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Giris

Topoloji, uzaklik kavramina bagvurmadan yalnizca “yakinlik” ve “agiklik” fikirleri tizerine kurulmus
geometrik yapilari inceler. Bir kiime tizerinde hangi alt kiimelerin a¢ik sayilacagini sdylemek, o kiime
iizerinde siirekliligin, yakinsamanin ve sinirin ne demek oldugunu tek basina belirler. Bu yiizden topoloji,
analizden cebire bircok alana ortak bir dil saglar.

Bu notlar iki hazirlik kismiyla baglar: 6nermeler mantig1 ile kiime kuramimin dili ve fonksiyonlarin
(gbrintd, ters gbriintil, birebir, 6rten) titiz bir tekrari. Ardindan topolojik uzayin tanimi, agik ve kapali
kiimeler, bir topolojiyi baz ve alt bazla tiretme, sira topolojisi, carpim topolojisi ve alt uzay topolojisi gelir.
Her tanimin hemen ardindan ne anlama geldigi bir ciimleyle ac¢iklanir; her teoremin ispati adim adim,
gerekgeleriyle verilir.

1 Not

Bu dersin ilk iki kismu (mantik-kiime kurami hazirligi ve topolojik uzaylar) hazirdir ve asagidaki
baglantilardan ulagilabilir. Kalan kisimlar hazirlanma agamasindadir; tamamlandik¢a bu sayfadan
baglantilanacaktur.
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1.1

1. Onermeler Mantig1 ve Niceleyiciler

Topoloji, “acik kiime”, “komguluk”, “siireklilik” gibi kavramlar1 kiimeler ve bu kiimeler hakkindaki ctimle-
lerle kurar. “Her acik kiime i¢in..”, “6yle bir komsuluk vardir ki..”, “z € U ise U agiktir” gibi ciimleleri
dogru okuyamayan ve dogru olumsuzlayamayan bir okuyucu, tanimlarin ne dedigini ve ispatlarin neden
isledigini géremez. Bu yiizden kitaba, matematigin dili olan 6nermeler mantigiyla bashyoruz.

Bu bolimde sunlar1 6grenecegiz: onerme ve dogruluk degeri; “ve”, “veya”, “degil” baglaclari; “ise” ile
kurulan gerektirme ve onun “veya” ile yaziligi; bir gerektirmenin karsit1 ile ters-kargitinin neden farkli
seyler oldugu; “ancak ve ancak” denkligi ve dogruluk tablolari; “her” ve “vardir” niceleyicileri ile bunlarin
olumsuzlamalari.

Bolim boyunca amag, karmagik bir kuram kurmak degil, sonraki béliimlerde her satirda kullanacagimiz
birka¢ kurali kesinlestirmektir. Bu kurallarin hepsi dogruluk tablosu denen kii¢iik bir cizelgeyle denetle-
nebilir; hi¢bir seyi ezberlemek gerekmez.

Onermeler

Matematik, dogru ya da yanlis olduguna karar verilebilen ciimlelerle ¢aligir. “2 + 3 = 5” byle bir ctimle-
dir; “Kapiy1 kapat.” ya da “Bu say1 giizel” boyle degildir.

Tanim 1.1 (Onerme ve Dogruluk Degeri). Dogru ya da yanlis oldugu kesin olarak belirlenebilen, ama
ayni anda hem dogru hem yanlis olamayan bildirim ciimlesine 6nerme (proposition) denir. Bir 6nermenin
dogru (D) ya da yanlis (Y) olusuna o énermenin dogruluk degeri denir. Onermeler p, q, 7, ... gibi kiigiik
harflerle gosterilir.

Yani bir 6nerme, “Bu dogru mu?” sorusunun tek bir cevabi olan ciimledir; cevabin ne oldugunu heniiz
bilmiyor olabiliriz, ama cevap vardir ve tektir.

Ornek 1.1 (Onerme Olan ve Olmayan Ciimleler). Asagidaki ciimlelerden hangileri énermedir?
Onerme olanlarin dogruluk degeri nedir?

a)2+3=5.
b) 7 bir ¢ift sayidir.
cx+1=3.

d) /2 rasyonel bir say1 degildir.
e) 2°den buyiik her ¢ift say1 iki asal saymn toplamudir.

Coziim.

a) Onermedir ve dogrudur.

b) Onermedir ve yanhstir; ¢iinkii 7 = 2 - 3 + 1 tek say1dir. Yanlis bir ciimle de 6nermedir; 6nerme olmak
icin dogru olmak gerekmez.

c) Onerme degildir. 2’in ne oldugu séylenmeden bu ciimlenin dogru mu yanhs mi olduguna karar
verilemez: x = 2 icin dogru, x = 5 i¢in yanlistir. Béyle ctimleleri boliimiin sonunda “agik énerme”
adiyla ayrica inceleyecegiz.

d) Onermedir ve dogrudur. Bu, klasik bir teoremdir; ispatin1 boliim sonundaki alistirmalarda verecegiz.
Burada 6nemli olan sudur: ispat1 heniiz bilmesek bile ciimlenin dogru ya da yanlis oldugu kesindir.

e) Onermedir. Bu ciimlenin dogru mu yanls m1 oldugu bugiin bilinmemektedir (Goldbach sanis1); ama
bir ctimlenin 6nerme olmasi i¢in dogruluk degerini bizim bilmemiz gerekmez, yalnizca degerin var ve
tek olmasi gerekir. (“2°den biiytik” kosulu gereklidir: 2 ¢ift sayidir ama iki asal saymin toplami degildir,
clinkii en kiiciik asal say1 2’dir ve iki asalin toplami en az 4’tiir.)

|
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10 Béliim 1. Onermeler Mantig1 ve Niceleyiciler

Baglaclar: Ve, Veya, Degil

Elimizde p ve g 6nermeleri olsun. Bunlardan “ve”, “veya”, “degil” sozciikleriyle yeni 6nermeler kurabiliriz.
Yeni 6nermenin dogruluk degeri, yalnizca p ile ¢'nun dogruluk degerlerine baghdir; asagidaki ii¢ tanim
bu baglilig1 kesinlestirir.

Tanim 1.2 (Ve Baglaci). p ve g 6nermeler olsun. “p ve ¢” 6nermesip A g ile gosterilir; buna p ile ¢'nun ve
baglaciyla (conjunction) baglanmasi denir. p A g 6nermesi yalnizca p ve ¢’nun ikisi de dogru oldugunda
dogrudur; 6teki her durumda yanlistir.

Yani “ve”, iki kosulun birden saglanmasini ister; biri bile bozulursa p A g yanlig olur.

Tanim 1.3 (Veya Baglaci). p ve g onermeler olsun. “p veya ¢” 6nermesi p V ¢ ile gosterilir; buna p
ile ¢’'nun veya baglaciyla (disjunction) baglanmasi denir. p V g 6nermesi, p ve ¢’dan en az biri dogru
oldugunda dogrudur; yalnizca ikisi de yanlis oldugunda yanlistir.

Yani “veya”, iki kosuldan birinin saglanmasiyla yetinir; ikisi birden saglanirsa da dogrudur.

Matematikte veya kapsayicidir

Gunliik dilde “cay veya kahve” ¢ogu zaman “ikisinden yalniz biri” demektir. Matematikte veya her
zaman kapsayicidir: p V ¢, “p dogru, g dogru ya da ikisi de dogru” durumlarmn hepsinde dogrudur.
“Ikisinden yalniz biri” demek istedigimizde bunu acikca “ya p ya da ¢” diye sdyleriz; bu, ayr1 bir
onermedir ve (p V q) A —=(p A q) biciminde yazilir. Ornegin “6, 2’ye veya 3’e béliiniir” énermesi
dogrudur; 6’nin ikisine de boliinmesi bunu bozmaz.

Tanim 1.4 (Degil (Olumsuzlama)). p bir 6nerme olsun. “p degil” 6nermesi —p ile gosterilir; buna p’nin
olumsuzu (negation) denir. —p, p yanlhs oldugunda dogru, p dogru oldugunda yanligtir.

Yani olumsuzlama dogruluk degerini tersine cevirir; p ile —=p’den her zaman tam biri dogrudur.

Bir 6nermeyi olumsuzlarken ciimleyi sézciik s6zciik degil, anlamca tersine ¢evirmek gerekir. “7 bir ¢ift
say1dir” énermesinin olumsuzu “7 bir ¢ift say1 degildir”, yani “7 tek sayidir” 6nermesidir. Bilesik énerme-
lerin nasil olumsuzlanacagim birazdan De Morgan kurallariyla gérecegiz.

Ornek 1.2 (Baglaclarla Kurulan Onermelerin Degerleri). p: “3 asal sayidir” ve ¢: “4 asal sayidir”
olsun.p A q,pV g, —q, ~p V q ve =(p A q) énermelerinin dogruluk degerlerini bulunuz.

Cozim.

Once pargalarin degerlerini belirleyelim. 3’iin 1 ve kendisinden bagka bdleni yoktur; p dogrudur. 4 =
2 - 2 oldugundan 4 asal degildir; q yanlistir.

p A ¢: ikisi de dogru degil (g yanlis), bu yiizden yanligtir.

p V ¢: en az biri dogru (p dogru), bu yiizden dogrudur.

—q: q yanlig oldugundan dogrudur.

—p V q: —p yanlis (p dogru) ve g yanlis; ikisi de yanlis oldugundan yanlistir.

=(p A q): p A ¢ yanlis oldugundan olumsuzu dogrudur.

]

Gerektirme

Matematikteki teoremlerin biyiik ¢ogunlugu “eger ... ise .. bicimindedir: “Eger bir fonksiyon tiirevle-
nebilirse siireklidir” Bu bicimdeki 6nermelere gerektirme diyecegiz. Gerektirmenin dogruluk kurali ilk
bakista sasirticidir; bu yiizden onu 6zellikle dikkatle tanimliyoruz.

Tanim 1.5 (Gerektirme). p ve g onermeler olsun. “p ise ¢” (eger p ise q) 6nermesi p = ¢ ile gosterilir
ve buna gerektirme (implication) denir; “p, ¢’yu gerektirir” diye okunur. p’ye gerektirmenin hipotezi
(6nculi), ¢’ya sonucu (hitkmii) denir. p = ¢ 6nermesi yalnizca p dogru ve g yanlis oldugunda
yanlistir; 6teki ti¢ durumda dogrudur.
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1.3 Gerektirme 11

Yani gerektirme bir s6z gibidir: “p olursa g olacak” Bu s6z yalnizca p gerceklesip de g gerceklesmediginde
bozulmus sayilir; p hic gerceklesmediyse s6z bozulmamugtir.

1 Hipotez yanligsa gerektirme dogrudur

“Eger 1 = 2 ise 3 = 4” 6nermesi dogrudur; ¢iinkil hipotez 1 = 2 yanhstir ve tanima gore hipotezi
yanlis olan her gerektirme dogrudur. “Eger 1 = 2 ise 3 = 3” de dogrudur. Bu bir keyfi se¢im gibi
gorinebilir, ama matematigin her yerinde ise yarar: “Her « € & i¢in € A” gibi ciimlelerin dogru
sayillmasi ve bos kiimenin her kiitmenin alt kiimesi olmasi tam bu kuraldan ¢ikar. Bunu bir sonraki
bolimde kullanacagz.

Gerektirmenin dogruluk kurali, aslinda onu “degil” ve “veya” ile yazmamiza izin verir. Bu gozlem, sonraki
bolimlerde “x € A ise x € B” bicimindeki ciimleleri kiime iglemlerine cevirirken stirekli karsimiza gika-
caktir.

Onerme 1.1 (Gerektirmenin Veya ile Yazilis1). p ve q 6nermeler olsun. p = q ile —p \ q onermeleri, p
ve ¢ ’nun her dogruluk degeri icin ayni dogruluk degerini alir.

ispat.
p ve q igin dort olast durum vardir. Her birinde iki 6nermenin degerini hesaplayalim.

p ¢ —p —pVqg p=gq
D D Y D D
D Y Y Y Y
Y D D D D
Y Y D D D

—p situnu Tamm 1.4 ile, —p V q siitunu Tamum 1.3 ile (“en az biri dogruysa dogru”) doldurulur. p = q
stitunu Tanim 1.5 ile doldurulur: yalnizca ikinci satirda (p dogru, q yanlis) yanls. Son iki siitun satir satir
aymidir; istenen budur.

|

Ispatin 6zii: p = q de —p V q da yalnizca “p dogru ve g yanlis” durumunda yanlistir.
“p ise ¢” climlesi matematik metinlerinde birkag farkli bicimde s6ylenir. Bunlar1 tanimak gerekir; ¢iinkii
“gerekli” ile “yeterli” szciikleri sik sik birbirine karigtirilir.

Tanim 1.6 (Gerekli ve Yeterli Kosul). p = ¢ gerektirmesi asagidaki ctimlelerin her biriyle ayni anlama
gelir:

« “piseq’

+ “p, ¢ i¢in yeterlidir” (p suffices for g, sufficient condition).

+ “p yalmzca g ise” (p only if q); yani p’nin dogru olabilmesi i¢in ¢’nun dogru olmas: sarttir.

+ “q, p icin gereklidir” (necessary condition).

Buna kargilik ¢ = p gerektirmesi “q ise p” ya da “p, q i¢in gereklidir” diye sdylenir.

Yani yeterli kosul okun basinda, gerekli kosul okun ucunda durur: p = ¢ dogruysa p’nin olmasi g icin
yeter, ¢’'nun olmasi ise p igin sarttir.

Ornek 1.3 (Gerekli mi, Yeterli mi). n bir tam say1 olsun. “n, 6’ya béliiniiyorsa n, 3’e béliiniir”
onermesini gerekli ve yeterli kosul diliyle séyleyiniz. 3’e bolinmek, 6’ya boliinmek icin yeterli midir?

Cozim.
p: “n, 6’ya bélinir” ve ¢: “n, 3’e béliiniir” olsun. Verilen énerme p = ¢’dur ve dogrudur: n = 6k ise
n = 3 - (2k) oldugundan n, 3’e béliiniir.
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12 Boliim 1. Onermeler Mantig1 ve Niceleyiciler

Tanima gore bu soyle de s6ylenir: “6’ya bolinmek, 3’e béliinmek icin yeterlidir” ve “3’e boliinmek, 6’ya
boliinmek igin gereklidir”. fkincisi su demektir: 6’ya béliinen her say1 zorunlu olarak 3’e béliiniir; 3’e
bolinmeyen bir say1 6’ya da béliinemez.

3’e bolunmek 6’ya bolinmek icin yeterli degildir: n = 9 sayis1 3’e boliniir ama 6’ya boliinmez. Yani
q = p yanlistir. Gerektirmenin bir yoniiniin dogru olmasi 6teki yonii hakkinda hicbir sey soylemez;
bunu bir sonraki kesimde ayrica vurgulayacagiz.

tam sayilar

3'e bolinenler
(g dogru)

9

6'ya boliinenler
(p dogru)

6 12 18

p — g dogru: p bolgesi q bolgesinin icinde.
q — p yanlis: 9 say1st q bolgesinde ama p bolgesinde degil.

Sekil 1.1: Gerektirmenin kiime diliyle goriiniisii. Distaki bolge ¢'nun dogru oldugu tam sayilari (3'e

bolunenler), icteki bélge p'nin dogru oldugu tam sayilari (6'ya bolinenler) toplar. p = ¢ dogrudur,

ciinkil p bolgesi g bolgesinin iginde kalir; 6'ya béliinen her say1 3'e de béliiniir. Karsit yon ¢ = pise
yanligtir: 9 sayis1 3'e boliiniir ama 6'ya boliinmez, yani q bolgesinde olup p bolgesinin disindadir.

Karsit ve Ters-Karsit

Bir gerektirme verildiginde ondan iki yeni gerektirme tiretilebilir: okun yoniinii cevirmek ve her iki tarafi
olumsuzlayip okun yéniinii cevirmek. ikisi gériiniiste benzerdir, ama biri 6zgiin gerektirmeyle aym seyi
soyler, 6teki bambagka bir sey soyler. Bu ayrim, ispat yazmanin temelidir.

Tanum 1.7 (Karsit). p = ¢ bir gerektirme olsun. ¢ = p gerektirmesine p = ¢’nun karsit1 (converse)
denir.

Yani kargit, hipotez ile sonucun yerini degistirir: “p ise ¢” yerine “q ise p”.

Tanim 1.8 (Ters-Karsit). p = ¢ bir gerektirme olsun. ~¢ = —p gerektirmesine p = ¢’nun ters-karsit1
ya da kontrapozitifi (contrapositive) denir.

Yani ters-kargit hem yer degistirir hem olumsuzlar: “p ise ¢” yerine “q degilse p degil”.

Simdi asil 6nemli soruya geliyoruz: bu iki yeni gerektirme, 6zgiin gerektirmeyle ayni dogruluk degerine
sahip midir? Asagidaki teorem, ters-karsit icin cevabin “her zaman evet”, karsit i¢in “hayir” oldugunu
soyler.

Teorem 1.1 (Ters-Karsit Gerektirmeye Denktir, Karsit Denk Degildir). p ve g 6nermeler olsun.
i)p = q ile ters-karsit1 ~q = —p, p ve ¢’nun her dogruluk degeri icin ayni dogruluk degerini alr.

ii)p = q ile karsit1 ¢ = p, bazi dogruluk degerleri icin farkly deger alir; yani karsit, gerektirmeden bagimsiz
bir 6nermedir.
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1.4 Karsit ve Ters-Karsit 13

ispat.
Dért durumun tamamini bir tabloda inceleyelim.

p q -p -q p=4q ~q¢="p q=p
D D Y Y D D D
D Y Y D Y Y D
Y D D Y D D Y
Y Y D D D D D

—q = —p sitununu doldururken Tanim 1.5"yi hipotez —q ve sonug —p icin uyguluyoruz: bu gerektirme
yalnizca —~q dogru ve —p yanls oldugunda, yani q yanlis ve p dogru oldugunda (ikinci satir) yanhstir.
q = p sttunu ise yalnizca q dogru ve p yanls oldugunda (iigiincii satir) yanlistir.

(i) p = q ile ~q = —p siitunlari dort satirda da aymidir: ikisi de yalnizca ikinci satirda yanhstir.

(ii) p = q ile q = p siitunlar: ikinci ve igiincii satirda farkhdir. Ornegin p dogru, q yanhsken p = q
yanlis, ¢ = p dogrudur. Demek ki bir gerektirmenin dogru olmasi karsitinin dogru olmasini da, yanls
olmasini da gerektirmez.

|

Ispatin 6zii: gerektirme de ters-karsiti da yalnizca “p dogru, ¢ yanls” durumunda bozulur; karsit ise “q
dogru, p yanlis” durumunda bozulur, bu farkli bir durumdur.

Teoremin (i) kismu bir ispat yontemi verir: p = ¢’yu ispatlamak istedigimizde, bunun yerine —~q = —p’yi
ispatlayabiliriz. Buna ters-karsitla ispat denir ve bazen dogrudan ispattan ¢ok daha kolaydir. Asagidaki
ornek hem bunu hem de karsit ile ters-karsit arasindaki farki sayilarla gosterir.

Ornek 1.4 (Karsit ile Ters-Karsit Farkli Seylerdir). z bir gercel say1 olsun; p: “z > 2” ve ¢q: “2% > 47
alalim. p = ¢ gerektirmesini, karsitini ve ters-karsitini yaziniz; her birinin dogru mu yanlhs m1 oldugunu
belirleyiniz.

Cozim.

Gerektirme p = ¢: “z > 2ise 22 > 4”. Bu dogrudur: x > 2 olsun. x > 2 > 0 oldugundan z pozitiftir;
esitsizligin iki tarafin1 pozitif = ile carparsak z-x > 2 -, yani 22 > 2z olur. Ote yandan x > 2
esitsizligini 2 ile garparsak 2x > 4 olur. Ikisini birlestirince 2 > 2z > 4, yani 22 > 4 elde ederiz.
Karsit g = p: “z? > 4ise z > 2”. Buyanlistir: x = —3icin z? = 9 > 4 oldugundan hipotez dogrudur,
ama —3 > 2 olmadigindan sonuc yanlistir. Hipotezi dogru, sonucu yanlis yapan tek bir say1 gerektir-
meyi ¢iiriitmeye yeter.

Ters-karsit ~q = —p: “2? < 4 ise x < 2”. Bu dogrudur; Teorem 1.1'e gore gerektirmeyle ayni1 dog-
ruluk degerine sahiptir, gerektirme dogru oldugundan o da dogrudur. Dogrudan da gorebiliriz: 2 < 4
olsun ve z < 2 olmadiginy, yani z > 2 oldugunu varsayalim; o zaman yukaridaki hesapla 22 > 4 olur,
bu 22 < 4 ile celisir. Demek ki z < 2.

Sonug: ayni p ve ¢ igin gerektirme ile ters-karsit dogru, karsit yanlistir. Karsit ile ters-karsit farkli
onermelerdir.

]

Karsit ile ters-karsit karistirilmasin

“p ise q” ispatlandifinda “q ise p” ispatlanmig olmaz; onu ayrica ispatlamak ya da bir karg1 6rnekle
ciiriitmek gerekir. Buna kargilik “q degilse p degil” ayrica ispatlanmaz; o, “p ise ¢” ile ayn1 6nermedir.
Bir gerektirmeyi ters-karsitiyla ispatlarken hipotez ile sonucun ikisini de olumsuzladiginizdan ve
okun yoniinii ¢evirdiginizden emin olun; yalnizca yon ¢evirmek karsit1 verir, o da bagka bir nermedir.
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Denklik ve Dogruluk Tablolar1

Bir gerektirme ile karsit1 ikisi birden dogruysa p ve g birbirini gerektirir; bu durumda ikisi “ayni geyi
sOyler”. Matematikteki tanimlarin ve pek ¢ok teoremin bi¢cimi budur.

Tanim 1.9 (Denklik). p ve g énermeler olsun. “p ise ¢” ve “q ise p” 6nermelerinin ikisini birden
sOylemenin kisa yolu “p ancak ve ancak ¢” (p if and only if q, kisaca iff) ciimlesidir; bu cimle p < g ile
gosterilir ve buna p ile ¢'nun denkligi (equivalence) denir:

p<q demek (p=q)A(¢q=p) demektir.

p < q yalnizca p = q ve ¢ = p ikisi birden dogruyken dogrudur; bu da tam olarak p ile ¢’'nun ikisi de
dogru ya da ikisi de yanligken, yani ayn1 dogruluk degerine sahip olduklarinda gergeklesir.

Yani p < ¢ dogruysa p ile ¢ birbirinin yerine kullanilabilir; biri dogru oldugunda &teki de dogru, biri
yanlis oldugunda 6teki de yanlistir.

Tanimdaki son ciimleyi gerekcelendirelim. p ile ¢ ayni degerdeyse “p dogru, ¢ yanlis” durumu da “q dogru,
p yanlis” durumu da gerceklesmez; bu ylizden p = ¢ ve ¢ = p ikisi de dogrudur. p ile ¢ farkli degerdeyse
ya p dogru g yanlstir (o zaman p = q yanlis) ya da ¢ dogru p yanlistir (0 zaman g = p yanls); iki
gerektirmeden biri bozulur ve p < ¢ yanlis olur.

Bu bolumde simdiye kadar yaptigimiz her denetleme ayni bicimdeydi: biitiin olas1 dogruluk degerlerini
bir ¢izelgeye yazip sonucu satir satir hesaplamak. Bu ¢izelgeye ad verelim ve bes temel baglaci tek tabloda
toplayalim.

Tanim 1.10 (Dogruluk Tablosu). Bir ya da birka¢ énermeden baglaclarla kurulmusg bir bilesik 6ner-
menin, bilesenlerin her olast dogruluk degeri i¢in aldig1 degeri gosteren ¢izelgeye dogruluk tablosu
(truth table) denir. n bilesen icin tabloda 2™ satir bulunur. Bes temel baglacin dogruluk tablosu sudur:

P q —-p PAg pVyq P=q P<=q
D D Y D D D D
D Y Y Y D Y Y
Y D D Y D D Y
Y Y D Y Y D D

Iki bilesik 6nerme, dogruluk tablolarinin son stitunlar: satir satir ayniysa mantik¢a denktir; bu, arala-
rindaki denkligin her satirda dogru olmasi demektir.

Yani dogruluk tablosu, “bu iki 6nerme ayni seyi mi sdylityor?” sorusunu diisiinmeden, sayarak cevapla-
manin yoludur.

Tabloyu okurken su satirlara 6zellikle bakin: p A g yalnizca ilk satirda dogrudur, p V q yalnizca son satirda
yanlistir, p = ¢ yalnizca ikinci satirda yanlistir, p < ¢ ise p ile ¢'nun ayni oldugu birinci ve dordiincii
satirlarda dogrudur.

Sik kullanilan birka¢ denklik vardir; bunlar1 bir kez ispatlayip sonra serbestce kullanacagiz. Ozellikle
“ve’nin ve “veya’nin olumsuzlanmasii soyleyen De Morgan kurallari, sonraki boliimde birlesim ve
kesisimin tiimleyenini hesaplarken aynen karsimiza ¢ikacaktir.

Onerme 1.2 (Temel Mantik Denklikleri). p ve g onermeler olsun. Asagidaki denklikler p ve q’nun her
dogruluk degeri icin dogrudur:

i) —~(—p) < p (¢ift olumsuzlama);

ii)—(p A q) < —p V —q (De Morgan kuraly);

iii) ~(p V q) < —p A =q (De Morgan kuraly);

) (p=q) & (-pVa)

v)=(p=q) < (pA—g);

vi) (p = q) < (g = —p).

ispat.
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1.5 Denklik ve Dogruluk Tablolar1 15

Bir denkligin her durumda dogru olmasi, iki tarafin her satirda ayni degeri almasi demektir (Tanim 1.10).
Bu yiizden her madde icin iki tarafin siitunlarini karsilastirmak yeterlidir.

(i) p dogruysa —p yanls, —(—p) dogrudur; p yanlissa —p dogru, —(—p) yanhstir. Iki durumda da —(—p)
ile p ayni degerdedir.

(ii) ve (iii) icin tek tablo kuralim.

p q —p —q pAg —(pAN PV  pvg =(pv A
q) —q q) —q
D D Y Y D Y Y D Y Y
D Y Y D Y D D D Y Y
Y D D Y Y D D D Y Y
Y Y D D Y D D Y D D

=(p A q) ile —p V —q siitunlary aynidur: ikisi de yalnizca ilk satirda yanhstir. Bu (ii) yi verir. ~(p V q) ile
—p A —q siitunlart da aynmidir: ikisi de yalnizca son satirda dogrudur. Bu (iii)’ii verir.

(iv) Onerme 1.1'da ispatland..

(v) Denklikleri zincirleyerek gosterelim; her adimda bir tarafi, ona denk oldugunu bildigimiz bir ifadeyle
degistiriyoruz, bu dogruluk degerini degistirmez:

—(p = )=~ (=pV @)~ (=p) A ~q=p A —q.

Birinci adim (iv), ikinci adim (iii) (burada —p ve q onermelerine uygulandy), iiciincii adim (i) ile gerekge-
lenir.
(vi) Teorem 1.1'in (i) kismidir. Denklikleri zincirleyerek de goriilebilir:

(=g = —p)=(—q) V ~pqV —p—pV g(p = q).

Birinci adim (iv), ikinci adim (i), dgiincii adim “veya”min iki tarafinin yer degistirmesi (Tanim 1.3'daki
kural iki bilesene ayni bicimde bakar), dordiincii adim yine (iv) ile gerekgelenir.
|

T [T 3 »_ . <« » . [ » “« £ : . .
Ispatin 6zii: “ve”yi olumsuzlamak “veya” verir, “veya”y1 olumsuzlamak “ve” verir; gerektirmeyi olumsuz-
lamak ise “hipotez dogru ve sonug yanlhs” verir.

@ Bir gerektirmeyi ciiriitmek icin tek karsi 6rnek yeter

Besinci madde (v) sunu soyler: “p ise ¢” 6nermesinin yanlis olmasi, p’nin dogru ve ¢’'nun yanlis oldugu
bir durumun var olmasi demektir. Bu yiizden “z? > 4 ise z > 2” 6nermesini ¢iiriitmek i¢in = —3
ornegi yeterliydi. Bir gerektirmeyi ispatlamak icinse biitin durumlar1 kapsayan bir akil yiiriitme
gerekir; 6rnekler ne kadar ¢ok olursa olsun ispat yerine gecmez.

Bir denklik ispatlamak i¢in tanim geregi iki gerektirme ispatlanir; bunlardan birini ters-karsitiyla ispat-
lamak ¢ogu zaman isi kolaylastirir.

Ornek 1.5 (Bir Tam Say1 ile Karesinin Ciftligi). n bir tam say1 olsun. n cifttir ancak ve ancak n?
cifttir. Bunu ispatlayiniz.

Cozim.

p: “n gifttir” ve g: “n? cifttir® olsun. Tanim 1.9’e gore p = q ve ¢ = p ikisini de ispatlamaliy1z.

p = q. n cift olsun; o zaman bir k tam sayis1 i¢in n = 2k yazilir. Buradan n? = 4k? = 2(2k?) olur ve
2k? bir tam say1 oldugundan n? cifttir.

q = p. Bu yonii dogrudan gostermek zordur; ¢iinkii “n? cift” bilgisinden n hakkinda hemen bir sey
cikmaz. Ters-karsitini ispatlayalim: —p = —q, yani “n tekse n? tektir”. n tek olsun; bir k tam say1si icin
n = 2k + 1 yazilir. Buradan

n?=(2k+1)2=4k* + 4k +1=2(2k> +2k) + 1
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olur ve 2k? + 2k bir tam say1 oldugundan n? tektir. Teorem 1.1’e gére —p = —qile ¢ = p ayni dogruluk
degerine sahiptir; ilkini ispatladigimiza gore ikincisi de dogrudur.

Iki y6n de dogru oldugundan p <> ¢ dogrudur.

n

Niceleyiciler

“z +1 = 3” cimlesinin 6énerme olmadigim gordilk; = belirlenmeden dogruluk degeri yoktur. Boyle bir
ciimleyi 6nermeye ¢evirmenin iki yolu vardir: x’e belirli bir deger vermek ya da “her x i¢in” / “bir x vardir
ki” demek. fkinci yol, matematigin neredeyse biitiin tanimlarinda kullanilir.

Tanim 1.11 (Acik Onerme). X bir kiime olsun. z degiskenine bagl olan ve  yerine X in her belirli
elemani kondugunda bir 6nermeye déniigen p(x) ifadesine X iizerinde bir agik 6nerme (open sentence,
predicate) denir. X’e acik 6nermenin evreni (domain) denir.

Yani acik 6nerme, boslugu doldurulmayi bekleyen bir ctimledir; bosluga X ten bir eleman yazinca dogru
ya da yanlis bir 6nerme ¢ikar. Ornegin p(z): “z + 1 = 3”, R iizerinde bir a¢ik 6nermedir; p(2) dogru, p(5)
yanligtir.

Tanim 1.12 (Her ve Vardir Niceleyicileri). p(z), X iizerinde bir acik 6nerme olsun.

« “Herz € X i¢in p(z)” ciimlesi Vx € X, p(x) ile gosterilir; V semboliine evrensel niceleyici (universal
quantifier, “for all / for each”) denir. Bu énerme, X’in her elemani a icin p(a) dogru oldugunda
dogrudur; p(a)’min yanlis oldugu en az bir a € X varsa yanhstir.

+ “p(x) olacak bicimde bir z € X vardiur” ciimlesi 3z € X, p(z) ile gosterilir; 3 semboliine varliksal
niceleyici (existential quantifier, “there exists”) denir. Bu 6nerme, p(a) nin dogru oldugu en az bir a €
X oldugunda dogrudur; X’in hi¢bir elemani i¢in p(a) dogru degilse yanhsgtir.

Evren agikga belliyse kisaca Vz, p(x) ve Iz, p(z) yazilir.

Yani V “istisnasiz hepsi”, 3 “en az biri” demektir; V’1 bozmak i¢in tek bir istisna, 3’1 saglamak icin tek bir
Ornek yeter.

1 Bos evren iizerinde niceleyiciler

X = g ise Vo € X, p(x) 6nermesi, p(z) ne olursa olsun dogrudur; ¢iinkii yanls olmasi i¢in p’yi
bozan bir eleman gerekir, oysa &’nin elemani yoktur. Ayni nedenle 3z € X, p(z) 6nermesi yanlistir;
dogru olmasi i¢in 6rnek olacak bir eleman gerekir. Bu, “hipotez yanligsa gerektirme dogrudur”
kuralinin niceleyicilerdeki karsiligidir ve bir sonraki béliimde @& C A oldugunu gésterirken kullani-
lacaktr.

Ornek 1.6 (Niceleyicili Onermelerin Dogruluk Degerleri). Asagidaki 6nermelerin dogru mu yanlis
mi oldugunu gerekeesiyle belirleyiniz.

a)Vz € R, z2 > 0.

b) Iz € R, 22 = —1.

¢)3In € N,n? =n.

d) Vn € N, n? > n.

e)Vr € R, z2 > 0.

Cozim.

a) Dogrudur. x > 0 ise 22 = z - z iki negatif olmayan saymin carpimidir, dolayisiyla 22 > 0.z < 0 ise
—x > 0ve 22 = (—x)(—x) > 0. Her gercel say1 bu iki durumdan birine girer; istisna yoktur.

b) Yanlistir. (a)'ya gore her gercel saymnm karesi 0’dan kiiciik degildir; oysa —1 < 0. Demek ki 22 =
—1 esitligini saglayan hicbir gercel say1 yoktur.

¢) Dogrudur. Tek bir 6rnek yeter: n = 1 i¢in 12 = 1. (n = 0 da bir 6rnektir; “vardir” i¢in birden ¢ok
ornek olmasi sorun degildir.)

2
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d) Dogrudur. n € N olsun. n = 0 ise 0 > 0 dogrudur. n > 1 ise esitsizligin iki tarafini n > 1 > 0 ile
carparak m - n > n - 1, yani n2 > n buluruz. Her dogal say1 bu iki durumdan birine girer.

e) Yanlstir. = 0 icin 2 = 0 olur ve 0 > 0 yanlistir. “Her 2 icin” 6nermesini ciiriitmek icin bu tek
istisna yeter; (a)‘daki “>” isaretinin “>” olmasi biitiin 6nermeyi bozmustur.

|

Niceleyicilerin en ¢ok hata yapilan yani olumsuzlanmalaridir. “Her 6grenci smavi gecti” ctimlesinin
olumsuzu “Higbir 6grenci sinavi ge¢medi” degil, “En az bir 6grenci sinavi gecemedi” ciimlesidir. Asagidaki
teorem bunu kesinlestirir; topolojide “agik degildir”, “stirekli degildir”, “yig1lma noktas: degildir” gibi
ctimlelerin hepsi bu teoremle acilir.

Teorem 1.2 (Niceleyicilerin Olumsuzlanmasi). p(x), X iizerinde bir agik énerme olsun.

i) (Vo e X, p(x) )< v e X, —p).

i) = ( Jz € X, p(x) ) & Vo e X, —p(x).

iii)Ve € X, p(x) < — ( Jz € X, —p(x) ) vedz € X, p(z) & — ( Ve € X, —p(x) )

Ispat.

Her denklik icin iki tarafin ayni durumlarda dogru oldugunu gosteriyoruz.

(i) Sol taraf, Tanim 1.4°e gore, Vo € X, p(x) énermesinin yanls olmas: demektir. Tanim 1.12°e gére bu
dnerme tam olarak, p(a)’min yanls oldugu en az bir a € X bulundugunda yanhstir. “p(a) yanhs” ile
““p(a) dogru” aym seydir (Tanim 1.4). Demek ki sol taraf, —p(a)’nin dogru oldugu en az bir a € X
bulunmasi demektir; bu da yine Tanim 1.12°e gére x € X, —p(x) onermesinin dogru olmasi demektir.
Her adim “ancak ve ancak” bigiminde oldugundan iki taraf her durumda ayni degeri alir.

(ii) Sol taraf, Az € X, p(x) énermesinin yanhs olmas: demektir. Tanim 1.12°e gore bu énerme tam olarak,
Xin higbir elemani igin p dogru olmadiginda yanhstir; yani her a € X icin p(a) yanls, baska deyisle her
a € X i¢in —p(a) dogru oldugunda. Bu ise Vo € X, —p(x) dnermesinin dogru olmasi demektir. Yine her
adim iki yonlii oldugundan iki taraf ayni degeri alir.

(iii) Once ikinci denkligi gosterelim. (i) maddesi her acik énerme icin gecerlidir; onu p yerine —p acik
onermesine uygulayalim:

- ( Vz € X, —p(x) ) & dre X, -px) < Jr e X, p(x);

son adimda Onerme 1.2'in (i) maddesi (——p(a) < p(a), her a i¢in) kullanildi. Iki ucu yer degistirerek
okursak bu, (iii)‘teki ikinci denkliktir. Birinci denklik i¢in ayni islemi (ii) ile yapalm; (ii)’yi —p agik
onermesine uygularsak

- (e X, p() ) Vo e X, ~p(x) < Vr € X, p)

elde ederiz; son adim yine ¢ift olumsuzlama kuralidwr. Bu da, uglar: yer degistirerek okununca, (iii) teki
birinci denkliktir.

Ispatin 6zii: “her” 6nermesini bozmak icin bir istisna yeter, bu yiizden olumsuzu bir “vardir”dir; “vardir”
onermesini bozmak i¢in hi¢bir érnegin olmamasi gerekir, bu ytizden olumsuzu bir “her”dir.

© Olumsuzlama tarifi

Niceleyicilerle yazilmis bir 6nermeyi olumsuzlamak icin soldan saga ilerleyin: her V’1 3 yapin, her
31V yapin, en igteki acik dnermeyi olumsuzlayin. Ornegin

—(VzeX,yeY,p(x,y) ) IreX, VyeY, p(z,y).

Bu, Teorem 1.2'nin 6nce distaki, sonra icteki niceleyiciye uygulanmasidir. Igteki énerme bir gerek-
tirme ise Onerme 1.2'in (v) maddesi kullanilir: —(p = q) yerine p A —q yazilir.

Ornek 1.7 (Niceleyicili Onermeleri Olumsuzlama). Asagidaki énermelerin olumsuzlarini, 6niinde
— bulunmayacak bigimde yaziniz ve hangisinin dogru oldugunu belirleyiniz.
a)Vz € R, 22 > 0.
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b) Her z € A i¢in x € B. (Burada A ve B verilmis iki kiimedir.)
c)Her z € Ricin bir y € Rvardir ki y > «.
dVr eR, (z>2=22>4).

Cozim.

a) Teoremin (i) maddesiyle olumsuz: 3z € R, =(z? > 0), yani 3z € R, z? < 0. Ozgiin énerme dogru-
dur (Ornek 1.6), dolayisiyla olumsuzu yanhstir: karesi negatif olan gercel say1 yoktur.

b) Olumsuz: “Bir € A vardir ki z ¢ B” Burada z ¢ B, ~(z € B) demektir. Bir sonraki béliimde “her
x € Aiginz € B” cimlesi “A, B’nin alt kiimesidir” diye adlandirilacak; bu 6rnek, alt kiime olmamanin
“A’da olup B’de olmayan bir eleman vardir” demek oldugunu séyler. Dogruluk degeri A ve B’ye
baglhdir.

¢) Onerme Vz € R, 3y € R, y > x bicimindedir. Tarife gére olumsuz: 3z € R, Vy € R, y < z; sozle:
“Bir z € R vardir ki her y € R i¢in y < 27, yani “gercel sayilarm en biiyiigii vardir”. Ozgiin énerme
dogrudur: verilen x igin y = « + 1 almirsa y > x olur. Dolayisiyla olumsuzu yanlistir.

d) Tarife gore: 3z € R, —(z > 2 = x? > 4); gerektirmenin olumsuzu icin (v) maddesiyle 3z €
R, (z > 2 A 2% < 4). Sozle: “2’den biiyiik olup karesi 4’{i agmayan bir gercel say1 vardir” Ornek 1.4'nda
6zgiin gerektirmenin her « icin dogru oldugunu gosterdik; dolayisiyla olumsuz yanligtir.

|

Son olarak, iki niceleyicinin sirasinin 6nemli oldugunu gérelim. “Her x igin bir y vardir” ile “bir y vardir
ki her z icin” ayni1 sey degildir: birincisinde y, =’e bagl olarak secilebilir; ikincisinde tek bir y biitiin z’ler
icin ig gormelidir.

Ornek 1.8 (Niceleyicilerin Siras1). Asagidaki iki dnermenin dogruluk degerlerini belirleyiniz:

a)Vz e R,y e R,y > x.

b)dy e R,Vx e R,y > .

Coziim.

a) Dogrudur. Herhangi bir x € R verilsin; y = 4+ 1 secelim. 1 > 0 oldugundan y = 2 + 1 > z’tir.
y’'nin z’e bagl olarak se¢ilmesine izin vardir; ¢linkii 3y, V2’in icindedir.

b) Yanlistir. Olumsuzunu ispatlayalim; tarife gére olumsuz Vy € R, 3z € R, y < 2’tir. Herhangi bir
y € R verilsin; x = y + 1 secelim. O zaman y < y + 1 = «, dolayisiyla y < z olur. Olumsuz dogru
oldugundan (b) yanlistir: biitiin gergel sayilardan biiyiik tek bir gercel say1 yoktur.

Iki 6nerme yalnizca niceleyicilerin sirastyla ayrilir, ama biri dogru 6teki yanlistir. Bu yiizden bir tanimi
okurken “hangisi dnce geliyor, hangisi hangisine bagh secilebiliyor” sorusu hep sorulmalidir.

|

1 Aymni tiirden niceleyicilerin sirasi degisebilir

YV, Vy ile Vy, Vz ayni seyi soyler; 3z, Jy ile Jy, Iz de Syle. Sira yalmzcea bir V ile bir 3 yer degistir-
diginde 6nem kazanir. Ayrica 3y, Vz, p(x, y) dogruysa Vz, Jy, p(x, y) de dogrudur: bitiin x’ler i¢in
is goren tek y, her z icin ayr1 ayr da is gorir. Tersi, 6rnekte gordiigiimiiz gibi, dogru olmak zorunda

degildir.

Alistirmalar

Alistirma 1.1 (Bolitm Alistirmalari). a) p: “12, 3’e boliiniir” ve ¢: “12 asal sayidir” olsun. p A ¢, p V g,
p = q,—p = q, ~q = —p Ve p < q dnermelerinin dogruluk degerlerini bulunuz.

b) p, ¢, r 6nermeler olsun. ( p=q¢ A(g=>r) ) = (p = r) dnermesinin p, g, r’nin her dogruluk degeri
i¢in dogru oldugunu gosteriniz.

¢) “Bir tam say1 4’e boliiniiyorsa cifttir” gerektirmesinin kargitini ve ters-kargitini yaziniz; ii¢ 6nermeden
hangilerinin dogru oldugunu belirleyiniz.

d) n bir tam say1 olsun. “3n + 1 ciftse n tektir” 6nermesini ispatlayimiz.

e) Asagidaki onermelerin dogruluk degerlerini belirleyiniz: Vo € R,y e Rz +y=0; Jye R, Vz €
R,z +y=0; VxER,VyER,(x<y:>EIz€]R,m<z<y).
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f) “Her e > Oicinbirn € Nvardirkin > 1ve % < &” 6nermesinin olumsuzunu, 6niinde — bulunmayacak
bicimde yaziniz.

g) p. ¢, r dnermeler olsun. ( p = (¢ Vr) ) < ( (p A —g) = r ) denkliginin her durumda dogru oldugunu,
temel denklikleri zincirleyerek gosteriniz.

h) v/2’nin rasyonel bir say1 olmadigim ispatlayimz. (Ornek 1.5'yi kullanmiz.)

Coziim.

a)12 = 3 - 4 oldugundan p dogrudur; 12’nin 2 gibi boleni oldugundan g yanlstir. Dogruluk tablosunun
“p dogru, ¢ yanlig” satirma bakalim: p A ¢ yanlis; p V q dogru; p = ¢ yanlig (hipotez dogru, sonug
yanlig); =p = ¢ dogru (hipotez —p yanlis); ~¢ = —p yanlis (hipotez —q dogru, sonu¢ —p yanlis; zaten
p = q ile ayn1 degerdedir); p < q yanlis (p ile g farkli degerde).

b) Onerme bir gerektirmedir; Tanim 1.5'ye gére yanlis olmasi igin hipotezi (p = ¢q) A (¢ = r) dogru
ve sonucu p = 7 yanlis olmalidir. Sonucun yanlis oldugunu varsayalim: o zaman p dogru ve r yanlstir.
Simdi ¢’ya bakalim. ¢ dogruysa ¢ = r gerektirmesi, hipotezi dogru sonucu yanls oldugundan, yanlstir.
q yanhissa p = q gerektirmesi, hipotezi dogru sonucu yanls oldugundan, yanlstir. Iki durumda da
(p = q) A (¢ = r)’nin bir bilegeni yanhs, dolayisiyla kendisi yanligtir. Demek ki “hipotez dogru, sonug
yanlig” durumu higbir zaman gerceklesmez; 6nerme sekiz durumun hepsinde dogrudur. (Bu, gerektir-
menin gegcisli oldugunu séyler: p’den ¢’ya, ¢’dan 7’ye gidilebiliyorsa p’den r’ye gidilebilir.)

c) p: “n, 4’e bolunir”, g: “n ¢ifttir”. Gerektirme p = ¢ dogrudur: n = 4k ise n = 2(2k) cifttir. Karsit
q = p: “n ciftse 4’e bolinir”; yanlistir, ¢linkii n = 2 ¢ifttir ama 4’e béliinmez. Ters-karsit ~¢ = —p: “n
tekse 4’e boliinmez”; Teorem 1.1°e gore gerektirmeyle ayni degerdedir, dolayisiyla dogrudur. Dogrudan
da goriiliir: n tekse 2’ye bile boliinmez, 4’e hi¢ béliinmez.

d) Ters-karsitini ispatlayalim: “n ciftse 3n + 1 tektir”. n ¢ift olsun; n = 2k yazihir. 3n + 1 =6k + 1 =
2(3k) + 1 olur ve 3k tam say1 oldugundan 3n + 1 tektir. Ters-karsit dogru oldugundan Teorem 1.1°e
gore 6zgiin gerektirme de dogrudur.

e) Birincisi dogrudur: verilen x i¢in y = —z alir,  + (—z) = 0. Ikincisi yanlistir: olumsuzu Vy €
R,3z € R,z + y # 0°dir ve dogrudur, ¢iinki verilen y i¢in x = 1 — y alimirsa x +y = 1 # 0 olur.
Uciinciisii dogrudur: < y olan herhangi iki gergel say1 verilsin; z = mT+y alalm. z < y oldugundan
2r=z+zx<zc+y yanizx < mQﬁ = z; benzer bicimde z + y < y + y = 2y, yani z < y. Dolayisiyla
x < z < y. Hipotezin (x < y) yanlis oldugu ciftlerde gerektirme kendiliginden dogrudur.

f) Onerme Ve > 0,3n € N, (n > 1A % < ¢ ) bicimindedir. Tarife gore niceleyiciler gevrilir ve icteki
“ve” De Morgan kuraliyla (Onerme 1.2, (ii)) olumsuzlanir:

1
EIE>0,Vn€N,(n<1V—2£).
n

Sozle: “Oyle bir € > 0 vardir ki her dogal say1 n icin ya n < 1'dir ya da % > e’dur” n < 1 olan tek
dogal say1n = 0’dir ve onun i¢in ilk secenek zaten dogrudur; % ifadesi yalnizca n > 1 igin okunur. Bu
yiizden olumsuz daha kisa olarak séyle de séylenir: “Oyle bir € > 0 vardir ki n > 1 olan her dogal say1
icin % > e’dur”

Ozgiin 6nerme dogrudur: € > 0 verilsin; % sayisindan bityiik bir n > 1 dogal sayis1 secilirse n > % yani
% < € olur. (Her gercel sayidan buiyiik bir dogal say1 bulunabildigini burada kullaniyoruz.) Dolayisiyla
olumsuzu yanligtir.

g) Her adimda Onerme 1.2'in bir maddesini uyguluyoruz:

p=(qVr)e-pV(gVr) (iv)
< (—-pVaq Vr ("veya' i¢in parantezlerin yeri degigmez: her iki taraf da yalmzca tigli de yanligken yanhgtir)
& (=pv () )vr ()
& (pA—-g)Vr (ii), p ve —q igin
& (pA—q) =T (iv), hipotez p A —¢ igin.
Denklikler zincirlendiginden ilk ifade ile son ifade her durumda ayni dogruluk degerini alir. (Bu denklik,
“p ise g veya r” bicimindeki bir teoremi ispatlarken “p dogru ve ¢q yanlis olsun, r’yi gosterelim” diye
baslamamiza izin verir.)
h) ispatlamak istedigimiz 6nerme p: “v/2 rasyonel degildir”. Bunun yerine —p’nin yanhs oldugunu

gosterecegiz; Tanim 1.4’e gére —p yanlissa p dogrudur. —p dogru olsun, yani v/2 rasyonel olsun. O
zaman v/2 = ¢ olacak bi¢imde a, b tam sayilar1 vardir ve b # 0’dir. Pay ile paydanin ortak carpanlarini
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20 Béliim 1. Onermeler Mantig1 ve Niceleyiciler

sadelestirerek a ile b’nin ikisinin birden cift olmadigin varsayabiliriz; ¢inkii ikisi de ¢iftse ikisini de
2’ye bélerek yeniden yazariz ve bu islem sonlu adimda biter (| b | her adimda kiigiiliir).

Iki tarafin karesini alirsak 2 = ‘Z—;, yani a? = 2b? olur. b2 bir tam say1 oldugundan a? cifttir. Ornek
1.5'ye gore “n? ciftse n cifttir”; dolayisiyla a cifttir, bir ¢ tam saysi i¢in @ = 2¢ yazilir. Bunu yerine
koyarsak 4¢? = 2b2, yani b? = 2¢? olur; b? cifttir ve yine Ornek 1.5’ye gore b cifttir. Boylece a ile bnin
ikisi de ¢ift ¢ikti; bu, ikisinin birden ¢ift olmadig1 varsayimiyla celisir.

Demek ki —p dogru olamaz; —p yanlistir ve p dogrudur: V/2 rasyonel degildir. (Bu, Ornek 1.1'nin (d)
sikkinda dogrulugunu kullandigimiz 6nermedir.)

|

Artik ctimleleri kesin bicimde kurabildigimize gére, matematigin nesnelerini tanimlamaya baglayabiliriz:
Kiimeler ve Kiime Islemleri.
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2.1

2. Kiimeler ve Kiime Islemleri

Onermeler Mantig1 ve Niceleyiciler béliimiinde énermeleri “ve”, “veya”, “degil” baglaclariyla birlestirmeyi,
gerektirme ve denkligi, bir gerektirmenin karsitin1 ve ters-kargitini 6grendik. Orada kurdugumuz dil,
bu béliimde matematifin en temel nesnesi olan kiime i¢in kullanilacak: bir kiimenin tanimi “z € A”
bi¢imindeki 6nermelerle yapilir ve kiitmeler hakkindaki her iddia sonunda boyle 6nermeler arasindaki bir
bagintiya indirgenir.

Bu boliimde 6nce kiime, eleman, esitlik ve alt kiime kavramlarini kesin bigimde tanimlayacagiz. Ardindan
bos kiime ve kuvvet kiimesi gelecek. Sonra iki kiimeden yeni kiimeler iireten iglemleri (birlesim, kesisim,
fark, timleyen) tanimlay1p bu islemlerin birbiriyle nasil uyustugunu gésteren kurallari ispatlayacagiz; De
Morgan kurallar1 bunlarin en énemlisidir.

Bolimiin son kismi bir yontem tizerinedir: iki kiimenin esit oldugunu gostermenin en giivenilir yolu, bir
kiimenin her elemaninin 6tekinde de oldugunu iki yonde gostermektir. Bu “eleman yéntemi”, kitabin geri
kalaninda agik kiimeler, kapanislar ve ters goriintiilerle ilgili hemen her ispatin iskeletini olusturacaktir.

Kiume ve Eleman

Modern matematikte “kiime” (set) ve “elemani olmak” (element of) kavramlar1 tanimlanmadan, temel
kavramlar olarak kabul edilir. Sezgisel olarak bir kiime, nesnelerden olusan bir topluluktur; kiimeler
A, B,C, ... gibi buiyiik harflerle gosterilir.

Tanim 2.1 (Eleman). A bir kiime olsun. z nesnesi, A kiimesini olugturan nesnelerden biriyse z’e A’nin
bir elemani denir ve bu

z€eA ya da A>z

ile gosterilir. 2’in A’nin eleman1 olmamas, yani —(z € A) 6nermesi, z ¢ A ile gosterilir.

Yani x € A bir 6nermedir: ya dogrudur ya yanlstir ve ¢ A onun degilidir.

Tanim 2.2 (Kiimelerin Esitligi). Iki A ve B kiimesi tam olarak ayni elemanlara sahipse bu kiimelere
esit denir ve A = B yazilir. ~(A = B) dnermesi A # B ile gosterilir.

Yani bir kiimeyi belirleyen tek sey elemanlaridir; elemanlarin yazilis siras1 ya da bir elemanin kag kez
yazildig1 6nemsizdir: {1,2,3} = {3,1,2} = {1,1,2,3}.

Tanim 2.3 (Alt Kiime). A ve B iki kiime olsun. Her z i¢in
reEA=>2x€B

gerektirmesi dogruysa A’ya B’nin bir alt kiimesi (subset) denir ve A C Byada B D A yazilir. Bu durum
“A, B tarafindan kapsanir” diye de okunur.

Yani A C B demek, A’nin hicbir elemaninin B’nin disinda kalmamasi demektir.

Tanim 2.4 (Oz Alt Kiime). A C B ve A #+ B ise, yani A, B'nin alt kiimesi oldugu halde B’ye esit
degilse, A’ya B’nin bir 6z alt kiimesi (proper subset) denir ve A C B yazilir.

Yani A C B ise B’de A’da bulunmayan en az bir eleman vardir.
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22 Boliim 2. Kiimeler ve Kiime Islemleri

1 Kapsama sembolleri

Bazi kitaplarda alt kiime i¢in A C B yazilir ve bu sembol esitlige izin verir; 6z alt kiime ayrica belirtilir.
Bu kitapta karisiklig1 6nlemek icin esitlige izin veren kapsama i¢in her zaman C, 6z alt kiime i¢in C
kullanacagiz.

Kiime esitligi “ayni elemanlara sahip olmak” diye tanimlandi; ama iki kiimenin ayni elemanlara sahip
oldugunu dogrudan denetlemek ¢cogu zaman giictiir. Asagidaki 6nerme esitligi iki kapsamaya boler ve bu
bolimiin sonunda gorecegimiz eleman yonteminin temelidir.

Onerme 2.1 (Esitlik Iki Yonlii Kapsamadir). A ve B iki kiime olsun. O zaman
A=B<:>(A§BveBQA).

Ispat.

(=) A = B olsun. Tamim geregi A ve B tam olarak ayni elemanlara sahiptir. Ozel olarak A’nin her
elemani B’nin de elemanidir; yanix € A = x € B, dolayisiyla A C B. Ayni bi¢cimde B’nin her elemani
A’min da elemanidir; yanixz € B = x € A, dolayisiyla B C A.

(<) A C B ve B C A olsun. Olmayana ergi yontemiyle A #+ B oldugunu varsayalim. Esitlik tanimina
gore bu, A ile B’nin ayni elemanlara sahip olmamasi demektir; 6yleyse iki durumdan biri gerceklesir: ya
A’nin B’de olmayan bir elemant vardir ya da B’nin A’da olmayan bir elemani vardir. Birinci durumda
x € A vex ¢ B olan bir x vardwr; bu, A C B varsayimiyla ¢elisir. Ikinci durumda z € B vex ¢ A olan
bir x vardwr; bu da B C A varsayimiyla celisir. Her iki durum da celiski verdiginden A #+ B olamaz; yani
A=B.

|

Ispatin 6zii: esitlik, iki yondeki kapsamanin birlikte dogru olmasindan baska bir sey degildir.

Tanim 2.5 (Bos Kiime). Hig eleman: olmayan kiimeye bos kiime (empty set) denir ve & ya da { } ile
gosterilir.

Yani her z i¢in € & 6nermesi yanligtir. Egitlik tanimina gére “hi¢ elemani olmayan” yalmzca bir kiime
vardir; bu yiizden “bos kiime” diyoruz.

Bos kiime ile bos kiimeyi iceren kiime ayni degildir

@ kiimesinin hi¢ elemani yoktur; {&} kiimesinin ise tam bir eleman: vardir, o da &’dir. Dolayisiyla
@ + {@}. Benzer bicimde & € {@} dogru, @ € & yanlistir.

Alt kiime bagintisinin ti¢ temel 6zelligi vardir. Bunlar basittir ama ileride siirekli kullanilacag: icin
ispatlarini tam olarak yazalim; 6zellikle birincisi, 6nceki béliimdeki “6nciilii yanlis gerektirme dogrudur”
kuralinin ilk somut uygulamasidir.

Onerme 2.2 (Alt Kiime Bagitisinin Temel Ozellikleri). A, B ve C kiimeler olsun.
()@ C A

(ii) A C A.

(iii)) A C Bve B C Cise A C C; yani “C” bagntisi ge¢islidir.

Ispat.

(i) Gostermemiz gereken, her x icin x € @ = x € A gerektirmesinin dogru oldugudur. Bos kiimenin hic
elemani olmadigindan x € & onermesi her x icin yanhstir. Bir gerektirme yalnizca onciilii dogru, sonucu
yanlis oldugunda yanlstir; onciil hicbir zaman dogru olmadigindan gerektirme her x icin dogrudur.
Dolayisiyla @ C A.

(ii) Her x icinx € A = x € A gerektirmesi, p = p bi¢iminde oldugundan her zaman dogrudur. Dolay-
siyla A C A.

(iii) A C B ve B C C olsun; ¢ € A alahm. A C B oldugundan x € B; B C C oldugundan z € C.
Boylecex € A = x € C gosterildi; yani A C C.

|
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Tanim 2.6 (Kuvvet Kiimesi). A bir kiime olsun. A’nin biitiin alt kiimelerinin olusturdugu topluluk bir
kiimedir; bu kiimeye A’nin kuvvet kiimesi (power set) denir ve P(A) ile gosterilir. Yani

BeP(A)< BCA.

Yani kuvvet kiimesinin elemanlar: sayilar ya da noktalar degil, kiimelerdir; P(A) “kiimelerin kiimesi’dir.
Onerme 2.2'in (i) ve (ii) maddelerine gére her A kiimesi icin & € P(A) ve A € P(A) olur; yani kuvvet
kiimesi hicbir zaman bog degildir.

Ornek 2.1 (U¢ Elemanli Kiimenin Kuvvet Kiimesi). A = {a, b, ¢} olsun. (A) kiimesini yaziniz.

Coziim.

A’nin alt kiimelerini eleman sayisina gore siralayalim. Sifir elemanl: tek alt kiime @’dir. Bir elemanl
alt kiimeler {a}, {b}, {c}; iki elemanl alt kiimeler {a, b}, {a, ¢}, {b, c}; ii¢ elemanl tek alt kiime A’nin
kendisidir. Dolayisiyla

P(A) ={ 2, {a}, {b}, {c}, {a,b}, {a, ¢}, {b, ¢}, {a,b,c} } .

Toplam 8 = 23 alt kiime vardir. Genel olarak n elemanl bir kiimenin 2" alt kiimesi olur; ciinkii bir alt
kiime kurarken her elemani “al” ya da “alma” diye iki bi¢cimde segebiliriz.
|

Kiime Kurucu Gosterim ve Say1 Kiimeleri

Bir kiimeyi elemanlarin tek tek listeleyerek yazmak, elemanlar sonsuz ¢oklukta oldugunda mimkiin
degildir. Bunun yerine bir kiimeyi, elemanlarini belirleyen bir 6zellikle tanimlariz.

Tanim 2.7 (Kiime Kurucu Gésterim). A bir kiime ve p, A’nin her elemaninin ya sahip oldugu ya da
olmadig: bir 6zellik olsun. A'nin p 6zelligine sahip elemanlarimin timii A’nin bir alt kiimesidir ve bu alt
kiime

{zreA:p(a)}

ile gosterilir. Bu gosterim “A’nuin p(z) 6zelligini saglayan x elemanlarinin kiimesi” diye okunur.

Yani iki nokta ust {istenin solu elemanlarin nereden alindigini, sag1 hangi kosulu saglamas: gerektigini
soyler; baz1 kitaplarda iki nokta yerine diisey ¢izgi kullanilir: {z € A | p(x)}. Ornegin

A={z €Z:zx cift sayrdir}

yazilisi “A, x ¢ift tam say1 olacak bicimdeki bitin z’lerin kimesidir” diye okunur ve A=
{...,—4,—2,0,2,4, ...} kiimesini verir.

Bu kitap boyunca asagidaki say1 kiimelerini kullanacagiz. Gergel sayilar kiimesi R’yi, siralama ve dort
islemiyle birlikte bilindigi gibi kabul ediyoruz.

1 Standart say1 kiimeleri

« Z: biitiin pozitif ve negatif tam sayilar ile sifirin kiimesi, Z = {...,—2,—1,0,1,2, ...}.
« N={n €Z:n > 0}: dogal sayilar kiimesi. Bu kitapta 0 € N kabul edilir.

« N* = {n € N: n > 1}: pozitif tam sayilar kiimesi. Baz1 yerlerde N7 ile de gésterilir.
- Q={ ’7; :p €Z ve g €N }:rasyonel sayilar kiimesi.

+ R: gercel sayilar kiimesi.

Bu kiimeler arasinda N* C N C Z C Q C R kapsamalari vardir.

Gergel sayilarin en ¢ok kullanacagimiz alt kiimeleri araliklardir. a,b € R ve a < b olsun:
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[a,b)={zr eR:a<z<b} (kapali aralik),
(a,b) ={r eR:a<z<b} (agik aralik),
(a,b) ={z eR:a <z < b}, [a,b) = {z € R:a <z < b} (yar agik araliklar) .

Acik ug i¢in bazi kitaplarda ters koseli ayrag kullanilir: (a, b) =]a, b[ ve (a, b] =]a, b]. Siirsiz araliklar da
ayni bicimde tanimlanir; érnegin [a,00) = {z € R: z > a} ve (—00,b) = {x € R: z < b}. Burada 0o
bir say1 degil, “sinir yok” anlamina gelen bir simgedir; bu yilizden oo tarafindaki u¢ her zaman agiktur.

Birlesim ve Kesisim

Iki kiimeden yeni kiime iiretmenin en temel iki yolu, elemanlarini bir araya toplamak ve ortak eleman-
larini almaktir.

Tanim 2.8 (Birlesim ve Kesisim). A ve B iki kiime olsun.
A ile B’nin birlesimi (union), A’ya veya B’ye ait olan biitiin elemanlarin kiimesidir ve A U B ile goste-
rilir:

AUB={z:z € Aveyaz € B}.

A ile B’nin kesisimi (intersection), hem A’ya hem B’ye ait olan elemanlarin kiimesidir ve A N B ile
gosterilir:

ANB={z:z € Avez € B}.

Yani © € AU B onermesi (z € A) V (z € B) 6nermesiyle, z € AN B énermesi (z € A) A (x € B)
onermesiyle aynidir; birlesim “veya” baglacinin, kesisim “ve” baglacinin kiime dilindeki karsiligidir.

Birlesimdeki veya kapsayicidir

Birlesim tanimindaki “veya”, 6nceki boliimdeki V baglacidir: z her iki kiimeye birden ait olsa da €
AU B dogrudur. Gunlik dildeki “ya A ya B” bicimindeki diglayic1 anlam burada gegerli degildir.
Dolayisiyla A N B kiimesinin elemanlar1 da A U B kiimesinin elemanlaridir.

Ornek 2.2 (Araliklarin Birlesimi ve Kesisimi). A = (—3,—1] ve B=[-2,1] olsun. AU B ve AN
B kiimelerini bulunuz.

Cozim.

Her iki kiime de R’nin alt kiimesidir; say1 dogrusunda A, —3’ten (hari¢) —1’e (dahil) kadar; B, —2’den
(dahil) 1’e (dahil) kadar uzanur.

Birlesim: bir = gercel sayis1t A U B kiimesindedir ancak ve ancak —3 < z < —1 veya —2 < x < 1 ise.
—3 <z < —1 olan her z zaten —3 < x <1 saglar; —2 < x <1 olan her x de —3 < x <1 saglar.
Tersine —3 <z <1 olsun: z < —1ise z € A, x > —1 ise —2< —1 <z <1 oldugundan z € B.
Dolayisiyla

AUB = (-3,1],

yani —3 ucu agik, 1 ucu kapali bir aralik.

Kesisim: £ € AN B olmasi i¢cin —3 < z < —1 ve —2 < z < 1 birlikte saglanmalidir. iki alt simirin
buytugi —2 (dahil), iki st sinirin kiigiigts —1 (dahil) oldugundan bu kosullar —2 < z < —1 kogsuluna
denktir. Dolayisiyla

ANB=[-2,-1].

Ornek 2.3 (Bos Kiime ile Birlesim ve Kesisim). Her A kiimesi icin AU =Ave ANG =0
oldugunu gosteriniz.
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Cozim.

Birinci esitlik: x € A U & olsun. Taum geregi © € A veya x € &; ikincisi hi¢bir z i¢in dogru olmadi-
gindan x € A olmak zorundadir. Boylece AU & C A. Tersine z € Aise “x € Aveyax € &~ 6nermesi
dogrudur (ilk bileseni dogru), yani z € AU &; boylece A C AU @. Onerme 2.1'ya gore AU = A.
Ikinci esitlik: z € AN @ olsaydi z € A ve x € & olurdu; ama z € & hicbir z icin dogru degildir.
Oyleyse A N & kiimesinin hi¢ eleman1 yoktur; yani A N @& = &.

|

Tanim 2.9 (Ayrik Kiimeler). AN B = & ise, yani A ile B’nin ortak hicbir eleman: yoksa, A ve B
kiimelerine ayrik (disjoint) kiimeler denir.

Yani ayrik iki kitmeden birinin hicbir eleman1 6tekinde bulunmaz. Ornegin [—3, —1] ile (—1, 5] ayriktir;
(—3,—1] ile [—2, 1] ise ayrik degildir, ¢iinkii kesisimleri [—2, —1] # @.

Birlesim ve kesisimin, sayilardaki toplama ve ¢carpmaya benzeyen cebirsel 6zellikleri vardir. Bu 6zelliklerin
hepsi, tamimdaki “veya” ve “ve” baglaclarinin énceki béliimde gérdigiimiiz mantik kurallarindan gelir.
Sonraki bolimlerde ispatlar1 kisaltmak icin bunlar1 bir kez tam olarak ispatliyoruz.

Onerme 2.3 (Birlesim ve Kesisimin Temel Ozellikleri). A, B, C ve D kiimeler olsun.
(1) Her Ave Bicin ANB C AC AU B; ayni bicimde ANBC BC AUB.
2)ACCveBCDise AUBCCUDveANBCCND.

(3) Her iki islem de

e idempotenttir AUA=A=ANA;
¢ birlesmelidir- AU(BUC)=(AUB)UCveAN(BNC)=(ANB)NC;
¢ degismelidir AUB=BUAveANB=BNA.

Ayrica kesisim birlesim iizerine, birlesim de kesisim iizerine dagilir:

AN(BUC)=(ANB)U(ANC), AU(BNC)=(AUB)N(AUCQ).

Ispat.

Biitiin maddelerde su ilkeyi kullanacagiz: iki kiime, elemani olma kosullari mantik¢a denk olan onerme-
lerle verilmisse esittir; ¢iinkii o zaman tam olarak ayni elemanlara sahiptirler.

(1) z € AN B olsun. Tamim geregi x € A ve x € B; 6zel olarak © € A. Boylece AN B C A. Simdix €
A olsun. O zaman “x € A veyax € B” énermesi dogrudur, yanix € AU B. Boylece A C AU B. B i¢in
ayni akul yiriitme, “ve” ile “veya” baglaglarinin degismeli olmasiyla, AN B C B C AU B verir.

(2) A C C ve B C D olsun. Once birlesim: x € AU B alalim. O zamanx € A veyax € B.x € A ise
A C C oldugundan x € C; x € B ise B C D oldugundan x € D. Her iki durumda da x € C veya x €
D, yaniz € C U D. Boylece AU B C C U D. Simdi kesisim: x € AN B alalim. O zamanz € Avex €
B; kapsamalardan x € C vex € D, yanix € C N D. Boylece ANB C CND.

(3) Idempotentlik: x € AUA < (x € A)V (v € A) & x € A; ciinkii pV p < p bir mantik kuralidir.
Aynibicimdex € ANA < (z€ A)AN(x € A) & x € A;ciinkiip A p < p. Dolayisiyla AUA = A =
ANA.

Birlesmelilik: p, q, v sirasiylax € A, x € B, x € C énermeleri olsun. O zaman

z€ AU(BUC)<pV(gVr)e (pVgVrexze (AUB)UC,

ortadaki denklik “veya” baglacinin birlesme kuralidwr. Kesisim icin ayni zincir “ve” baglacinin birlesme
kurabip A (gAT) < (p A q) A ile yazilir.

Degismelilik: t e AUB<pVqgsqgVpesx e BUAver e ANBSpAgesgAps e BN
A; ciinkii V ve A degismelidir.

Dagilma: Once iki mantik kuralini hatirlayalim:p A (qV r) < (pAq)V (pAr)vepV (gAT) < (pV
q) A (p V ). Birincisi séyle goriiliir: sol taraf, p dogru ve q ile r’den en az biri dogru oldugunda dogrudur;
bu da tam olarak “p ve q” ile “p ve r” dnermelerinden en az birinin dogru olmast demektir. Ikincisi igin:
p dogruysa iki taraf da dogrudur; p yanlissa sol taraf g A r’ye, sag taraf da q A r’ye indirgenir. Her iki
kural dogruluk tablosuyla da denetlenebilir. Bunlarla

ze€AN(BUC)<pA(gVr)e (pAgq VipAr)exze(ANB)U(ANC)
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z € AU(BNC)<pV(gAr)e (Vo ApVr)exze(AUB)N(AUQ)

elde edilir. Her iki zincirde de sol ve sag uctaki kiimeler ayni elemanlara sahip oldugundan esittirler.
|

Ispatin &zii: birlesim ve kesisimin her cebirsel kurali, “veya” ve “ve” baglaclarinin ayni adli mantik
kuralidir.

Birlesmelilik sayesinde AU BUC ve AN BN C yazarken ayra¢ kullanmak gerekmez; hangi sirayla
hesaplanirsa hesaplansin sonu¢ aynidir.

Alt kiime bagntisi, birlesim ve kesigimle iki ayr1 bigimde ifade edilebilir. Bu, ileride “A C B” gostermek
yerine daha kolay olan “A N B = A” yada “AU B = B” esitligini gostermemize izin verecektir.

Teorem 2.1 (Alt Kiime Olmanin Denk Kosullar1). A ve B kiimeler olsun. Asagidaki ii¢ onerme
birbirine denktir:

()ACB;

(i) AN B = A;

(iii) AU B = B.
ispat.

(i) = (ii) = (iii) = (i) zincirini ispatlayacagiz; bu zincir ii¢c 6nermenin de birbirine denk oldugunu verir;
ciinkii zincirdeki herhangi bir 6nermeden baslayp oklar izleyerek éteki ikisine ulasilir. Ispat boyunca
Onerme 2.3'nin maddelerini kullanacagiz.

(i)= (ii): A C Bolsun. A C Ave A C B oldugundan (2) maddesi AN A C AN B verir; idempotentlikle
ANA= A, yani A C AN B. Ote yandan (1) maddesine gore AN B C A. Iki kapsama birlikte, Onerme
2.1'ya gore AN B = A verir.

(ii) = (iii): AN B = A olsun. (1) maddesine gére AN B C B; dolayisiyla A= AN B C B. Simdi A C
B ve B C B oldugundan (2) maddesi AU B C B U B verir; idempotentlikle BU B = B, yani AU B C
B. Ote yandan (1) maddesine gére B C A U B. Iki kapsama birlikte AU B = B verir.

(iii) = (i): AU B = B olsun. (1) maddesine gére A C AU B; varsayimla AU B = B oldugundan A C
B. Ayni sonug eleman diliyle de goriilebilir: x € A ise “x € A veyax € B” dogrudur, yaniz € AU B =
B; dolayisiyla x € B.

|

Ispatin 6zii: A C B iken A'nin B ile kesisimi A’y1 kiiciiltmez, B ile birlesimi B’yi bityiitmez.

Kiime Farki ve Tiimleyen

Birlesim ve kesigim “veya” ile “ve” bagla¢larinin karsiligrydy; simdi “degil” baglacinin kargiligini tanimla-
yacagiz.

Tanim 2.10 (Kiime Farki). A ve B iki kiime olsun. A’'nin B’de bulunmayan elemanlarindan olugan
kiimeye A ile B’nin farki (difference) denir ve A \ B ile gosterilir:

A\B={x:2x € Avezx ¢ B}.

Bu kiimeye bazen B’nin A’ya gore tiimleyeni (complement of B relative to A) de denir. Baz1 kitaplarda
A\ B yerine A — B yazilir.

Yani A\ B, A’dan B’nin elemanlarin1 “cikararak” elde edilir; B’nin A’da olmayan elemanlar1 hesaba
katilmaz. Ozel olarak A \ B C A her zaman dogrudur.

Cogu zaman biitiin kiimeler sabit bir X kiimesinin alt kiimeleri olarak diigiiniiliir; 6rnegin bu kitapta
X bir topolojik uzay olacak ve biitiin acik, kapali kiimeler X’in alt kiimeleri olacaktir. Bu durumda X’e
evrensel kiime denir ve fark islemi sadelesir.

Tanim 2.11 (Tiimleyen). X bir kiime ve A C X olsun. A’'nin X’e gore timleyeni X \ A kiimesine
kisaca A’nin tiimleyeni (complement) denir ve A€ ile gosterilir:
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A=X\A={ze X :z ¢ A}

X \ Aile A° ayni kiimeyi gosterir; hangi X e gore timleyen alindig1 baglamdan anlagilmadiginda X \ A
yazilis1 tercih edilir.

Yani A€, evrensel kiimede A’nin disinda kalan her seydir. Timleyen alt kiimeyi evrensel kiimeye
“tamamlar”: A ile A€ birlikte Xi verir ve ortak elemanlar1 yoktur; bunu birazdan ispatlayacagiz.
Timleyenin en temel ti¢ 6zelligi, “degil” baglacinin kurallarindan dogrudan gelir.

Onerme 2.4 (Tiimleyenin Temel Ozellikleri). X bir kiime, A, B C X olsun.
()Herz € X icinx ¢ A° < x € A.

(2) (A°) = A; yani X \ (X \ A) = A.

B)A\B=AnNB°={zre X:xz€ Avez ¢ B}.

Ispat.

(1)x € X olsun. Tiimleyen tanimina gorex € A° < (z € X vexz ¢ A);x € X zaten dogru oldugundan
bu, x € A° < x ¢ A demektir. Iki tarafin degilini alirsak, ——p < p kuraliyla, © ¢ A° < x € A elde
edilir.

(2) x € (A°)° olsun. Tanim gerefi x € X ve x ¢ A°; (1) maddesine gire © € A. Boylece (A°)¢ C A.
Tersine x € A olsun. A C X oldugundan x € X; (1) maddesine gore x ¢ A°; dolayisiylax € X \ A® =
(Ac)¢. Boylece A C (A°)¢. Onerme 2.1'ya gore (A€)¢ = A.

(3) x € A\ B olsun. Tanim geregix € A vex ¢ B. A C X oldugundan x € X; éyleyse x € X vex ¢
B, yani z € B¢. Dolayisiyla x € A ve x € B, yani x € AN B°. Tersine x € AN B¢ olsun. O zaman
x € Avex € BS; ikincisiz ¢ B verir. Dolayisiylax € Avex ¢ B, yanix € A\ B. Iki kapsama esitligi
verir.

|

Bu 6nermenin (3) maddesi ¢ok kullanighdir: fark islemini kesisim ve tiimleyene cevirir, béylece birlesim
ve kesisim i¢in ispatladigimiz kurallar farki iceren esitliklerde de kullanilabilir.

Ornek 2.4 (Araliklarin Farki). A =[-3,—1] ve B = (—1,5] olsun. A\ B ve B\ A kiimelerini
bulunuz.

Cozim.

z € Aolsun; o zaman z < —1. B’nin her elemani —1’den biiyiik oldugundan z ¢ B. Yani A’nn hicbir
eleman1 B’de degildir: A'nin her eleman1 A \ B kiimesindedir, dolayisiyla A C A\ B. Ote yandan A \
B C A her zaman dogrudur. Boylece

A\B=A=[-3-1]

Ayni bigimde z € B ise x > —1, dolayisiyla x ¢ A; buda B\ A = B = (—1, 5] verir. Sonug sasirtict
degildir: A ile B ayriktir (A N B = &) ve ayrik kiimelerde fark almak hi¢bir seyi ¢cikarmaz. Kesigimin
bos oldugunu gormek i¢cin z € A N B olsaydi hem z < —1 hem z > —1 olacagini, bunun ise imkénsiz
oldugunu soylemek yeter.

|

Simdi bu bsliimiin en énemli kurallarina geliyoruz. Onceki boliimde “p veya ¢” énermesinin degilinin “p
degil ve ¢ degil” oldugunu, “p ve ¢” 6nermesinin degilinin “p degil veya ¢ degil” oldugunu gérmiistiik.
Fark islemi “degil” baglacinin kiime karsilif1 oldugundan bu kurallar kiimelere taginir; sonug, birlesimi
kesisime, kesisimi birlesime ¢eviren De Morgan kurallaridir.

Teorem 2.2 (De Morgan Kurallar1). A, B ve C herhangi kiimeler olsun. O zaman
A\(BUC)=(A\B)N(4\C), A\ (BNC)=(A\B)U(4\0).
ispat.

Her iki esitligi de iki yonlii kapsamayla gosterecegiz. Ispatin anahtari, énceki boliimdeki mantik kuralla-
rimin eleman diline ¢evrilmis halidir:

Acik Matematik - acik-matematik.com 27 CC BY-NC-SA 4.0


https://acik-matematik.com
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.tr

28 Boliim 2. Kiimeler ve Kiime Islemleri

t¢BUCe~((z€B)V(zel))s (z¢ B)ve(z ¢ ),
t¢BNC«s~((z€B)A(zeC)) s (z ¢ B)veya(z ¢ C).

Birinci esitlik. © € A\ (B U C) olsun. Fark tanimina gére x € A ve x ¢ B U C. Yukaridaki ilk kurala
gorex ¢ Bvex ¢ C. Oyleyse hem “c € Avex ¢ B”hem “z € Avex ¢ C”dogrudur; yaniz € A\ B
vex € A\ C, dolayisiylax € (A\ B) N (A\ C). Boylece

A\ (BUC)C (A\B)N(A\C).

Ters kapsama igcinz € (A\ B) N (A\ C) olsun. O zamanz € A\ Bvex € A\ C;yaniz € A,z ¢ B
vex ¢ C. [k kurala gére x ¢ B ve x ¢ C birlikte x ¢ B U C demektir. Dolayisiylaxz € A vex ¢ B U
C, yaniz € A\ (BU C). Boylece

(A\B)N(A\C)C A\ (BUC).

Iki kapsama Onerme 2.1'ya gore birinci esitligi verir.

Ikinci esitlik. v € A\ (BN C) olsun. O zamanx € A vex ¢ BN C; ikinci kurala gére x ¢ B veyax ¢
C. Oyleyse “x € A ve (x ¢ B veyaz ¢ C)” dogrudur; “ve” baglacinin “veya” iizerine dagilma kuraliyla
bu, (x € Avex ¢ B) veya (x € A vex ¢ C)” demektir. Yani x € A\ B veyax € A\ C, dolayisiyla
x € (A\ B)U (A\ C). Béylece

A\ (BNC)C (A\B)U(4\ Q).
Ters kapsama icinz € (A\ B) U (A\ C) olsun. O zamanz € A\ B veyazx € A\ C; yani “(x € A ve
xz ¢ B) veya (x € A vex ¢ C)” Dagilma kuralini tersine uygularsak “z € A ve (x ¢ B veyaz ¢ C)”

elde ederiz. Ikinci kurala gére x ¢ B veyax ¢ C olmasiz ¢ B N C demektir. Dolayisiylaxz € A vex ¢
BNC, yaniz € A\ (BN C). Béylece

(A\B)U(A\C)C A\ (BNO).

Iki kapsama ikinci esitligi verir.
u

Ispatin 6zii: “birlesimde olmamak” her ikisinde de olmamak, “kesisimde olmamak” en az birinde olma-
maktir; fark islemi bu “olmamak”lar1 A’nin icine tasir.
De Morgan kurallar1 en ¢ok evrensel bir kiime iginde, tiimleyen diliyle kullanilir.

Sonug 2.1 (Tiimleyen i¢cin De Morgan Kurallar1). X bir kiime ve A, B € P(X) olsun. O zaman
(AUB)® = A° N B°, (AN B)¢ = A°U B°.

ITZﬁfeﬁn 221X, A, B kiimelerine uygulayalim; yani teoremdeki A yerine X, B yerine A, C' yerine B
alalim. Birinci kural
X\ (AUB) = (X\A4)N(X\B)
verir. Tiimleyen tanimina gére sol taraf (A U B)°, sag taraf A° N B¢ dir; bu birinci esitliktir. Ikinci kural
X\ (AN B) = (X\ A)U(X\B)

verir; bu da (AN B)¢ = A° U B¢ demektir.
|

Yani birlegimin tiimleyeni tiimleyenlerin kesisimi, kesisimin tiimleyeni tiimleyenlerin birlesimidir. Topo-
lojide acik kiimelerin tiimleyenleri kapali kiimelerdir; De Morgan kurallari, agik kiimelerle ilgili her
ozelligi kapali kiimelere tagimamizi saglayacak.

Tumleyenle ilgili sik kullanilan bes esitligi bir 6nermede topluyoruz. Bunlarin bir kismi fark iglemini
birlegimle, bir kismi kapsamay1 kesisim ve birlesimle iligkilendirir.
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Onerme 2.5 (Tiimleyenin Ozellikleri). X bir kiime ve A, B € P(X) olsun. O zaman
(DAUA° =X ve AN A° = g;

(2)A=(A\ B)U(ANB);

3JAUB=(A\B)UBveAUB=(B\A)UA;
(4)ANB=g@« AC B° < BC A

(5)AUB=X < A°CB< B°C A

Ispat.

(1) Once AU A = X. A C X ve A° C X oldugundan Onerme 2.3'nin (2) maddesiyle AU A¢ C X U
X = X. Tersinex € X olsun. x € A 6nermesi ya dogru ya yanhstir. Dogruysax € AU A°. Yanhssa x ¢
A; x € X oldugundan x € A°, dolayisiyla yinex € AU A°. Boylece X C AU A€ ve esitlik elde edilir.
Simdi AN A® = @&. Birx € AN A€ olsaydix € A vex € A° olurdu; ikincisi x ¢ A demektir. x € A ile
x ¢ A ayni anda dogru olamaz. Oyleyse A N A€ kiimesinin hi¢ elemani yoktur; yani A N A¢ = &.

(2) A C X oldugundan Teorem 2.1'a gore AN X = A. (1) maddesinden X = B U B€. Dagilma kurali ve
Onerme 2.4'in (3) maddesiyle

A=ANX=AN(BUB®) =(ANB)U(ANB) = (ANB)U(A\ B).

Birlesimin degismeli olmasiyla A = (A\ B) U (AN B).
(3) (2) maddesini A ve B’nin rolleri degismis olarak yazarsak B = (B\ A) U (BN A) elde ederiz. O
zaman birlesmelilik ve degismelilikle

AUB=AU((B\A)U(BNA))=(AU(ANB))U(B\A).

AN B C A oldugundan Teorem 2.1'a gore AU (AN B) = A. Dolayisiyla AUB=AU(B\ A) =
(B\ A) U A. IIk esitlik i¢in A ile B’nin rollerini degistirelim: BU A = (A \ B) U B; sol taraf degisme-
lilikle A U B’dir.

(4) Once AN B = g < A C B denkligini gosterelim.

(=) AN B =g olsun ve olmayana ergi icin A € B® oldugunu varsayalim. O zaman A’nin B€’de
olmayan en az bir a elemani vardir: a € A ve a ¢ B°. Onerme 2.4'in (1) maddesine gore a ¢ B¢ olmast
a € B demektir. Oyleyse a € A ve a € B, yani a € AN B = &; bu bir celiskidir, ¢iinkii bos kiimenin
elemant yoktur. Dolayisiyla A C B€.

(<) A C B¢ olsun. B C B ile birlikte Onerme 2.3'nin (2) maddesi AN B C B¢ N B verir. (1) maddesine
gére BN B = BN B¢ = g&; dolayistyla AN B C &. Ote yandan @ C AN B her zaman dogrudur. Iki
kapsama AN B = & verir.

AN B =g < B C A€ denkligi icin kesisimin degismeli oldugunu kullanalhm: AN B =g ile BN A =
& ayni onermedir ve az once ispatlanan denklik A ile B’nin rolleri degismis olarak BN A = @ < B C
A€ verir.

(5) Once AU B = X < A°¢ C B denkligini gosterelim.

(=)AUB = X olsun ve x € A° alalim. A° C X = AU B oldugundan x € A veyax € B. Ama x €
A€ olmasiz ¢ A demektir; 6yleyse x € B. Boylece A° C B.

(<) A C B olsun. A C A ile birlikte Onerme 2.3'nin (2) maddesi AU A° C A U B verir; (1) maddesine
gore sol taraf X tir, yani X C AU B. Ote yandan A C X ve B C X oldugundan AUBC XUX =
X. Iki kapsama AU B = X wverir.

AU B = X < B¢ C A denkligi, birlesimin degismeli olmasiyla, ispatlanan denkligin A ile B nin rolleri
degismis halidir.

|

Onermenin (5) maddesi (4) maddesinden De Morgan ile de ¢ikarilabilir. AU B C X oldugundan A U B =
X olmasi, X’in AU B diginda hi¢ elemani olmamasi, yani (A U B)¢ = & olmas1 demektir; Sonug 2.1'e
gore bu, A° N B¢ = & demektir; (4) maddesine gére bu, A° C (B€)¢ = B ile denktir. Bu, ayn1 sonucun
bazen birkag yoldan elde edilebileceginin iyi bir 6rnegidir.

Eleman Yontemiyle Kiime Esitligi Ispatlar1
Bu bolimde iki tir ispat gordik. Birincisi cebirsel yontem: bilinen esitlikleri (dagilma, De Morgan,

AU A° = X gibi) art arda uygulayarak bir kiimeyi adim adim 6tekine doniistiirmek; Onerme 2.5'nin (2)
maddesinin ispat1 béyleydi. Ikincisi eleman yéntemi: A = B géstermek igin Onerme 2.1'ya dayanarak
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30 Boliim 2. Kiimeler ve Kiime Islemleri

« rastgele bir z € A alip x € B oldugunu gostermek (A C B), sonra
» rastgele bir z € B alip z € A oldugunu gostermek (B C A);

Teorem 2.2'1n ispat1 boyleydi. Eleman yontemi her zaman isler, ¢iinkii dogrudan tanima dayanir; yeni
bir kavramla ilk karsilasildiginda bagvurulacak yontem budur. Asagidaki 6rnekler bu yontemi daha 6nce
cebirsel olarak ispatladigimiz esitlikler tizerinde uygular; iki yontemi karsilagtirmak i¢in ikisini de gérmek
yararlidir.

Ornek 2.5 (Bir Kiimeyi Fark ve Kesisime Ayirmak). X bos olmayan bir kiime ve 4, B € P(X)
olsun. Eleman yontemiyle

B=(B\A)U(BNA)
oldugunu gosteriniz.

Cozim.
(©) z € Bolsun. x € A 6nermesi ya dogru ya yanligtir.

s rx€Aisex € Bvex € A,yaniz € BN A.
cx¢ Aisex € Bvex ¢ A, yaniz € B\ A.

Her iki durumdadaz € B\ Aveyaz € BN A;dolaywsiylaz € (B\ A) U (BN A).Béylece B C (B\
A)U (BN A).

(O)z e (B\A)U(BNA)olsun.Ozamanz € B\ Aveyaz € BN A.Birinci durumda fark tanimina
gore x € B (ve x ¢ A); ikinci durumda kesigim tanimina gére = € B (ve x € A). Her iki durumda da
x € B.Béylece (B\ A)U (BN A) C B.

Iki kapsama esitligi verir. Ayn1 esitligin cebirsel ispat1, B\ A = B N A€ yazilip dagilma kurali uygula-
narak elde edilir:

(B\A)U(BNA)=(BNA°)U(BNA) =BN(A°UA)=BNX=B.

Ornek 2.6 (Birlesimi Ayrik Parcalara Ayirmak). X bos olmayan bir kiime ve A, B € P(X) olsun.
Eleman yo6ntemiyle

AUB=(B\A)UA
oldugunu gosteriniz.

Cozim.
(©)x € AU Bolsun; yaniz € Aveyax € B.

« x € Aise x, sag taraftaki birlesimin ikinci par¢asindadir: z € (B '\ A) U A.
« ¢ Aise,z € Aveyax € B oldugundan, z € B olmak zorundadir. O zaman z € Bve z ¢ A, yani
x € B\ A;dolayisiylaxz € (B\ A) U A.

Boylece AUB C (B\ A) U A.

D)z e (B\A)UAolsun.z € B\ Aisex € B, dolayisiylaz € AU B.z € Aisedogrudanz € AU
B. Boylece (B\A)UAC AUB.

Iki kapsama esitligi verir. Bu ayristmin énemli bir 6zelligi, parcalarinin ayrik olmasidir: (B\ A) N A =
@, ¢inkil B \ A’nin higbir eleman1 A’da degildir. Yani her birlesim, ayrik iki kiimenin birlesimi olarak
yazilabilir.

]

Eleman yontemi yalnizca esitlikler icin degil, kapsamalar arasindaki denklikler i¢in de kullanilir.

Ornek 2.7 (Kesisimle ve Birlesimle Kapsama Kurallar1). X bos olmayan bir kiime ve A, B,C C X
olsun. Asagidakileri ispatlayiniz.

@ACBNC<« (ACBveACC).

b)AUBCC« (ACCveBCC).
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Cozim.

(@) (=) A C BN C olsun. Onerme 2.3'nin (1) maddesine gére BN C C Bve BN C C C. Kapsamanin
gegisliligiyle (Onerme 2.2) AC BNC C Bve ACBNC CC;yani AC Bve ACC.

(<) A C Bve A C C olsun. Iki kapsamanin “kesisimini alalim”: Onerme 2.3'nin (2) maddesine gore
ANAC BNC,; idempotentlikle AN A = A, dolayisiyla A C BN C. Eleman diliyle: z € A ise iki
varsaymmdan ¢ € Bvez € C,yaniz € BN C.

(b) (=) AU B C C olsun. (1) maddesine gore A C AU Bve B C AU B; gecislilikle A C Cve B C C.
(<) A C Cve B C C olsun. (2) maddesine gére AU B C CUC = C. Eleman diliyle: x € AU B ise
z € A veya z € B; birinci durumda A C C, ikinci durumda B C C oldugundan her iki durumda da
zeC.

|

Yani bir kiime, iki kiimenin kesisiminin i¢indedir ancak ve ancak her ikisinin de i¢indeyse; iki kiimenin
birlesimi bir kiimenin i¢indedir ancak ve ancak her ikisi de onun i¢indeyse. Bu iki kural, sonraki boliimde
sonsuz ¢oklukta kiimenin kesigim ve birlesimine genellestirilecektir.

Alistirmalar

Alistirma 2.1 (Kiimeler ve Kiime Islemleri). Asagidaki alistirmalarda X bos olmayan bir kiime ve
A,B,C € P(X)'tir.

(@) P(2), P({1,2}) ve P(P(@)) kiimelerini yaziniz.

(b) A= (—1,3]ve B=10,5) olsun. AU B, AN B, A\ B ve B\ A kiimelerini bulunuz.

(c) A\ B = A\ (AN B) oldugunu gosteriniz.

(d) A\ (A\ B) = AN B oldugunu gosteriniz.

(e) (A\ B)\ C = A\ (BUC) oldugunu gosteriniz.

(f) A C B < B¢ C A€ oldugunu gosteriniz.

(g) A C Bise P(A) C P(B) oldugunu gosteriniz. Karsiti dogru mudur?

Coziim.

(a) Bos kiimenin tek alt kiimesi kendisidir; dolayisiyla P(@) = {@}. {1,2} kiimesinin alt kiimeleri
@, {1}, {2}, {1, 2} dir; dolaywsiyla P({1,2}) = {&, {1}, {2},{1,2}}. Son olarak P (&) = {&} tek
elemanli bir kiimedir; alt kiimeleri & ve {@}’dir. Dolayisiyla P(P(&)) = {&, {@}}; bu kiime iki
elemanlidir.

(b)z € AU Bolmasi—1 < z < 3veya0 < z < 5 demektir; bu iki kosulun birlegimi —1 < x < 5 verir
(z < 3 ise birinci, z > 3 ise 0 < 3 < x < 5 ile ikinci kosul saglanir). Dolayisiyla AU B = (—1,5).
Kesisim icin iki kosul birlikte saglanmalidir: alt sinirlarin bityiigii 0 (dahil), Gst siirlarin kicigi 3
(dahil); AN B = [0, 3]. Fark A \ B, A’nin B’de olmayan elemanlandir: —1 < z < 3 ve z < 0 (¢tinkii
x <3 < 5 oldugundan = ¢ B ancak = < 0 ile miimkiindiir); A \ B = (—1,0). Benzer bicimde B\ A:
0<z<5vex >3 (¢linkit x > 0 > —1 oldugundan z ¢ A ancak z > 3 ile mimkiindiir); B\ A =
(3,5).

(c)xz € A\ Bolsun; yani x € A ve z ¢ B. z ¢ B oldugundan “z € A ve z € B” yanlistir, yani x ¢
AN B.Dolaysiylaz € Avex ¢ ANB,yaniz € A\ (AN B). Tersine € A\ (AN B) olsun; yani
re€Avex ¢ ANB. x ¢ AN B olmasi, De Morgan kuraliyla, © ¢ A veya z ¢ B demektir; x € A
oldugundan birinci secenek olamaz, &yleyse z ¢ B. Dolayisiyla x € A ve x ¢ B, yani z € A\ B. ki
kapsama esitligi verir.

(d) Cebirsel yontemle: A\ (A\ B) = AN (AN B°)¢ (Onerme 2.4'in (3) maddesi iki kez). Sonu¢ 2.1’e
gore (AN B°)¢ = A°U (B°)¢ = A° U B. Dagilma kuraliyla

AN(A°UB) = (ANA)U(ANB)=@U(ANB) = AN B;

burada A N A¢ = & i¢in Onerme 2.5'nin (1) maddesi, @ U (A N B) = A N B igin Ornek 2.3 kullanildu.
(e)x € (A\B)\Colsun; yaniz € A\ Bvez ¢ C, agikk yazihsiylaz € A, x ¢ Bvex ¢ C.x ¢ B
ve x ¢ C birlikte, De Morgan kuraliyla, x ¢ B U C demektir. Dolayisiyla x € A ve z ¢ BU C, yani
xe€ A\ (BUC). Tersinex € A\ (BUC) olsun; yaniz € Avex ¢ BUC. Ikincisiz ¢ Bvez ¢ C
demektir.z € Avex ¢ Boldugundanz € A\ B;bunaz ¢ C eklenincexz € (A \ B) \ C.lki kapsama

esitligi verir.
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32 Boliim 2. Kiimeler ve Kiime Islemleri

(f) (=) A C B olsun ve x € B® alalim; yani x € X ve ¢ ¢ B. © € A olsayd1 A C B geregi z € B
olurdu; bu, z ¢ B ile celisir. Oyleyse z ¢ A ve z € X, yani x € A°. Boylece B¢ C A°. (<) B¢ C A°
olsun. Ispatlanan yonii B ve A€ kiimelerine uygularsak (A¢)¢ C (B€)¢ elde ederiz; Onerme 2.4'in
(2) maddesine gore bu, A C B demektir. Bu denklik, kapsamanin tiimleyen alinca yon degistirdigini
soyler; 6nceki bolimdeki ters-karsit kuralinin kitme karsiligidir: z € A = = € B gerektirmesi ile ters-
karsiti x ¢ B = = ¢ A ayni anda dogrudur.

(g) A C Bolsunve C € P(A) alalim; yani C C A. Gegislilikle C C A C B, yani C C B, dolayisiyla
C € P(B).Boylece P(A) C P(B). Kargiti da dogrudur: P(A) C P(B) olsun. A € P(A) oldugundan
A € P(B), yani A C B. Dolayisiyla A C B < P(A) C P(B).

|

Bu bolumde iki kiimeyle yapilan iglemleri inceledik; bir sonraki bélimde ayni iglemler sonsuz ¢oklukta
kiimeden olusan ailelere genisletiliyor ve kiimelerden siral ciftler kurmay1 6greniyoruz: indisli Aileler ve
Kartezyen Carpim.
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3.1

3. Indisli Aileler ve Kartezyen Carpim

Kiimeler ve Kiime Islemleri bsliimiinde iki kiimenin birlesimini, kesigimini, farkini ve tiimleyenini tanim-
ladik; bu islemlerin temel kurallarini gérdiik. Ancak topolojide ¢ogu zaman iki degil, sonsuz tane kiimeyle
caligiriz: bir topolojiyi tanimlarken “acik kiimelerin her birlesimi agiktir” diyecegiz ve buradaki birlesim,
kag tane kiime olduguna bakilmaksizin alinacaktir. Bu yiizden énce “keyfi sayida” kiimenin birlesimini
ve kesisimini tanimlamamiz gerekir.

Bu bolimde 6nce indisli aile kavramini ve keyfi birlesim ile kesisimi tanimlayacagiz. Sonra iki kiime i¢in
bilinen De Morgan ve dagilma kurallarinin keyfi ailelere nasil genellestigini tam ispatlariyla gorecegiz;
tiumleyenle ilgili sik kullanilan 6zdeslikleri toplayacagiz. Bélimiin ikinci yarisinda ise kartezyen carpim
A x B kavramini tanimlayip temel 6zelliklerini ispatlayacagiz. Kartezyen ¢arpim, bir sonraki boliimde
fonksiyon kavramini kurmak icin gereken yapi tasidir.

Boliim boyunca biitiin kiimeler sabit bir evrensel kitme X’in alt kiimeleridir; A C X i¢in timleyen A¢ =
X\A={z € X :z¢ A} yazimlarinn ikisini de kullanacag1z, ikisi ayni kiimedir.

Indisli Aileler

Iki kiimenin birlesimi AU B, iic kiimenin birlesimi AU BUC diye yazlabilir Ama elimizde
A, Ay, A, ... diye sonsuz tane kiime varsa, hatta kiimeler dogal sayilarla bile numaralanamiyorsa,
birlesimi nasil yazacagiz? Coziim, her kiimeye bir “etiket” (indis) vermek ve etiketlerin kiimesi iizerinden
konusmaktir.

Tanim 3.1 (Indisli Aile). I bos olmayan bir kiime olsun ve her € I icin bir A, kiimesi verilmis olsun.
Bu kiimelerin topluluguna I ile indislenmis kiime ailesi (indexed family of sets) ya da kisaca indisli
aile denir ve

{As}, ., vada {A,:a€l}

ile gosterilir. I kiimesine indis kiimesi (index set), her a € I elemanna bir indis denir.

Yani indisli aile, her elemani I’dan alinan bir etiketle adlandirilmus bir kiimeler toplulugudur; etiket o
verildiginde hangi kiimeden s6z ettigimiz (A, ) bellidir.

En sik karsilagilan indis kiimesi pozitif dogal sayilar kiimesi Nt = {1,2, 3, ...}’dir; bu durumda aile bir
kiime dizisidir: A;, A5, A;, ... Ancak indis kiimesi herhangi bir kiime olabilir: 6rnegin I = R alip her
r € Rigin A,. = [r,r + 1] koyarsak, gercel sayilarla indislenmis bir aralik ailesi elde ederiz. Aileyi tek bir
harfle, 6rnegin A = {4, : o € I} diye gdstermek de yaygindur.

Tanim 3.2 (Keyfi Birlesim ve Kesisim). {4 a}ae ; bir indisli aile olsun.

(1) Ailenin birlesimi (union), A, kiimelerinden en az birine ait olan biitiin elemanlarin kiimesidir:

A, ={z:3acl,zc A}

acl

(2) Ailenin kesigimi (intersection), A, kiimelerinin hepsine ait olan biitiin elemanlarin kiimesidir:

ﬂAa:{w:VaEI,xeAa}.

acl

Yani bir # eleman: birlesimde olmak icin ailedeki kiimelerden yalnizca birinde bulunmak zorundadir,
kesisimde olmak icinse ailedeki her kiimede bulunmak zorundadir. Bunu iki iiyelik kosulu olarak akilda
tutmak yararlidir:

x € UAac)enazbir a€el icin x€ A, x € ﬂAa(:)her a€l icin x € A,.
ael ael
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34 Béliim 3. Indisli Aileler ve Kartezyen Carpim

Birlesimdeki “en az bir o” kosulunu, o indise ad vererek “z € Aa0 olacak bicimde bir oy € I vardir” diye

de yazariz; ispatlarda bu a1 secip onunla ¢alisacagiz.

Gosterimle ilgili birkag¢ uzlagma:

« Aile A = {A, : a € I} ile gosteriliyorsa birlesim ve kesisim kisaca | | A ve [ A diye yazilir.

« I =Nt ise Unel\” A, yerine UZOZI A, ﬂneN* A,, yerine ﬂzo:l A,, yazilir; ikisi ayni kiimedir.

« I={12}ise|J Ay = A  UAyve[) Ay = A N A;olur; ciinkil “en az bir a € {1,2} icinz €
A.” demek “z € A; veya x € A,” demektir, “her a € {1,2} igin z € A" demek de “z € A; ve x €

A,” demektir. Dolayisiyla keyfi birlesim ve kesisim, 6nceki bolimdeki iki kiimelik iglemleri gergekten
genellestirir.

1 Indis kiimesi neden bos alinmad

I = & olsaydi hi¢bir o olmayacagindan “Jo € I, x € A,” kosulu hicbir z i¢in saglanmaz, birlesim
bos kiime olurdu; “Va € I, x € A,” kosulu ise her  i¢in bos yere saglanir, kesisim de biitiin evrensel
kiime X olurdu. Bu uzlagmalar baz kitaplarda kullanilir; biz karisikligr 6nlemek i¢in bu bolim
boyunca I # & varsayacagiz.

Somut bir 6rnekle baglayalim.

Ornek 3.1 (Aralik Aileleri). Asagidaki ailelerin birlesimini ve kesisimini bulalim.
(a)Hern € NT i¢in A,, = [—n,n].
(b)Hern € N* i¢in B, = (—1,1).

n’n

(@) A, = [-n, n] (b) B, = (-1/n, 1/n)
A =[-1,1] Bi=(-11)
O—) (o, O
A,=[-2.2] B,=(-1/2,1/2)
[ O
A,=[-33] B, = (-1/3, 1/3)
© 0 OO0
; -—O0 @ O—>
-3 -2 -1 0 1 2 3 -1 0 1
birlesim = R kesigim = [-1, 1] birlesim = (-1, 1) kesigim = {0}

Sekil 3.1: ki ic ige aralik ailesi. Solda A, = [~n, n] araliklar1 n bityiidiikce genisler: her gercel say1 yeterince

biiyiik bir n icin bir A,'ye diser, bu yiizden birlesim R'dir; her araligin ortak pargasi ise en dar olan A, =

[-1, 1]'dir. Sagda B, = (-1/n, 1/n) araliklar1 daralir: birlesim en genis olan (-1, 1), kesisim ise yalnizca 0
noktasidir; sifirdan farkli her sayi yeterince biiyiik n igin disarida kalir.

Cozim.

(a) Once |J°” | A, = Roldugunu gésterelim. Her 4,, C R oldugundan birlesim de R’nin alt kiimesidir.
Tersine € R olsun. | z | < n olacak bicimde bir n € N* vardir; ¢iinkii her gercel sayidan biiyiik bir
pozitif dogal say1 vardir (6rnegin n olarak | z |’ten biiyiik ilk dogal sayiy1 alabiliriz). O zaman —n <
z < n,yaniz € A,; dolayisiyla x birlesimdedir. Boylece U:oi ) A, =R

Simdi ﬂ;’;l A, =[—1,1] oldugunu gosterelim. z € [-1,1] ise hern > 1 i¢cin —n < —-1<z <1<
n, yani & her A, dedir; bu yizden x kesisimdedir. Tersine = kesisimde ise 6zel olarak z € A; =
[—1, 1]’dir. Boylece kesisim tam olarak [—1, 1]dir.

(b) U:il B, =(—1,1): Her n>1 icin 2 <1 oldugundan B, C B; = (—1,1), yani birlesim
(—1,1)’in i¢indedir; 6te yandan B; birlesimin bir pargasidir, bu yiizden (—1, 1) birlegimin i¢indedir.
Iki kapsama birlikte esitligi verir.
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ﬂ . B, ={0}: 0 her B, de oldugundan {0} kesisimin icindedir. Tersine = # 0 olsun. + < | |

olacak bicimde bir n € N vardir (¢iinkii — ten biiyiik bir dogal say1 vardir). O zaman z ¢ ( - E) =

[z]
B,,, yani x kesisimde degildir. Boylece kesisimde 0’dan baska eleman yoktur.
]

Bu 6érnek énemli bir noktay1 gosterir: sonsuz tane acik aralifin kesigimi {0} gibi bir tek nokta olabilir.
Topolojide “sonlu kesisim” ile “keyfi kesisim” arasindaki ayrimin kaynag: budur.

Birlesimde ve kesisimde olmama

De Morgan kurallarini ispatlamak i¢in, bir elemanin birlesimde ya da kesisimde olmamasinin ne anlama
geldigini agik¢a yazmaliyiz. Bu, Onermeler Mantig1 ve Niceleyiciler béliimiinde gérdiigiimiiz niceleyici
olumsuzlama kurallarinin dogrudan bir uygulamasidir: “vardir’m olumsuzu “hicbiri igin degil (her biri
icin degil)”, “her”in olumsuzu “en az biri i¢in degil”dir.

Lemma 3.1 (Birlesimde ve Kesisimde Olmama). {Aa}ael bir indisli aile olsun. Her x igin:

Mz ¢, Aseheraclicine ¢ A,.

2)x ¢ ﬂaeIAa Senazbiracliginz ¢ A,.

ispat.
(1) Tamuim geregi x € Uae] A, onermesi Sa €I, x € A,” onermesiyle aymdir. Bu yiizden z ¢
Uae[ A,, onermesi onun olumsuzudur:

~(Jacl,zeA,).

Bir “vardir” énermesinin olumsuzu, i¢ onermenin olumsuzunun her indis icin dogru olmasidir:
-(3a, p(a)) & Yo, —p(a). Burada —(x € A,) tam olarak = ¢ A, demektir. Dolayisiyla

xz ¢ UAQ(:>Va€I,w§éAa.
ael
(2) Aymi bicimde = € ﬂae] A, onermesi Ya €I,z € A,” ile aymdwr; olumsuzu ~(Va € I, x €

A,)’dw. Bir “her” onermesinin olumsuzu, i¢ Gnermenin en az bir indis i¢in yanhs olmasidir:
—(Va, p(a)) < Ja, —p(a). Béylece

¢ (A, eTaclz¢A,

acl

Yani birlegimin diginda kalmak i¢in hi¢bir A ’da olmamak gerekir; kesisimin diginda kalmak icinse tek
bir A ’'nin disinda olmak yeter.

Genel De Morgan Kurallar1

Iki kiime igin (A U B)¢ = A° N B¢ ve (AN B)¢ = A°U B¢ oldugunu biliyoruz. Topolojide kapali kiime-
leri agik kiimelerin timleyenleri olarak tanimlayacagiz; “keyfi birlegsimin tiimleyeni” ile “keyfi kesigimin
tiimleyeni’ni birbirine baglayan asagidaki kurallar, acik kiimelerin 6zelliklerini kapali kiimelere aktarma-
muz1 saglayacak. Bu ylizden bu teorem kitabin en ¢ok kullanilan araclarindan biridir.

Teorem 3.1 (Genel De Morgan Kurallar1). X bir kiime, {Aa}ad de X’in alt kiimelerinden olusan bir
indisli aile olsun (her o € I igcin A, C X). O zaman

(D X\ (UyerAa ) = Noe, X\ Ag), yani( eIA =MN,es 44
2) X\ (Nyer Ao ) = Uy (XN Aq), yani (1, Aa Uae,A

ispat.

Iki kiimenin esit oldugunu gostermek icin, bir x elemaninin birinde olmasinin étekinde olmasiyla denk
oldugunu gosteririz.
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36 Béliim 3. Indisli Aileler ve Kartezyen Carpim

(1) x herhangi bir eleman olsun. Fark kiimesinin tanimina gore

xeX\(UAa)@xeX ve z¢ | A,

acl acl

Lemma 3.1'min (1) maddesine gore x ¢ Uae[ A, kosulu “hera € I icinx ¢ A, ” ile denktir. Boylece sag
taraf

reX ve (Vael,z¢ A,)

olur. “c € X” kosulu o’ya bagh degildir ve I # & dir; bu yiizden bu kosulu niceleyicinin icine alabiliriz:
yukaridaki 6nerme

Vael,(zeX ve x g A,)

ile denktir. (Gergekten, © € X dogruysa iki onerme de Vo, x ¢ A, “ya indirgenir; x € X yanlgsa ilki
yanlgtwr, ikincisi de I’da en az bir indis oldugundan yanhstir.) Fark kiimesinin tanimina gore “x € X ve
x ¢ A,” demek x € X \ A, demektir. Dolayisiyla son énerme “her oo € I icinz € X \ A,,” olur; bu da
kesisimin tanimi geregix € () _, (X \ A,) demektir. Zincirdeki her adim bir denklik oldugundan

xeX\(UAa)®x€ (X \A4,)

acl acl

ve iki kiime esittir.
(2) Yine x herhangi bir eleman olsun. Fark kiimesinin tanimina gére

mEX\(mAa)éxEX ve T ¢ ﬂAa.

acl acl

Lemma 3.1'min (2) maddesine gore x ¢ ﬂae[ A, kosulu “en az bira € I icinx ¢ A,,” ile denktir. Boylece
sag taraf

reX ve (Jacl,zg A, )
olur. “z € X7 kosulu «’ya bagh olmadigindan bu énerme

Jael,(z€X ve z ¢ A, )

ile denktir. (Gergekten, x € X dogruysa iki énerme de Sa, x ¢ A, "ya indirgenir; x € X yanlssa ikisi
de yanlistir) ‘v € X vex ¢ A,” demek v € X \ A, demektir; bu yiizden son onerme ‘en az biro. € I
igin x € X\ A,” olur, bu da birlesimin tanimu geregi x € J__ (X \ A,) demektir. Her adim denklik
oldugundan iki kiime esittir.

|

Ispatin 6zii: tiimleyen almak “degil” eklemektir, “degil” ise “vardir” ile “her”i birbirine cevirir; birlesim
“vardir”, kesisim “her” demek oldugundan tiimleyen ikisini yer degistirir.
Genel kural elimizdeyken iki kiimelik De Morgan kurallar1 6zel bir durum olarak ¢ikar.

Sonug 3.1 (iki Kiime I¢in De Morgan Kurallar1). A, B C X olsun. O zaman
(AU B)¢ = A°nN B¢ ve (AN B)¢ = A°U B,
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3.2 Genel De Morgan Kurallar1 37

(AUB) = A°n B (AnB) =AU B

A veya B'de bulunmayan noktalar A ile B'nin ortak kisminda bulunmayan noktalar

Sekil 3.2: Iki kiime icin De Morgan kurallari. Dikdortgen evrensel kiime X'i, daireler A ve B'yi gosterir; tarali

bolge tiimleyendir. Solda (A u B)® iki dairenin de disinda kalan noktalar, yani hem A hem B“de olanlar, A¢

n B¢ Sagda (A nB)% yalnizca mercek bolgesi tarali degildir; geriye A'nin ya da B'nin disinda olan noktalar,
yani A°u B¢ kalr.

ispat.
I'={1,2}, Ay = A ve A, = B alahm. Yukanda gordigiimiiz gibi|J_ _, A, = A UAy = AUB ve
ﬂae[ AL = AS N AS = A° N B¢’dir. Teorem 3.1 (1) maddesi bu aile igin

(AUB)® (UA) [ AL = A°n Be

acl acl

verir. Ayni aile icin Teorem 3.11n (2) maddesi

(AN B)° (ﬂA) | Ag = Acu B

acl ael

verir.

Genel Dagilma Kurallar:

Iki kiime i¢cin AN (BUC) = (ANB)U(ANC)ve AU(BNC)=(AUB)N(AUC) dagilma kural-
larim biliyoruz. Kesisimin keyfi birlesim tizerine, birlesimin de keyfi kesisim tizerine dagildigini gérmek,
ileride 6rnegin alt uzay topolojisinin gercekten topoloji oldugunu ispatlarken gerekecek.

Teorem 3.2 (Genel Dagilma Kurallari). B bir kiime, {Aa}ael bir indisli aile olsun. O zaman
@B (U, A )=U,  (BNA,):
(Z)BU ﬂozGIAa :ﬂaEI(BUAa)'

ispat.
(1) x herhangi bir eleman olsun. Kesisimin ve keyfi birlesimin tanimlarina gore

xEBﬂ(UAa)éxEB ve (Jael,zeA,).

acl

2

z € B” kosulu «’ya bagh olmadigindan bu énerme Ga € I, (x € B ve x € A,)” ile denktir: x €
B yanll§sa iki onerme de yanhstir; x € B dogruysa ikisi de Sa € I,z € A, "ya indirgenir. “c € B ve
x €A, isex € BN A, demektir. Béylece son énerme ‘en az bira € I iginx € BNA,”, yani x €
Uae[ (B NA,) olur. Her adim denklik oldugundan iki kiime egittir.

(2) x herhangi bir eleman olsun. Birlesimin ve keyfi kesisimin tanimlarina gére
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38 Béliim 3. Indisli Aileler ve Kartezyen Carpim

zeBU A, YezxzeB veya (Vael,z €A, ).
(N4.) ( )

acl

B

Bu énerme Va € I, (x € B veya z € A,)” ile denktir: x € B dogruysa her iki énerme de dogrudur
(ikincisinde her o igin “veya’min ilk parcasi saglanir); © € B yanhgsa ikiside Va € I,z € A, "ya indir-
genir. “c € Bveyax € A, isex € BU A, demektir. Béylece son énerme “hera € I iginz € BU A’
yanix € ﬂaeI(B U A,) olur. Her adim denklik oldugundan iki kiime esittir.

|

I ={1,2} alindiginda (1) maddesi BN (4; UA,) =(BNA;)U(BNA,), (2) maddesi BU(A4; N
Ay) = (BUA;) N (BU A,) olur; yani iki kiimelik dagilma kurallar1 bu teoremin 6zel halidir. Asagida
dagilma kuralini kullandigimiz her yerde bu 6zel hali kastedecegiz.

Kapsama, Birlesim ve Kesisim

Bir kiimenin bir kesisimin i¢inde kalmasi ya da bir birlesimi icermesi, ailedeki her kiimeyle ayr1 ayr
karsilastirmaya indirgenebilir. Bu basit gozlem, ileride “bir kiimeyi igeren en kii¢iikk kapali kiime” gibi
ifadelerle calisirken stirekli kullanilacak.

Teorem 3.3 (Kapsama ile Birlesim ve Kesisim). X bir kime, A, B,C C X ve{A,} _..{C,} _, de
X'’in alt kiimelerinden olusan indisli aileler olsun.

(1)ACBNC&<ACBveACC.

(2)BC (), ;Aa & heraclicinBC A,

B)U,.;Co CAs heraelicinC, C A

Ozel olarak I = N* i¢in B C ﬂ:il A,, olmast her n igin B C A,, olmasiyla, U:il C, C A olmasi hern
icin C,, C A olmasiyla denktir.

Ispat.

(1) (=) A C BN C olsun. Kesisimdeki her eleman hem B’de hem C ’de oldugundan BN C C B ve BN
C C C'dir. Kapsama gegisli oldugundan AC BNC C Bve ACBNC CC,yaniAC BveACC.
(<)A C BveAC C olsun. x € A alalim. [lk kapsamadan = € B, ikincisinden x € C; dolayisiyla x €
BN C. x keyfi oldugundan A C BN C.

(2)(=)BC ﬂae] A,, olsun ve bir o € I sabitleyelim. x € B alalim. Varsayima gore x € ﬂﬁel Apgdir,
yani x her Ag’dadir; 6zel olarak x € A, . x keyfi oldugundan B C A, . a da keyfi oldugundan bu her
indis i¢in dogrudur.

(<)Hera € I igin BC A, olsun. x € B alalim. Her o € I i¢in B C A, oldugundan x € A, dir; yani
x ailedeki her kiimededir, kesisimin tanimi geregi x € ﬂad A,,. Boylece B C ﬂae[ A,.

3) =) Uae[ C, C A olsun ve bir o € I sabitleyelim. x € C,, alalim. x ailedeki kiimelerden birine ait
oldugundan birlesimin tanimi geregi x € Uﬁel Cg, varsayimdan da x € A. Boylece C, C A; a keyfi
oldugundan bu her indis i¢in dogrudur.

(<)Hera € IigcinC, C Aolsun.z € Uae[ C, alalm. Birlesimin tanimi geregix € C, olacak bicimde
bir oy € I vardir. Varsayimdan C, C A, dolayisiyla x € A. Béylece Uae[ C, C A

|

Yani () _, A, biitin A, larm icinde kalan en bityiik kiimedir; |J__, C, ise bitin G, lar1 iceren en

kiiciik kiimedir. Bu bakis agis1, “kapanis, A’y igeren en kiigiikk kapali kiimedir” gibi ifadeleri anlamay:
kolaylastirir.

Tiimleyenle Ilgili Ozdeslikler

Asagidaki 6zdeslikler, bir kiimeyi baska bir kiimeye gore parcalara ayirmamiza ve “ayrik olma” ile “kap-
sama” arasinda gecis yapmamiza yarar. Hepsi ileride, 6zellikle kapali kiimelerle ve ayirma aksiyomlariyla
calisirken diisiinmeden kullanilacak kadar temeldir; bu yiizden her birini dikkatle ispatliyoruz.

Onerme 3.1 (Tiimleyen Ozdeslikleri). A, B C X olsun. O zaman

(J)AUA =X ve AN A° =g;
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3.5 Tiimleyenle lgili Ozdeslikler 39

(2)A=(A\B)U(ANB);
3)AUB=(A\B)UBveAUB=(B\ A)UA;
(WHWANB=g < AC B°< BC A%
(5)AUB=X& A°C B< B°C A

Ispat.

Ispat boyunca fark ile tiimleyen arasindaki su bagi kullanacagiz: A\ B = AN B¢. Gergekten, x € A\
B demek “x € A vex ¢ B” demektir; A C X oldugundan x € X 'tir ve ‘¢ € X ve x ¢ B” tam olarak
x € B¢ demektir; yani kosul “x € A ve x € B¢, baska deyisle x € AN B¢ ile denktir. Ayrica (B®)® =
B esitligini kullanacagiz: © € (B€)¢ demek “c € X vex ¢ B°”demektir.x € X ikenx € B olmasix ¢
B olmasiyla denktir; bu yiizden © € X iken x ¢ B¢ olmasi x € B olmasiyla denktir. Ote yandan x € B
ise B C X oldugundan x € X de saglanir. Béylece x € (B€)¢ < x € B, yani (B°)¢ = B.

(1) Once AU A= X. A C X ve A° C X oldugundan A U A¢ C X ’tir. Tersine x € X olsun. Ya x €
A’dwr ya da x ¢ A’dwr. Ilk durumda x € A U A°. Ikinci durumda “z € X ve x ¢ A” saglandigindan
tiimleyenin tanimi geregi x € A€, dolayisiyla yinex € AU A°. Boylece X C AU A° ve esitlik saglanir.
Simdi AN A° = @&. Birx € AN A€ olsaydi hem x € A hem de (x € A° oldugundan) x ¢ A olurdu; bir
énerme ile olumsuzu ayni anda dogru olamaz. Bu yiizden A N A° kiimesinin hi¢ elemani yoktur, yani
ANA°=g@.

(2) A C X oldugundan A = AN X 'tir. (1) maddesine gore X = B U B¢’dir. Dagilma kuralina (Teorem
3.2, I ={1,2}) gore

A=ANX=AN(BUB®) =(ANB)U (AN B°).

Son olarak AN B¢ = A\ B oldugundan A= (AN B)U (A\ B) = (A\ B)U(ANB).
(3) (2) maddesini A i¢in kullanirsak

AUB=((A\B)U(ANB))UB=(A\B)U((ANB)UB),

burada ikinci esitlik birlesimin birlesme ozelliginden gelir AN B C B oldugundan (AN B)UB =
B’dir: B’nin bir alt kiimesini Bye eklemek B’yi degistirmez. Béylece AU B = (A \ B) U B. Ikinci esitlik
icin A ile B’nin rollerini degistirelim: az énce ispatlanan esitlik BU A= (B\ A)U A verir AUB =
BU A oldugundan AU B = (B\ A) U A.

(4) Once AN B= @ < A C B oldugunu gésterelim.

(=)ANB=@ olsunvex € A alahim. x ¢ B oldugunu varsayalim. x € X oldugundan (¢iinkii A C
X)x ¢ B¢ olmasi © € B demektir. O zaman x € A ve x € B, yani x € AN B = &; bu bir ¢eliskidir,
ciinkii bos kiimenin elemani yoktur. Dolayisiyla x € B€. x keyfi oldugundan A C B°.

(<) A C B®olsun. AN B # & oldugunu varsayalim ve birx € AN B alalim.z € A C B oldugundan
x € B® yanixz ¢ B; amax € AN B oldugundan x € B. Bu bir geliskidir. Dolayisiyla AN B = &.
SimdiANB =@ < BC A°. ANB = BN A oldugundan AN B = & kosulu BN A = & kosuluyla
aynidir. Az once ispatlanan denkligi A ile B’nin rolleri degismis olarak uygularsak BN A =@ < B C
A¢ elde ederiz. Ug kosul da birbirine denktir.

(5) Once AUB = X & A° C B. C C X olan bir kiime icin C = X < C° = & oldugunu gozleyelim:
C°¢ = X \ C kiimesinin bos olmasi, X ’in her elemanimin C’de olmasi, yani X C C demektir; C C X
zaten saglandigindan bu C' = X ile denktir. Bunu C = AU B i¢in kullanalim ve Sonu¢ 3.1'yi uygula-
yalim:

AUB=X < (AUB)*=g < A°NB°=g.

Simdi (4) maddesini A° ve B¢ kiimelerine uygulayalim: A° N\ B¢ = & < A° C (B°)°. (B°)° = B oldu-
fgundan A° N B¢ = & < A° C B. Denklikleri birlestirince AUB = X < A° C B.

B° C Aicin AU B = BU A oldugundan AU B = X kosulu BU A = X ile aynidir; az dnce ispatlanan
denklik roller degismis olarak BU A = X < B¢ C A verir. U¢ kosul da denktir.

|

Burada (2) maddesi bir kiimeyi “B’nin diginda kalan kismi” ile “B’nin i¢inde kalan kismi”na ayirir; (4)
maddesi “iki kiime ayriktir” demenin “biri 6tekinin tiimleyeninin i¢indedir” demekle ayni sey oldugunu
soyler; (5) ise (4)‘tin timleyen alinmig halidir.
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Kartezyen Carpim

Kartezyen carpim, kiime kuraminin en dnemli yapilarindan biridir: diizlemi R x R olarak kurmamiz,
bagintilar: ve fonksiyonlar: kiime olarak tanimlamamuzi, ileride de iki topolojik uzaydan ¢arpim uzayi
tiretmemizi saglar. Once yapi tagini, sirali ikiliyi tanimlayalim.
Tanim 3.3 (Siral1 ikili). a ve b herhangi iki nesne olsun. Birinci bileseni a, ikinci bileseni b olan siral1
ikili (ordered pair) (a, b) ile gosterilir ve su kuralla belirlenir:

(a,b) = (e,d) < a=c ve b=d.

Yani sirali ikilide bilegenlerin siras1 6nemlidir: a # b ise (a, b) # (b, a)’dir, oysa kiime olarak {a,b} =
{b, a}’dir. Ayrica (a, a) gegerli bir sirali ikilidir; iki bilesenin farkli olmasi gerekmez.
Tanim 3.4 (Kartezyen Carpim). A ve B (birbirinden farkli ya da degil) iki kiime olsun. A ile B’nin

kartezyen ¢arpimi (Cartesian product) A x B, birinci bileseni A’dan, ikinci bilegeni B’den alinan biitiin
siral ikililerin kiimesidir:

Ax B={(a,b):a€ A ve be B}.

Yani A X B’nin bir elemani, A’dan bir eleman ile B’den bir elemanin sirayla yan yana konmasiyla elde
edilir. Uyelik kosulu sudur: (z,y) € Ax Bsxz € Avey € B.

Ornek 3.2 (Kartezyen Carpim Ornekleri). (a) A= {1,2} ve B = {3,4,5} olsun. Ax Bve Bx A
kiimelerini yazalim.

(b) R x R kiimesi nedir?

(c) [1, 3] x [0, 2] kiimesi diizlemde neye karsilik gelir?

Cozim.
(a) Birinci bilesen i¢in 2, ikinci bilesen icin 3 secenek vardir; her se¢im bir sirali ikili verir:

AxB=1{(1,3),(1,4),(1,5),(2,3),(2,4),(2,5)}.
Rolleri degistirince
BxA=1{(31),(3,2),(4,1),(4,2),(5,1),(5,2)}.

Bu iki kiime farklidir: 6rnegin (1,3) € A x B ama (1,3) ¢ B x A, ¢inkii 1 ¢ B. Her iki kiimenin de
2 - 3 = 6 elemani vardir; genel olarak A’nin m, B’nin n elemani varsa A x B’nin mn eleman vardur.
(b)R x R = {(z,y) : * € R, y € R}, biitiin gercel say1 ikililerinin kiimesidir; bu kiime R? ile gosterilir
ve koordinat diizlemi olarak digtiniiliir. (x, y) ikilisi, apsisi « ordinat1 y olan noktadur.

(c) (z,y) €[1,3] x[0,2] olmast 1 <z <3 ve 0 <y <2 demektir. Bu kosulu saglayan noktalar,
diizlemde koseleri (1, 0), (3, 0), (3,2) ve (1, 2) olan dolu dikdértgeni olusturur. Genel olarak iki araligin
kartezyen carpimi diizlemde bir dikdortgendir.

|

Bos carpim

Kartezyen ¢arpimin ne zaman bog oldugunu bilmek, ileride ¢arpim uzayinda “bog olmayan acik kiime”
ararken gerekecek. Cevap beklendigi gibidir: ¢carpanlardan biri bogsa ¢arpim bostur, ikisi de bog degilse
carpim da bos degildir.

Onerme 3.2 (Bos Carpim). A ve B iki kiime olsun. O zaman
AXB=g< A= veya B=g.
ispat.

Iki 6nermenin denk olmast, olumsuzlarinin denk olmasiyla ayni seydir: p < q ile —p < —q birlikte dogru
va da birlikte yanhistir. Bu yiizden iddiay: olumsuz bigcimde ispatlayacagiz. Sol tarafin olumsuzu A x B #
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3.6 Kartezyen Carpim 41

@ dir. Sag tarafin olumsuzu ise, nermeler i¢in De Morgan kuralina (—(q V r) < —q A —r) gére “A + &
ve B # & dir. Gosterecegimiz denklik:

AxB+ge A+ ve B+ g.

(=) A X B #+ & olsun. O zaman A x B’nin en az bir elemani vardir; bu eleman bir swrali ikilidir, ona
(a,b) diyelim. Kartezyen carpimin tanimina gérea € A veb € B’dir. A’nin bir elemani oldugundan A #
@, B’nin bir elemani oldugundan B + &.

(<) A+ & ve B # & olsun. O zaman bir a € A ve bir b € B segebiliriz. Tanim geregi (a,b) € A x
B’dir; boylece A x B’nin bir elemani vardir, yani A X B # &.

Iki yén birlikte olumsuz énermelerin denkligini, dolayisiyla iddiay: verir.

]

3.6.2 Carpim ve kapsama

Bir carpimin bagka bir ¢arpimun iginde olmasi, bilegenlerin ayri ayri icinde olmasina indirgenebilir; ancak
bunun i¢in kii¢iik carpimin bos olmamas: gerekir.

Onerme 3.3 (Carpimlarin Kapsamasi). A, B, C, D kiimeler ve C x D # & olsun. O zaman
CxDCAxB&(CCAve DCB.

Ispat.

(<)C C AveD C Bolsun. (¢,d) € C x D alalim; tamim geregi ¢ € C ve d € D dir. Kapsamalardan
c € A ved € B, dolayisiyla (¢,d) € A x B. Boylece C x D C A x B. (Bu yén i¢in C x D #+ & varsa-
yimina gerek yoktur.)

(=)C x D C A x Bolsun. C x D # & oldugundan Onerme 3.2e gore C + & ve D + &’dwr. Bird, €
D se¢ip sabitleyelim. Simdi herhangi bir ¢ € C alahm. (c,d,) € C x D’dir, varsayimdan (c,d,) € A x
B; tanim geregi c € A. c keyfi oldugundan C' C A. Benzer bigcimde bir ¢y € C secip sabitleyelim ve
herhangi bir d € D alalim. (¢y,d) € C x D C A x B oldugundan d € B; d keyfi oldugundan D C B.
|

Bos olmama kosulu gereklidir

C =g, D=1{1} ve A= B = & alalim. Onerme 3.2'e gére C x D = & ve A x B = &; bos kiime
her kiimenin alt kiimesi oldugundan C' x D C A x B saglanir. Ama D C B yanlistir, ¢iinkii 1 € D
ve 1 ¢ B. Demek ki C x D = & iken C x D C A x B kapsamast bilesenler hakkinda higbir sey
s6ylemez.

Kartezyen carpim degismeli degildir; Ornek 3.2'de A x B # B x A oldugunu gordiik. Carpimin sirasmin
6nemsiz oldugu tek durum iki carpanin ayni olmasidir.

Onerme 3.4 (Carpimun Siras1). A ve B bos olmayan iki kiime olsun. O zaman

AxB=Bx A& A=B.

Ispat.

(<)A = Bise A x Bile Bx A ayni iki kiimenin ayni sirayla ¢arpimidir, dolayisiyla esittirler.

(=)A X B= B x Aolsun. A #+ & ve B # & oldugundan Onerme 3.2°e gére A x B #+ & dir. Esitlik ozel
olarak A x B C B x A kapsamasini verir; sol taraf bos olmadigindan Onerme 3.3'y1 (C = A, D= B
ile) uygulayabiliriz- A C Bve B C A. Iki kapsama birlikte A = B verir.

|

Bos olmama varsayimi burada da gereklidir: A = @ve B = {1} i¢cin A x B = @& = B X A oldugu halde
A # Bdir.
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Carpimin birlesim, kesisim ve farkla iligkisi
Carpim islemi, ikinci ¢arpandaki birlesim, kesisim ve fark islemleri tizerine dagilir. Bu kurallar ileride
carpim topolojisinde acik kiimeleri “dikdértgenlerin birlesimi” olarak yazarken gerekecek.

Teorem 3.4 (Carpimin Dagilma Kurallar1). A, B, C kiimeler olsun. O zaman
(1) Ax (BUC)=(Ax B)U(AxC);
2)Ax (BNC)=(AxB)N(AxC);
3)Ax (B\C)=(AxB)\ (AxC(C).

ispat.

Her iig esitlikte de iki taraf swraly ikililerden olusan kiimelerdir; bu yiizden keyfi bir (x,y) sirali ikilisi icin
iyelik kosullarinin denk oldugunu gosterecegiz.

(1) Kartezyen ¢arpimin ve birlesimin tanimlarina gore

(z,y) e Ax(BUC)<z€c A ve (ye B veya yeC).
Onermelerde “ve”nin “veya” iizerine dagima kuralina (p A (qV 1) < (p Aq) V (p A 1)) gore sag taraf
(x€A ve yeB) veya (r€ A ve ye O)

ile denktir. Ilk parantez (z,y) € A X B, ikincisi (z,y) € A x C demektir; ikisinin “veya” ile baglanmast
da (z,y) € (A x B) U (A x C) demektir. Her adim denklik oldugundan iki kiime esittir.
(2) Kartezyen carpimin ve kesisimin tanimlarina gore

(z,y) eAx(BNC)<szxecAveyeBveyelC.
Ote yandan
(z,y) e(AXB)N(AxC)< (€A ve ye B) ve (x€ A ve ye ().

“Ve” baglaci birlesmeli ve degismelidir, bir 6nermeyi kendisiyle “ve” ile baglamak da onu degistirmez (p A
p < p); bu yiizden sagdaki kosul “z € A vey € B vey € C”ile denktir. Iki iiyelik kosulu ayni oldugundan
kiimeler esittir.

(3) Kartezyen ¢arpimin ve farkin tanimlarina gore

(z,y) e Ax(B\C)ezecAveyecBvey¢C.
Ote yandan
(z,y) € (AxB)\(AxC) < (z,y) € AXx B ve (z,y) ¢ AxC.

Burada (z,y) € A x B demek “x € A vey € B” demektir. (x,y) ¢ Ax C ise ‘x € Avey € C” éner-
mesinin olumsuzudur; De Morgan kuralina gore bu, “c ¢ A veyay ¢ C” demektir. Boylece saf taraf

€A ve ye Bve (x¢ A veya y¢ ()

olur. Bu kosulun ilk parcasi x € A’y1 gerektirdiginden parantezdeki “x ¢ A” secenegi hicbir zaman
gerceklesemez; yanix € A saglanirken “z ¢ A veyay ¢ C” tam olarak “y ¢ C” ile denktir. (Genel olarak
pA(—pVr)<pAr:pdogruyken —p V r ile r ayni dogruluk degerini alir.) Dolayisiyla kosul “x € A
vey € B vey & C”olur; bu da sol tarafin kosuludur. Iki kiime esittir.

|

Ayni kurallar birinci ¢arpan icin de gecerlidir: (BUC) x A = (B x A) U (C x A) ve benzerleri; bun-
lardan biri aligtirmalarda ispatlanmaktadir. Ayrica (1) ve (2) keyfi ailelere de genellegir: A x UaE ; Ba =
Uy (AxB,)ve Ax () _, B, =], (Ax B,);budaahstirmalardadur.

Sonlu carpimlar

Ikiden cok kitmenin ¢arpimy, ikili ¢arpimin tekrarlanmastyla tanimlanir.

Tanim 3.5 (Sonlu Kartezyen Carpim). A;, A, ..., A, kimeler olsun (n > 2). Bu kiimelerin kartez-
yen carpimi tiimevarimla tanimlanir: n = 2 igin A; x A, zaten tanumlidir ve n > 3 icin
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A XAy x - x A, =(A; x Ay x--x A, 1) xA,.

Bu kiimenin ((a4, ..., a,,_1), a,,) bicimindeki elemani kisaca (a;, a,, ..., a,,) diye yazilir ve siral1 n-li (n-
tuple) diye adlandirilir. Bitiin ¢arpanlar ayni A kiimesiyse ¢arpim A" ile gosterilir.

Yani A; X --- X A,,, birinci bileseni A, ’den, ikinci bileseni A,’den, ..., n-inci bileseni A,,’den alinan sirali
n-lilerin kiimesidir. Sirali n-liler icin de sirali ikilidekine benzer bir esitlik kurali vardir:

(ay,.ya,) = (by,..,b,) < her i€ {l,..,n} igin a; =b,.

- 0p

Bunu n tzerinde tiimevarimla gérelim. n = 2 i¢in bu tam olarak sirali ikilinin esitlik kuralidir. Kuralin
n—1 igin dogru oldugunu varsayalim (n > 3). Tamim geregi (aq,...,a,) = ((aq,...,a,_1),a,) ve
(byy..yb,) = ((by, ..., b,,_1),b,,) birer sirali ikilidir; sirali ikilinin kuralina gére bunlar ancak ve ancak
(agy -y apq) = (by,..eyb,,_1) ve a,, = b,, ise esittir. Tiimevarim varsayimina gore ilk kosul “heri < n —
1i¢in a; = b;” demektir; a,, = b,, kosuluyla birlesince “her ¢ < n icin a; = b,” elde edilir.

Ornegin R? = R x R x R ii¢ boyutlu uzaydur.

Aligstirmalar

Alistirma 3.1 (Alistirmalar). (a) Her n € N* igin A, = [0,1— ] olsun. [J° A, ve (7 4,
kiimelerini bulunuz.

(b) A,BC X olsun. B= (B\ A)U (BN A)ve AUB = (B\ A) U A oldugunu gosteriniz.

(c) A herhangi bir kiime, {Ao‘}ae ; herhangi bir indisli aile olsun (4, ’larn A'min alt kiimesi olmas1
gerekmez). Goreli De Morgan kurallarini ispatlayimiz:

AU =NA\A)  ve A\ A, = A\ 4,).
acl acl acl acl

d)(BUC)x A= (Bx A)U(C x A) oldugunu gosteriniz.
(e) A bir kiime, {B,} _, bir indisli aile olsun. A x Uae[ B, = UaeI(A x B,) ve A x ﬂae] B, =
ﬂae] (A x B,) oldugunu gosteriniz.
) (Ax B)N(C x D)= (ANC) x (BN D) oldugunu gésteriniz.
(g AC BveC C Dise Ax C C B x D oldugunu gésteriniz. Karsitinin genel olarak dogru olmadigin:
bir 6rnekle gosteriniz.

Coziim.

(a) Once A; = [0,0] = {0} oldugunu gozleyelim. U:C: A, =[0,1) oldugunu gésterelim. Her n i¢in
1—1 < 1oldugundan 4, C [0, 1); dolayisiyla birlesim [0, 1)’in i¢indedir. Tersine z € [0,1) olsun. 1 —
z > 0 oldugundan % < 1 — z olacak bicimde bir n € N* vardir (ﬁ’ten buyiik bir dogal say1 se¢mek
yeter). O zaman z < 1 — % ve z > 0, yani z € A,,; bdylece z birlesimdedir. Iki kapsama esitligi verir.
ﬂzoz | An = {0}: Her n i¢in 0 € A,, oldugundan 0 kesisimdedir. Tersine kesisimdeki her eleman 6zel
olarak A; = {0}’dadir, yani 0’a esittir. Boylece kesigim {0} dur.

(b) 1k esitlik: B\ A = BN A° oldugundan (bkz. Onerme 3.1'nin ispatinin basi) dagilma kurali ve
Onerme 3.1'nin (1) maddesiyle

(B\A)U(BNA)=(BNA°)U(BNA) =BN(A°UA)=BNX =B,

Son esitlik B C X olmasindan gelir. Tkinci esitlik: ilk esitligi B yerine yazip birlesimin birlesme ve
degisme 6zelliklerini kullanalim:

AUB=AU((B\A)U(BNA))=(AU(BNA))U(B\A).

BN A C Aoldugundan AU (BN A) = A’dir. Boylece AUB =AU (B\A)=(B\A)UA.
(c) Teorem 3.1'mn ispat1, X’in A ’lar1 icermesini hicbir yerde kullanmadi; ayni adimlar1 X yerine A ile
tekrarlayalim. Birinci esitlik i¢in z keyfi olsun:

xeA\UAa(i)xeA ve x ¢ UAa(i)xeA ve (Vael,xz ¢ A, ),

acl acl
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burada ikinci denklik Lemma 3.1'nin (1) maddesidir. z € A kosulu a’ya baglhi olmadigindan ve I # &
oldugundan bu, “Va € I, (x € A ve z ¢ A,)” ile, yani “her « € I i¢in x € A\ A,” ile denktir; bu
daz e _,(A\A,)demektir

Tkinci esitlik igin yine z keyfi olsun:

xGA\ﬂAa<:>x€A ve T ¢ ﬂAaéxeA ve (Jael,z¢ A, ),

acl acl

burada ikinci denklik Lemma 3.1'nin (2) maddesidir. z € A kosulu o’ya bagh olmadigindan bu, “Ja €
I,(z€A ve v ¢ A,) ile yani “enaz bir a € I icinz € A\ A,” ile denktir;budaz € (J__,(A\
A, ) demektir.

(d) (z,y) keyfi bir sirali ikili olsun. Tanimlara gore

(z,y) € (BUC)x A< (z € B veya £ €C) ve y € A.

“Ve’nin “veya” iizerine dagilmasiyla bu, “(x € B ve y € A) veya (z € C ve y € A)” ile denktir;
ilk parantez (z,y) € B x A, ikincisi (z,y) € C x A demektir. Dolayisiyla kosul (z,y) € (B x A)U
(C x A) ile denktir ve kiimeler esittir.

(e) Birinci esitlik: (z, y) keyfi olsun.

(x,y) € A x UBa(i)acEA ve (Jael,yeB,).

acl

x € Akosulu o’ya bagli olmadigindan bu, “Ja € I, (x € A ve y € B,)” ile denktir (Teorem 3.2'min
ispatindaki gerekgeyle: z € A yanligsa ikisi de yanlis, dogruysa ikisi de “Ja, y € B, ”dir). Parantezdeki
kosul (z,y) € A x B, demektir; bdylece kosul “en az bir « i¢in (z,y) € A x B,”, yani (z,y) €
U,c;(4 x B,) olur.

Ikinci esitlik:

(x,y) € Ax ﬂBa(:)xeA ve (Vael,yeB, ).

acl

I # & oldugundan bu, “Va € I, (x € A ve y € B,)” ile denktir (z € A dogruysa ikisi de “Va, y €
B, ”ya indirgenir; yanlsgsa ilki yanlstir, ikincisi de I’da bir indis oldugundan yanlistir). Parantezdeki
kosul (z,y) € A x B, demektir; bdylece kosul “her a i¢in (z,y) € A x B,” yani (z,y) € ] _, (4 X
B,) olur.

(f) (z,y) keyfi olsun. Tanimlara gére

(z,y) e(AXxB)N(Cx D)< (reA ve yeB) ve (x€C ve ye D).

“Ve” baglac1 birlesmeli ve degismeli oldugundan bu kogul “(x € A ve x € C) ve (y € B ve y € D)’
ile, yani “z € ANC vey € BN D” ile denktir; buda (z,y) € (AN C) x (BN D) demektir. Kiimeler
esittir.

(g AC Bve C C D olsun. (a,c) € Ax C alalm; a € A C B ve ¢ € C C D oldugundan (a,c) €
B x D. Boylece AxCCBxD.Karsiticin A=¢g, C={1}, B=D=g alalm: AxC =@ C
@ = B x D saglanir ama C' C D yanlistir. A x C # & oldugunda ise karsit da dogrudur (Onerme 3.3).
|

Kartezyen carpimi tamimladigimiza gore artik fonksiyonlari, A X B’nin 6zel alt kiimeleri olarak kesin
bicimde kurabiliriz: Fonksiyonlar ve Bilegke.
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4.1

4. Fonksiyonlar ve Bileske

Indisli Aileler ve Kartezyen Carpim béliimiinde iki kiimenin kartezyen ¢arpimini, yani sirali ikililerin
kiimesini kurduk. Bu bolimde o yapinin iizerine matematigin en ¢ok kullanilan kavramini, fonksiyon
kavramini yerlestirecegiz. Fonksiyonu “bir formiil” olarak degil, kartezyen carpimun belirli bir kogulu
saglayan bir alt kiimesi olarak tanimlayacagiz. Bu bakis ilk anda fazla soyut goriinebilir; ama ilerideki
bolimlerde siirekli fonksiyonlari, homeomorfizmalari ve ters goriintiileri incelerken bize saglam bir zemin
verecek.

Once atama kurali kavramini, sonra bir kuralin tanim kiimesini ve goriintii kiimesini tanimlaya-
cagiz. Ardindan fonksiyonu, “bir atama kurali ile bir deger kiimesi” olarak tamimlayip f: A — B
gosterimini, f(a) degerini, iki fonksiyonun ne zaman esit oldugunu ve bir fonksiyonun bir alt kiimeye
kisitlamasini gorecegiz. Her kiimenin birim fonksiyonu ve kartezyen ¢arpimin izdiisitmleri, topolo-
jide tekrar tekrar kargimiza cikacak iki temel 6rnektir.

Bolumin ikinci yarisinda iki somut soru iizerinde ¢alisacagiz: bir formiille verilen fonksiyonun en genis
tanim kiimesi nedir ve goriintiisii tam olarak hangi kiimedir? Son olarak iki fonksiyonu arka arkaya
uygulayarak elde edilen bileske fonksiyonu tamimlayacak, parcali tanimli fonksiyonlarin bileskesini
hesaplayacak ve bileskenin birlesme 6zelligini ispatlayacagiz.

Atama Kurali

Bir fonksiyon, sezgisel olarak, bir kitmenin her elemanina bagka bir kiimeden bir eleman “atar”. Bu atamay:1
kesin bir dille sdylemenin yolu, hangi elemanin hangi elemana gittigini sirali ikililerle kaydetmektir: ¢
elemanina d ataniyorsa (c, d) ikilisini yazariz. Bu ikililerin kiimesi, kartezyen ¢arpimin bir alt kiimesidir.
Tek kosul, bir elemana iki farkli seyin atanmamasidir.

Tanim 4.1 (Atama Kurali). C ve D iki kiime olsun. Kartezyen carpim C' x D kiimesinin bir r alt
kiimesine, C' kiimesinin her eleman: r kiimesine ait en ¢ok bir sirali ikilinin birinci bileseni olarak
goriiniiyorsa atama kurali (rule of assignment) denir.

Bagka bir deyigle, » C C' x D alt kiimesi su kosulu sagliyorsa bir atama kuralidir:

(c,d)er ve (c,d)er=d=4d".

Yani bir atama kurali, “ayni ¢ igin iki farkli d yazilmamis” bir siral ikili listesidir. Her ¢ € C i¢in bir ikili
yazilmasi gerekmez; kosul yalnizca yazilan ikililerin celismemesidir.

Bir atama kuralinda birinci bilesen olarak gériinen elemanlar ile ikinci bilesen olarak gériinen elemanlar
iki dogal kiime olusturur.

Tanim 4.2 (Bir Kuralin Tanim Kiimesi ve Goriintii Kiimesi). r» C C' x D bir atama kurali olsun. r
kuralinin elemanlarimin biitiin birinci bilegenlerinden olusan C' alt kiimesine r kuralinin tanim kiimesi
(domain), elemanlarinin biitin ikinci bilesenlerinden olugsan D alt kiimesine r kuralinin gériintii kiimesi
(image set) denir:

tanim (r) = {c € C :bir d € D igin (c,d) € 7},

gorinti (r) ={d € D:bir c€ C igin (c,d) € r}.

Yani tanim kiimesi “kendisine bir sey atanan” elemanlarin, gériintii kiimesi ise “en az bir elemana atanan”
elemanlarin kiimesidir.
Kavramu kiiciik kiimeler tizerinde gérelim.

Ornek 4.1 (Atama Kurali Olan ve Olmayan Alt Kiimeler). C = {1,2,3} ve D = {a,b} olsun.
C x D kiimesinin agagidaki alt kiimelerinden hangileri atama kuralidir? Atama kurali olanlarin tanim
kiimesini ve goriintii kiimesini bulunuz.
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= {(lva)’ (27(1)’ (3ab)}a Ty = {(1,&), (lvb)v (2?0')}7 rs = {(Z’b)}'

r, = {(1! a)’ (2’ a)’ (3’ b)} r,= {(1! a)’ (1’ b)’ (2’ a)}
C
D
| —*
atama kurali atama kurali degil: 1 hem a'ya hem b'ye

Sekil4.1: C={1, 2, 3}ile D={a, b} arasinda iki ok semasi. Solda r, bir atama kuralidir: her elemandan en fazla
bir ok ¢ikar; a'ya iki okun gelmesi kosulu bozmaz. Sagda r, atama kurali degildir, ¢iinkii 1 elemanindan
hem a'ya hem b'ye ok cikar; kosul yalnizca birinci bilesenleri kisitlar.

Cozim.

r, bir atama kuralidir: birinci bilegeni 1 olan tek ikili (1, a), birinci bileseni 2 olan tek ikili (2, a), birinci
bileseni 3 olan tek ikili (3, ) oldugundan Tanim 4.1'ndaki kosul saglanir. Tanmim kiimesi {1, 2,3} =
C, goruntii kiimesi {a,b} = D olur. a elemaninin iki farkli elemana atanmig olmasi bir sorun degildir;
kosul yalnizca birinci bilegenlerle ilgilidir.

o bir atama kurali degildir: (1,a) € ry ve (1,b) € ry oldugu halde a # b oldugundan kosul bozulur.
Yani 1 elemanina hem a hem b atanmustur.

r4 bir atama kuralidir: tek elemani oldugundan kogulu bozan bir ¢ift bulunamaz. Tanim kiimesi {2},
goriintii kitmesi {b} olur. Bu 6rnek, tanim kiimesinin C' kiimesinin tamami olmak zorunda olmadigin
gosterir.

|

Fonksiyon

Bir atama kurali, hangi elemanin nereye gittigini sdyler; ama gidilen elemanlarin hangi kiimenin i¢inde
diisiiniildiigiinii séylemez. Ornegin {(z,z?) : z € R} kuralinin ikinci bilesenlerini R iginde de, yalnizca
negatif olmayan gercel sayilar icinde de diistinebiliriz. Fonksiyon kavrami bu secimi de kayda gecirir.

Tanim 4.3 (Fonksiyon). Bir fonksiyon (function) f, bir r atama kurali ile r kuralinin gériintii kiimesini
iceren bir B kiimesinden olusur. r kuralinin tanim kiimesi A’ya f fonksiyonunun da tanim kiimesi,
r kuralinin goériintii kiimesine f fonksiyonunun da goriintii kiimesi denir; B kiimesine ise f fonksiyo-
nunun deger kiimesi (range) denir.

Tanim kiimesi A, deger kiimesi B olan bir f fonksiyonu

f:A— B

biciminde gosterilir ve “f, A’dan B’ye bir fonksiyondur” ya da “f, A’y1 B icine génderir” diye okunur.
Fonksiyon yerine doniisiim (mapping) sozii de kullanilir.

Yani bir fonksiyon “kural art1 deger kiimesi” ikilisidir: kural her elemanin nereye gittigini, deger kiimesi
ise bu gidilen yerlerin hangi kiimenin iginde sayildigini séyler. Deger kiimesi goriintii kiimesinden biiyiik
olabilir; tek kosul gorinti kiimesini icermesidir.
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Goriintil kiimesi ile deger kiimesi aym sey degildir

f: A — B fonksiyonunda deger kiimesi B, géruntii kiimesini iceren, bizim sectigimiz kiimedir.
Gorunti kiimesi ise gergekten “deger olarak alinan” elemanlarin kiimesidir ve B’nin bir alt kiimesidir.
Bazi kitaplarda “deger kiimesi” sozii goriintii kiimesi anlaminda kullanilir; bu kitapta deger kiimesi
her zaman B’yi, goriintii kiimesi her zaman {f(a) : a € A} kiimesini gosterecektir.

Fonksiyonlarla ¢alisirken sirali ikililer yerine “a’ya atanan eleman” dilini kullanmak daha rahattir. Bu dili
kesinlestirelim.

Tanim 4.4 (Fonksiyonun Bir Noktadaki Degeri). f: A — B bir fonksiyon ve a € A olsun. f
fonksiyonunu belirleyen kuralin a elemanina atadig B kiimesinin tek elemani f(a) ile gosterilir; buna f
fonksiyonunun a noktasindaki degeri ya da a elemanimin f altindaki goriintiisii denir.

Bagka bir deyisle, r kurali f fonksiyonunun kuraliysa f(a), (a, f(a)) € r olacak bicimdeki tek B elema-
nidur.

Yani f(a), kuralda birinci bileseni a olan tek ikilinin ikinci bilesenidir. Boyle bir ikilinin var olmasi
a’nin tanim kiimesinde olmasindan, tek olmasi ise 7’nin bir atama kurali olmasindan gelir. Bu tanimla f
fonksiyonunun kurali

r={(a, f(a)):a € A}

bigiminde yazilabilir; ¢linkii r kiimesinin her elemani, birinci bileseni bir @ € A olan bir ikilidir ve ikinci
bileseni f(a) olmak zorundadir; tersine her a € A i¢in (a, f(a)) € r olur.

Uygulamada bir fonksiyonu sirali ikililerle degil, bir formiille veririz. Iki gésterimin ayni seyi séyledigini
bir 6rnekte gorelim.

Ornek 4.2 (Bir Kurali Formiil Olarak Yazmak). Kurall {(z,z3 + 1) : € R} ve deger kiimesi R
olan f fonksiyonunu ele alalim. Kuralin tanim kiimesi, birinci bilesenlerin kiimesi, R’dir; her z € R i¢in
f(z) = 23 + 1 olur. Bu yiizden ayni fonksiyon kisaca

f:R—=R, flx)y=2%+1

diye yazilir. Bundan sonra fonksiyonlar: ¢ogunlukla bu ikinci bicimde verecegiz; ama arka planda her
zaman bir sirali ikili kiimesi ve bir deger kiimesi oldugunu unutmayacagz.

Fonksiyonlarin Esitligi

Fonksiyonlar kiimelerle tamimlandigindan iki fonksiyonun ne zaman esit oldugu sorusunun kesin bir
cevabi vardir. Bu cevap, iki fonksiyonun esit oldugunu gostermek istedigimiz her yerde, 6zellikle bilegke
ile ilgili ispatlarda kullanilacaktur.

Onerme 4.1 (Fonksiyonlarin Esitligi). f: A — B veg: A’ — B’ iki fonksiyon olsun. f = g olmast
icin gerek ve yeter kosul sudur: A= A’, B= B’ ve herx € A i¢in f(z) = g(x).

Ispat.

[ fonksiyonunun kurali vy = {(x, f(z)) : x € A}, g fonksiyonunun kurali r, = {(z,g(z)) : xz € A"}
olsun. Tanim geregi f = g olmasi, r; = r, ve B = B’ olmasi demektir.

Once f = g olsun. O zaman B = B’ ve T =1, olur. Aymi kuralin tanim kiimesi tek oldugundan A =
A’ olur. Birz € A alahm. (x, f(z)) € r; = r, oldugundan (z, f(z)) ikilisi g kuralinin bir elemanidur;
Tanim 4.4'ne gore g(x), birinci bileseni = olan tek ikilinin ikinci bilesenidir, bu yiizden f(x) = g(x) olur.
Simdi A= A’, B= B’ ve herx € A icin f(z) = g(z) olsun. O zaman

rp={(, f(2)) ;2 € A} = {(z,9(x)) sz € A} =7,

olur; ¢iinkii iki kiimenin elemanlari birebir ayni ikililerdir. Kurallar ve deger kiimeleri ayni oldugundan
f =g olur.
|
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Ispatin 6zii: fonksiyon “kural art1 deger kiimesi” oldugundan esitlik, kurallarin (yani tanim kiimelerinin
ve biitiin degerlerin) ve deger kiimelerinin esitliginden ibarettir.

4.2.2 Kisitlama

Bir fonksiyonu tanim kiimesinin yalnizca bir parcasinda diisiinmek sik sik gerekir; 6rnegin bir alt uzay
tizerindeki stirekliligi incelerken bunu yapacagiz.

Tanim 4.5 (Kisitlama). f: A — B bir fonksiyon ve A, C A olsun. Kurali
{(a, f(a)) s a € Ay}

olan A,’dan B’ye fonksiyona f fonksiyonunun A, kiimesine kisitlamasi (restriction) denir ve f | A,
ile gosterilir; “ f’nin A,’a kisitlanmug1” diye okunur.

Yani f | A, [ ile ayniisi yapan ama yalmzca A, elemanlarinda taniml olan fonksiyondur: her a € 4 icin
fla, (@)= f(a) ve f |4, : Ag = B. Ay # A oldugunda f |4 # f olur; ciinki iki fonksiyonun tanim
kiimeleri farklidir: A kiimesinde A’a ait olmayan bir a vardir ve (a, f(a)) ikilisi f kuralina aittir, ama
f |4, kuralina ait degildir.

Asagidaki 6rnek, ayni formille verilen dort farkl fonksiyonu karsilagtirir ve tanim kiimesinin de deger
kiimesinin de fonksiyonun bir parcas1 oldugunu gosterir.

Ornek 4.3 (Ayn1 Formiil, Dért Farkli Fonksiyon). R, = {z € R: z > 0} negatif olmayan gercel
sayilarin kiimesi olsun. Asagidaki fonksiyonlari ele alalim:

f:R—=R, f(z) =% g:R, = R, g(z) =12%
h:R—R, hz)=2% k:R, >R, k(z)=2%
Bu dort fonksiyonun birbirinden farkli oldugunu gosteriniz ve g ile f arasindaki iligkiyi belirtiniz.

Coziim.

g # f olur; ¢iinkii kurallar1 R x R kiimesinin farkli alt kiimeleridir: (—1, 1) ikilisi f kuralina aittir, ama
—1 ¢ R, oldugundan g kuralina ait degildir. Ote yandan g kurali {(z,z?) : z € R, } = {(=, f(z)) :
z € R} oldugundan, Tanim 4.5'ya gére g, f fonksiyonunun R, kiimesine kisitlamasidir: g = f Ik, -
h # f olur; kurallar1 ayn1 kiime olmasina karsin h icin belirtilen deger kiimesi R, f i¢in belirtilen
deger kiimesi R’den farklidir. Onerme 4.1'ne gére deger kiimeleri farkli olan iki fonksiyon esit olamaz.
k fonksiyonu bunlarin hepsinden farklidir: tanim kiimesi R, oldugundan f ve h fonksiyonlarindan,
deger kiimesi R, oldugundan f ve g fonksiyonlarindan ayrilir. Ayrica k = h \R+ olduguna dikkat
ediniz.

Dért fonksiyonun da goriintii kiimesi aymdir: {z? : z € R} = {2 : z € R, } = R, .Buyiizden onlar
birbirinden ayiran, goriintii kiimesi degil, tanim kiimesi ve deger kiimesidir.

]

4.2.3 Birim Fonksiyon ve Izdiisiimler

Simdi her kiimede hazir bulunan iki basit fonksiyon tiiriinii tanimliyoruz. ikisi de Carpim Topolojisi ve
Alt Uzay Topolojisi boliimlerinde temel arag olacaktur.

Tanim 4.6 (Birim Fonksiyon ve Icerme Fonksiyonu). X bir kiime olsun. Her eleman: kendisine
goénderen

Iy: X = X, Iy(z)=x

fonksiyonuna X kiimesinin birim fonksiyonu (identity map) denir.
A C X ise her a € A elemanini yine kendisine, ama bu kez X’in bir elemani olarak génderen

IA:A—)X, IA(G):GI

fonksiyonuna A’nin X i¢ine icerme fonksiyonu (inclusion map) denir.
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Yani birim fonksiyon “hi¢bir sey yapmayan” fonksiyondur; icerme fonksiyonu ise A’nin elemanlarin
degistirmeden, onlar1 daha bilyitk X kiimesinin elemanlar1 olarak gériir. icerme fonksiyonu tam olarak
birim fonksiyonun A’ya kisitlamasidir: I, = Iy | 4; clinkii ikisinin de kurali {(a,a) : a € A} ve deger
kiimesi X’tir. A = X oldugunda icerme fonksiyonu birim fonksiyona donisiir.

Tanim 4.7 (Izdiisitm Fonksiyonlar1). X ve Y iki kiime olsun. Siral ikilinin bilesenlerini veren
m X XY > X, m(z,y) =

ve
T X XY =Y, (T, y) =y

fonksiyonlarma X x Y kartezyen carpiminin izdiigitmleri (projections) denir; 7, birinci, 7, ikinci
izdiisimdiir.

Yani 7r; bir ikilinin birinci bilesenini “okur”, 7, ikinci bilesenini. Bunlarin gercekten fonksiyon olduguna
dikkat edelim: 7y kurali {((z,y),) : (z,y) € X x Y} kiimesidir ve bir (z,y) ikilisinin birinci bileseni
tek oldugundan bu bir atama kuralidir. Diizlemde X =Y = R alinirsa 7, (2, y) = « noktay1 = eksenine,
7o (x,y) = y noktay1 y eksenine dik olarak izdiigiiriir; ad buradan gelir. X ve Y bog degilse 7; fonksi-
yonunun gorintii kiimesi X’in tamamudir; ¢linkii herhangi bir y, € Y secildiginde her 2 € X i¢in
1 (2,y) =  olur.

En Genis Tanim Kiimesi ve Goriintii

Bir fonksiyon ¢ogu zaman yalnizca bir formiille, tanim kiimesi belirtilmeden verilir: “g(z) = v/3xz — 6
fonksiyonu”. Boyle bir yazimda tanim kiimesi olarak, formiliin gercel bir say1 verdigi buitin « € R
sayilariin kiimesi anlagilir. Bu kiimeye formiiliin en genis tanim kiimesi (largest possible domain)
denir. Deger kiimesi ise aksi séylenmedikce R alinir.

Goriintii kiimesini bulmak bir kiime esitligi ispatidir; iki kapsamay1 da gostermek gerekir. Bir y sayisinin
goruntide oldugunu gostermenin yolu, tanim kiimesinde g(z) = y esitliini saglayan bir z bulmaktur.
Bu 2’i bulmak i¢in g(z) = y denklemini z igin ¢dzeriz; ama ¢dziimil ispata yazarken buldugumuz z’in
gergekten tanim kiimesinde oldugunu ve gercekten g(x) = y sagladigini ayrica denetleriz.

Ornek 4.4 (Bir Karekok Fonksiyonunun En Genis Tanim Kiimesi ve Goriintiisii). g(z) =
v/3x — 6 formiiliiyle verilen fonksiyonun en genis tanim kiimesini ve gériintii kiimesini bulunuz.

Coziim.
Tanim kiimesi. Karekok yalnizca negatif olmayan sayilar icin gercel bir say1 verir. Bu ytizden v3z — 6
ifadesinin anlamli olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

3r—6>0<3rxr>6<x>2

olmasidir. Dolayisiyla en genig tanim kiimesi [2, 0o) kiimesidir ve g : [2,00) — R olur.
Goériintii kiimesi. Goriinti kiimesinin [0, 0o) oldugunu, yani

{9(z) : z € [2,00)} = [0, 00)

esitligini iddia ediyoruz. Iki kapsamay ayr1 ayr1 gosterelim.

(C) z € [2,00) olsun. Karekodk hicbir zaman negatif deger almadigindan g(z) = v/3z — 6 > 0, yani
g(z) € [0, 00) olur.

(D) y € [0,00) olsun; yani y > 0. Bu y’yi deger olarak alan bir z bulmaliyiz. Bunun i¢in g(z) = y
denklemini ¢6zelim: y > 0 oldugundan

y? +6
=

V3z—6=ye3z—6=y =

Simdi z := @ diyelim ve iki seyi denetleyelim.

Birincisi, # tanim kiimesindedir: y > 0 oldugundan y? > 0, bu yiizden 4% + 6 > 6 ve x =
2 olur; yani z € [2, 00).

Ikincisi, g(x) = y olur:
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|, Y>+6
g(x) =1/3- 3 —6=V1y2+6-6=V1y2=|y|=y;

son egitlikte y > 0 kullanildi. Béylece y, tanim kiitmesindeki z noktasinin gériintiisiidiir; yani y goriintii
kiimesindedir.

Iki kapsama birlikte goriintii (g) = [0, o) verir.

|

Cozlimiin 6zii: goriintiide olmasini bekledigimiz her y igin g(x) = y denklemini ¢dziip buldugumuz z’in
tanim kiimesinde kaldigini ve denklemi gercekten sagladigini gosterdik; ters yonde ise formiiliin asla
disar1 ¢ikmadigini gordik.

Ayni yontemi bir rasyonel fonksiyonda uygulayalim. Bu kez formiilii yeniden yazmak, goriintiiniin ne
olmasi gerektigini tahmin etmemize yardim edecek.

Ornek 4.5 (Bir Rasyonel Fonksiyonun Gériintiisii). f: R\ {3} = R, f(z) = ££2 fonksiyonunun
goriintil kilmesini bulunuz.

Cozim.
Once formiilii yeniden yazalim. Payda  — 3 oldugundan pay1 x — 3 cinsinden ifade edelim:
_z+2 (z—3)+5 5

= =14+ —-.
r—3 r—3 +x—3

f(z)

Bu yazim, f degerlerinin “1 art1 sifirdan farkli bir say1” oldugunu gosterir; bu yiizden gériintiniin R \
{1} oldugunu iddia ediyoruz. Iki kapsamay1 gosterelim.

(C) z € R\ {3} olsun. £ — 3 # 0 oldugundan -5 # 0 olur; bu yiizden f(z) =1+ -5 # 1, yani
f(z) e R\ {1} olur.

(D) y € R\ {1} olsun; yani y # 1. f(z) = y denklemini z igin ¢dzelim. z # 3 i¢in

2 3 2
m—|—3 =yozrzt+2=ay—3ycry—z=3y+2<z(y—1)=3y+2<x= y+1 ;
x— y—
son adimda y — 1 # 0 oldugundan bélme yapilabildi. Simdi z := % diyelim ve iki seyi denetleyelim.
Birincisi,  tanim kiimesindedir, yani x # 3: Tersini varsayalim, z = 3 olsun. O zaman % =3,

yani 3y + 2 = 3(y — 1) = 3y — 3 olur; iki taraftan 3y ¢ikarinca 2 = —3 elde edilir, bu bir ¢eligkidir.
Dolayisiyla z # 3 ve z € R\ {3} olur.
Ikincisi, f(z) = y olur. Pay ve payday1 ayr1 ayr1 hesaplayalim:

2 24+2(y—1
+2:E‘)y-i- +2:3y+ +2(y—1) 5y

y—1 y—1 y—1’
3y + 2 3y+2—-3(y—1 5
gy t2 o 3y+ -1 _ .
y—1 y—1 y—1
Bu yiizden
5y
r+2 1 5y y—1
f(x)_m—3_%_y—1 5 =Y

Boylece y, tanim kiitmesindeki = noktasinin goriintiisiidiir.
Iki kapsama birlikte goriintii (f) = R\ {1} verir.
|

Acik Matematik - acik-matematik.com 50 CC BY-NC-SA 4.0


https://acik-matematik.com
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.tr

4.4

4.3 En Genig Tanim Kiimesi ve Goriintii 51

0 Goruntiyt bulmanin iki adimi

Bir f: A — R fonksiyonunun gériintiisinin bir G kiimesi oldugunu géstermek icin (1) her z €
A i¢in f(x) € G oldugunu, (2) her y € G i¢in f(z) = y olacak bicimde bir z € A bulundugunu
gosteririz. Tkinci adimda z’i bulmak icin denklem ¢6zeriz; ama ispat, bulunan z’in A’da oldugunu ve
f(z) = y sagladigini dogrulamakla tamamlanur.

Bileske

Bir fonksiyonun ¢iktisin1 bagka bir fonksiyona girdi olarak vermek, yeni bir fonksiyon tiretir. Siirekli
fonksiyonlarin bilegkesinin stirekli olmasi, homeomorfizmalarin bilegkesinin homeomorfizma olmasi gibi
ileride kanitlayacagimiz pek ¢ok sonug bu isleme dayanir.

Tanim 4.8 (Bileske). f: A — B ve g: B — C fonksiyonlar olsun. f ile g’nin bileskesi (composite)
go f,hera € Aigin

(g f)(a) = g(f(a))

esitligiyle tanimlanan g o f : A — C fonksiyonudur.
Sirali ikililerle s6ylersek g o f, kurali

{(a,c) € Ax C:bir be B icin f(a)=b ve g(b) =c}

olan ve deger kiimesi C olan fonksiyondur. g o f yalnizca f’nin deger kiimesi g’nin tanim kiimesine esit
oldugunda tanimlidur.

Yani g o f, “6nce f, sonra g” demektir: a 6nce f ile B’deki f(a) noktasina, sonra g ile C’deki g(f(a))
noktasina gider. Gosterimde sagdaki fonksiyon 6nce uygulanir; bunun nedeni (g o f)(a) = g(f(a)) yaz-
minda a’ya en yakin harfin f olmasidir.

Bu kuralin gergekten bir atama kurali oldugunu ve tanim kiimesinin A oldugunu gérelim. (a, ¢) ve (a, c¢’)
ikilileri kuralda olsun. Kuralin tanimina gére ¢ = g(b) olacak bi¢imde bir b vardir ve b = f(a) olmak
zorundadur, ¢iinkii f bir fonksiyondur; ayni nedenle ¢’ = g(f(a)) olur. Boylece ¢ = g(f(a)) = ¢’ elde
edilir ve kural bir atama kuralidir. Ayrica her a € A i¢in f(a) € B oldugundan ¢(f(a)) tanimhdir ve
(a,g(f(a))) ikilisi kurala aittir; bu yiizden kuralin tanim kiimesi A’nin tamamidir.

1 Bileskenin tanimli olma kosulu

Tanimda f’nin deger kiimesinin g'nin tanim kiimesiyle ayni olmas: istenir. Uygulamada f’nin
yalnizca goriintii kiimesinin ¢’nin tanim kiimesi i¢inde kaldig1 durumlarla da karsilasilir; o zaman
f’nin deger kiimesi, gériintiiyii icerecek bi¢gimde g’nin tanim kiimesi olarak yeniden secilir ve bilegke
alinur. Bu kitapta g o f yazdigimizda bu diizenlemenin yapilmig oldugunu varsayacagiz.

Ornek 4.6 (Bileske Hesab1 ve Siranin Onemi). f:R — R, f(z) =22 + 1veg: R — R, g(x) = e*!
olsun. g o f ve f o g fonksiyonlarini bulunuz ve kargilastiriniz.

Cozim.

f'nin deger kiimesi R, ¢’nin tanim kiimesi R oldugundan go f : R — R tanimlidir. Her z € R igin,
once f sonra g uygulanarak,

(go f)(z) = g(f(z)) = g(z2 + 1) = e[#TD-1 = ¢

bulunur. Ayni bi¢cimde ¢g’nin deger kiimesi f’nin tanim kiimesine esit oldugundan fog: R — R de
tanimhidir ve

(fo9)@) = flg(z)) = flem) = (eo1)* +1 =22 41
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olur. Tki fonksiyon farklidir: 6rnegin z = 1 noktasinda (go f)(1) = e! = e, ama(fog)(1) =€’ +1=
2 olur. Onerme 4.1'ne gére bir noktada bile farkli deger alan iki fonksiyon esit degildir; yani g o f #
feg

Bileske siraya baghdir

Genel olarak g o f # f o g olur; hatta biri tanimliyken 6teki tanimh olmayabilir. Ornegin f : A — B
veg: B — Cigin g o f tammlidir, ama C' # A ise f o g tanimlh degildir. Bu yiizden bileske yazarken
siraya her zaman dikkat edilir.

Tanim kiimesi pargalara ayrilarak verilen fonksiyonlarda bileske hesabi biraz daha dikkat ister: ilk fonksi-
yonun c¢iktisinin ikinci fonksiyonun hangi parcasina diistiigiinii ayrica belirlemek gerekir.

Ornek 4.7 (Parcali Tanimli Fonksiyonlarin Bileskesi). f, g : Z — Z fonksiyonlar:

_fn+2, n ift ) 2n, n cift
fn) = {2n+ 1,n tek 9(n) = {"T“,n tek

ile tamimlansin. g o f ve f o g fonksiyonlarini bulunuz.

Cozim.

Once g'nin gergekten Z’ye giden bir fonksiyon olduguna dikkat edelim: n tek ise n + 1 cifttir, bu yiizden
"TH bir tam sayidur.

go fhesabrgo f:Z — Zve(go f)(n) = g(f(n)). ¢’nin hangi parcasinin kullanilacag: f(n)’nin tek
mi ¢ift mi olduguna baglidir; bu yiizden n’ye gore iki durum inceleriz.

n ¢ift ise f(n) = n + 2 olur ve bu sayi cifttir (¢ift sayrya 2 eklenmisgtir). g’nin “¢ift” parcast uygulanur:
gn+2)=2(n+2)=2n+4

n tek ise f(n) = 2n + 1 olur ve bu say: tektir. g’nin “tek” pargasi uygulanir: g(2n 4+ 1) = M =
2n+2

2 =n+ 1
Dolayisiyla

_ [2n+4,n cift
(gof)(n)_{n—f—l, n tek.

fog hesabi. fog:Z —Z ve (fog)(n) = f(g(n)). Simdi f’nin hangi parcasinin kullanilacag:
g(n)’nin tek mi ¢ift mi olduguna baghdir.

n ¢ift ise g(n) = 2n cifttir; f nin “cift” pargas: uygulanir: f(2n) = 2n + 2.

n tek ise g(n) = "TH olur; ama bu saymin tek mi ¢ift mi oldugu n’ye baghdir. Tek bir n sayis1 4’e
béliindiigiinde ya 1 ya 3 kalanini verir; iki durumu ayiralim.

n=4m+1(m € Z) ise g(n) = 42 = 2m + 1 tektir; f'nin “tek” parcasi uygulanir: f(2m + 1) =
22m+1)+1=4m+3=n+2.

n =4m+ 3 (m € Z) ise g(n) = A+ = 2m + 2 ¢ifttir; f'nin “cift” pargasi uygulanir: f(2m + 2) =

L4
2m+4 =2 2 =45

Dolayistyla
2n+2,n gift
(fog)(n)=<{n+2, n=4m+1 biciminde
n5 = 4m+3 bigiminde.

Birkag degerle saglama yapalim: n = 3 igin g(3) = 2, f(2) = 4 ve formill 25> = 4 verir; n = 5 i¢in
g9(5) =3, f(3) =7 ve formill 54 2 =7 verir. Ayrica n =0 icin (go f)(0) =4 ve (fog)(0) =2
oldugundan g o f # f o g olur.

|
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4.4 Bilegke 53

Birlesme Ozelligi ve Birim Fonksiyon

Ug fonksiyonu arka arkaya uygularken parantezleri nasil koydugumuzun énemi var midir? Onemi yoksa
h o go f yazimin parantezsiz kullanabiliriz. Asagidaki teorem bunun givenli oldugunu soyler; ileride
homeomorfizmalarin bir grup olusturdugunu goriirken de bu teorem kullanilir.

Teorem 4.1 (Bileskenin Birlesme Ozelligi). f: A — B,g: B — C veh : C — D fonksiyonlar olsun.
O zaman

ho(gof)=(hog)of
olur.

Ispat.

Once iki tarafin da tammh oldugunu ve aymi tamim kiimesiyle ayni deger kiimesine sahip oldugunu
gorelim. go f: A — C tamimldw, ¢iinkii f’nin deger kiimesi B, g’nin tanim kiimesidir; h’nin tanim
kiimesi C oldugundanh o (go f) : A — D tanumlidir. Benzer bicimde h o g : B — D tanimlidir ve f ’nin
deger kiimesi B oldugundan (h o g) o f : A — D tamumlidir. Béylece iki fonksiyonun da tanim kiimesi A,
deger kiimesi D dir.

Simdi Onerme 4.1'ne gore geriye her a € A icin iki fonksiyonun ayni degeri aldigini géstermek kalr. Bir
a € A alalim. Bileske tanimini iki kez uygulayarak

(holgof)) (@ =h((gef)@))=h(g(f(@))
ve yine bileske tanimini iki kez uygulayarak
((heg)ef)(a)=(hog) (fla))=nh(9(f(a)))

elde ederiz. Iki sonug ayni D elemanidir. a keyfi oldugundan iki fonksiyon her noktada ayni degeri alir;
tanim ve deger kiimeleri de ayni oldugundan Onerme 4.1'ne gore esittirler.
|

Ispatin 6zii: parantezler nereye konursa konsun, her iki taraf da a elemanim “énce f, sonra g, sonra h”
sirastyla h(g(f(a))) noktasina gétiiriir. Bu teorem sayesinde h o g o f yazimi parantezsiz kullanilir.
Birim fonksiyon, bileske isleminde sayilardaki 1’in ¢carpmada oynadig1 rolii oynar; kisitlama ise igerme
fonksiyonuyla bilegke olarak yazilabilir.

Onerme 4.2 (Birim Fonksiyon, Icerme ve Bileske). f: A — B bir fonksiyon olsun.
(@) foly=/fvelgof=folur
(b) Ay C Avel, : Ay — Aicerme fonksiyonu ise f |4 = fol, olur.

ispat.

(a) I, : A — A fonksiyonunun defer kiimesi A, f’nin tamim kiimesidir; bu yiizden fol,: A— B
tamimhidir ve f ile ayni tamim kiimesine ve deger kiimesine sahiptir. Her a € A igin, bileske tanimi ve
1,(a) = a olmasi nedeniyle,

(fols)(a) = f(Ia(a)) = f(a)

olur. Onerme 4.1'ne gére f o I, = f olur. Benzer bicimde f 'nin deger kiimesi B, I 'nin tanim kiimesidir;
bu yiizden I o f : A — B tanmimlidir ve her a € A i¢in

(I © f)(a) = Ip(f(a)) = f(a)

olur; ¢iinkii Iy her elemani kendisine génderir. Yine Onerme 4.1'ne gére Iz o f = f olur.

(b) I, : Ag — A fonksiyonunun deger kiimesi A, f’nin tamim kiimesidir; bu yiizden fo I, : A, — B
tanimhidir. Tanim 4.5"ya gore f ‘Ao : Ay — B oldugundan iki fonksiyonun tanim kiimesi de deger kiimesi
de aynidir. Her a € A, icin

(f e Ia)a) = f(Ia,(a)) = fla) = f |4, (a)
olur; ortadaki esitlik Iy (a) = a olmasindan, sondaki esitlik kisitlamanin tanimindan gelir. Onerme 4.1'ne

gore f |4, = foly, olur
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54 Boliim 4. Fonksiyonlar ve Bileske

Bu 6nermenin (b) sikki, kisitlamanin aslinda yeni bir kavram olmadigini, icerme fonksiyonuyla bileskeden
ibaret oldugunu soyler. Alt Uzay Topolojisi béliimiinde sitirekli bir fonksiyonun kisitlamasmin siirekli
oldugunu gostermek i¢in tam olarak bu yazimi kullanacagiz.

Alistirmalar

Alistirma 4.1 (Fonksiyonlar ve Bileske Alistirmalar1). (a) 7 = {(z,y) € R x R: z = y*} kiimesi
bir atama kurali midur? 7’ = {(z,y) € R x R: y = 22} kiimesi bir atama kurali midir? Atama kurali
olanin tanim kiimesini ve gorinti kiimesini bulunuz.

(b) h(zx) = formiiliinl'in en genis tanim kiimesini ve goériinti kiimesini bulunuz.

() f:R\{— 1} - R, f(z) = 2“’ L fonksiyonunun griintii kiimesini bulunuz.

(d) Ornek 4.7'deki f fonk31yonu 1<;1n f o f fonksiyonunu bulunuz.

(e)s:R— R xR, s(z) = (z,2%) olsun. 7, o s ve m, o s fonksiyonlarini bulunuz.

() f: A— B,g: B — C fonksiyonlar ve Ay C Aolsun. (go f) |4, =go (f |4,) oldugunu gdsteriniz.

Cozim.

(a)  bir atama kurali degildir: (1,1) € r ve (1,—1) € r oldugu halde 1 # —1’dir; yani 1 elemanina iki
farkli say1 atanmistir. 7 ise bir atama kuralidir: (z,y) € r’ ve (x,y’) € 7’ ise y = 22 = y’ olur. Tanim
kiimesi, her z € R i¢in (z, 2?) € r’ oldugundan, R’dir. Goriintii kitmesi {z? : z € R} = [0, 00) olur:
bir kare higbir zaman negatif degildir ve y > 0 ise y = (/y)? oldugundan (/,y) € r’ olur.

(b) Formiiliin anlamli olmasi i¢in karekokiin i¢i negatif olmamali ve payda sifir olmamalidir: z — 1 >
Ove Vo —14#0,yanix —1 > 0, yani > 1. En genis tamim kiimesi (1, co) kiimesidir. Gértintiiniin
(0, 00) oldugunu gosterelim. x > 1ise v — 1 > 0, bu yﬁzden h(z) = \/17 > 0 olur; bu C kapsama-
51d1r Tersine y > 0 olsun. h(z) = y denklemi vz — 1 = ,yam =14+ 5 verirz:=1 + 2 L diyelim.

v
— > 0 oldugundan z > 1, yani « tanim kiimesindedir. Ayrlca h(z) = \/1/7 = ﬁ =y olur; burada

y > 0 oldugundan /1/y? = 1/y alind1. Dolaylslyla gorinti kiimesi (0, oo) olur.

(c) Formiilii yeniden yazalim: 22 +11 = % =2— 131 x 7& —1igin —=5 # 0 oldugundan f(z) #

2 olur; yani gériinti R \ {2} i +1 =y denkleml 2z — 1 = zy + y, yani
z(2—y)=y+1, yani z = % verir; y # 2 oldugundan bélme yapilabildi. z := y— diyelim. z =

—lolsaydiy+1=—(2—y) =y—2, yani 1 = —2 olurdu; celigki. Dolaylslyla T 7& —1 ve T tamim

kimesindedir. Ayricaz + 1 = %ﬁ—y = % ve2x — 1= W oldugundan f(z) = ?’f’y :

22 — 4 olur. Goriintii kiimesi R \ {2} dir.

(d) n cift ise f(n) = n + 2 ifttir; bu yiizden f(f(n)) = (n+2) +2 =n+4 olur. n tek ise f(n) =

2n + 1 tektir; bu yiizden f(f(n)) = 2(2n + 1) + 1 = 4n + 3 olur. Dolayisiyla

n—+4, n cift
(fof)(n)={4n+3,n tek.

(e) s’nin deger kimesi R x R, izdiigtimlerin tanim kiimesidir; bu ytizden iki bileske de tanimlidir
Ve tanim kiimeleri R’dir. Her # € R icin (7, o 8)(z) = 7, (z,22) = & ve (my 0 8)(z) = my(z,2?) =
22 olur. Yani 7, o s = I birim fonksiyondur ve 7, o s : R — R kare alma fonksiyonudur; bu Ornek
4.3'ndeki f fonksiyonudur.

(f) Iki tarafin da tamm kiimesi A, deger kiimesi C’dir: (g o f) |4 , A’dan C’ye giden g o f fonksiyo-
nunun Ay’a kisitlamasidir; f [, : Ay — B oldugundan ve g'nin tanim kiimesi B oldugundan g o
(f la,) s Ag — C tanimhdir. Her a € A icin, kisitlama tanimi ve bileske tanimu sirayla uygulanarak,

(9o f) [a, (@) =(g°f)a) =g(f(a)) =g ([ la, (@))=(g°(fa,)) (a)
olur; figiinci esitlik a € A i¢in f |4, (a) = f(a) olmasindan gelir. Onerme 4.1'ne gore iki fonksiyon

esittir.
|
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4.5 Aligtirmalar 55

Bir fonksiyonun farkli noktalar: farkli noktalara gotiiriip gétirmedigi, deger kiimesinin tamamini doldu-
rup doldurmadigi ve hangi kosulda tersinin alinabilecegi bir sonraki béliimiin konusudur: Birebir ve Orten
Fonksiyonlar, Ters Fonksiyon, Goriintii ve Ters Goriintl.
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5.1

5. Birebir ve Orten Fonksiyonlar, Ters
Fonksiyon, Goriintii ve Ters Goriintii

Fonksiyonlar ve Bileske bolimiinde fonksiyonun ne oldugunu ve iki fonksiyonun bilegkesini 6grendik.
Bir fonksiyon, tanim kiimesinin her elemanini deger kiimesinden tam olarak bir elemana gonderir; ama
bu tanim, deger kiimesindeki bir elemana kag¢ tane elemanin gonderildigi hakkinda hicbir sey séylemez.
Bazi fonksiyonlar farkli elemanlar1 hep farkli yerlere génderir, bazilar1 deger kiimesindeki her elemana
ulasir, bazilari ise ikisini birden yapar. Bu bélimde 6nce bu ti¢ davranigi adlandiracagiz: birebir, 6rten ve
birebir 6rten fonksiyonlar. Birebir drten bir fonksiyonun “geri alinabildigini”, yani bir ters fonksiyonu
oldugunu gorecegiz ve ters fonksiyonu tanimdan ugrasmadan bulmanin pratik bir yolunu ispatlayacagiz.
Boliimiin ikinci yarisinda bir fonksiyonu tek tek noktalara degil, kiimelere uygulamay1 6grenecegiz. Bir
Ay alt kiimesinin biitiin elemanlarimin gittigi yerlerin kiimesine A’ goriintiisii, deger kiimesindeki
bir B, alt kiimesine diigen biitiin noktalarin kiimesine ise By 1n ters goriintiisii diyecegiz. Ters goriinti,
topolojinin ana kavrami olan siirekliligin taniminda dogrudan kullanilir; bu ytizden ters goriintiiniin
birlesim, kesisim ve timleyenle nasil uyum iginde oldugunu simdiden ayrintili bi¢imde ispatlayacagiz.
Goriintiiniin ise bu iglemlerden yalnizca birlesimle uyumlu oldugunu, kesisimde yalnizca bir kapsamanin
gecerli kaldigini 6rneklerle gorecegiz.

Bolim boyunca f : A — B bir fonksiyon, A; C A ve By C B alt kiimeler olacak. Biitiin ispatlar, Kiimeler
ve Kiime Islemleri bsliimiinde 6grendigimiz iki kiimenin esitligini iki yénlii kapsamayla gésterme yonte-
mine dayanur.

Birebir ve Orten Fonksiyonlar

Bir fonksiyonun davranisini iki soruyla 6lgeriz: Farkl girdiler farkli ¢iktilara mi gider? Deger kiimesindeki
her elemana ulasiliyor mu? Bu iki sorunun cevabi, asagidaki iki kavrami verir.

Tanim 5.1 (Birebir, Orten ve Birebir Orten Fonksiyon). f: A — B bir fonksiyon olsun.
(i) A’run her farkli iki elemanimin f altindaki gériintiileri de farkliysa, f’ye birebir (injective, one-to-one)
fonksiyon denir. Bicimsel olarak f birebirdir demek, her a,a’ € A i¢in

f(a)=f(@) = a=d

olmasi demektir.

(i) B’nin her elemani, A’nin en az bir elemaninin f altindaki gériintiisityse, f’ye orten (surjective, onto)
fonksiyon denir; bu durumda “f, A’y1 B’nin iizerine érter” de denir. Bicimsel olarak f ortendir demek,
her b € B igin b = f(a) olacak bi¢imde en az bir a € A bulunmas: demektir:

Vbe B Jac A: f(a) =b.

(iii) f hem birebir hem 6rtense f’ye birebir drten (bijective) fonksiyon ya da A ile B arasinda bir esleme
(one-to-one correspondence) denir.

Yani birebir fonksiyon iki farkl girdiyi asla ayn1 yere gondermez; 6rten fonksiyon deger kiimesinde hicbir
eleman1 bogta birakmaz; birebir 6rten fonksiyon ise A’nin elemanlariyla B’nin elemanlarini tam tamina
eslestirir.

Birebirligin tanimdaki bicimi, “farkli girdiler farkli ¢iktilara gider” ciimlesinin ters-kargitidir: “a # o’
ise f(a) # f(a’)” gerektirmesinin ters-karsit1 “f(a) = f(a’) ise a = a’” gerektirmesidir ve Onermeler
Mantig1 ve Niceleyiciler bolimiinde gérdigiimiiz gibi bir gerektirme ile ters-karsiti ayni anlama gelir.
Uygulamada hep bu ikinci bi¢im kullanilir: f(a) = f(a’) esitliginden yola ¢ikilir ve @ = a’ oldugu goste-
rilir. Bir fonksiyonun birebir olmadigini gostermek i¢in ise a # a’ oldugu halde f(a) = f(a’) olan tek bir
cift bulmak yeter.
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58 Béliim 5. Birebir ve Orten Fonksiyonlar, Ters Fonksiyon, Goriintii ve Ters Goriintii

1 Birebirlik kurala, értenlik deger kiimesine baglidir

Bir fonksiyonun birebir olup olmadig1 yalmizca fonksiyonun kuralina baglhdir: kural farkh girdileri
farkl ¢iktilara gonderiyorsa, deger kiimesi olarak hangi kiime segilirse secilsin fonksiyon birebirdir.
Ortenlik ise kuralin yani sira deger kiimesine de baghdir: ayn1 kuralla verilen bir fonksiyon, deger
kiimesi biiytitiiliirse 6rtenligini kaybedebilir, kiigtiltiilirse 6rten hale gelebilir. Asagidaki 6rnek bu
fark: dort fonksiyon tizerinde gosterir.

Fonksiyonlar ve Bileske béliimiindeki kisitlama kavramini hatirlayalim: f : A — Bve A, C Aise f | A,
Ay — B,herz € Agicin f |4 (z) = f(z) kuraliyla tanimlanan fonksiyondur. Yani kisitlama, ayni kurali
daha kiiciik bir kiimede uygulamaktir.

Ornek 5.1 (Kare Fonksiyonunun Dért Siiriimii). [0,00) = {z € R : z > 0} negatif olmayan gercel
sayilarin kiimesi olsun. Ayni1 x + x2 kuraliyla verilen su dort fonksiyonu ele alalim:

f:R>R, g:[0,00) = R, h:R —[0,00), k:]0,00) = [0,00).

Buradag = f |[07 ) fonksiyonu f’nin tamm kiimesinin kisitlanmasiyla, h fonksiyonu f'nin deger kiime-
sinin degistirilmesiyle, k fonksiyonu ise ikisinin birden yapilmasiyla elde edilmistir. Bu dort fonksiyondan
hangileri birebir, hangileri 6rtendir?

Cozim.

f ne birebir ne értendir. —1 # 1 oldugu halde f(—1) = 1 = f(1) oldugundan f birebir degildir. Her
x € Rigin 22 > 0 oldugundan —1 sayust higbir z icin f(x)’e esit olamaz; bu yiizden f 6rten de degildir.
g birebirdir ama érten degildir. z,y € [0,00) ve g(z) = g(y) olsun. O zaman z? = y?2, yani (z —
y)(z +y) = 0 olur. ki durum vardir: z +y = O ise, z > 0 ve y > 0 oldugundan z =y = 0; z + y #
0ise x —y = 0, yani x = y. Her iki durumda da x = y bulunur; bu yiizden g birebirdir. Ote yandan
¢’'nin deger kiimesi hala R’dir ve —1 sayisina yine ulasilamaz; bu yiizden g 6rten degildir.

h 6rtendir ama birebir degildir. y € [0, co) verilsin. y > 0 oldugundan ,/y tammldir ve h(,/y) =
(/y)? = y olur; bu yiizden deger kiimesindeki her y’ye ulasilir ve h ortendir. Ama h(—1) = h(1)
oldugundan h birebir degildir: deger kiimesini degistirmek kurali degistirmez, dolayisiyla birebirligi de
etkilemez.

k hem birebir hem ortendir. £’nin kurali ve tanim kiimesi g ile aynidir; birebirlik yalnizca bunlara
bagl oldugundan k de birebirdir. k'nin kurali ve deger kiimesi h ile aynidir ve A’nin ortenligini
gosterirken buldugumuz ,/y sayis1 [0, 0o) kiimesindedir; bu yiizden k de 6rtendir. Dolayisiyla k birebir
ortendir. Ileride gorecegimiz gibi k'nin bir ters fonksiyonu vardir ve bu ters fonksiyon karekék fonksi-
yonudur.

|

Ayni distinceyi, birebir olmayan bir fonksiyonu kisitlayarak birebir yapmak icin de kullaniriz.

Ornek 5.2 (Siniis Fonksiyonunun Birebir Kisitlamasi). f:R — [—1,1], f(z) = sin x fonksiyonu
birebir midir? Degilse f’nin birebir olan bir kisitlamasini bulunuz.

Coziim.
f birebir degildir, ¢iinkii 0 # 7 oldugu halde

f(0) =sin0=0=sinm = f(m)

olur.

Ay =[5, 5] alalm ve f |, kisitlamasimmn birebir oldugunu gosterelim. Analizden bildigimiz gibi
siniis fonksiyonu A, araliginda kesin artandir: A icinde x < y ise sinz < siny olur. Simdi x,y € A,
ve sin z = siny olsun. z < y olsaydi sin z < siny olurdu; y < z olsaydi siny < sin z olurdu. Ikisi de
esitlikle celigir; bu yiizden x = y olmak zorundadir. Dolayisiyla f | 4, birebirdir. Tanim kiimesini bu
araliga kugciiltmekle kurali degistirmedik; birebir olmayan bir fonksiyondan, yalnizca tanim kiimesini
daraltarak birebir bir fonksiyon elde ettik.
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5.1 Birebir ve Orten Fonksiyonlar 59

Kesirli bir fonksiyonun birebir orten oldugunu gostermek igin de ayni iki adumu izleriz: énce f(x;) =
f(z,) esitliginden z; = x4 ¢ikarilir, sonra verilen her y i¢in f(z) = y denklemi z i¢in ¢oziilir.

Ornek 5.3 (Kesirli Bir Fonksiyonun Birebir Ortenligi). f:R\ {3} — R\ {1} fonksiyonu

T+ 2

fla) =2

kuraliyla verilsin. f’nin birebir 6rten oldugunu gosteriniz.

Coziim.

Fonksiyonun iyi tanimli oldugu. Once f’nin gercekten R\ {1} kiimesine gittigini gorelim. z #
3 oldugundan payda sifir olmaz. Bir z i¢in f(z) = 1 olsaydi z + 2 = x — 3, yani 2 = —3 olurdu; bu
imkansizdir. Bu yiizden her € R\ {3} i¢in f(z) € R\ {1} olur.

Birebirlik. z,,z, € R\ {3} ve f(z1) = f(z5) olsun. O zaman

Ty +2 ®y+2
T, —3 ,—3
olur. Paydalar sifirdan farkli oldugundan icler diglar ¢arpimi yapabiliriz:
(1 +2)(zy —3) = (x5 +2)(x7 —3) = z,29— 3z, +229 — 6 =z,29 — 3T, + 22, — 6.

Iki taraftan z,x, ve —6 terimlerini sadelestirirsek —3z, + 2z, = 2z, — 3z,, buradan 5z, = 5z, ve
2, = %y bulunur. Bu yiizden f birebirdir.
Ortenlik. y € R\ {1} verilsin. f(x) = y olacak bir x € R\ {3} artyoruz. y # 1 oldugundan

3y +2
T =
y—1
sayist tanimlidir. Iki seyi kontrol etmeliyiz. Birincisi, z # 3 olmalidur: % = Jolsayd13y + 2 = 3y —

3, yani 2 = —3 olurdu; bu imkéansizdir. Bu yiizden z € R \ {3}. Ikincisi, f(z) = y olmalidur:

3y+2
flz) = yyfl +2:(3y+2)+2(y_1):5_y:y
W23 (By+2)-3—-1) 5

Burada ikinci esitlikte pay ve payday1 y — 1 # 0 ile carptik. Boylece her y € R\ {1} i¢in f(z) =y
olan bir z € R\ {3} bulduk; f értendir.

f hem birebir hem 6rten oldugundan birebir 6rtendir.

|

Ters Fonksiyon

Birebir orten bir f : A — B fonksiyonu A’nin elemanlariyla B’nin elemanlarini tam tamina eglestirir. O
halde eglestirmeyi ters yonde okuyabiliriz: B’nin her elemanina, ona eslenen A elemanini génderen bir
fonksiyon vardir.

Tanium 5.2 (Ters Fonksiyon). f: A — B birebir 6rten olsun. Her b € B i¢in f(a) = b esitligini
saglayan tek a € A elemanimni f~1(b) ile gosterelim. Béylece tanimlanan

FUiBoA, fb)=ae fla)=b

fonksiyonuna f’nin ters fonksiyonu (inverse) denir.

Yani f~1, f’nin oklarini tersine cevirir: f hangi a’y1 b’ye gonderiyorsa f~! o b’yi geri a’ya gonderir.

Bu tanimuin gercekten bir fonksiyon verdigini iki adimda goriiriiz. b € B verilsin. f 6rten oldugundan
f(a) = b olan en az bir a € A vardir; f birebir oldugundan bdyle bir a yalmizca bir tanedir (¢iinki
f(a) = b= f(a’) ise birebirlikten a = a’). Dolayisiyla f~!(b) tam olarak bir eleman1 gosterir ve f~! bir
fonksiyondur. Ortenlik olmasaydi bazi b’lere deger atanamazds; birebirlik olmasaydi bazi b’lere birden cok
deger aday olurdu.
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Tarumdan hemen c¢ikan iki esitlik, ters fonksiyonla calisirken siirekli kullanilir: her a € A igin
f~Y(f(a)) = a ve her b € B icin f(f~1(b)) = b. Gercekten, f(a) = b dersek tanim geregi f~1(b) = a,
yani f~1(f(a)) = a olur; ikinci esitlik icin @ = f~(b) dersek tanim geregi f(a) = b, yani f(f~1(b)) = b
olur. Fonksiyonlar ve Bileske boliimiindeki bileske ve birim fonksiyon gosterimiyle bu iki esitlik f~1 o f =
I, ve fo f~! = Iy biciminde yazilir; burada I, : A — A, I4(a) = a ve Iy : B— B, Iz(b) = b birim
fonksiyonlardir.

Ters fonksiyonun kendisi de birebir értendir ve onun tersi, bagladigimiz fonksiyondur. Bu, “tersini almak”
isleminin geri alinabilir oldugunu séyler.

Onerme 5.1 (Ters Fonksiyon da Birebir Ortendir). f: A — B birebir orten ise f': B — A da
birebir értendir ve (f~1)~1 = f olur.

Ispat.

71 birebirdir. b,b’ € B ve f~1(b) =
olur. Yukarida gordugumuz f(f~1(v)
Dolaysiyla f=1 birebirdir.

JF~1 értendir. a € A verilsin. b = f(a) diyelim; b € B olur. Tanim geregi f~1(b) = a, yani a eleman:
71 altinda b’nin gériintisiidiir. A’nin her elemani igin boyle bir b bulundugundan f=1 ortendir.
(f~YH)~t = f. f~! birebir orten oldugundan tersi tanimhidir ve Tanim 5.2'a gore a € A icin (f~1)7(a),
F7L(b) = a esitligini saglayan tek b € B elemanidir. f=1(b) = a ise tanim geregi f(a) = b; bu yiizden
bu tek eleman f(a)’dwr. Boylece hera € A icin (f~1)"1(a) = f(a), yani (f~1)~! = f bulunur.

|

f7L(b") olsun. Iki tarafa f uygularsak f(f~1(b)) = f(f~1(b"))
= b esitligi geregi sol taraf b, sag tarafb’ eder; bu yiizden b = b’.

Ters fonksiyonu tanimdan hareketle bulmak, her b i¢in f(a) = b denklemini ¢ézmeyi gerektirir. Uygu-
lamada ¢ogu zaman tersin ne olmasi gerektigini tahmin eder, sonra tahminimizin dogru oldugunu iki
esitligi kontrol ederek gosteririz. Asagidaki lemma bu yontemin gecerli oldugunu, tstelik f’nin birebir
orten oldugunu ayrica ispatlamaya gerek kalmadigini séyler.

Lemma 5.1 (Sol ve Sag Ters Varsa Fonksiyon Birebir Ortendir). f: A — B bir fonksiyon olsun.
Her a € A i¢in g(f(a)) = a ve her b € B igin f(h(b)) =b olacak bicimde g: B— A ve h: B — A
fonksiyonlari varsa, f birebir ortendir veg = h = f~1 olur.

Ispat.

f birebirdir. a,a’ € A ve f(a) = f(a’) olsun. Iki tarafa g uygularsak g(f(a)) = g(f(a’)) olur. Varsa-
yim geregi g(f(a)) = aveg(f(a’)) = a oldugundan a = a’ bulunur.

f ortendir.b € B verilsin.a = h(b) alalim; h’nin deger kiimesi A oldugundana € A’dir. Varsayim geregi
f(a) = f(h(b)) = b olur. Béylece herb € B icin f(a) = b olan bira € A bulduk.

f birebir ve orten oldugundan birebir ortendir; dolayisiyla =1 tanimldir.

g = f~1.b € Bverilsinvea = f~1(b) diyelim; ters fonksiyonun tanimi geregi f(a) = b olur. O zaman

9(b) = g(f(a)) =a = f(b)

olur; burada ilk esitlik b = f(a) olmasindan, ikincisi g hakkindaki varsayimdan gelir. b keyfi oldugundan
g=1f"

h = f=1.b € B verilsin. Varsayim geregi f(h(b)) = b’dir; yani h(b), f altinda b’ye giden bir elemandr.
f birebir oldugundan b’ye giden eleman tektir ve tanim geregi bu eleman f~(b) dir. Bu yiizden h(b) =
FL(b); b keyfi oldugundan h = f~1.

Sonug olarak g = f~! =

|

Ispatin 6zii: soldan ters, birebirligi; sagdan ters, értenligi verir; birebir érten bir fonksiyonun tersi tek
oldugundan ikisi de f~!’e esit olmak zorundadir.
Lemmay1 Ornek 5.3 iizerinde deneyelim. f(z) = X2 icin g: R\ {1} — R\ {3}, g(y) = 3y—j2 alalim;

ortenlik adiminda g(y) # 3 ve f(g(y)) =y oldugun; zaten gosterdik. Ayni hesap ters yonde de caligir:
x # 3 igin

= — =1x.

3L+2 _3(x+2)+2(x—3) bz
-1 (z+2)—(z—3) 5
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O halde g hem sol hem sag terstir ve Lemma 5.1’e gére f birebir oérten, = = g’dir. Benzer bigcimde Ornek
5.1'ndaki k : [0,00) — [0, 00), k(z) = 2? icin s(y) = /y almrsa her y > 0 icin k(s(y)) = (vV¥)* =y
ve her z >0 icin s(k(z)) = V2 = | 2 | = 2 olur; bu yiizden k' karekok fonksiyonudur. Ayni s
fonksiyonu f : R — R, f(x) = 22 icin sol ters olamaz, ciinkii s(f(—1)) = 1 # —1; bu da f’nin birebir
olmadigini bir kez daha gosterir.

Goruntua ve Ters Gorunti

Simdiye kadar fonksiyonu tek tek noktalara uyguladik. Fonksiyonu bir alt kiimenin biitiin noktalarina
birden uygulamak da dogaldir: A; C A ise Ay’ elemanlarmin gittigi yerleri toplayabiliriz; B, C B ise
By’a diisen biitiin noktalar toplayabiliriz.

Tanim 5.3 (Goriintii ve Ters Goriintii). f: A — B bir fonksiyon olsun.
(i) Ay C Aise

f(Ay) ={f(a):a€ Ay} ={b€eB:enazbir a€ A4, icin f(a) = b}

kiimesine A,’mn f altindaki goriintiisii (image) denir.
(if) By C Bise

f(By) ={a € A: f(a) € By}

kiimesine By’in f altindaki ters goriintiisii (preimage, inverse image) denir.

Yani f(A,), A, daki noktalarin gittigi yerlerin kiimesi; f~1(B,) ise B, a giden noktalarin kiimesidir. Her
iki tanim1 da elemanlar diizeyinde su iki denklikle kullaniriz:

be f(Ay) < Jae Ay: f(a) =0, a€ f1(By) & f(a) € By.

Goériintii B’nin, ters goriintii A’nin bir alt kiimesidir: f(A,) C B ve f1(B,) C A. Ozel olarak f(A),
f’nin aldig: biitiin degerlerin kiimesidir ve f’nin orten olmasi tam olarak f(A) = B olmasi demektir.
Gergekten, f(A) C B her zaman dogrudur; B C f(A) olmasi ise B’nin her elemaninin A’nin en az bir
elemaninin géruntisii olmasy, yani 6rtenlik taniminin kendisidir.

Ters goriinti igin ters fonksiyon gerekmez

f71(B,) gosterimi f’nin birebir 6rten olmasini gerektirmez; f herhangi bir fonksiyon olabilir.
Burada f~! tek bagimna bir fonksiyon degildir; f~1(B,) yalnizca “f altinda B,’a giden noktalarin
kiimesi” anlamina gelen tek parca bir gsterimdir. Ayrica A’'nin gérintiisii B),’a diisen hicbir noktasi
olmayabilir; bu durumda f~1(B,) = @ olur. Ornegin f: R — R, f(z) = 22 igin f~}([-3,-1]) =
@’dir, ¢iink higbir kare negatif degildir.

f birebir érten oldugunda ise f~!(B,) yazilisimin iki anlami vardir: By’ f altindaki ters gériintiisii ve
By'm f~!: B — A fonksiyonu altindaki gériintiisii. Bu iki anlamin ¢akigtigini gostermek, gosterimin
belirsizlik yaratmadigini garanti eder.

Onerme 5.2 (Birebir Orten Fonksiyonda ki Anlam Cakisir). f: A — B birebir érten ve B, C B
olsun. By’in f altindaki ters goriintiisii ile B, in f~ fonksiyonu altindaki goriintiisii ayni kiimedir:

{a€ A: f(a) € By} ={f'(b): b€ By}.

ispat.

Sol kiimeye P, sag kiimeye Q) diyelim.

P C Q. a € P olsun; yani f(a) € By. b= f(a) dersek b € B, ve ters fonksiyonun tanimi geregi
f71(b) = a olur. Bu yiizden a, B, in bir elemaminin f~! altindaki gorintiisidiir: a € Q.

Q C P.a € Q olsun; yani birb € By icin a = f~1(b). Ters fonksiyonun tanimi geregi f(a) = b € B,
olur; bu yiizden a € P.

Iki yonlii kapsama esitligi verir.

|
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Goriintii ve ters goriintityi somut bir fonksiyonda hesaplayalim. Bir goriintii kiimesini bulmak her zaman
iki y6nlii kapsama gerektirir: 6nce A,’daki her noktanin gérintiisiiniin aday kiimeye diistiigii, sonra aday
kiimedeki her noktanin gercekten bir goriintii oldugu gosterilir. Ters goriinti ise dogrudan tanimdaki
denklik zinciriyle bulunur.

Ornek 5.4 (Bir Parabolde Gériintii ve Ters Goriintil). f:R — R, f(z) = 22 + 3 olsun. Su kiimeleri
bulunuz:

a) £([0,2]);b) F7H([1,7])s ) £([1,3]).

Cozim.

a) £([0,2]) = [3, 7]. Iki kapsama gosterilecek.

£([0,2]) € [3,7]: € [0,2] olsun. 0 < z < 2 oldugundan ve kare alma [0, co0) iizerinde artan oldugun-
dan 0 < 22 < 4, buradan 3 < 2% + 3 < 7, yani f(z) € [3,7] olur.

[3,7] C f([0,2]): y € [3,7] olsun. f(z) = y olan bir z € [0, 2] bulmaliy1z. y — 3 > 0 oldugundan z =
vy — 3 tanimhidir ve z > 0’dir. 3 <y < 7 oldugundan 0 < y — 3 < 4 ve karekok artan oldugundan
0<+y—3<2 vaniz € [0,2] olur. Ayrica f(z) = (Vy —3)>+3=y—3+3=y. Buylizdeny €
f(10,2]).

b) f~1([1,7]) = [—2, 2]. Ters goriintiiniin tanimini kullanarak
refHL,7) e flz)e[,7e1<22+3< 7T —2<2%2<4

yazariz. 2 > 0 her zaman dogru oldugundan soldaki —2 < x? kosulu otomatik saglanir ve geriye 22 <
dkalir. 72 < 4dise | x | < 2,yani —2 < z < 2ile ayni seydir. Buyiizdenz € f1([1,7]) & z € [-2, 2],
yani f~1([1,7]) = [~2,2]. Deger kiimesindeki [1, 3) parcasina hicbir nokta gitmedigine dikkat edin;
ters gérinti bundan etkilenmez.

¢) f([—1,3]) = [3, 12]. Yine iki kapsama gosterilecek.

f([-1,3]) C [3,12]: x € [—1, 3] olsun. Her z icin 2% > 0’dir. Ote yandan —1 < < 3ise| = | < 3 olur
(¢iinkiiz > Oise| z | =z < 3,z < Oise| z | = —z < 1 < 3);buyiizden 2% = | z |> < 9. Dolayisiyla
0<z2<9ved < f(x) <12.

[3,12] C f([-1,3]):y € [3,12] olsun. z = y/y — 3alalim. 0 < y — 3 < 9 oldugundan 0 < z < 3, yani
xz €10,3] C[-1,3] olur ve f(x) =y — 3+ 3 =y.Buyiizdeny € f([-1,3]).

|

Goriinti ile ters goriintiiyt art arda uygulayinca basladigimiz kiimeye geri dénmeyi bekleyebiliriz; ama
bu genel olarak dogru degildir. Asagidaki 6rnek iki yonde de ne oldugunu gosterir.

Ornek 5.5 (Goriintiiniin Ters Goriintiisii ve Ters Goriintiiniin Goriintiisi)). f:R — R, f(z) =
3z% + 2 olsun. f71(£([0,1])) ve f(f~*([0,5])) kiimelerini bulunuz.

Coziim.
f([0,1]) = [2,5]. € [0,1] ise 0 < x? < 1, dolayisiyla 2 < 322 4+ 2 < 5; bu f([0, 1]) C [2, 5] verir.
Tersine y € [2,5] ise x = 1/(y — 2)/3 alalim: 0 < (y — 2)/3 < 1 oldugundan z € [0, 1] ve f( ) =

Y2 1 9 — yolur; bu [2,5] C £([0,1]) verir.
f~1([2,5]) = [—1, 1]. Tanum geregi

re f1(2,5)e2<312+2<5e0<r?’<le|z|<leze|[-1,1]

Béylece f~1(£([0,1])) = f~1([2,5]) = [—1, 1] bulunur. Bagladigimz [0, 1] kiimesi [—1, 1]’in icindedir

ama ona esit degildir: —3 ¢ [0, 1] oldugu halde f(—3) = f(3) € f([0, 1]) oldugundan —3 ters goriin-

tuye girer. Sebep, f’nin birebir olmamasidir.

F71([0,5]) = [—1,1]. z € £71([0,5]) < 0 < 3z% + 2 < 5; soldaki esitsizlik her z icin dogrudur,

sagdaki 22 < 1 ile aymidur. Bu yiizden f~*([0,5]) = [—1, 1].

f([—1,1]) = [2,5]. z € [-1,1] ise 0 < x? < 1, dolayistyla f(x) € [2,5]; tersi icin yukaridaki = =
(y—2)/3€l0,1] C [-1, ]seglml ise yarar.

Béylece f(f71([0,5])) = f ([ ,1]) = [2, 5] bulunur. Bu kiime bagladigimiz [0, 5] kiimesinin i¢indedir

ama ona esit degildir: [0, 2) pargasma f hi¢ ulagmaz. Sebep, f’nin 6rten olmamasidir.
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T~ f(A) =12 5]
0 \\\\\
== f-12)= fl1/2)
12 @-—-—"""°
2
-1'@®

lfAy)) =1-1,1] /

Sekil 5.1: flx) = 3x* + 2 i¢in gorunti ile ters gériintiiniin art arda uygulanmasi. A, = [0, 1] kiimesinin

goruntiisi flAo) = [2, 5]'tir; bu araligin ters goriintiisii ise [-1, 1], yani Ay'dan daha biiytik bir kiimedir.

Sebep fnin birebir olmamasidir: -1/2 € A, oldugu halde f{-1/2) = f(1/2) € f{A,) oldugundan -1/2 ters
goriintiiye girer. Genel olarak yalmzca A, & f*(f{Ao)) kapsamasi gegerlidir.

Ters Goriintiiniin Kiime Islemleriyle Uyumu

Ters goriintii alma islemi, B’ nin alt kiimeleri izerinde son derece iyi davranir: kapsamayi, birlesimi, kesi-
simi, fark: ve timleyeni korur. Bu 6zellikler ileride siirekli fonksiyonlarla calisirken stirekli kullanilacak;
Ornegin agik kiimelerin ters goriintiilerinin kesisimi ve birlesimi hakkinda konusurken bu teoreme daya-
nacagiz. Biitiin ispatlar, a € f~1(B,) < f(a) € B, denkligini bir zincir halinde uygulamaktan ibarettir.
Teorem 5.1 (Ters Goriintii Kiime Islemlerini Korur). f: A — B bir fonksiyon ve By, By C B olsun.
O zaman:

(i) By C By ise f~'(By) C f~1(By).

(ii) f(By U By) = f~1(By) U f'(By).

(iii) fH(By N By) = f~1(By) N f1(By).

() fH(By\ By) = fH(By) \ f1(By).

™) fY(B\ By) = A\ f~Y(By); yani ters goriintii tiimleyeni tiimleyene gotiiriir.

i) fH(B) = Ave f (@) = @.

Ispat.
(i) B, C B, olsunvea € f~1(B,) alalim. Tanim geregi f(a) € B, 'dir. B; C B, oldugundan f(a) € B,
yani yine tanim geregia € f1(B,).
(ii) Her a € A igin
a€ fY(B,UB,) & f(a) € B, UB,
< f(a) € B, veya f(a) € B,
< a€ fY(B)) veya a€ f71(B,)
“a€ fH(B)UfH(By)

ters gorinti tanimi)
birlegim tanimi)

ters gorinti tanimi, iki kez)

~ o~~~

birlegim tanimi)

olur. Iki kiimenin elemanlari tam olarak ayni oldugundan kiimeler esittir.
(iii) Ayni zincirde “veya” yerine “ve’, birlesim yerine kesisim gelir:
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a€ f1(B,NB,) < f(a) € BN B,
< f(a) € B; ve f(a) € B,y
Sac€ f1(B) ve ac f1(By)
s a€ fH(B) N fH(B).
Ilk ve iiciincii denklik ters goriintii tanimindan, ikinci ve dordiincii denklik kesisim tanimindan gelir.
(iv) By \ B, = {b € B, : b ¢ B,} oldugunu hatirlayalim. Her a € A igin
a€ fH(B\By) © f(a) € By \ B,
< f(a) € By ve f(a) ¢ B,
“a€ f1(B) ve ag f1(B,)
sae fUB)\ fH(By)
Uciincii denklikte “f(a) ¢ By < a & f~1(B,)” adimi, “f(a) € By <> a € f~1(B,)” denkliginin iki ta-
rafinin olumsuzlanmasidir.
(v) Once f~1(B) = A oldugunu gérelim: her a € A igin f(a) € B’dir, ¢iinkii f nin deger kiimesi B dir;

bu yiizden her a € A ayni zamanda f~1(B) nin elemanmidir ve f~1(B) C A zaten tanimdan gelir. Simdi
(iv) ‘i B ve By kiimelerine (yani oradaki ilk kiime yerine B, ikinci kiime yerine By alarak) uygularsak

FHBN\By) = fHB)\ fH(B) = A\ fH(By)

bulunur.

i) f~1(B) = A esitligi (v)‘in ispatinda gosterildi. {1 (@) i¢in: bir a € A bu kiimede olsayd: f(a) € &
olurdu; bos kiimenin elemani olmadigindan bu imkansizdir. Bu yiizden f~1(@) = @.

|

Ispatin 6zii: ters gériintiiniin tanimu bir denkliktir (‘a € f~(B,) < f(a) € B,”), bu yiizden kiime islem-
lerinin tanimlariyla birlesince her adim iki yénde de gegerli kalir.

1 Sonlu olmayan aileler i¢in de dogrudur

Teoremin (ii) ve (iii) maddeleri yalnizca iki kiime icin degil, Indisli Aileler ve Kartezyen Carpim
boliimiindeki anlamda herhangi bir { B;},_, ailesi icin de dogrudur:

i (ieLJIBi):ieLJIfil(Bi)’ f (iOIBi):iOIfil(Bi).

Ispat1, “veya” yerine “en az bir i € I icin”, “ve” yerine “her i € I igin” gelecek bicimde aym zinciri
yazmaktan ibarettir; her iki esitligin tam ispat1 aligtirmalarda verilmistir. Topolojide a¢ik kiimelerin
keyfi birlesimleriyle ¢alisacagimiz igin bu genel bi¢cim 6nemlidir.

Goriintiiniin Kiime islemleriyle Uyumu

Goriuntl alma iglemi ters goriintii kadar iyi davranmaz: kapsamay1 ve birlesimi korur, ama kesisimde
yalnizca bir yonlii kapsama kalir ve fark korunmaz. Bunun nedeni gériintii tamimindaki “en az bira € A,
i¢in” niceleyicisidir; bir denklik zinciri kurulurken “vardir” niceleyicisi “ve” baglaciyla uyumlu degildir.
Asagidaki teorem neyin dogru kaldigini, ardindan gelen 6rnek neyin bozuldugunu gosterir.

Teorem 5.2 (Goriintii Birlesimi Korur, Kesisimde Kapsama Verir). f: A — B bir fonksiyon ve
Ay, Ay C A olsun. O zaman:

(i) Ay C Ay ise f(A;) C f(Ay).

(i) f(A; U Ay) = f(A;) U f(Ay).

(iii) f(A; N Ay) C f(Ar) N f(A).

(iv) f birebir ise (iii) ‘teki kapsama esitliktir: f(A; N Ay) = f(A4;) N f(As).

ispat.
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(i) A; C A, olsun ve b € f(A;) alalim. Gériintii tanimi geregi f(a) = b olan bira € Ay vardwr. A; C
A, oldugundan a € A, dir; bu yiizden b = f(a), Ay nin bir elemaninin gorintisidir, yanib € f(A,).
(ii) Her b € B igin

be f(AJUA) & TJace A, UA,: f(a)=b
< (Ja€A; :fla)=0b) veya (Ja€ Ay: f(a)=0)
< be f(A)) veya be f(Ay)
< be f(A)U f(Ay).

Ikinci denkligin gerekgesi sudur: f(a) = b olan bira, A, U A, igindedir ancak ve ancak bu a, A, ‘de ya da
A, dedir; “vardwr” niceleyicisi “veya” baglacinin iizerinden geger, ¢iinkii bir elemanin iki kiimeden birinde
bulunmasi, iki kiimeden birinde bulunan bir eleman olmas: demektir. Oteki denklikler goriintii ve birlesim
tamimlaridir.

(iii) b € f(A; N A,) olsun. Gériintii tanimu geregi f(a) = b olan bir a € A; N A, vardwr. Kesisim
tanimi geregia € Ay ve a € A, dir. a € A; ve f(a) = b oldugundan b € f(A,);a € A, ve f(a) =b
oldugundan b € f(A,). Bu yiizdenb € f(A;) N f(As).

Bu ispatin neden tersine cevrilemedigine dikkat edin:b € f(A;) N f(A,) ise A, 'de bir a; ve A, de bir a,
ile f(a;) = b = f(ay) olur, ama ay ile a, nin ayni eleman olmas: gerekmez; dolayisiyla A; N A, icinde
b’ye giden bir eleman bulunmayabilir.

(iv) f birebir olsun. (iii)’e gire f(A; N Ay) C f(A;) N f(A,) zaten dogrudur; ters kapsamayr goster-
meliyiz. b € f(A;) N f(Ay) olsun. b € f(A;) oldugundan f(a,) =b olan bir a, € A;, b € f(A,)
oldugundan f(ay) = b olan bir ay € A, vardir. O zaman f(a,) = f(ay) olur ve f birebir oldugundan
@, = ay. Bu ortak eleman hem A, ’de hem A, de, yani A, N A, dedir ve goriintiisii b’dir. Bu yiizden b €
f(A; N A,). Boylece f(A;) N f(Ay) C f(A; N Ay) ve iki kapsama birlikte esitligi verir.

|

Ispatin 6zii: birlesimde “vardir” ile “veya” uyumludur; kesisimde “vardir” ile “ve” uyumlu degildir ve ancak
birebirlik iki farkli tanig: tek elemana indirir.
Kesisim ve fark icin esitligin gercekten bozulabildigini gorelim. f : R — R, f(z) = 22 olsun.

« A, =1[-1,0] ve Ay =[0,1] alalm. A; N Ay = {0} oldugundan f(A4; N A,) = {0}’dir. Ote yandan
f(A;) =1[0,1] ve f(Ay)=1[0,1] oldugundan f(A;) N f(Ay) =[0,1]. Dolaywsiyla f(A; NA,) &
f(Ay) N f(A,); kapsama 6z kapsamadir. Sorun, f(—1) = f(1) olmasidir: 1 sayisina A, den —1, A,’den
1 gider, ama kesisimden giden yoktur.

« A =[-1,1]ve Ay = [0,1] alalm. A; \ A, = [—1,0) oldugundan f(A; \ 4,) = (0, 1]’dir. Ote yandan
f(A;) =[0,1] = f(A,) oldugundan f(A4;)\ f(A;) = &. Bu yiizden goriintii, farki korumaz. Fark
icin her zaman gegerli olan tek sey f(A4;) \ f(4y) C f(A4; \ A,) kapsamasidir: b € f(A;) \ f(A,) ise
f(a) = bolanbir a € A, vardir ve bu a, A,’de olamaz (olsaydi b € f(A,) olurdu); bu yiizdena € A, \
Ayvebe f(A;\ Ay). Ornegimiz bu kapsamanin esitlik olmak zorunda olmadigini gosterir.

© Hangi islem hangi tarafta giivenli?

Ters goriintii f~! icin birlesim, kesisim, fark ve tiimleyen sorunsuzca iceri almir. Goriintii f icin
yalnizca birlesim iceri alinir; kesigsimde f(A4; N A,) C f(A;) N f(A,) kapsamasi vardir ve esitlik icin
birebirlik gerekir. Bir ispatta f(A; N A,) ile f(A;) N f(A,)’yi birbirinin yerine kullanmadan 6nce
f’nin birebir oldugundan emin olun.

Goriintii ile Ters Goriintiiniin Art Arda Uygulanmasi

Ornek 5.5'da f~1(f(A)) kiimesinin A,’dan bityiik, f(f~1(B,)) kiimesinin B, dan kiiciik ¢ikabildigini
gordiik. Genel durumda tam olarak bu kadar sdylenebilir; kapsamalarin y6nii her zaman aynidir ve esitlik,
birebirlik ile értenlige baghdir.

Teorem 5.3 (Goriintiiniin Ters Goriintiisii ve Ters Goriintiiniin Goriintiisit). f: A — B bir fonk-
siyon, Ay C A ve By C B olsun. O zaman:

(i) Ay C fH(f(Ap)); f birebirise Ay = f~(f(Ap)).
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(ii) f(f~1(By)) C By; f értenise f(f(B,)) = B,.

Ispat.

(i) Kapsama. a € A olsun. Gériintii tanimi geregi f(a) € f(Ay) di, giinkii f(a), A, 'in bir elemaninin
gorintiisiidiir. Ters goriintii tanimi geregi f(a) € f(Ay) olmast tam olarak a € f~*(f(A,)) demektir. Bu
yizden Ay C f~1(f(4y)).

(i) Birebirlikte esitlik. f birebir olsun; ters kapsamay: gosterelim. a € f~1(f(Ay)) olsun. Ters goriintii
tanimu geregi f(a) € f(A,) dw; gorinti tanimi geregi f(ag) = f(a) olan bir ay € Ay vardir. f birebir
oldugundan a = a,, dolayistyla a € A,. Bu yiizden f~1(f(A,)) C A, ve iki kapsama birlikte A, =
171 (F(Ag)) verr

(ii) Kapsama. b € f(f~1(B,)) olsun. Gériintii tanimi geregi f (a) = b olan bira € f~1(B,) vardur. Ters
goriintii tanimi geregia € f~1(B,) olmast f(a) € B, demektir; f(a) = b oldugundanb € B,. Bu yiizden
F(£(By)) C By,

(ii) Ortenlikte esitlik. f oOrten olsun; ters kapsamayr gosterelim. b € By olsun. f orten oldugundan
f(a) = b olan bira € A vardw. f(a) = b € B, oldugundan ters goriintii tanimi geregia € f~1(B,) dir.
O zaman b = f(a), f1(By)n bir elemanimin gorintiisiidiir, yani b € f(f1(B,)). Bu yiizden B, C
F(fY(By)) ve iki kapsama birlikte esitligi verir.

|

Ispatin 6zil: A,’'in elemanlar: tanim geregi f(A,)’a gider, ama f(A,)’a giden baska elemanlar da olabilir
(birebirlik bunu engeller); f~!(B,)’1in goériintiisii tanim geregi B,’'m icindedir, ama B,’m ulagilmayan
noktalari olabilir (6rtenlik bunu engeller).

Ornek 5.5 bu teoremin iki kosulunun da gerekli oldugunu gésterir: f(x) = 322 + 2 birebir olmadigindan
F71H(£([0,1])) = [-1,1] # [0, 1], érten olmadigindan f(f~1([0,5])) = [2,5] # [0, 5] olmustur. Teorem-
deki kosullarin yalnizca yeterli degil ayni zamanda gerekli oldugu, yani esitliklerin her alt kiime i¢in
saglanmasinin birebirligi ve 6rtenligi geri verdigi, aligtirmalarda ispatlanmugtir.

Alistirmalar

Alistirma 5.1 (Birebirlik, Ortenlik, Goriintii ve Ters Goriintii Alistirmalari). a) Birebir olmayan
bir fonksiyon ve drten olmayan bir fonksiyon 6rnegi veriniz; her birinin neden 6yle oldugunu gésteriniz.
b) f: R\ {2} = R\ {3}, f(z) = -2% fonksiyonunun birebir érten oldugunu gésteriniz ve f~*’i bulunuz.
o f:R—R, f(z) =2%+3igin f_%({3}) F71([—1,2]) ve f71((7,12]) kitmelerini bulunuz.

d) f: A— B bir fonksiyon ve {Bi}ie p» Bnin alt kiimelerinden olusan bir aile olsun (I + ).
f! (Ui, Bi ) =U,; fFYB;) ve f1 (M Bi) =N, f~1(B,) oldugunu gosteriniz.

e) f : A — B bir fonksiyon olsun. Her A, C A icin f~1(f(4,)) = A, oluyorsa f nin birebir oldugunu
gosteriniz.

f) f: A — B bir fonksiyon olsun. Her B, C B icin f(f *(B,)) = B, oluyorsa f’nin érten oldugunu
gosteriniz.

g) f: A— Bveg: B — C fonksiyonlar olsun. g o f birebir ise f’nin birebir, g o f orten ise g’nin 6rten
oldugunu gosteriniz.

Cozim.

a) f:R—>R, f(x)=| x| birebir degildir: —2 # 2 oldugu halde f(—2)=2= f(2). g:N—=N,
g(n) = n+ 1 orten degildir: g(n) = 0 olmas1 n = —1 gerektirir, ama —1 ¢ N; bu yiizden 0 sayisina
hicbir dogal say1 gitmez. (Burada N = {0, 1, 2, ...} alinmugtir; N birden baglatilirsa ayni gerekge 1 sayis1
i¢in gecerlidir.) Istenirse tek bir fonksiyon her iki 6zelligi de tasiyabilir: f(z) = 22 fonksiyonu R’den
R’ye ne birebir ne értendir (Ornek 5.1).

b) Iyi tanimhilik. z # 2 oldugundan payda sifir degildir. f(z) = 3 olsayd1 3z = 3z — 6, yani 0 = —6
olurdu; imkansiz. Bu yiizden f(z) € R\ {3}.

Birebirlik. ©,, 1, € R\ {2} ve f(x,) = f(z,) olsun. i¢ler dislar carpimiyla 3z, (24 — 2) = 3z (z; —
2), agarsak 3z x4 — 627 = 3x,2,4 — 64, sadelegtirirsek —6x; = —6x,, yani ; = x.

Ortenlik ve ters. y € R\ {3} verilsin; f(z) = y denklemini ¢ézelim: 3z = y(z — 2), yani 3z — yz =
—2y, yani (3 —y) = —2y. y # 3 oldugundan

—2y 2y

3—y y—3
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bulunur. z # 2°dir, gunku 2y = 2 olsayd1 2y = 2y — 6, yani 0 = —6 olurdu. Dogrulama:

flz) = s oy _ %
2y
_3

Boylece f ortendir; birebir oldugundan birebir 6rtendir ve ters fonksiyonun tanimi geregi f~1 : R\
{3} R\ {2}, f 1(y) = 2% i
¢)Ugiide z € f1(B,) & 22 + 3 € B, denkligiyle bulunur.

“1({3}): 22 +3=3 < 22 = 0 < x = 0. Buyiizden f~({3}) = {0}.
FH([~1,2]): =1 < 2% + 3 < 2 olmas1 2% < —1 gerektirir; hicbir gercel sayinin karesi negatif olmadi-
gindan bu kosulu saglayan x yoktur. Bu yiizden f~1([—1,2]) = @.
FH(7,12]): T<22+3<124<2?<9e2<|z|<3. |z |>2 olmast z >2 ya da x <
—2, | 2| <3 olmas1 —3 < z < 3 demektir. Ikisi birlikte z € [—3,—2) U (2,3] verir. Bu yiizden
fﬁl((’?a 12]) = [_37 _2) U (25 3]
d) Her a € A i¢in

a€ f! (U B, ) < f(a U B, (ters goruntii tanimi)

el iel
<enazbir i €1 igin f(a) € B; (ailenin birlegiminin tanimi)
(

& enazbir i €1 igin a € f71(B;) (ters goriintii tanimi)

Sa€ U (B, (ailenin birlegiminin tanimi)
el
olur. Her adim bir denklik oldugundan iki kiimenin elemanlar1 aynidir ve kiimeler esittir.
Kesisim i¢in ayni zincirde “en az bir 4 € [ i¢in” yerine “her ¢ € I icin” gelir:

a€ f1 (ﬂ B; ) < fla ﬂ B, (ters gorintil tanimi)

iel el
< her i€1 icin f(a) € B; (ailenin kesigiminin tanimi)
Y(B

< her i€l icin a € f'(B;) (ters goriintil tanimi)

Sa€ ﬂ 4B (ailenin kesigiminin tanimi) .
iel

Uciincii denklik, her sabit i igin gegerli olan “f(a) € B; < a € f~1(B,)” denkliginin biitiin 4’ler
izerinden ayni anda uygulanmasidir.

e) Her A, C A igin f~1(f(Ay)) = A, olsun. a,a’ € A ve f(a) = f(a’) alalim; a = a’ gosterecegiz.
Ay = {a} secelim. f({a}) = {f(a)} oldugundan ve f( ") = f(a) € {f(a)} oldugundan, ters gortintii
tanimu geregi o’ € f~1(f({a})). Varsayim geregi f~1(f({a})) = {a}; bu yiizden a’ € {a}, yania’ =
a. Dolayisiyla f birebirdir.

f) Her B, C Bigin f(f1(B,)) = B, olsun. b € B verilsin; f(a) = b olan bir a € A bulacagiz. By =
{b} secelim. Varsayim geregi f(f~1({b})) = {b}; 6zel olarak b € f(f~1({b})). Goriintii tanimi geregi
f(a) =bolanbira € f~1({b}) C A vardir. Bu, aradigimiz elemandur; dolayisiyla f értendir. Bu sik ile
bir 6nceki sik, Teorem 5.3’deki kosullarin gerekli de oldugunu gosterir.

g) go f birebir ise f birebirdir. a,a’ € A ve f(a) = f(a’) olsun. Iki tarafa g uygularsak g(f(a)) =
g(f(a’)), yani(ge f)(a) = (go f)(a’) olur. g o f birebir oldugundan a = a’. Dolayisiyla f birebirdir.
g o f orten ise g drtendir. ¢ € C verilsin. g o f orten oldugundan (g o f)(a) = ¢ olan bir a € A vardir.
b= f(a) dersek b € B ve g(b) = g(f(a)) = c olur. Béylece C’nin her elemanina g altinda ulagilir; g
ortendir.

|

Boylece mantik ve kiime kuramindan ihtiya¢ duyacagimiz araglar tamamlandi; artik bu araclarla kitabin
asil konusuna gegebiliriz: Topoloji Tanimi ve Ilk Ornekler.
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6.1

6. Topoloji Tanimi ve Ilk Ornekler

Onceki bsliimlerde mantik, kiime, indisli aile ve fonksiyon dilini kurduk; son olarak Birebir ve Orten
Fonksiyonlar, Ters Fonksiyon, Goriintii ve Ters Gortintii bélimuinde goriintii ve ters goriintii kavramlarini
inceledik. Bu hazirlik, artik asil konuya baslamak i¢in yeterli: bu béliimde bir kiime iizerinde topolojinin
ne oldugunu tanimhyoruz.

Topoloji, bir X kiimesinin bazi alt kiimelerini “agik” diye se¢ip bu secime ¢ basit kural koymaktan
ibarettir. Kurallar o kadar sadedir ki cogu 6rnekte dogrulamak birkag satir alir; ama ayni sadelik, alisil-
madik pek ¢ok yapiy1 da kapsamamaiza izin verir. Bu boliimde tanimi verdikten sonra en kiigiik 6rneklerle
calisacagiz: iic ve dort elemanl kiimeler tizerinde hangi ailelerin topoloji oldugunu, olmayanlarda hangi
kuralin bozuldugunu tek tek gorecegiz. Sonra iki u¢ 6rnegi (en kaba ve ayrik topoloji) ve gergel sayilar
izerinde “0 iceren kiimeler” ile “0 icermeyen kiimeler” topolojilerini inceleyecegiz.

Bolim boyunca amag sudur: bir aile verildiginde onun topoloji olup olmadigina kendi basiniza karar
verebilmek. Bunun i¢in her aksiyomun ne dedigini ve nasil denetlendigini adim adim yazacagiz.

Topoloji Tanimi

Bir X kiimesinin biitiin alt kiimelerinin kiimesine kuvvet kiimesi diyor ve P(X) ile gdsteriyorduk. Bir
A C X alt kiimesinin X icindeki tiimleyeni A° = X \ A kiimesidir; bu bsliimde iki gdsterimi de ayni
anlamda kullanacagiz. Topoloji, P(X) i¢inden secilmis bir alt ailedir; yani elemanlar1 X in alt kiimeleri
olan bir kiimedir.

Tanim 6.1 (Topoloji). X bos olmayan bir kiime ve 7 C P(X), X’in alt kiimelerinden olusan bir aile
olsun. Asagidaki ti¢ kosul saglaniyorsa 7 ailesine X iizerinde bir topoloji (topology on X) denir:
Ty)gerveX er.

(T2) O; € Tve O, € Tise O; N O, € 7. Yani 7' nun herhangi iki elemanimin kesigimi yine 7’nun elema-
nidir.

(T3) I herhangi bir indis kiimesi olsun. Her a € [ i¢in O, € 7 ise

UOQET.

acl

Yani 7’dan alinan herhangi bir ailenin (sonlu ya da sonsuz, hatta sayilamaz sayida elemanli) birlegimi yine
7'nun elemanidir.

Yani topoloji, bos kiimeyi ve X in kendisini iceren, iki elemaninin kesisimi ve istenildigi kadar elema-
ninin birlesimi yine kendi icinde kalan bir alt kiime ailesidir.
Ug kosulu ayr1 ayr1 okuyalim.

+ (T1) ailenin iki “zorunlu tiyesini” séyler: en kiigiik alt kiime & ve en biiyiik alt kiime X her topolojide
bulunur. Bu kosul, 7’nun bos olmadigini da garanti eder.

« (T2) yalmizca iki kiimenin kesigiminden s6z eder. Birazdan gérecegimiz gibi bu, sonlu sayida kiimenin
kesisimi i¢in de yeterlidir; ama sonsuz sayida kiimenin kesisimi hakkinda tanim hicbir sey sdylemez.

+ (T3) ise birlegim i¢in hicbir sinir koymaz: I indis kiimesi tek elemanli, sonlu, sayilabilir ya da sayilamaz
olabilir. I = & alinirsa bos ailenin birlesimi & olur; bu da zaten (T1) ile 7’dadur.

(T2) ile (T3) arasindaki bu fark (kesisimde “iki”, birlesimde “istedigin kadar”) topolojinin en énemli
ozelligidir; ilerideki bolimlerde bunun neden béyle olmasi gerektigini 6rneklerle gérecegiz.
Bir aileyi denetlerken isi kisaltan basit bir gozlem vardir.

Acik Matematik - acik-matematik.com 69 CC BY-NC-SA 4.0


birebir-orten-ve-ters-goruntu.qmd
birebir-orten-ve-ters-goruntu.qmd
https://acik-matematik.com
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.tr

6.2

6.3

70 Béliim 6. Topoloji Tanimu ve i1k Ornekler

1 Denetimde bos kiime ve X’i atlayabilirsiniz

(T2) ve (T3) kosullarini denetlerken & ve X kiimelerini hesaba katmak gerekmez; yalnizca 7’ nun &
ve X ten farkli elemanlarina bakmak yeter. Gerekgesi sudur: her O C X igin

FNo =g, XNoO =0, U0 =0, Xu0o=X

oldugundan, kesisime giren iki kiimeden biri @ ya da X ise sonug ya &, ya X, ya da 6teki kiimedir;
bunlarn iicii de zaten 7°dadur. Birlesim icin de ayni sey gecerlidir; tistelik (T3)‘teki gibi kalabalik bir
ailede bile: ailedeki & tiyeleri birlesimi degistirmez, ailede X varsa birlesim X tir. Bu ylizden @& ve X
iiyelerini aileden ¢ikarip geri kalanin birlesimine bakmak yeter. Ayni nedenle bir kiimenin kendisiyle
kesisimi ve birlesimi de (O N O = O, O U O = O) denetlenmeye degmez.

(T2) yalnizca iki kiime icin yazilmigtir; ama pratikte “sonlu sayida agik kiimenin kesigimi aciktir” bigi-
minde kullaniriz. Bu ge¢isin neden mesru oldugunu bir kez ispatlayalim.

Onerme 6.1 (Sonlu Kesisim Ozelligi). 7, X iizerinde bir topoloji ve n > 1 bir dogal sayr olsun.
0,,0,,...,0, € T ise

0,N0,N-NO, €.

ispat.

n iizerinden tiimevarim yapiyoruz.

n =1 igin ifade “O; € 7 ise O; € 77 der; bu dogrudur. n = 2 i¢in ifade tam olarak (T2) kosuludur.
Simdi ifadenin n = k icin dogru oldugunu varsayalim ve Oy, ..., Oy, Oy € T olsun. Kesisim birlesmeli
oldugundan

O, NNOLNOpy; = (0; N+NO) N Oyyq

yazabiliriz. Parantez icindeki kiime, tiimevarim varsayimina gore 7°nun elemanidir; Oy, de T’nun
elemanidir. O hdlde (T2) geregi bu iki kiimenin kesisimi T °dadir. Boylece ifaden = k + 1 icin de dogrudur
ve tiimevarim tamamlanir.

|

Ispatin 6zii: (T2) kosulunu art arda uygulamak, kesisimi her seferinde bir kiime biiyiitmemize izin verir;
sonlu adimda istedigimiz yere variriz. Sonsuz bir kesisimde ise bu adimlar hi¢ bitmez; bu yiizden tiime-
varim sonsuz kesigimler hakkinda bir sey s6ylemez.

Topolojik Uzay ve Acik Kiime

Topoloji, iizerine kuruldugu kiimeyle birlikte anlam kazanir; ikisini birlikte adlandiririz.

Tanim 6.2 (Topolojik Uzay). 7, X kiimesi iizerinde bir topoloji ise (X, 7) ikilisine bir topolojik uzay
(topological space) denir. 7°’nun elemanlarina (X, 7) uzayin acik kiimeleri (open sets) denir; yani O C
X alt kiimesi ancak ve ancak O € 7 ise aciktir.

Yani “topolojik uzay” demek, bir kiime ile o kiimenin hangi alt kiimelerinin agik sayilacagina dair bir
secim demektir; ayni kiime iizerinde farkli segimler farkli uzaylar verir.

Bu dille (T1)-(T3) s6yle okunur: bos kiime ve biitiin uzay agiktir; iki acik kiimenin kesisimi aciktir;
herhangi sayida acik kiimenin birlesimi ac¢iktir. Bundan sonra “O € 7” ile “O agiktir” ifadelerini birbirinin
yerine kullanacagiz. Tiimleyeni acik olan kiimelere kapali kiime denir; bu kavram bir sonraki bélimde
ayrintili islenecek, burada yalnizca adini kullanacagz.

Iki U¢ Ornek: En Kaba ve Ayrik Topoloji

Her kiime tizerinde en az iki topoloji vardir; biri olabildigince az, 6teki olabildigince ¢ok ag¢ik kiime igerir.
Once bunlar1 dogrulayalim.
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6.3 Iki Ug Ornek: En Kaba ve Ayrik Topoloji 71

Ornek 6.1 (Yalniz Bos Kitme ve X). X # & herhangi bir kiime olsun. 7 = {@, X} ailesi X iizerinde
bir topolojidir.

Cozim.

(T1) @ € 7 ve X € 7; aile zaten yalnizca bu iki kiilmeden olusuyor.

(T2) 7'nun elemanlar: yalmiz & ve X oldugundan olas: kesisimler @ N@ =&, gNX =g ve X N
X = X'tir; i¢ti de 7°dadur.

(T3) {Oo‘}ae p» T'dan alinmus herhangi bir aile olsun. Her O, ya & ya da X'tir. Ailede en az bir X
varsa birlesim X tir; hi¢ yoksa biitiin iiyeler ¢’dir ve birlesim @ dir. ki durumda da birlesim 7’nun
elemanidir.

Ug kosul da saglandigindan 7 bir topolojidir.

|

Ornek 6.2 (Biitiin Alt Kiimeler). X # & herhangi bir kiime olsun. 7 = P(X) ailesi X {izerinde bir
topolojidir.

Coziim.

(T1) @ C X ve X C X oldugundan &, X € P(X).

(T2) 0;,0, C X ise O; N O, C O; C X;buyizden O; N O, € P(X).

(T3) Her a € I icin O, C X olsun. Birlesimin bir eleman: x alalim; tanim geregi bir o € I igin x €
O, olur ve O, C X oldugundan z € X’tir. Bdylece | J _, O, C X, yani birlesim (X)’in elemandur.
O halde P(X) bir topolojidir. Kisacas:: X’in alt kiimelerinin kesisimi ve birlesimi yine X’in alt
kiimesidir, bagka bir sey denetlenmesi gerekmez.

]

Bu iki topolojinin ad1 vardir.

Tanim 6.3 (Ayrik Topoloji ve En Kaba Topoloji). X # & bir kiime olsun.

« 7 = P(X) topolojisine X tizerindeki ayrik topoloji (discrete topology) denir.
« 7 = {&, X} topolojisine X iizerindeki en kaba topoloji (indiskret topoloji, asikar topoloji; indiscrete
topology, trivial topology) denir.

Yani ayrik topolojide her alt kiime agiktir; en kaba topolojide ise yalniz iki kiime aciktir, baska hi¢bir alt
kiime acik degildir.
Bu iki topoloji gercekten iki “u¢”tur: X iizerindeki her topoloji ikisinin arasinda kalir.

Onerme 6.2 (Her Topoloji Iki Ucun Arasindadir). 7, X iizerinde herhangi bir topoloji olsun. O zaman

{g,X} C 17 CPX).

ispat.

llk kapsama (T1) kosulunun kendisidir: & ve X her topolojinin elemanmidir. Ikinci kapsama ise topoloji
taniminin ilk satiridwr: 7, P(X) ’in bir alt ailesi olarak secilmistir.

|

Simdi bu iki uzayda hangi kiimelerin a¢ik oldugunu agikca yazalim.

Ornek 6.3 (Ayrik ve En Kaba Uzayda Acik Kiimeler). X # ¢ olsun.

a) (X,P(X)) ayrik uzaymda X’in her alt kiimesi aciktir. Ustelik her alt kiimenin tiimleyeni de acik
oldugundan her alt kiitme ayni zamanda kapalidir: ayrik uzayda biitiin alt kiimeler hem a¢ik hem kapalidir.
b) (X,{&, X}) en kaba uzayinda acik olan yalniz & ve X tir. Tiimleyeni acik olan kiimeler de yalniz
X¢ = g ve ¥° = X oldugundan kapali kiimeler de yalmiz & ve X tir.

Coziim.
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a) A C X herhangi bir alt kiime olsun. Tanim geregi A € P(X), yani A aciktir. Tiimleyeni A° = X \
A da X’in bir alt kiimesidir, dolayisiyla o da P(X)’in elemanidir; yani A€ aciktir. Timleyeni acik olan
kiime kapali oldugundan A kapalidir. A keyfi se¢ildiginden bu, her alt kiime i¢in dogrudur.

b) Ac¢ik kiimeler tamim geregi 7 = {@&, X }'in elemanlaridir; bagka agik kiime yoktur. Bir FF C X
kiimesinin kapali olmasi i¢in F'¢ € 7, yani F° = @ ya da F'° = X olmalidir. Birincisi F' = X, ikincisi
F = & demektir. O héalde kapali kiimeler de yalniz @ ve X tir.

|

U¢ Elemanli Kiime Uzerindeki Topolojiler

Kiiciik kiimeler, aksiyomlarin ne yaptigini gérmek i¢in en iyi laboratuvardir. X = {a, b, ¢} alalim ve & ile
X’e bir ya da iki kiime ekleyerek elde edilen aileleri inceleyelim. Once, sik karsilasacagimiz bir durumu
genel olarak halledelim: @& ve X disinda tek bir kiime iceren aile her zaman topolojidir.

Lemma 6.1 (Bos Kiime ve X'e Tek Kiime Eklemek). X # & bir kiime ve A C X herhangi bir alt
kiime olsun. O zaman 7 = {&, X, A} ailesi X iizerinde bir topolojidir.

Ispat.

(T1) saglanir: & ve X aileye bastan eklenmistir.

(T2) i¢in Oy, Oy € T olsun. Biri & ise kesisim & dir; biri X ise kesisim oteki kiimedir; ikisi de A ise kesisim
AN A= A’dw. Ug durumda da sonu¢ &, X ya da A’dwr, yani 7 °dadwr.

(T3) igin {Oa}ael’ 7’dan alinmis herhangi bir aile olsun. Her O,, ii¢ kiimeden biridir: @&, X ya da A.
Ailede en az bir X varsa birlesim X ’tir. Yoksa her iiye & ya da A’dr: ailede en az bir A varsa birlesim A,
hi¢ yoksa (ya da I = & ise) birlesim & dir. Her durumda birlesim 7 ’nun elemanidir.

Béylece ii¢ kosul da saglanir. (A = & yada A = X secilirse aile {&, X'} olur; ispat bu durumu da kapsar.)
|

Ornek 6.4 (U¢ Elemanl Kiime Uzerinde Dokuz Aile). X = {a,b,c} olsun. Asagidaki alt1 aile X
iizerinde birer topolojidir:

1 :{Qva{a}}v T2:{®7X7{b}}’ 7-3:{®7X7{C}}7
Ty = {®7X7 {a’b}}77—5 = {®7X7 {avc}}’Tﬁ = {®7X7 {b7c}}

Buna kargilik su ti¢ aile topoloji degildir:

T7 = {Qva {a'}a {b}}’ T8 = {Qva {a}v {C}}v Tg = {Qva {b}v {C}}
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6.4 Ug Elemanli Kiime Uzerindeki Topolojiler 73

1, topolojidir 1, topoloji degildir: (T3) bozulur
7, = {0, X, {af] 7, = {0, X {a}, [b}}
[ X ={a, b, c} ]

A

birlesim: X faj n X = {a}
{a}
A

birlesim: {a} Onfal=0

L]

Sekil 6.1: X ={a, b, ¢} izerinde iki aile. Solda t, = {@, X; {a}}: iyelerin ikiser ikiger kesisimleri ve birlegimleri

yine ailede kalir, bu ytizden 1, bir topolojidir. Sagda t, = {@, X, {a}, {b}}: kesisimler sorunsuzdur, ama {a} u

{b} = {a, b} ailede yoktur; (T3) bozulur ve 1, topoloji degildir. Aileyi topoloji olmaktan ¢ikarmaya tek bir
eksik birlesim yeter.

Coziim.

Alt1 topoloji. 7, ..., 74 ailelerinin her biri @&, X ve tek bir A kiimesinden olusur: sirasiyla A =
{a},{b},{c},{a,b},{a,c}, {b,c}. Lemma 6.1’e gére bu bicimdeki her aile bir topolojidir. Ornegin 7,
icin somut olarak: {a} N {a} = {a} € 7, ve {a} U {a} = {a} € 71; & ve X ile kesisim ve birlesimler
ise yine &, X ya da {a} verir.

Ug aile neden topoloji degil? Uciinde de (T1) saglanir ve (T2) de saglanir; ¢iinkii @ ve X disindaki
iki kiime tek elemanl ve farkli oldugundan kesigimleri ¢’dir, o da ailededir. Bozulan kogul (T3) tiir:

« 77 i¢in {a} € 7, ve {b} € 7;, ama {a} U {b} = {a,b} ¢ 7.
« 7gicin {a} € 75 ve {c} € 75, ama {a} U {c} = {a,c} ¢ T5.
+ Tg icin {b} € 79 ve {c} € 79, ama {b} U {c} = {b,c} & 7o.

Her birinde ailenin iki elemaninin birlesimi ailede olmadigindan (T3) saglanmaz; dolayisiyla 7, 74 ve
T4 topoloji degildir.
|

Bu 6rnekten ¢ikan ders sudur: bir aileyi topoloji yapmayan tek bir “kagak” kiime yeter. 7;’ye {a,b}
kiimesini eklerseniz ne olur? Aligtirmalarda bunu goéreceksiniz.

Dort Elemanli Kiime Uzerindeki Ornekler

Simdi biraz daha kalabalik aileler alalim; denetim y6ntemi ayni, yalnizca daha cok cift kontrol edilir.
Ornek 6.5 (Bir Aksiyomun Bozuldugu Aile). X = {a,b,c,d} ve

= {Qa Xa {a}7 {av b}, {aa d}}
olsun. 77, X iizerinde bir topoloji midir?

Coziim.
Degildir. {a,b} € 7, ve {a,d} € 7; ama

{a,b} U {a,d} = {a,b,d} & 7.
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Yani 7 ’in iki elemaninin birlesimi 7;’de degildir; (T3) kosulu bozulur. Tek bir aksiyomun bozulmasi
yeter: 7, bir topoloji degildir.

Oteki iki kosula da bakalim: (T1) saglanir ve (T2) de saglanir, ciinkii & ve X disindaki ciftlerin kesi-
simleri {a} N {a,b} = {a}, {a} N {a,d} = {a} ve {a,b} N{a,d} = {a}’dir ve {a} € 7, dir. Sorun
yalnizca birlesimdedir.

|

Ornek 6.6 (Zincir Biciminde Bir Topoloji). X = {a,b,c,d} ve
m, =1{2, X, {a}, {a,b},{a, b, c}}
olsun. 75, X iizerinde bir topolojidir.

Cozim.

(T1) @ € Ty ve X € 7.

(T2) Yukaridaki nota gore yalnmz & ve X ten farkli elemanlarn, yani {a}, {a, b} ve {a,b, ¢} kiimele-
rinin ikili kesisimlerine bakmak yeter:

{a} N {a,b} ={a} € 1y, {a} n{a,b,c} = {a} € 7, {a,b} N {a,b,c} = {a,b} € 7.

Boylece (T2) saglanir.
(T3) Aymi ii¢ kiimenin ikili birlesimleri:

{a} U{a,b} = {a,b} € 7o, {a} U{a,b,c} ={a,b,c} € 7, {a,b} U{a,b,c} = {a,b,c} € 7.

(T3) herhangi bir indis kiimesinden s6z eder; ama 7,’den alinan bir aile, indisler ne kadar kalabalik
olursa olsun, 75’nin en ¢ok beg farkli elemanindan olusur ve birlesim yalnizca bu farkli elemanlara
baglidir. Sonlu sayida kiimenin birlesimi de ikili birlesimlerin art arda alinmasiyla elde edilir; 6rnegin:

{a} U{a,b} U{a,b,c} = ({a} U{a,b}) U{a,b,c}

={a,b,c} € 7.

Bu yiizden (T3) de saglanir.
Ug kosul da saglandigindan T, bir topolojidir.
]

Bu ornekte isi kolaylastiran sey, 7, nin elemanlarinin bir zincir olusturmasidir:
@ C{a} C{a,b} C{a,b,c} C X.

Ic ice iki kiimenin kesisimi kiigiik olani, birlesimi biyiik olanidir; ikisi de zaten ailededir. Alistirmalarda
bunun genel olarak dogru oldugunu gostereceksiniz.

Sonlu bir ailede bile biitiin ¢iftlere bakin

Sonlu bir aile i¢in (T3) denetimi ikili birlegsimlere indirgenebilir, ama her cift denetlenmelidir. Ornek
6.5'deki 1, ailesinde {a} U {a, b} ve {a} U {a, d} birlesimleri ailededir; sorun yalnizca {a, b} U {a, d}
ciftinde ortaya cikar. Bir ¢ifti atlamak yanlis sonuca gotiiriir.

Gercel Sayilar Uzerinde Iki Topoloji

Simdiye kadarki 6rneklerde kiime sonluydu ve (T3) igin sonsuz aileler hi¢ devreye girmedi. Gergel sayilar
kiimesi iizerinde iki topoloji tanimlayarak sonsuz birlesimlerle nasil bag edildigini gorelim. ilk 6rnekte
acik kiimeler “0'1 iceren” alt kiimelerdir.

Ornek 6.7 (Sifir1 Iceren Kiimelerin Topolojisi). X = R olsun. Asagidaki aile R iizerinde bir topolo-
jidir:
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6.6 Gergcel Sayilar Uzerinde iki Topoloji 75

o={ACR:0e€ A}U{g}.
Yani 7, ’1n elemanlari, bos kiime ile 01 iceren biitiin alt kiimelerdir.

Coziim.
(T1) @ € 7, ¢linkii bog kiimeyi aileye agikca ekledik. 0 € R oldugundan R € 7.
(T2) Oy, O, € 7, olsun. Iki durum vardir.

+ O, =0vyada0y=ise O, N0y =T € 7.
« Ikisi de bos degilse tanim geregi 0 € O, ve 0 € O,; bu yiizden 0 € O, N O, ve O; N O, € 7.

(T3) I herhangi bir indis kiimesi ve her a € I i¢in O,, € 7, olsun. Yine iki durum vardir.

+ Bitin O, ’lar & ise (ya da I = & ise) birlesim &’dir ve & € 7.
* Enazbir o € I'icin O, # & ise tanim geregi 0 € O, , dolayisiyla 0 € Uael O,; yani birlesim
Ty dadir.

Ug kosul da saglandigindan 7, bir topolojidir.
|

Ispatin 6zii: 0'1icerme 6zelligi kesisimde de birlesimde de korunur; bos kiime ise ayr1 bir kalemde halledilir.
Bu topolojide {0}, [—1,2],Q, {0} U (3, 5) gibi birbirinden ¢ok farkli kiimeler agiktir; ama (1, 2) araligi agik
degildir, ¢iinkii 01 icermez. Bu 6rnek, “acik kiime” soziiniin alisilmig “acik aralik” sezgisinden bagimsiz
oldugunu gosterir: hangi kiimelerin agik olduguna topoloji karar verir.

Ikinci 6rnekte rolii tersine ceviriyoruz: agik kiimeler “0'1 icermeyen” alt kiimelerdir.

Ornek 6.8 (Sifir1 icermeyen Kiimelerin Topolojisi). X = R olsun. Asagidaki aile R iizerinde bir
topolojidir:
To={ACR:0¢ A} U{R}.

Yani 7, "1in elemanlari, R’nin kendisi ile 0’1 icermeyen biitiin alt kiimelerdir.

Coziim.

(T1) Bos kiimenin hi¢ eleman yoktur, 6zellikle 0 ¢ &; bu yiizden & € 7. R’yi aileye agikca ekledik,
dolayisiyla R € 7.

(T2) O,, O, € 7 olsun. Iki durum vardir.

+ O, =Rise O; N O, = O, € Ty; benzer bicimde O, = Rise O, N0, = O; € 7.

« Ikisi de R’den farkliysa tanim geregi 0 ¢ O, ve 0 ¢ O,. Kesisim O, ’in alt kiimesi oldugundan 0 ¢
0, N Oy; yani O; N Oy € 7.

(T3) I herhangi bir indis kiimesi ve her a € I i¢in O,, € 7 olsun. Yine iki durum vardir.

* Bir ay € I i¢cin O, =R ise birlesim R’yi kapsar; birlesim zaten R’nin alt kimesi oldugundan
Upe; Oa =R €.

« Hicbir O, R’ye esit degilse her o i¢in 0 ¢ O, dir. Birlesimin bir elemani, en az bir O, ’nin elemani
olmak zorundadir; 0 hi¢birinin elemani olmadigindan 0 ¢ Uae ; Oq- Boylece birlesim 7’dadur. (I =
& durumunda birlesim @’dir, o da ailededir.)

Ug kosul da saglandigindan 7, bir topolojidir.
|

Ispatin 6zii: 01 icermeme 6zelligi alt kiimeye gecer (kesisim) ve birlesimde de korunur; R'nin kendisi ayr1
bir kalemde halledilir.
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Q Sifirmn 6zel bir yani yok

Bu iki drnekte 0 sayisinin ve R kiimesinin hicbir 6zel rolii yoktur. Herhangi bir X # & kiimesi ve
sabit bir p € X noktasi i¢in “p’yi igeren alt kiimeler ile &” ailesi ve “p’yi icermeyen alt kiimeler ile
X7 ailesi de birer topolojidir; ispat kelimesi kelimesine aynidir. Alistirmalarda bunu yazacaksiniz.

Boylece ayn1 R kiimesi tizerinde dort farkli topoloji gérmiis olduk: en kaba topoloji, ayrik topoloji, 7,
ve 7,. Hangi kiimelerin acik oldugu her birinde bagka tirliidiir; “topolojik uzay” derken kiimeyle birlikte
7’yu da sdylememizin nedeni budur.

Alistirmalar

Alistirma 6.1 (Topoloji Tanimu ve i1k Ornekler Uzerine Alistirmalar). a) X = {a,b,c} olsun. 7 =
{@,X,{a},{b},{a,b}} ailesinin X iizerinde bir topoloji oldugunu gésterin. Bu aile, Ornek 6.4'deki 7, "ye
hangi kiimenin eklenmesiyle elde edilmistir?

b) X ={a,b,c,d} olsun. 7 = {&, X, {a,b}, {b,c}} ailesi bir topoloji midir? Bozulan her aksiyomu
belirtin.

o)X ={a,b,c,d,e}olsun. 7 = {@&, X, {a}, {c,d}, {a,c,d},{b, c,d,e}} ailesinin X iizerinde bir topoloji
oldugunu gosterin.

d) Q iizerinde ayrik topolojiyi, yani 7 = P(Q)’yu alalm. Z, {0} ve {\/5 } kiimeleri bu uzayda a¢ik midur,
kapali midir?

e) X # & bir kiime ve p € X sabit bir noktaolsun.7, = {AC X :pc A} U{@}ver? ={AC X :p¢
A} U {X} ailelerinin X tzerinde birer topoloji oldugunu gosterin.

f) X bir kimeve @ = A, C 4; C -+ C A,, = X i¢ice alt kiimeler olsun. 7 = {4,, A, ..., A,, } ailesinin
X tzerinde bir topoloji oldugunu gosterin.

g) 7 ve 7/, aym1 X kiimesi iizerinde iki topoloji olsun. 7 N 7’ ailesinin de X iizerinde bir topoloji oldugunu
gosterin. 7 U 77 i¢in aym sey dogru mudur?

Cozim.

a) (T1) saglanir. (T2) ve (T3) i¢in & ve X disindaki kiimelere bakalim: {a}, {b}, {a,b}. Kesigimler:
{a} N {b} =@, {a} N{a,b} = {a}, {b} N {a,b} = {b}; G¢ti de 7’dadir. Birlesimler: {a} U {b} =
{a,b}, {a} U{a,b} = {a,b}, {b} U{a,b} = {a,b}; ii¢ii de 7’dadir. Ug kiimenin birden birlesimi de
{a, b}’dir. O halde 7 bir topolojidir. Bu aile, 7, = {5, X, {a}, {b}} ailesine eksik olan {a} U {b} =
{a, b} kiimesinin eklenmesiyle elde edilmistir; 7,’yi topoloji olmaktan alikoyan tek eksik buydu.

b) Degildir. (T1) saglanur. (T2) bozulur: {a,b} N {b,c} = {b} ¢ 7. (T3) de bozulur: {a,b} U {b,c} =
{a, b, c} ¢ 7. Tek bir aksiyomun bozulmasi zaten yeterdi; burada ikisi birden bozulmaktadir.

c) (T1) saglanir. @ ve X disindaki dort kiime {a}, {c,d}, {a,c,d}, {b,c,d, e} dir; alt1 ¢ift vardir.
Kesigimler:

{a} N {e,d} = @, {a} n{a,c,d} = {a}, {a} N {b,c,d,e} = &,
{¢,d} N {a,c,d} ={c,d}, {c,d} Nn{b,c,d,e} ={c,d},{a,c,d} N {b,c,d, e} = {c,d}.

Hepsi 7’dadur; (T2) saglanir. Birlegimler:

{a} U{c,d} = {a,c,d}, {a} U{a,c,d} ={a,c,d}, {a} U{b,c,d,e} = X,
{e,d} U{a,c,d} ={a,c,d},{c,d} U{b,c,d,e} = {b,c,d,e},{a,c,d} U{b,c,d,e} = X.

Hepsi 7’dadir. Ug ya da dért kiimenin birlesimi ikili birlesimlerin art arda alinmasiyla bulunur ve yine
bu listede kalir; 6rnegin {a} U {c,d} U {b,c,d,e} = {a,c,d} U {b,c,d, e} = X.Boylece (T3) saglanir
ve T bir topolojidir.

d) Ornek 6.3’e gore ayrik uzayda Q' nun her alt kiimesi hem acik hem kapalidir. Z C Q oldugundan (her
tam say1n = 7 biciminde bir rasyonel sayidir) Z hem acik hem kapalidir. 0 = 9 € Qoldugundan {0} C
Q ve {0} da hem acik hem kapalidir. v/2 ise rasyonel degildir; bu yiizden {\/5 }, @Q’nun bir alt kiimesi
bile degildir, dolayisiyla P(Q) nun elemani olamaz. {\/5 } bu uzayin bir alt kiimesi olmadigindan onun
i¢in “acik mi, kapali m1” sorusu anlamsizdir; uzayin acik ya da kapali bir kiimesi degildir.

e) Ornek 6.7'deki ispat1 R yerine X, 0 yerine p ile tekrarhiyoruz. (T1): & aileye eklenmistir; p € X
oldugundan X € 7,. (T2): O;, O, € 7, olsun. Biri bogsa kesisim & € 7. Ikisi de bos degilse p € O,
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ve p € O,, dolayisiylap € O; N O, ve O; N O, € 7,,. (T3): her a € I i¢in O, € 7, olsun. Hepsi bogsa
birlesim & € 7,,. Bir o icin O, + Jisep€ 0,, ¢ Uae[ O, yani birlesim 7,,’dedir. O hélde 7, bir
topolojidir.

7P icin Ornek 6.8'deki ispat1 ayni degisiklikle tekrarliyoruz. (T1): p ¢ & oldugundan @ € 77; X aileye
eklenmistir. (T2): O;, 0, € 7P olsun. Biri X ise kesisim 6teki kiimedir ve ailededir. Ikisi de X’ten
farkliysa p ¢ O; kesisim O, ’in alt kiimesi oldugundan p ¢ O; N Oy ve O; N O, € TP, (T3): hera € 1
icin O, € 77 olsun. Bir O, = X ise birlesim X tir ve ailededir. Hi¢biri X degilse her vicinp ¢ O,;p
hicbir iiyede olmadigindan birlesimde de yoktur, yani birlesim 77°dedir. O halde 7P de bir topolojidir.

f) (T1): Ay = @ ve A,, = X ailededir. (T2): A;, A; € 7 olsun; genelligi bozmadan i < j alalim. Kiimeler
ic ice oldugundan A; C A;, dolayisiyla A; N A; = A; € 7. (T3): {A;},_ . J C{0,1,...,n} bos olma-
yan bir alt aile olsun. J sonlu oldugundan en bityiik elemani m vardir ve hers € Jicin A; C A, dir; bu
ytizden UieJ A, =A,, €1.J=(isebirlesim & = A, € 7. O halde 7 bir topolojidir. Ornek 6.6'deki
Ty bunun n = 4 halidir.

g) (T1): & ve X hem 7°da hem 7"°de oldugundan 7 N 7"’dedir. (T2): O;,04 € TN 7" olsun. O;,0, € T
oldugundan O; N O, € 7;0;, 0, € 7’ oldugundan O, N O, € 7. Bdylece O; N O, € 7N 7. (T3): her
a € Iicin O, € 7 N 7’ olsun. Biitiin O, ’lar 7’da oldugundan birlegim 7’dadir; hepsi 7"’ de oldugundan
birlesim 7”°dedir. Dolayisiyla birlesim 7 N 7"’ dedir ve 7 N 7’ bir topolojidir.

Birlegim icin ayni sey dogru degildir. X = {a, b, ¢} iizerinde 7, = {&, X, {a}} ve 7, = {&, X, {b}}
topolojilerini alalim. Birlesimleri 7, U 7, = {&, X, {a}, {b}} = 7, ’dir ve Ornek 6.4'de bunun topoloji
olmadigini gordiik: {a} U {b} = {a, b} ailede degildir.

|

Bir sonraki bélimde acik kiimelerin tiimleyenlerini, yani kapali kiimeleri inceleyecek ve her kiime
tizerinde tanimlanabilen iki 6nemli topolojiyi taniyacagiz: Acik ve Kapali Kiimeler; Sonlu ve Sayilabilir
Tiimleyen Topolojileri.
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7.1

7. Acik ve Kapal1 Kiimeler; Sonlu ve
Sayilabilir Tiimleyen Topolojileri

Topoloji Tanimi ve Ilk Ornekler bélitmiinde bir X kiimesi iizerinde topolojinin ne oldugunu égrendik:
X’in alt kiimelerinden olusan, bos kiimeyi ve X’i igeren, iki liyesinin kesisimini ve istenildigi kadar
iiyesinin birlegimini yine i¢eren bir 7 ailesi. Bu ailenin iiyelerine “agik” diyoruz. Bu boliimde a¢ik kiimenin
yanina onun ikizi olan kapali kiime kavramin koyuyoruz. iki kavram birbirinin karsit1 degildir: bir
kiime ayni anda hem acik hem kapali olabilir, ikisi de olmayabilir. Bunu 6rneklerle gérecegiz.

Boliumin ikinci yarisinda iki yeni ve 6nemli topoloji taniyoruz: sonlu tiimleyen topolojisi ve sayila-
bilir tiimleyen topolojisi. Bunlar, ayrik ve en kaba topolojiden farkli olarak, hangi kiimelerin acik
oldugunu timleyenin “kicuklugi” ile olcer. Her ikisinin de gercekten topoloji oldugunu tam olarak
ispatlayacagiz ve R tizerinde hangi kiimelerin agik, hangilerinin kapali oldugunu tek tek inceleyecegiz.
Son olarak ayni kiime tizerindeki iki topolojiyi karsilastirmay: 6grenecegiz: biri 6tekinden daha ince ya
da daha kaba olabilir, ya da ikisi hi¢ karsilastirilamayabilir. Bu dil, sonraki boliimlerde baz ve alt uzay
topolojilerini incelerken stirekli kullanilacaktir.

Acik ve Kapali Kiimeler

Bir topoloji, hangi alt kiimelerin “agik” sayilacagini soyler. Kapali kiime ise ayrica segilmez; tiimleyeni
acik olan kiimeye kapali denir. Bu béliimde X \ A ile A€ ayni kiimeyi, yani A’nin X i¢indeki tiimleyenini
gosterir X\ A=A°={ze X :z ¢ A}.

Tanim 7.1 (Ac¢ik Kiime). (X, 7) bir topolojik uzay olsun. Bir O C X alt kiimesine, O € 7 ise agik
kiime (open set) denir.

Yani acik kiimeler tam olarak topolojinin iiyeleridir; bir kiimenin agik olup olmadigini anlamak i¢in tek
yapilacak sey T listesine bakmaktir.

Tanim 7.2 (Kapali Kitme). (X, 7) bir topolojik uzay olsun. Bir FF C X alt kiimesine, tiimleyeni acik
ise, yani X \ F' € 7 ise kapal1 kiime (closed set) denir.

Yani bir kiitmenin kapali olup olmadigina karar vermek icin tiimleyenini alir ve tiimleyenin 7’da olup
olmadigina bakariz. Buna gore kapali kiimelerin listesi, acik kiimelerin timleyenlerinin listesidir.

Kapali, acik olmamak demek degildir

Gunliik dilde “acgik degilse kapalidir” deriz; topolojide bu yanligtir. Bir alt kiime i¢in dort durum da
mimkiindiir: hem agik hem kapaly, yalniz acik, yalniz kapali, ne acik ne kapali. Asagidaki 6rneklerde
dordiinti de gorecegiz. Bir kiimenin acik olmadigim gostermek onun kapali oldugunu géstermez;
kapalilik i¢in tiimleyenin acik oldugu ayrica gosterilmelidir.

Tanimlarin hemen ardindan gelen su gozlem, aciklik ile kapalilik arasindaki ikiligi tek satirda ozetler ve
ileride sik sik kullanilacaktir.

Onerme 7.1 (Aciklik ve Kapalilik Tiimleyenle Yer Degistirir). (X, ) bir topolojik uzay ve A C X
olsun. O zaman

1. A agiktir & X \ A kapaldir;

2. A kapahdir < X \ A agiktir.

ispat.

Ikinci madde tam olarak kapali kiime tanimidir (Tanim 7.2). Birinci madde icin tiimleyenin tiimleyeninin
kiimenin kendisi oldugunu kullaniriz: X \ (X \ A) = A. Kapali kiime tanimina gére X \ A kiimesinin
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80 Boliim 7. Acik ve Kapali Kiimeler; Sonlu ve Sayilabilir Tiitmleyen Topolojileri

kapali olmasy, tiimleyeninin, yani X \ (X \ A) = A kiimesinin agik olmas: demektir. Bu yiizden “X \ A
kapalr” ile “A acik” ayni seyi soyler.
|

Simdi d6rt durumun hepsini bir arada gdsteren somut bir uzay inceleyelim.
Ornek 7.1 (Bes Noktali Bir Uzayda A¢ik ve Kapali Kiimeler). X = {a,b,c,d,e} ve

T= { @, X, {a}, {c,d}, {a,c,d}, {b,c,d, e} }

olsun. 7’nun X iizerinde bir topoloji oldugunu gésteriniz, (X, 7) uzaymn biitiin kapali kiimelerini
bulunuz ve hem acik hem kapali olan, yalmiz agik olan, yalmz kapali olan ve ikisi de olmayan birer kiime
yaziniz.

Coziim.

7 bir topolojidir. (T1) kosulu saglanir, ¢ciinkii & ve X listede vardir. (T2) ve (T3) kosullarini denetlerken
@ ve X’i disarida birakabiliriz; ¢iinkii herhangi bir kiimenin & ile kesisimi &, X ile kesisimi kiimenin
kendisi, & ile birlesimi kiimenin kendisi, X ile birlesimi X tir ve bunlarin hepsi 7’dadir. Geriye kalan
dort kiimenin ikili kesigimleri:

{a} N {e,d} = @, {a} n{a,c,d} = {a}, {a} N {b,c,d,e} = &,
{¢,d} n{a,c,d} ={c,d}, {c,d} Nn{b,c,d,e} ={c,d},{a,c,d} N {b,c,d, e} = {c,d}.

Hepsi 7°dadir; (T2) saglanr. Ikili birlesimler:

{a} U{c,d} = {a,c,d}, {a} U{a,c,d} ={a,c,d}, {a} U{b,c,d,e} = X,
{e,d} U{a,c,d} ={a,c,d},{c,d} U{b,c,d,e} = {b,c,d,e},{a,c,d} U{b,c,d,e} = X.

Hepsi 7’dadur. 7 sonlu bir aile oldugundan ¢ ya da daha ¢ok iiyesinin birlesimi, ikili birlesimler art arda
alinarak elde edilir; ikili birlesimler 7°da kaldigina goére her birlesim 7’dadir. Béylece (T3) de saglanir
ve T bir topolojidir.

Kapal1 kiimeler. Kapali kiimeler acik kiimelerin timleyenleridir; alt1 agik kiimenin tiimleyenlerini
alalim:

X\o=X, X\X=g, X\ {a}={b,c,d,e},
X \{c,d} ={a,b,e}, X\ {a,c,d} = {b,e}, X \ {b,c,d,e} = {a}.

Dolayisiyla (X, 7) uzaymin kapali kiimeleri sunlardir:
X, @, {bcde}, {abe}, {be}, {a}.
Dért durum. ki listeyi kargilagtiralim.

« Hem acik hem kapali olanlar: @, X, {a} ve {b, c,d, e}. Ornegin {b, ¢, d, e} kiimesi 7’da oldugundan
agiktir; timleyeni {a} da 7’da oldugundan kapalidir.

+ Yalniz agik olanlar: {c, d} ve {a, ¢, d}. Ornegin {c, d} aciktir ama tiimleyeni {a, b, e} listede yoktur;
bu yiizden kapali degildir.

« Yalniz kapali olanlar: {a, b, e} ve {b, e}. Ornegin {b, e} kiimesi 7’da yoktur, acik degildir; tiimleyeni
{a, ¢, d} ise T°dadir, bu yiizden {b, e} kapalidir.

+ Ne acik ne kapali olanlar: {a, b} bunlardan biridir. {a,b} ¢ 7 oldugundan acik degildir; tiimleyeni
{c,d, e} de 7’da olmadifindan kapal: degildir.

X’in 2% = 32 alt kiimesi vardir. Bunlarin altis1 acik, altisi kapali, doérdii hem agik hem kapalidir;
dolayisiyla agik ya da kapali olan yalnizca 6 + 6 — 4 = 8 alt kiime vardir ve geri kalan 24 alt kiimenin
higbiri ne acik ne kapalidir. Yani “siradan” bir alt kiimenin ne agik ne kapali olmasi olagandir.

|

Iki ug topolojide durum ¢ok daha basittir.
Ornek 7.2 (Ayrik ve En Kaba Topolojide Acik ve Kapali Kiimeler). X # & olsun.
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a) Ayrik topolojide (7 = P (X)) X’in her alt kiimesi hem a¢ik hem kapalidir.
b) En kaba topolojide (7 = {&, X }) ac¢ik olan yalnizca @& ile X tir ve kapali olan da yalmzca & ile X tir.

Cozim.

a) A C X herhangi bir alt kiime olsun. (X)), X’in biitiin alt kiimelerinden olustugundan A € 7; yani
A agiktir. Timleyeni X \ A da X’in bir alt kiimesidir, bu yiizden X \ A € 7; yani A kapalidir. Demek
ki ayrik topolojide her alt kiime hem a¢ik hem kapalidur.

b) 7 = {&, X} oldugundan acik kiimeler yalnizca & ve X tir. Bir F' C X kiimesinin kapali olmas1 igin
X\ F e{@,X}olmalidir. X \ F = Zise F = X; X \ F = X ise F' = &. Dolayisiyla kapali kiimeler
de yalmzca @ ve X tir. Bu topolojide & ve X disindaki her alt kiime ne acik ne kapalidir.

|

Kapali Kiimelerin Ozellikleri

Topolojinin ti¢ kosulu acik kiimeler i¢indir: @& ve X aciktir, iki agik kiimenin kesigimi agiktir, keyfi sayida
acik kiimenin birlesimi aciktir. Kapali kiimeler acik kiimelerin timleyenleri olduguna gére, De Morgan
kurallar1 bu t¢ 6zelligi kapali kiimeler i¢in “ters yiiz eder”: birlesim ile kesigim yer degistirir. Bu teoremi
ispatlamamuz gerekir, ¢iinki ileride bir kiimenin kapali oldugunu gostermek i¢in ¢cogu zaman onu kapali
kiimelerin kesisimi ya da sonlu birlesimi olarak yazacagiz.

Teorem 7.1 (Kapali Kiimelerin Temel Ozellikleri). (X,7) bir topolojik uzay olsun.

(K1) @ ve X kapalidir.

(K2) Kapal kiimelerden olusan bos olmayan herhangi bir {E}iel ailesinin kesisimi ﬂie] E, kapalidir.
(K3) Sonlu sayida kapali kiimenin birlesimi kapaldir: Fy, ..., F, kapali ise F{ U --- U F,, kapalidir.

ispat.

(K1). X \ @ = X ve (T1) geregi X € 7; dolayisiyla &’in timleyeni agiktir, yani & kapalidir. Benzer
bicimde X \ X = @ € 7; dolayisiyla X kapalidwr.

(K2). Her i € I igin F, kapali olsun; tanim geregi her X \ F} aciktwr. Kesisimin tiimleyenini De Morgan

kuraliyla yazalim:
X\(NE)=Ux\B).

iel el

Sag taraf acik kiimelerin bir birlesimidir; (T3) geregi agiktir. O halde ﬂie] E; kiimesinin tiimleyeni aciktir,
yani bu kesisim kapalidir.
(K3). Once iki kiime igin gosterelim. F, ve Fy kapali olsun; X \ F, ve X \ F, aciktir. De Morgan kuraliyla

X\ (FUER)=(X\F)N(X\R).

Sag taraf iki acik kiimenin kesisimidir; (12) geregi aciktir. Dolayisiyla F; U F; kapalidir.
Simdin iizerinden tiimevarim yapalim. n = 1 i¢in soylenecek bir sey yoktur. n — 1 tane kapali kiimenin
birlesiminin kapali oldugunu varsayalim ve F}, ..., F,, kapali olsun. Birlesimi

RU~UE,=(FU-~UE,,)UF,

bi¢iminde yazalim. Parantez i¢indeki kiime tiimevarim varsayimi geregi kapahdir, F,, kapalidir; iki kapali
kiimenin birlesimi az dnce gosterildigi gibi kapalidir. Béylece F U --- U F,, kapalidir.
|

Ispatin 6zii: kapal kiimelerin 6zellikleri, agik kiimelerin 6zelliklerinin De Morgan kurallariyla tiimleyene
aktarilmig halidir.

(K3)‘te “sonlu” s6zciigii atilamaz: sonsuz sayida kapali kiimenin birlesimi kapali olmak zorunda degildir.
Bunun somut bir 6rnegini sonlu tiimleyen topolojisini tanidiktan sonra verecegiz.
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Sifir Noktasi Topolojileri

Sonlu ve sayilabilir tiimleyen topolojilerine ge¢meden 6nce, “bir kiimenin acik olmasi belli bir noktay:
icermesine baghdir” fikrine dayanan iki basit topoloji gérelim. Bunlar hem topoloji kosullarini denetleme
alistirmasi hem de agik—kapali ayriminin giizel 6rnekleridir.

Ornek 7.3 (Sifir1 iceren Kiimeler Topolojisi). R iizerinde
n={ACR:0e€ A} U{g}
ailesinin bir topoloji oldugunu gésteriniz.

Cozim.

To'1n Uyeleri 0’1 iceren biitiin alt kiimeler ile bos kiimedir.

(T1). @ € 7, tanim geregidir. 0 € R oldugundan R € 7.

(T2). O;, O, € 7, olsun. O, ya da O, bos kiime ise O; N O, = & € 7. Ikisi de bos degilse, 7,1 tanim1
geregi 0 € O; ve 0 € O,; bu yiizden 0 € O; N O, ve dolayisiyla O; N O, € 7.

(T3). I herhangi bir kiime ve her o € [ i¢in O,, € 7 olsun. Biitiin O, ’lar bos ise (ya da I = & ise)
birlesim @’dir ve & € 7. Aksi halde bos olmayan bir OB vardir; 7,'1n tanimi geregi 0 € Oﬁ ve Oﬁ C
Uae ; O oldugundan 0 € |, _; O, Bu yiizden birlesim 7,’dadur.

Ug kosul da saglandigindan 7, R iizerinde bir topolojidir.

|

Ispatta R’nin hicbir ézelligini kullanmadik; yalnizca 0'm kiimenin bir elemani olmasini kullandik. Bu
yiizden ayni ispat, 0’1 iceren herhangi bir X kiimesi (6rnegin N = {0,1,2,...}) tizerinde 7y = {A C X :
0 € A} U {@} ailesinin de bir topoloji oldugunu gosterir. Bunu birazdan kullanacagiz.

Simdi 0’1 igermeyen kiimelerden kurulan aileyi ele alalim.

Ornek 7.4 (Sifir1 icermeyen Kiimeler Topolojisi). R iizerinde
To={ACR:0¢ A} U{R}
ailesinin bir topoloji oldugunu gosteriniz.

Cozim.

7o' iiyeleri 0’1 icermeyen biitiin alt kiimeler ile R'nin kendisidir.

(T1). 0 ¢ @ oldugundan & € 7,. R € 7, tanim geregidir.

(T2). Oy, 0, € 7, olsun. Biri R ise, érnegin O; = R ise, O; N O, = O, € 7,. Ikisi de R degilse 0 ¢
0, ’dir; O; N O, C O; oldugundan 0 ¢ O; N O, ve dolayisiyla O; N O, € 7.

(T3). I herhangi bir kiime ve her a € I i¢in O, € 7, olsun. Bir 8 € [ i¢cin Oy = R ise birlesim R’dir
ve R € 7. Aksi héalde her a i¢in 0 ¢ O, dir. 0 birlesimde olsayd: en az bir O,,’da olurdu; bu miimkiin
olmadigindan 0 ¢ Uae 7 Oa ve birlesim 7,’dadur.

Boylece 7, bir topolojidir.

|

Bu iki topoloji arasinda siki bir bag vardir: (R, 7;) uzayinin kapal kiimeleri tam olarak 7,’in uyeleridir.
Bunu alistirmalarda ispatlayacaksiniz.

Ornek 7.5 (Dogal Sayilar Uzerinde Sifir Topolojisi). N = {0,1,2,...} lizerinde i, ={A CN:0 €
A} U {@} topolojisini alalim. (N, 7)) uzaymnda

a) {1, 2, 3} kiimesi a¢ik midir, kapali midir?

b) {0, %} kiimesi a¢ik midir, kapali midir?

Cozim.

Once acik ve kapali kiimeleri betimleyelim. Tanim geregi A C N aciktir <> 0 € A ya da A = &. Bir
B C N kiimesi kapalidir < N\ Bagktir<0€ N\ ByadaN\B=@ < 0¢ ByadaB=N.

a)0 ¢ {1,2,3} ve {1,2,3} # & oldugundan {1, 2, 3} acik degildir. 0 ¢ {1, 2, 3} oldugundan kapali kii-
melerin betimine gére {1, 2, 3} kapalidir. Dogrudan gormek i¢in tiimleyenine bakalim: N\ {1,2,3} =
{0,4,5,6, ...} kiimesi 01 icerir, dolayisiyla aciktir. Sonug: {1, 2, 3} kapalidir ama acik degildir.
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b) Aciklik ve kapalilik yalnizca uzayin alt kiimeleri i¢in tanimlidur. % ¢ N oldugundan {0, %} Z N; bu
kiime (N, 7,) uzayinin bir alt kiimesi bile degildir. Dolayisiyla ne aciktir ne kapalidir.
|

Sonlu Tiimleyen Topolojisi

Simdiye kadar gordigimiiz topolojilerde bir kiimenin acik olmasi ya listede olmasina ya da belli bir
noktay1 icermesine bagliydi. Yeni fikir sudur: bir kiime, disarida biraktig1 nokta sayis1 az ise agik olsun.
“Az” sdzcigiinii dnce “sonlu”, sonra “sayilabilir” olarak yorumlayacagiz.

Tanim 7.3 (Sonlu Tiimleyen Topolojisi). X herhangi bir kiime olsun.

={ACX:X\A sonlu}U{gx}

Tsonlu

ailesine X tizerindeki sonlu tiimleyen topolojisi (cofinite topology, finite complement topology) denir.

Yani sonlu tiimleyen topolojisinde agik kiimeler, bos kiime ile tiimleyeni sonlu olan kiimelerdir; bir kiime
ancak X’in “neredeyse tamamu” ise agiktir. X in kendisi de agiktir, ¢iinkii tiimleyeni & sonludur.
Tanimda “topoloji” sézcigini kullandik; bunun hakkini vermek i¢in ii¢ kosulu denetlememiz gerekir.
Ispat De Morgan kurallarina ve sonlu kiimelerle ilgili iki basit gercege dayanir: iki sonlu kiimenin birlesimi
sonludur ve sonlu bir kiimenin her alt kiimesi sonludur.

Teorem 7.2 (Sonlu Tiumleyen Ailesi Bir Topolojidir). X herhangi bir kiime olsun. ,

sonlu — {A c X
X\ A sonlu} U {@&} ailesi X iizerinde bir topolojidir.

ispat.

Kisalik igin T = 1, yazalm.

(T1). & € T tamum geregidir. X \ X = & sonlu bir kiime oldugundan X € 7.

(T2). O,,0, € 7 olsun. O, ya da O, bos ise O; N O, = @& € 7. Ikisi de bos degilse T’nun tanimi geregi
X\ Oy ve X \ O, sonludur. Géstermek istedigimiz O; N Oy € 7, yani X \ (O; N O,) kiimesinin sonlu
oldugudur. De Morgan kuraliyla

X\ (0;N0;) = (X\0)U(X\O,).

Sag taraf iki sonlu kiimenin birlesimidir ve iki sonlu kiimenin birlesimi sonludur. Bu yiizden X \ (O; N
0,) sonludurve O; N O, € 7.
(T3). I herhangi bir kiime ve her o € I i¢cin O, € 7 olsun. J = {a € I : O, + &} diyelim. Bos kiimeler

birlesime katki yapmadigindan
U Ou=J O

acl acJ

J = & ise birlesim @’dirve @ € 7. J # & ise her o € J i¢in X \ O,, sonludur. De Morgan kuraliyla

X\(an)z ((X\0,).

acd acJ

Bir 8 € J secelim. Kesisim, aileyi olusturan her kiimenin alt kiimesidir; 6zel olarak

[(X\0,) € X\Og.

acJ

X\ Og sonludur ve sonlu bir kiimenin alt kiimesi sonludur; bu yiizden kesisim sonludur. Dolayisiyla X \
Ugpes O sonludur velJ _, O, € 7.

Ug kosul da saglandigindan 7, bir topolojidir.

|

onlu

Ispatin 6zii: kesisimin tiimleyeni tiimleyenlerin birlesimi, birlesimin tiimleyeni tiimleyenlerin kesisimidir;
iki sonlu kiimenin birlesimi ve sonlu bir kiimenin alt kiimesi sonlu kalir.
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1 Sonlu kiimelerde sonlu tiimleyen topolojisi ayrik topolojidir

X sonlu ise X’in her alt kiimesinin tiimleyeni de sonludur; bu yiizden her alt kiime 7., dadir ve
-

onlu = P(X) olur. Sonlu tiimleyen topolojisi ancak X sonsuz oldugunda yeni bir sey soyler.

Bu topolojide kapali kiimeleri tanimak da kolaydir ve 6rneklerde siirekli kullanacagimiz i¢in ayr1 bir
Onerme olarak yaziyoruz.

Onerme 7.2 (Sonlu Tiimleyen Topolojisinde Kapali Kiimeler). X iizerinde sonlu tiimleyen topolojisi
alinsin. Bir B C X kiimesi kapalidir < B sonludur yada B = X.

ispat.

Tamim geregi B kapahdir < X \ B agiktir. 7., 'nun tanimina gére X \ B aciktir & X \ (X \ B
sonludur yada X \ B = &. X \ (X \ B) = B oldugundan ilk secenek “B sonludur” demektir; X \ B =
& ise B = X demektir. Béylece B kapalidir < B sonludur yada B = X.

|

Yani sonlu tiimleyen topolojisinde kapali kiimeler, uzayin kendisi ile biitiin sonlu alt kiimelerdir. Simdi R
iizerinde somut kiimeleri inceleyelim.

Ornek 7.6 (Reel Sayilarda Sonlu Tiimleyen Topolojisi). R iizerinde sonlu tiimleyen topolojisi 7.,
alinsin. Agagidaki kiimelerin acik olup olmadigini ve kapali olup olmadigini belirleyiniz.

a) Q

b) {0}

o N

dR\{1,2,...,n}

Cozim.

Elimizdeki iki 6l¢iit sunlardir: A C R agiktir < R\ A sonludur ya da A = &; B C R kapalidir & B
sonludur ya da B = R (Onerme 7.2).

a) R\ Q irrasyonel sayilar kiimesidir ve sonsuzdur: v/'2, 24/2, 3v/2, ... sayilarimin hepsi irrasyoneldir
(bir k € Z* icin kv/2 rasyonel olsaydi v/2 = (kv/2)/k de rasyonel olurdu) ve birbirinden farklidur.
Ayrica Q # . Bu yiizden Q acik degildir. Ote yandan Q sonsuzdur (N C Q) ve Q # R (v/2 ¢ Q); bu
yuzden Q kapali da degildir. Q ne acik ne kapalidir.

b) R\ {0} sonsuzdur ve {0} # &; bu yizden {0} acik degildir. {0} sonlu bir kiime oldugundan
kapalidir. {0} kapalidir ama acik degildir.

¢) R\ N sonsuzdur; érnegin biitiin negatif reel sayilar1 igerir. N # & oldugundan N agik degildir. N
sonsuzdur ve N # R; bu yiizden N kapali da degildir. N ne acik ne kapalidir.

d) A=R\{1,2,..,n} olsun. Tiumleyeni R\ A = {1,2,...,n} sonludur; bu yiizden A aciktir. A
sonsuzdur (6rnegin butiin negatif sayilari igerir) ve A £ R (1 ¢ A); bu ylizden A kapali degildir. A
aciktir ama kapali degildir.
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A=R\{1,2,..,n} acik, kapali degil

v

0]

1 2 3

0

=

timleyen R\ A = {1, 2, ..., n} sonlu — A agik
A sonsuz ve A # R — A kapal1 degil

N={0,1,2,3,..} ne acik ne kapali
R
@ @ @ ® @ o———>

0 1 2 3 4 5 6

timleyen R \ IN sonsuz — IN agik degil; N sonsuz ve N # R — kapali degil

Sekil 7.1: R iizerinde sonlu tiimleyen topolojisinde iki kiime. Ustte A = R\ {1, 2, ..., n}: dogrunun tamami

alinmis, yalnizca n tane nokta cikarilmistir; tiimleyeni sonlu oldugundan A agiktir, ama sonsuz ve

R'den farkli oldugundan kapali degildir. Altta IN: sayilabilir sonsuz nokta isaretlidir; tiimleyeni sonsuz

oldugundan acik degil, kendisi sonsuz ve R'den farkli oldugundan kapali da degildir. Bu topolojide
aciklik, disarida kalan noktalarin sonlu olmasina baghdir.

Bu 6rnek, (K3)‘teki “sonlu” sézciigiiniin neden gerekli oldugunu da gosterir.

Sonsuz sayida kapali kiimenin birlesimi kapali olmayabilir

R iizerinde sonlu tiimleyen topolojisinde her n € N i¢in {n} kiimesi sonlu, dolayisiyla kapalidir.
Ama bunlarin birlesimi UneN{n} = N kapali degildir (Ornek 7.6, c sikki). Benzer bicimde her n € N
icin R\ {n} aciktir (timleyeni tek noktadir), ama kesigimleri nneN (R\ {n}) =R\ N acik degildir;
ciinkil timleyeni N sonsuzdur ve kiime bos degildir. Topolojide agik kiimelerin yalnizca sonlu
kesisimi, kapali kiimelerin yalnizca sonlu birlesimi giivencelidir.

Sayilabilir Tiimleyen Topolojisi
Sonlu timleyen topolojisinde “az nokta disarida kaliyor” demek “sonlu sayida nokta digarida kaliyor”

demekti. Simdi “az” s6zciigiinii genisletip “sayilabilir coklukta” diyecegiz. Once sayilabilirlikle ilgili kulla-
nacagimiz gercekleri hatirlayalim.
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1 Hatirlatma: sayilabilir kiimeler

Bir A kiimesi, sonlu ise ya da A ile Zt = {1, 2, 3, ...} arasinda birebir érten bir fonksiyon varsa say1-
labilir (countable) denir; sayilabilir olmayan kiimeye sayilamaz denir. Ornegin {1} ve {0,1,...,n}
sonludur, dolayisiyla sayilabilirdir; Z*, N, Z ve Q sayilabilirdir; R, irrasyonel sayilar kiimesi R \ Q
ve bos olmayan her acik aralik sayillamazdir. Bu boliimde su ti¢ gercegi kullanacagiz:

« Her sonlu kiime sayilabilirdir (tanim geregi).

+ Sayilabilir bir kiimenin her alt kiimesi sayilabilirdir: kiimenin elemanlar1 a, a5, as, ... diye siralan-
migsa alt kiimenin elemanlar1 bu sirada atlanarak siralanir.

« Iki sayilabilir kiimenin birlesimi sayilabilirdir: elemanlar a, by, as, by, ... diye déniisiimlii siralanr,
tekrar edenler atilir.

Bu gerceklerin ayrintili ispatlari kiitme kuraminda yapilir; burada yalnizca sonuglarini kullaniyoruz.

Tanim 7.4 (Sayilabilir Tiimleyen Topolojisi). X herhangi bir kiime olsun.
Tay = {A C X : X'\ A saylabilir} U {@}
ailesine X iizerindeki sayilabilir tiitmleyen topolojisi (cocountable topology, countable complement

topology) denir.

Yani sayilabilir tiimleyen topolojisinde agik kiimeler, bog kiime ile tiimleyeni sayilabilir olan kiimelerdir;
bir kiime disarida en ¢ok sayilabilir coklukta nokta birakiyorsa aciktir.

1 Sayilabilir kiimelerde sayilabilir tiimleyen topolojisi ayrik topolojidir

X sayilabilir ise her alt kiimesinin tiimleyeni de X in bir alt kiimesi olarak sayilabilirdir; bu yiizden
her alt kiime agiktir ve 7, = P(X) olur. Sayilabilir tiimleyen topolojisi ancak X sayilamaz oldu-
gunda, 6rnegin X = R i¢in, yeni bir topoloji verir.

Sonlu tiimleyen topolojisinin ispatini sayilabilir kiimelere tasiyabilmek i¢in “iki sonlu kiimenin birlesimi
sonludur” yerine “iki sayilabilir kiitmenin birlesimi sayilabilirdir”, “sonlu kiimenin alt kiimesi sonludur”
yerine “sayilabilir kiimenin alt kiimesi sayilabilirdir” gergeklerini kullanmarmuz yeter.

Teorem 7.3 (Sayilabilir Titmleyen Ailesi Bir Topolojidir). X herhangi bir kiime olsun.
X : X\ A sayilabilir} U {@} ailesi X iizerinde bir topolojidir.

={AC

ﬂmy

ispat.

Kisalik igin T = 7, yazalim.

(T1). & € 7 tamim geregidir. X \ X = & sonlu, dolayisiyla sayilabilir oldugundan X € 7.

(T2). Oy, 0, € 7 olsun. Biri bos ise kesisim & € 7. Ikisi de bos degilse X \ O, ve X \ O, sayuabilirdir.
De Morgan kuraliyla

X\(O1002):(X\01)U(X\O2)

ve sag taraf iki sayuabilir kiimenin birlesimi oldugundan sayilabilirdir. Bu yiizden O, N O, € T.

(T3). I herhangi bir kiime ve her o € I i¢in O, € T olsun. J = {a € I : O, # &} diyelim; bos kiimeler
birlesimi degistirmediginden \J__, O, =U__; O J = @ ise birlesim @ € 7. J # @ ise bir B € J
secelim; X \ Op sayilabilirdir. De Morgan kuraliyla

X\(U oa): ((X\0,) C X\ O,

acJ aeJ

Sayilabilir bir kiimenin alt kiimesi sayilabilir oldugundan sol taraf sayilabilirdir. Dolayisiyla Uael o, €
T.
Ug kosul da saglandigindan
]

ay bir topolojidir.
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Ispatin 6zii: sonlu tiimleyen ispatinin aynisi; “sonlu” sdzciigiiniin her gectigi yerde “sayilabilir” yazilir ve
sayilabilir kiimelerin aym iki kapanis 6zelligine sahip oldugu kullanilir.

Onerme 7.3 (Sayilabilir Tiimleyen Topolojisinde Kapali Kiimeler). X iizerinde sayilabilir tiimleyen
topolojisi alinsin. Bir B C X kiimesi kapalidir < B sayilabilirdir ya da B = X.

ispat.

B kapalidir < X \ B agiktir & X \ (X \ B) = B sayilabilirdir ya da X \ B = @, yani B = X. Bu,
Onerme 7.2 ispatinin kelimesi kelimesine aymisidir; yalnizca “sonlu” yerine “sayilabilir” yazilmistir.

|

Ornek 7.7 (Reel Sayilarda Sayilabilir Tiimleyen Topolojisi). R iizerinde sayilabilir tiimleyen topo-
lojisi alinsin. Q, R \ Q ve [0, 1] kiimelerinin agik olup olmadigini ve kapali olup olmadigini belirleyiniz.

Coziim.

Olgiitler: A agiktir < R \ A sayilabilirdir ya da A = &; B kapalidir <> B sayilabilirdir ya da B = R.
Q. R\ Q sayilamazdir: sayilabilir olsaydi R = QU (R \ Q) iki sayilabilir kitmenin birlesimi olarak
sayilabilir olurdu; oysa R sayilamazdir. Q # & oldugundan Q agik degildir. Q sayilabilir oldugundan
kapalidur.

R \ Q. Timleyeni Q sayilabilirdir; bu yiizden R \ Q agiktir. Kendisi sayillamazdir ve R’ye esit degildir;
bu yiizden kapali degildir.

[0,1]. [0,1] aralig1 (0, 1) acik araligini icerdiginden sayilamazdir ve R’ye esit degildir; kapali degildir.
Tiimleyeni R \ [0, 1], (1,2) araligini icerdiginden sayilamazdir ve [0, 1] # ¢; bu yiizden [0, 1] a¢ik da
degildir. [0, 1] ne agik ne kapalidir.

Sonlu timleyen topolojisiyle kargilagtirin: orada Q ne acik ne kapaliydi, burada kapalidir. Ayni kiime,
farkli topolojilerde farkli davranir.

]

Daha Ince ve Daha Kaba Topolojiler

Ayn1 X kiimesi tizerinde birden ¢ok topoloji tanimladik: en kaba topoloji, ayrik topoloji, sonlu tiimleyen,
sayilabilir timleyen. Bunlar: birbirleriyle kargilagtirmanin dogal yolu, hangi topolojinin daha ¢ok agik
kiime icerdigine bakmaktir.

Tanim 7.5 (Daha Ince, Daha Kaba ve Karsilastirilabilir Topolojiler). 7 ve 7/, aym1 X kiimesi
tizerinde iki topoloji olsun.

1.7’ D tise 7’ topolojisi 7’dan daha incedir (finer) denir; bu durumda 7’nun 7"’den daha kaba (coarser)
oldugu da soylenir.

2.7" D 7 ise, yani 7’ topolojisi 7’yu iceriyor ama ona esit degilse, 7’ topolojisi 7’dan kesin daha incedir
(strictly finer), 7 ise 7"’den kesin daha kabadir denir.

3.7 D ryadaT D 7’ ise 7 ile 7/ karsilastirilabilir (comparable) denir.

Yani daha ince topoloji daha ¢ok acik kiimeye sahip olandir; “ince” sdzciigii, kiimenin daha kiigiik agik
pargalara boliinebildigini, “kaba” sdzciigii daha az parcaya ayrilabildigini anlatir. Bir topolojinin bir
baskasindan daha ince oldugunu gostermek i¢in kabanin her agik kiimesinin incede de acik oldugunu
gostermek yeter.

Iki topolojinin karsilastirilabilir olmasi gerekmez; kiiciik bir 6rnek bunu hemen gésterir.

Ornek 7.8 (Karsilagtirllamayan iki Topoloji). X = {a,b,c} iizerinde 7, = {@&, X, {a}} ve 7, =
{@, X, {b}} topolojilerinin kargilagtirilabilir olmadigini gosteriniz.

Coziim.

Once 7,’in topoloji oldugunu gorelim. & ve X listededir; (T1) saglanir. Uyelerin ikili kesisimleri {a} N
=g, {a} N X = {a}, @3N X = & ve ikili birlesimleri {a} U = {a}, {a} UX =X, gUX =X
olup hepsi 7, ’dedir; aile sonlu oldugundan her birlegim ikili birlesimlerle elde edilir. Béylece (T2) ve
(T3) saglanur. 7, i¢in ayni hesap a yerine b ile yapilir. Simdi {a} € 7, ama {a} ¢ 75; bu yizden 7y ¢
T,. Benzer bicimde {b} € 7, ama {b} ¢ 7y; bu yiizden 7, € 7. Higbiri 6tekini icermediginden 7 ile 7,
karsilagtirilabilir degildir.
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Ote yandan iki u¢ topoloji her topolojiyle karsilastirilabilir: her topoloji en kaba topolojiden daha ince,
ayrik topolojiden daha kabadir.

Onerme 7.4 (En Kaba ve En Ince Topolojiler). X bir kiime ve T, X iizerinde herhangi bir topoloji olsun.
O zaman

{2, X} C 7 C P(X).
Yani en kaba topoloji X iizerindeki her topolojiden daha kaba, ayrik topoloji her topolojiden daha incedir.

ispat.

(T1) kosulu geregi @ € T ve X € T; bu yiizden {&, X} C 7. Ote yandan bir topoloji, tanimi geregi X ’in
alt kiimelerinden olusan bir ailedir, yani T C P(X).

|

Sonlu ve sayilabilir tiimleyen topolojilerini karsilagtirmak icin de tek bir gozlem yeter: her sonlu kiime
sayilabilirdir. Bu ytizden tiimleyeni sonlu olan her kiime, tiimleyeni sayilabilir olan kiimelerden biridir.
Incelik ne zaman kesin olur sorusunu da tam olarak yanitlayabiliriz.

Teorem 7.4 (Sayilabilir Tiimleyen Topolojisi Sonlu Tiimleyen Topolojisinden Daha Incedir).
X herhangi bir kiime olsun. X iizerindeki sonlu tiimleyen ve sayilabilir tiimleyen topolojileri karsilastirila-
bilirdir ve

cr

Tsonlu say?

Yani Te,o, Teony dan daha incedir. Ustelik X sonlu ise iki topoloji esittir; X sonsuz ise Tsay Kesin daha incedir.

Ispat.

Kapsama. A € 7, olsun. A= @& ise A € 7, ¢inkii & tamim geregi 7, ‘dadir. A # & ise X \ A
sonludur; her sonlu kiime sayilabilir oldugundan X \ A sayuabilirdir ve dolayisiyla A € 1,, . Béylece
Tsonlu © Tsays iki topoloji karsilastirilabilirdir ve T, daha incedir.

X sonlu ise esitlik. Yukaridaki notlarda gordiigiimiiz gibi X sonluysa 7,1,
gundan sayiabilirdir ve 7, = P(X). Dolayisiyla Ty, = Tey-

X sonsuz ise kesin incelik. 7, ‘da olup 7, da olmayan bir kime bulmaliyiz. Bir z, € X secelim.
X sonsuz oldugundan X \ {x,} de sonsuzdur ve sonsuz bir kiimeden birbirinden farkhi x,z,, 25, ...
elemanlari segilebilir. C = {x, x4, 3, ...} diyelim; C, Z™ ile birebir érten eslenebildiginden (k — x,,)
sayuabilir ve sonsuzdur, ayricax, ¢ C. A = X \ C kiimesine bakalim:

* X\ A = C sayilabilir oldugundan A € 7,
e xy € A oldugundan A + &; X \ A = C sonsuz oldugundan A’nin tiimleyeni sonlu degildir. Dolayi-
siyla A & T,

sonlu*

Boylece T, cT

sonlu = say; Tsay
|

ay

= P(X); X sonlu oldu-

kesin daha incedir.

Ispatin 6zii: sonlu tiimleyen daima sayilabilir tiimleyendir, ama sonsuz bir kiimede sayilabilir sonsuz bir
timleyen secilerek ters yon bozulur.
Bolumde gordigimiiz dort topolojiyi tek bir zincirde toplayabiliriz. X herhangi bir kiime ise

{Q’X} - Tsonlu c Tsay c ?(X)a

soldan saga dogru topolojiler incelir. flk ve son kapsama Onerme 7.4, ortadaki kapsama Teorem 7.4
geregidir. X = R i¢in dort topoloji de birbirinden farklidir: {0} kiimesi P(R)’de agikken 7, 'da agik
degildir; R \ N kiimesi 7, ’da acikken 7, ’da acik degildir; R \ {0} kiimesi 7,,,;,’da agikken en kaba

sonlu
topolojide ac¢ik degildir.

Tsay onlu
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daha ince (daha ¢ok acik kiime)

\/

en kaba C sonlu C sayilabilir C _—
> tiimleyen — tiimleyen - W
{0, X} T Teay P(X)
R\ {0} R\N {0}

X = R i¢in ayirict kiimeler: sagdaki topolojide agik, soldakinde agik degil

A

daha kaba (daha az a¢ik kiime)

Sekil 7.2: Bir X kiimesi tizerindeki dort topolojinin zinciri: {@, X} S Teonu S Teay & P(X). Soldan saga

gidildikce acik kiime sayisi artar, yani topoloji incelir. X = R i¢in her ok tizerindeki kiime, sagdaki topolo-

jide acik olup soldakinde acik olmadigindan dort topoloji birbirinden farklidir: R \ {0} sonlu tiimleyende,
R \ N sayilabilir timleyende, {0} ise yalniz ayrik topolojide agiktir.

Alistirmalar

Alistirma 7.1 (Acik, Kapali Kiimeler ve Tiimleyen Topolojileri). a) X = {1, 2, 3,4} tizerinde 7 =
{2,X,{1},{2,3},{1,2,3}} bir topolojidir. (X, 7) uzaymn biitiin kapali kiimelerini yazimiz; {1}, {4},
{1,4}, {2, 3,4} kiimelerinin agik ve kapali olup olmadigini belirleyiniz; ne a¢ik ne kapali bir kiime veriniz.
b) Q tizerinde ayrik topoloji alinsin. Z, {0} ve {\/5 } kiimeleri acik midir, kapali midir?

¢) R iizerinde sonlu tiimleyen topolojisi alimsmn. Z, [0,1] ve R\ {\/5 } kiimeleri a¢ik midir, kapalt midir?
d) N={0,1,2,...} tizerinde 7y = {A C N:0 € A} U {@} topolojisi alinsin. {0, 1,2}, {5} ve N\ {0}
kiimeleri a¢ik midir, kapali midir?

e) (R, 7y) uzaynin kapali kiimelerinin tam olarak 7, = {A C R : 0 ¢ A} U {R} ailesinin iiyeleri oldu-
gunu gosteriniz.

f) X sayilabilir bir kiime ise X tizerindeki sayilabilir tiimleyen topolojisinin ayrik topoloji oldugunu; X
sonlu ise sonlu tiimleyen topolojisinin ayrik topoloji oldugunu ispatlayiniz.

g) (X, 7) bir topolojik uzay, A acik ve F' kapali olsun. A \ F kiimesinin agik, '\ A kiimesinin kapali
oldugunu ispatlayiniz.

Coziim.

a) Kapali kiimeler acik kiimelerin tiimleyenleridir: X \ @ = X, X \ X = &, X \ {1} ={2,3,4}, X\
{2,3} ={1,4}, X \ {1,2,3} = {4}.Kapali kiimeler: X, &5, {2, 3,4}, {1,4}, {4}. Buna gore {1} agiktir
(7°da) ama kapali degildir (kapal listesinde yok). {4} acik degildir ama kapalidir. {1, 4} agik degildir
ama kapalidir. {2, 3,4} agik degildir ama kapalidir. {1, 2} ne acik listesinde ne kapali listesinde vardur;
ne agik ne kapalidir.

b) Ayrik topolojide Qnun her alt kiimesi hem acik hem kapalidir (Ornek 7.2). Z C Q oldugundan Z
hem acik hem kapalidir. 0 = 0/1 € Q oldugundan {0} C Q ve {0} hem agik hem kapalidir. v2 ¢ Q
oldugundan {\/§ kiimesi Q’'nun alt kiimesi degildir; uzayin bir alt kiimesi olmadigindan ne agik ne
kapalidir.

c) Olgiitler Ornek 7.6 ¢dziimiindeki gibidir. Z: tiimleyeni R \ Z sonsuzdur (%, %, %, ... elemanlarim
icerir) ve Z # @; acik degildir. Z sonsuzdur ve Z # R; kapali degildir. [0, 1]: tiimleyeni R \ [0, 1] biitin
negatif sayilari icerdiginden sonsuzdur ve [0, 1] # @; acik degildir. [0, 1] sonsuzdur (L sayilarin igerir)
ve R’ye esit degildir; kapali degildir. R \ {\/§ }: timleyeni {\/5 } sonludur; agiktir. Kendisi sonsuzdur
ve R’ye esit degildir; kapali degildir.

d) A C Nagktir< 0 € Ayada A = &; B C Nkapahdir < 0 ¢ Byada B =N (Ornek 7.5). {0, 1,2}:
0’1 icerdiginden aciktir; 0 € {0, 1,2} ve {0,1,2} # N oldugundan kapali degildir. {5}: 0 ¢ {5} ve
{5} # @ oldugundan acik degildir; 0 ¢ {5} oldugundan kapalidir. N \ {0}: 0’1 icermez ve bos degildir,
actk degildir; 0’1 icermediginden kapalidir.

e) B C R olsun. Tanim geregi B, (R, ;) uzayinda kapalidir & R\ Be€ 7, < 0€ R\ ByadaR\
B = &. Birinci segenek “0 ¢ B”, ikinci secenek “B = R” demektir. Dolayisiyla B kapalidir < 0 ¢ B
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yada B = R < B € 7. Yani 7,1 kapali kiimeleri tam olarak 7, 'in iiyeleridir. (Ayn1 akil yiiriitme 7,’1n
kapali kiimelerinin de tam olarak 7,’1n iiyeleri oldugunu gésterir.)

f) X sayilabilir olsun. Herhangi bir A C X i¢in X \ A C X; sayilabilir bir kiimenin alt kiimesi say1-
labilir oldugundan X \ A sayilabilirdir ve A € 7, . Béylece P(X) C 7, ; ters kapsama her topoloji
i¢in gecerlidir. Dolayisiyla 7, = P(X). X sonlu ise ayn1 akil yiiritme “sayilabilir” yerine “sonlu” ile
yapilir: her A C X i¢in X \ A, sonlu bir kiimenin alt kiimesi olarak sonludur, bu ytizden A € 7, ve
Tsonlu = ?<X>

g) A\ F=AN(X\F) yazalm. A aciktir; F kapali oldugundan X \ F aciktir; iki acik kiimenin ke-
sisimi (T2) geregi aciktir. Dolayisiyla A \ F acgiktir. Benzer bicimde F'\ A = F N (X \ A); F kapahdir
ve A agik oldugundan X \ A kapalidir (Onerme 7.1); iki kapali kiimenin kesisimi (K2) geregi kapalidir
(Teorem 7.1). Dolayisiyla F' \ A kapalidir.

|

Bir topolojiyi biitiin agik kiimelerini listeleyerek vermek ¢cogu zaman olanaksizdir; bir sonraki bolimde
topolojiyi daha kiiciik bir “iretici” aileden kurmay1 6grenecegiz: Baz ve Alt Baz.
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8.1

8. Baz ve Alt Baz

Acik ve Kapali Kiimeler; Sonlu ve Sayilabilir Timleyen Topolojileri boliimiinde bir topolojiyi vermek i¢in
acik kiimelerin tamamini tek tek saydik ya da “tiimleyeni sonlu olan kiimeler” gibi bir kuralla tarif ettik.
Ancak ¢ogu topolojide agik kiimeler o kadar ¢oktur ki hepsini bir arada gérmek miimkiin degildir. Gergel
say1 dogrusunu diisiinelim: agik kiimelerin hepsini betimlemek zordur, ama “acik araliklar” gibi kiiciik ve
iyi anlagilan bir aile biitiin acik kiimeleri tiretmeye yeter.

Bu bolumde iste bu fikri kesinlestirecegiz. Bir baz, topolojinin tamamini iiretmeye yeten kiigiik bir kiime
ailesidir; her acik kiime baz elemanlarinin birlesimi olarak yazilir. Once bazin saglamasi gereken iki kosulu
tanimlayacak, sonra bir bazdan bir topoloji iiretmenin iki yolunu gérecek ve bunun gercekten bir topoloji
oldugunu adim adim ispatlayacagiz. Ardindan ters yonde gidecegiz: verilmis bir topolojinin hangi ailelerin
bazi oldugunu taniyacagiz ve iki topolojiyi bazlar1 tizerinden karsilastiracagiz.

Bolumiin ikinci yarisi uygulamadir: gercel sayilarda standart topolojiyi acik araliklar baziyla kuracak,
acik 1smlarm acik ve kapali araliklarin kapali oldugunu gosterecegiz; yar1 acik araliklarin iirettigi alt
limit topolojisini tanimlayip bunun standart topolojiden daha ince oldugunu kanitlayacagiz. Son olarak
bazdan bir adim daha geride duran alt baz kavramini tanitacagz.

Baz Tanimi

Bir X kiimesi iizerinde topoloji kurmak istiyoruz, ama acik kiimelerin hepsini yazmak yerine yalnizca
“yap1 taglarini” vermek istiyoruz. Bu yapi taglarinin iki seyi saglamasi gerekir: her noktay: drtmeleri ve
iki yap1 taginin kesisiminin yine yapi taglariyla doldurulabilmesi.

Tanim 8.1 (Baz). X bir kiime olsun. X’in alt kiimelerinden olusan bir B ailesi asagidaki iki kosulu
sagliyorsa B’ye X tizerinde bir topoloji i¢in baz (basis) denir; B’nin elemanlarina baz elemani ad: verilir.
(B1) Her x € X i¢in « € B olacak bigimde en az bir B € B baz elemani vardur.

(B2) B,,B, € Bvex € B, N B, ise x € B3 C B N B, olacak bicimde bir By € B baz elemani vardur.

Yani baz elemanlar1 X’in her noktasini érter ve iki baz elemaninin ortak bir noktasi varsa o noktanin
cevresi, kesigimin i¢ine sigan ticiincii bir baz elemaniyla doldurulabilir.
(B1) kogulu, B’nin biitiin elemanlarinin birlesiminin X’e esit olmas1 demektir: | Bes B = X.(B2) kosulu

ise kesisimin kendisinin bir baz eleman: olmasini istemez; yalnizca kesisimin her noktasinin, kesisimin
icinde kalan bir baz elemanina sahip olmasini ister. Orneklerde bu fark: gérecegiz.

Ornek 8.1 (Diizlemde Acik Daireler). X = R? olsun ve B, diizlemdeki biitiin acik dairelerin (sinir
cemberi digarida birakilmig dairesel bolgelerin) ailesi olsun; yani

B ={B(c,r): c € R* r > 0}, B(c,r) ={y € R? : d(c,y) <r}.
Burada d, diizlemdeki aligilmig uzakliktir. B, bir topoloji i¢in bazdur.

Ispat.

(B1): z € R? verilsin. d(x,z) = 0 < 1 oldugundan = € B(z, 1); bu daire B’nin bir elemanidr.

(B2): z € B(ey,ry) N B(ey, r5) olsun. z birinci dairenin iginde oldugundan d(z,¢;) < r;; bu yiizden
s; = ry — d(z, c;) sayisi pozitiftir. Ayni1 bigimde s, = ry — d(z,c5) > 0. s = min{s,, s, } diyelim ve
B; = B(z, s) alalm. d(z,z) = 0 < s oldugundan z € Bs.

Simdi B; C B(cy, ;) oldugunu gésterelim. y € Bj ise d(z,y) < s < s;. Ucgen esitsizligine gore

d(clay) S d(61,$) + d(l‘,y) < d(clvx) + $1 = d(Cl,.'L’) + T — d(macl) =T

Bu yiizden y € B(c;,7;). Aymi hesap s < s, ile yapilirsa y € B(cq,75) cikar. Boylece z € By C
B(cq,r1) N B(ey, ry) ve (B2) saglanir.
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s = minfs,, s,}

Sekil 8.1: Diuizlemde acik daireler bazi igin (B2) kosulu. x noktasi B; n B, kesisimindedir; x'in birinci
dairenin siirina uzakligs s, = r, — d(x, ¢,), ikincisine uzakligs s, = r, — d(x, ¢;)'dir. Bu ikisinin kii¢iigiinii
yarigap alan B; = B(x, s) dairesi x'i icerir ve kesisimin tamamen i¢inde kalir.

Bu 6rnekte iki dairenin kesisimi genellikle bir daire degildir; (B2) yine de saglanir, ciinkii kesisimin her
noktasi icin kesisime sigan kiiciik bir daire bulunur. Ispatin 6zii: noktanin her iki dairenin sinirmna olan
uzakliklarinin kiiciigiinii yaricap almak.

Ornek 8.2 (Diizlemde Acik Dikdortgenler). X = R? olsun ve B’, kenarlar1 koordinat eksenlerine
paralel olan biitiin agik dikdortgenlerin (dikdortgen iclerinin) ailesi olsun:

B ={(a,b) x (¢,d) : a < b,c < d}.
Burada (a,b) x (¢,d) = {(z,y) ER?:a < z < b,c < y < d}'dir. B’, bir topoloji i¢in bazdur.

Ispat.

(B1): (z,y) € R? verilsin. (z,y) € (z — 1,2+ 1) X (y — 1,y + 1) ve bu kiilme B’ niin elemanidur.
(B2): B; = (a3,by) X (¢1,dy) ve By = (a4,by) X (cq,ds) iki baz elemani ve (z,y) € B; N B, olsun.
Bir noktanin her iki dikdértgende olmasi, birinci koordinatinin hem (a,, b;) hem (a,, b,) araliginda,
ikinci koordinatinin hem (c;, d;) hem (¢, dy) aralifinda olmas: demektir. Bu yiizden

B, NBy,= (max{al,a2},min{bl,b2} ) X (max{cl,c2},min{d1,d2} ) .

(z,y) bu kesisimde oldugundan max{a,as} < x < min{b;, by} ve max{c;,cy} < y < min{d,,d,};
yani kesigim bos degildir ve kenarlar1 eksenlere paralel bir acik dikdértgendir. O halde B; = B; N B,
almak yeter: B; € B, (z,y) € B; ve By = B; N B, oldugundan B; C B; N B,

]

Dikdortgenlerde durum dairelerden daha rahattir: iki baz elemaninin kesisimi (bos degilse) yine bir baz
elemanidir. Bu, (B2)‘nin saglanmasinin en kolay yoludur.

Bazin Urettigi Topoloji

Bir baz elimizde oldugunda acik kiimeleri soyle tarif ederiz: bir kiime, her noktasinin ¢evresinde o kiimeye
sigan bir baz elemani varsa agiktir.
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Tanim 8.2 (Bazin Urettigi Topoloji). B, X tizerinde bir topoloji i¢in baz olsun. Bir U C X alt kiimesi,
her z € U igin

reBCU

olacak bicimde bir B € B baz elemani bulunuyorsa X'te acik sayilir. Bu bicimde a¢ik olan biitiin alt
kiimelerin ailesine B’nin iirettigi topoloji (topology generated by B) denir ve 7 ile gosterilir.

Yani U’nun acik olmasi i¢in U nun her noktasi, U’ nun i¢inde kalan bir baz elemanina sahip olmalidir.
Tanumdan hemen su ¢ikar: her baz eleman, iirettigi topolojide aciktir. Gergekten B € Bve z € B
ise z € B C B; aranan baz elemani olarak B’nin kendisi alinir. Boylece B C 7.

“Urettigi topoloji” adin1 hak etmesi i¢in 74 nin topoloji aksiyomlarini sagladigini gostermemiz gerekir.
Topoloji tamimindaki aksiyomlar1 hatirlayalim: (T1) & ve X aciktir; (T2) sonlu sayida acik kiimenin
kesisimi agiktir; (T3) herhangi bir acik kiime ailesinin birlegimi agiktir.

Teorem 8.1 (Bazin Urettigi Aile Bir Topolojidir). B, X iizerinde bir topoloji i¢in baz olsun. O zaman
Tg, X iizerinde bir topolojidir.

Ispat.

(T1): U = & icin agiklik kosulu “her x € & icin ...” diye baslar; @ nin elemani olmadigindan kosul bos
yere (denetlenecek nokta bulunmadigindan) saglanir. Bu yiizden & € 75.U = X icinx € X alalim; (B1)
geregix € B olacak bicimde bir B € B vardir ve B C X her zaman dogrudur. Bu yiizden X € 7.
(T3): {Ua}aeJ, Ty nin elemanlarindan olusan bir indisli aile olsun ve

v=|JU,

acJ

diyelim. x € U verilsin. Birlesimin tanimi geregi x € U, olacak bigcimde bir oo € J indisi vardir. U, agik
oldugundan x € B C U, olacak bicimde bir B € B vardir. U, C U oldugundan x € B C U. z keyfi
oldugundan U, agiklik tanimini saglar; yaniU € T4.
(T2): Once iki kiimenin kesisimini ele alalim. U,, U, € T vex € U; N Uy olsun. U; agik oldugundan x €
B, C U, olacak bigimde bir B, € B secilir; U, agik oldugundanx € By C U, olacak bicimde bir B, € B
segilir. Simdixz € By N By 'dir; (B2) kosulu tam burada devreye girer vex € By C B, N B, olacak bigimde
bir By € B verir. B; C U; ve By C U, oldugundan B, N B, C U; N U,; bu yiizden x € B; C U; N U,
Boylece Uy NUy € Ty.
Sonlu sayida kiimenin kesisimi i¢cinn iizerinden tiimevarim yapalim.n = 1 icin gosterilecek bir sey yoktur:
U, € 73. n —1 tane agik kiimenin kesisiminin acik oldugunu varsayalim ve Uy, ...,U, € 15 alalim.
Kesisim

Uun..nu,=Un..nU,,)NU,
bigiminde yazilir. Tiimevarim varsayimina gore Uy N ... N U,_, agiktir; az once ispatlanan iki kiime
durumuna gore bunun U, ile kesisimi de agiktir. Bu yiizden U; N ... N U,, € 7.

Ug aksiyom da saglandigindan 74 bir topolojidir.
|

Ispatin 6zii: (B1) aksiyomu X’in acikligini, (B2) aksiyomu kesisimlerin acikligini saglar; birlesimler ise
tanimdan kendiliginden agiktir.
Simdi en basit bazi inceleyelim: tek noktali kiimeler.

Ornek 8.3 (Tek Noktal1 Kiimeler ve Ayrik Topoloji). X herhangi bir kiime olsun. Tek noktal1 alt
kiimelerin ailesi

B={{z}:z€ X}
X tizerinde bir topoloji i¢in bazdir ve tirettigi topoloji X tizerindeki ayrik topolojidir; yani 75 = P(X).

ispat.
(B1):z € X icinz € {z} € B.
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(B2): B, = {1}, By = {2y} vex € BN Byolsun. z € {z;} olmasiz = z,,z € {5} olmasiz = z,
demektir; bu yiizden 2, = x5, = z ve B; N B, = {z}. B3 = {z} alinirsa ¢ € B; C B, N B, saglanur.

Urettigi topoloji: 75 C P(X) zaten dogrudur, ciinkii 7 nin elemanlar1 X in alt kiimeleridir. Tersine
U C X herhangi bir alt kiime ve € U olsun. B, = {z} alalim; x € B, ve € U oldugundan B, C
U.Bu yiizden U agiklik tanimini saglar: U € 74. Bdylece X in her alt kiimesi agiktir, yani 75 = P(X).
]

Acik Kiimeler Baz Elemanlarinin Birlesimidir

Bazin iirettigi topolojiyi “her noktada bir baz elemani bulunur” diye tanimladik. Ayni topolojiyi bagka bir
yoldan da tarif edebiliriz: acik kiimeler tam olarak baz elemanlarinin birlesimleridir. Bu ikinci tarif, bazin
adin agiklar.

Lemma 8.1 (Acik Kiimeler Baz Elemanlarinin Birlesimleridir). X bir kiime ve B, X iizerinde bir
topoloji i¢in baz olsun. O zaman Ty, B’nin elemanlarindan olusan biitiin birlesimlerin ailesine esittir. Yani

TB:{UB:./ZQLB}.

BeA

ispat.

Iki kapsamayr ayri ayri gosterelim.

Her birlesim aciktiwr. A C B herhangi bir alt aile olsun. Her baz elemani 75 de agik oldugundan A’ nin
elemanlari da aciktir. T bir topoloji oldugundan (13) geregi bunlarin birlesimi UBE/Z B de aciktir. (A =
& alimirsa birlesim & dir; o da agiktir.)

Her acik kiime bir birlesimdir. U € T olsun. A¢iklik tanimi geregiherx € U icinz € B, C U olacak
bigcimde bir B, € B segebiliriz. [ddia:

U=JB,.

zeU

Her B, C U oldugundan sag taraf U 'nun igindedir. Tersinex € U isex € B, oldugundan x sag taraftadir.
Iki kapsama birlikte esitligi verir. Bu yiizden U, baz elemanlarinin bir birlesimidir.
|

1 Baz sozciigii lineer cebirdekinden farkli caligir

Lemma 8.1 her acik kiimenin baz elemanlarinin birlesimi olarak yazilabildigini sdyler; ama bu yazilis
tek degildir. Ornegin gercel say1 dogrusunda acik araliklar bazini alirsak

(0,2) = (0,1,5) U (0,5,2) = U(%,zfl)

n>2 n

gibi sayisiz farkli gosterim vardir. Lineer cebirde ise bir vektoriin baz vektorlerinin lineer birlegimi
olarak yaziligi tektir. Topolojideki “baz” yalnizca “her seyi lireten aile” anlamindadir; biriciklik
icermez.

Boylece bir bazdan iirettigi topolojiye gitmenin iki yolunu gordik: ya “her noktada bir baz elemam”
olcuting, ya da “baz elemanlarinin birlesimleri” tarifini kullaniriz. Bazen ters yone gitmek gerekir:
elimizde bir topoloji vardir ve onu tireten bir baz arariz. Asagidaki lemma bunun bir yolunu verir.

Lemma 8.2 (A¢ik Kiimelerden Olusan Bir Ailenin Baz Olma Olg¢iitii). (X, 7) bir topolojik uzay ve
C, X'’in acik kiimelerinden olusan bir aile olsun. Her acik U C X kiimesi ve her x € U i¢in

reCCU

olacak bicimde bir C' € € bulundugunu varsayalim. O zaman C, X iizerinde bir topoloji i¢in bazdir ve iirettigi
topoloji T’ya esittir.
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Ispat.

Once C nin baz kosullarini sagladigin, sonra iirettigi topolojinin T oldugunu gosterelim.

(B1): x € X wverilsin. X’in kendisi aciktir ve x € X; bu yiizden varsayim geregi x € C C X olacak
bigcimde bir C' € C vardur.

(B2): C,,C, € Cvex € C) N Cy olsun. C; ve Cy agik oldugundan (T2) geregi C; N Cy de agiktir. O hdlde
varsayim U = C| N Cy agik kiimesine ve x noktasina uygulanir: x € C3 C C| N G, olacak bi¢imde bir
Cs € C vardr.

Urettigi topoloji T °dur. C nin iirettigi topolojiye T’ diyelim; T = 1’ gosterecegiz.

TCT7:U €T vex €U olsun. Varsayim geregi x € C C U olacak bigimde bir C € C vardw. Bu, tam
olarak U 'nun 7' deki agiklik kosuludur; bu yiizden U € 7’.

7' C1:W € 7’ olsun. Lemma 8.1'e gore W, € 'nin elemanlarinin bir birlesimidir. C 'nin her elemani 1°da
agiktir ve T bir topolojidir; (13) geregi bunlarin birlesimi olan W de 7’dadur.

|

Bu lemmanin kosulu aslinda yalnizca yeterli degil, gereklidir de. Asagidaki bi¢im, bir acik kiime ailesinin
baz olup olmadigini denetlemenin standart yoludur.

Lemma 8.3 (Baz Olma Olgiitii). (X, 7) bir topolojik uzay ve B C T olsun. B’nin T icin baz olmasi (yani
baz kosullarini saglayip 75 = T olmasu) icin gerek ve yeter kosul sudur: her acik U kiimesi ve herz € U igin
x € B C U olacak bicimde bir B € B vardur.

ispat.

Yeterlik: Kosul saglaniyorsa Lemma 8.2 dogrudan B nin baz oldugunu ve iirettigi topolojinin T oldugunu
verir.

Gereklik: B, T i¢in baz olsun; yaniT = 75.U € T vex € U alalim.U € 75 oldugundan Tanim 8.2 geregi
x € B C U olacak bicimde bir B € B vardur. Istenen tam olarak budur.

]

Ornek 8.3'ye bu dlciitle yeniden bakalim: ayrik topolojide her U C X a¢iktirve x € U iginz € {z} C U
saglanir; bu yiizden tek noktali kiimeler ayrik topolojinin bazidir. Olgiit, baz kosullarini tek tek denetleme
zahmetinden kurtarir.

Olgiitiin bir sonucu daha vardir: her topoloji kendisinin bir bazidir. Gercekten B = 7 alinwrsa U € 7
ve z € U icin B = U se¢mek yeter. Bu gozlem, asagidaki karsilagtirma lemmasini verilmis herhangi bir
topolojiye uygularken ige yarar.

Bazlarla Topolojileri Karsilastirma

Ayni kiime iizerinde iki topoloji 7 ve 7’ verilsin. 7 C 7’ ise 7"’ye 7’dan daha ince, 7’ya 7’den daha
kaba denir. Iki topolojiden biri 6tekini kapsiyorsa topolojiler karsilastirilabilirdir. Topolojiler bazlarla
verilmigse “hangisi daha ince?” sorusunu dogrudan bazlar iizerinden yanitlamak isteriz. Olgiit sudur: daha
ince topolojinin baz elemanlari, 6teki topolojinin her baz elemaninin igine her noktada sigabilmelidir.

Lemma 8.4 (Bazlarla incelik Karsilastirmasi). B ve B’, X iizerinde sirastyla T ve T’ topolojilerinin
bazlari olsun. Asagidakiler denktir:

(i) 7', 7’dan daha incedir; yaniT C 7’.

(ii) Her x € X ve x’i ieren her B € B icinx € B’ C B olacak bigimde bir B’ € B’ vardwr.

Ispat.

(ii)= (i): U € 7 olsun; U € 7’ gisterecegiz. x € U alalim. B, 7’nun bazi oldugundanx € B C U olacak
bi¢imde bir B € B varduw. (ii) geregi x € B’ C B olacak bigcimde bir B' € B’ vardwr. Bu yiizden x €
B’ C U. x keyfi oldugundan U, B’ 'niin direttigi topolojinin agiklik kosulunu saglar; yaniU € 7’.

(i) = (ii): x € X vex € B € B olsun. Baz elemanlart iirettikleri topolojide agik oldugundan B € T; (i)
geregi T C 7’ oldugundan B € 7'. B’, 7/’niin bazi oldugundan Lemma 8.3'ne gére x € B’ C B olacak
bicimde bir B’ € B’ vardur.

|
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Ispatm ozii: “daha ince” olmak, 6tekinin her acik kiimesini iiretebilmektir; bunun icin 6tekinin baz
elemanlarini iiretebilmek yeter.

© Olciitii akilda tutmanin yolu

Daha ince topolojinin baz elemanlar1 “daha kii¢iik”tiir: 7"’niin 7’dan ince olmasi, 7’nun her baz
elemaninin her noktasinda 7/’den bir baz elemaninin igeri sigmasi demektir. Diizlemde daireler ve
dikdortgenleri diistiniin: her dairenin her noktasina bir dikdértgen, her dikdértgenin her noktasina
bir daire sigar; bu yiizden Ornek 8.1 ve Ornek 8.2 bazlar1 ayni topolojiyi iiretir.

Uygulamalar
Aciklik Olciitii

Bir kiimenin acik oldugunu gostermenin en sik kullanilan yolu sudur: her noktasinin ¢evresinde kiitmeye
sigan bir agik kiime bulmak. Bu, baz tanimindaki fikrin topolojinin kendisine uygulanmis halidir.

Ornek 8.4 (Her Noktada Acik Komsuluk Bulunuyorsa Kiime Agiktir). (X, 7) bir topolojik uzay
ve A C X olsun. Her x € Aicin z € U C A olacak bi¢cimde bir a¢ik U kiimesi bulundugunu varsayalim.
O zaman A, X te aciktir.

Cozim.
Her z € A icin varsayimdaki agik kiimelerden birini secip U, diyelim: U,, acik, x € U, ve U, C A.
Her U, C A oldugundan birlesim de A’nin igindedir:

Uu.ca @
z€A
Ote yandan her x € A icin {z} C U, oldugundan
A= J{=ztcJUu. (@
z€A z€A

(1) ve (2) birlikte A = UmE N U, verir. Her U, acik oldugundan (T3) geregi birlesimleri aciktir. Bu
yiizden A aciktir.

Bu sonucun tersi de dogrudur: A aciksa her € A i¢in U = A almabilir. Dolayisiyla bir kiime, ancak ve
ancak her noktasinin ¢evresinde kiimeye sigan bir a¢ik kiime varsa agiktir.

Gercel Sayilarda Standart Topoloji

Gergel say1 dogrusunda “agik” denince akla agik araliklar gelir. Bu bolimiin diliyle: agik araliklar bir bazdir
ve iirettikleri topoloji dogrunun standart topolojisidir. Once baz kosullarini denetleyelim.

Lemma 8.5 (Acik Araliklar Bazdir). Acik araliklarin ailesi
B ={(a,b) :a,b €R,a < b}
R iizerinde bir topoloji igin bazdur.

Ispat.

(B1):z e Ricinz € (z—1,z+1) € B.

(B2): z € (a,b) N (c,d) olsun. a < < b ve ¢ < z < d oldufundan max{a,c} < x < min{b,d}. e =
max{a, c} ve f = min{b,d} diyelim; e < x < f oldugundan e < f ve (e, f) € B. Bir z sayist igine <
z < folmas,a < z ¢ < z, 2z < bvez < dolmasi demektir; yani (e, f) = (a,b) N (c,d). O hdlde B; =
(e, f) amirsax € By C (a,b) N (¢, d).

]
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Tanim 8.3 (Gergel Sayilarda Standart Topoloji). Acik araliklar bazi B = {(a,b) : a < b}’nin R
izerinde iirettigi topolojiye R’'nin standart topolojisi (standard topology) denir ve 7 ile gosterilir.

Yani U C R, ancak ve ancak her x € U i¢in = € (a,b) C U olacak bigimde bir acik aralik varsa standart
topolojide agiktir. Bundan sonra R iizerinde baska bir topoloji soylenmedikce standart topoloji kastedilir.
Standart topolojide tanidik kiimelerin agik ya da kapali oldugunu simdi kesin olarak gosterebiliriz. A¢ik
kiimeleri baz tanimiyla, kapali kiimeleri tiimleyenlerinin acikligiyla ele alacagiz.

Ornek 8.5 (Standart Topolojide Isinlar, Kapali Araliklar ve Sonlu Kiimeler). R standart topolo-
jiyle verilsin.

a) a € R igin (a, 00) ve (—00, a) 1sinlar1 agiktir.

b) a < b i¢in [a, b] kapali aralig1 kapalidir.

¢) R’nin her sonlu alt kiimesi kapalidir.

Coziim.
a) Once (a, 00) 15111 ele alalim. x € (a, 00) olsun; yani z > a. & = x — a > 0 diyelim ve

B=(z—¢,xz+¢)=(a,2z—a)

araligini alalim. B bir baz elemanidir ve € B. Ayrica y € B ise y > a oldugundan y € (a, 00); yani
B C (a,). z keyfi oldugundan (a, co) agiktir.

(—00, a) i¢in aym yol izlenir. z € (—o0, a) olsun; yani < a. ¢ = a — z > 0 diyelim ve B = (x —
g, x+¢)= (22 —a,a) alalm. z € B ve y € B ise y < a oldugundan B C (—o0,a). Bu yiizden
(—o0, a) aciktir.

Ayni sonuca Lemma 8.1 ile de ulasilabilir: 151n1 baz elemanlarinin birlegimi olarak yazmak yeter. Her
n=0,1,2,... icin (a +n,a+ n+ 2) acik aralifim alalim. Bu araliklarin hepsi (a, 00)’un i¢indedir.
Tersine > aise n = | — a] (yani  — a’nin tam kismi) icina+n <z < a+n+ 1 olur;n > 1ise
z€(a+n—1l,a+n+1),n=0isez € (a,a + 2). Boylece

(@

(a,0)=| J(a+n,a+n+2)

n=0

ve (a, 00), agik kiimelerin birlegimi olarak agiktir. Benzer bi¢imde (—o0, a) = UZO: 0 (a—n—2,a—n).
b) [a, b]’nin tiimleyeninin agik oldugunu gosterecegiz. Bir y sayisinin [a, b]’de olmamasi y < a ya da
y > b olmasi demektir; bu yiizden

R\ [a,b] = (—o0,a) U (b, 00).

Sag taraftaki iki 151 (a) geregi aciktir; (T3) geregi birlesimleri de aciktir. Tiimleyeni acik olan kiime
kapalidir; bu yiizden [a, b] kapalidir.

¢) F ={ay,a,, ..., a, } sonlu bir alt kitme olsun. Elemanlari kii¢iikten bitytige siralay1p adlandirabiliriz:
a; < ay < ... < a,. Bir y sayisinin F’de olmamasi, y’'nin ya a,’den kii¢iik, ya a,,’den biiyiik, ya da
ardigik iki eleman arasinda olmasi demektir:

R\ F = (—00,a7) U (ay,a9) U ...U(a,_q,a,) U (a,,o0).

Sag taraftaki isinlar (a) geregi, acik araliklar ise baz elemani olduklar: i¢in agiktir. Birlesimleri (T3)
geregi agiktir. Bu yiizden R \ F acik, F kapalidir. (F = ¢ ise tiimleyeni R aciktir; & de kapalidir.)
|

Standart topolojiyi, Acik ve Kapali Kimeler; Sonlu ve Sayilabilir Tiimleyen Topolojileri boliimiinde
tanimlanan sonlu tiimleyen topolojisiyle kargilagtiralim. Bu, Lemma 8.4'niin tipik bir kullanimidur.

Ornek 8.6 (Standart Topoloji Sonlu Tiimleyen Topolojisinden Daha Incedir). R iizerinde 7,
standart topoloji ve

Tsonlu — {A - R:R \ A SOIllu} U {@}
sonlu tiimleyen topolojisi olsun. 7., & 7.4 dir; yani standart topoloji, sonlu tiimleyen topolojisinden

kesinlikle daha incedir.
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Cozim.
Toonlu © Tetq: Lemma 8.4'nii uygulayalim. Her topoloji kendisinin bazi oldugundan 7, icin baz ola-
rak B = 7,,1,’nun kendisini, 7.4 icin baz olarak acik araliklar1 alahm. x € Rve z € B € 7, olsun.

B + & oldugundan R \ B sonludur; R\ B = {ay, ..., a, } diyelim (n = 0 olabilir). z € B oldugundan
z, bu noktalarin higbirine esit degildir; bu yiizden

d=min{|z—ay |,....,] T —a, |}

say1s1 pozitiftir (n = 0 ise § = 1 alalim). B’ = (z — 8,z + §) agik aralig1 2’1 igerir ve a,’lerin hi¢birini
icermez, ¢iinkiiher g, i¢in |  — a; | > §.Buyiizden B’ C B.Lemma 8.4'niin (ii) kosulu saglandigindan
Tsonlu - Tstd-

Esit degildir: (0, 1) aralif1 standart topolojide agiktir. Ama R\ (0, 1) = (—o0, 0] U [1, c0) sonsuz bir

kiimedir ve (0,1) # &; bu yiizden (0,1) ¢ 71, Boylece Ty 1u F Tsta-
|

Alt Limit Topolojisi

Acik araliklarin yerine sol ucu kapali, sag ucu agik araliklar: alirsak R tizerinde yeni ve 6nemli bir topoloji
elde ederiz. Once bunlarin baz oldugunu gésterelim.

Ornek 8.7 (Yar1 Acik Araliklar Bazdar).
C ={[a,b):a,b R, a < b}
ailesi R tizerinde bir topoloji i¢in bazdir.

Cozim.

(B1): z € Rolsunve B = [z,z 4+ 1) alahm. x < z < £ 4+ 1 oldugundan z € Bve B € C.

(B2): [a,b),[c,d) € Cvex € [a,b) N [c,d) olsun. O zamana < x < bvec < x < d. e = max{a,c} ve
f = min{b, d} diyelim; e < z < f oldugundan e < f ve [e, f) € C. Ayrica x € [e, f).

Simdi [e, f) C [a,b) N [¢,d) oldugunu gosterelim. z € [e, f)isee < z < f.e > ave f < boldugundan
a<z<b, yani z € [a,b); e > ¢ ve f < d oldugundan ¢ < z < d, yani z € [c,d). Bu yiizden z kesi-
simdedir.

Boylece B; = [e, f) aliirsa x € By C [a,b) N [¢, d) ve (B2) saglanur.

|

Tanim 8.4 (Alt Limit Topolojisi). € = {[a,b) : a < b} bazinin R iizerinde iirettigi topolojiye alt limit
topolojisi (lower limit topology) denir ve 7, ile gosterilir. R bu topolojiyle donatildiginda R, yazilr.

Yani U C R, ancak ve ancak her z € U i¢in z € [a,b) C U olacak bigimde bir yar1 a¢ik aralik varsa R,’de
agiktir. Ady, her noktanin “alt (sol) ucundan” kapatilmig araliklarla cevrelenmesinden gelir.

Alt limit topolojisi ile standart topoloji arasindaki iligki, bazlarla karsilastirma 6l¢titiiniin en giizel 6rnek-
lerinden biridir.

Ornek 8.8 (Alt Limit Topolojisi Standart Topolojiden Kesinlikle Daha incedir). R iizerinde 7,4 C
7, dir; yani her standart acik kiime R,’de de agiktir, ama tersi dogru degildir.

Cozim.

Tyq C Tyt Lemma 8.4'nit B = {(a,b)} ve B' = {[a,b)} bazlarina uygulayalim. z € R ve z € (a,b)
olsun. B’ = [z,b) alalm; 2 < b oldugundan bu bir baz elemanidir ve x € B’. z € [z,b) ise a < z <
z < b oldugundan z € (a,b); yani B’ C (a, b). Olgiitiin (ii) kosulu saglandigindan 7,4 C 7,.
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[x, b) icindeki her zicina<x<z<b

(a,b) O O
[x, b) ® O

R

} ® } >
a x b

Sekil 8.2: Standart topoloji alt limit topolojisinden daha kabadir. x noktasi (a, b) acik araliginda veril-
diginde, alt limit bazinin [x, b) elemani hem x'i igerir hem de (a, b)'nin i¢ine sigar: z € [x, b) ise a < x <
z < b. Ince olma él¢iitiiniin (ii) kosulu béylece saglanir ve her standart acik kiime R¢de de aciktur.

Esit degildir: [0, 1) kiimesi R,’de agiktur, ¢iinkii bir baz elemanidir. Standart topolojide agik olmadigin
gosterelim. 0 € [0, 1) noktasini ele alalim. 0 € (a,b) olan herhangi bir agik aralik i¢in a < 0’dir; bu
yiizden a < § < 0 olan § sayst (a,b)’dedir ama [0,1)’de degildir. Dolayistyla 0’1 iceren hicbir agik
aralik [0, 1)’in i¢ine sigmaz ve [0,1) ¢ Tyq.

Boylece 144 C 7.

|

Daha ince topolojide daha ¢ok kiime agiktir, daha ¢ok kiime de kapalidir

R, ’de standart topolojinin biitiin agik kiimeleri acik kalir; iistelik [a, b) gibi yeni kiimeler de agik olur.
Tumleyen alindiginda ayni sey kapali kiimeler i¢in de gecerlidir: standart topolojide kapali olan her
kiime R,’de de kapalidir ve R,’de yeni kapali kiimeler ortaya ¢ikar. “Daha ince” topolojiyi “daha ¢ok
acik kiime, daha ¢ok kapali kiime” diye diisiinmek dogrudur; “daha az kapali kiime” diye diiginmek
yanligtir.

Alt Baz

Baz kogulu (B2) bazen saglanmaz: elimizde her noktay1 6rten ama iki elemaninin kesisimini dolduramayan
bir aile olabilir. Boyle bir aileden yine de bir topoloji tiretmenin yolu, 6nce sonlu kesisimleri ekleyip bir
baz elde etmektir.

Tanim 8.5 (Alt Baz). X bir kiime olsun. X’in alt kiimelerinden olusan ve birlesimi X e esit olan bir §
ailesine, yani ses S = X kosulunu saglayan bir aileye, X tizerinde bir topoloji i¢in alt baz (subbasis)
denir. $’nin urettigi topoloji, $’nin elemanlarimin sonlu kesigimlerinin biitiin birlegimlerinden olusan
ailedir:

Tg :{U (Sg1N...n Sﬁ,nﬁ) :J bir indis kiimesi,ng > 1, S5, € § } .
BeJ

Yani alt bazdan topolojiye iki adimda gidilir: once sonlu kesisimler alinir, sonra bunlarin biitiin birlegimleri
alinir. Alt bazdan istenen tek sey X’i 6rtmesidir; (B2) benzeri bir kosul istenmez.

“Urettigi topoloji” adinin hakli oldugunu, yani 7¢'nin gergekten bir topoloji oldugunu gostermeliyiz.
Bunun i¢in sonlu kesisimlerin bir baz olusturdugunu gérmek yeter.

Teorem 8.2 (Alt Bazin Urettigi Aile Bir Topolojidir). 8, X iizerinde bir topoloji icin alt baz olsun ve
B={S$N..NnS,:n>1,5,..,5, €S}

&’nin elemanlarinin sonlu kesisimlerinin ailesi olsun. O zaman B, X iizerinde bir topoloji i¢in bazdir veTg =
75 dir. Ozel olarak T¢ bir topolojidir.
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ispat.

(B1): x € X olsun. USeS S = X oldugundan x € S olacak bigimde bir S € § vardir. S, tek elemanl bir
kesisim (n = 1) olarak B’nin elemanidur.

(B2): By =S5,N..NS, ve B, =57N..NS,, ikibaz elemani ve x € B; N B, olsun. Kesisim

B, NB,=5nN..n8,NS;N..Nn8,,

8’ninn 4+ m elemaninin kesisimidir; bu yiizden kendisi de B ’nin elemanidir. By = B; N By alinirsa x €
B; C B, N B, saglanir.

Boylece B bir bazdir ve Teorem 8.1 gerefi Tx bir topolojidir. Lemma 8.1°e gore T», B’nin elemanlarinin
butiin birlesimlerinin ailesidir; bu da tam olarak 7g’nin tanimidir. Bu yiizden 7g = 7.

|

Alt baz kavrami, kurulacak topolojiyi ¢cok az veriyle tarif etmeye yarar. Asagidaki 6rnek, gercel sayilarda
standart topolojinin yalnizca 1ginlarla tiretilebildigini gosterir.

Ornek 8.9 (Acik Isinlar Standart Topolojinin Alt Bazidir).
8 = {(—o00,b) : b e R} U{(a,0) : a € R}
ailesi R iizerinde bir alt bazdir ve iirettigi topoloji standart topolojidir.

Coziim.

Altbazdir: Her z € Rigin z € (z — 1,00) € 8; bu yiizden 8’nin birlesimi R’dir.

Sonlu kesigimler: Ayni yoéndeki igmlarin kesigimi yine ayni yénde bir 1gindir: (a, 00) N (a’, 00) =
(max{a,a’}, 00) ve (—00,b) N (—o0,b’) = (—oo, min{d, b’ }). Zit yondeki iki 151n1n kesisimi (a, co) N
(—o0,b) ise a < b oldugunda (a,b) agik aralifi, a > b oldugunda &’dir. Bu yiizden sonlu kesigimlerin
ailesi B, acik 1sinlardan, acik araliklardan ve ¢&’den olusur.

Tg C Tyq: B’nin her elemani standart topolojide agiktir: acik araliklar baz elemani oldugu i¢in, 1s1nlar
Ornek 8.5 (a) geregi, & ise (T1) geregi. 75’nin elemanlar1 bunlarin birlesimleri oldugundan (T3) geregi
standart topolojide agiktir.

Tyq © Tt Standart topolojinin her baz elemam (a,b), B’nin elemamdir; dolayisiyla 7g’de agiktir.
Lemma 8.4'niin (ii) kosulu B” = (a, b) secimiyle saglanir ve 74 C 75 cikar.

Boylece 75 = Tq-

|

Alt baz fikri sonraki bolimlerde iki kez daha karsimiza ¢ikacak: Sira Topolojisi bolimiinde agik 1sinlar
sirali bir kiimenin topolojisi i¢in alt baz olacak; Carpim Topolojisi bélimiinde ise izdigiimlerin ters
goriintiileri carpim topolojisinin alt bazini olusturacak.

Alistirmalar

Alistirma 8.1 (Baz ve Alt Baz Alistirmalary). a) X = {1,2,3} ve B = {{1,2},{2,3}} olsun. B bir
topoloji i¢in baz mudir? B’ = {{1, 2}, {2, 3}, {2}} i¢cin ayn1 soruyu yanitlayin ve baz ise iirettigi topolojiyi
yazin.

b) Kapali araliklarin ailesi {[a, b] : @ < b}’nin R {izerinde bir topoloji i¢in baz olmadigini gsterin.

¢) Uglari rasyonel olan acik araliklarin ailesi By = {(p,q) : p,q € Q,p < q}’nun standart topolojinin bir
bazi oldugunu gosterin.

d) R tizerinde sol 1gimlarin ailesi {(—o0,a) : @ € R} 'nin bir topoloji i¢in baz oldugunu gésterin; tirettigi
topolojiye 7, diyelim. Standart topolojinin 7.’ dan kesinlikle daha ince oldugunu gosterin.

e) R,’de [a, b) kilmesinin hem a¢ik hem kapali oldugunu gosterin.

f) X = {1,2,3} tizerinde § = {{1, 2}, {2, 3} } ailesini alt baz olarak alin. Urettigi topolojiyi yazin.

Cozim.

a) B icin (B1) saglamur: 1,2 € {1,2} ve 3 € {2,3}. Ama (B2) saglanmaz: 2 € {1,2} N {2,3} = {2},
oysa B’de 2’yi iceren ve {2} ’nin i¢inde kalan bir eleman yoktur. Bu yiizden B baz degildir.
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B’ i¢in (B1) yine saglanur. (B2): B’ niin iki elemaninin kesigimi ya elemanlardan biridir ya da {2} dir;
her durumda kesigim B’’niin bir elemanidir ve By olarak kesigimin kendisi alinabilir. Bu yiizden B’
bazdir. Lemma 8.1'e gore rettigi topoloji, elemanlarinin biitiin birlesimleridir:

Tp = {Q’ {2}7 {1’ 2}’ {27 3}7 X}

b) (B1) saglanur: € [z, + 1]. (B2)'nin bozuldugunu gérmek icin [0, 1] ve [1,2] kapali araliklarini
alalim; kesisimleri {1}’dir ve 1 bu kesisimdedir. Bir [a, b] kapali aralig1 (a < b) {1}’in i¢cinde kalamaz,
ctinkil en az iki farkli nokta icerir. Bu yiizden 1 € B; C [0, 1] N [1, 2] olacak bir baz elemani yoktur ve
aile baz degildir.

¢) By nun her elemani bir acik aralik oldugundan standart topolojide agiktir. Lemma 8.3'nii kullanalim:
U standart topolojide acik ve € U olsun. A¢ik araliklar standart topolojinin bazi oldugundan z €
(a,b) C U olacak bigimde a < b gergel sayilar1 vardir. Rasyonel sayilar gercel sayilarda yogundur: a <
z oldugundan a < p < z olacak bir p € Q, x < b oldugundan z < g < b olacak bir ¢ € Q vardir. O
zaman z € (p,q) C (a,b) C U ve (p,q) € By. Olgiit saglandigindan By, standart topolojinin bazidur.

d) B1): z € (—o0,z + 1). (B2): (—0o0,a) N (—o0,b) = (—oo, min{a, b}) yine bir sol 1gindir; By olarak
kesigimin kendisi alinir. Bu yiizden sol 1sinlar bazdir.

Teol © Tatq: Lemma 8.4 ile: x € (—o0,a) ise B’ = (z — 1,a) acgik araligy z’i icerir ve (—o00,a)nin
icindedir.

Esit degildir: (0,1) standart topolojide agiktir. 7,,’da acik olsaydi, 1 € (0,1) noktas icin 1 €
(—o0,a) C (0, 1) olacak bir sol 151 bulunurdu; ama her sol 151n —1 gibi negatif sayilar icerir ve bunlar
(0,1)’de degildir. Bu yiizden (0, 1) ¢ 7., ve Toy & Tata-

e) [a,b) bir baz elemani oldugundan R,’de aciktir. Kapali oldugunu gérmek igin tiimleyeninin agik
oldugunu gosterelim:

R\ [aa b) = (7007 a) U [bﬂ OO)

(—o0,a) =, .,la—mn,a)ve[boo) =] _ [b,b+n)yazilislar, bu iki kiimenin R, nin baz eleman-
larmnin birlesimi oldugunu, dolayisiyla Lemma 8.1 geregi acik oldugunu gésterir. Birlesimleri de agiktir.
Tiimleyeni acik olan [a, b) kapalidir.

f) 8’nin birlesimi X oldugundan § bir alt bazdir. Sonlu kesisimler: {1, 2}, {2,3} ve {1,2} N {2,3} =
{2}. Bu ii¢ kiimenin ailesi (a) sikkindaki B’ bazidur; tirettigi topoloji

¢ = {@, {2}, {1, 2}, {2,3}, X}.

(a) sikkinda baz olmayan § ailesi, alt baz olarak bir topoloji iiretir; eksik olan {2} kiimesi sonlu kesisim
adiminda kendiliginden eklenir.
|

Baz ve alt baz kavramlarini sirali kiimelere uygulayarak agik araliklardan ve 1ginlardan yeni topolojiler
kuracagiz: Sira Topolojisi.
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9.1

9. Sira Topolojisi

Baz ve Alt Baz bolumiinde bir topolojiyi biitiin acik kiimeleri tek tek sayarak degil, daha kiigiik bir aile
olan bir baz vererek tanimlamay1 6grendik: bazin elemanlarinin birlesimleri acik kiimeleri verir. Gergel
sayilarda acik araliklarin bir baz olusturdugunu ve trettikleri topolojiye standart topoloji dendigini
gordik. Bu boliimde ayni diisiinceyi ¢ok daha genel bir ortama tasiyoruz.

Gergel sayilarda acik aralik (a, b) kiimesini tanimlarken kullandigimiz tek sey, sayilar1 karsilagtirmamuizi
saglayan < siralamasidir. O halde tizerinde bir siralama bulunan herhangi bir kiimede de araliklardan s6z
edebiliriz ve bu araliklarla bir topoloji kurabiliriz. Bu topolojiye sira topolojisi denir. Béliimde 6nce tam
sirali kitmede araliklari tanimlayacak, sonra araliklardan olusan ailenin gergekten bir baz oldugunu biitiin
durumlariyla kontrol edecegiz.

Ardindan tc¢ temel 6rnege bakacagiz: gercel sayilarda sira topolojisi tam olarak standart topolojidir;
diizlemde sozliik siras1 bambagka ve sasirtici bir topoloji verir; pozitif tam sayilarda ise sira topolojisi ayrik
topolojidir. Béliimiin sonunda 1ginlar1 tanimlayacak, agik 1igmlarin agik kiitme oldugunu ve sira topolojisi
i¢in bir alt baz olusturdugunu ispatlayacagz.

Tam Sirali Kiimeler ve Araliklar

Sira topolojisini kurmak i¢in elimizde bir kiime ve o kiime tizerinde “hangisi dnce gelir” sorusunu her cift
icin yanitlayan bir baginti olmalidir. Bu bagintinin saglamasi gereken kosullar1 acikca yazalim.

Tanim 9.1 (Tam Sirali Kitme). X bir kiime ve <, X {izerinde bir bagint1 olsun. Asagidaki ti¢ kogul
saglaniyorsa < bagmtisina X iizerinde bir tam siralama (simple order, linear order) ve (X, <) ikilisine
bir tam sirali kiime denir:

(S1) Herz,y € Xicinz < y,z =y, y < x ifadelerinden en az biri dogrudur.

(S2) Hicbir € X icin « < z dogru degildir.

(S3)Herz,y,z € Xicinz < yvey < zise z < zolur.

x < yyerine y > x da yazilir. x < y veya = y oldugunu kisaca z < y ile gosteririz.

Yani tam sirali bir kiimede herhangi iki farkli eleman alindiginda biri 6tekinden kesinlikle kiiguktiir;
kararsiz kalinan higbir ¢ift yoktur. (S2) ile (S3) birlikte alindiginda, z < y ve y < z ifadelerinin ayni anda
dogru olamayacagy da ¢ikar: ikisi birden dogru olsayd: (S3) geregi z < x olurdu, bu ise (S2) ile celisir.
Dolayisiyla (S1)‘deki ti¢ ifadeden tam olarak biri dogrudur.

Tanidik 6rnekler N, Z, Q ve R kiimeleri tizerindeki alisilmig < siralamasidir. Tam sirali bir kiimede iki
elemanin bilyligiine ve kii¢iigiine her zaman karar verilebildigi i¢in, a,c € X verildiginde max{a, c}
ve min{a, ¢} elemanlar1 anlamlidir; bunlar sirasiyla a ile ¢’nin biiyiik ve kiigiik olamidir (egitlerse ortak
degerdir).

Bazi sirali kiimelerin bir “bas1” ya da “sonu” vardir, bazilarinin yoktur. Bu ayrim sira topolojisinin
taniminda 6nemli olacak.

Tamim 9.2 (En Kiiciik ve En Biiyiik Eleman). (X, <) tam sirali bir kiime olsun. Her z € X i¢in g <
x oluyorsa a, € X elemanina X’in en kiiciik elemani (smallest element) denir. Her € X i¢in 2 < b,
oluyorsa by € X elemanina X’in en bityiik elemani (largest element) denir.

Yani en kiiciik eleman, kiitmedeki her elemanin 6niinde ya da ona esit olan elemandir; en biiyiik eleman
ise her elemanin ardinda ya da ona esit olandir. Bir kiimenin en kii¢iik elemani varsa tektir: a,, ve a;, ikisi
de en kigiikse ay < ay ve aj < a olur. ay # a;, olsayd: bu iki ifade a, < a( ve ay < a, bi¢imini alirdy;
yukarida gordigimiz gibi bu ikisi ayn1 anda dogru olamaz. O hélde a, = a(. Ayn1 sey en biyiik eleman
icin de gecerlidir. Ornegin Z* = {1, 2, 3, ...} kiimesinin en kiigiik eleman1 1’dir ama en biiyiik elemani
yoktur; R’nin ne en kiigiik ne en biiyiik eleman: vardir; [0, 1] aralifinin en kiigiik eleman 0, en bityiik
elemani 1’dir.
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104 Boliim 9. Sira Topolojisi

Artik araliklari tanimlayabiliriz. Tanim, gercel sayilardaki aralik taniminin kelimesi kelimesine aynisidir;
tek fark, < bagintisinin artik herhangi bir tam siralama olmasidir.

Tamim 9.3 (Tam Sirali Kiimede Araliklar). (X, <) tam sirali bir kiime ve a,b € X, a < b olsun.
Asagidaki dort alt kiimeye a ve b’nin belirledigi araliklar (intervals) denir:

(a,b) ={z € X :a <z <b},
(a,b) ={z € X :a <z <D},
[a,b) ={z € X :a <z <b},
[a,b] ={zr € X :a <z <b}.

Birinci tirden kimeye X’te acik aralik (open interval), sonuncusuna X’te kapali aralik (closed
interval), ikinci ve t¢iincii tirden kiimelere ise yar1 acik aralik (half-open interval) denir.

Yani (a, b) aralify, a ile b’nin “arasinda kalan” elemanlarin kiimesidir; kogeli parantez ug noktanin kiimeye
dahil oldugunu, yuvarlak parantez ise dahil olmadigini gosterir. Dikkat edilirse tanmimda a < b istenir;
béylece [a, b] her zaman en az iki eleman (a ve b) igerir. Acik aralik (a,b) ise bos olabilir: X = Z*
kiimesinde (2, 3) = & olur, ¢iinkii 2 ile 3 arasinda hicbir pozitif tam say1 yoktur.

Buradaki “agik” s6zctigii simdilik yalnizca bir addir; heniiz X tizerinde bir topoloji yoktur, dolayisiyla “acik
kiime” kavrami da yoktur. Ancak bu adlandirma bir beklenti yaratir: X iizerine bir topoloji koydugumuzda
acik araliklarin gercekten acik kiime olmasi gerekir. Sira topolojisi tam olarak bu beklentiyi karsilayacak
bicimde tanimlanir.

Ornek 9.1 (Cesitli Kiimelerde Araliklar). Asagidaki araliklari eleman eleman yaziniz.
a) X = R (alisilmis siralama) icin (1, 3), [1, 3), (1, 3], [1, 3].

b) X = Z* (alisilmis siralama) icin (1, 4), [1,4), (1,2), [3, 4].

c) X ={a,b,c,d} kimesi a < b < ¢ < d siralamasiyla verilsin; (a, d), [a, ¢), (b, ¢).

(1, 3) @, O acik

[1, 3) @ O yaracik
(1, 3] O ® janack
[1, 3] ® ® kapal
R
| | | »
L} L} L} =
1 2 3

Sekil 9.1: Gercgel sayilarda u¢ noktalar1 1 ve 3 olan dort aralik. Dolu nokta ug¢ noktanin kiimeye dahil

oldugunu, i¢i bos nokta dahil olmadigini gosterir: (1, 3) iki ucu da almaz, [1, 3) yalmizca 1, (1, 3] yalmzca

314, [1, 3] ise ikisini de alir. Uglar diginda dort kiime aynidir; fark yalnizca koseli ve yuvarlak parantezin
gosterdigi iki noktadadir.

Cozim.

a) Gergel sayilarda araliklar aligilmig araliklardir: (1, 3) kiimesi 1 ile 3 arasindaki, uglar1 icermeyen
biitiin gercel sayilardir; [1,3) buna 1’i ekler, (1, 3] ise 3’ui ekler; [1, 3] ikisini de igerir. Bu kiimelerin
hicbiri sonlu degildir; 6rnegin 1, 5, 2, % sayilarinin hepsi dérdiinde de vardur.
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b) Z* kiimesinde 1 ile 4 arasinda kalan pozitif tam sayilar 2 ve 3’tiir. Bu yiizden (1,4) = {2,3} ve
[1,4) = {1,2,3} olur. 1 ile 2 arasinda hicbir pozitif tam say1 olmadigindan (1,2) = &; son olarak
3,4] = {3,4}.

¢) a ile d arasinda kalan elemanlar b ve ¢’dir, dolayisiyla (a,d) = {b, c}. [a, ¢) aralig1 a’y1 igerir, c’yi
icermez: [a, ¢) = {a, b}. b ile ¢ arasinda eleman yoktur: (b,c) = &.

]

Sira Topolojisinin Bazi

Amacimiz, tam sirali bir kiime tizerinde agik araliklarin acik kiime oldugu bir topoloji kurmaktr. flk akla
gelen, “biitiin acik araliklarin ailesi bir baz olsun” demektir. Gercel sayilarda bu yeterlidir. Ama X’in bir en
kiiciik elemani a, varsa bir sorun ¢ikar: hicbir acik aralik ay’1icermez, ¢linkil a < a, olacak bir a yoktur.
Oysa bir bazin elemanlar1 X in her noktasini 6rtmelidir. Bu boslugu, a1 iceren [a, b) bi¢imindeki yar1
agik araliklar1 baza ekleyerek kapatiriz. En bilyiik eleman i¢in de ayni sey (a, by bi¢imindeki araliklarla
yapilir.

Tanim 9.4 (Sira Topolojisi). (X, <) birden fazla elemani olan tam sirali bir kiime olsun. B, asagidaki
tiirlerden biitiin kiimelerin ailesi olsun:

(1) X teki biitiin agik araliklar (a, b);

(2) ag, X’in en kigiik eleman: (varsa) olmak tizere [ag, b) bi¢imindeki biitiin araliklar;

(3) by, X’in en biiyiik elemani (varsa) olmak tizere (a, by] bicimindeki biitiin araliklar.

B ailesi X uizerinde bir topoloji i¢in bazdir. B’nin trettigi topolojiye X tizerindeki sira topolojisi (order
topology) denir.

Yani sira topolojisinde bir kiime, acik araliklarin ve (varsa) en kii¢iik ya da en biiyiik elemani igeren yar1
acik araliklarin birlesimi olarak yazilabiliyorsa agiktir. X’in en kii¢iik elemani yoksa (2) tiiriinden hicbir
kiime yoktur; en biiyiik elemani yoksa (3) tiriinden hicbir kiime yoktur. Bu durumda B yalnizca acgik
araliklardan olusur.

1 Neden birden fazla eleman istendi

X tek elemanli olsaydi a < b olacak hicbir ¢ift bulunmaz, dolayisiyla hi¢ aralik olmazdi; B = & olur
ve bu aile X’in tek noktasini 6rtemezdi. Birden fazla eleman kosulu, asagidaki teoremin ispatinda da
tam bu noktada kullanilacak.

Tanimda “3B bir bazdir” dendi; bunu ispatlamak zorundayiz. Baz ve Alt Baz bslimiinde bir B C P(X)
ailesinin baz olmasi icin iki kosul verilmisti:

(B1) Her x € X icin x € B olacak bicimde bir B € B vardur.

(B2) B,,B, € Bvex € B, N B, ise x € By C B, N B, olacak bicimde bir By € B vardir.

(B2) kosulunu kontrol etmenin en temiz yolu, iki baz elemaninin kesisiminin ya bos ya da yine bir
baz elemani oldugunu gostermektir. Bunu 6nce bir lemma olarak kanitlayalim. Lemmada tekrar tekrar
kullanacagimiz basit bir gozlem sudur: tam sirali bir kiimede

a<z ve ¢<z< max{a,c} <z, z<b ve z<d< z<min{b,d}.

Gercekten, x hem a’dan hem c’den biiyiikse ikisinin biiyiigiinden de biyiiktiir; tersine z, a ile ¢’nin
biiytigiinden bityiikse (S3) geregi her ikisinden de bityiiktiir. fkinci denklik ayni bigimde gériiliir.

Lemma 9.1 (ki Baz Elemaninin Kesisimi). (X, <) birden fazla elemani olan tam sirali bir kiime ve
B, Tanim 9.4'ndeki aile olsun. By, By € B ise B; N B, ya bos kiimedir ya da B’nin bir elemanidur.

Ispat.

B, ve B, kiimelerinin her biri (1), (2), (3) tiirlerinden biridir. Sira 6nemli olmadigindan (B; N By = By N
B, ) alti durum vardir. Durumlarda a, daima X’in en kiigiik, by daima en biiyiik elemanini gosterir; bu
tiirden kiimeler ancak ilgili eleman varsa soz konusudur.

Durum 1: B, = (a,b), B, = (¢, d). Bir x elemani her iki kiimede de olsun. Bu, a < z, ¢ < x, x <
b ve x < d demektir. Yukaridaki gozlem geregi bu dort esitsizlik max{a,c} < x < min{b, d} ile denktir.
Dolayisiyla
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(a,b) N (c,d) = {z € X : max{a,c} < z < min{b,d}}.

max{a, c} < min{b,d} ise bu kiime (max{a, c}, min{b, d}) acik arahgidw, yani (1) tiriinden bir baz
elemamidir. max{a, c} > min{b, d} ise max{a,c} < x < min{b, d} olacak hi¢bir x yoktur ((S3) geregi
boyle bir z i¢in max{a, c} < min{b, d} olurdu), dolayisiyla kesisim bostur.

Durum 2: B, = (a,b), B, = [ag, ¢). ay en kiigiik eleman oldufundan ay < a; bu yiizden a < x ise
ay < z, dolayisiylaay < x olur. Yani “a < z veay < x”kosulu ‘a < x”ile denktir. Sag taraf i¢in gozlemi
kullanirsak

(a,b) N[ag,c) ={z € X :a <z < min{b, c}}.

a < min{b, c} ise bu, (a, min{b, c}) acik araligidir; degilse Durum 1'deki gerekceyle bos kiimedir.
Durum 3: B; = (a,b), B, = (c, by]. by en biiyiik eleman oldugundan b < by; bu yiizden x < b ise
x < by, dolayisiyla x < by olur. Yani “x < b vex < by” kosulu “z < b” ile denktir. Sol taraf icin gozlemi
kullanirsak

(a,b) N (c,by] = {x € X : max{a,c} <z < b}.

max{a, c} < b ise bu, (max{a, c},b) acik aralhigidir; degilse bos kiimedir.
Durum 4: B, = [ag,b), B, = [ag, ¢). Sol kosul iki kiimede de aynidir: ay < x. Sag kosullar gozlem
geregi x < min{b, c} ile birlesir:

[ag, b) N [ag, ¢) = [ag, min{d, c}).

ag < bveay < ¢ oldugundan ay < min{b, c}; dolayisiyla bu kiime (2) tiiriinden bir baz elemanidir. (Bu
durumda kesisim hi¢bir zaman bos degildir; a1 icerir.)

Durum 5: B, = [ay,b), B, = (¢, by]. Durum 2'deki gibi ‘ay < x ve ¢ < x” kosulu ‘c < z” ile,
Durum 3'teki gibi “x < b vex < by” kosulu “z < b” ile denktir. Boylece

[ag,b) N (c,bg] ={x € X :c <z < b}.

¢ < b ise bu (c,b) acik araligidir; degilse bos kiimedir.
Durum 6: B, = (a,by], B, = (c,by]. Sag kosul iki kiimede de aymidir: x < by. Sol kosullar
max{a, c} < x ile birlesir:

(aa bO] N (C, bO] = (max{a, C}ﬂ bO]

a < by ve c < by oldugundan max{a, c} < by; dolayisiyla bu kiime (3) tiriinden bir baz elemanidir ve
b, 1 igerdiginden bos degildir.

Alty durumun hepsinde B; N By ya bostur ya da B’nin bir elemanidir.

|

Ispatin 6zii: iki araligin kesisimi, sol u¢ kosullarinin giicliisii ile sag uc kosullarinin giicliisiiniin belirledigi
araliktir; en kiigiik elemanla ilgili kosul her sol kosuldan, en biiyiik elemanla ilgili kosul her sag kosuldan
zayif oldugundan tanimda olmayan bir tiir, 6rnegin [a, by] kapali araligi, hicbir zaman ortaya ¢ikmaz.
Simdi asil teoremi ispatlayabiliriz.

Teorem 9.1 (Araliklar Ailesi Bir Bazdir). (X, <) birden fazla elemani olan tam siral bir kiime olsun.
Tanim 9.4'ndeki B ailesi X iizerinde bir topoloji icin bazdur.

Ispat.

(B1) kosulu. x € X herhangi bir eleman olsun; x’i iceren bir baz elemani bulmaliyiz. U¢ durum vardr.
z, X’in en kiiciik elemani olsun, yani x = ay. X ’in birden fazla elemani oldugundan x ’ten farkl biry €
X vardir. ag en kiigiik eleman ve y # aq oldugundan a, < y olur. O halde [ay,y) araligi tanimhidir, (2)
tiiriinden bir baz elemamdir ve ag < ag < y oldugundan x = a, elemanini icerir.

z, X’in en biiylik elemani olsun, yani x = b,. Yine x’ten farkl bir y € X vardir ve by en biiyiik eleman
oldugundan y < by olur. (y,by] araligi (3) tiiriinden bir baz elemanidir ve y < by < b, oldugundan x =
by elemanini igerir.

z ne en ki¢iik ne en buyiik eleman olsun. z en kiigiik eleman olmadigindan “her y icin x < y” ifadesi
yanlistir; yanix < y olmayan biry vardir. (S1) geregi buy iciny < x olur; buna a diyelim. Benzer bicimde
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x en biiyiik eleman olmadifindan x < b olacak birb € X vardir. Béylecea < x < b, yanix € (a,b) olur;
(a, b) ise (1) tiiriinden bir baz elemanidir. (X ’in en kiiciik elemani hig yoksa her x bu iigiincii durumdadir;
ispat aynen gecerlidir.)

Her durumda x’i iceren bir baz elemani bulduk.

(B2) kosulu. B, B, € B vex € B; N By olsun. Kesisim x’i igerdiginden bos degildir. Lemma 9.1e gore
bos olmayan bir kesisim B nin bir elemanidir. O hdlde B; = B, N B, secersek By € Bvex € B3 C B N
B, olur.

Iki kosul da saglandigindan B bir bazdur.

|

Boylece Tanim 9.4 tutarhidir: B gercekten bir baz oldugundan trettigi aile bir topolojidir. Bu topolojide
PB’nin her elemani, 6zel olarak her acik aralik, acik bir kiimedir; adlandirmadan dogan beklenti kargilan-
migtir.

Gergel Sayilar Uzerindeki Standart Topoloji

Sira topolojisinin en 6nemli 6rnegi gercel sayilardir. Yeni bir sey elde etmeyiz; tam tersine, tanidik standart
topolojinin bir sira topolojisi oldugunu goriiriiz.

Ornek 9.2 (Gergel Sayilarda Sira Topolojisi). R iizerinde alisilmis < siralamasindan elde edilen sira
topolojisi, R’nin standart topolojisidir.

Coziim.

R’nin en kiiciik eleman1 yoktur: her z € R i¢in £ — 1 < « olur. En bilyiik elemani da yoktur: x < = +
1. Bu yiizden 3B ailesinde (2) ve (3) tiirtiinden hicbir kiime yoktur; B yalmizca a < b gercel sayilari i¢in
(a, b) acgik araliklarindan olugur.

Baz ve Alt Baz béliimiinde R’nin standart topolojisi tam olarak bu aile, yani biitiin a¢ik araliklar ailesi,
baz alinarak tanimlanmusti. iki topoloji ayni bazdan iiretildiginden aynidir.

|

Diizlemde Sozliik Siras1 Topolojisi

Sira topolojisinin giicii, gergel sayilara hi¢c benzemeyen kiimelerde de ¢alismasindadir. Diizlemi bir tam
sirali kiimeye cevirmenin bir yolu, noktalar1 sézliikteki kelimeler gibi karsilagtirmaktir: 6nce ilk harfe (ilk
bilesene) bakilir, esitse ikinciye gegilir.

Tanim 9.5 (Sézliik Siras1). R x R kiimesinin elemanlariny, aralik gosterimiyle karigmamast igin, (z, y)
yerine & x y bi¢iminde yazalim. x; X y; ve x5 X y, elemanlar igin

Ty XYy < Ty XYy & Ty < Ty veya (z; =a5 ve y; <)

olarak tanimlanan < bagintisina R x R tizerinde sozliik sirasi (dictionary order) denir.

Yani iki noktay1 karsilastirirken 6nce birinci bilegenlere bakilir; birinci bilegeni kiigiik olan nokta kiigtiktiir;
birinci bilesenler esitse ikinci bileseni kii¢iik olan nokta kiigtiiktiir. Geometrik olarak: soldaki dikey dogru
iizerindeki her nokta, sagdaki dikey dogru iizerindeki her noktadan kiigiiktiir; ayni dikey dogru tizerinde
ise asagidaki nokta kiiciiktiir.

~< bagintisinin bir tam siralama oldugunu kontrol edelim. (S1): z; # z, ise z; < z, ya da &y < x; dir
ve buna goére noktalardan biri 6tekinden kiigiktir; z; = x4 ise y; < Yy, ¥; = Y, ya da y, < y, dir ve
bunlar sirasiyla <, =, > durumlarini verir. (S2): x X y < & X y olsaydi x < z yada y < y olurdu; ikisi de
yanlistir. (S3): £ X y; < Ty X Yy < T3 X Y5 olsun. x; < z, yada x, < x5 ise 1 < x4 < x4 zincirinde
en az bir yerde kesin esitsizlik oldugundan x; < x4, dolayisiyla ilk nokta ticinciiden kiiciiktiir. Her ikisi
de olmuyorsa x; = z, = T3 ve y; < Yy < Y3, yine ilk nokta tiginciiden kiiciiktiir.

Ornek 9.3 (Diizlemde Sozliik Siras1 Topolojisi). R x R kiimesini sozliik sirasiyla diisiinelim. Bu tam
siral1 kiitmenin ne en kii¢iik ne en biiytik eleman vardir; dolayisiyla sira topolojisinin bazi yalnizca

(axbexd)={zxy:axb<zrxy<cxd}
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bicimindeki acik araliklardan olusur. Bu araliklar iki tiirliidir: a < ¢ olanlar ve a = ¢, b < d olanlar. Her
iki tiirti de diizlemde betimleyelim.

Cozim.

Once en kiigiik ve en biiyiik elemanin olmadigini gorelim. Herhangi bir z x yigin (z — 1) X y < x X
y olur, ¢iinkii z — 1 < x; dolayisiyla hi¢bir nokta en kiigiik degildir. Aymi bigimde z X y < (z + 1) X y
oldugundan hicbir nokta en biiyiik degildir. O halde Tanim 9.4'ndeki (2) ve (3) tiirtinden kiime yoktur ve
baz, a X b < ¢ x d olmak iizere (a x b, ¢ x d) agik araliklarindan olusur. a x b < ¢ X d kogulu tanim
geregiyaa < cyadaa = cve b < d demektir.

a < ¢ durumu. z X y noktasinin a X b ile ¢ X d arasinda olmasi igin ii¢ secenek vardir:

+ a < x < ¢: budurumda y ne olursa olsun @ X b < = X y < ¢ X d olur. Yani a ile ¢ arasindaki biitiin
dikey dogrular tiimiiyle araligin i¢indedir.

s x=a:axb<axyicn b <y gerekir ve yeter; a X y < ¢ X d ise a < ¢ oldugundan otomatik
saglanir. Yani £ = a dogrusunun a X b noktasinin iistiinde kalan kismi araliktadir, nokta kendisi
degildir.

+ « = c: benzer bicimde y < d gerekir ve yeter. Yani = ¢ dogrusunun ¢ X d noktasinin altinda kalan
kismu araliktadur.

z < a'yadaz > colan noktalar aralikta degildir. Sonug olarak
(axb,exd)=({a} x (b,+00) )U( (a,c) x R)U({c} x (—00,d) ).

Bu kiime sekildeki gibi “Gistii agik bir yarim dogru, aralarinda bir dikey serit, alt1 acik bir yarim dogru”
goruniimindedir.

a=c¢,b< ddurumu. a X b <z Xy < a X d olmasi i¢cin = a olmak zorundadir: z < a olsaydi
TXy=<axb x>aolsaydia X d < x X y olurdu. x = a i¢in ise kosul b < y < d olur. Yani

(a xb,axd)={a} x (b,d),

tek bir dikey dogru tizerinde, uglar1 disarida birakilmis bir dogru pargasidir.

Bu ikinci tiir araliklar, sozliik sirasi topolojisinin standart diizlem topolojisinden ¢ok farkli oldugunu
gosterir: dikey acik dogru parcasi {a} x (b, d) bu topolojide acik bir kiimedir; oysa diizlemin aligilmig
topolojisinde hicbir dogru parcasi acik degildir, ¢linkii bir dogru pargasi hicbir acik daireyi iceremez.
]

Pozitif Tam Sayilar Uzerindeki Sira Topolojisi

Gergel sayilarda sira topolojisi tanidik standart topolojiyi verdi. Sirali kiimenin “seyrek” oldugu durum-
larda ise sira topolojisi miimkiin olan en ince topolojiye, yani ayrik topolojiye doniisiir. Bunu pozitif tam
sayilarda ispatlayalim; en kii¢iik elemanin bulundugu bir 6rnek oldugu i¢in (2) tiiriinden baz elemanlarinin
ne ige yaradigini da gosterir.

Onerme 9.1 (Pozitif Tam Sayilarda Sira Topolojisi Ayriktir). Z* = {1,2,3,...} kiimesi alisilmis
swiralamayla tam sirali bir kiimedir ve en kiigiik elemani 1°dir. Z iizerindeki sira topolojisi ayrik topolojidir;
yani Z* 'min her alt kiimesi agiktir.

Ispat.

Bir topolojide biitiin tek noktali kiimeler agiksa o topoloji ayrik topolojidir: her tek noktall kiime agiksa,
herhangi bir A C Z alt kiimesi A = UneA{n} bi¢iminde agik kiimelerin birlesimi olur ve (T3) geregi
agiktir. O halde her n € Z" igin {n} kiimesinin sira topolojisinde agik oldugunu gostermek yeter. Bunun
icin {n} 'nin bir baz elemani oldugunu gésterecegiz; baz elemanlart iirettikleri topolojide agiktir.

n > 1 durumu. n — 1 ve n + 1 sayuan pozitif tam sayidir (n > 2 oldugundann —1>1)ven —1 <
n + 1. Dolayisiyla (n — 1,n + 1) agik araligi tanimlidir ve (1) tiiriinden bir baz elemanidir. Bu aralik,
n —1 <z < n + 1 kosulunu saglayan pozitif tam sayilardan olusur; n — 1 ilen + 1 arasindaki tek tam
sayrn’dir. O halde

{n}=(Mn—-1,n+1) e B.
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n =1 durumu. 1, Z* 'min en kiiciik elemanidir ve 1 < 2. Dolayisiyla [1,2) araligi (2) tiiriinden bir baz
elemamdir 1 < x < 2 kosulunu saglayan tek pozitif tam say: 1°dir. O halde

{1} =1[1,2) € B.

Her iki durumda {n} bir baz elemani, dolayisiyla agik bir kiimedir. Yukarida agiklandigi gibi bu, her alt
kiimenin agik olmast demektir; sira topolojisi P(Z") ’ya, yani ayrik topolojiye esittir.
]

Ispatin 6zii: her tam sayinin hemen solundaki ve sagindaki tam say1 arasinda ondan baska tam say1 yoktur,
bu yiizden her nokta tek bagina bir acik araliktur.

Belirleyici olan kiime degil, siralamadir

Ayni kiimeyi farkli siralamalarla donatmak farkli sira topolojileri verebilir; ayrica ayrik topolojinin
¢ikmasi kiimenin sayilabilir olmasina degil, siralamanin seyrek olmasina baghdir. Ornegin Q sayila-
bilir olmasina karsin aligilmig siralamayla sira topolojisi ayrik degildir: Q@ nun en kii¢iik ve en bityiik
elemani olmadigindan baz yalnizca agik araliklardan olusur ve bir ¢ € Q noktasini iceren her agik
aralik (a,b), a < ¢ < b oldugundan ¢’dan baska rasyonel sayilar da igerir (6rnegin QTM) Dolayisiyla
q € B C {q} olacak bir baz eleman1 B yoktur; {¢q} acik degildir.

Isinlar

Araliklarin iki ucu vardir. Tek ucu olan, 6teki yonde “sonsuza giden” kiimeler de dogal olarak ortaya
cikar; gercel sayilarda (0, +00) gibi. Bunlar sira topolojisinin daha kiiciik bir iireteg ailesini, bir alt bazini
verecek.

Tanim 9.6 (Isinlar). (X, <) tam sirali bir kilme ve a € X olsun. Agagidaki dért alt kiimeye a’nin
belirledigi 1sinlar (rays) denir:

(a,+0)={z e X : x> a},
,a)={z e Xz <a}l,

)={zeX:z>a},
(—o0,al ={z € X :2 <a}.

Ik iki tiirden kiimelere acik 151n (open ray), son iki tiirden kiimelere kapali 151n (closed ray) denir.

Yani (a,+00), a’dan kesinlikle biiyiik olan biitiin elemanlarin; (—o0, a), a’dan kesinlikle kii¢iik olan
biitiin elemanlarin kiimesidir; koseli parantezli bicimler a’nin kendisini de igerir. Buradaki +o00 ve —oo
sembolleri X in eleman: degildir; yalnizca “bu yonde u¢ yok” anlamina gelen bir gosterimdir. Araliklardan
farkl olarak iginlar her a € X igin tanimlidir; ancak bog olabilirler: a en biiyiik elemansa (a, +00) = &,
a en kii¢iik elemansa (—oo, a) = & olur.

Adlandirma yine bir beklenti yaratir: acik 1smlar sira topolojisinde acik kiime olmalidir. Oyle olduklarini
ispatlayalim. Isinlar tanim geregi baz elemani degildir; bu yiizden ya bir baz elemanina esit olduklarini ya
da baz elemanlarinin birlesimi olduklarini gostermek gerekir.

Onerme 9.2 (Acik Isinlar Acik Kiimelerdir). (X, <) birden fazla elemani olan tam sirali bir kiime ve
a € X olsun. (a,+00) ve (—oo, a) winlart X iizerindeki sira topolojisinde agik kiimelerdir.

Ispat.

Once (a, +00) 1sinini ele alalim. X ’in en biiyiik elemaninin olup olmamasina gore iki durum vardur.
X'’in en bityiik elemani b, olsun. a = b, ise a’dan biiyiik eleman yoktur; (a,+00) = & olur ve bos
kiime (T1) geregi her topolojide agiktir. a # b, ise by en biiyiik eleman oldufundan a < b, ve (a,by]
aralhig tammlidir; bu, (3) tiriinden bir baz elemanmidir. Iddia ediyoruz ki (a,+00) = (a, by]. Gergekten,
x € (a,+00) ise a < x’tir ve b, en biiyiik eleman oldugundan x < b, dwr; yani x € (a, by). Tersine x €
(a,by] ise a < x, yani z € (a,+00). Béylece (a,+00) bir baz elemanina esittir ve agiktir.

X'in en biiyiik elemani olmasin. Bu durumda
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(av +OO) = U (avw)

zeX, x>a

oldugunu gésterelim. Sag taraftaki her (a,x) kiimesi a < x i¢in taniml bir agik aralik, yani bir baz
elemanidir; bu yiizden esitlik ispatlaninca (a, +00) agik kiimelerin birlesimi olarak agik olur. En biiyiik
eleman olmadigindan a’dan biiyiik en az bir eleman vardir; yani birlesim bos bir aile iizerinden alinmiyor.
D:y, birlesimdeki bir (a, x) kiimesinde olsun. O zaman a < y, yaniy € (a, +00).

C:y € (a,+00) olsun, yani a < y. X’in en biiyiik elemani olmadigindan y en biiyiik eleman degildir;
dolayisiylay < z olacak bir z € X vardir. O hdldea < y < z, yaniy € (a, z) vea < z oldugundan (a, z)
birlesimdeki kiimelerden biridir. Boylece y birlesimdedir.

Her iki durumda (a, +00) agiktir.

Simdi (—o0, a) 1sinint ele alalim; ayni akil yiiriitme yénler ters cevrilerek isler.

X'’in en kiigitk elemani a olsun. a = a ise (—o0,a) = @, aciktir. a # ag ise ay < a ve [ag,a)
aralig1 (2) tiriinden bir baz elemanidir. © € (—o0, a) ise x < a ve ay < x (¢iinkii a, en kiigiiktiir), yani
x € [ag, a); tersine x € [ag,a) ise x < a, yani x € (—o0,a). Dolayisiyla (—o0,a) = [agy, a) bir baz
elemanidir ve aciktir.

X'’in en kiiciik elemani olmaswn. Bu durumda

(—OO,(L) = U (1:70‘)

zeX, xz<a

olur:y € (z,a) isey < a; tersiney < a isey en kiigiik eleman olmadifindan z < y olacak bir z vardir ve
y € (2,a) ile z < a saglanir. Sag taraf baz elemanlarinin birlesimi oldugundan (—oo, a) agiktir.
|

Ispatin 6zii: en biiyiik eleman varsa acik 151n zaten bir baz elemanidir; yoksa 1sin, sag ucu giderek uzaklasan
acik araliklarin birlegimidir.

Kapali isinlar da adlarina uygun davranur: [a, +00) kiimesinin titmleyeni (—oo, a) agik 1s1midir, dolayisiyla
[a, +00) kapalidir; ayni bicimde (—o0, a] de kapalidir. Bunun ayrintisi aligtirmalarda istenmektedir.
Acik 1sinlar yalnizca acgik olmakla kalmaz; sira topolojisini tek baslarina iiretirler. Baz ve Alt Baz boli-
miinden hatirlayalim: birlesimi X olan bir § C P(X) ailesine bir alt baz denir; $’nin elemanlarinin sonlu
kesigimleri bir baz olusturur ve bu bazin tirettigi topolojiye & nin irettigi topoloji denir. Bir § ailesinin
belli bir 7 topolojisi i¢in alt baz olmasi, & nin trettigi topolojinin 7°ya esit olmas: demektir. Bu tiir bir
esitlik iki kapsama ile gosterilir; asagidaki teorem bunun tipik bir 6rnegidir.

Teorem 9.2 (A¢ik Isinlar Sira Topolojisi I¢in Alt Bazdir). (X, <) birden fazla elemani olan tam sirali
bir kiime, T bu kiime iizerindeki sira topolojisi ve 8, X ’teki biitiin acik isinlarin ailesi olsun. 8, T i¢in bir alt
bazdir; yani 8 nin urettigi topoloji T’ya esittir.

Ispat.

8 ’nin iirettigi topolojiyi T ile gosterelim. Ug sey gisterecegiz: S nin birlesimi X tir (boylece S gercekten
bir alt bazdir), 7¢ C 7 veT C Tg.

&’nin birlesimi X ’tir. x € X olsun. X ’in birden fazla elemani oldugundan x ten farkl bir y vardir ve
(S1) geregiyay < x yadazx < ydiry < z isex € (y,+00); x < y isex € (—o0,y). Her iki durumda
x bir agik isimin igindedir. Dolayisiyla| J S = X.

Tg C 7. 7g nin bir elemanu, agik isinlarin sonlu kesisimlerinin birlesimidir. Onerme 9.2'e gére her agik 151n
7’da agiktir. Sonlu sayida acik kiimenin kesisimi (12) geregi, acik kiimelerin herhangi bir birlesimi (T3)
geregi T°da agiktir. O halde T¢ ’nin her elemani T °dadr.

T C Tg. 7’nun her elemani, B bazinin elemanlarinin birlesimidir. Tg birlesim altinda kapali oldugundan,
B’nin her elemaninin Tg 'de oldugunu gostermek yeter. Bunun igin her baz elemaninin agik isinlarin sonlu
bir kesisimi oldugunu, yani 7g nin bazinda bulundugunu gorelim. U tiir vardir.

(1) tird, (a,b): a < x < b kosulu “z > a ve x < b” demektir; dolayisiyla

(aa b) = (aa +OO) N (—OO,b),

iki acik 1s1min kesisimidir.
(2) turd, [ag, b): ay en kiigiik eleman oldugundan her x € X icin ay <  kosulu kendiliginden saglanir.
Bu yiizden ag < x < b kosulu x < b kosuluna denktir:
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[ag, b) = (—00,b).

Yani bu baz elemani zaten bir agik 1sindir (tek elemanli bir kesisimdir).
(3) tiird, (a, by]: by en bityik eleman oldugundan x < by her zaman dogrudur; a < x < by kosulua < x
kosuluna denktir:

(a,bp] = (a, +00).

Bu da bir agik 1sindwr.

Boylece B’nin her elemani Tg 'dedir; T’nun her elemani bunlarin birlesimi oldugundan T C Tg.
Iki kapsama birlikte T = T verir; yani agik isinlar sira topolojisi igin bir alt bazdur.

|

Ispatin 6zii: agik 1s1nlar acik oldugundan iirettikleri topoloji sira topolojisinden daha ince olamaz; her agik
aralik iki 1s1n1n kesisimi oldugundan daha kaba da olamaz.

© Baz my, alt baz m1

Acik 1sinlar bir alt bazdir ama genelde bir baz degildir. Ornegin R’de (0, +00) ve (—o0, 1) 1sinlarinin
kesisimi (0, 1) araligidir;  noktasini iceren ve (0, 1)’in icinde kalan higbir agik 151 yoktur, ¢iinkii
her agik 131n sinirsizdir. Dolayisiyla (B2) kosulu saglanmaz. Alt baz kavraminin degeri tam buradadur:
baz kosullarini saglamayan, ¢ok daha kiiciik bir aileyle bile topolojinin tamamu iiretilebilir.

Alistirmalar

Alistirma 9.1 (Sira Topolojisi Aligtirmalari). a) Z1 kiimesinde (2,5), [1,4) ve (3, +00) kiimelerini
eleman eleman yaziniz. (2, 5) ve [1, 4) kiimelerini Tanim 9.4'ndeki tiirlerden hangisine girdigini belirtiniz.
b) Z tam sayilar kiimesi alisilmig siralamayla verilsin. Z tizerindeki sira topolojisinin ayrik topoloji
oldugunu gésteriniz. Z™ ile kargilagtiriniz: ispatta hangi baz tiirleri kullaniliyor?

¢) (X, <) birden fazla elemani olan tam sirali bir kiime ve a € X olsun. Kapali 1ginlar [a, +00) ve (—o0, a]
kiimelerinin sira topolojisinde kapali oldugunu gosteriniz.

d) (X, <) birden fazla elemani olan tam siral1 bir kiime ve a < b olsun. Kapali aralik [a, b] kiimesinin sira
topolojisinde kapali oldugunu gosteriniz.

e) X = {1,2,3} kiimesi aligilmug siralamayla verilsin. Tanum 9.4'ndeki B ailesinin biitiin elemanlarini
yazinz ve X tizerindeki sira topolojisini belirleyiniz.

f) R x R sozlitk siras:1 topolojisiyle verilsin. Dikey dogru {a} x R kiimesinin acik oldugunu gésteriniz.
Yatay acik dogru pargasi (a, c¢) x {b} kiimesinin (a < ¢) agik olmadigini gosteriniz.

Coziim.

a) 2 < z < 5 olan pozitif tam sayilar 3 ve 4’tiir: (2,5) = {3, 4}; bu bir acik aralik, yani (1) tiiriinden
bir baz elemanidir. 1 < x < 4 olanlar 1,2, 3’tiir: [1,4) = {1, 2, 3}; 1 en kii¢iik eleman oldugundan bu,
(2) turtinden bir baz elemanidir. z > 3 olanlar 4, 5, 6, ... sayilaridir: (3, +00) = {4, 5,6, ...}; bu bir agik
1sindur.

b) Z’nin en kii¢iik elemani yoktur (n — 1 < n) ve en biyiik elemani yoktur (n < n 4 1); bu ylizden baz
yalnizca acik araliklardan olusur. Hern € Zicinn — 1ven + 1tamsayidirn —1 <n+1lven—1<
x < n + 1 kosulunu saglayan tek tam say1n’dir. Dolayisiyla {n} = (n — 1,n + 1) bir baz elemani, yani
acik bir kiimedir. Her A C Z alt kiimesi A = UnE A {n} bi¢iminde a¢ik kiimelerin birlesimi oldugundan
agiktir; topoloji P(Z), yani ayrik topolojidir. Z*dan farki, n = 1 igin (2) tiiriinden [1, 2) baz elemanina
ihtiya¢ duyulmasiydi; Z’de en kiiciik eleman olmadigindan yalmzca (1) tiirii kullanilir.

¢) Bir kiimenin kapali olmasi, tiimleyeninin agik olmasi demektir. [a, +00) kiimesinin tiimleyeni, z >
a olmayan, yani (S1) geregi < a olan elemanlarin kiimesidir:

X\ [a,+00) = (—00,a).

Onerme 9.2’e gére (—oo, a) aciktir; dolayisiyla [a, +00) kapalidir. Ayni bicimde X \ (—oc0,a] = {z €
X 1z > a} = (a,+00) agik oldugundan (—o0, a] kapalidir.
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d) [a, b] kiimesinin tiimleyenini bulalm. z ¢ [a, b] olmasi, “a < z ve < b” ifadesinin yanlig olmasi,
yani z < a veya b < x olmasi demektir. O halde

X\ [aa b] = (700704) U (ba +OO)

Onerme 9.2’e gore iki acik 151n da agiktir ve iki acik kiimenin birlesimi (T3) geregi aciktir. Tiimleyeni
acik oldugundan [a, b] kapalidir.

e) X’in en kiigiik elemani 1, en bityiik elemani 3’tiir. Acik araliklar: a < b ¢iftleri (1, 2), (1, 3), (2, 3)’tiir
ve (1,2) =@, (1,3) = {2}, (2,3) = @. (2) tiiri: [1,2) = {1}, [1, 3) = {1, 2}. (3) turti: (1, 3] = {2, 3},
(2,3] = {3}. Boylece

B = {Q’ {1}’ {2}’ {3}’ {17 2}7 {273}}'

Biitiin tek noktali kiimeler B’de oldugundan her alt kiime baz elemanlarinin birlegimidir; sira topolojisi
P(X), yani ayrik topolojidir. (Aymu akil yiiriitme her sonlu tam sirali kiime i¢in gecerlidir: her elemanin
hemen 6ncesi ve hemen sonrasi vardir.)

f) Dikey dogru agiktir. Ornek 9.3'ne gore her b < d i¢in {a} x (b,d) = (a x b,a x d) bir baz eleman,
dolayisiyla agiktir. Dikey dogru bu kiimelerin birlesimidir:

{a} xR = U {a} X (_nvn)’

nezt

cinkithery € Rigin | y | < n olacak bir pozitif tam say1 n vardir. Agik kiimelerin birlesimi oldugundan
{a} x R agiktir.

Yatay dogru parcast agik degildir. U = (a, ¢) x {b} olsunve U’nun agik oldugunu varsayahm. z, = %=¢
alalim; £y x b € U. U agik oldugundan, bazin tanimi geregi z, X b € B C U olacak bir baz elemam
B = (pxgq,rxs) vardir. z; x b € B oldugundan p X ¢ < zy X b < r x s, dolayisiyla p < zy < 7.
Simdi B’nin x, dikey dogrusu tizerinde b’den farkli bir nokta icerdigini gésterelim; bu nokta U’da
olamayacagindan B C U ile ¢elisir.

« p<zy<riseheryicinz, X y € B; 6zel olarak zy x (b+ 1) € B.

s p=1xy <risexy; x y € Bolmasiicin ¢ < y yeter; z, X b € B oldugundan g < b, dolayisiyla = x
(b+1)eB.

s p<1zy=risex, Xy € Bolmasiiginy < s yeter; b < s oldugundan z, x (b —1) € B.

s p=u1xy=rise B={x,} x (¢,5) ve ¢ < b < s; bile s arasinda bir y secilirse z, x y € Bvey # b.

Her durumda B, z, x y biciminde ve y # b olan bir nokta icerir; bu nokta U’da degildir, ¢iinkii U’nun
biitiin noktalarinin ikinci bilegeni b’dir. Bu B C U ile ¢elisir. O hélde U acik degildir.
|

Sira topolojisi tek bir kiimenin siralamasindan tiretildi. Bir sonraki boliimde iki topolojik uzayin kartezyen
carpimu iizerine, her iki uzayin agik kiimelerini kullanarak dogal bir topoloji kuracagiz: Carpim Topolojisi.
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10.1

10. Carpim Topolojisi

Sira Topolojisi bolimiinde, sirali bir kiime tizerinde acik araliklardan yola cikarak bir topoloji kurduk.
Bu béliimde bagka bir dogal kurma iglemine geciyoruz: elimizde iki topolojik uzay X ve Y varsa, Indisli
Aileler ve Kartezyen Carpim bélimiinde tanimladigimiz X x Y = {(z,y) : ¢ € X,y € Y} kartezyen
carpimu uzerinde bir topoloji tanimlamanin standart bir yolu vardir. Buna ¢arpim topolojisi (product
topology) denir.

Fikir basittir. X in acik bir U kiimesiyle ¥ nin a¢ik bir V kiimesini alip U x V' “dikdértgenini” kurariz.
Diizlemde R x R = R? icin bu, iki acik araligin carpimi olan acik bir dikdértgendir. Biitiin bu dikdért-
genlerin ailesi bir baz olusturur; carpim topolojisi bu bazin tirettigi topolojidir. Bu béliimde 6nce bu ailenin
gercekten bir baz oldugunu ispatlayacak, sonra X ve Y nin bazlarindan X X Y i¢in daha kii¢iik bir baz
kurmay1 6grenecegiz. Boylece diizlemin aligilmig topolojisinin, agik dikdortgenlerin iirettigi topolojiden
baska bir sey olmadigini gérecegiz.

Boliimiin ikinci yarisinda izdiisiim (projection) fonksiyonlarini tanimliyoruz: 7, (z, y) = z ve my (2, y) =
y. Acik kiimelerin izdiisiim altindaki ters gortuntileri “dikey” ve “yatay” seritlerdir; iki seridin kesisimi bir
dikdortgendir. Bu goézlem, ¢arpim topolojisini daha az ve daha basit kiimeyle, yani bir alt bazla betimle-
memizi saglar. B6lim boyunca Baz ve Alt Baz boliimiindeki kavramlari sik sik kullanacagiz; énce onlar1
kisaca hatirlayalim.

1 Hatirlatma: baz, bazin iirettigi topoloji ve alt baz

Baz ve Alt Baz bolimiinden sunlar: kullanacagiz.

« Bir X kiimesi iizerinde B C P (X)) ailesine baz denir; bunun i¢in iki kogul gerekir. (B1) Her z € X
icin z € B olacak bicimde bir B € B vardir. (B2) B;, B, € Bvex € BN Byisex € B; C B; N
B, olacak bicimde bir B; € B vardir.

+ B’nin uirettigi topoloji: U C X kiimesi agiktir ancak ve ancak her € U icin x € B C U olacak
bi¢imde bir B € B vardir. Buna denk olarak, agik kiimeler tam olarak baz elemanlarinin (keyfi)
birlesimleridir. Ozel olarak her baz elemani aciktir.

« Baz ol¢iitit: (X, 7) bir topolojik uzay, € ise X in a¢ik kiimelerinden olusan bir aile olsun. Her acik
UC Xveherz € Uicinz € C C U olacak bigimde bir C' € € varsa C, T topolojisi i¢in bir bazdur.

« Alt baz: birlesimi X e esit olan bir § C P(X) ailesi. 8’nin iirettigi topoloji, § elemanlarinin sonlu
kesisimlerinin biitiin birlesimlerinden olusan ailedir; bu ailenin gercekten bir topoloji oldugu o
bolimde ispatlanmugtir.

Carpim Topolojisinin Tanimi

X veY topolojik uzaylar olsun. Kurmak istedigimiz baz, X in bir agik kiimesiyle Y 'nin bir a¢ik kiimesinin
carpimt olan biitiin kiimelerden olusur:

B={UxV:UCX agk,VCVY agk}.

Bir topolojiyi “bu bazin iirettigi topoloji” diye tanimlayabilmemiz i¢in 6nce B’nin gergekten baz kogulla-
rin1 sagladigini gostermemiz gerekir. Ana gozlem sudur: iki dikdortgenin kesisimi yine bir dikdortgendir.

Lemma 10.1 (A¢ik Dikdortgenler Bir Bazdir). X veY topolojik uzaylar olsun.U C X agikveV CY
acik olmak iizere U x V bicimindeki biitiin kiimelerin ailesi B, X x Y kiimesi iizerinde bir bazdir. Ustelik
U,,U, C X veV;,V, CY herhangi kiimeler olmak iizere

(U x V)N (U x V) = (U NT;) x (Vi NV,)

esitligi gecerlidir.
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Sekil 10.1: Iki agik dikdortgenin kesisimi yine bir agik dikdortgendir. U, x V, ve U, x V, dikdortgenlerinin

ortak bolgesi, yatay eksendeki U; n U, ile dikey eksendeki V; n V, araliklarinin ¢arpimidir. Bir nokta iki

dikdortgende de bulunuyorsa birinci bileseni iki U'da, ikinci bileseni iki V'de birden yer alir; baz kosulu (B2)
tam olarak bu gézleme dayanir.

Ispat.

Once kesisim esitligini gosterelim. Bir (a, b) swral ikilisi alalim. Kartezyen ¢carpimin tanimi geregi (a, b) €
U, x V] olmasi, a € U, ve b € V] olmasi demektir; ayni bigcimde (a,b) € U, x V, olmasia € U, veb €
V, demektir. Bu yiizden

(a,0) e Uy xV))NUyxVy) = aclU,acely,beVj,beV, < aclU NU, ve beV,NV, < (a,b) € (U;N0,) x (V; NV,).

Iki kiimenin elemanlart ayni oldugundan kiimeler esittir.

Simdi baz kosullarini denetleyelim.

(B1) Topoloji aksiyomu (T1) geregi X, X ’te acik ve Y, Y 'de agiktir. Bu yiizden X x Y € B. Her (z,y) €
X x 'Y noktast bu baz elemaninin icindedir; yani (B1) saglanir.

(B2) B, = U, x V; ve B, = U, x V, iki baz elemany, (z,y) € B; N B, olsun. Az énce ispatladigimiz
esitlik geregi

BN By, = (U;NU,) x (V; NV).

U, ve U, kiimeleri X ’te agik oldugundan, aksiyom (T2) geregi U; N U, de X ’te acgiktir; ayni gerekgeyle
Vi NV, kiimesi Y “de agiktir. Bu yiizden By := (U; N Uy) x (V; N'V;) kiimesi B nin bir elemanidir. By =
B, N B, oldugundan (z,y) € B; ve By C By N B, saglanir; yani (B2) de dogrudur.

Her iki kosul saglandigindan B bir bazdr.

|

Ispatin 6zii: iki acik dikddrtgenin kesisimi yalnizca bir dikdortgenin i¢inde kalmakla kalmaz, kendisi de
acik bir dikdortgendir. Artik tanimu verebiliriz.

Tanim 10.1 (Carpim Topolojisi). X ve Y topolojik uzaylar olsun. X x Y tizerindeki carpim topo-
lojisi (product topology), U C X agik ve V C Y agik olmak tizere U x V bi¢imindeki biitiin kiimelerin
ailesi B’yi baz kabul eden topolojidir. X x Y kiimesi bu topolojiyle birlikte X ve Y ’nin ¢arpim uzay1
olarak adlandirilir.
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Yani W C X x Y kiimesi carpim topolojisinde aciktir ancak ve ancak W’nin her (z,y) noktas: icin
(z,y) € U x V C W olacak bicimde X te acik bir U ve Y’de acik bir V' vardir. Buna denk olarak, X x
Y ’nin acik kiimeleri tam olarak U x V bicimindeki kiimelerin birlesimleridir.

Tanimdan hemen ¢ikan iki gézlemi not edelim. Birincisi, her baz elemani agik oldugundan, U C X ve V C
Y acik oldugunda U x V kiimesi X x Y’de aciktir. Ikincisi, X X Y nin kendisi ve bos kiime bazdadur;
cinki X xY € Bveg =0 xY € B.

Somut bir 6rnekle baglayalim.

Ornek 10.1 (Sonlu Bir Carpim Uzay1). X = {1,2,3} kiimesi iizerinde 7y = {@&, {1},{1,2}, X}
topolojisini, Y = {a, b} kiimesi iizerinde de en kaba topoloji 7y = {@&, Y'}’yi alalm. X X Y iizerindeki
carpim topolojisinin bazini ve biitiin agik kiimelerini bulunuz. {(1,a)} kiimesi a¢ik midir?

Cozim.
X x Y kimesinin alt1 elemam vardur: (1,a), (1,b), (2,a), (2,b), (3, a), (3,b). Baz elemanlar1 U € 7x
ve V € 7y olmak tizere U x V kimeleridir. V = @ise U x V = &; V =Y ise dort secenek cikar:

XY =3, {1} xY ={(1,a),(1,b)}, {1,2} xY ={(1,a),(1,b),(2,a),(2,b)}, X xY.

Dolayisiyla B = {@, {1} x Y, {1,2} x Y, X x Y}. Agik kiimeler baz elemanlarinin birlegimleridir.
Bu dért kiime i¢ ice oldugundan (& C {1} x Y C {1,2} x Y C X x Y) herhangi birka¢inin birlegimi
yine iclerinden en biiyiigiine esittir. Bu yiizden ¢arpim topolojisi tam olarak

T={2, {1} xY,{1,2} xY, X x Y}

ailesidir; dort agik kiime vardir.

{(1,a)} kiimesi acik degildir: (1, a) noktasini iceren her baz eleman1 U x Y bicimindedir ve 1 € U
oldugundan (1,b) noktasini da igerir. Bu yiizden (1,a) € U x V C {(1,a)} olacak bi¢cimde bir baz
elemani yoktur. Sezgisel olarak Y nin topolojisi a ile b’yi birbirinden ayiramadig: i¢in carpim uzay: da
(1,a) ile (1,b)’yi aywramaz.

]

Her agik kiime bir dikdortgen degildir

Carpim topolojisinin acik kiimeleri U x V' bicimindeki kiimelerin birlesimleridir; tek bir U x V
olmak zorunda degildirler. Ornegin R? diizlemindeki acik birim daire D = {(z,y) : z? + y* < 1}
aciktir (bu bolimiin alistirmalarinda gosterilecek) ama bir carpim degildir. Gergekten D =U x V
olsayds, (9/10,0) € D oldugundan 9/10 € U, (0,9/10) € D oldugundan 9/10 € V olurdu; o zaman
(9/10,9/10) € U x V = D gerekirdi. Oysa (9/10)% + (9/10)% = 162/100 > 1; geliski.

Bazlardan Baz

Carpim topolojisinin tanimindaki baz, X ve Y nin biitiin acik kiimelerinin ¢arpimlarindan olusur; bu
genellikle ¢ok bityiik bir ailedir. Uygulamada X ve Y ’'nin topolojileri ¢ogu zaman bir bazla verilir: 6rnegin
R’nin standart topolojisi acik araliklarla verilir. Su soru dogaldir: yalnizca baz elemanlarinin ¢arpimlarini
alsak yine bir baz elde eder miyiz? Asagidaki teorem evet der. Bu sayede R? icin agik araliklarin carpimi
olan dikdortgenler yeterli olacaktir.

Teorem 10.1 (Bazlardan Carpim Bazi Kurma). 3B, X'’in topolojisi i¢in bir baz ve C, Y 'nin topolojisi
i¢in bir baz olsun. O zaman

D={BxC:BeB,CelC}
ailesi, X X Y iizerindeki carpim topolojisi igin bir bazdur.
ispat.

Hatirlatmadaki baz él¢iitiinii uygulayacagiz. Bunun icin iki sey gerekir: D nin elemanlarinin X x Y 'de
actk olmasi ve her acik kiimenin her noktasinin, o kiimenin icinde kalan bir D elemanina diismesi.
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Once D’nin elemanlari aciktir: B € B olsun. Baz elemanlart iirettikleri topolojide acik oldugundan B,
X ’te agiktir; ayni gerekgeyle C € C kiimesi 'Y “de agiktir. Bu yiizden B x C ¢arpim topolojisinin bir baz
elemanidir, dolayisiyla X x Y 'de aciktir.

Simdi X X Y ’nin acgik bir W kiimesi ve bir (z,y) € W noktasi verilsin. Carpim topolojisinin tanimi
geregi (z,y) € U x V. C W olacak bigimde X ’te agik bir U ve Y “de agik bir V vardwr. (x,y) € U x V
oldugundanx € U vey € V dir.

B, X’in topolojisi igin bir baz ve U, x i igeren agik bir kiime oldugundan, bazin iirettigi topolojinin tanimi
geregix € B C U olacak bicimde bir B € B segebiliriz. Ayni bicimde C,Y igin bir baz ve V, y’yi iceren
agik bir kiime oldugundany € C C V olacak bi¢imde bir C € C segebiliriz.

x € B vey € C oldugundan (z,y) € B x C’dir. Ayrica B C U ve C CV oldugundan B x C C U x
Vdir; ¢iinkii (a,b) € Bx Cisea € BC U veb € C CV, dolayisiyla (a,b) € U x V. Boylece

(z,y) e BxCCUXxV CW.

Bu, D ailesinin baz élgiitiiniin kosulunu sagladigini gésterir: her agik W ve her (z,y) € W igin (z,y) €
D C W olacak bigimde bir D = B x C € D vardw. Bu yiizden D, X x Y ’nin ¢arpim topolojisi igin bir
bazdur.

|

Ispatin 6zii: bir acik dikddrtgen U X V’nin icindeki her noktay1, U nun icinde bir B elemaniyla ve V’nin
icinde bir € elemanyla sikistirip daha kiigiik bir dikdértgen B x C' elde ederiz.

Diizlemin Standart Topolojisi

R tizerinde standart bir topolojimiz var: Sira Topolojisi bélimiinde gordiigiimiiz gibi bu, R’nin aligilmig
siralamasindan gelen sira topolojisidir ve a < b olmak tizere (a, b) agik araliklari onun i¢in bir bazdir. Bu
topolojinin kendisiyle ¢carpimi, diizlemin alisilmis topolojisini verir.

Ornek 10.2 (Diizlemin Standart Topolojisi). R iizerindeki standart topolojinin kendisiyle carpimina
R x R = R? iizerindeki standart topoloji denir. Sunu gosteriniz:

D ={(a,b) x (¢,d) : a,b,c,d e R,a < b,c < d}
ailesi R?’nin standart topolojisi i¢in bir bazdir.

Cozim.

Tanim geregi R?’nin standart topolojisinin bazi, U ve V, R’de acik olmak iizere biitiin U x V kiime-
lerinden olusur. Bu aile ¢ok buiytiktiir; ¢iinkit R’nin bir agik kiimesi sonsuz sayida araligin birlesimi
olabilir. Teorem 10.1 ¢ok daha kiigiik bir ailenin yeterli oldugunu soyler.

B = {(a,b) : a < b} acik araliklar ailesi R’nin standart topolojisi i¢in bir bazdir. Teoremde hem X =
R hem de Y = R i¢in bu baz1 alalim: B = €. Teorem geregi

{BxC:BeB,CelC}={(a,b) x(c,d):a<bc<d}=D

ailesi R x R’nin carpim topolojisi, yani R?’nin standart topolojisi i¢in bir bazdur.

Her (a,b) X (e, d) kiimesi, késeleri (a, ¢), (b, ¢), (b,d), (a,d) olan dikdértgenin kenarlar: harig i¢idir;
clinkii (z,y) € (a,b) x (c,d) olmasi a < < b ve ¢ < y < d demektir. Sonug olarak R?’nin standart
topolojisi, Baz ve Alt Baz boliimiinde diizlemdeki acgik dikdortgenlerin iirettigi topoloji olarak incele-
digimiz topolojinin ta kendisidir.

|

Bu ornek, carpim topolojisinin tanimini ilk bakista soyut kilan biiyiik bazin aslinda zararsiz oldugunu
gosterir: dizlemde bir kiimenin acik olup olmadigim anlamak icin her noktasinin etrafina acik bir
dikdortgen sigdirabilmek yeterlidir.
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Izdiisiimler

Carpim uzayr X X Y ile carpanlar1 X ve Y arasinda iki dogal fonksiyon vardir: bir noktanin birinci ve
ikinci bilegenini veren fonksiyonlar.

Tanim 10.2 (izdiisiim Fonksiyonlar1). X ve Y topolojik uzaylar olsun.
m X XY > X, m(z,y) =z

ve
T X XY =Y, (T, y) =y

fonksiyonlarina sirasiyla X X Y ’nin birinci ¢arpana izdiigiimii ve ikinci ¢carpana izdiisiimii (projec-
tions onto the first and second factors) denir.

Yani 7r; bir noktanin birinci koordinatini, 7, ikinci koordinatini verir; diizlemde 74, (z, y) noktasini yatay
eksene, 7, ise dikey eksene dik olarak yansitir.

Izdiisiimlerin bizi ilgilendiren &zellikleri sunlardir: carpanlar bos degilse izdiisiimler rtendir ve acik bir
kiimenin izdiigtim altindaki ters gorintiisii bir “serittir. Bu geritler bir sonraki teoremin yapi taslaridir.

Onerme 10.1 (izdiisiimlerin Temel Ozellikleri). X ve Y topolojik uzaylar olsun.

1. X + @ veY # & isew, vemw, ortendir.
2.HerU C X ve her V CY igin

m(U)=UxY ve (V) =X xV.

Ozel olarak U, X ’te acik ise w71 (U) kiimesi X x Y 'de agiktir; V., Y ’de agik ise w51 (V') kiimesi X x Y 'de
aciktur.
3. HerU C X veV CY igin

AN U) N (V) =U x V.

Ispat.

1. 7, ’in orten oldugunu gosterelim. Bir x € X verilsin.Y # @& oldugundan biry, € Y elemani segebiliriz.
O zaman (x,y,) € X x Y ve tanim geregi m,(x,y,) = x tir. Yani X ’in her elemani 7, 'in goriintiisiin-
dedir; m, ortendir. Ayni bigimde, bir y € Y wverildifinde X # @& oldugundan bir z, € X segilir ve
mo(Zg,y) = y olur; bu yiizden m, de értendir.

2. Ters goriintiniin tanimini hatirlayalim: 71 (U) = {(z,y) € X x Y : 7 (x,y) € U}. Bir (z,y) €
X XY noktasi igin

(z,y) e (U) & m(z,y) €U zeU < (z,y) €U X Y;
son denkliktey € Y kosulunun zaten saglandigini kullandik. Bu yiizden 771 (U) = U x Y. Aynmi bigimde
(r,y) €em (V) & my(z,y) eVeoyeV e (r,y) € X xV,

yaniTy 1 (V) = X x V.

Simdi U, X ’te agik olsun. Y kiimesi (T1) geregi Y ’de acik oldugundan U X Y ¢arpim topolojisinin bir baz
elemanidir; baz elemanlart agik oldugundan 77 (U) = U x Y kiimesi X x Y 'de agiktir. Ayni gerekgeyle
V,Y de agik ise 731 (V) = X x V kiimesi de X x Y 'de agiktir.

3. Madde 2 ve Lemma 10.1'daki kesisim esitligi geregi

NN (V) =(UxY)N(XxV)=UnX)x(YNV)=UxV;

burada U C X oldugundanU N X =U veV CY oldugundanY NV =V oldugunu kullandik.
|

Diizlemde diisiiniirsek: U C R acik bir aralik iken 717! (U) = U x R sonsuz uzunlukta dikey bir serit,
V acik bir aralik iken 751 (V) =R x V yatay bir serittir. Iki seridin kesistigi yer tam olarak U x V'

Acik Matematik - acik-matematik.com 117 CC BY-NC-SA 4.0


https://acik-matematik.com
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.tr

10.5

118 Boliim 10. Carpim Topolojisi

dikdortgenidir. Demek ki ¢arpim topolojisinin her baz elemani, izdiistim ters goriintiilerinden iki tanesinin
kesisimi olarak yazilabilir. Bu gézlem bizi bir sonraki teoreme gotiiriir.

1 Bos carpan durumu

X ya da Y bos kiimeyse X x Y de bostur; o zaman X X Y iizerindeki tek topoloji {@} dir ve
izdiisiimlerle ilgili bitiin tartigma bos kiitmeden ibaret kalir. Bu yiizden izdiistimler i¢in “6rten” derken
carpanlarin bos olmadigini varsayiyoruz. Asagidaki teorem ise bog durumda da dogrudur; ispat1 bos
durumu ayrica ele almay: gerektirmez.

Carpim Topolojisinin Alt Bazi

Bir topolojiyi bazla vermek yerine alt bazla vermek, onu daha az ve daha basit kiimeyle betimlemek
demektir: sonlu kesisimleri alma isini topolojiye birakiriz. Carpim topolojisi i¢in en dogal alt baz, izdi-
siimlerin acik kiimeler tizerindeki ters goriintiileridir; ¢iinkii az 6nce gérdigimiz gibi her baz elemam
U x V, iki ters goriintiniin kesisimidir.

Teorem 10.2 (izdiisiim Ters Goriintiileri Bir Alt Bazdir). X veY topolojik uzaylar olsun.
S={n7'(U):UCX agk}U{r*(V):V CY aqk}
ailesi, X X Y iizerindeki carpim topolojisi igin bir alt bazdur.

Ispat.

7, X X Y iizerindeki carpim topolojisini; 7' ise 8 'nin iirettigi topolojiyi géstersin. Gostermemiz gereken
sey T’ = 7 esitligidir; bunu iki kapsama olarak ispatlayacagiz. Once 8 nin gergekten bir alt baz oldugunu,
yani birlesiminin X x Y oldugunu gorelim: X, X ’te agik oldugundan n7*(X) = X x Y kiimesi §’nin
bir elemanidir (Onerme 10.1, madde 2); bu yiizden 8 nin birlesimi X x Y ’ye esittir ve 7/ tanimhidur.

1/ C 7. 8 nin her elemani 7’ya aittir: U, X 'te agik ise 77 *(U) = U x Y ve V, Y 'de agik ise 7y 1 (V) =
X x V kiimeleri Onerme 10.1 geregi X X Y ’de aciktwr. Simdi 7’ °niin bir elemanini alalim; alt bazin
urettigi topolojinin tanimi geregi bu, 8’ nin elemanlarinin sonlu kesisimlerinin bir birlesimidir. Bu sonlu
kesisimlerin her biri T°dadir; ¢iinkii kesisilen kiimeler T°da ve T, aksiyom (12) geregi sonlu kesisim altinda
kapalidir (ikiden ¢ok kiime icin aksiyom art arda uygulanir). Bunlarin birlesimi de 7 ’dadir; ¢iinkii T,
aksiyom (T3) geregi keyfi birlesim altinda kapalidir. Boylece 7/ ’'niin her elemani 7’ya aittir; yani 7/ C 7.
7 C 7’. Once 7’nun baz elemanlarinin 7/ °de oldugunu gorelim. U C X ve V CY acik olmak iizere bir
U x V baz elemani alalim. Onerme 10.1, madde 3 geregi

UxV=xa'(U)nrz1 (V).

Sag taraf, §’nin iki elemaninin kesisimidir; yani § elemanlarinin sonlu bir kesisimidir. Alt bazin iirettigi
topoloji biitiin bu sonlu kesisimleri (tek elemanl birlesim olarak) icerdifinden U x V € 7/ olur.

Simdi T’nun herhangi bir W elemanini alalim. Bazin urettigi topolojinin tanimi geregi W, baz eleman-
larimin bir birlesimidir: W = UieI(Ui x V) olacak bicimde a¢ik U; C X ve V, CY kiimeleri vardir. Az
dnce gosterdigimiz gibi her U; x V; kiimesi 7’ ’ye aittir. 7" bir topoloji oldugundan keyfi birlesim altinda
kapalidir; bu yiizden W € 7', Boylece T C 7.

Iki kapsama birlikte T = 7' verir; yani 8 ’nin iirettigi topoloji carpim topolojisinin ta kendisidir. Bu da
&’nin ¢arpim topolojisi icin bir alt baz olmasi demektir.

|

Ispatin &zii: seritler aciktir, dolayisiyla seritlerden iiretilen topoloji carpim topolojisinden daha ince
olamaz; 6te yandan her dikdortgen iki seridin kesigimi oldugundan carpim topolojisinin biitin agik
kiimeleri seritlerden turetilebilir.

Acgik Matematik - acik-matematik.com 118 CC BY-NC-SA 4.0


https://acik-matematik.com
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.tr

10.5 Carpim Topolojisinin Alt Bazi 119

Alt baz, baz olmak zorunda degildir

8 ailesi genel olarak bir baz degildir. R%’de (0, 1) x (0, 1) acik dikdértgenini ve icindeki (1/2,1/2)
noktasini diigiinelim. &’nin her elemani ya U X R ya da R x V bi¢imindedir. (1/2,1/2) noktasim
iceren bir U x R seridi (1/2,5) noktasi da igerir; R x V seridi ise (5,1/2) noktasin icerir. Bu
noktalarin higbiri (0,1) x (0,1)’de degildir. Bu yiizden (1/2,1/2) noktasin igerip (0,1) x (0,1)’in
icinde kalan bir § eleman:i yoktur; oysa bir baz i¢in bu gerekirdi. Alt bazin giicii tam da burada:
sonlu kesigimler alinmadan 6nce bu kiimeler dikdortgenleri yakalayamaz, kesisimler alindiktan sonra
yakalar.

10.6 Alistirmalar

Alistirma 10.1 (Carpim Topolojisi Uzerine Alistirmalar). a) X = {1,2} iizerinde 7y =
{@,{1}, X} topolojisi, Y = {a, b} lizerinde ayrik topoloji verilsin. X x Y {izerindeki ¢arpim topoloji-
sinin bazin ve biitiin acik kiimelerini bulunuz. {(2, a)} kiimesi agik midir?

b) A = {(z,y) € R? : z > 0} kiimesinin (sag yar1 diizlem) R?’nin standart topolojisinde agik oldugunu
gosteriniz.

¢) Acik birim daire D = {(z,y) € R? : 22 4+ y? < 1} kiimesinin R*’nin standart topolojisinde agik oldu-
gunu gosteriniz.

d) Késegen A = {(z,z) : = € R} kiimesinin R?’nin standart topolojisinde kapali oldugunu gésteriniz.
e) X ve Y ayrik topolojiye sahipse X x Y tizerindeki ¢arpim topolojisinin de ayrik topoloji oldugunu
gosteriniz.

f) A C X ve B C Y kapali kiimelerse A x B kiimesinin X x Y de kapali oldugunu gosteriniz.

g) W C X x Y acgikise m; (W) kiimesinin X te ve 7, (W) kiimesinin Y’de a¢ik oldugunu gosteriniz. (Yani
izdiigtimler acik kiimeleri acik kiimelere gotiiriir.)

Cozim.
a) X xY ={(1,a),(1,b),(2,a),(2,b)}. Y tizerindeki ayrik topolojide &, {a}, {b}, Y kiimeleri aciktir.
Bos olmayan baz elemanlan U € {{1}, X} ve V € {{a}, {b}, Y} olmak tizere U x V kiimeleridir:

{La)}, {10} {Lae), 1)}, {(1ae),2ae} {(1,0),2,0)} XxY.

Agik kiimeler bunlarin birlesimleridir. {(1,a)} ve {(1,b)} ayr ayr agik oldugundan, 1’i birinci
bilesen olarak tagiyan noktalarin her alt kiimesi aciktir; (2, a) ve (2, b) noktalari ise yalnizca sirasiyla
{(1,0a),(2,a)}, {(1,b),(2,b)} ve X X Y baz elemanlarinda bulunur. Birlesimleri tek tek yazarsak a¢ik
kiimeler sunlardur:

2,{1,a)}, {(1,0)}, {(1,0),(1,0)},{(1,a),(2,0)},{(1,0), (2,0)}, {(1,a), (1,0), (2,0)}, {(1,a), (1,0), (2,0)}, X x Y.

Toplam dokuz agik kiime vardir. {(2, a)} agik degildir: (2, a) noktasini iceren bir baz eleman1 U x V’de
2 € U olmalidir, 7y te 2’yi iceren tek agik kiime X oldugundan U = X 'tir; o zaman (1,a) e U x V
olur. Yani (2,a) € U x V C {(2, a)} olacak bicimde bir baz elemam yoktur.

b) A = (0, 00) x R’dir; ¢iinkii (z,y) € A olmasi z € (0,00) ve y € R olmast demektir. (0, co) kiimesi
R’nin standart topolojisinde agiktir (her z > 0 i¢in z € (0, 2x) C (0, 00) oldugundan) ve R agiktir. Bu
yizden A = (0,00) x R carpim topolojisinin bir baz elemanidir, dolayisiyla aciktir. Bagka bir deyisle
A = 771((0,00)) bir alt baz elemanidir.

c)Her (2, y,) € D noktasiicin (zq,yy) € (xg — 9,2y + ) X (Yo — J,yy + I) C D olacak bigcimde bir
d > 0 bulmak yeterlidir; ¢iinkii o zaman Ornek 10.2’deki baz elemanlar1 D’nin her noktasinin etrafina
sigar ve D acik olur.

(7g,Yg) € D olsun ve ry = y/x3 + y2 diyelim; 7y < 1’dir. § = (1 —r,)/2 > 0 secelim. Bir (z,y) €
(xg— 9,29+ 6) X (yy — 0,y + 0) noktast alalim. O zaman |  — z, | < d ve | y — y, | < & oldugun-
dan

V@ —20)2 + (Y —y)2 < Vo2 +82=V25<20=1—r,.

Uggen esitsizligi geregi (z, y) noktasinin baslangi¢ noktasina uzakligi, (z,, y,) 1n uzakligs ile iki nokta
arasindaki uzakligin toplamini agmaz:
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vx2+y2S\/w%+y3+\/(w—wo)2+<y—yo)2<To+(1—7’o)=1-

Bu yiizden (z,y) € D. Bdylece D’nin her noktasi, D’'nin i¢inde kalan acik bir dikdortgene aittir; D
aciktir.

d) Tiimleyeni R? \ A = {(a,b) : a # b} kiimesinin acik oldugunu gosterecegiz. (a,b) € R? \ A olsun;
a#boldufundane =|a—b|/2>0di. R=(a—¢,a+¢) x (b—¢,b+¢) dikdortgenini alalim.
|la—a|=0<eve|b—b|=0< eoldugundan (a,b) € R'dir. iddia: RN A = &. Aksine (z,z) €
Rolsaydi| a —z | <eve| z —b | < ¢ olur, licgen esitsizligiyle

la—b|<|a—z|+|z—b|<2e=|a—0b]

celigkisi cikardi. Bu yiizden R C R? \ A. Tiimleyenin her noktasi, tiimleyenin icinde kalan bir baz
elemanina ait oldugundan R? \ A aciktir; dolayisiyla A kapalidir.

e) Bir (z,y) € X x Y noktasi alahm. Ayrik topolojide her alt kiime acik oldugundan {z}, X te ve
{y}, Y’de aciktir. Bu ytizden {z} x {y} = {(z, y)} carpim topolojisinin bir baz elemanidir, dolayisiyla
agiktir. Simdi herhangi bir W C X x Y alalim; W = (z’y)ew{(a:, y)} acik kiimelerin birlesimi oldu-
gundan (T3) geregi agiktir. Her alt kiitme agik olduguna gore ¢arpim topolojisi ayrik topolojidir.

f) Once bir kiime esitligi: (X xY)\ (A x B) = ((X\A) xY )U (X x(Y\B)). Gergekten,
(z,y) € X x Y noktas1 A x B’de degildir ancak ve ancak “z € Avey € B” yanlistir, yani z ¢ A veya
y ¢ Bdir; ilk durum (z,y) € (X \ A) x Y, ikincisi (z,y) € X x (Y \ B) demektir.

A kapali oldugundan X \ A aciktir ve Y agiktir; bu yiizden (X \ A) X Y bir baz elemani, dolayisiyla
aciktir. Ayni gerekceyle X x (Y \ B) aciktir. Iki agik kiimenin birlesimi (T3) geregi agik oldugundan
(X xY)\ (A x B) agiktir; yani A x B kapalidur.

g) W acik oldugundan baz elemanlarinin birlesimidir: W = UZ_e I(UZ x V), burada her U;, X te ve her
V., Y’de agiktir. V. = & olan indisler i¢in U; x V, = & oldugundan bunlar1 birlesimden atabiliriz; bu
yiizden her i € I igin V, # & varsayalim. Iddia: ) (W) = Uie] U,.

x € m (W) ise m1(z,y) = z olan bir (z,y) € W vardir; (z,y) bir U; x V;’ye aittir, dolayisiyla x € U,.
Tersine = € U, ise V, #+ @& oldugundan bir y € V] secilir, (z,y) € U; x V, C W ve 7 (z,y) = z olur;
yani z € m;(W). Boylece m, (W) = UiE ; Ui, acik kiimelerin birlesimi olarak (T3) geregi X te agiktr.
my (W) = Uie ; Vi esitligi de ayni bicimde gésterilir (U; = @ olan terimler atilarak) ve my(W), Y’de
aciktir.

]

Carpim uzayi, verilen uzaylardan yeni uzay kurmanin ilk yoluydu; simdi bir uzayin alt kiimelerine, o
uzaydan miras kalan dogal topolojiyi verecegiz: Alt Uzay Topolojisi.
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11.1

11. Alt Uzay Topolojisi

Carpim Topolojisi boluminde iki topolojik uzaydan yeni bir topolojik uzay kurduk. Bu béliimde ters
yonde bir soru soruyoruz: elimizde bir (X, 7) topolojik uzay1 ve onun bir Y C X alt kiimesi varsa, ¥
iizerinde X’in topolojisinden “miras kalan” dogal bir topoloji var midir? Ornegin [0, 1] aralig1 gergel
dogrunun bir alt kiimesidir; R tizerindeki standart topolojiyi kullanarak [0, 1] tizerinde bir topoloji tanim-
layabilir miyiz?

Cevap evet ve yontem c¢ok basittir: X’in her acik kiimesini Y ile kesistiririz. Elde edilen kesisimlerin
ailesi Y tizerinde bir topolojidir; buna alt uzay topolojisi (subspace topology) denir. Bu bolimde 6nce
bu ailenin topoloji aksiyomlarini sagladigini dogrulayacak, sonra X in bir bazindan Y ’nin bir bazini nasil
elde edecegimizi gorecegiz. Ardindan dikkat gerektiren bir ayrimi ele alacagiz: bir kiimenin “Y’de acik”
olmast ile “X’te agik” olmasi ayni sey degildir.

Bolumin ikinci yarisinda alt uzay topolojisinin daha 6nce kurdugumuz iki topolojiyle iliskisini inceleye-
cegiz. Carpim topolojisiyle iligki beklendigi gibidir: A C X ve B C Y alt uzaylar1 i¢cin A x B tizerinde
carpim topolojisi ile X x Y’den miras kalan alt uzay topolojisi aynidir. Sira topolojisiyle iliski ise beklen-
medik bir bicimde bozulabilir: sirali bir kiimenin alt kiimesi tizerinde sira topolojisi ile alt uzay topolojisi
bazen cakigir, bazen cakismaz. Her iki durumu da somut 6rneklerle gorecegiz.

1 Hatirlatma: topoloji aksiyomlari, baz 6lciitii, carpim ve sira topolojileri

Bu bolimde 6nceki boliimlerden sunlari kullanacagz.

« Topoloji Tanimi ve Ilk Ornekler béliimiindeki tanima gére X kiimesi iizerinde bir 7 C P (X)) ailesi
ti¢ aksiyomu sagliyorsa topolojidir: (T1) & € 7 ve X € 7; (T2) 7'nun iki (dolayisiyla sonlu sayida)
elemaninin kesigimi 7°dadir; (T3) 7'nun herhangi bir alt ailesinin birlesimi 7’dadur.

« Baz ve Alt Baz boliimiindeki baz él¢iitii: (X, 7) bir topolojik uzay, € ise X’in a¢ik kiimelerinden
olugan bir aile olsun. Her acitk U C X ve her « € U i¢in « € C C U olacak bigimde bir C € €
varsa C, T icin bir bazdir. Ayrica B bir bazsa, tirettigi topolojide acgik kiimeler tam olarak B’nin
elemanlarinin birlesimleridir; 6zel olarak her baz elemani agiktir.

« Carpim Topolojisi bélimiine gére X x Y tizerindeki carpim topolojisi, U C X ve V C Y agik
olmak tizere biitiin U x V kiimelerinden olusan bazin tirettigi topolojidir.

« Sira Topolojisi bolimiine gore tam sirali bir (X, <) kiimesinde sira topolojisinin baz: ii¢ tir
kiimeden olusur: @ < b icin acik araliklar (a,b); X’in en kiigiik elemani a,, varsa [a, b) araliklary;
X’in en bilyiik eleman b, varsa (a, b,] araliklar1. Gergel sayilar tizerindeki sira topolojisi standart
topolojidir; bazi agik araliklardir.

Alt Uzay Topolojisinin Tanim1

(X, ) bir topolojik uzay ve ¥ C X olsun. Y’nin kendi bagina bir topolojik uzay olmasini, ama ac¢ik
kiimelerinin X’in acik kiimelerinden gelmesini istiyoruz. X’in acik bir U kiimesi genel olarak Y nin alt
kiimesi degildir; Y nin iginde kalan kism1 Y N U kesisimidir. Iste bu kesisimleri Y nin acik kiimeleri ilan
edecegiz.

Tanim 11.1 (Alt Uzay Topolojisi). (X, 7) bir topolojik uzay ve Y C X bir alt kiime olsun.
v={YNU:Uer}
ailesine Y tizerindeki alt uzay topolojisi (subspace topology) denir. 7y topolojisiyle donatilmis Y

kiimesine X’in bir alt uzayi (subspace) denir.

Yani Y 'nin acgik kiimeleri, X in acik kiimelerinin Y ile biitiin kesigimleridir: X te acik olan her kiimeyi alir,
Y’nin disinda kalan parcasini atariz; geriye kalan, Y de agiktir. Bu tanim 7y 'nin bir aile oldugunu séyler;
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122 Boliim 11. Alt Uzay Topolojisi

onun gergekten bir topoloji oldugunu, yani (T1)-(T3) aksiyomlarini sagladigini géstermemiz gerekir. Bu
dogrulama olmadan “alt uzay topolojisi” ad1 yalmzca bir isimden ibaret kalir.

Teorem 11.1 (Alt Uzay Topolojisi Bir Topolojidir). (X, ) bir topolojik uzay veY C X olsun. 7, =
{YNU:U € 7} ailesi Y iizerinde bir topolojidir.

ispat.

Ug aksiyomu sirayla kontrol edecefiz. Her adimda kullanacagimiz tek sey, °nun X iizerinde bir topoloji
olmasi ve basit kiime esitlikleridir.

(T1) & € Ty veY € Ty olmalidir. T bir topoloji oldugundan (T1) geregi @ € T ve X € 7. Simdi

g=YNyY ve Y=YnNnX

yazabiliriz. Birinci esitlik dogrudur, ciinkii bos kiimeyle kesisim bostur. Ikinci esitlik dogrudur, ¢iinkii
Y C X oldugundan Y 'nin her elemami X tedir; dolayisiyla Y N X =Y. Her iki kiime de “Y N
(7 'nun bir elemani)” bigiminde oldugundan tanim geregi Ty ’ye aittir.

(T2) 7y ’nin iki elemanimin kesisiminin Ty 'de oldugunu gosterelim. Wy, W, € 7y olsun. Tanim geregi
W, =Y NU, veW, =Y NU, olacak bicimde U, , U, € T vardir. Kesisim isleminin degisme ve birlesme
ozellikleriileY NY =Y esitliginden

W,NW, =Y NU)N Y NT,) =Y N (U NT,)

elde edilir. T bir topoloji oldugundan (T2) geregi U; N U, € 7. O halde W; N W,, Y ile 7’nun bir elema-
ninin kesisimidir; yani W, N W,, € 1y.. Aymi akil yiiriitme tiimevarimla sonlu sayida kiimeye genisler:
Uy,...,U, €7 igin

YNU)N--NYNU,)=YNUN-NT,)

ve saf taraftaki parantez T ’dadur.
(T3) 1y 'nin herhangi bir alt ailesinin birlesiminin Ty 'de oldugunu gosterelim. {Wa}aeJ’ Ty ’nin eleman-
larindan olusan bir aile olsun. Her o € J icin W,, =Y N U,, olacak bigimde bir U, € T secelim. Iddia

ediyoruz ki
Jwnu,) :Yn(U Ua).

acJ acd

Bunu iki yonlii kapsama ile gosterelim. x sol taraftaki birlesimde olsun; o zaman bir o igin x € Y N
U,, yaniz €Y vex € U,. x € U, oldugundan x, U, ’lanin birlesimindedir; x € Y ile birlikte x sag
taraftadir. Tersine x sag tarafta olsun; o zaman x € Y ve x, U, ’larin birlesimindedir, yani bir o i¢in x €
U,. Dolayisiylax € Y NU,, ve x sol taraftaki birlesimdedir.

T bir topoloji oldugundan (T3)geregan€J U, € 7. Boylece Uae] W,,. Y ileT ’nun bir elemaninin kesisimi
olarak Ty ’ye aittir.

Ug aksiyom da saglandigindan 7y, Y iizerinde bir topolojidir.

|

Ispatin 6zii: “Y ile kesistirme” islemi kesisimle ve birlesimle uyumludur; bu yiizden 7’nun aksiyomlari
dogrudan 7y ’ye aktarilir.

Tanimu birkag basit durumda deneyelim. Bu 6rnekler hem tanimin nasil isledigini gosterir hem de ileride
stk kullanacagimiz iki gercegi verir: ayrik uzayin her alt uzay1 ayriktir, en kaba topolojinin her alt uzay:
en kaba topolojiyi tasir.

Ornek 11.1 (Alt Uzay Topolojisinin Ilk Ornekleri). a) X = {1,2,3,4} kiimesi iizerinde 7 =
{@,{1},{1,2},{1,2,3}, X} topolojisini alalim (7 bir topolojidir: & ve X ailededir; elemanlar1 & C
{1} € {1,2} C {1,2,3} C X biciminde i¢ ice bir zincir olusturdugundan, herhangi bir alt ailenin kesisi-
mi o alt ailenin en kii¢iik elemany, birlegimi en biiyiik elemandir; ikisi de 7’dadir). Y = {2, 4} alt uzaymn
topolojisini bulalim.

b) (X, ) ayrik topolojik uzay olsun, yani 7 = P(X). Her Y C X i¢in 7y ’nin Y tizerindeki ayrik topoloji
oldugunu gosterelim.

¢) (X, 7) en kaba topolojiyi tagisin, yani 7 = {@, X }. Her Y C X icin 7 = {&, Y} oldugunu gosterelim.
d) R standart topolojiyle verilsin ve Y = (0, 1) olsun. (0, 1) araliginin bir alt kiimesinin Y”de acik olmasi
ile R’de agik olmasi ayni sey midir?
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11.1 Alt Uzay Topolojisinin Tanimi 123

Cozim.
a) 7y 'nin elemanlarini bulmak i¢in 7’nun her elemammi Y = {2, 4} ile kesistiririz:

YNno=g, YN{l}=g, Yn{,2}={2}, Yn{1,2,3}={2}, YNnX={24}.

Dolayisiyla 7y = {@, {2}, {2,4}}. Farkli acik kiimelerin Y ile kesisimlerinin ¢akisabildigine dikkat
edin: {1} ve & ayni1 kesisimi, {1, 2} ve {1,2,3} ayn1 kesisimi verdi. {4} kiimesi Y de agik degildir,
ciinkil 7’nun 4°{ iceren tek elemam X'tirve Y N X = {2,4} # {4}.

b) W C Y herhangi bir alt kiime olsun. ¥ C X oldugundan W C X’tir ve ayrik topolojide her alt
kiime acik oldugundan W € 7. W C Y oldugundan Y N W = W; yani W, Y ile 7°’nun bir elemaninin
kesisimidir ve W € 7. Y nin her alt kiimesi 7y-’de olduguna gore 7y = P(Y'), yani Y tizerindeki ayrik
topolojidir.

¢) 7’nun yalnizca iki elemani vardir; kesisimler Y N @ = @ ve Y N X = Y’dir. O halde 7 = {5, Y},
yani Y tzerindeki en kaba topolojidir.

d) Evet. Bir W C (0,1) kiimesi alalim. W, Y’de agiksa R’de ac¢ik bir U i¢in W = (0,1) N U’dur;
(0,1) ve U ikisi de R’de acik oldugundan (T2) geregi kesisimleri de R’de aciktir. Tersine W, R’de
agiksa W C (0,1) oldugundan W = (0,1) N W yazilir ve bu, W’nin Y de agik oldugunu gosterir. Bu
iki y6nlii uyumun nedeni Y = (0, 1)’in kendisinin R’de acik olmasidir; bunu birazdan genel olarak
ispatlayacagz.

n

Alt Uzayin Bazi

Bir topolojiyi biitiin acik kiimelerini siralayarak degil, bir bazini vererek tanimlamak ¢ogu zaman daha
kolaydir. X’in bir B baz1 elimizdeyse Y alt uzay1 icin de hazir bir baz elde edebilir miyiz? Dogal aday, baz
elemanlarinin Y ile kesisimleridir. Asagidaki lemma bu adayin ise yaradigini soyler; 6rnegin R’nin bir
alt kiimesi iizerinde alt uzay topolojisini incelerken biitiin acik kiimelerle degil, yalnizca agik araliklarla
ugrasmamiza izin verir.

Lemma 11.1 (Alt Uzay Topolojisinin Bazi). (X, 7) bir topolojik uzay, B bu topoloji i¢in bir baz veY C
X olsun. O zaman

By ={BNY:BeB}
ailesi, Y iizerindeki Ty alt uzay topolojisi icin bir bazdir.

Ispat.

Baz élgiitiinii (Y, 7y) uzayinda uygulayacagiz. Bunun igin iki sey gostermeliyiz: By ’nin her elemani
Y ’de aciktir ve Y ’nin her agik kiimesinin her noktasi, o kiimenin iginde kalan bir By, elemanina aittir.
By ’nin elemanlar1 Y’de agiktir. B € B olsun. Her baz eleman iirettigi topolojide acik oldugundan B €
7.0 halde BNY =Y N B,Y ile 7 ’nun bir elemaninin kesisimidir; tanim geregi BNY € Ty-.

Baz dl¢iitiiniin ikinci kosulu. W, Y ’de acik bir kiime vey € W olsun. W € 7y oldugundan X ’te acik bir
UicinW =UNYdiry € Woldugundany € U vey € Y. B, X’in topolojisi icin bir baz ve U, X te acik
oldugundan bazin iirettigi topolojinin tanimi geregiy € B C U olacak bicimde bir B € B vardiwr. Simdi
y € Bvey €Y oldugundany € BNY; ayrica B C U oldugundan BNY CUNY = W. Boylece

yeEBNYCW

ve BNY € By, dir. Istenen tam olarak buydu.
Baz olgiitii geregi By, Ty igin bir bazdr.
|

Ispatin 6zii: X te y’yi U’nun icinde yakalayan baz elemanin1 Y ile kesistirince, Y"de y’yi U N Y nin icinde
yakalayan bir kiime elde edilir.

Bu lemmanin ilk sonucu, gercel sayilarin alt kiimeleri igin sudur: Y C R tizerindeki alt uzay topolojisinin
bir bazi, a < b gercel sayilari icin (a,b) N'Y bicimindeki kiimelerden olusur. Ornegin Q iizerindeki alt
uzay topolojisinin bazi, (a,b) N Q bicimindeki “rasyonel araliklardir”.
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“Y’de Acik” ile “X’te Acik”

Alt uzaylarla ¢aligirken ayni anda iki topolojik uzay vardir: (X, 7) ve (Y, 7y ). “Acik kiime” dendiginde
hangi uzaydan soz edildigi belirtilmezse karisiklik ¢ikar. Bu ytizden dili netlegtirelim.

Tamim 11.2 (Y'de Acik, X'te Acik). (X, ) bir topolojik uzay ve Y C X bir alt uzay olsun. Bir U
kiimesi 7y topolojisine aitse U’ya Y’de acik (Y ye gore acik, open relative to Y') denir. Bir U kiimesi 7
topolojisine aitse U’ya X te agik denir.

Yani “U, Y de aciktir” demek, X te acik bir V icin U = Y NV demektir; bu, 6zel olarak U C Y olmasim
gerektirir, ¢iinki1 Y ile bir kiimenin kesisimi daima Y ’nin alt kimesidir. “U, X te aciktir” demek ise U’nun
dogrudan 7’nun bir elemani olmasi demektir. Bu iki kavram genel olarak farklidir; asagidaki 6rnek bunu
gosterir.

Y’de agik olan kiitme X’te acik olmak zorunda degildir

Bir kiimenin Y’de agik olmasi, X in acik bir kiimesiyle Y’ nin kesisimi olmasidir. Bu kesigim X te acik
olmayabilir. Aym1 bicimde bir kiimenin X te acik olmasi onun Y’de acik oldugunu séylemez; kiime
Y’nin alt kiimesi bile olmayabilir. Hangi uzayda calistiginizi her zaman belirtin.

Ornek 11.2 (Y'de A¢ik Ama X'te A¢ik Olmayan Kiime). R standart topolojiyle verilsin ve Y = [0, 1]
alt uzaymi alalm. U = |0, %) kiimesinin Y’de ac¢ik oldugunu ama R’de a¢ik olmadigini gosterelim.

Cozim.
U,Y ‘de agiktir. (—1, %) acik araligi R’de agiktir ve

L

1 1 1
—1.—) = : < < — — % = : < —\ =
[0,1] N ( 1,2) {ac 0<z<1 ve 1<:1:<2} {x 0_:r<2} [0,2

Gergekten, 0 < z ve —1 < z kosullarinin ikisi birden “0 < z”ile, z < 1 ve z < % kosullarinin ikisi
birden “z < 37 ile denktir. Dolayistyla U, Y ile R’nin acik bir kiimesinin kesisimidir; tanim geregi Y’de
aciktir.

U, R’de agik degildir. R’de acik bir kiime, her noktasini iceren bir acik aralig1 da igerir. 0 € U noktasim
ele alalim. 0’1 iceren herhangi bir (a,b) acik araliginda a < 0 < b’dir; a < a/2 < 0 oldugundan a/2 €
(a,b), ama a/2 < 0 oldugundan a/2 ¢ U. Yani 0’1 iceren hi¢bir a¢ik aralik U’nun i¢inde kalmaz; U,
R’de agik degildir.

-1,1/2
o (-1,1/2)
R'de a¢ik
Y=[0,1] @ ® alt uzay
Y (-1,1/2) @) U = [0, 1/2)
R
f f f f >
-1 0 1/2 1

U, Y'de acik ama R'de acik degil

Sekil 11.1: Y= [0, 1] alt uzayinda U = [0, 1/2) kiimesi. Ustteki (-1, 1/2) aralig1 R'de aciktir; Yile kesisimi

taranmis gerit, yani 0'1iceren ama 1/2'yi igermeyen U = [0, 1/2) kiimesidir. Bu kesigim tanim geregi Y'de

aciktir; ancak 0'1 iceren her acik aralik 0'in soluna, dolayisiyla Unun digina tastigindan U, R'de acik
degildir.
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Bu &érnekte sorun, Y = [0, 1]’in kendisinin R’de agik olmamastydi. Ornek 11.1'in (d) sikkinda ise Y =
(0,1) agikt1 ve iki kavram cakigti. Bu bir rastlant1 degildir: Y, X te aciksa “Y’de acik” olmak “X’te acik”
olmay1 gerektirir. Bu kiiciik lemma pratikte ¢ok kullanilir; 6rnegin bir acgik kiimenin i¢inde ¢aligirken
aciklif1 her seferinde iki uzayda ayri ayr1 kontrol etmek zorunda kalmayiz.

Lemma 11.2 (Acik Alt Uzayda Acik Kiimeler). Y, X topolojik uzayinin bir alt uzayi olsun. U, Y “de
acik veY, X '’te acik ise U, X ’te aciktir.

ispat.

U, Y’de acik oldugundan alt uzay topolojisinin tanimi geregi X ’te acik bir V kiimesi icinU =Y NV
yazilir. Varsayim gere§i Y de X te aciktir. Y ve V ikisi de X ’te agik oldugundan (T2) aksiyomu geregi
kesisimleriY NV de X ’te aciktir U =Y NV olduguna gore U, X ’te aciktir.

|

Lemmanin tersi de dogrudur: Y de acik olan her kiime X’te aciksa Y, X’te agiktir; ¢cinki Y =Y N X
kiimesi Y’de agiktir. Bu iki gozlem birlikte alindiginda “Y’de agiklik ile X te agiklik ¢akisir” ifadesinin
tam olarak Y’nin X te acik olmas1 durumunda gegerli oldugunu séyler.

Alt Uzay ile Carpim Topolojisinin Uyumu

Elimizde artik uzaylardan yeni uzay tiretmenin {i¢ yolu var: sira topolojisi, carpim topolojisi ve alt uzay
topolojisi. Dogal soru sudur: bu kurma islemleri birbiriyle uyumlu mudur? Somut olarak, A C X ve B C
Y olsun. A x B kiimesi tizerinde iki topoloji tanimlayabiliriz:

1. Once A’ya ve B’ye alt uzay topolojilerini verir, sonra A x B iizerinde bu iki uzaym ¢arpim topolo-
jisini kurariz.

2. Once X x Y iizerinde carpim topolojisini kurar, sonra A x B C X x Y alt kiimesine alt uzay topo-
lojisini veririz.

Carpim topolojisi igin sonug¢ beklendigi gibidir: iki topoloji aynidir. Yani “6nce kisitla sonra ¢arp” ile
“6nce carp sonra kisitla” ayni1 kapiya cikar. Ispatin anahtari basit bir kiime esitligidir: bir dikdértgeni bir
dikdortgenle kesistirmek, kenarlar1 kesistirmekle aynidir.

Teorem 11.2 (Alt Uzay ile Carpim Topolojisinin Uyumu). A, X topolojik uzayinin bir alt uzay: ve
B, Y topolojik uzayinin bir alt uzay: olsun. A x B iizerindeki ¢arpim topolojisi, A X B’nin X x Y ’nin bir
alt uzay olarak devraldigi alt uzay topolojisiyle aynidir.

Ispat.

Bu ispatta X’in topolojisini Tx, Y 'nin topolojisini Ty ile gosterelim; burada Y bir alt uzay degil, kendi
basina bir topolojik uzaydir. Iki topolojinin de birer bazini bulacak ve bu bazlarin ayni aile oldugunu
gosterecegiz. Ayni bazin iirettigi topoloji tektir (bazin tirettigi topoloji, bazin elemanlarinin biitiin birle-
simlerinden olusur); dolayisiyla bazlar ayniysa topolojiler de aynidir.

Adim 1: Kiime esitligi. HerU C X,V C Y icin

(Ux V)N (Ax B)=(UnNA) x(VNB)

oldugunu gésterelim. Bir (x,y) siral ikilisi sol taraftadir ancak ve ancak (z,y) € U X V ve (z,y) €
A X B; kartezyen ¢arpimin tanimi geregi bu, ‘v € U vey € V vex € A vey € B” demektir. Kosullar:
yeniden gruplarsak “x € U N A vey € V N B” elde ederiz; bu da tam olarak (z,y) € (UNA) x (VN
B) demektir. Her iki yén de ayni denklik zinciriyle gorildigiinden esitlik ispatlanmstir.

Adim 2: Alt uzay topolojisinin bazi. X X Y iizerindeki carpim topolojisinin bazi, U X ’te acik ve V'Y 'de
acik olmak iizere U x V kiimelerinden olusan

B={UxV:U€ery,VETn}

ailesidir. Lemma 11.1°a gore A X B iizerindeki alt uzay topolojisinin bir bazi, bu baz elemanlarinin A x
B ile kesisimleridir:
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BAXB:{(UXV)O(AXB)UETx,VETy}
Adim 1'deki esitligi kullanirsak

Adim 3: Carpim topolojisinin bazi. A iizerindeki alt uzay topolojisity = {U N A : U € 74}, B iizerin-
deki alt uzay topolojisiTg = {V N B :V € 7y} dir. A x B iizerindeki ¢arpim topolojisinin bazi, tanim
geregi A’da agik bir kiime ile B’de agik bir kiimenin ¢arpimlarindan olugur:

C={U xV':U €14,V €15}

U’ € 7, demek, birU € 7 i¢cin U’ = U N A demektir; V' € 7 demek, birV € 1y icin V' =V N B
demektir. O halde

C={(UNA)x(VNB):Uery,VETy}.

Adim 4: Sonug. Adim 2 ve Advm 3 'teki aileler harfi harfine aymidir: B 4, g = C. Alt uzay topolojisi B 4, g
bazinin direttigi topoloji, carpim topolojisi C bazinin tirettigi topolojidir. Bazlar ayni oldugundan direttikleri
topolojiler de aynidir.

|

Ispatin 6zii: (U x V)N (A x B) = (UN A) x (VN B) esitligi sayesinde iki topolojinin bazlar1 ayni
kiimelerden olusur.

Bu teoremin somut bir yarar1 sudur: [0, 1] x [0, 1] birim karesi tizerinde ¢alisirken, onu diizlemin bir alt
uzay1 olarak mi1 yoksa iki [0, 1] alt uzayinin ¢arpimi olarak m1 gérdiigiimiiziin énemi yoktur; agik kiimeler
aynidir.

Alt Uzay ile Sira Topolojisinin Karsilagtirilmasi

Simdi ayni soruyu sira topolojisi i¢in soralim. (X, <) tam sirali bir kiime ve Y C X olsun. X in siralamasi
Y’nin elemanlarini da karsilagtirir; bu ytizden Y kendi basina bir tam sirali kiimedir ve kendi sira topolo-
jisine sahiptir. Ote yandan X {izerinde sira topolojisi verildiginde Y, bu uzayin bir alt uzayidir ve bir alt
uzay topolojisi tagir. Y tizerindeki bu iki topoloji ayni midir?

Tanim 11.3 (Kisitlanmis Siralama ve Y Uzerindeki ki Topoloji). (X, <) tam sirali bir kiime ve Y C
X olsun. y;,y, € Y i¢in “y, ; Yy, ancak ve ancak y; < y,” ile tamimlanan ; bagintisina < siralamasinin

Y’ye kisitlanmasi (restriction) denir. Y tizerinde iki topoloji vardir:

« (Y, <) tam sirali kiimesinin sira topolojisi;
Y

+ X sira topolojisiyle donatildiginda Y C X alt kiimesinin alt uzay topolojisi.

Yani Y’nin elemanlarin1 X te nasil karsilastiriyorsak 6yle karsilastirmaya devam ederiz; bagka bir sira-
lama icat etmeyiz. ; gercekten bir tam siralamadir: tam siralamanin ti¢ kosulu (farkli iki elemandan biri

otekinden kiigtiktiir; hicbir eleman kendinden kiigtik degildir; y; < y, ve yy < y5isey; < yz) X'in biitiin
elemanlari i¢in dogru oldugundan, 6zel olarak Y’nin elemanlari i¢in de dogrudur. Ancak dikkat: Y nin
en kiiciik ya da en biiyiik elemani, X in olmasa bile var olabilir. Ornegin R’nin en kiiciik eleman1 yoktur
ama [0, 1]’in vardir. Bu yiizden Y nin sira topolojisinin bazinda [ay, b) ve (a, b,] tiriinden kiimeler ortaya
cikabilir; bu da iki topolojinin farkli olabilmesinin nedenidir.

Sonug, carpim topolojisindeki kadar temiz degildir: iki topoloji bazen cakisir, bazen gakismaz. Once
cakigtiklari bir 6rnek gorelim.

Ornek 11.3 (Kapali Aralikta Sira ve Alt Uzay Topolojileri Cakisir). Gergel dogrunun Y = [0, 1] alt
kiimesini ele alalim. Y tizerindeki alt uzay topolojisi ile (R’den kisitlanan alisilmig siralamaya gore) sira
topolojisinin ayni oldugunu gosterelim.

Cozim.

Iki topolojinin de bazini yazacak, sonra her bazin elemanlarinin 6teki topolojide agik oldugunu
gosterecegiz. Bir topolojinin bazinin her elemani bir bagka topolojide aciksa, baz elemanlarinin biitiin
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birlesimleri de o topolojide agiktir ((T3) geregi); yani birinci topoloji ikincinin i¢indedir. Her iki y6n
icin bu yapilinca topolojiler esit olur.

Alt uzay topolojisinin bazi. R'nin standart topolojisinin bazi a < b i¢in (a, b) ac¢ik araliklaridir. Lemma
11.1'a gére Y nin alt uzay topolojisinin baz1 (a,b) N'Y bicimindeki kiimelerden olusur. a ve b’nin 0 ve
1’e gore konumuna bakarak béyle bir kiimenin su tiirlerden biri oldugunu goririiz:
(1)0<a<b<1lise(a,b)N]0,1] = (a,b); burada a,b € Y’dir.

(2a<0<b<1lise(a,b)N[0,1] =[0,b); buradad € Y ve 0 < b.
B)0<a<1l<bise(a,b)N[0,1] = (a,1];buradaa € Y vea < 1.

(4)a<0vel <bise(a,b)N[0,1]=[0,1] =Y.

(5)b < 0yadaa > 1lise(a,b)N[0,1] = @.

Gergekten, z € (a,b) N[0, 1] kosulu dort esitsizligin birlikte saglanmasidir: a < 2, 0 < z, z < b, z <
1. Sol ugtaki iki kogula bakalim: @ > O ise a < z zaten 0 < z’i gerektirir, geriye “a < z” kalir; a < O ise
0 < z zaten a < x’i gerektirir, geriye “0 < z” kalir. Sag ugta ayni bicimde b < 1 ise “z < b”, b > 1 ise
“z < 17 kalir. Sol ve sag ugtaki ikiser secenegin dort birlegimi, kesisim bos degilse (1)—(4) tiirlerini verir;
araligin tamamen [0, 1]’in diginda kalmasi ise (5) tiiriidiir. Bu beg tiir, (a, b)’nin [0, 1]’e gore alabilecegi
biitiin konumlar: kapsar.

Sira topolojisinin bazi. Y = [0, 1] tam sirali kiimesinin en kiigiik elemani 0, en bityiik eleman:1 1°dir.
Dolayisiyla sira topolojisinin bazi ii¢ tiir kiimeden olusur: ¢,d € Y ve ¢ < d i¢in (¢, d) agik araliklars;
deY, 0<d igin [0,d) araliklar; ¢ €Y, ¢ <1 i¢in (¢,1] araliklari. Burada araliklar Y iginde
almmaktadir; 6rnegin (c,d) ile {y € Y : ¢ < y < d} kiimesi kastedilir. Y nin elemanlari arasindaki
siralama R’dekiyle ayni oldugundan bu kiime, R’deki (¢, d) araligmin [0, 1] ile kesigimidir. 0 < ¢ <
d < 1 oldugundan R’deki (¢, d) aralif1 zaten [0, 1]’in igindedir; yani Y deki (¢, d) ile R’deki (¢, d) ayn1
kiimedir. Ayni gerekee [0, d) ve (c, 1] i¢in de gecerlidir.

Alt uzay topolojisinin baz elemanlari sira topolojisinde agiktir. (1) tirinden (a, b) kiimesi, a,b € Y ve
a < b oldugundan sira topolojisinin bir baz elemanidir. (2) tiiriinden [0, b) kiimesi, b€ Y ve 0 < b
oldugundan en kiigiik elemani igeren tiirden bir baz elemanidir. (3) tiiriinden (a, 1] kiimesi, a € Y ve
a < 1 oldugundan en biiyiik elemani iceren tiirden bir baz elemanidir. (4) tiiriinden Y ve (5) tiiriinden &
ise (T1) geregi her topolojide aciktir. Dolayisiyla alt uzay topolojisinin her baz elemani sira topolojisinde
aciktir; alt uzay topolojisi sira topolojisinin igindedir.

Sira topolojisinin baz elemanlari alt uzay topolojisinde agiktir. ¢,d € Y, ¢ < d i¢in (¢,d) = (¢,d) NY,
(1) tiriinden bir alt uzay baz elemanidir. d € Y, 0 < d i¢in [0,d) = (—1,d) NY; gercekten —1 < 0 <
d < 1 oldugundan bu, (2) tiirtindedir. c € Y, ¢ < 1 i¢in (¢, 1] = (¢,2) N Y;0 < ¢ < 1 < 2 oldugundan
bu, (3) turiindedir. Dolayisiyla sira topolojisinin her baz eleman: alt uzay topolojisinde agiktir; sira
topolojisi alt uzay topolojisinin icindedir.

Iki kapsama birlikte alindiginda [0, 1] {izerindeki alt uzay topolojisi ile sira topolojisi aynidur.

|

N
N

Ispatin 6zii: [0, 1]’in en kii¢iik ve en biiyiik elemani vardir ve sira topolojisinin bu elemanlar icin ekledigi
[0,d), (c,1] kiimeleri, tam olarak 0’ solundan ya da 1’in sagindan tasan acik araliklarin [0, 1] ile
kesigsimleridir.
Bu 6rnekte isleri yoluna koyan sey, Y = [0,1]’in R i¢inde “bogluksuz” olmasiydi: Y nin iki elemamn
arasindaki her gercel say1 yine Y dedir. Bu 6zellik bozuldugunda iki topoloji ayrilabilir. Asagidaki 6rnek
bunu gosterir.

Ornek 11.4 (Sira ve Alt Uzay Topolojilerinin Cakismadig1 Bir Ornek). Gergel dogrunun Y =
[0,1) U {2} alt kiimesini ele alalim. {2} kiimesinin Y iizerindeki alt uzay topolojisinde a¢ik oldugunu,
ama Y nin sira topolojisinde a¢ik olmadigimi gosterelim. Sonug olarak iki topoloji farklidir; dahasi sira
topolojisi alt uzay topolojisinden kesinlikle daha kabadir.

Coziim.
{2} alt uzay topolojisinde agiknir. (3,2) acik araligi R'de agiktir. Y nin bu araliktaki elemanlarim
bulalim: [0, 1)’in her eleman1 1°den kiigiik, dolayisiyla %’den kiguktiir ve araliga girmez; 2 ise g <2<

g oldugundan araliktadir. O halde

3 5 Ay = {21.

(5’ 2

{2}, Y ile R’nin acik bir kiimesinin kesigimi oldugundan alt uzay topolojisinde agiktir.
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{2} sira topolojisinde acik degildir. (Y, 5) tam sirali kiimesinin en kii¢iik elemani 0, en biiyiik elemani

2’dir (Y nin her eleman: 2’den kii¢iik ya da 2’ye esittir). Sira topolojisinde 2’yi iceren baz elemanlarini
belirleyelim. (¢, d) tiriinden bir acik aralik 2’yi iceremez, ¢iinkii 2 < d olacak bir d € Y yoktur. [0, d)
tiriinden bir aralik da 2’yi iceremez, ¢iinkil yine 2 < d gerekir. Geriye en biiyiik elemani iceren tiir
kalir: ¢ € Y, ¢ < 2 i¢in (¢, 2] araliklar1. Boyle bir ¢ zorunlu olarak [0, 1)’dedir ve

(¢,2]={yeY:e<y<2}=(c,1)U{2}.

C‘gl bu araliktadir. Dolayistyla 2’yi iceren her baz

¢ < 1 oldugundan (¢, 1) aralig1 bos degildir; 6rnegin
elemani 2’den baska noktalar da igerir.

Simdi {2} nin sira topolojisinde agik oldugunu varsayalim. Bazin iirettigi topolojinin tanimi geregi, 2 €
{2} noktasiicin 2 € B C {2} olacak bir baz elemani B vardir. Ama 2yi iceren her baz elemani £! gibi
2’den farkli bir nokta igerir, dolayisiyla {2} 'nin alt kiimesi olamaz. Bu ¢eliskidir; {2} sira topolojisinde
acik degildir.

Sira topolojisi daha kabadir. Sira topolojisinin her baz elemaninin alt uzay topolojisinde acik oldugunu
gosterelim. ¢,d € Y, ¢ < d i¢in (¢, d) araligi R’deki (¢, d) agik araligimin Y ile kesisimidir, dolayisiyla
alt uzay topolojisinde agiktir. [0,d) = (—1,d) NY ve (¢, 2] = (¢, 3) NY egitlikleri de ayni sonucu verir.
Baz elemanlar alt uzay topolojisinde agik oldugundan (T3) geregi sira topolojisinin her acgik kiimesi
alt uzay topolojisinde aciktir. {2} kiimesi ise alt uzay topolojisinde acik olup sira topolojisinde agik

olmadigindan iki topoloji esit degildir: sira topolojisi, alt uzay topolojisinden kesinlikle daha kabadir.

(3/2,5/2) n Y = {2} o PR o
{2} alt uzay topolojisinde acik

Y =[0,1)U{2} R
® ¥ O f ® —
0 c 1 3/2 2 5/2
2'yi iceren O O ®

her baz elemant
(2] =@ 1)U{2}
{2} sira topolojisinde acik degil

Sekil 11.2: Y = [0, 1) u {2} {izerinde alt uzay topolojisi ile sira topolojisi ¢akigmaz. Ustte R'nin (3/2,

5/2) acik aralig1 Y'yi yalnizca 2 noktasinda keser; bu yiizden {2} alt uzay topolojisinde agiktir. Altta sira

topolojisinde 2'yi iceren bir baz elemany, c € [0, 1) i¢in (¢, 2] = (¢, 1) u {2}, gorilityor: her béyle kiime [0,
1)'den bir parca da tasir, dolayisiyla {2} sira topolojisinde acik degildir.

Ispatin 6zii: alt uzay topolojisinde 2 noktasi, R’den gelen kiiciik bir aralikla yalniz bagina yakalanabilir; sira
topolojisi ise yalmizca Y nin kendi elemanlariyla aralik kurabildiginden 2’ye yaklagan her aralik [0, 1)’den
de bir parca tagimak zorundadur.

Bu iki 6rnek birlikte su dersi verir: Y, X in icinde bir aralik gibi “dolu” duruyorsa sira topolojisi ile alt uzay
topolojisi uyusur; Y’de X’e gore bosluklar varsa alt uzay topolojisi, komsularindan kopuk noktalar: tek
basina yakalayabildigi i¢in sira topolojisinden daha ince olabilir. Sirali bir kiimenin alt kiimesi tizerinde
calisirken hangi topolojinin kastedildigini her zaman agik¢a belirtmek gerekir. Cakismayan ikinci bir
ornek, Y = (0,1) U {2} kiimesi, alistirmalarin (g) sikkinda ele alinmaktadir.

Alistirmalar

Alistirma 11.1 (Alt Uzay Topolojisi Uzerine Alistirmalar). Asagidaki alistirmalarda R daima stan-
dart topolojiyle verilmistir.
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11.6 Alistirmalar 129

a) Z C R uzerindeki alt uzay topolojisinin ayrik topoloji oldugunu gosterin.

b) Q C R iizerindeki alt uzay topolojisinin ayrik topoloji olmadigim gésterin.

¢) Y, X’in bir alt uzay1 olsun. F' C Y kiimesinin Y ’de kapali olmas: i¢in gerek ve yeter kosulun, X te
kapali bir C' kiimesi i¢in F' =Y N C olmasi oldugunu gosterin. (Bir kiimenin bir uzayda kapali olmasi,
timleyeninin o uzayda agik olmasi demektir.)

d) Y, X’in bir alt uzay1 olsun. F, Y’de kapali ve Y, X te kapali ise F’nin X te kapali oldugunu gosterin.
e) Z CY C X ve X bir topolojik uzay olsun. Z’nin, X in alt uzay1 olarak aldig1 topoloji ile Y alt uzayimin
alt uzay1 olarak aldig1 topolojinin ayni oldugunu gosterin.

f) Y, X’in bir alt uzay1 olsun. Y de acik olan her kiimenin X te de agik olmasi i¢in gerek ve yeter kogulun
Y’nin X te agik olmasi oldugunu gosterin.

g) Y =(0,1)U{2} CR olsun. Y iizerindeki alt uzay topolojisi ile sira topolojisinin farkli oldugunu
gosterin.

Coziim.

a)n € Z olsun. (n — %, n+ %) aralig1 R’de aciktir ve bu araliktaki tek tam say1 n’dir: bir m € Z i¢in
| m—n | < 1 ise m —n mutlak degeri 1'den kiicik bir tam say1dir, yani 0’dir. O halde (n — %, n +
1) NZ = {n} ve {n} alt uzay topolojisinde agiktir. Simdi herhangi bir W C Z alalm; W = Unew{n}
acik kiimelerin birlesimi oldugundan (T3) geregi aciktir. Her alt kiime agik olduguna gore topoloji
ayriktir.

b) {0} kiimesinin Q’da ac¢ik olmadigini gosterelim. Agik olsaydi Lemma 11.1°a gore 0 € (a,b) N Q C
{0} olacak bir (a, b) agik aralig1 olurdu; yani a < 0 < b ve (a, b) araliginda 0’dan bagka rasyonel say1
bulunmazdi. Oysa b > 0 oldugundan Arsimet 6zelligi geregi % < b olacak bir n € Z* vardir ve %,
(0,b) C (a,b) araliginda 0’dan farkli bir rasyonel sayidir. Bu geliskidir; {0} acik degildir, dolayisiyla
topoloji ayrik degildir.

c) Gereklilik. F', Y de kapali olsun. O zaman Y \ F, Y’de agiktir; alt uzay topolojisinin tanimi geregi
X'te acik bir U icin Y\ F =Y NU. C = X \ U diyelim; C, X te kapaldir. Iddia: F=Y NC.y €
Yolsunnye Fisey¢ Y\ F =Y NU,dolaysiylay ¢ U (¢inkiiy € Y),yaniy e Cvey e Y NC.
Tersiney € YNCisey ¢ U, dolayisiylay ¢ YNU =Y \ F;y € Y oldugundany € F.

Yeterlilik. X te kapalibir Cigin F =Y NColsun. U = X\ C, Xteagkti, Y\ F =Y\ (Y NC) =
{yeY:y¢ C}=YN(X\C)=YNU; bu kilme Y’de aciktir. Tiimleyeni Y de acik oldugundan
F, Y’de kapalidur.

d) (c) sikkina goére X’te kapali bir C' i¢cin F =Y N C’dir. Y ve C ikisi de X te kapali oldugundan
tiimleyenleri X \ Y ve X \ C agiktir; De Morgan kuralina gére X \ (Y NC) = (X\Y)U (X \O)
iki acik kiimenin birlesimi olarak (T3) geregi aciktir. Tiimleyeni agik oldugundan F' =Y N C, X’te
kapalidir.

e) 7, X’in topolojisi olsun. Z’nin dogrudan X ten aldig1 topoloji {Z N U : U € 7}’dur. Y nin topolojisi
7y ={Y NU :U € 7}, Z’nin Y’den aldig1 topoloji ise {ZNW : W en}={ZNn{Y NU):U e
7}dur. Z CY oldugundan Z NY = Z ve kesisimin birlesme 6zelligiyle ZN(Y NU)=(ZNY)N
U = Z NU. O halde iki aile eleman eleman aynidir; topolojiler esittir.

f) Gereklilik. Y de agik her kiime X’te acik olsun. Y =Y N X ve X € 7 oldugundan Y, Y de agiktir;
varsayim geregi X te de aciktir. Yeterlilik. Y, X te agik olsun; Lemma 11.2 tam olarak Y de agik her
kiimenin X te agik oldugunu sdyler.

g) (2,2)NY = {2} oldugundan {2} alt uzay topolojisinde agiktir. Y nin sira topolojisinde ise 2 en
biiyiik elemandir ve Y’nin en kii¢iik eleman: yoktur (her y € (0,1) icin £ € Y ve § < y). 2’yi iceren
baz elemanlar1 yalmzca ¢ € (0,1) i¢in (¢, 2] = (¢, 1) U {2} kiimeleridir; (¢, d) tiiriinden araliklar 2 <
d gerektirdiginden 2’yi iceremez, en kiigiik eleman olmadigindan [a, d) tiiriinden kiime yoktur. (¢, 1)
bos olmadigindan (43! icindedir) 2’yi iceren higbir baz elemani {2} nin icinde kalmaz; dolayistyla {2}
sira topolojisinde agik degildir. iki topoloji farklidir.

|

Bu bolimle birlikte topolojik uzay kurmanin ii¢ temel yolunu, sira, carpim ve alt uzay topolojilerini, ta-
nimlariyla, bazlariyla ve birbirleriyle iligkileriyle 6grenmis olduk; kitabin ilk kismi burada tamamlaniyor.
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