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Giris

Matematigin kalbini olusturan cebirsel yapilar1 inceleyen bu kapsamli seri; grup teorisinden baslayarak
halkalara, oradan cisim genislemelerine ve nihayetinde degismeli cebirin zirvesi olan modil teorisine
uzanan saf matematiksel bir ingadir.
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1.1

1.2

1.3

1. Ikili Islem ve Cebirsel Yapilar

Soyut cebir, sayilarla yapageldigimiz toplama ve carpma gibi islemlerin kendisini inceleme konusu yapar:
bir kiimede tanimli bir iglem hangi kurallara uyarsa hangi yapi ortaya ¢ikar? Bu ilk boliimde en temel yap:
taslarini kuruyoruz — ikili islem, cebirsel yapi, asosyatiflik, komutatiflik, birim eleman ve ters eleman.
Bolimiin iki kiicitk ama vazgecilmez teoremi, birim elemanin ve tersin tek tiirlii belirli oldugunu soyler;
ilerideki biitiin grup teorisi bu iki teklik tizerine oturur.

Ikili Islem ve Cebirsel Yap1

Tanim 1.1 (ikili Islem). M # & bir kiime olsun. M x M kiimesini M icine resmeden bir
oM xM— M, (a,b) »ceM

fonksiyonu varsa, M de bir ikili islem tanimlanmistir denir; o fonksiyonuna M’de tanimlanmus bir ikili
islem denir. o ( (a,b) ) = c yazim yerine kisaca

aob=c

gosterimi kullanilir.

Tanimin gizli ama en dnemli pargasi, sonucun yine M’de olmasidir: islemin sonucu kiimenin disina
cikiyorsa o fonksiyon M de bir ikili islem degildir. Bu kosula kiimenin isleme gore kapali olmasi denir.

Tanim 1.2 (Cebirsel Yap1). Icinde en az bir ikili islem tanimlanmuis, bos olmayan bir kiimeye bir cebirsel
yapi denir. M kiimesinde o gibi bir ikili iglem tanimliysa bu cebirsel yap1 (M, o) ile gosterilir.

Asosyatiflik ve Komutatiflik

Tanim 1.3 (Asosyatif Islem). M # & kiimesinde tanimli bir o ikili islemi
Va,b,c € M (aob)oc=ao(boc)
kosulunu sagliyorsa o iglemine M’de asosyatif (birlesmeli) bir islem denir; M, o islemine gore asosyatiftir

denir.

Tanim 1.4 (Komutatif islem). M # & kiimesinde tanimli bir o ikili islemi
Va,bEM aob:boa

kosulunu saglhyorsa o islemine M de komutatif (degismeli) bir islem denir.

Birim Eleman

Birim elemani tek hamlede tanimlamak yerine, ileride isimize yarayacak daha ince bir ayrimla baglayalim:
islemin yalnmizca bir yaninda etkisiz kalan elemanlar.

Tanim 1.5 (Sol Birim, Sag Birim ve Birim Eleman). (M, o) bir cebirsel yap1 olsun.

Je, € M Oyleki Yae M e ca=a

oluyorsa e;’e bir sol birim elemanu;

dey € M Oyleki Vae M acey=a
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10 Béliim 1. Ikili Islem ve Cebirsel Yapilar

oluyorsa e,’ye bir sag birim elemani denir. Hem sol hem sag birim olan bir e elemanina, yani
Vac M eca=ace=a

kosulunu saglayan e € M’ye (M, o) yapisinin bir birim elemani denir.

Teorem 1.1 (Birim Elemanin Tekligi). Bir (M, o) cebirsel yapisinin birim elemani varsa tek tiirlii
belirlidir.

ispat.
e vee', (M, o) nin iki birim elemani olsun. e birim eleman oldugundan her elemani, bu arada €’ ’yii de
degistirmez:

eoe =e ce=¢
Ayni bigimde e’ birim eleman oldugundan
eoe =€’ ce=e

olur. Iki esitligin sol taraflari ayni oldugundan e = €’ bulunur.
n

Ters Eleman

Tanim 1.6 (Sol Ters, Sag Ters ve Ters Eleman). (M, o) ’nin bir e birim eleman: bulunsun ve a € M
olsun.

a*oca=ce
olacak bicimde bir a* € M varsa a*’ya a’nin bir sol tersi;
aoca™ =e

olacak bigimde bir a** € M varsa a**’ya a’nin bir sag tersi denir. Hem sol hem sa§ ters olan bir b
elemanina, yani

boa=aob=c¢e¢

kosulunu saglayan b € M’ye a’nin bir ters elemani (kisaca tersi) denir.

Ters elemanun tekligi, birim elemaninkinden farkli olarak bedava gelmez: islemin asosyatif olmasi gerekir.

Teorem 1.2 (Ters Elemanin Tekligi). M ‘de asosyatif bir o ikili islemi tamimli ve (M, o) nin birim

elemani e olsun. Herhangi bir a € M elemaninin en ¢ok bir tersi vardir; yani a’nin tersi varsa tek tiirlii
belirlidir.

Ispat.
a’ vea”, a’nin iki tersi olsun:

o ca=aca =e (1)

a"ca=aca”" =e (2)
(1)’dekia o a’ = e esitligini soldan a” ile isleme sokalim:
a”o(aca’)=a"oe=a"
(2)’dekia” o a = e esitligini sagdan o’ ile isleme sokalim:

(a”0a)oa’ =eoa’ =ad

Islem asosyatif oldugundan iki sol taraf esittir:
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1.5

1.4 Ters Eleman 11

allo(aoa/) — (alloa)oa/

O hélde a” = a’ olur; ters varsa tektir.
| |

Coziimlii Ornekler

Ornek 1.1 (Birim Eleman1 Olmayan Bir Yap1). Q kiimesinde a o b = ab + 1 islemi tanimlaniyor. (Her
a,b € Qicin ab + 1 € Q oldugundan bu gercekten bir ikili iglemdir.)

a) o iglemi Q’da asosyatif midir?
b) o igslemi komutatif midir?

¢) (Q, o) yapisiun birim elemani var midir?

Cozim.
a) Iki tarafi ayr1 ayr1 agalim:

(aob)oc=(ab+1)oc=(ab+1c+1=abc+c+1
ao(boc)=ao(bc+1)=albc+1)+1=abc+a+1

¢ # a oldugu her durumda iki sonug farklidir; 6rnegin a = 1, b = 1, ¢ = 2 i¢in sol taraf 5, sag taraf 4
cikar. Islem asosyatif degildir.
b) Q’da ¢arpma komutatif oldugundan

aocb=ab+1=ba+1=boa

olur; islem komutatiftir.
¢) Her a igin e o @ = a olacak sabit bir e ariyoruz. a € Q — {0} alalim:

a—1

eca=ea+1l=a=¢e=
a

Bulunan deger a’ya baglh ¢ikti; oysa birim elemanin a’dan bagimsiz tek bir eleman olmasi gerekir. O
halde (Q, o) nin birim eleman1 yoktur.
|

Ornek 1.2 (Birimi ve Tersleri Olan Bir Yap1). Q kiimesinde a o b = %b islemi tanimlaniyor.
a) o asosyatif midir?

b) o komutatif midir?

¢) (Q, o)’nin birim elemani var midir?

d) 0’in bu yapida tersi var midir?

e) a € Q — {0} elemaninin tersi var midir; varsa nedir?

Cozim.
a) (’da ¢arpmanin asosyatifliginden

olur; islem asosyatiftir.
b)aob =2 =% — po g; islem komutatiftir.

2 2
c)eca = % = g esitligini her o i¢in saglayan tek rasyonel say1 e = 2’dir ve 2 € Q’dur. Birim eleman
2°dir.

2
d) z’in 0’'1n tersi olmasi i¢in o 0 = 2 olmasi gerekir. Ama
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xoO:—xéO:0#2

oldugundan boyle bir = yoktur: 0'1n tersi yoktur.
e) x o a = 2 denkleminden
:m—2=>:v—4€(@ (a #0)
2 T a
bulunur; komutatiflikten a o % = 2 de saglanir. Sifirdan farkli her a’nin tersi %’dlr.
| ]

Tanidik Kiimelerde Bir Tur

Asagidaki gézlemler, tanimlari en bildik kiimeler tizerinde sinar. Z, = {0,F2, F4, ...} cift tam sayilar,
Z, = {F1,F3,F5, ...} tek tam sayilar1 gostersin.

1. M =40,1,2,...} kiimesi toplamaya gére kapalidir; (M, +) asosyatif ve komutatif bir cebirsel yapidur,
birimi 0°dir. Ama 0°dan farkli hi¢bir elemanin tersi yoktur; 0’1n tersi kendisidir.

2. M=27ZU {% n=2,3, } kiimesi Q’daki carpmaya gore kapali degildir: 2 ve % kiimededir ama 2 -
% = % kiimede degildir.

3. R* ve R™ kiimeleri toplamaya gore kapalidir ve islem asosyatif ile komutatiftir; fakat 0 bu kiimelerde
olmadigindan (R*, +) ve (R™, +) nin birim eleman1 yoktur.

Z, toplamaya gore kapali degildir: iki tek sayimnin toplam ¢ifttir.
(Zg, +) kapali, asosyatif ve komutatiftir; birimi 0, her a’nin tersi —a € Zg’dir.

. (R*, ) kapaly, asosyatif ve komutatiftir; birimi 1, her o’nin tersi -~ € R*’dur.

[e3%

N oo oo

(Z,,-) kapali, asosyatif ve komutatiftir, birimi 1°dir; ama F1 digindaki hi¢bir tek sayinin tersi yoktur
(1 ile —1 kendi kendisinin tersidir).

8. (Zg, -) kapaly, asosyatif ve komutatiftir; fakat 1 ¢ift olmadigindan birim eleman yoktur.

Bu tablo sunu gosteriyor: kapalilik, asosyatiflik, birim ve ters birbirinden bagimsiz kosullardir — her biri
digerleri saglanirken tek basina bozulabilir. Bir sonraki bélimde bu kosullarin hangi bilesimlerinin hangi
yapilar1 dogurdugunu adlandiracagiz: yar1 grup, monoid ve grup.
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2.1

2.2

2. Yar1 Grup, Monoid ve Grup

Onceki béliimde kapalilik, asosyatiflik, birim ve ters kosullarinin birbirinden bagimsiz oldugunu gordiik.
Simdi bu kosullari katman katman ekleyerek cebirin temel yapi hiyerarsisini kuruyoruz: yalmiz asosya-
tiflik varsa yar1 grup, birim de eklenirse monoid, her elemanin tersi de varsa grup. Bu dersin geri
kalaninin kahramani gruptur; yar1 grup ve monoid ise grubun hangi kosuldan vazgecilince nasil zayifla-
digin1 gosteren ara duraklardir.

Yar1 Grup ve Monoid

Tanim 2.1 (Tek Islemli Cebirsel Yapi). Icinde bir tane ikili islem tanimlanmis cebirsel yapiya tek
islemli cebirsel yap1 denir.

Tanim 2.2 (Yar1 Grup). Icinde asosyatif bir ikili islem tanimlanmus tek islemli cebirsel yapiya yar1 grup
denir. Yar1 grubun iglemi ayrica komutatif ise yapiya komutatif (abelyen) yar1 grup denir.

Tanim 2.3 (Monoid). Birim eleman: olan yari gruba monoid denir. Monoidin islemi komutatif ise
yapiya komutatif (abelyen) monoid denir.

Tamumlar aksiyom listeleri halinde yazmak, bir yapiy1 denetlerken neyi sirayla kontrol edecegimizi
netlestirir. M # & kiimesinde bir o iglemi verilsin.
Yar1 grup aksiyomlar::

ILVa,be M aobeM (kapalilik)
II.Va,b,ce M (aob)oc=aco(boc) (asosyatiflik)
Monoid aksiyomlari: I ve II'ye ek olarak
IIl.3e e M o6yleki Vae M eca=ace=a (birim eleman)

Komutatif yapilar i¢in listeye Va,b € M igin a o b = b o a kosulu eklenir; bu durumda IIl’te tek tarafli e o
a = a kosulu yeterlidir, ¢clinkii komutatiflik diger tarafi bedavaya getirir.

Grup Kavram

Tanim 2.4 (Grup). G # & kiimesinde asagidaki dért kosulu saglayan bir o ikili iglemi tanimlanmis
olsun:

I.Va,be G aobeG
II.Va,b,c € G (aob)oc=ao(boc)
IIT.de € G Oyleki Vae G eoca=ace=a
IV.Vae G Ja* € G 6yleki a*ca=aca*=e
Bu durumda (G, o) tek islemli cebirsel yapisina bir grup denir; G, o iglemine gore bir gruptur denir.

Tamim 2.5 (Komutatif (Abelyen) Grup). (G, ) grubundaki o iglemi komutatif ise gruba komutatif
grup veya abelyen grup denir.
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2.3

14 Boliim 2. Yar1 Grup, Monoid ve Grup

Grup, birimli ve her eleman: tersinir bir monoiddir: yar1 grup C monoid C grup zinciri, her adimda bir
aksiyom ekler. Birim elemanin ve terslerin teklik teoremleri 6nceki boliimde kamitlandigindan, bir grupta
e ve her a’nin tersi otomatik olarak tek tiirlii belirlidir; bu gergege sik sik bagvuracagiz.

Tanidik Yapilarin Siniflandirmasi

Ornek 2.1 (Say1 Kitmelerinin Stniflandirmasi). Asagidaki yapilarin her birinin yar1 grup mu, monoid
mi, grup mu oldugunu belirleyiniz. (N = {1,2,3, ...}; Z cift, Z, tek tam sayilar.)

<N7+>a <N">7 <Za+>a <Zv'>a <Q,+>v <Q_{0}a'>
<Ra+>> <R_{0}7'>7 <R+a+>> <R_’+>7 <R+7'>

<Z§,+>, <Zt,'>7 <Z§7'>

Cozim.
Hepsinde islem, alisilmig toplama ya da carpma oldugundan asosyatiflik ve komutatiflik hazirdir; ayirt
edici sorular kapalilik, birim ve terslerdir.

+ (N, +): kapali, ama 0 ¢ N oldugundan birim yok — komutatif yar1 grup. Grup olamaz.

+ (N, -): kapali, birimi 1; ama érnegin z - 2 = 1 denkleminin N’de ¢dziimii olmadigindan 2’nin tersi
yok — komutatif monoid.

+ (Z,+): birimi 0, her a’nin tersi —a — komutatif grup.

+ (Z,-): birimi 1; F1 digindakilerin tersi yok — komutatif monoid.

« (Q,+), (R, +): komutatif grup.

« (Q—{0},-), (R—{0},-): safir atildipy i¢in her elemanin tersi kiimededir — komutatif grup.
(Stfirdan farkl iki sayinin ¢arpimu sifirdan farkl oldugundan kapalilik da korunur.)

« (RT,+) ve (R™, +): birim eleman yok — birer komutatif yar1 grup.

R*, -): birimi 1, tersler 1 — komutatif grup.

Z,,+): birimi 0, tersler —a — komutatif grup.

Z,, -): birimi 1; F1 diginda ters yok — komutatif monoid.

Z.,-): birim eleman yok (1 ¢ift degildir) — komutatif yar1 grup.

(
(
(
- (

(2]

Tablonun dengesine dikkat edin: ayn1 kiime bir isleme gére grupken ((Z, +)) ébiir isleme gore yalnizca
monoid kalabilir ((Z, -)). Yapi, kiimenin degil kiime ile islemin birlikte 6zelligidir.

Bir sonraki bolimde soyut tanimin ete kemige buriindiigii daha zengin 6rnekleri inceleyecegiz: ticliiler
kiimesi iizerinde kurulan gruplar ve sifirdan farkli kompleks sayilarin ¢arpma grubu — grup 6rnekleri.
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3.1

3.2

3. Grup Ornekleri

Grup tanimi dort maddelik kisa bir listedir; ama bir kiitmenin grup oldugunu gdstermek, o listenin her
maddesini verilen islem i¢in tek tek dogrulamak demektir. Bu boliimde iki kapsamli 6rnek tizerinde bu
denetimin nasil yiiriitiildiigiinii gérityoruz. Ikinci 6rnek — sifirdan farkli kompleks sayilarin ¢arpma grubu
— ileride alt gruplar ve homomorfiler i¢in ana sahnelerimizden biri olacak.

Bilesenli Islemle Kurulan Bir Grup
Ornek 3.1 (Ugliiler Kiimesinde Grup). G = {(a,b,2) : a,b € R — {0}} kiimesinde
(a,b,2) 0 (c,d,2) = (ac, bd,2)

islemi tanimlaniyor. (G, o) nin komutatif bir grup oldugunu gosteriniz.

Coziim.

(1,1,2) € G oldugundan G # @’dir. Aksiyomlari sirayla denetleyelim.

Kapalilik. a, b, ¢,d € R — {0} ise ac # 0 ve bd # 0 olur; dolayisiyla

(a,b,2) 0 (¢c,d,2) = (ac,bd,2) € G
Asosyatiflik. R’de ¢arpma asosyatif oldugundan
[(a,b,2) 0 (c,d,2) ] (e, f,2) = ( (ac)e, (bd)f, 2)
= (‘a(ce), b(df),2 )= (a,b,2) o[ (¢,d,2) o (e, f,2) |
Komutatiflik. R’de carpma komutatif oldugundan
(a,b,2) 0 (c,d,2) = (ac,bd,2) = (ca,db,2) = (c,d,2) o (a,b,2)

Birim eleman. (z,y,2) ¢ (a,b,2) = (a, b, 2) olmas1 i¢in za = a ve yb = b gerekir; a # 0, b # 0 oldu-
gundan x = 1, y = 1 bulunur. Birim eleman (1, 1,2) € G’dir.
Ters eleman. (a°,b°,2) o (a,b,2) = (1,1,2) denkleminden a’a = 1, b°b = 1; yani

a,b # 0 oldugundan bu degerler R — {0} dadur: (a, b, 2)’nin tersi (1, 1,2) € G'dir.
Bes kosulun tiimii saglandigindan (G, o) komutatif bir gruptur.
]

Ugiincii bilesendeki 2 hicbir ise karismiyor; gorevi yalnizca kiimenin elemanlarimi “etiketlemek”. Ornek,
grup yapisinin kiimenin elemanlarinin ne olduguna degil, islemin nasil davrandigina bagh oldugunu
vurguluyor.

Kompleks Sayilarin Carpma Grubu

Teorem 3.1 (Sifirdan Farkli Kompleks Sayilar Grubu). C = {a + bi : a,b € R} ve0 = 0 + 07 olmak
iizere C — {0} kiimesi,

(a+ bi)(c+ di) = (ac — bd) + (ad + be)i

carpma islemine gére komutatif bir gruptur.
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16 Béliim 3. Grup Ornekleri

ispat.

1=1+0i € C— {0} oldugundan kiime bos degildir.

Kapalilik. Carpimin bilesenleri gercel oldugundan (a + bi)(c + di) € C’dir; asu gésterilmesi gereken,
carpimin O olamayacagidwr. Tersini varsayalim: a + bi # 0, ¢ 4+ di #+ 0 iken

(ac —bd) + (ad 4+ be)i = 0+ 00 = ac = bd, ad = —bc

olsun. a + bi # 0 oldugundan a ve b’den en az biri sifirdan farklidir; a # 0 kabul edebiliriz (aksi halde
b # 0 ile ayni akul yiriitme simetrik olarak yapilir). Birinci esitligi c, ikincisini d ile ¢arpalim:

ac? = bde, ad? = —bed

Taraf tarafa toplarsak a(c? + d?) = 0 olur; a # 0 oldugundan c? + d* = 0, yanic = d = 0 bulunur. Bu,
¢ + di # 0 varsayimiyla celisir. Demek ki carpim sifir olamaz ve C — {0} carpmaya gore kapalidir.
Asosyatiflik. Iki tarafi bilesenlerine acalim:

[ (a+bi)(c+di)] (e+ fi) = ( (ac —bd)e — (ad +be)f )

+ ( (ac—bd)f + (ad + be)e ) i
(a+0bi) [ (c+di)(e+ fi) | = (alce —df) —b(cf +de) )

+ (‘a(cf +de) +blce—df) )i

Parantezler agildiginda iki tarafin gercel bilesenleri de sanal bilesenleri de ace — ad f — bcf — bde ve
acf + ade + bce — bd f olarak cakisir; islem asosyatiftir.
Komutatiflik. R’de toplama ve ¢carpma komutatif oldugundan

(a+ bi)(c+ di) = (ac — bd) + (ad + be)i
= (ca —db) + (cb+da)i = (¢ + di)(a + bi)

Birim eleman. (1 + 0i)(a + bi) = a + bi oldugundan birim eleman 1 = 1 + 0i dir.
Ters eleman. (a° + b°i)(a + bi) = 1 + 0i denklemi, bilesenlere gire

aa® —bb° =1, a’b+ba=0
sistemini verir. Birinci denklemi a ile, ikincisini b ile ¢arpip toplarsak
a(a®>+b*) =a
birinci denklemi —b ile, ikincisini a ile carpip toplarsak
b°(a® +b2) = —b
bulunur. a + bi # 0 oldugundan a? + b% # 0’°dur; o halde
a —b

o

= — b e —
a? + b2’ a? + b2
a ve b’den en az biri sifirdan farkli oldugundan o’ ile b°den de en az biri sifirdan farklidir; yani

a

bi) ! = -
(a+bi) 2102 a?tb?

ie C—{0}

Biitiin kosullar saglandigindan (C — {0}, -) komutatif bir gruptur.
|

Bu grubu bundan béyle C* = (C — {0}, -) ile gosterecegiz. Kapalilik adiminda kanitlanan “iki sifirdan
farkli kompleks saymin carpimu sifirdan farklhidir” gercegi, C’nin sifir bolensiz olmas1 demektir; alt grup
orneklerinde bu gercege yeniden bagvuracagiz.
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3.3

3.2 Kompleks Sayilarin Carpma Grubu 17

Alistirmalar

Alistirma 3.1 (Bir Yapay Islem Grubu). G = R — {—1} kiimesinde a * b = a + b + ab islemi tanim-
laniyor. (G, *) ’nin komutatif bir grup oldugunu gésteriniz.

Coziim.

Once kapalillig1 gorelim: axb=a+b+ab= (1 +a)(1+b) — 1'dir. a,b# —lise l +a#0ve 1 +
b # 0, dolayisiyla (1 + a)(1 + b) # 0 ve a * b # —1 olur: islem G’de kapalidur.

Asosyatiflik: Aym 6zdeslikle

(axb)xc=(1+axb)(1+c)—1=(14+a)(1+b)(1+c)—1
ax(bxc)=(1+a)(l+bxc)—1=(14+a)(14+0)(1+4+¢c)—1

iki taraf egittir.
Komutatiflik:axb=a+b+ab=b+a+ba=>bxa.
Birim eleman: exa =a i¢in e+ a+ea =a, yani e(1+a) =0; a # —1 oldugundan e =0€ G
bulunur.
Ters eleman: a* * a = 0 i¢in a*(1 + a) = —a, yani
. —a

@ :1+a

Bu degerin —1 olamayacagim gorelim: =% = —1 olsaydi —a = —1 — @, yani 0 = —1 ¢ikard1. O hélde
a* € G’dir ve komutatiflikten iki yanl ters kosulu saglanir.
Dért aksiyom ve komutatiflik saglandigindan (G, *) komutatif bir gruptur.

Alistirma 3.2 (Bilesenleri Karigik Bir Grup). G = {(2a,b) : a € Z,b € Q — {0} } kiimesinde
(2a,b) o (2¢,d) = (2(1 + 2¢, %)

islemi tanimlaniyor. (G, o) nin komutatif bir grup oldugunu gosteriniz.

Cozim.

Kapalilik: 2a + 2¢ = 2(a + ¢) cift tam sayidir ve b, d # 0 iken % € Q — {0} dur; sonug G’dedir.
Asosyatiflik: Birinci bilegen siradan tam say1 toplamas: oldugundan asosyatiftir; ikinci bilesende iki
taraf da ayni sonucu verir:

§f_bdf b
3 9 3

O halde iglem asosyatiftir.

Komutatiflik: Her iki bilegendeki islem de komutatiftir.

Birim eleman: (2z,y) o (2a,b) = (2a,b) i¢in 2z + 2a = 2a ve %b = b gerekir; x = 0 ve y = 3 bulunur.

Birim eleman (0, 3) € G’dir.

Ters eleman: (2a°,b°) o (2a,b) = (0, 3) denkleminden 2a° = —2a ve &% = 3, yani

(2a,b)71 = (72(1, %) eG

Hepsi saglandigindan (G, o) komutatif bir gruptur.
|

Alistirma 3.3 (Kompleks Sayilarin Toplam Grubu). C = {a + bi : a,b € R} kiimesinin
(a+bi)+ (c+di)=(a+c)+ (b+d)i

toplama iglemine gore komutatif bir grup oldugunu gosteriniz.
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18 Béliim 3. Grup Ornekleri

Cozim.

Kapalilik: Bilesenler gergel say1 toplamlar1 oldugundan sonu¢ C’dedir.

Asosyatiflik ve komutatiflik: Her iki bilesende de R’deki toplamanin asosyatifligi ve komutatifligi
kullanilir:

[(@+bi)+ (c+di) [+ (et fi)=((a+c)+te)+((b+d)+[)1i
=(a+(cte))+(b+(d+/f))i
ve(a+c)+ (b+d)i=(c+a)+ (d+Dd).
Birim eleman: 0 = 0 + 0i i¢in (0 + 0¢) 4 (a + bi) = a + bi’dir.
Ters eleman: a + bi’nin tersi (—a) + (—b)i € C'dir:
(a+bi) 4+ ( (—a)+ (=b)i ) =0+0i

Béylece (C, +) komutatif bir gruptur.
|

Simdiye dek grup oldugunu gosterdigimiz her yapida dort aksiyomun dérdini de tek tek denetledik. Bir
sonraki bolimiin konusu tam bu yuki hafifletmek: aksiyomlarin bir boliminii zayiflatip gerisini teorem
olarak elde edecegiz — grup aksiyomlarinin esnetilmesi.
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4.1

4. Grup Aksiyomlarinin Esnetilmesi

Grup tamimindaki III ve IV aksiyomlar: iki yanlhdir: birim eleman her iki yandan etkisiz, ters eleman
her iki yandan ters olmalidir. Bu bélimiin ilk sonucu sasirticidir: yalnizea sol birim ve sol ters istemek
yeterlidir — sag taraflar kendiliginden gelir. Ardindan aksiyomlar1 bambasgka iki bicimde daha karakterize
edecegiz: denklemlerin ¢6zilebilirligi ve (sonlu kiimelerde) sadelestirme kurallar1. Bu 6l¢iitler, bir yapinin
grup oldugunu gostermenin pratikte en kisa yollarini verir.

Sol Birim ve Sol Ters Yeterlidir

Teorem 4.1 (Zayiflatilmis Grup Aksiyomlar1). G # & kiimesinde tanimli bir o islemi su kosullari
saglasin:

I.Va,be G acbeG
II.Va,b,c € G (aob)oc=ao(boc)
III*.Je € G 6yleki Vae G eoca=a (sol birim)
IV*.Vae G Ja* € G dyleki a*ca=ce (sol ters)
Bu takdirde (G, o) bir gruptur.

ispat.
1) Sol ters ayni zamanda sag terstir. a € G olsun ve IV*’daki a* 'y1 alahim: a* o a = e. Once

(a*oa)oa* =eoca* =a*
yazalim (IIT* kullanildy); asosyatiflikle bu,

a*o(aca*)=a

demektir. IV*’1 bu kez a* i¢in kullanalim: a** o a* = e olacak bigimde ™ € G vardir. Son esitligi soldan
a** ile isleme sokup asosyatifligi uygulayalim:

a**o[a*o(aoa*)]:a**oa*ﬁ(a**oa*)o(aoa*):a**oa*
= eo(aca*)=e=aca*=c¢

Son adimda IIT" kullanildy. Demek ki a*, a’nin sag tersi de olur.
2) Sol birim ayni zamanda sag birimdir. Herhangi bir a € G i¢in IV*°dan a* o a = e vardir. O halde

ace=aoc(a*oa)=(aca*)oa=eca=a
Burada sirasiyla asosyatiflik, 1)'de kanitlanan a o o* = e ve III* kullanild.

Béylece e iki yanli birim, her a* iki yanli terstir: (G, o), grup tamimindaki I-IV kosullarinin tiimiinii saglar.
|

Teoremin iki yan iiriini, ileride siirekli kullanilacak:

« III*’daki e, grubun (tek tiirlii belirli) birim elemanidir: bir grubun bir ve yalmiz bir birim elemani vardur.
+ 1)‘den dolay1 a* o a = a o a* = €’dir; islem asosyatif oldugundan ters tek tiirlii belirlidir: grubun her
elemaninin bir ve bir tek tersi vardir.
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20 Boliim 4. Grup Aksiyomlarinin Esnetilmesi

4.2 Denklemlerle Karakterizasyon

Teorem 4.2 (Coziilebilirlik Aksiyomuyla Grup). G # & kiimesinde tanimli bir o islemi kapalilik (I)
ve asosyatiflik (I) kosullarina ek olarak sunu saglasin:

III'. Va,b € G igin acx=0b ve yoa=">b denklemleri G ’de ¢oziilebilir.
Bu takdirde (G, o) bir gruptur.

Ispat.

Zayiflatilmis aksiyomlar teoreminden dolayi III* ile IV* 1 tiiretmek yeterlidir.

Sol birim vardir. Herhangi bir b € G segelim. III'’den y o b = b denkleminin bir ¢oziimii vardwr; buna
e diyelim: e o b = b. Simdi bu e’nin her a € G igin sol birim oldugunu gérelim. IIT ’den b o © = a olacak
bicimde bir x € G vardir; o halde

eoa=¢eo(box)=(eob)ox=box=a

Sol ters vardir. Herhangi bir a € G i¢in III' 'dekiy o a = b denkleminde b = e alalim: a* o a = e olacak
bicimde a* € G varduwr.

L IL I, IV* saglandigindan (G, o) gruptur.

|

Grup oldugu bilinen bir yapida bu denklemlerin ¢6ziimleri yalniz var olmakla kalmaz, tek tiirlii belirlidir:

Teorem 4.3 (Denklemlerin Tek Coziimii). Bir (G, o) grubunda hera,b € G ¢iftiicinaox =bveyo
a = b denklemlerinin ¢oziimleri tek tiirlti belirlidir ve

z=alob, y=boa !
ile verilir. (Burada a™ ', a’nin tersidir.)

ispat.
aox = b ise iki tarafi soldan a™* ile isleme sokalim:

alo(aox)=alob= (atoa)ocxz=a"lob
— ecox=alob=x=alob
Demek ki ¢oziim varsa ancak a™! o b olabilir. Tersine bu deger gercekten ¢coziimdiir:
ao(atob)=(acal)ob=cob=1b

yoa =b denklemi icin tamamen benzer bicimde: yoa = b ise sagdan a~' uygulanarak y =boa™*
bulunur ve (boa™')oa =bo (a™! o a) = b saglani.
|

4.3 Sadelestirme Kurallar:

Teorem 4.4 (Sadelestirme Kurallar1). (G, o) birgrup vea,z,z’,y,y" € G olsun. O zaman
aox:aox/:>x:‘7/7 yoa:y’oa:}y:y/
ispat.
Birinci gerektirme icin iki tarafi soldan a=! ile isleme sokmak yeterlidir:

1 -1

alto(acz)=alo(acx’)= (aloa)ox=(a"toa)ox
— ecox=ecox =z=1

Ikincisi icin sagdan a~! uygulanir:
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4.3 Sadelestirme Kurallar 21

1 /

(yoa)ea™ =(y ca)ea™ = yo(aca )=y o(acal)=y=y

Sadelestirme kurallarina boliimiin tekligi aksiyomu veya kisaltma aksiyomu da denir. Sonsuz
kiimelerde bu kurallar tek basina grup olmaya yetmez; ama sonlu kiimelerde durum bambagkadir:

Teorem 4.5 (Sonlu Kiimelerde Grup Ol¢iitii). G #+ & sonlu bir kiime olsun. G’de taniml bir o islemi
kapalilik (1), asosyatiflik (II) ve sadelestirme kurallarini (IIT') saglyorsa (G, o) bir gruptur.

Ispat.

Coziilebilirlik teoreminden dolayr III' 'yii, yani aox =b ve yoa = b denklemlerinin ¢oziilebilirligini
gostermek yeterlidir.

a,b € G verilsin. ¥, : G = G, x = a o x fonksiyonunu tanimlayalim (kapaliliktan her x igin a o x €
G dir).

U iyi tanimhidir: « = 2’ isea o z = a o 2’ 'dir.

U, birebirdir: ¥, (z) = U, (z') isea o x = a o &', sadelestirme kuralindan x = z’ olur.

W tizerinedir: Sonlu bir kiimeyi kendi igine resmeden birebir fonksiyon iizerinedir.

O haldeb € G’ye karsihik U, (x) = a o x = b olacak bicimde bir x € G vardur: birinci denklem ¢oziilebilir.
yoa = b denklemii¢cin ®, : G = G, y = y o a fonksiyonuyla tamamen benzer akil yiiriitme yapilir. III
" saglandigindan (G, o) gruptur.

|

Sonluluk vazgegilmezdir

Sonlu kitmelerde grup 8lciitii sonsuz kiimelerde gecerli olmak zorunda degildir. Ornegin (N, -) yapist
kapalidir, asosyatiftir ve sadelestirme kurallarini saglar (ax = az’ = x = z’); ama grup degildir —
birimden baska hicbir elemanin tersi yoktur. Ispattaki “sonlu kiimede birebir fonksiyon iizerinedir”
adimi, sonsuz kiimelerde ¢oker.

Sonlu Grup ve Mertebe

Tanim 4.1 (Sonlu ve Sonsuz Grup). (G, o) yapisinda G sonlu bir kiime ise yapiya sonlu cebirsel yapi,
sonsuz ise sonsuz cebirsel yap1 denir. Ozel olarak bir grup, sonlu kiimeyse sonlu grup, sonsuz kiimeyse
sonsuz grup adini alir.

Tanim 4.2 (Grubun Mertebesi). G sonlu bir grup ve eleman sayisi n ise n’ye G’nin mertebesi denir
ve | G | = n yazilir. Sonsuz bir grubun mertebesi sonsuz olarak tanimlanir.

Elimizde artik ti¢ ayr1 grup ol¢litil var: tanimin kendisi, ¢oziilebilirlik ve — sonlu kiimelerde — sadeles-
tirme. Siradaki bolimde sonlu gruplar1 somut bicimde girmenin aracini taniyacagiz: islem tablolari.
Tablolar bize ayni zamanda kii¢ciik mertebeli buitiin gruplar: siniflandirma imkani verecek — islem tablolar:
ve kiiciik mertebeli gruplar.
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5.1

5. Islem Tablolar: ve Kiiciik Mertebeli
Gruplar

Sonlu bir grubun iglemi, ¢arpim tablosu gibi bir tabloya sigar. Bu béliimde 6nce tablolarin hangi 6zellikleri
tagimak zorunda oldugunu goriiyor, sonra verilen bir tablonun grup tablosu olup olmadigin: denetlemeyi
ogreniyoruz. Bolimiin ikinci yarisi kiigtik bir siniflandirma saheseri: mertebesi 1,2, 3 olan gruplar tek
tiptir; mertebe 4’te ise tam iki tip vardir ve ikisini de tablolariyla insa edecegiz.

Islem Tablosu

Tanim 5.1 (Islem Tablosu). Elemanlari ay, a,, ..., a,, olan sonlu bir grubun islem sonuglari1 bir tabloyla
gosterilir: satir bagina a,, siitun basgina a; yazilir ve kesigim hiicresine a; o a; konur. Bu tabloya grubun
islem tablosu (Cayley tablosu) denir.

Gruptaa o x = bvey o a = b denklemlerinin ¢éziimleri tek tiirlii belirli oldugundan 6nemli bir kisit dogar:
grubun her elemani, tablonun her satirinda ve her siittununda tam bir kez yer alir. Gergekten q;
satirinda b elemanyi, a; o = b denkleminin ¢6ziim sayis1 kadar — yani tam bir kez — goriiniir.

Bu kural gerekli ama yeterli degildir: satir-siitun diizeni kusursuz olan bir tablo yine de birim eleman ya
da asosyatiflik yiiziinden grup tablosu olmayabilir. Asagidaki 6rnek ti¢ durumu birden sergiliyor.

Ornek 5.1 (Tablo Denetimi). Asagidaki tablolarin bir grubun islem tablosu olup olmadigini arastiriniz.

ola b cd ola b cd ola b e

alb cda alcdab )
Wbledabd (2)blabed (3)‘52‘02

cla b cd cld ¢c b a

dldabb dlbadec cle ab

Cozim.

(1) Son satirda b iki kez gériiniiyor: d o ¢ = b ve d o d = b. Bir grup tablosunda her eleman her satirda
tam bir kez yer almak zorunda oldugundan bu tablo bir grubun iglem tablosu olamaz.

(2) Her eleman her satir ve siitunda tam bir kez yer aliyor; fakat birim eleman yok. Birim elemanin satiri,
siitun basliklarini aynen tekrarlamalidir: b satir1 a b ¢ d veriyor, yani b o x = z her z i¢in saglaniyor — b
bir solbirimdir. Ama b siitunu d, b, ¢, a oldugundan a o b = d # a’dir: b sag birim degildir ve baska aday
da yoktur. Birim eleman1 olmayan yap1 grup olamayacagindan bu tablo da bir grup tablosu olamaz.
(3) Her eleman her satir ve siitunda tam bir kez var; a satir1 ve siitunu bagliklar1 tekrarladigindan a
birim elemandir. Terslere bakalim: tabloda a’y1 veren hiicreler a o a, b o ¢, ¢ o b’dir; yani

Geriye asosyatiflik kaliyor: her z, y, z igin (z o y) o 2 = x o (y o 2z) denetlenmelidir.
Ugliide a varsa: a birim oldugundan ii¢ durum da kendiliginden saglanir. Ornegin x = a igin

(aoy)oz:yoz:ao(yoz)

y = a ve z = g durumlari da ayn1 bicimde goriliir.
Ugliide a yoksa: z,y, z € {b, c} olan sekiz ticlityii tek tek denetleyelim:

(bob)ob=cob=a, bo(bob)=boc=ua v
(bob)oc=coc=b, bo(boc)=boa=0b v

(boc)ob=aob=">b, bo(cob)=boa=0b v
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boc)oc=aocc=c, bo(coc)=bob=c

(=]

Job=aob="b, co(bob)=coc=0b

C o

I
o
o
Q
I
()
N NN

(
(
(cob)oc=aoc=c, colboc
(
( —cob=a v

coc)oc=boc=a, co(coc

)
coc)ob=bob=¢, co(cob)=coa=c

)

(

1 Carpimsal yazis

Bundan béyle soyut gruplarda iglemi o yerine - ile gdsterecegiz ve (G, ) yapisina ¢arpim grubu
diyecegiz; a - b yerine ¢ogu zaman kisaca ab yazilir. Birim eleman 1, a’nin tersi a ! ile gosterilir. Bu
yalniz bir gdsteris anlagmasidir: islem, sayilarin ¢arpmasi olmak zorunda degildir.

Mertebesi 1, 2 ve 3 Olan Gruplar

Mertebe 1. Grup yalnizca birim elemandan olusur: G = {14}, 14 - 15 = 1. Bu gruba birim grup denir.
Mertebe 2. G = {14, a} olsun. 1, satir ve siitunu bellidir; geriye yalniz a - a hiicresi kalir. ¢ - a = a
olamaz, ¢iinkii sadelestirmeyle @ = 1 cikards; o halde zorunlu olarak

lg a
a-a=1g, 1o|1g a
ala lg

Asosyatiflik denetiminde ticliide 1, varsa is kendiliginden biter; hicbiri 1, degilse tek aday ¢ =y =
z = a’dir:

(@-a)-a=1g-a=aq, a-(a-a)=a-lg=a

Demek ki tablo bir grup verir ve 2. mertebeden tek tip grup vardir; a=! = a’dir.

Mertebe 3. G = {14, a,b} olsun. a - b hiicresine bakalim: b # 1 oldugundan a - b # a (sadelegtirme),
a # 15 oldugundan a - b # b; tek secenek

ab:1G

Aymi akil yiiriitmeyle b - a = 15 dir; yani a™* = b, b~! = a. Simdi a - a: tersinin tekliginden a~! = b #
a oldugundan a - @ # 14; a # 15 oldugundan a - a # a; geriye

a-a=1»

kalir. Tamamen benzer bicimde b - b = a bulunur:

Asosyatiflik, yukaridaki (3) tablosundaki gibi (o tablo bu grubun 15 = a, a = b, b = ¢ adlandirmasiyla
aynisidir) denetlenir. 3. mertebeden tek tip grup vardir.
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Mertebesi 4 Olan Gruplar

G ={1g,a,b,c} olsun. 14 ile carpimlar bellidir; kritik soru terslerin dagilimidir. Her elemanin tek bir
tersi vardir ve ters alma, {a, b, ¢} kiimesini kendi icinde esler. Iki olasilik vardir: ya ii¢ eleman da kendi
kendisinin tersidir ya da biri kendi kendisinin tersi olup &biir ikisi birbirinin tersidir. (U¢iiniin de “bagka-
sinin tersi” olmasi imkansizdir: ters alma eslemesi ti¢c elemanli kiimede sabit noktasiz olamaz.)
Birincihal:a ' = a, b =b,c ! =c.Yania? =% =¢? = 1g. a - bhicresi: a~! = a # b oldugun-
dan a - b # 1; sadelestirmeden a - b # a ve a - b # b; tek secenek a - b = c. Simetrik akil yiiriitmelerle

ab = ba = c, ac = ca = b, bc=cb=a

“|lg a b ¢
lgllg a b ¢
ala 1lg ¢ b
b|b ¢ 1g a
clec b a lg

Asosyatifligin denetimi yine “U¢liidde 1, varsa otomatik; yoksa {a,b, c}’den kurulan tgliler tek tek”
yoluyla yapilir; 6rnegin

(a-a) - b=1g-b=b, a-(a-b)=a-c=b v
(@-b)-a=c-a=b, a-(b-a)=a-c=b v

Kalan tg¢liler de ayn bigimde dogrulanir. Bu gruba Klein tipi grup denir; komutatiftir.

Ikincihal:a=! = a,b7! = ¢,c™! = b. Yania®? = 15 ve bc = cb = 1. a - b: yine # 14, a, b oldugun-
dan ab = c; benzerlikle ba = ¢ ve ac = ca = b. b - b hiicresi: b~ = ¢ # b oldugundan b% # 14; b # 1,
oldugundan b? # b; b = c olsayd1 b2 = ab’den sadelestirmeyle b = a gikardi — o da olamaz. Geriye

b? =a, benzer bicimde Z=a

kalir:

- |1g a b ¢
lg|lg a b ¢
ala lg ¢ b
b|b ¢ a 1lg
cle b 1lg a

Asosyatiflik birinci haldeki gibi denetlenir. Bu grupta b? = a, b3 = ba = ¢, b* = 15 oldugundan biitiin
grup b’nin kuvvetlerinden olusur; ileride bu tip gruplara devresel grup diyecegiz.

Sonug: 4. mertebeden tam iki tip grup vardir — Klein tipi ve devresel tip. Her ikisi de komutatiftir;
yani mertebesi 4’ ge¢cmeyen biitiin gruplar komutatiftir.

Kiciik mertebelerde gruplar elle insa edebildik; ama mertebe biiytiditkce tablo kurmak umutsuzlagir. Bir
sonraki boliimde grup elemanlariyla cebirsel hesap yapmanin araglarimi gelistiriyoruz: kuvvetler, katlar
ve bunlarin aritmetigi — kuvvetler ve katlar.

Acik Matematik - acik-matematik.com 25 CC BY-NC-SA 4.0


kuvvetler-ve-katlar.qmd
https://acik-matematik.com
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.tr

26 Boliim 5. islem Tablolar1 ve Kiiciik Mertebeli Gruplar

Acik Matematik - acik-matematik.com 26 CC BY-NC-SA 4.0


https://acik-matematik.com
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.tr

6.1

6.2

6. Kuvvetler ve Katlar

Bir grupta a - a - a gibi ¢carpimlar yazabilmek icin 6nce ikiden ¢ok elemanin ¢arpiminin parantezlemeden
bagimsiz oldugunu bilmemiz gerekir. Bu boliimde 6nce n’li carpimi tanimlayip genel asosyatiflik ve
genel komutatiflik kurallarini kaydediyor, sonra bir elemanin tam sayili kuvvetlerini tanimlayarak lise
cebirinden tanidik kuvvet kurallarinin grup ortamindaki kargiliklarini kanithiyoruz. Bolim, toplamsal
yazigtaki karsiliklar — katlar — ile kapaniyor. Bu aritmetik, devresel gruplar teorisinin tamaminin dilidir.

n’li Carpim

Tamim 6.1 (n'li Carpim). (G,-) bir grup ve a;,ay,...,a, € G olsun (n > 2). Bu elemanlarin (bu
siradaki) carpimu tiimevarimla tanimlanur:

« n = 2i¢in a, a4 zaten tanimlidir;
« n > 2icin ayay-a, = (a1090,_1) - Q.

. . .. 1
Gésteris: aqaqa,, = [[" , a,;n = 1igin I1,_, @, = a4 olarak tammlanur.

v=1

Teorem 6.1 (Genel Asosyatiflik). Bir grupta herhangin (n > 3) elemanin ¢carpiminda carpanlar, siralar
bozulmadan istenildigi gibi paranteze alinabilir:

Ay Qg0 = (agay) - (agppe,)  (L<k<n—1)

Teorem 6.2 (Genel Komutatiflik). aq,...,a, (n > 2), bir grubun ikiser ikiser komutatif elemanlari olsun
(a;a; = a;a;). iy, ..., %, 1, ...,n saylarinin herhangi bir permiitasyonu olmak iizere

a1a2...an = ailaiQ.“ain

Iki teorem birlikte sunu sdyler: ikiser ikiser komutatif elemanlarin carpiminda carpanlar istedigimiz
siraya sokabilir ve istedigimiz gibi paranteze alabiliriz. Her iki teorem de n lizerinde tiimevarimla kanit-
lanir; ispatlar kavramsal bir yenilik icermediginden ayrimtilarini atliyoruz.

Tam Sayil1 Kuvvetler

Tanim 6.2 (Bir Elemanin Tam Sayili Kuvvetleri). (G,-) bir grup, a € G ve n € Z olsun. a’nin n.
kuvveti a™ s6yle tanimlanir:

en>0icintal =a;n>2icina™ = a-a-a

-
. 0 n tane
e n=0igin:a” = 1q4
. . — b . . — 4 p— / — — —
e n<0,n=—n'(n >0)igin: a~!, a’nin tersi olmak iizere a™" = (a7 1) =a7 ! a7 l-a7?
-
n’ tane

Teorem 6.3 (Kuvvetlerin Temel Ozellikleri). (G, ) bir grup, a,b € G ve m,n € Z olsun.

L (@) l=a

2. (a-b)"! = b1 a7!; daha genel olarak (ajay-+-a;) "t = a;t-—azta7?
3. a™-a™ = a™*"; daha genel olarak a™1a™z2---q™k = g™1tM2t Ty
4‘ am)n — n

S

(
a-b="b-aisehern € Z icin (ab)™ = a™b"; daha genel olarak a, ..., a;, ikiser ikiser komutatif ise
(0y-,)" = af =]
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Ispat.

Kurallarin tiimii tanimdan tiimevarimla ¢ikar; en 6gretici dictinii kanitlayalim.

1)a ' -a=a-a! =1 esitligi, ters tanimina gére a’min a~'’in tersi oldugunu soyler; ters tek tiirlii
belirli oldugundan (a™1)~! = a’dr.

2) x = (ab)~! diyelim: x - (ab) = 1. Asosyatiflikle (ra)b = 14, yani za, b’nin sol tersidir: za = b~!.
Buradan sagdan o' uygulayarak x = b=*a~! bulunur. Genellestirme k iizerinde tiimevarimla yapilir.
5) U¢ durumu ayiralim.

n > 0: n = 1 icgin esitlik agiktir. n > 2 igin
(ab)™ = (ab)(ab)---(ab) = (aa--a) (bb---b) = a™b™

n n n

Ortadaki adimda a ile b’nin komutatifligi sayesinde genel komutatiflik ve genel asosyatiflik kurallari
kullanilds.

n=0:(ab)’ =15 =15 15 = a®b".

n <0, n=—n": Once ab = ba’dan (ab)™' = (ba)~!, yani b=ta=t = a='b~! oldugunu not edelim:
tersler de komutatiftir. O halde

(ab)_"/ — [ (ab)—l]n/ — <b—1a—1)n’ — (a—lb—l)n/

’

— a—n’ b—n’ = ab"™

— (a—l)n’ (b—l)n

Ortadaki adimda pozitif kuvvet durumu (n’ > 0) uyguland.
|

Komutatiflik olmadan 5. kural ¢oker

ab # ba ise (ab)™ = a™b" esitligi genel olarak yanlistir. Ornegin (ab)? = abab’dir; bunun a?b?

aabb’ye esit olmasi, ortadaki ba’nin ab’ye cevrilebilmesini — yani tam da komutatifligi — gerektirir.

4. kuralin iki kullanigh 6zel hali, m = —1 ve n = —1 degerleriyle elde edilir:
a "= (a—l)n — (an)—l

Yani “6nce ters alip sonra kuvvet almak” ile “6nce kuvvet alip sonra ters almak” ayni sonucu verir.

Toplamsal Yazis: Katlar

Komutatif gruplarda islem ¢ogu zaman + ile yazilir; (G, +) yapisina toplam grubu denir. Bu yazigta
birim eleman O, ile gosterilir ve sifir elemani adini alir; a’nin tersi —a ile gésterilir. Kuvvetin kargilig:
ise kattir:

Tanim 6.3 (Bir Elemanin Tam Sayili1 Katlar1). (G, +) komutatif bir grup, a € G ven € Z olsun. a’nin
n kat1 na goyle tanimlanir:

en>0icintla=a;n>2icinna=a+a+--+a

n tane

« n = 01igin: Oa = Og
+n<0,n=-n"(n >0 iin: (—n')a =n'(—a) = (—a) + (—a) + - + (—a)

Kuvvet kurallarinin katlara gevirisi sdyledir; her biri, ¢arpimsal kardesinin birebir kopyasidir:

—(—a)=a

—(a+b) = (—a) + (—b); genel olarak —(ay + - + a;,) = (—aq) + - + (—ay)
ma + na = (m + n)a; genel olarak mya + - + mpa = (my + -+ my)a
n(ma) = (nm)a

n(a + b) = na + nb (grup komutatif oldugundan bu kural her zaman gegerlidir)

AN ol S .
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6.3 Toplamsal Yazig: Katlar 29

Artik grup elemanlariyla serbestce hesap yapabiliyoruz. Siradaki dogal soru su: bir grubun icindeki hangi
alt kiimeler, ayn1 islemle kendi baglarina grup olusturur? Bu sorunun yanit1 — alt gruplar — dersin bundan
sonraki biitiin béliimlerinin zeminidir: alt gruplar.
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7.1

7.2

7. Alt Grup Kavram ve Olciitleri

Bir grubun i¢inde, ayn1 iglemle kendi bagina grup olusturan alt kiimeler yasar: (Z, +) icindeki ¢ift sayilar,
(R — {0}, -) icindeki pozitif sayilar gibi. Bu béliimde alt grup kavramini tanimlayip bir alt kiimenin alt
grup oldugunu denetlemenin ii¢ pratik él¢iitiinii kanitliyoruz. Olgiitlerin degeri sudur: dort grup aksiyo-
munu yeniden denetlemek yerine yalnizca bir-iki kosula bakmak yeter — asosyatiflik gibi 6zellikler biiyiik
gruptan bedavaya miras kalir.

Alt Grup Tanimi

Tanim 7.1 (Alt Grup). (G, ) bir grup ve @ #+ H C G olsun. H, G’deki - islemine gére kendi bagina bir
grup olusturuyorsa H’ye G’nin bir alt grubu denir ve bu durum

HCdG
a.g.

ile gosterilir.

Ucg Alt Grup Olgiitii

Teorem 7.1 (Alt Grup Olg¢iitii). (G,-) bir grup ve @ # H C G olsun. H nin G nin bir alt grubu olmast
icin gerek ve yeter kosullar sunlardir:

1. Ya,b € H igina-b € H (kapalhlik)
2. VYa € H icina™! € H (terslere kapalilik)

Ispat.

Gereklik. H alt grupsa kendisi bir gruptur; grup tamimimn I ve IV aksiyomlari tam olarak 1) ve 2)
kosullaridir.

Yeterlik. 1) ve 2) saglansin; H 'nin grup aksiyomlarini tasidigini gorelim.

Kapalilik: 1)in kendisi.

Asosyatiflik: (ab)c = a(be) esitligi G 'nin biitiin elemanlar igin gegerlidir;, H C G oldugundan H ’nin
elemanlari icin de gecerlidir.

Birim eleman: H # & oldugundan bir a € H secebiliriz. 2)'den a=* € H; 1)’den

arat=1,€H

1q. H nin de birim elemanidir: her h € H i¢in 1oh = hlg = h zaten G de saglanir.
Ters eleman: 2) ‘nin kendisi.

Dort aksiyom saglandigindan H C G’dir.
a.g.
]

Ispatin birim eleman adimindan degerli bir yan sonug ¢ikt1: alt grubun birimi, bityiik grubun birimiyle
aymdir (1; = 15). Benzer bigimde bir elemanin H’deki tersi, G’deki tersiyle ¢akigur.
Sonlu gruplarda ikinci kosul bile fazladur:

Teorem 7.2 (Sonlu Gruplarda Alt Grup Olg¢iitii). (G, -) sonlu bir grup ve @ + H C G olsun. H 'nin
alt grup olmasu icin gerek ve yeter kosul, H 'nin - islemine gore kapali olmasidir.

ispat.

Gereklik. Alt grup, tanimi geregi kapalidir.

Yeterlik. H kapali olsun. G sonlu oldugundan H de sonlu bir kiimedir. Sonlu kiimelerde grup él¢iitiinii
uygulayalim: kapalilik hipotezdir; asosyatiflik G ’den miras kalir; sadelestirme kurallar: da G ’den miras
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kalr — ax = ax’ esitligi G’de bir grup esitligi oldugundan x = x’ verir. Sonlu kiime + kapalilik +
asosyatiflik + sadelestirme, sonlu kiimelerde grup olciitiine gore H 'nin grup olmast demektir; o halde
H C Gdir

a.g.
|

Kapalilik sonsuz grupta yetmez

(Z,+) grubunda N = {1,2,3, ...} alt kiimesi toplamaya gére kapalidir; ama alt grup degildir — ne
0 icerir ne de herhangi bir elemanin tersini. Sonlu 6l¢iitiindeki sonluluk kosulu gercekten vazgecil-
mezdir.

Uciincii 6l¢iit, iki kosulu tek kosulda birlestirir; soyut ispatlarda en sik bu kullanilr:

Teorem 7.3 (Tek Kosullu Alt Grup Ol¢iitii). (G, -) bir grup ve @ + H C G olsun. H 'nin alt grup
olmasu igin gerek ve yeter kosul:

Ya,bec H a-b'eH

Ispat.

Gereklik. H alt grupsab € H icinb~! € H ve kapaliliktan ab™* € H olur.

Yeterlik. Hipotezden alt grup olgiitiiniin iki kosulunu tiiretelim.

Terslere kapalilik: Once a € H igin hipotezi b = a ile kullanalim: a -a=! = 15 € H. Simdi 15,a € H
icin hipotez

lgrat=a'leH

verir.

Kapalilik: a,b € H olsun. Az once gosterildigi gibi b=1 € H 'dir; hipotezi a ve b= ¢iftine uygularsak
a-OYHt=a-beH

Iki kosul saglandigindan H C G dir.
a.g.
]

Toplamsal yazistaki karsilik: (G, +) grubunda @ # H C G alt kiimesinin alt grup olmast icin gerek ve
yeter kosul, her a,b € H i¢in

a—b=a+(-b)eH

olmasidir.

Trivial Alt Gruplar

Teorem 7.4 (Her Grubun Hazir Iki Alt Grubu). Her (G, ) grubunda {15} ve G nin kendisi birer alt
gruptur.

ispat.

{15} igin iki kosullu olgitii uygulayalim: 1 - 1o = 15 € {15} ve 15! = 14 € {15}; kiime bos da
degildir. G’nin kendisi ise zaten grup oldugundan alt gruptur.

]

Tanim 7.2 (Trivial Alt Gruplar). G grubunun G ve {1} alt gruplarina trivial alt gruplar denir.

flging olan, elbette trivial olmayan alt gruplardir. Bir sonraki boliimde él¢iitlerimizi is basinda gérecegiz:
kalan smifi halkalarindan kompleks say1 ¢emberlerine uzanan bir 6rnek galerisi — alt grup 6rnekleri.
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8.1

8.2

8. Alt Grup Ornekleri

Alt grup 6l¢itlerini elimize aldigimiza gore onlar1 gercek kiimeler tizerinde ¢alistirma zamani. Bu bélimiin
ornekleri iki kaynaktan geliyor: modiiler aritmetigin Z,,, yapilar1 ve kompleks sayilar. Aralara serpisti-
rilmis soyut 6rnekler — kare kosuluyla tanimlanan kiimeler, bir elemanla degisen elemanlarin kiitmesi —
olctitlerin somut hesap olmadan da nasil igledigini gosteriyor.

Hatirlatma: Kalan Siniflar:

Sayilar teorisinden birkac¢ gercegi ispatsiz kaydedelim; bu yapilar ders boyunca 6rnek deposu olarak
kullanilacak.
m > 2 bir tam say1 olsun. a = b (mod m) bagmtisi (m | a — b) Z’de bir denklik bagintisidir ve Z’yi

Z,, ={0,1,..,m—1}, k={k+qm:qcZ}

kalan smiflaria ayirir. Z,,,’de toplama ve ¢arpma, temsilciler tizerinden tanimlanur:

a+b=a+b, a-b=a-b
Bu islemlerle ilgili kullanacagimiz gercekler sunlardir:

+ (Z,,,+) her m > 2 i¢in komutatif bir gruptur; birimi 0, @’nin tersi =a = m — a’dir.

- p asal ise 0 disindaki smnuflar carpmaya gére de bir komutatif grup olusturur; bu grubu Zy = (Z,, —
{O}, -) ile gosterecegiz. (p asal degilse sifir bolenler ortaya cikar ve Z,, — {0} carpmaya gore kapali
bile degildir; 6rnegin Z,,’da 2 -5 = 0.)

alt grup mudur?

Coziim. .
Toplamsal tek kosullu 6l¢iitii deneyelim: 3,1 € M i¢in

3—1=2¢M

Olgiit bozuldugundan M, (Z,,, +) nin alt grubu degildir.
|

Kompleks Sayilarda Bir Alt Grup

Ornek 8.2 (Bir Carpma Grubu: $a + b sqrt(5) \,i$). G = {a +bV5i:a,bER,a#0 veya b+ O}

kiimesinin, C’deki ¢arpma islemine gére bir grup oldugunu gésteriniz.

Cozim.

1+ /54 € G oldugundan G # @’dir ve G’nin her elemani 0 4 0i’den farkli oldugundan & # G C
C — {0}’ dir. C* = (C — {0}, -)’mn grup oldugunu biliyoruz; G’nin C*’m bir alt grubu oldugunu gos-
termek yeterlidir. Iki kogullu 8lciitii kullanalim.

Kapalilik. ;2 = —1 kullanilarak

(a+bV5i)(c+ dV5i) = (ac — 5bd) + (ad + be)V5i

bulunur; bilesenler gerceldir, dolayisiyla carpim yine z + y+/5i bicimindedir. Sifir olamayacagin
gormek icin C’nin sifir bélensizligine basvuralim: iki carpan da 0’dan farkli oldugundan carpimlar1 0 +
07 olamaz; yani ac — 5bd ile ad + bc’den en az biri sifirdan farklidir ve carpim G’dedir.

Terslere kapalilik. Payda gercellestirilerek
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34 Béliim 8. Alt Grup Ornekleri

1 a—bV5i a —b
bV/5i) ! = - - 5i
(@t bV5i) T = e = e e T

a # 0 veya b # 0 oldugundan a? + 5b% # 0’dir ve yeni bilesenlerden de en az biri sifirdan farklidir;
ters, G'nin bir elemanidir.
Iki kosul saglandigindan G C C*’dur; alt grup kendi basina grup oldugundan (G, -) bir gruptur.

a.g.

8.3 Sonlu Grupta Kapalilik Denetimi

Ornek 8.3 ($bb(Z)_11*(*)$ icinde Alt Kiime Av1). 11 asal oldugundan Zj; = (Zy; — {0},-) bir
gruptur. Asagidaki alt kiimelerin 7, ’deki ¢arpma islemine gére birer grup olup olmadigini aragtirimiz:

Ml = {1’g}’ M2 = {Lm}, M3 = {1,3,]__}

Cozim.

Hepsi, sonlu Zj; grubunun bos olmayan alt kiimeleri; sonlu odl¢iit geregi yalnizca carpmaya gore

kapalilig1 denetlemek gerekli ve yeterlidir.

M,:8-8 =64 =9 ¢ M,.Kapal degil; grup degildir.

M,: 1010 = 100 = 1 € M, ve 1 ile carpimlar zaten iceride. Kapalidir; M, C Z3%; ve dolayisiyla
a.g.

gruptur.

Mj:3 -3 =9 ¢ M;. Kapali degil; grup degildir.
My:3-5=15=4 ¢ M,. Kapah degil; grup degildir.
M Biitiin carpimlar: denetleyelim (1 ile ¢arpimlar acik):

3.3=9, 3-4=12=1, 3-5=15=4, 3-9=27=5
4.4=16=5, 4-5=20=9, 4.-9=36=3
5.5=25=3, 5-9=45=1, 9.9=81=4

Biitin sonuclar Mj’te. Kapalidir; M; bir alt gruptur v
larin kiimesidir: 1 = 12,3 =524 =22 5=4%2,9=3
|

e gruptur. (Bu kiime, Zj,’daki tam kare kalan-
2.)

8.4 Soyut Ornekler

Ornek 8.4 (Karesi Alt Grupta Olanlar). (G, -) komutatif bir grup ve H C G olsun.
a.g.
K={zeG:2z?€ H}
kiimesinin G’nin bir alt grubu oldugunu gosteriniz.

Cozim.
12 = 15 € H oldugundan (H alt grup, 1;’yi icerir) 15 € K'dir: @ # K C G.
Kapalilik. z;, 7, € K olsun: 23, 23 € H. G komutatif oldugundan

(212,)? = 2z}
ve H kapali oldugundan z2x3 € H’dir; yani (z,7,)? € H, dolayisiyla 2,7, € K.
Terslere kapalilik. z € K olsun: 22 € H. H grup oldugundan (z?)~! € H ve kuvvet kurallarindan
(z?)71 = (z71)%’dir. O halde (z71)%? € H,yaniz ! € K.
Iki kosul saglandigindan K C G’dir.
a.g.
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8.4 Soyut Ornekler 35

Ornek 8.5 (Bir Elemanla Degisenler). (G, ) bir grup (komutatif olmasi gerekmiyor) ve a € G olsun.
H={zeG:z-a=a-z}
kiimesinin G’nin bir alt grubu oldugunu gésteriniz.

Coziim.
lg-a=a-1goldugundan 1, € H: kiime bos degildir.
Kapalilik. z, x, € H olsun. Asosyatiflik ve hipotezler art arda kullanilarak

(z175)a = 71 (T9a) = 71 (azy) = (z10)T5 = (a71)Ty = a(7175)

bulunur; z, 2, € H'dir.
Terslere kapalilik. = € H, yani xa = az olsun. Esitligin iki yanima soldan ve sagdan z~! uygula-
yalim:

r Y za)z ' =27 (az)z ! = ax P =z"1a

Sol tarafta 7 !(za)z™! = (z712)(ax™!) = ax™!, sag tarafta 7' (ax)z ™! = (z7ta)(zz7!) =27 la

sadelesmeleri yapildi. Demek ki z~* € H’dir.
Iki kosul saglandigindan H C G’dir. (Bu alt gruba a’nin merkezleyicisi denir.)
a.g.

8.5 Alistirmalar

Ahstirma 8.1 (Karesi Birim Olanlar). (G,-) komutatif bir grup olsun. H = {z € G : 2% = 15}
kiimesinin G’nin bir alt grubu oldugunu gésteriniz.

Cozim.

1% = 15 oldugundan 1 € H: kiime bos degildir.

Kapahilik: x,y € H ise komutatiflikten (zy)? = 2%y*> = 15 - 15 = 15, yani vy € H.

Terslere kapalilik: x € H ise x° = 1 esitligi = - © = 1 demektir; yaniz ™! =z € H.

Iki kosul saglandigindan H C G’dir. (Aslinda 2 = 1 kosulu 7! = z kosuluyla aynidir: bu kiime,
a.g.

kendi kendisinin tersi olan elegmanlarm kiimesidir.)

]

Alistirma 8.2 (Birim Cember Grubu). G = {a+bi € C:a,b € R,| a + bi | = 1} kiimesinin (birim
cember) C’deki carpma iglemine gére bir grup oldugunu gosteriniz.

Coziim.

1 =1+ 0i birim ¢ember iizerindedir: G # &. Ayrica | z | =1 # 0 oldugundan G C C — {0} dur;
C*’1mn alt grubu oldugunu gésterelim.

Kapalilik: Mutlak deger carpimsaldir: z, w € G igin

lzw|=|z|lw|=1-1=1=2w€CG

Terslere kapalilik: z € G icin | 27! | = |—i‘ =1, yani 27! € G'dir.
Iki kosul saglandigindan G C C*, dolayisiyla (G, ) bir gruptur.
a.g.

Algtirma 8.3 ($a + b sqrt(2)$ Sayilarinin Carpma Grubu). G = {a +b5v/2:0a,b€Q,a+
0 veya b+ O} kiimesinin R’deki ¢carpma islemine gore komutatif bir grup oldugunu gosteriniz.
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36 Béliim 8. Alt Grup Ornekleri

Cozim.

1 =1+ 0v/2 € G:kiime bos degildir. Once elemanlarin sifirdan farkl oldugunu gorelim: a + bv/2 = 0
ve b # 0 olsayd1 v2 = —¢ rasyonel ¢ikardi; b = 0 ise a = 0 olurdu. Her iki durum da G’nin tanimiyla
celisir; demek ki@ # G C R — {0} ve (R — {0}, -) grubunun alt grubu oldugunu géstermek yeterlidir.
Kapalilik:

(a+bV2)(c + dV2) = (ac + 2bd) + (ad + bc)V2

Bilesenler rasyoneldir; ¢arpim, sifirdan farkli iki gercel saymin carpimi oldugundan sifir degildir,
dolayistyla bilesenlerinden en az biri sifirdan farklidir ve sonug G’dedir.
Terslere kapalilik: Payda, eslenikle rasyonellegtirilir:

—bv2 —b
a_bvi_ _a V2
a2 —2b0%2 a2 —2b%2 a2 — 202

(a+bv2)t =

Payda sifir olamaz: a? = 2b% ve b # 0 olsaydi v/2 = | a/b | rasyonel olurdu; b = 0 ise a = 0 gerekirdi.
Bilegenler rasyoneldir ve en az biri sifirdan farklidir; ters G’dedir.

Alt grup 6lgiiti saglandifindan (G, -) bir gruptur; komutatiflik R’deki carpmadan miras kalir.

|

Alt gruplar elimizdeyken sira, soyut cebirin en somut gruplarina geliyor: bir kiimenin kendi {izerine
birebir eslemelerinden kurulan permiitasyon gruplari. Grup kavraminin tarihsel dogum yeri de orasidir
— permiitasyon gruplari.
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9.1

9.2

9. Transformasyonlar ve Simetrik Grup

Soyut grup kavrami tarihte 6nce permiitasyonlarla ortaya cikti: bir kiimenin elemanlarini kendi aralarinda
yeniden dizen eslemeler, bileske islemiyle dogal bir grup olusturur. Bu bélimde 6nce keyfi bir kiimenin
transformasyonlar grubunu kuruyor, sonra sonlu kiimelere inerek n. dereceden simetrik grup S, ’yi
tanimliyoruz. S,,, bu dersin en ¢ok is gérecek 6rnek grubudur: komutatif olmayan ilk gruplarimiz da
buradan c¢ikacak.

Transformasyonlar Grubu

Tanim 9.1 (Transformasyon). M # & bir kiime olsun. M’yi kendi iizerine birebir resmeden bir
fonksiyona M ’nin bir transformasyonu denir.

Teorem 9.1 (Transformasyonlar Grubu). M # & kiimesinin biitiin transformasyonlarindan olusan M
kiimesi, fonksiyonlarin bileske islemine gore bir gruptur.

Ispat.

Iy : M — M, m = m identik fonksiyonu M ’yi kendi iizerine birebir resmettiginden I, € M: kiime
bos degildir. ~

Kapalilik. f,g € M ise fg (énce g, sonra f) yine birebir ve iizerinedir: birebirlik, f(g(x)) = f(g9(y))
esitliginden once f’nin sonra g’nin birebirligiyle x =y ¢ikmasindan; iizerinelik, her z € M igin dnce
f(u) = z olan w’nun, sonra g(x) = u olan x’in bulunmasindan gériliir.

Asosyatiflik. Herm € M igin

((fo)h) (m) = (fg) (h(m))=f (g ( h(m) )): f ((gh)(m) )= ( f(gh)) (m)

Iki fonksiyon her noktada cakistigindan esittir.

Birim eleman. Her m igin (I ;f)(m) = I,;(f(m)) = f(m) ve (fI);)(m) = f(m); birim eleman
IM ’dl.r.

Ters eleman. f € M birebir ve iizerine oldugundan ters fonksiyonu f~Y vardir ve f~1 de M ’yi kendi
iizerine birebir resmeder: ' € M. Her m igin

(f7H)m) = 71 ( f(m) ) =m = I);(m)

ve benzer bicimde fft=I,,dir
O halde (M, -) bir gruptur.
|

Tanim 9.2 (Transformasyonlar Grubu). Yukaridaki M grubuna M kiimesinin transformasyonlar
grubu denir.

Substitiisyonlar ve S,

Tanim 9.3 (Substitiisyon (Permiitasyon)). M sonlu bir kiime ise transformasyon sézciigii yerine
substitiisyon veya permiitasyon sozcugi kullanilir. n elemanli bir kiitmenin bir transformasyonuna n.
dereceden bir substitiisyon denir.

Elemanlar1 1,2, ..., n ile numaralayalim. 5'yi i;’ye gétiiren S substitiisyonu iki satirli bicimde yazilir:

s=(2 2o
7’1 12 .. Zn
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38 Boliim 9. Transformasyonlar ve Simetrik Grup

Ust satirda argiimanlar, alt satirda resimleri durur: S(j) = i;.

Tanim 9.4 (Simetrik Grup). Biitiinn. dereceden substitiisyonlarin (transformasyonlar grubu teoremine
gore) bilegskeye gore olusturduklar: gruba n. dereceden simetrik grup denir ve S, ile gosterilir.

S,, ile hesap yaparken su kurallar gecerlidir:
* Birim: [ = G ; Z)
+ Carpmm: ST bileskesi “6nce T', sonra S” demektir: (ST)(m) = S ( T'(m) ).

o Ters: S’nin satirlar yer degistirilir (ve istenirse siitunlar iist satira gére yeniden siralanir):

—1 _ Uy Gy oy
S _<1 2 ... n)

+ Mertebe: | S,, | = n!’dir; ¢iinki alt satir, 1, ..., n’nin n! permiitasyonundan herhangi biri olabilir.
. L e . o . (123 213
* Bir substitiisyon n! ayr1 bicimde yazilabilir: siitunlarin sirasi 6nemsizdir, 6rnegin (3 o) =113 2).

Ornek 9.1 (Ilk U¢ Simetrik Grup). | S; |=1'=1: 5, = {I}.
|5, 1=2=28={1(;}
| S5 | =3l=6:

21

S,, Komutatif Degildir
n > 2 i¢in S, komutatif degildir. Bunu S5 te bir ciftle gorelim:
123 123
S‘<132)’ T‘(231)

ST icin 6nce T, sonra S uygulanir: 12+ 3,23+ 2,3 1+ 1; TS icin 6nce S: 1 — 1 2,

231,31~ 2 3. Yani
123 123
ST_<32 1>#(2 13>_TS

n > 3icin aym ¢ift (1, 2, 3 tizerinde calisan, gerisini sabit birakan iki substitiisyon) her S,,’de komutatifligi
bozar.

Ornek 9.2 ($S_7$'de Hesap Pratigi). S,’de

veriliyor. ST, T'S, S2 12 §-1 -1 substitiisyonlarini bulunuz.

Coziim.
ST:Her migin 6nce T, sonra S: 1—»3— 1,223,301 74755025206

46,76 4:
1234567
ST_(1375264)
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9.3 S,, Komutatif Degildir 39

TS:0nce S,sonraT:1 7623213134645, 226H4-77TH
5 5:

(ST #+ TS olduguna dikkat edin.)
52:S’yiikikezuygula:1r—>7|—>5,2l—>3|—>1,3»—)1|—>7,4r—>6|—>4,5|—>2|—>3,6}—>4}—>6,7|—>

5 2:
67
6 2

T?2:1-3-1,22321-345756,5-56—4-7"7TH 6 4

45
43

~N W

s (12
2= (51

Iki satirlh gosterim hesap icin islevsel ama hantal: yedi siitunun dordii yerinde saymis olabilir. Bir
sonraki boliimde substitiisyonlarin gercek anatomisini a¢iga ¢ikaran ¢ok daha ekonomik bir dil kuracagiz:
devreler.
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10.1

10.2

10. Devreler

Iki satirli gosterim, bir substitiisyonun ne yaptigini satir satir sdyler ama nasil bir hareket oldugunu
gostermez. Bu bolimiin ana fikri, her substitiisyonun elemanlar1 halkalar halinde dondiirdiigidiir: 2 —
4 — 6 — 2 gibi kapal1 yoriingeler. Bu yoriingelere devre diyecegiz ve her substitiisyonun ortak elemamn
olmayan devrelerin ¢arpimu olarak tek tiirlii yazilabildigini gérecegiz. Devre dili, ¢arpim, kuvvet ve ters
hesaplarini birkag satirlik ise indirger.

Devre Kavrami

Tanim 10.1 (Devre). S € S, ve a, S’nin yerinden oynattif1 bir eleman olsun. S; a’y1 S(a)’ya, S(a)’y:
S2(a)’ya, ... gotiiriir. Uygun bir k € N icin

Sk(a) =a

oluyorsa (boyle en kiigiik &’y1 alalim) ve S; a, S(a), S%(a), ..., S*1(a) disindaki elemanlarin hepsini sabit
birakiyorsa, S’ye k uzunlugunda bir devre denir ve

S = (a,8(a), $*(a), .., ¥ () )

ile gosterilir: parantezdeki her eleman bir sagindakine, sonuncusu da bagtakine gider.

Gosterimle ilgili iki not:

+ Devre, elemanlarinin dairesel kaydirilmasiyla degismez: (24673) = (46732) = (67324) = --- Han-
gi elemandan basladigimiz 6nemsizdir; 6nemli olan doniis sirasidir.

+ Uzunlugu 1 olan “devreler” — yani S(a) = a diyen (a) parantezleri — devre sayilmaz; sabit elemanlar
yazilmaz.

Ornek 10.1 (Devre Tanima). S = (

6biir elemanlar tek bir yoriinge ¢izer:

g g 2 g Z 2) € Sy substitiisyonuna bakalim. 1, 5, 8 sabittir;

242627 3H2
O halde S, 5 uzunlugunda bir devredir:
S =1(24673)=(46732)=(67324) =(73246) = (32467)

Yabanci Devrelere Ayrilis

Tanim 10.2 (Yabanci Devreler). Hicbir ortak elemani bulunmayan devrelere yabanci devreler denir.
Ornegin (123) ile (476 5) yabancidir.

Teorem 10.1 (Yabanci Devrelere Ayrilis). Her substitiisyon, bir takim yabanci devrelerin ¢arpimi olarak
gosterilebilir; devrelerin sirasindan vazgecildigi takdirde bu gosterilis tek tiirlii belirlidir.

Ispatin fikri, uygulamadaki tarifin kendisidir: yerinden oynayan bir elemandan baglayip yériingesi kapa-
nana dek izleyin — bu bir devredir; sonra heniiz kullanilmamig bir elemandan yeni bir y6riinge baslatin.
Yoriingeler ya cakisir ya hi¢ kesismez; bu da tekligi verir.

Ornek 10.2 (Ayrilis Ornekleri).
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42 Boliim 10. Devreler

78
1 8) =(1347)(265)
cinkil— 34— 7+ 1ve2 6 5 2; 8 sabittir. Benzer bicimde
12345678
(4 528361 7) = (1487)(253)

Identik substitiisyon hi¢bir eleman: oynatmadigindan ayrilis1 bos carpimdir; S, ’de I = (1)(2)---(n) diye
de yazilir.

Devrelerle Hesap Kurallar:

Yabanci ayriligin giicti, dort pratik kuraldan gelir:

1. Yabanci devreler komutatiftir: D, D, = D, D, — her biri digerinin elemanlarini sabit biraktigindan
sira fark etmez. (Yabanci olmayan devrelerin ¢arpimi genel olarak komutatif degildir.)

2. Kuvvet, devre icinde 6teleme demektir: yabanci devrelere ayrilmig S’nin k. kuvvetini almak i¢in
her devrenin i¢cinde her elemani k adim ileri gétiirmek yeterlidir; devreler birbirine karismaz:

S = D, D,--D, = S¥ = DFDk...DF

3. m uzunlugundaki devrenin m. kuvveti birimdir: (a;a,...a,,)™ = I; her eleman tam tur atar.

4. Ters, devreyi tersten okumaktir:
-1 _
(a1aga3...a)"" = (aya,a,_y...ay)

ve yabanci devrelerin komutatifligi sayesinde S = D;---D, i¢in S~ = Dy !-.-DVdir.

Ornek 10.3 (Bir Devrenin Biitiin Kuvvetleri). (123456) € S; devresinin kuvvetlerini hesaplaya-
Iim; k. kuvvet, her eleman1 devre icinde k adim oteler:

(123456)% = (135)(246), (123456)% = (14)(25)(36)
(123456)* = (153)(264), (123456)° =(165432), (123456)°=1

Uzunluk 6 ¢ift oldugundan ara kuvvetlerde devre kiiciik parcalara kiriliyor; 5. kuvvet ise tersten okunmus
devredir: (123456)5 = (123456).

Ornek 10.4 ($S_8$'de Devrelerle Hesap). Sg’de
S_12345678 T_1234
" \34716285) “\8576
substitiisyonlarinin, ayrica S -1 7-1 8T ve T'S’nin yabanci devrelere ayrilislarini bulunuz; S 2ile T
hesaplayniz.

Cozim.
S5:1=232 78546 2141 1— tek biiyilik yoriinge:

S =(13785624)

T: 1825~ 1lved—» 746 3:

T=(1825)(3746)
Tersler: Devreler tersten okunur:

S~1=(14265873), T1=(1528)(3647)
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10.3 Devrelerle Hesap Kurallar: 43

ST (6nce T,sonra S): 1—» 8551337882446~ 2,25H6,6+H
37,74 1:

ST = (15384267)

TS (6nce S,sonraT): 137,78~ 22—-4—6,62—-556—3,3—~7T—44-
1—8 85— 1:

TS =(17265348)

S2: 8li devrede herkes iki adim ilerler; sira 1, 3,7, 8,5, 6,2, 4 oldugundan
S22 =(1752)(3864)

T'3: 4 uzunlugundaki devrenin kiipii, tersidir (D* = D™}, ¢iinkii D* = I):

T® = (1825)3(3746)3 = (1528)(3647)

Ornek 10.5 ($S_6$'da Devrelerle Hesap). Sg'da
S_123456 T_123456
“\165432) 536241
i¢cin S, T, ST, TS, $%, T2, 871, T71, (ST)~%, (T'S)~V’in yabanc1 devrelere ayrilislarini bulunuz.

Coziim.
S =1(26)(35) (1vedsabit T =(154236).
ST (6bnceT):1—»5—-3,3—,6—2,2~3—55,4—442-6,61H 1:

ST =(132546)
TS (6nce S): 1155366233544 4-22-6+ 1

TS =(156342)
Kuvvetler: Transpozisyonlarin karesi birimdir:

S?2 =(26)2(35)2=1
T?’de altili devrenin herkesi iki adim ilerler; sira 1,5, 4, 2, 3, 6:
T? =(143)(526) = (143)(265)

Tersler: S~! = (26)(35) = S; obiirleri devrenin tersten okunusudur:

T1=(163245), (ST)™' = (164523), (TS)™1 =(124365)

Devre dili elimizde: artik her substitiisyon, yapisini acik eden standart bir bigimde yazilabiliyor. Siradaki
adim, devreleri de en kiiciik parcalarina — iki elemanl takaslara — kirmak. Bu kirilim, substitiisyonlarin
“tek” ve “cift” diye ikiye ayrilmasini ve S, 'nin en iinli alt grubunu getirecek: transpozisyonlar ve alterne

grup.
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11.1

11.2

11. Transpozisyonlar ve Alterne Grup

Devreler substitiisyonun anatomisini verdi; simdi devreleri de en kii¢iik yap: tagina indiriyoruz: yalnizca
iki elemani takas eden transpozisyonlar. Her substitiisyon transpozisyonlarin carpimidir — ama bu
ayrilig tek tirli degildir. Bolimiin derin sonucu, yine de degismeyen bir seyin oldugudur: kullanilan
transpozisyon sayisinin tek mi ¢ift mi oldugu. Bu goriinmez imza, S,’yi tam ortadan ikiye boler ve
yarisindan A,, alterne grubunu ¢ikarir.

Transpozisyonlara Ayrilisg

Tanim 11.1 (Transpozisyon). Uzunlugu 2 olan (i j) devresine bir transpozisyon denir: i ile j yer
degistirir, geri kalan her sey sabit kalir.

Teorem 11.1 (Transpozisyonlara Ayrilis). Her substitiisyon, bir takim transpozisyonlarin ¢arpimi
olarak gosterilebilir.

Ispat.
Her substitiisyon yabanci devrelerin ¢arpimi oldugundan, her devrenin transpozisyonlara ayrilabildigini
gostermek yeterlidir. Dogrudan dogrulanabilen 6zdeslik sudur:

(ay ag ag ... ap_y ap) = (ay ai)(ay a_y)+(ay az)(a, a,)

Sag tarafta once en sagdaki ¢arpan uygulanir: a, — a, ve sonraki transpozisyonlar ay’ye dokunmaz;
ay > a; > ag ve sonrakiler ag’e dokunmaz; boyle siirer ve a;, = a, ile devre kapanir. k uzunlugundaki
devre béylece k — 1 transpozisyonun ¢arpimidir.

]

Bu gosterilis tek tiirlii degildir: (i j)? = I oldugundan carpimin herhangi bir yerine bir transpozisyonun
karesi sokulabilir. Ornegin S, de

S =(143)(2657) = (13)(14)(27)(25)(26) = (13)(14)(23)(23)(27)(25)(26)

Bes transpozisyonluk yazilis yedi transpozisyonluga uzatildi — ama dikkat: 5 de 7 de tek say1. Bu bir
rastlant1 degildir.

Tek ve Cift Substitiisyonlar

Teorem 11.2 (Tekligin-Ciftligin Degismezligi). Bir substitiisyon ne sekilde transpozisyonlarin ¢arpimi
olarak gosterilirse gosterilsin, carpimdaki transpozisyonlarin sayist ya daima tektir ya daima cifttir.

Tanim 11.2 (Tek ve Cift Substitiisyon). Cift (tek) sayida transpozisyonun ¢arpimi olarak gosterilebilen
substitiisyona ¢ift (tek) substitiisyon denir.

Tanimin hemen goriilen sonuglari:

« I = (12)(12) oldugundan identik substitiisyon ¢ifttir.

¢ k uzunlugundaki devre k — 1 transpozisyonun ¢arpimi oldugundan, uzunlugu cift olan devre tek,
uzunlugu tek olan devre ¢ift substitiisyondur.

« Carpimda sayilar toplanir: iki ¢ift ya da iki tek substitiisyonun carpimu ¢ift; bir tekle bir ¢iftin ¢arpim
tektir.
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Ornek 11.1 (Teklik-Ciftlik Belirleme). S;’de asagidaki substitiisyonlar: yabanci devrelere ayirip tek
mi ¢ift mi olduklarini belirleyiniz:

S=(1234)(567)(261)(47), T =(12345)(67)(1357)(16)
U= (14)(123)(45)(14)

Cozim.
S': Carpimu sagdan sola izleyerek (6nce en sagdaki ¢arpan) her elemanin yoériingesini ¢ikaralim: 1
3,344,455~ 6,6— 2,2 7,7 1. Yani

S=1(1345627)

Uzunlugu 7 (tek say1) olan devre ¢ift substitiisyondur (6 transpozisyon).
T:Ayniyontemle 1 - 7,7+ 2,2+ 3,3~ 1ved— 5,51 6,6 I~ 4:

T = (1723)(456)

Dortlii devre tek (3 transpozisyon), tiglii devre cifttir (2 transpozisyon); carpim tek substitiisyondur.
U': Carpanlar1 yine sagdan sola uygulayalim. 1: en sagdaki (14) ile 1 — 4, sonra (45) ile 4 - 5, kalan
carpanlar 5°e dokunmaz — 1 - 5.5: (45) ile 5 - 4, en soldaki (14) ile4 > 1 —5 - 1. 2: yalmz (12 3)
dokunur — 2+ 3. 3: (123) ile 3+ 1, sonra (14) ile 1 = 4 — 3 4. 4: en sagdaki (14) ile 4 - 1,
(123)ile 1 2 — 4 > 2. Yani

U= (15)(234)

Transpozisyon tek, tiglii devre c¢ift; carpim tek substitiisyondur.

Ayni sonuglara yabanci ayrilig yapmadan da ulagilabilirdi: verilen ¢arpanlarin her birinin tekligi-¢iftligi
bellidir. S i¢in tek-cift-¢ift-tek = ¢ift; T icin ¢ift-tek-tek-tek = tek; U i¢in tek-¢ift-tek-tek = tek.

n

Alterne Grup

Teorem 11.3 (Cift Substitiisyonlar Alt Grup Olusturur). S, 'nin biitin ¢ift substitiisyonlarindan
olusan A,, kiimesi, S,, ’nin bir alt grubudur.

ispat.
I ¢ift oldugundan A,, # @ dir. Iki ¢ift substitiisyonun ¢arpim ¢ift oldugundan A,, ¢arpmaya gére kapa-
Ldir. S,, sonlu bir grup oldugundan, sonlu gruplarda alt grup olgiitii geregi kapalilik yeterlidir: A, C S,,.

a.g.
|

Tanim 11.3 (Alterne Grup). S, ’nin cift substitiisyonlardan olugsan A, alt grubuna n. dereceden
alterne grup denir.

Teorem 11.4 (Tek ve Cift Substitiisyonlar Esit Sayidadir). n > 1 icin S,, deki tek ve ¢ift substitiis-
yonlar ayni sayidadir; dolayisiyla

n!

A, l=—
ispat.

S = (12) sabit bir transpozisyon (tek substitiisyon) olsun ve

fid, =5, — A, f(T) = 8T
fonksiyonunu tamimlayalim. T ¢iftken ST tektir; yani f gercekten S, — A, 'ye gider ve iyi tanimlidir.

f birebirdir: ST; = ST, ise grupta sadelestirmeyle T} = T,.
f tizerinedir: U tek bir substitiisyon olsun. T = SU cift substitiisyondur (tek - tek) ve S? = I oldugundan
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11.3 Alterne Grup 47

F(T)=8(SU) = S*U =U

Sonlu A,, kiimesini S,, — A,, iizerine birebir resmeden fonksiyon buldugumuzdan iki kiime ayni sayida
elemana sahiptir; toplamlari n! oldugundan her biri %‘ elemanlidr.
]

Ornek 11.2 (Kiiciik Alterne Gruplar). A, = {I}.
Sy ={1,(12),(13),(23),(123),(132)} icinde ticlii devreler ¢ift, transpozisyonlar tektir:

A= {1,(128),132)), [ Ay| =2 =3

S, tn 24 elemanindan cift olanlar: identik, sekiz tiglii devre ve tg¢ ikili-ikili carpim:
Ay =1{1,(123),(124),(132), (134), (142), (143), (234), (243),
(12)(34), (13)(24), (14)(23)}

| Ay | = 47! = 12’dir. (Transpozisyonlar ve dortli devreler tektir; S, — A, ti onlar olusturur.)

1 Klein'in dértlii grubu
A, un icindeki
vV ={I,(12)(34), (13)(24), (14)(23)}

alt kiimesi ¢arpmaya gore kapalidir (iki farkl ¢ift-transpozisyonun ¢arpimi tigiinciisiinii verir) ve
dolayisiyla A, tin bir alt grubudur. Birimden farkli her elemaninin karesi birimdir; yani V, dérdinct
mertebeden iki grup tipinden birincisinin — Klein tipi grubun — somut bir 6rnegidir ve Klein’in
dortli grubu diye anilir. V' komutatiftir.

Simetrik ve alterne gruplar, sonlu grup teorisinin ana laboratuvaridir; ilerleyen boliimlerin 6rneklerinde
siirekli onlara donecegiz. Simdi yoniimiizii yeniden genel teoriye ¢eviriyoruz: bir grubun bir elemaninin
irettigi en kiigiik alt grup nedir ve tek elemanla iiretilen gruplar nasil simiflandirilir? — dogurulan alt
gruplar.
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12.1

12.2

12. Dogurulan Alt Gruplar

Bir grubun iginde belli elemanlar1 — diyelim tek bir a elemanin1 — kapsayan en kii¢iik alt grup hangisidir?
Bu sorunun temiz yanit1 iki adimda kurulur: 6nce alt gruplarin kesisiminin yine alt grup oldugu gosterilir,
sonra “verilen kiimeyi kapsayan biitiin alt gruplarin kesisimi” alinir. Bu béliimde bu ingay1 yapiyor ve
dogurulan alt grubun somut betimlemesini kanitliyoruz: o, doguraylarin biitiin kuvvet ¢arpimlarinin
kiimesidir.

Alt Gruplarin Kesisimi

Teorem 12.1 (Alt Gruplarin Kesisimi Alt Gruptur). Bir G grubunun sonlu ya da sonsuz sayida alt
grubunun kesisimi de G’nin bir alt grubudur.

Ispat.
I bir indis kiimesi ve her i € I i¢cin H; C G olsun. Her alt grup 1, ’yi icerdiginden
a.g.

1g € H;

iel
ve kesisim bos degildir. Simdi a,b € (| H; alalim: her i icin a,b € H, dir ve H; alt grup oldugundan tek
kosullu élgiit geregi ab~' € H, olur. Bu her i i¢in dogru oldugundan
ab™t € ﬂ H,
iel
Tek kosullu alt grup olgiitiine gore kesisim G ’nin bir alt grubudur.
|

Dogurulan Alt Grup

Tanim 12.1 (Dogurulan Alt Grup ve Doguraylar). G bir grup ve @ #+ M C G olsun. G’nin M’yi
kapsayan butiin alt gruplarimin kesisimine G’nin M tarafindan dogurulan alt grubu denir:

MCH

a.

G(M) = H
cG

M’nin elemanlarma G(M )’nin doguraylari denir. M = {a} tek elemanliysa G({a}) yerine kisaca G(a)
yazilir.

G(M) = G oluyorsa “G grubu M tarafindan dogurulmustur” denir; M ayrica sonluysa G’ye sonlu
dogurayli grup denir.

Tanim geregi G(M); M’yikapsayan alt gruplarin en kiigiigiidiir. hem kendisi bdyle bir alt gruptur (kesigim
teoremi) hem de M’yi kapsayan her alt grup, kesisimin bir ¢arpani oldugundan G(M)’yi kapsar.
Kesisim tanimi zarif ama hesaba elverissiz; elemanlar tek tek betimleyen ikinci bir tanima ihtiyacimiz var.

Tanim 12.2 (Kuvvet Carpimi). G grubunun a4, @, ..., a;, gibi sonlu sayida elemaniyla kurulan

0ty at (m; € 2)

bi¢imindeki ¢arpima, bu elemanlarin bir kuvvet carpimi denir. (Elemanlar tekrarlanabilir; kuvvetler
negatif ya da sifir olabilir.)
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Teorem 12.2 (Dogurulan Alt Grubun Betimlenmesi). G(M); M ’nin elemanlarinin biitiin kuvvet
carpimlarindan olusan kiime ile cakisir.

ispat.
M ’nin elemanlarimin biitiin kuvvet carpimlarinin kiimesine K diyelim; G(M) = K oldugunu iki kapsa-
ma ile gosterelim.

K CG(M):a]"a;* € K olsun (a; € M). M C G(M) ve G(M) bir gruptur; grup, elemanlarinin
terslerini ve ¢arprmlanin icerdiginden her a. " *yi, dolayisiyla bunlarin ¢arpimini da igerir:

ay'tapt € G(M)

G (M) C K:Once M C K 'dir: hera € M igin a = a' bir kuvvet ¢carpimidir. Simdi K ’nin bir alt grup
oldugunu gorelim: K + @& ve K C G dir; iki kuvvet ¢arpimi igin

(a’l a[;"k ) ( b?l-"b?l)_l — a;’hma?’?k b;nl-"b;nz b1—n1

sag taraf yine M ’nin elemanlarinin bir kuvvet ¢arpimidir, yani K 'dedir. Tek kosullu olgiit geregi K C
a.g.
G’dir. M ’yi kapsayan bir alt grup bulduk; G(M), boyle alt gruplarin kesisimi oldugundan
GM)CK

Iki kapsama birlikte G(M) = K verir.
|

I1k Ornekler

Ornek 12.1 ($bb(Z)_13"(*)$'da Dogurulan Alt Gruplar). 13 asal oldugundan Zj; = (Z;3 — {O}
bir gruptur; elemanlarin {ZFl F2,. 3F6} biciminde yazmak hesab1 kisaltir (12 = —1 gibi).

a) 4 tarafindan dogurulan alt grubu bulunuz.

b) 2 tarafindan dogurulan alt grubu bulunuz.
Coziim.
Tek elemanla dogurulan alt grup, o elemanin biitiin kuvvetlerinin kiimesidir.
a) Kuvvetleri sirayla hesaplayalim:
40=1, 4'=4, 42=16=3, 4°=4-3=12=-1
—1’e ulastik; sonraki ii¢c kuvvet éncekilerin isaretlisidir:
40 =4, 45=-3, 45=1
Kuvvetler bundan sonra dénmeye baglar (negatif kuvvetler de ayni kiimede kalir: 41 = 45). O halde

Zi3(4) = {F1,¥3,F4}

alt1 elemanli bir alt gruptur.
b) Ayni hesap:

On iki kuvvet, grubun on iki elemaninin tamamini verdi:
Zi5(2) = Zis

Yani Z}, grubu 2 tarafindan dogurulmustur.
]
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12.3 Ik Ornekler 51

Ornek 12.2 ($S_3$'te Bir Transpozisyonun Dogurduklari). S;’te (12) tarafindan dogurulan alt
grup:
(12)° =1, (12)! =(12), (122 =1

Kuvvetler iki deger arasinda salinir:

S3 ((12) ) ={I1,(12)}

Ayni grupta bir eleman biitiin grubu dogurabiliyor (2), bir baskas1 kiiciiciik bir alt grupta takilip kalabiliyor
(4yada (12)). Tek elemanla dogurulan bu gruplar o kadar temel ki kendilerine ayrilmug bir ada ve ayrintili
bir teoriye sahipler: devresel gruplar.
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13.1

13.2

13. Devresel Gruplar

Tek bir eleman tarafindan dogurulan gruplar, grup diinyasinin en yalin tiyeleridir: biitiin grup, a’nin kuv-
vetlerinden ibarettir. Bu bolimde devresel gruplari tanimliyor, her devresel grubun komutatif oldugunu
goriiyor ve temel ikiligi kuruyoruz: kuvvetlerin hepsi birbirinden farkliysa grup sonsuzdur; iki kuvvet
cakistyorsa grup sonludur ve ¢ok diizenli bir bi¢imi vardir — {14, a, a?, ...,a™ '}

Tanim ve ilk Ozellik

Tanim 13.1 (Devresel Grup). Bir tek elemani tarafindan dogurulan gruba devresel grup denir. G
devresel grubu a € G tarafindan doguruluyorsa

G=(a)={a":neZ}={.,a%at1ga,d% .}

yazilir; a’ya G’nin bir doguray1 denir.

(Kuvvet carpimi betimlemesi tek dogurayda kuvvet kiimesine indirgenir: a™1a™2---a™* = g™+ 7% )
Teorem 13.1 (Devresel Gruplar Komutatiftir). Her devresel grup komutatiftir.
ispat.

G = (a) olsun. G’nin herhangi iki elemani a™ ve a™ bigimindedir; kuvvet kurallar ve Z de toplamanin
komutatifligiyle

a™ - q” = aern — aner =a” .- g™

Bu basit teorem sik sik ters yonde is goriir: komutatif olmayan bir grup (S5 gibi) devresel olamaz.

Sonsuz ve Sonlu Devresel Gruplar

(a) devresel grubunda iki durum séz konusudur.

Birinci durum: m # n olan her m,n € Z ifti i¢gin a™ # a™’dir. Kuvvetlerin hepsi birbirinden farkli
oldugundan grup sonsuzdur; (a)’ya sonsuz devresel grup denir. Ornek: (Z, +) = (1) (toplamsal yazista
kuvvetlerin yerini katlar alir: n - 1 = n).

ikinci durum: a™ = a™ olacak bigimde m > n tam sayilar1 vardir. O zaman

a7t =a"-a"=a""" =1g, m—néEN

Yani a’ = 1 kosulunu saglayan en az bir dogal say1 ¢ vardir. Bu dogal sayilarin en kiigiigiine 7 diyelim.
Asagidaki teorem, grubun tamamin 7 ile betimler.

Teorem 13.2 (Sonlu Devresel Grubun Yapisi). (a) devresel grubundaa® = 1 kosulunu saglayan dogal
sayilar bulunsun ve bunlarin en kiigiigii T olsun. Bu takdirde

(a) ={1g,a,a?,...,a" 1}
ve sagdaki T eleman birbirinden farklidir; yani (a) sonludur ve mertebesi T’dur.
ispat.

Her kuvvet listeye diiger. a™ € {(a) olsun (n € Z herhangi bir tam sayi). n’yi 7°ya bélelim: bolme
algoritmasina gore
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n=71q+r, 0<r<r
olacak bigcimde q, r tam sayilari tek tiirlii belirlidir. O halde
a"=a™"" = (a")9-a" =1} -a" =a", 0<r<r-1

yania"™ € {14, a, ..., aTﬁl} 'dir. Ters kapsama agiktir.
Listedekiler birbirinden farkhidir. 0 < r < s < 7 i¢in a” = a® olsayd:

a® " =1g, O<s—r<r
olurdu; bu, T’nun en kiiciik secilmesiyle celisir.
Iki gozlem birlikte | {a) | = T verir.
|

Ornek 13.1 (Dérdiincii Mertebeden Devresel Grup). S,’te S = (1234) alalim:
S? = (13)(24), S3=(1432), St=1

O halde (S) = {I,(1234),(13)(24),(1432)} dordiincii mertebeden devresel bir gruptur. Kii¢iik grup-
lar simiflandirmamizdaki iki tipten devresel olanin somut 6rnegidir.

Grubun ikinci bir doguray1 (1432) = S = S~'’dir: tersinin kuvvetleri de aymi kiimeyi tarar. Buna
karsiik 7' = (1 3)(24) doguray olamaz; ¢iinkii 72 = I oldugundan (T") = {I, T} iki elemanda kapanur.

Kuvvet Hesabinin Aritmetigi

Sonlu devresel grupta kuvvet hesabi, 7 modiiliine gore aritmetige doniigiir:
Teorem 13.3 (Kuvvetler ve Béliinebilme). G = (a), mertebesi T olan sonlu devresel grup olsun.

1L s€Zigin:a® =1g<7|s
2. m,n € Zigin:a™ = a™ < m =n (mod 7)

ispat.
1) (<) 7| sises =78 yazilir ve

a® = (a")* = lé =1g
(=)a’ = 1, olsun. Bolme algoritmasiyla s = 7q+r, 0 < r < 7 yazalm:
lg=a*=(a")?-a" =a"
r # 0 olsaydi, a” = 14 ve 0 < r < 7 birlikte T’nun en kiigiikliigiiyle celisirdi. O halde r = 0, yani 7 |
Z)d;" =a" & a" " =1g < 7| (m—n) < m=n(mod 7); ortadaki adimda 1) kullanild.
|

Bu teorem, sonlu devresel grupla (Z._, +) arasindaki derin benzerligin ilk isaretidir: kuvvetlerin isleri, 7
modiliine gore kalan siniflar1 gibi davranir.

Sonlu devresel grubun mertebesi 7, dogurayin kendine has bir niceligidir: a’ = 1, yapan en kiigiik dogal
say1. Bu say1 yalmiz devresel gruplarda degil, herhangi bir grubun herhangi bir elemani i¢in tanimlanabilir
ve grup teorisinin en ¢ok kullanilan kavramlarindan biridir: bir elemanin mertebesi.
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14.1

14. Bir Elemanin Mertebesi

Sonlu devresel grup teorisi bize her elemana iligtirilebilen bir say1 armagan etti: elemanin kuvvetlerinin
birime ilk déndiigii an. Bu bélimde eleman mertebesini tanimlayip kalan sinifi gruplarinda ve permii-
tasyon gruplarinda hesapliyoruz. Permiitasyonlar i¢in sonug zarif bir formiile déniigiir: mertebe, yabanci
devre uzunluklarinin en kiigiik ortak katidir. Yitksek kuvvet hesaplar1 — $3945 gibi — bu formiille birkag
satira iner.

Tanim

Tanim 14.1 (Bir Elemanin Mertebesi). G bir grup ve a € G olsun. a’nin dogurdugu (a) devresel alt
grubu sonluysa bu alt grubun mertebesine — esdeger bicimde, a* = 1, kosulunu saglayan dogal sayilarin
en kiiciigiine — a elemaninin (G grubundaki) mertebesi denir ve | a |, veyakisaca | a | ile gosterilir.
(a) sonsuz devresel grup ise a’nin mertebesi sonsuzdur denir.

Sonlu bir grupta her elemanin mertebesi sonludur: kuvvetler sonlu kiimede sonsuza dek farkli kalamaz.
Sonsuz bir grupta ise iki tiir eleman bir arada yasayabilir; srnegin (R — {0}, -) grubunda | — 1 | = 2 sonlu,
| 2 | sonsuzdur.

Ornek 14.1 ($S_4$'te ki Mertebe). S = (12)(34) icin S% = (12)?(34)%2 = I ve S # I oldugundan
| S| =2dir

T=(123)icinT? = (132) # I ve T® = I oldugundan | T | = 3’tiir.

Ornek 14.2 ($bb(Z)_17"(*)$'da Mertebeler). Z3}, = (Z,; — {0},-) grubunun mertebesi 16d1r; ele-
manlari {431, - :FS} olarak yazalim. 5, 4 ve 2’nin mertebelerini bulunuz.

Cozim.
5: Kuvvetleri izleyelim (17’ye gére kalanlarla):

52=25=8, 53=5-8=40=6, 5*'=5-6=30=—4

5% = (54?2 = (—4)2 =16 = —1
5% = —1 # 1 oldugundan mertebe 8i boler ama 8 olamaz; 5'¢ = (—1)2 = 1’dir. Mertebe 16’nin bir

bdleni olup 1,2,4,8 olamayacagindan (ilk kuvvetler 1 vermedi) | 5 | = 16’dir. Mertebesi grubun
mertebesine esit oldugundan 5 bir doguraydir:

Zi; = (3)

']

: 42 = 16 = —1, dolayisiyla 4* = 1; daha kiigiik kuvvetler birim vermediginden | 4 | = 4.
16

24 =16 = —1, dolayisiyla 28 = 1; 1, 2, 4. kuvvetler birim vermediginden | 2 | = 8.

|y

Toplamsal gruplarda mertebe, na = 0 yapan en kicik n € N'dir:

Ornek 14.3 ($chevron.l bb(Z)_25 \, + chevron.r$'da Bir Doguray). (Z,s,+)’da 11’in mertebesini
bulunuz.

Coziim.

n-11 = 11n = 0 olmasi, 25 | 11n demektir. 25 ile 11 aralarinda asal oldugundan 25 | n gerekir; bunun
en kiiciik dogal ¢6ziimi n = 25’tir:
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| 11| =25

Mertebe grubun mertebesine esit oldugundan Z,; = (11)’dir: 11 bir doguraydir. (Katlar1 sirayla

yazarak da gorilebilir: 11,22, 8,19, ... dizisi 25 adimda biitiin siniflar1 dolagir.)
|

Permiitasyonlarin Mertebesi
Teorem 14.1 (Devrenin Mertebesi). S, ‘de k uzunlugundaki bir devrenin mertebesi k dur.

ispat.

D = (ay ay ... ay,) olsun. D? kuvveti her a;’yi devre iginde j adim ételer; 0 < j < k icin ay > aj; #
a, oldugundan D’ # I’dir. j = k’de ise her eleman tam tur atar: D* = I. En kiiciik dogal kuvvet k
oldugundan | D | = k’dr.

]

Teorem 14.2 (Mertebe EKOK Kuraly). S,, de bir S substitiisyonunun mertebesi, S nin ayrildifi yabanci
devrelerin uzunluklarinin en kiigiik ortak katina esittir:

S =DDyD,, | D;|=k;=|S|=l[ky,kg, .., k]

ispat.
m = [ky, ..., k,] diyelim.

S™ = I:Heri i¢ink; | m, diyelimm = k;t,; o halde

171

Yabanci devreler ikiser ikiser komutatif oldugundan kuvvet, ¢carpanlara dagitilabilir:
S™ = (DyD,)" = DDt = 1
m en kiiciiktiir: £ € N, St = T olsun:
I =5"= D{D}-Df

Df, ..., DY substitiisyonlar: da ikiser ikiser yabancidir (her biri kendi devresinin elemanlarini oynatir).
Yabanci substitiisyonlarin ¢arpimi birimse her biri birim olmak zorundadir; ¢iinkii biri bir elemani oynat-
saydi, obiirleri o elemana dokunamayacagindan ¢arpim da onu oynatirdi. O hélde her i igin Df = I,
kuvvet aritmetigi teoremiyle k; | £ dir. Biitiin k; lerin ortak kati olan £, EKOK tanimi geregim ye boliiniir:
m | £, 6zel olarak m < £. Demek ki | S | = m/ dir.

|

Ornek 14.4 (Hizli Mertebe Okuma). Sg’de S = (25)(137)(468) i¢in uzunluklar 2, 3, 3tiir:
|S|=1[2,3,3=6

Ornek 14.5 (Yiiksek Kuvvet Hesab1). Sg’de S = (1273)(64)(38745) substitiisyonu veriliyor (dev-

reler yabanci degildir). $3°4%’in yabanci devrelere ayriligini bulunuz.

Coziim.
Once S’nin kendisini yabanci devrelere ayiralim; carpanlar sagdan sola uygulanir. Yoriingeleri izle-

yince

S =(127645)(38)
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bulunur. (Denetim 6rnegi: en sagdaki devre 3 > 8 der, kalan ¢arpanlar 8’e dokunmaz — S(3) = 8; yine
sagdaki devre 8 = 7, soldaki devre 7 = 3 der — S(8) = 3.)
Uzunluklar 6 ve 2 oldugundan

| S|=16,2] =6, S6 =1
3045’1 6’ya bolelim: 3045 = 6 - 507 + 3. O halde
53045 — (66507 . 63 = §3 = (127645)3(38)3
Altili devrenin kiipii, her eleman ii¢ adim 6teler ve devreyi transpozisyonlara kirar; (3 8)% = (3 8)’dir:

53045 — (16)(24)(75)(38)

Komutatif Elemanlarin Carpimi

Teorem 14.3 (Komutatif Carpimin Mertebesi). a ve b, bir grubun komutatif iki elemani olsun (ab =

ba).|a|=m,|b|=mnve(m,n) =1 (aralarinda asal) ise

la-bl=m-n
Daha genel olarak aq, ..., a;, ikiser ikiser komutatif, mertebeleri n,, ...,n, ikiser ikiser aralarinda asal ise
| ajaq9--ay, | = nqng---ny, dir.

EKOK kural1 bu teoremin permiitasyonlardaki yansimasidir: yabanci devreler komutatiftir ve uzunluklar
aralarinda asalsa [kq, ..., k,| = kq--k,. olur.

oy R

Alistirma

Alistirma 14.1 (Yiikksek Kuvvet). Sy’da S = (138)(27)(4965) substitiisyonu i¢in $1°2’nin yabanci
devrelere ayriligini bulunuz.

Coziim.
Devreler zaten yabancidir; uzunluklar 3, 2, 4:

| S|=1[3,2,4] = 12, S12 =7
1012 = 12 - 84 + 4 oldugundan
S1012 — G4 — (138)4(27)4(4965)4 =(138)-I-1I=(138)

Uclii devrenin dérdiincii kuvveti kendisidir (D* = D3D = D); transpozisyonun ve dortlii devrenin
dordincit kuvvetleri birimdir.
|

Eleman mertebesi, devresel alt gruplarin boyunu 6l¢tiyor. Siradaki soru yapisal: bir devresel grubun biitiin
alt gruplar1 nasil gériintir? Yanit sasirtict 6l¢iide eksiksizdir — hepsi devreseldir ve mertebeleri, grup
mertebesinin bélenleriyle birebir eslesir: devresel grubun alt gruplari.
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15.1

15.2

15. Devresel Grubun Alt Gruplar:

Devresel gruplar yalniz kendileri diizenli degildir; alt grup diinyalar1 da tamamen seffaftir. Bu béliimiin
dort sonucu, sonlu devresel grubun alt grup teorisini eksiksiz kapatir: her alt grup devreseldir, her alt
grubun mertebesi grup mertebesini boler, her bélene karsilik tam bir alt grup vardir ve doguraylar
(m,n) = 1 kosuluyla belirlenir. Béliimiin sonunda doguray sayisini Euler’in ¢ fonksiyonuyla sayacagiz.

Her Alt Grup Devreseldir

Teorem 15.1 (Devresel Grubun Alt Gruplar1 Devreseldir). Bir devresel grubun her alt grubu da
devreseldir.

ispat.
G = (a) ve H C G olsun. Iki durum vardur.

H={ls} isel‘}cg = (1) devreseldir.

H # {14} olsun. H de 1, ’den farkli bir eleman, yanim # 0 i¢in bir a™ vardw. H grup oldugundan a™
ile birlikte (a™) ™! = a~™ ’yi de icerir; m ile —m den biri pozitif oldugundan, a™ € H kosulunu saglayan
en az bir dogal say1 m vardir. Bu dogal sayilarin en kiigiigiine i diyelim.

Iddia: H = (a*).

H C (a*): a™ € H olsun. Bélme algoritmastylan = pq+r,0 < r < p yazahm:

a"=a" "M =(a")"?-a" € H
ctinkii sagdaki iki ¢carpan da H ’dedir. 0 < r < p olsayd: y1’niin en kii¢iikliigii bozulurdu; o halder = 0 ve
a™ = (a*)? € (a")

(a*) C H:a" € H ve H grup oldugundan a* niin biitiin kuvvetleri H ‘dedir.
Iki kapsama birlikte H = {(a*) verir: H devreseldir.
|

Sonug 15.1 (Sonsuz Devresel Grubun Alt Gruplar1). Sonsuz devresel bir grubun {1} den farkls her
alt grubu da sonsuz devreseldir.

ispat.

G = (a) sonsuz devresel, H # {1} bir alt grup olsun. Teoremden H = (a") diir (u € N). m # n tam
sayilart igin ym # un ve G sonsuz devresel oldugundan

(@) = = (o)

a*’niin kuvvetleri birbirinden farklhidir: H sonsuz devreseldir.
|

Mertebe Ayrisimi: n = pv

Teorem 15.2 (Alt Grubun Mertebesi). G = (a), n. mertebeden devresel bir grup ve H, G nin a*
tarafindan dogurulan alt grubu olsun (1, a™ € H kosulunu saglayan dogal sayilarin en kii¢iigii). Bu takdirde

n=uv ve |H|=v

olacak bicimde bir v € N vardir ve tek tiirlii belirlidir.
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ispat.
w | m:n’yi pye bélelim:n = pv + 1,0 < r < p. O zaman

a"=a"* =a" (a*) V=1 (a*)VE€H

0 < r < p, p’nin en kigiikligiyle celiseceginden r = 0’dir: n = pv.
| H | = v: Once H ’nin listesini ¢ikaralim:

H = (a") = {1g,a", (a")?, ..., (a*)" 1}
Gergekten herhangi bir (a*)* icink = vqg 41,0 < v’ < v yazilirsa
(@)F = ((a*))1(a")" = (a)1(a")" = (a™)?(a")" = (a*)"

listeye diiser. Listedekiler birbirinden farklidir:0 < r; < ry < v icin (") = (a*)™ olsaydia*(™2~"1) =
1o olur, kuvvet aritmetiginden n = pv | p(ry —rq), yani v | (rq —ry) ¢ikardy oysa 0 < ry—1; <
v’'diir. O halde | H | = v’diir.

|

Sonug 15.2 (Alt Grup Mertebesi Grup Mertebesini Boler). Sonlu devresel bir grubun her alt grubunun
mertebesi, grubun mertebesini boler.

ispat.

| G| =nolsun. H={1g} icin | H | =1|n’dir H #+ {15} ise H = (a") ve mertebe ayrisimi teore-
minden | H | = v ilen = pv; yaniv | n’dir.

|

Bu sonug, ileride her sonlu grup i¢in kanitlayacagimiz Lagrange teoreminin devresel dnciisiidiir. Devresel
gruplarda tersi de dogrudur:

Teorem 15.3 (Her Bolene Karsilik Tek Alt Grup). G = (a), n. mertebeden devresel bir grup olsun.

n’nin her v dogal bolenine karsilik G’nin v. mertebeden bir ve yalniz bir alt grubu vardir; bu alt grup
(a™") diir.

Ispat.

Varlik. v | n olsun ve i = n/v yazalim. Mertebe ayrisimi teoreminin hesabi, (a*) alt grubunun tam v
elemanli oldugunu gosterir.

Teklik. H, v. mertebeden herhangi bir alt grup olsun. Alt gruplar devreseldir: H = (a”/>, w' en kiigiik iis.
Mertebe ayrnisimindann = p' - | H | = p'v; yani ' = n/v = p tek tiirli belirlidir ve H = (™) diir.
|

Doguraylar ve Euler’in ¢ Fonksiyonu

Teorem 15.4 (Doguray Olg¢iiti). G = (a), n. mertebeden devresel bir grup olsun. a™ (m € Z) elemaninin
G ’nin bir doguray: olmast icin gerek ve yeter kosul (m,n) = 1 olmasidwr.

Ispat.

Bézout teoremini hatirlayalim: m ile n’nin aralarinda asal olmasi, km + ¢n = 1 olacak bi¢imde k, ¢ tam
saydarinin varligina denktir.

Gereklik. G = (a™) olsun. a € G oldugundan a = (a™)" = a™" olacak bir w € Z vardir; kuvvet arit-
metiginden

l=mu(modn) = 1—mu=vn= mu+wvn=1

olacak bir v € Z bulunur: (m,n) = 1°dir.
Yeterlik. (m,n) = 1 olsun: km + ¢n = 1 yazalim. O zaman

a = akm+€n — (am)k . (an)é — (am>k . 1G — (am)k c <am>
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a’min biitiin kuvvetleri de (a™) 'de oldugundan G = (a) C (a™) C G; yani G = (a™) ve a™ doguraydur.
|

Sonug 15.3 (Doguray Sayis1). n. mertebeden devresel bir grubun doguraylarinin sayisi p(n) dir; burada
o, Euler’in ¢ fonksiyonudur: o(n), n’yi asmayan ve n ile aralarinda asal olan dogal sayilarin sayisidir.
n = pit-p.* asal ¢arpanlara aynhsiyla

=) (5) 05

Ornek 15.1 (Mertebesi 12 Olan Devresel Grubun Envanteri). G = (a),
gruplarini ve doguraylarini bulunuz.

G | = 12 olsun. Biitiin alt

E;fllil:télenleri 1,2,3,4,6,12°dir; her bolene karsilik tam bir alt grup vardir ve v mertebeli alt grup
w=12/vile (a*)’diir:
Hy ={lg}, Hy=(a®)={lg,a’}, Hy=(a*)={lg,a" %}
H, = (a®) = {1g,a3, a5 d°}
Hg = (a?) = {14,a? a% a5 a8 a'"}, H,=G
Doguraylar, 12 ile aralarinda asal sl kuvvetlerdir:

1 1
a, a®, a’, a'l; 90(12):12(1—5)(1—5):4

Alt grup envanteri elimizde; ama alt1 alt grubun birbiriyle iliskisi — hangisi hangisinin icinde? — listeden
okunmuyor. Bu iligkiyi tek bakista gosteren bir ¢izim teknigi var: Hasse diyagramlari.
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16.1

16.2

16. Hasse Diyagramlar1

Devresel grubun alt grup envanterini tam olarak ¢ikarabiliyoruz; simdi bu envanteri gorsellestirece§iz.
Hasse diyagramu, alt gruplar1 kapsama iligkisine gore katlara dizen bir semadir: kapsanan asagida, kapsa-
yan yukarida, arada bir ¢izgi. Devresel gruplarda diyagramin tamamu tek bir aritmetik gozlemle cizilir —
alt gruplarin kapsama iligkisi, mertebelerin boliinebilme iligkisinin kopyasidir.

Alt Gruplar Semas1

Tanim 16.1 (Hasse Diyagrami). Sonlu sayida alt grubu bulunan bir G' grubu verilsin. H; C H, olan
iki alt gruptan H;, H, nin altinda bir hizaya yerlestirilip iki alt grup bir ¢izgiyle birlestirilir; biri digerinin
icinde olmayan iki alt grup ise ayni hizaya veya (¢izgi cekilmeksizin) farkli hizalara yerlestirilir. Biitiin alt
gruplarin bu bigimde yerlestirilmesiyle elde edilen semaya G’nin Hasse diyagramu (alt gruplar semas)
denir.

(Sema cizilirken zincirleme kapsamalarin ara ¢izgileri atlanir: H; C H, C H; durumunda H, - H; ¢izgisi
cizilmez; o iligki iki basamaktan zaten okunur. Yerlegtirmeyi olabildigince simetrik yapmak semay1 okunur
kilar.)

Devresel gruplarda semay1 cizen anahtar gézlem sudur. G = (a), n. mertebeden ve H, = (a™"), v
mertebeli alt grup olsun:

H, CH, & | vy
Gergekten H, C H, ise, alt grup mertebesi kapsayan alt grubun mertebesini bdlmek zorundadir (dev-
resel gruplarda bunu kanitladik). Tersine v, | v, ise u; = n/vy, g = n/vy igin py | py olur; a#1, a*2’niin

bir kuvvetidir ve H, = (a*1) C (a#?) = H,, ¢ikar. Yani devresel grubun Hasse diyagrami, n’nin
bolenlerinin boliinebilme diyagraminin aynisidir.

Temel Ornekler

Ornek 16.1 (Mertebe Asal: En Yalin $ema). p asal ve G = (a), p. mertebeden olsun. Alt grup merte-
beleri p’nin boélenleridir: yalniz 1 ve p. Yani alt gruplar yalmizca trivial olanlardir ve sema tek ¢izgidir:

G
| {1a}

Doguraylar: a,a?, ...,aP~! — birimden farkli her eleman; sayilar1 p(p) = p — 1.

Ornek 16.2 (Mertebe 4, 6 ve 8). 1 = 4: Bolenler 1, 2, 4. Sema bir zincirdir:
G
| Hy = (a?)
| {1c}
Doguraylar a, a®; ¢(4) = 2.

n = 6: Bolenler 1,2,3,6. H, = (a3) ile H; = (a?) birbirini kapsamaz (2 } 3); sema bir eskenar dértgen-
dir:
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G
/ \
H, Hj
\ /
{1c}

Doguraylar a, a®; p(6) = 2.
n = 8: Bolenler 1, 2, 4, 8 zincir olugturur (1 | 2 | 4 | 8):

G
Hy = (a?)
Hy = (a*)
| {1c}

Doguraylar a,a,a%,a”; ¢(8) = 4.

Ornek 16.3 (Mertebe 12). n = 12’nin bélenleri 1,2, 3,4, 6, 12'dir; alt gruplar énceki béliimde listelen-
migti. Bolinebilme iligkileri: 2 | 4, 2 | 6, 3 | 6; 4 ile 6’run Gstiinde yalniz 12 vardir. Sema:

G
/ \
H, Hy
|/ [Hy H
\
{16}
(Ortadaki capraz ¢izgi H, C Hg kapsamasidir; H, C H, ve Hy C Hy dikey ¢izgilerle gésterildi.) Dogu-

raylar a,a®, a”, a'l; p(12) = 4.

Permiitasyonlarla Iki Biiyiik Ornek

Ornek 16.4 (Mertebesi 24 Olan Devresel Grup). S;;’de, elemanlar1 a, b, ..., k harfleriyle yazilmis
S = (acghefbd)(ahbe)(cgd f)(ijk)

substitiisyonu tarafindan dogurulan devresel grubun alt gruplar semasini ¢iziniz.

Coziim.
Once S’yi yabanci devrelere ayiralim (carpanlar sagdan sola uygulanir). Yériingeler izlenince

S=(aechdbfg)(ijk)
bulunur: sekizli ve ticlii yabanci devreler. Mertebe, EKOK kuralindan
| S|=18,3]=24

ve G = (S)={I,85,5%,..., 5%} tiir.
24’iin bolenleri 1,2, 3,4, 6, 8,12, 24; her v bolenine karsiik H, = (S?*/*) alt grubu vardur:

H, = <512>7 H; = <58>a H, = <56>7 Hg = <S4>7 Hy = <53>7 Hyy = <S2>

Kapsamalar bélinebilmeyi izler: 2 | 4,6,8,12;3 | 6 | 12; 4 | 8,12. Sema:

G

\
Hi2

/

\

/
Hs 1
I\ |
| X |
|/ |

Acgik Matematik - acik-matematik.com 64 CC BY-NC-SA 4.0


https://acik-matematik.com
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.tr

16.3 Permiitasyonlarla Iki Bityitk Ornek 65

{1.G}

Buradaki ¢izgiler: G-Hg, G-H,4; Hg-H,, Hi5—H,, H,,—Hg; Hy—H,, Hy—H,, Hy-Hy; Hy—{14}, Hy
-{1g}

Doguraylar, 24 ile aralarinda asal iislerdir:

S, S5, 87 11§13 G17 g19 G23. ©(24) = 24(1 — %) (1 — %) =8

Ornek 16.5 (Mertebesi 42 Olan Devresel Grup). S,,’de, elemanlari yirmi harften olusan
S = (aupbis)(kmobh)(dtefnj)gruvc)
substitiisyonu tarafindan dogurulan devresel grubun alt gruplar semasini ¢iziniz.
Coziim.
Devreler yabanci degildir (b ile u iki devrede geciyor); yoriingeleri izleyerek yabanci ayriligi ¢ikaralim:
S = (auvegrpbhkmois)(dte fnj)

on dortlu ve altili yabanci devreler. Mertebe:
| S |=[14,6]=42, G=(S)={I,8S,..,S*}
42 =2 -3 - T’nin bélenleri 1,2, 3,6, 7, 14, 21, 42°dir; alt gruplar H, = (S*2/¥):
H, = <521>, Hy = <514>’ Hg = <S7>
H; = <56>7 Hy, = (S3>, Hy = <52>

Kapsamalar: 2 | 6,14; 3 | 6,21; 7| 14, 21. Sema, kiipiin koselerine yerlesmis gibi tam simetrik ¢ikar
(bslenler 2413%7¢, ¢, € {0, 1} bicimindedir):

G

/ 1\

He Hia H21

1N/ \/ |
X X |
| /\ /\ |

H2 Hs H7

N |/
{16}

Cizgiler: G_Hﬁ’ G_H14, G_H21; HG_HQ’ H6_H3’ H14_H2, H14_H7; H21_H3, HQl_H7’ H2, Hg, H7
—{1g}-

Doguray sayisi:

o= 2)(1-1) -

Doguraylar: §,5%, 511, 513, 517, §19, 523, 525 529, g81 G537 g41,
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66 Boliim 16. Hasse Diyagramlar:

Devresel gruplarin diinyasi artik bastan sona haritalanmis durumda. Genel gruplara donme vakti: bir alt
grup, kendisini kapsayan grubu nasil dilimler? Bu sorunun aygit1 — alt kiimelerle carpma — bir sonraki
boéliimiin konusudur: komplekslerle hesap.
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17.1

17. Komplekslerle Hesap

Grup teorisinin bundan sonraki bityiikk adimlar1 — kalan siflari, Lagrange teoremi, bolim gruplar: —
elemanlarla degil elemanlardan olusan kiimelerle hesap yapmay: gerektirir. Bu béliimde o hesabin grame-
rini kuruyoruz: iki alt kiimenin c¢arpimi, bir alt kiimenin tersi ve bu islemlerin cebiri. Bélimin yildiz
sonucu, iki alt grubun ¢arpiminin ne zaman yine alt grup oldugunu séyleyen HK = K H olcutudiir.

Kompleks Kavrami

Tanim 17.1 (Kompleks). Bir G grubunun bos olmayan bir alt kiimesine G’nin bir kompleksi denir.

Tanim 17.2 (Komplekslerin Carpimi). A ve B, (G, -) grubunun iki kompleksi olsun. A ile B’nin (bu
siradaki) carpimi

A-B={a-beG:a€eAbe B} CG
kompleksdir. A = {a} tek elemanliysa {a} B yerine kisaca aB; B = {b} tek elemanliysa Ab yazilir:
aB={a-b:be B}, Ab={a-b:a€ A}

Kompleks carpiminin temel dil bilgisi:

« Asosyatiflik: (A- B)-C = A- (B - C) — ¢iinkii elemanlar diizeyinde (ab)c = a(bc)’dir.

+ Komutatif grupta: A- B = B - A — her ab ¢arpimu ba olarak da yazilir.

+ Komutatif olmayan grupta genel olarak A- B # B - A’dir; ama esitlik bazi ciftlerde yine de
saglanabilir. Ornegin Sy’te A= {I,(123),(132)} ve B={(12),(13)} aliirsa carpimlar tek tek
hesaplandiginda

A-B={(12),(13),(23)}=B- A

bulunur — iki carpim da S;’iin biitiin transpozisyonlarmin kiimesidir. Onemli nokta: AB = BA esitligi,
eleman eleman degisme demek degildir; iki kiimenin kiime olarak ¢akismasi demektir.

Tanim 17.3 (Kompleksin Tersi). A kompleksinin biitiin elemanlarinin terslerinden olugan komplekse
A’nin tersi denir:

At={ateG:ac A}

A - A7! birim kompleks degildir

Aen az iki elemanliysa A - A~! # {1, }'dir: carpim kiimesinde aa~! = 1, ’lerin yan1 sira a # b igin
ab™! # 1, carpimlar da bulunur. Kompleks tersi, eleman tersinin bire bir kopyasi degildir.

Teorem 17.1 (Kompleks Tersinin Kurallari). A, B, bir G grubunun kompleksleri olsun.

L (A ) l=4
2 (A-B)y"l=pB1.4"

Ispat.

Iki kural da eleman diizeyindeki (a=1)™! = a ve (ab)~! = b=ta~! kurallarinin kiimelere yansimasidir.
Ornegin 2) icin: (AB)~Y’in tipik elemani (ab) ™! = b~ta ' 'dirveb™' € B~!,a™! € A~ oldugundan bu
eleman B~1 A=Y dedir; tersine B—* A=Y ’in tipik elemanib='a~! = (ab)~! € (AB)~dir.
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17.2

17.3

68 Boliim 17. Komplekslerle Hesap

Alt Grup Olciitlerinin Kompleks Dili

Alt grup olciitlerimiz kompleks diliyle tek satirlik kogullara dontisiir. H, G’nin bir kompleksi olsun:

. Haltgruptur@)H-HQHveH_1 CH.
+ G sonluise: H alt gruptur< H - H C H.
« Haltgruptur< H-H ' C H.

Bunlar sirasiyla iki kosullu, sonlu ve tek kosullu 6l¢iitlerin yeniden yazilisidir. Alt gruplar icin kapsamalar
aslinda esitlige doner:

Ornek 17.1 (Alt Gruplarda $H"(- 1) = H$ ve $H dot.op H = H$). (G, ") bir grup olsun. G~! = G ve
G - G = G oldugunu gosteriniz. (Ayni akil yiiriitme her H alt grubu icin H~! = H ve H - H = H verir.)

Coziim.

G~! = G:Her g ! yine G’de oldugundan G~! C G’dir. Tersine her g € G icing = (g~ !)~! yazlabilir
ve g~! € G oldugundan g € G~ Vdir: G C G~ 1.

G - G = G: Kapaliliktan G - G C G°dir. Tersineherg € Gigcing =915 € G- Gdir: G C G - G.

]

Iki Alt Grubun Carpimi

Teorem 17.2 ($H K$ Ne Zaman Alt Gruptur?). H ve K, bir G grubunun iki alt grubu olsun. H - K
kompleksinin G’nin bir alt grubu olmas: igin gerek ve yeter kosul

H- K=K-H
olmasidir.

Ispat.
Gereklik. HK alt grup olsun. Alt gruplar kendi terslerine esit oldugundan ve kompleks tersi kuraliyla

HEK = (HK) '=K 'H '=KH

Son adimda H ile K ’nin alt grup olarak H=' = H, K~! = K esitlikleri kullanildh.
Yeterlik. HK = K H olsun; iki kosullu kompleks olciitiinii denetleyelim.
Carpima kapalilik:

(HK)(HK) = H(KH)K = HHK)K = (HH)(KK) = HK

Ortadaki adimda hipotez, sonrakinde asosyatiflik ve HH = H, KK = K esitlikleri kullanildy; sonu¢ C
yerine dogrudan esitlik verdi.
Terslere kapalilik:

(HK) ' =K 'H'=KH=HK
Iki kosul saglandigindan HK C G’dir.

a.g.
]

Komutatif gruplarda HK = K H bedava saglandigindan iki alt grubun ¢arpimi daima alt gruptur. Komu-
tatif olmayan gruplarda ise kosul gercekten kisitlayicidir; 6rnegin S3’te H = {I,(12)} ve K = {I,(13)}
icin

HEK ={I,(13),(12),(132)}

dort elemanlidir; ama 4 4 6 oldugundan (bir sonraki bélimlerde kanitlayacagimiz Lagrange teoremi
geregi) S;’tin dort elemanl alt grubu olamaz — nitekim K H = {I,(12),(13),(123)} # HK dur.
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17.4

17.3 Iki Alt Grubun Carpimi 69

Toplamsal Yazis

(G, +) komutatif grubunda kompleks islemleri toplamsal yazilir:
A+B={a+b:a€ A be B}, —A={-a:a€ A}

ve kurallar aynen tagimir: (A+ B)+C=A+(B+C); A+ B=B+ A, —(—A) =4, —(A+B) =
(—A) 4+ (—B). Alt grup dlgiiti: H alt gruptur < H + (—H) C H.

Son bir gozlem, ileride sik kullanilacak: A = B ise her g € G i¢in gA = gB ve Ag = Bg’dir; A C B ise
gA C gBve Ag C Bg'dir. (Elemanlara g ile carpma uygulamak kiimeleri ayni bicimde dontistiiriir.)
Kompleks hesab1 kurulduguna gére onu asil amacina kosabiliriz: bir alt grubun a H bi¢imindeki 6teleme-
leri, grubu birbirine denk pargalara diler. Bu dilimleme — kalan siiflar1 — sonlu grup teorisinin en giclii
teoremine gotiiren yoldur: kalan sinmiflar1.
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18.1

18.2

18. Bir Alt Gruba Gore Kalan Siniflar1

Modiiler aritmetikte Z’yi m’nin katlarina gore siiflara ayirmistik: a = b (mod m), yani a — b kiimesi
mZ alt grubunda. Bu boliim ayni fikri keyfi bir gruba tasir: H alt grubu verilince “a™'b € H” bagintist
G’yi kalan smiflarina boéler. Smiflarin iki altin 6zelligi — ya cakisirlar ya ayriktirlar, ve hepsi aym
biiytikliiktedir — bir sonraki bélimde Lagrange teoremini tek hamlede verecek.

Soldan ve Sagdan Esdegerlik

Tanim 18.1 (Soldan ve Sagdan Esdegerlik). (G, -) bir grup, H agg G ve a,b € G olsun.
al-beH

ise “a, b’ye H alt grubuna gore soldan esdegerdir” denir ve a b (H) yazilir;
a-bleH

ise “a, b’ye H’ye gore sagdan esdegerdir” denir ve a I b (H) yazilir.

Teorem 18.1 (Esdegerlikler Denklik Bagintisidir). Sves bagintilar: G de birer esdegerlik (denklik)
bagintisidir.

ispat.

Soldan esdegerlik icin ii¢ kosulu denetleyelim; sagdan esdegerlik tamamen benzerdir.

Yansima: H alt grup oldugundan 1, € H dir; hera icina la = 15 € H, yania ~ a.
Simetri:a ~ b ise a='b € H 'dir; H terslere kapali oldugundan

(@) t=blac H=b~a
Gegisme: a ~ bveb ~ cisea b € H veb~'c € H dir; H ¢carpmaya kapal oldugundan

(a1b)(b7le) =at(bb He=alce H=an~c

Tanim 18.2 (Kalan Siniflari). fox esdegerlik bagintisinin G’de belirttigi denklik siniflarina G’nin H

sol
alt grubuna gore sol kalan siniflari; ~’in belirttigi siniflara sag kalan siniflari denir.
sag

Siniflarin Kompleks Bicimi

Soyut denklik siniflari, kompleks carpimiyla son derece somut bir bi¢im alir:

Teorem 18.2 (Sol Kalan Sinif1 $= a H$). G’nin H ’ye gire bir sol kalan sinifi, a bu sinifin herhangi bir
elemani olmak iizere, G ’nin aH kompleksi ile ¢akigir.

ispat.
K,=4beG:b ~ a}, a’nin sinifi olsun. Simetriden b ~ a < a ~ b olduguna dikkat ederek

bEKaﬁafleHﬁﬂhGH:aflb:h

< dJdheH:b=ah<beaH
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72 Boliim 18. Bir Alt Gruba Gore Kalan Siniflar:

O hdlde K, = aH 'dir.
]

Teorem 18.3 (Sag Kalan Sinif1 $= H a$). Benzer bicimde, a’nin sag kalan sinift Ha kompleksi ile ¢akisir:
bsrawga@ba’l €H & be Ha.

Iki hizli gézlem:

+ H’nin kendisi hem bir sol hem bir sag kalan smifidir: H = 1, H = Hl.
s a € aH’dir (a = a - 15); her eleman kendi sinifinin igindedir.

Sonug 18.1 (Siniflar Ya Esit Ya Ayriktir). aH ve bH gibi iki sol kalan sinifi ya birbirinin aynidir ya da
tamamen ayriktir:

aH =bH veya aHNbH =g
Aynist sag kalan siniflar i¢in de gecerlidir.
ispat.

Kalan siniflar bir denklik bagintisinin siniflaridir; denklik siniflary kiimeyi ayrik parcalara béler.
|

Biitiin Siniflar Ayni Kuvvettedir

Teorem 18.4 (Siniflarin Es Kuvvetliligi). aH vebH gibi iki sol kalan sinifi ayni kuvvettedir (aralarinda
birebir ve iizerine bir esleme vardir); aynisi sag kalan siniflart icin de gegerlidir.

ispat.
Once her sinifin H ile es kuvvette oldugunu gérelim:

o H—aH, h = ah
Iyi tammhdir: hy = hy => ah, = ah,. Uzerinedir: a H 'nin tipik elemami zaten ah bigimindedir. Bire-
birdir: ah,; = ah, ise grupta sadelestirmeyle hy = h,,.
O halde H ile aH es kuvvettedir ve ;' : aH — H, ah — h de birebir-iizerinedir. Iki sinif icin
oo, aH — bH, ah = bh

bileskesi, birebir-iizerine iki fonksiyonun bileskesi olarak birebir ve iizerinedir: aH ile bH es kuvvettedir.
|

Sonug 18.2 (Sonlu Durumda Eleman Sayis1). | H | = n ise her aH sol kalan sinifinin ve her Ha sag
kalan sinifinin eleman sayisi da n’dir.

Somut Bir Bolmeleme

Ornek 18.1 ($S_3$"in $I\, \( 1\, 2\)$'ye Gore Stmiflar1). Sy’iin H = {I,(12)} alt grubuna gére sol
ve sag kalan siniflarini bulunuz.

Coziim.
Sol siniflar. A nin kendisi bir simiftir. H’de olmayan (1 3) ile

(13)H = {(13), (13)(12)} = {(13), (123)}

((13)(12): once (12), sonra (13) uygulanir — 1 — 2,2+ 1+ 3, 3 — 1; sonug (12 3).) Heniiz sinift
¢ikmamug (2 3) ile
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18.4 Somut Bir Bolmeleme 73

(23)H = {(23),(23)(12)} = {(23), (132)}
Alt1 eleman ftice boliindi:
S;=HU(13)HU (23)H
Sag siniflar. Ayni temsilcilerle
H(13) ={(13),(12)(13)} = {(13), (132)}
H(23) = {(23),(12)(23)} = {(23), (123)}
S;=HUH(13)UH(23)
Dikkat: (13)H # H(13)’tiir — sol ve sag bolmelemeler farkli parcalamalardir. (Sinuf sayilari yine de

esit ¢ikt1; bunun bir rastlanti olmadigini bir sonraki bolimde gorecegiz.)
]

Elimizde artik kusursuz bir dilimleme var: G, her biri | H | elemanly, ikiser ikiser ayrik simiflarin birlesi-
midir. Sonlu gruplar i¢in bunun tek satirlik ama ¢igir acici bir sonucu vardir: Lagrange teoremi.
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19.1

19.2

19. Lagrange Teoremi

Sonlu grup teorisinin ilk biiytik teoremine geldik. Kalan smuflar1 G’yi esit boyutlu ayrik parcalara
boldiigine gére, G’nin mertebesi parca boyutunun tam kat1 olmalidir: alt grubun mertebesi, grubun
mertebesini boler. Bu tek ciimle, sonlu gruplarin iskeletini belirler — hangi mertebeden alt grup ya da
eleman olamayacagini hesap yapmadan soyler. Boliimiin sonunda teoremin dort klasik sonucunu ¢ikari-
yoruz; asal mertebeli gruplarin tam siniflandirmasi bunlardan biridir.

Teorem ve Ispat1

Teorem 19.1 (Lagrange Teoremi). Sonlu bir G grubunun her H alt grubunun mertebesi, G 'nin merte-
besini boler:

|H ||| G|

ispat.

| G| =N ve| H|=n olsun. G sonlu oldugundan H ’ye gire birbirinden farkli sol kalan siniflarinin
sayist da sonludur; bu sayiya j diyelim ve her siniftan birer temsilci ay, a,, ..., a; segelim. Her eleman bir
sinifta bulundugundan ve farkl siniflar ayrik oldugundan

G=aHUaHUUa;H, a; HNa;, H =@ (i; # i)

Ayrik birlesimin eleman sayisi, parcalarin eleman sayilarinin toplamidir; her ssmf | H | = n elemanh
oldugundan

N=n+n+-—+n=j-n
N ——
J tane

O halden | Ndir.
|

Indeks

Ispattaki j say1s1 kendi bagina énemlidir:

Teorem 19.2 (Sol ve Sag Sinif Sayilar1 Esittir). Sonlu G grubunun H ’ye gére birbirinden farkli sol kalan
siniflarinin sayisi, birbirinden farkl sag kalan siniflarinin sayisina esittir.

Ispat.

Lagrange ispatindaki sayma soldan N = jn verdi; ayni sayma sag siniflarla yapilirsa N = §'n bulunur.
Ikisinden j = j/ = N /n ¢ikar.

|

Tanim 19.1 (Indeks). G’nin H’ye gore birbirinden farkli sol (esdeger olarak sag) kalan siniflarmimn
sayisina H’nin G i¢indeki indeksi denir ve [G : H] ile gosterilir. Sonlu grupta

|G|=[G:H]-|H| [G:H]:'iu

Ayrica bolmelemedeki temsilcilerden biri her zaman 1; segilebili: G = H Ua,H U - Ua;H.
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76 Boliim 19. Lagrange Teoremi

Ornek 19.1($S_3$'te Indeks). Oncekibsliimde S;’it H = {I, (12)}’ye gore bolmelemistik: ii¢ sol sinif,
ii¢ sag sinif. Gercekten

[S;: H] =

Lagrange Teoreminin Sonuclari

Sonuc¢ 19.1 (Eleman Mertebesi Grup Mertebesini Boler). Sonlu bir G grubunun her a elemaninin
mertebesi, G 'nin mertebesini béler.

ispat.

| a | = n olsun. Eleman mertebesi tanimi geregi | {(a) | = n’'dir ve (a) C G’dir; Lagrange teoreminden
a.g.

|

Sonuc 19.2 ($a*(\| G \|) = 1_G$). G sonlu bir grup ve| G | = N ise hera € G i¢ina™ = 1, dir.

ispat.
| a | = n diyelim; onceki sonugtann | N, yani N = nt olacak birt € N vardir. a™ = 1 oldugundan

aV =a" = (a")t =1L =14

1 Sayilar teorisiyle bag

G = Z;, (p asal) almirsa | G | = p — 1 ve son sonug, sayilar teorisinden tanidik Fermat’nin kiiciik
teoremi olur: p | a i¢in a?~* = 1 (mod p). Grup teorisi, bu teoremi tek satirlik bir 6zel duruma
indirger.

Sonuc 19.3 (Asal Mertebeli Gruplar Devreseldir). Mertebesi asal olan her grup devreseldir.
ispat.
| G| =pasalvea € G—{1g} olsun. | a |, p’yi boler: | a | =1 veya | a | = p. a # 14 oldugundan
| a | # 1’dir; o hilde | a | = p ve
(a) C G, | (@) |=p=|G|= G=(a) ={1lg,a,a% ...,aP "1}
a.g.

G devreseldir; iistelik birimden farkli her elemani bir doguraydir.
|

Bu sonug, kiigiik mertebeli gruplarin siniflandirmasindaki gézlemlerimizi aciklar ve genisletir: mertebesi
2,3,5,7, ... olan gruplar zorunlu olarak devreseldir — mertebe 4’te iki tip ¢ikmasinin nedeni, 4’iin asal
olmamasidir.

Bir Uygulama: Tersinin Dogru Olmadig:

Ornek 19.2 (Alt Gruplar1 Devresel Olan Grup Devresel Olmayabilir). “Devresel grubun her alt
grubu devreseldir” teoreminin tersi dogru mudur? Yani kendisinden farkli biitiin alt gruplar1 devresel olan
bir grup devresel olmak zorunda midir?

Coziim.
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19.4 Bir Uygulama: Tersinin Dogru Olmadig: 77

Hayir. S bir kars1 6rnektir. H C Sy ve H # S5 olsun. Lagrange teoreminden | H | € {1, 2, 3} tur:
a.g.

« | H|=1ise H={I} = (I) devreseldir.
« | H | = 2 veya 3 ise mertebe asaldir; asal mertebeli her grup devreseldir.

Demek ki S;’iin kendisinden farkli her alt grubu devreseldir. Ama S5 devresel degildir: devresel gruplar
komutatiftir, oysa

(12)(13) = (132) # (123) = (13)(12)

Lagrange teoremi “alt grup mertebesi boler” der; ama tersini séylemez: | G |’nin her béleni icin o merte-
beden bir alt grup bulunacaginin garantisi yoktur. (Devresel gruplarda bu garanti vardi; genel gruplarda
ornegin A, in mertebesi 12 oldugu hélde 6. mertebeden alt grubu yoktur.)

Kalan smiflarinin hikayesi burada bitmiyor. S5 6rneginde sol ve sag bélmelemelerin farkli ¢iktigim
gordik; bazi alt gruplar icinse ikisi ¢akisir. Bu 6zel alt gruplar — normal alt gruplar — kalan smiflarinin
kendilerinin bir grup olusturmasina izin verir ve bizi bolim gruplarina gétiiriir: normal alt gruplar.
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20.1

20.2

20. Normal Alt Gruplar

Sol ve sag kalan siniflarinin ¢akigtigi alt gruplar, grup teorisinde ayricalikli bir role sahiptir: yalniz onlarin
kalan smiflar1 iizerinde tutarli bir carpma tanimlanabilir. Bu béliimde normal alt grubu tanimliyor, en
kullanigh normallik 6l¢iitiinii — indeksin 2 olmasini — kanitliyor ve iki uyar1 6rnegi veriyoruz: normal
olmayan alt gruplar gercekten vardir ve normallik zincirleme aktarilmaz.

Tanim

Tanim 20.1 (Normal Alt Grup). (G, -) bir grup ve H, G’nin bir alt grubu olsun. Her a € G igin
aH = Ha

oluyorsa H’ye G’nin bir normal alt grubu denir ve H < G ile gosterilir.

aH = Ha ne demek degildir

aH = Ha esitligi, her h € H icin ah = ha olmasi demek degildir; iki kiimenin ¢akismas1 demektir.
Yani her h € H’ye kargilik ah = h’a olacak bicimde bir b € H vardir — ama h’, h’den farkli olabilir.
Normallik, eleman eleman degismeden ¢ok daha zayif bir kosuldur.

Ornek 20.1 (Trivial Alt Gruplar Normaldir). Her G grubunda iki trivial alt grup da normaldir:

+ G A G:heraig¢inaG = G = Ga'dir (oG = G esitligi i¢in: kapaliliktan aG C G| tersineherg € G, g =
a(a™tg) € aG yazl).
« {15} < G:heraicina{l;} = {a} = {15 }a’dw.

Ornek 20.2 (Normal Olmayan Bir Alt Grup). S,’iin H = {I, (23)} alt grubu normal degildir: (12) €
S, icin

(12)H ={(12),(12)(23)} = {(12), (123)}

H(12)={(12),(23)(12)} ={(12),(132)}
(12)H # H(12) oldugundan H # Sy’tiir. (Aym bigimde {I, (12)} ve {I, (13)} de normal degildir)

Komutatif gruplarda bu sorun hi¢ dogmaz: aH = {ah} = {ha} = Ha her zaman saglanir. Komutatif
bir grubun her alt grubu normaldir.

Indeks 2 Olciitii

Teorem 20.1 (indeksi 2 Olan Alt Gruplar Normaldir). Bir grupta indeksi2 olan her alt grup normaldir.

ispat.
H C Gve|G: H] =2 olsun.

a.g.
a € G — H alalim. Sol bolmelemede yalniz iki sinif vardwr ve biri H 'dir; a ¢ H oldugundan ikinci sinif
aH ’dir ve

G=HUaH, HNnaH=¢g—aH=G—H

Ayni akil yiiriitme sag bolmeleme icin Ha = G — H verir. O halde
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80 Boliim 20. Normal Alt Gruplar

aH=G—-H=Ha (a e G—H)

a € H i¢in iseaH = H = Ha zaten saglanir. Her iki durumda da aH = Ha oldugundan H < Gdir.
]

Sonuc 20.1 ($A_n lt.tri.eq S_n$). Alterne grup, simetrik grubun normal alt grubudur.

ispat.

[S,:A,]=

oldugundan indeks 2 olgiitii uygulanir.
|

20.3 Normallik Gecisken Degildir

Normalligin iki incelikli davranisimi kaydedelim. Birincisi zararsizdir:

Ornek 20.3 (Normallik Ara Alt Gruba iner). K C HCGveK<<Gise K< H’dir.
a.g. a.g.

Coziim.

K < G oldugundan her a € G icin aK = Ka’dir; 6zel olarak her a € H C G i¢in de aK = Ka
saglanir. K, H’nin alt grubu oldugundan K < H c¢ikar.

|

Ikincisi bir tuzaktir: K <t H ve H < G olsa bile K <1 G gerekmez.
Ornek 20.4 (Normallik Zincirleme Aktarilmaz). S, iginde su ii¢ kiimeye bakalim:

G ={I,(13),(24), (12)(34), (13)(24), (14)(23), (1234), (1432)}
H={I,(13),(24),(13)(24)}, K ={I,(13)}

G, S, ’un 8 elemanli bir alt grubudur (bir karenin simetri grubu) ve K C H C G’dir. K < H oldugu
a.g. a.g.

hélde K ¢ G oldugunu gésteriniz.

Cozim.

[H : K] = HH = 4 = 2 oldugundan indeks 2 dlgiitiiyle K < H’dir.

Ote yandan (12)(34) € G icin sol ve sag siiflar1 karsilagtiralim:
(12

J34) K ={(12)(34), (12)(34)(13)} = {(12)(34), (1432)}
K (12)(34) = {(12)(34), (13)(12)(34)} = {(12)(34), (1234)}

(Birinci ¢arpimda 6nce (13), sonra (12)(34) uygulanir: 1 —» 34,4433 12,22
1; sonug (14 32). Ikincisinde énce (12)(34): 12+ 2,21+ 3,3 41> 4,41+ 3 1; sonug
(1234))

Iki kiime farkli oldugundan K, G'nin normal alt grubu degildir: normallik gecisken degildir.

]

20.4 Basit Gruplar

Tanim 20.2 (Basit Grup). Trivial alt gruplarindan bagka hicbir normal alt grubu bulunmayan gruba
basit grup denir.
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20.4 Basit Gruplar 81

Ornek 20.5 (Asal Mertebeli Gruplar Basittir). Mertebesi asal olan her grup basittir: | G | = p asalsa
Lagrange teoreminden her alt grubun mertebesi 1 veya p’dir; yani G’nin trivial olanlardan bagka alt grubu
— normal olsun olmasin — yoktur.

Basit gruplar, sonlu grup teorisinin “asal sayilaridir”: her sonlu grup, basit gruplardan katmanlar halinde
kurulur. Bu katmanlarin harcini da tam olarak normal alt gruplar saglar — bir normal alt grup, kalan
smiflarindan yeni ve daha kiiciik bir grup tiretmeye izin verir. Bu inga, dersin déniim noktalarindan biridir:
bolum gruplar.
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21.1

21.2

21. Boliim Gruplar

Normal alt grubun asil 6dili bu bolimdedir: H < G ise kalan simiflarinin kiimesi tizerinde aH - bH =
(ab) H kuraliyla bir ¢arpma tanimlanabilir ve smuiflar bu ¢carpmayla yeni bir grup olusturur — béliim grubu
G/H. Insanm kalbi bir iyi tanimlilik meselesidir: carpim, smiflardan secilen temsilcilere bagli kalmama-
lidir; bunu garanti eden sey tam olarak normalliktir.

Carpma Siniflara Iner

Teorem 21.1 (Esdegerlik Carpmayla Uyumludur). (G, ) bir grup ve H < G olsun. z, 2’ ,y,y’ € G
olmak iizere

x~a (H), y~y’(H)=>ac-y;volx’-y/(H)

sol sol

ispat.
x ~ x’ demek, ikisinin ayniaH sinifinda olmasi demektir:x = ah,,x’ = ahy olacak bicimdeh,,h, € H

vardir. Benzer bigimde y = bhg, y’ = bhy olacak bi¢imde bir bH sinifi ve hg, hy € H vardir. Carpimlar
yazalim:

zy = (ahy)(bhy) = a(hyb)hs, z'y" = (ahy)(bhy) = a(hyb)hy

H normal oldugundan bH = Hb’dir; yani hib = bh} ve hob = bhj olacak bicimde hi,hy € H vardur.
Yerine koyalim:

zy = a(bhi)hg = (ab)(hihs) € (ab)H
2'y" = a(bhy)hy = (ab)(hahy) € (ab)H

zy ile x’y’ ayni (ab)H sol kalan sinifina diistiigiinden xy ~ x’y’ olur.
|

(Sagdan egdegerlik icin ayni sonu¢ tamamen benzer bicimde kanitlanir. Ayrica H < G iken her a i¢in
aH = Ha oldugundan soldan ve sagdan esdegerlik bagintilar1 G’yi ayn1 siiflara ayirir: iki baginti birbi-
riyle cakigir ve “sol/sag” ayrimi ortadan kalkar — kisaca kalan siniflarmdan s6z edebiliriz.)

Bolitm Grubunun Insasi

Teorem 21.2 (Kalan Siniflar1 Grubu). (G, -) bir grup ve H < G olsun. Kalan siniflarimin kiimesi
G=1{aH:a€G}
iizerinde

aHobH = (a-b)H

islemi tamimlanabilir ve (G, o) bir gruptur.

fspat.

Islemin iyi tanimli oldugu — yani sonucun temsilci se¢imine bagh olmadigi — bir énceki teoremin igeri-
gidirraH = o’ H vebH = b"H isea ~ a’,b ~ b olur; uyum teoremi ab ~ o’b’, yani (ab)H = (a’b’)H
verir.

1gH = H € G oldugundan G # &’dir. Aksiyomlari denetleyelim. -

Kapalilik. a,b € G i¢in ab € G oldugundan aH o« bH = (ab)H € G’dir.

Acik Matematik - acik-matematik.com 83 CC BY-NC-SA 4.0


https://acik-matematik.com
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.tr

21.3

84 Boliim 21. Boliim Gruplar:

Asosyatiflik. G deki asosyatiflikten
(aH obH)ocH = ((ab)c ) H = (a(bc) ) H=aH o (bH ocH)
Birim eleman. H = 1, H sinifi birimdir:
lgHoaH = (15 -a)H =aH, aHoloH =aH
Ters eleman. a H ’nin tersi a=* H 'dir:

a'HoaH = (a *a)H = 1,H = H, aHoa *H=H

Dért aksiyom saglandiindan (G, o) bir gruptur.
|

Tanim 21.1 (B6liim Grubu). (G, o) grubuna G’nin H normal alt grubuna gére boliim grubu denir
ve G/ H ile gosterilir.

Teorem 21.3 (Sinif Carpimi, Kompleks Carpimidir). H <G iken aH o bH carpimi, o H ile bH
komplekslerinin kompleks ¢carpimi anlamindaki o H - bH ile aynidr.

ispat.
Kompleks ¢carpiminin asosyatifligi, normallik (Hb = bH) ve H - H = H esitligiyle

aH -bH = o(Hb)H = o(bH)H = (ab)(H - H) = (ab)H

Bu uyum sayesinde o igareti i¢in ayr1 bir sembol tagimaya gerek kalmaz; bundan béyle bolim grubunda
da carpimu - ile (ya da yan yana yazarak) gosterecegiz.

Sonlu Durum ve Komutatif Durum

Ug pratik not:

1. Mertebe. G sonlu ve H < @ ise bolim grubunun mertebesi indekstir:

|G/H|=[G:HJ=%

2. Komutatif grupta her alt grup boliim grubu verir. Komutatif grubun her alt grubu normal
oldugundan her H alt grubuna goére G/H kurulabilir; tistelik G/H de komutatiftir:

aH -bH = (ab)H = (ba)H = bH - aH

3. Toplamsal yazis. (G, +) komutatif grubunda kalan simiflaria + H = {a + h : h € H} bi¢imini alir
ve

G/H ={a+H :ac G}, (a+H)+(b+H)=(a+b)+H

toplamasiyla bir toplamsal gruptur.

Ornek 21.1 (En Tanidik Bolitm Grubu: $bb(Z)_m$). (Z,+) grubunda H = mZ = {0, Fm, ¥2m, ...}
alt grubunu alalim (m > 2). Grup komutatif oldugundan H normaldir ve kalan siniflar1 tam olarak
modiiler aritmetigin siniflaridir:

k+mZ=k,  Z/mZ={0,1,..m—1}
Siniflar iizerindeki toplama (@ + b = a + b), boliim grubu toplamasinin kendisidir: (Z,,, +), ilk giinden

beri kullandigimiz yapi, aslinda bir bliim grubudur — Z,,, = Z/mZ.
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21.3 Sonlu Durum ve Komutatif Durum 85

Bolum grubu insasi soyut goriinebilir; gliciinii 6rneklerde gosterir. Bir sonraki boliim bastan sona
orneklere ayrilmistir: S5/ A5’ ten kompleks say1 gruplarina, alt grup ¢carpimlarinin normalliginden Z, ;’in
carpimsal yapisina — bolim grubu érnekleri.
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22.1

22.2

22. Boliim Grubu Ornekleri

Bolim grubu makinesi kuruldu; simdi onu ¢alistirtyoruz. Bu boliimde 6nce normal alt gruplarla ilgili iki
yapisal sonu¢ kanithyoruz — N < G iken NH carpiminin alt grup, iki normal alt grubun ¢arpiminin
normal alt grup olmas1 — sonra ii¢ somut béliim grubunu elemanlarina kadar hesapliyoruz: S5 /A5, Z,5’in
carpimsal grubunun bir bsliimii ve dérdiincii birim kéklerinin {1, —1}’e gore bslimii.

Yapisal Ornekler

Ornek 22.1 ($N It.tri.eq G$ Ise $N H$ Alt Gruptur). (G, -) bir grup, N <G ve H C G olsun. NH
a.g.
kompleksinin G’nin bir alt grubu oldugunu gésteriniz.
Cozim.
NH ={nh:n€ N,he€ H} CGvelg =1y -1z € NH oldugundan kiime bos degildir. Iki kosullu
olctitt denetleyelim.
Kapalilik. n, h{,nyhy, € NH olsun:

(n1hy)(nohg) = nq(hyng)hy

N normal oldugundan h; N = Nh, dir; yani h;n, = njh, olacak bi¢imde bir nj, € N vardir. Yerine
koyunca

(n1hy)(nohs) = ny(nyhy)hy = (nyny)(hihy) € NH

cunkii nyny € N ve hihy, € H'dir.
Terslere kapalilik. (nh)~! = h~'n"'’dir. N normal oldugundan h™*N = Nh7!, yani h=in~! =
t h=! olacak bicimde bir ¢t € N vardir:

(nh)"'=th™' € NH

Iki kosul saglandigindan NH C G’dir.
a.g.
|

Bu, komplekslerle hesap boliimiindeki H K = K H 6l¢iitiniin is basindaki halidir: normallik, NH = HN
esitligini garanti eder.

Ornek 22.2 (Iki Normal Alt Grubun Carpimi Normaldir). (G, -) bir grup, N < G ve H < G olsun.
NH < G oldugunu gosteriniz.

Coziim.
Onceki 6rnekten N H bir alt gruptur. Normalligi kompleks hesabiyla gorelim: herhangi a € G icin

a(NH) = (aN)H = (Na)H = N(aH) = N(Ha) = (NH)a

Birinci ve dordiincii adimda kompleks carpiminin asosyatifligi, ikinci adimda N < G, dérdincii adimda
H < G kullanildi. Her a i¢in a(NH) = (NH)a oldugundan NH < G’dir.
|

S,/ As: 1k Somut Béliiom Grubu

Ornek 22.3 ($S_3$'iin $A_3$'e Goére Boliim Grubu). S;’iin A; alt grubuna gore boliim grubunu
olusturunuz.
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Cozim.
As ={I,(123),(132)}, iiciincii mertebeden devresel bir gruptur: A; = ((123)) = ((132)).
6
t Al =- =2
Sy Ag] = 2

oldugundan indeks 2 6l¢iitiiyle A3 <9 Sy tiir ve béliim grubu iki elemanlidir. Smniflar yazalim:
Ay = {1,(123),(132)}
(23)4; = {(23),(23)(123), (23)(132)} = {(23), (13), (12)}
Yani siniflardan biri ¢ift substitiisyonlar, 6biirii tek substitiisyonlardir:
Sy = A3 U (23)4s, S3/ Az = {As, (23)A;}

Ikinci mertebeden bu grup, “cift - ¢ift = ift, tek - tek = cift, tek - ¢ift = tek” kurallarmm grup haline

getirilmisidir.
[ |
Komutatif Ornekler

Ornek 22.4 ($bb(Z)_15$'in Carpimsal Grubunda Béliim). Z,;’te, 15 ile aralarinda asal kalan sinif-
larinin kiimesi

carpma iglemine gore komutatif bir gruptur. H = {i, ZL} kiimesinin (A, -)’min bir alt grubu oldugunu
goriip A/ H bslim grubunu olusturunuz.

Cozim.
4.4 =16 = 1 oldugundan H carpmaya kapalidir; A sonlu grup oldugundan kapalilik, alt grup olmaya
yeter: H C A. A komutatif oldugundan H < A’dir ve boliim grubu kurulabilir:

a.g.

A:H] = ||i| = =4
Dért kalan sufin: temsilcileriyle yazalim:
H={13), —H={1-4)
OH — (2,8} = {2,—7}, —2H = {-2,7)

O halde
A/H ={H,—H,2H,-2H}

dordiincii mertebeden bir gruptur. Tipini de belirleyebiliriz: (2H)? = 4H = H, (—H)? =H,
(—2H)? = 4H = H — birimden farkli her elemanin karesi birimdir; A/H, Klein tipindedir.
|

Ornek 22.5 (Dérdiincii Birim Koklerinde Boliim). G = {1,—1,4, —i} kiimesi C’deki carpma isle-
mine gore bir gruptur.

a) G’nin devresel oldugunu gosteriniz.

b) H = {1,—1} alt grubuna gore G/ H bolim grubunu olusturunuz.

Cozim.
a) i’nin kuvvetlerini yazalim:
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Doért kuvvet grubun dort elemanini verdi: G = (i), dordiincii mertebeden devresel gruptur. (Kapalilik,
asosyatiflik, birim ve tersler C*’dan miras kalir; G, C*’in sonlu ve carpmaya kapali bir alt kiimesi olarak

alt gruptur.)
b) H = {1, —1}, carpmaya kapali ve sonludur: H C G. G komutatif oldugundan H < G’dir:
a.g.
4
|G/H|:[G:H]:§:2
Smiflar:

H={1,-1}, iH={i,—i}, G=HUH
G/H = {H,iH)}

Ikinci mertebeden gruptur; iH - iH = i2H = —H = H esitligi tabloyu tamamlar.
u

224 Alstirma
Alistirma 22.1 (Normallik Denetimi). H = {I, (12)} kiimesi S;’iin bir normal alt grubu mudur?

Cozim.
H, carpmaya kapali (((12))? = I) ve sonlu oldugundan S;’iin bir alt grubudur. Normallik icin bir
eleman deneyelim: (23) € S; i¢in

(23)H = {(23),(23)(12)} = {(23), (132)}

H(23) = {(23),(12)(23)} = {(23), (123)}
(23)H # H(23) oldugundan H, S;’in normal alt grubu degildir; S;/H diye bir bolim grubu

kurulamaz.
| ]

Bolum grubu, bityiik bir gruptan sistematik bicimde kiiciik gruplar iiretiyor. Ama bu tiretimin dogal dili
heniiz eksik: iki grup arasinda “yapry1 koruyan fonksiyon” kavrami. Bélim grubunun gercek anlami —
biiytik grubun homomorf resmi olmasi — ancak o dille séylenebilir: homomorfi ve izomorfi.
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23.1

23. Homomorfi ve Izomorfi

Cebirsel yapilar arasinda énemli olan fonksiyonlar, islemi isleme tasiyanlardir: p(a o b) = p(a) * p(b).
Boyle bir fonksiyon iki yapinin cebirini birbirine baglar; birebirse iki yapi1 cebirsel bakimdan aynidir
— yalniz elemanlarinin adlar1 degismistir. Bu béliimde homomorfi, izomorfi ve otomorfi kavramlarim
tanimliyor, klasik logaritma 6rnegini isliyor ve ilk yapisal teoremleri kanitliyoruz: grup olma 6zelligi ve
alt grup olma 6zelligi, iizerine homomorfilerle resme taginir.

Tanimlar

Tanmim 23.1 (Homomorfi). (M, o) ve (M’ «) tek iglemli iki cebirsel yap1 olsun. M’den M’ iizerine,
islemi koruyan — yani her a,b € M i¢in

placb) = p(a)* p(b)

kosulunu saglayan — bir ¢ : M — M’ fonksiyonu varsa ¢’ye M’den M’ iizerine bir homomorfi, M ye
M’nin bir homomorf resmi denir ve “M, M"’ye homomorftur” denir. (¢ iizerine oldugundan (M) =
{p(a) :a € M} = M"dir.)

Tanim 23.2 (izomorfi). Homomorfi tanimindaki ¢ iistelik birebir ise ¢’ye M’den M’ iizerine bir
izomorfi, M"’ye M ’nin bir izomorf resmi denir; bu durum

M =~ M’

ile gosterilir ve “M, M"’ye izomorftur” denir.

Tanim 23.3 (Otomorfi). Bir M cebirsel yapisinin kendi tizerine bir izomorfisine M nin bir otomor-
fisi denir. Ornegin I,; : M — M, m + m identik fonksiyonu her yapinin bir otomorfisidir (identik
otomorfi).

[zomorf yapilar, cebirin géziinde ayirt edilemez: birinde gecerli her islem tablosu, eleman adlar1 ¢ ile
cevrilerek 6biiriine taginir.

Ornek 23.1 (Klasik Ornek: Logaritma). ¢ : (R*,.) — (R, +), z  log x fonksiyonunun bir izomorfi
oldugunu gosteriniz.

Coziim.

Iki yap1 da birer komutatif gruptur. Dért kosulu denetleyelim.
lyi tamimhilik: x; = T, = logz, = log z,.

Uzerinelik: Her y € Rigin e¥ € R* ve

p(e’) = loge? =y
Birebirlik: p(z) = p(y) ise log x = log y; iistel fonksiyon uygulaninca
eloET — logy s ¢y
Islemi koruma: Logaritmanin temel &zelligiyle
¢p(z - y) = log(zy) = logz + logy = ¢(z) + ¢(y)

O hélde ¢ bir izomorfidir: (R, -) = (R, +). (Logaritma cetvellerinin ¢alisma ilkesi de budur: ¢arpma
sorusu, izomorfiyle toplama sorusuna ¢evrilir.)
|
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Homomorf Resim Grup Yapisini Tasir

Teorem 23.1 (Grubun Homomorf Resmi Gruptur). G ve G’ tek islemli iki cebirsel yapi ve p : G —
G’ bir uzerine homomorfi olsun. G, icinde tanimlanmus ikili isleme gore bir grup ise G de kendi islemine
gore bir gruptur.

Ispat.

Yaziyr kolaylastirmak igin iki yapinin islemini de - ile gosterelim. 15 € G oldugundan ¢(15) € G ve
G’ + &’diir.

Kapalilik. G’ bir cebirsel yapi oldugundan islemi kapalidir (hipotez).

Asosyatiflik. o’ ,b', ¢’ € G’ olsun. ¢ iizerine oldugundan ¢(a) =a’, p(b) =b’, p(c) =’ olacak
bicimde a, b, ¢ € G vardwr. G’de (ab)c = a(bc) oldugundan iki tarafin resmi alinip homomorfi kosulu iki
kez uygulaninca

(p(@)p(d) ) wle) = pla) (pb)p(c) ) = (a'd)c" = a’(b'¢!)
Birim eleman. o’ € G’ ve p(a) = a’ olsun. 1ga = alg = a esitliklerinin resmi:
p(lg)a’ =a'o(1g) = d
a’ keyfi oldugundan (1), G’ niin birim elemanidr:

lgr =¢(lg)

1

Ters eleman. o’ = p(a) igina™'a = aa™ = 1 esitliklerinin resmi:

pla)a =d p(a™) =p(1g) =1

Yani p(a™'), o’ niin tersidir:

(pla))™t =p(a™)

Dort aksiyom saglandigindan G’ bir gruptur.
|

Ispat, iki taginabilir formiil birakts; siirekli kullanacagiz:

lor=0(lg),  (pla) =)

Teorem 23.2 (Alt Grubun Resmi Alt Gruptur). G bir grup, G’ tek islemli bir cebirsel yapr ve ¢ :
G — @ iizerine bir homomorfi olsun. G nin herhangi bir H alt grubunun ¢o(H) = {p(h) : h € H} resmi,
G’ ’niin bir alt grubudur.

ispat.
Onceki teoremden G’ bir gruptur. 1 € H oldugundan p(1) € o(H): kiime bos degildir. Iki kosullu
olgiitii denetleyelim.

Kapalilik. o', b’ € o(H) olsun: p(a) =a’, o(b) =b" olacak bicimde a,b € H vardir. H alt grup
oldugundan ab € H ve

a't’ = ¢(a)p(b) = p(ad) € p(H)
Terslere kapalilik. o’ = ¢(a) € p(H) (a € H) olsun.a™! € H ve
(@) =(pla) =p(a!) € p(H)

Iki kosul saglandigindan o(H) C G’ dir.
a.g.
|
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23.3 Trivial Boliim Gruplarinin Kimligi

Bo6lim grubu ingasin en ug iki 6rnegi, izomorfi diliyle kimliklerine kavusur.

Ornek 23.2 ($G \V/ G tilde.equiv 1_G$). G/G béliim grubu tek elemanldir: her a igin aG = G
oldugundan

G/G ={aG :a € G} ={G}

¢ :G/G — {15}, G 1, fonksiyonu iizerine ve birebirdir; islemi de korur:

p(G-G)=¢(G) =1g =1g - 1g = p(G) p(G)
O halde G/G = {14}: biitiin grubu “bélmek”, birim grubu birakir.
Ornek 23.3 ($G V 1_G tilde.equiv G$). {1;}’ye gore her kalan sinifi tek elemanhdir: a{1,} = {a}.
O halde

G/{lgt={{a}:ae€G}
¥ :G/{lg} — G, {a} — a fonksiyonu iyi tanimli, iizerine ve birebirdir; igslemi korur:
¥ ({a}- {0} ) =9 ({ab}) = ab=9({a}) ¥({d})

O halde G/{14} = G: birim grupla “bolmek” hi¢bir seyi degistirmez.
Iki u¢ 6rnek arasinda asil ilging olanlar duruyor: G’nin 6zsel normal alt gruplarma gore béliimleri. Bir

sonraki boliimiin ana teoremi, bu boliimlerin tam olarak G’nin homomorf resimleri oldugunu séyleyecek
— grup teorisinin en temel kopriilerinden biri: gruplarda homomorfi teoremi.
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24. Gruplarda Homomorfi Teoremi

Bolum gruplar: ile homomorfiler arasindaki kopriiye geldik. Bir tizerine homomorfinin birime giden
elemanlar1 — ¢ekirdegi — her zaman bir normal alt gruptur; ayni degere giden elemanlar tam olarak
cekirdegin kalan siniflarini doldurur; ve boliim grubu, resmin kendisine izomorftur: G/ Ker ¢ = G’. Tek
bir teoremde toplanan bu ti¢ olgu, “béliim grubu” ile “homomorf resim” kavramlarinin aym seyin iki dili
oldugunu soyler.

Homomorfi Teoremi

Teorem 24.1 (Gruplarda Homomorfi Teoremi). G bir grup, G’ tek islemli bir cebirsel yapive p : G —
G’ uizerine bir homomorfi olsun (p(G) = G’; homomorf resim teoreminden G’ bir gruptur). Bu takdirde:

1. N={a € G: p(a) =1y } kiimesi G nin bir normal alt grubudur.

2. o/, G"’niin herhangi bir elemam olmak iizere M,, = {b € G : p(b) = a’} kiimesi, N ’nin G i¢indeki
uygun bir kalan sinifidur.

3. G/N =G

ispat.
1) (1) = 1 oldugundan 1, € N: kiime bos degildir.
Alt gruptur: a,b € N igin

plab) = p(a)p(d) =1g -1l =1y = abeN
pla™t) = ( w(a))’l =1lg =1y =aleN

Iki kosullu olciitle N C G dir.

a.g.
Normaldir: aN = Na esitligi,aNa~' = N esitligine denktir; bunu iki kapsamayla gorelim. Biraca™' €
aNa~ ! alalim (c € N):

placa™) = p(a)p(c)p(a™) = p(a) - 1o - (p(a)) ™ = ¢/

Yani aca™' € N: aNa™' C N. Bu kapsama her a € G igin gegerli oldugundan a yerine a=' konarak
a'Na C N, yani N C aNa ! de elde edilir. ki kapsama birlikte aNa 1 =N, dolayisiylaaN = Na
verirr N 4 G.

2)a’ € G’ olsun. ¢ iizerine oldugundan p(a) = a’ olacak bira € G vardir;a € M, yani M, # @& diir.
lddia: M, = aN.

aN C M,,:c€ N igin

plac) = p(a)p(c) =a’ -1 =a’ = ac € M,
M, CaN:be M, olsun:
w(a™1b) = p(a V() = (/) ld’ =15 = a'be N = b€ aN

O halde M, = aN: “a’ degerini alan elemanlar”, N ’nin bir kalan sinifidur.

3)¢:G/N — G, aN — ¢(a) fonksiyonunu tanimlayalim.

lyi tammlidir: aN = bN isea b € N, yanip(a™'b) = 1g/; agilrsa( p(a)) " p(b) = 1¢/, yanip(a) =
o(b) vep(aN) = Y(ON).

Uzerinedir: Her b’ € G’ i¢in p(b) = b’ olan b € G vardir ve p(bN) = b’.

Birebirdir: 1(aN) = ¢(bN) olsun: v(a) = ¢(b) ‘den

o(a1b) = ( @(a))_lgo(b) =1y = a'be N=becaN

b € bN de oldugundan aN N bN + &; siniflar ya esit ya ayrik oldugundan aN = bN “dir.
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Islemi korur:
P(aN -bN) =9 ( (ab)N ) = p(ab) = p(a)p(b) = (aN) p(bN)

Dort ézellik birlikte G/N = G’ verir.
|

Tanim 24.1 (Cekirdek). Homomorfi teoremindeki N normal alt grubuna ¢ homomorfisinin cekir-
degi denir ve Ker ¢ ile gosterilir:

Ker p={aeG:p(a) =14}

Teoremin Ozeti tek satira sigar:

G/ Ker ¢ = ¢o(Q)

Cekirdek Hesaplar:

Ornek 24.1 (Mutlak Deger Homomorfisi). ¢ : (R—{0},-) = (R*,-), a > | o | fonksiyonunun
izerine bir homomorfi oldugunu goésterip cekirdegini bulunuz.

Cozim.

Iyitanimlihk:a =8 = |a | =] 8|
Uzerinelik: y € R icin p(y) = |y | = v.
Islemi koruma: Mutlak deger carpimsaldur:

plaf) =|ab[=]allB[=pla)e(B)
O halde ¢ tizerine bir homomorfidir. (R*, -)’nin birimi 1 oldugundan
Ker p={aeR—{0}:]|a|=1}={-1,1}

Homomorfi teoremi ayrica (R — {0}, -)/{—1,1} = (R*, ) der: her pozitif say1, {«, —a} bigimindeki
bir kalan siifinin etiketi gibidir.
n

Ornek 24.2 (Ters Alma Otomorfisi). ¢ : (R —{0},-) = (R —{0},-), a > % fonksiyonunun bir
otomorfi oldugunu gosterip ¢ekirdegini bulunuz.

Coziim.

Iyi tammhlk:a = g = 1 = %
Uzerinelik: y # 0 icin  # 0 ve(y) =1.
Birebirlik: « # f =  # 3.

Islemi koruma:

1

p(af) = =5 = = 5 = w(@)e(5)

Kendi iizerine izomorfi, yani otomorfidir. Cekirdek:

Kerwz{a:é:l}:{l}

Ornek 24.3 (Kompleks Eslenik Otomorfisi). ¢ : (C,+) — (C,+), a + bi — a — bi fonksiyonunun
bir otomorfi oldugunu gosterip ¢ekirdegini bulunuz.
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Cozim.

Iyi tanimhilik ve birebirlik:a + bi = ¢ + di < a = ¢, b = d < a — bi = ¢ — di; iki yon birden hem iyi
tanimlilig1 hem birebirligi verir.

Uzerinelik: Her x + yi igin p(x — yi) = x + yi'dir.

Islemi koruma:

p((atbi)+(ct+di))=p((at+c)+(b+d)i)=(a+c)—(b+d)i
= (a—bi)+ (c —di) = p(a + bi) + ¢(c + di)
O halde ¢, (C, +)’nin bir otomorfisidir. Toplam grubunun birimi 0 = 0 + 0 oldugundan
Kero={a+bi:a—bi=0+0i} = {0}

Izomorfi Olciitii

Son iki 6rnekte cekirdek trivial ¢ikti ve fonksiyonlar birebirdi; ilkinde ¢ekirdek iki elemanliyd: ve fonk-
siyon birebir degildi. Bu bir rastlant1 degildir:

Teorem 24.2 (izomorfi Ol¢iitii). ¢ : G — G’ iizerine bir grup homomorfisi olsun. @’ nin bir izomorfi
olmasu igin gerek ve yeter kosul

Ker ¢ = {1}
olmasidir.

ispat.

Gereklik. ¢ izomorfi, yani birebir olsun. ¢(1s) = 1¢v oldugundan 1, € Ker o dir; birebirlik, 14/
degerini alan baska eleman birakmaz: Ker ¢ = {15}.

Yeterlik. Ker ¢ = {14} olsun ve p(a) = ¢(b) alalim:

( (p(a))_lgo(b) =1lg = p(a 1) =15 = a b € Ker ¢ = {15}

O halde a™1b = 1, yani a = b’dir: o birebirdir ve iizerine homomorfi oldugundan izomorfidir.
u

Bu ol¢iit, homomorfi teoremiyle birlikte okunmalidir: ¢ekirdek, homomorfinin birebirlikten “ne kadar
uzak” oldugunun tam 6l¢iisiidiir — Ker ¢ ne kadar biiyiikse ¢ o kadar ¢ok elemani ayni degere yapistirir
ve G/ Ker ¢, yapismadan arta kalan yapiy1 kaydeder.

Teorem, her homomorfiden bir normal alt grup tiretti. Peki tersi? Her normal alt grup bir homomorfiden
mi gelir? Yanit evettir ve bunu kuran fonksiyon son derece dogaldir: her elemani kendi kalan sinifina
gonderin — dogal homomorfi.
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25.2

25. Dogal Homomorfi

Homomorfi teoremi, her tizerine homomorfinin cekirdeginin normal alt grup oldugunu séyledi. Bu
bolimde madalyonun 6biir yuiziini kanitliyoruz: her normal alt grup da bir homomorfinin ¢ekirdegidir
— elemani kendi kalan sinifina génderen dogal homomorfinin. Béylece normal alt gruplar ile homomor-
filer arasinda tam bir kargiliklilik kurulur ve her homomorfi, “6nce dogal homomorfi, sonra izomorfi”
bi¢iminde ¢arpanlara ayrilir: ¢ = 1.

Dogal Homomorfi

Teorem 25.1 (Dogal Homomorfi). (G, -) bir grup ve H < G olsun.
x:G— G/H, at>aH
fonksiyonu, G’nin G/ H iizerine bir homomorfisidir.

ispat.

fyi tanimlidir: a = b = aH = bH = x(a) = x(b).
Uzerinedir: G/ H ’nin tipik elemani aH 'dir ve x(a) = aH 'dir.
Islemi korur: Béliim grubundaki ¢arpmanin tanimiyla

x(a-b) = (ab)H = aH - bH = x(a) - x(b)

Tanim 25.1 (Dogal (Kanonik) Homomorfi). Yukaridaki xy homomorfisine G’nin H normal alt
grubuna gore dogal (kanonik) homomorfisi denir.

X’'nin ¢ekirdegi tam olarak H’dir: x(a) = aH smifinin birim olmasi, aH = H, yani a € H demektir.
Boylece:

Sonug 25.1 (Normal Alt Gruplar ile Homomorfiler Arasindaki Karsiliklilik). Bir G grubunun her
iizerine homomorfisi (¢cekirdegi araciligiyla) G nin bir normal alt grubunu belirler; karsit olarak G nin her
normal alt grubu da (dogal homomorfi araciligiyla) G ’nin bir iizerine homomorfisini belirler.

ispat.

Birinci yon homomorfi teoreminin 1) maddesidir. Ikinci yon: verilen H < G igin dogal homomorfi x :
G — G/ H bir iizerine homomorfidir ve Ker x = H 'dir.

]

Her Homomorfi Dogal Homomorfiden Gecer

Teorem 25.2 ($phi = psi chi$ Ayrisimi). G bir grup ve p : G — G’ iizerine bir homomorfi olsun; N =
Ker ¢ diyelim. x : G — G/N dogal homomorfive : G/N — G’, aN +— ¢(a) homomorfi teoremindeki
izomorfi olmak iizere

» =X

ispat.
Yx : G — G’ bileskesini herhangi bir a € G de hesaplayalim:

(¥x)(a) =¥ ( x(a) ) = P(aN) = ¢(a)
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Iki fonksiyon her noktada cakistigindan esittir.
|

Bu ayrisimin séyledigi sudur: bir homomorfinin yaptigs is iki katmana ayrilir — 6nce x elemanlar gekir-
degin smuflarina yapistirir (bilgi kaybr tamamen buradadir), sonra ¢ siniflari hedefe birebir tagir (hicbir
bilgi kaybetmez). Homomorfinin biitiin “kayipli” kismi, bir béliim grubuna gegisten ibarettir.

Alistirmalar

Alistirma 25.1 (Ugliller Grubundan $bb(Z)$'ye). G = {(a,b,3) : a,b € Z} kiimesinde (a, b, 3) *
(¢,d,3) = (a+¢,b+d,3) islemi tanimlaniyor.

a) (G, *)’nin komutatif bir grup oldugunu gosteriniz.

b) ¢: (G,*) = (Z,+), (a,b,3) — a + b fonksiyonunun iizerine bir homomorfi oldugunu gésterip ce-
kirdegini bulunuz.

Cozim.

a) [k iki bilesendeki islem, tam sayilarin toplamasidur.

Kapalilik: a + ¢, b + d € Z oldugundan sonu¢ G’dedir.

Asosyatiflik ve komutatiflik: Bilesen bilesen, Z’deki toplamanin asosyatifligi ve komutatifliginden gelir.
Birim eleman: (0,0,3) € G ic¢in (0,0, 3) * (a,b,3) = (a, b, 3)’tir.

Ters eleman: (a, b, 3)’un tersi (—a, —b,3) € G'dir.

O hélde (G, *) komutatif bir gruptur.

b) Iyi tamimhilik: Aym ticlii ayn1 a + b toplamini verir.

Uzerinelik: Her n € Z icin (n,0,3) € G ve ¢ ((n,0,3))=n'dir.

Islemi koruma:

¢ ((a,;0,3)%(c,d,3) )=¢ ((a+ec,b+d,3))=(a+c)+ (b+d)
=(a+b)+(c+d)=¢((a,0;3))+¢((c,d,3))
Demek ki ¢ iizerine bir homomorfidir. (Z, +)’nimn birimi 0 oldugundan
Ker p = {(a,0,3) € G:a+b=0} ={(a,—a,3) :a € Z}

Homomorfi teoremi ayrica G/ Ker ¢ = (Z, +) oldugunu sdyler.
]

Alistirma 25.2 (Bir Say1 Kiimesinden $bb(Z)$'ye). H = {3a +bV3i:a,b€Z,a=b(mod 2)}

kiimesi veriliyor.
a) H’nin C’deki toplama iglemine gére bir grup oldugunu gésteriniz.

b) ¢ : (H,+) = (Z,+), 3a + bv/31i i+ 322 fonksiyonunun tizerine bir homomorfi oldugunu gosterip
cekirdegini bulunuz.

;;)ogu:m?; -0+ 0v3i € H (0 = 0) oldugundan @ #+ H C Cdir; (C, +) grubunun alt grubu oldugunu
gosterelim. Toplamsal tek kosullu 6lciitii kullanalim: 3a + bv/34, 3¢ + dv/34 € H icin
(3a+bV3i)—(3c+dV3i)=3(a—c)+(b—d)V3i
Bilesen katsayilari a — ¢, b — d € Z’dir; ayrica a = b ve ¢ = d (mod 2) oldugundan
a—c=b—d (mod2)

saglaur: fark yine H’dedir. O hilde H C (C, +) ve (H, +) bir gruptur.

a.g.
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b) lyi tanimlilik: a = b (mod 2) kosulu 3a — b = 3a — b’nin ¢ift olmasini garanti eder: 3a — b = 3a —
a = 2a = 0 (mod 2). Yani 342 gercekten bir tam sayidir ve gésterim (a, b) cifti tarafindan tek tiirlii
belirlendiginden fonksiyon iyi tanimlidir.

Uzerinelik: n € Z verilsin. a = n, b = n secersek a = b saglanir ve

3n—n

<p(3n+n\/§i): 5

Islemi koruma:
cp((3a+b\/§i)+(3c+d\/§z'))zga(3(a+c)+(b+d)\/§i)

3(a+c)— (b+d)
2

_3a—b+3c—d
2 2

— ¢ (3a+bV3i)+ ¢ (3c+dV3i)

Demek ki ¢ tizerine bir homomorfidir.
Cekirdek: p ( 3a + bv/3i ) = 0 olmasi 3a = b demektir (¢ = 3a (mod 2) otomatik saglanir):

Kercp:{3a+3a\/§i:a€Z}:{3a(1+\/§i):a€Z}

Cebir 1'in yolculugu burada tamamlaniyor. Ikili islem tanimiyla bagladik; grup aksiyomlarimi esnettik,
permiitasyonlar1 ve devresel gruplar: siniflandirdik, Lagrange teoremiyle sonlu gruplarin iskeletini ¢ikar-
dik ve bolim grubu ile homomorfi teoreminde iki biiytik fikrin ayni sey oldugunu gordiik. Serinin devami
olan Cebir 2, ayni1 sorular ikiislemli yapilara — halkalara ve ideallere — tasiyacak; miifredati ana sayfada
bulabilirsiniz.
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