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Giris

Sayilar teorisi, tam sayilarin yapisini ve aralarindaki gizli iliskileri inceleyen; matematigin en eski, en zarif
ve —modern kriptografi sayesinde— en beklenmedik bigimde uygulamali dallarindan biridir.

Bu notlar iki ana béliimden olusur. Sayilar Teorisi 1, boliinebilme kurallarindan asal sayilarin dogasina
ve klasik modiiler aritmetige kadar tam sayilarin temel yapi taglarini kurar. Sayilar Teorisi 2 ise modern
kriptografinin altyapisini olusturan ileri kongriianslar, kuadratik kalanlar ve primitif kokler gibi daha
derin analitik araclar ele alir.
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1.1

1.2

1. Tiimevarim ve lyi Siralama Prensibi

Sayilar teorisi, tam sayilarin yapisini inceler. Bu yapinin tizerine kuruldugu temel, dogal sayilarin sirala-
nmisidar: her dogal sayidan sonra bir sonraki gelir ve geriye dogru sonsuza kadar inilemez. Bu bolimde bu
basit gozlemin iki farkli yiizii olan tiimevarim ile iyi siralama prensibini tanitacak, dersin geri kalaninda
stirekli kullanacagimiz ispat tekniklerini kuracagiz.

Notasyon

Ders boyunca asagidaki gosterimleri kullanacagiz.

Sembol Kiime Elemanlar

N Dogal sayilar 1,2,3, ...

Z Tam sayilar vy —2,—1,0,1,2, ...

Q Rasyonel sayilar % bicimindeki sayilar (a €
Z,b €N)

iN otasyon anlagmasi

Bu notlarda N kiimesi 1’den baglar; 0 dogal say1 sayilmaz. Sifir1 da katmak istedigimizde N U {0}
yazacagiz.

Tiumevarim Yontemi

Sonsuz sayida 6nermeyi tek tek dogrulamak miimkin degildir. Tiimevarim, bu sonsuz dogrulamayi iki
adimlik sonlu bir ise indirger: ilk 6nermeyi dogrulariz, sonra da her 6nermenin bir sonrakini dogurdugunu
gosteririz.

Teorem 1.1 (Tiimevarim flkesi). Hern € N icin p(n) bir 6nerme olsun. Eger

1. p(1) dogruysa (yani onermen = 1 igin dogruysa),
2. herk € N igin, p(k) dogru oldugunda p(k + 1) de dogru oluyorsa,

o halde hern € N icin p(n) onermesi dogrudur.

Birinci kogula baslangi¢ adim, ikincisine titmevarim adimi denir. Timevarim adiminda p(k)’nin
dogrulugunu kabul ederiz; bu kabule tiimevarim hipotezi ad1 verilir.

1 Neden ise yartyor?

Domino taglarim diigtiniin. Baglangi¢ adimu ilk tag1 devirir; timevarim adimi ise “devrilen her tag bir
sonrakini devirir” giivencesini verir. Ikisi birlikte biitiin taslarin devrildigini séyler.

Iki kosuldan biri olmadan sonug c¢okebilir: “n sayis1 n + 1’e esittir’ énermesi tiimevarim adimini
saglar (n = n + 1 ise n + 1 = n + 2’dir) ama baslangi¢ adim1 saglanmadigindan higbir n i¢cin dogru
degildir.

Ornek 1.1 (Ilk $n$ Dogal Sayinin Toplami). Her n € N icin
Z 1
m=1+2+~~+n:n(nT+)

m=1
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1.3

12 Béliim 1. Titmevarim ve lyi Siralama Prensibi

esitligini timevarimla ispatlayiniz.

Coziim.
Her n pozitif tam sayisi i¢in A,, ve B,, sayilarim

1
An:1+2++n, Bn::n(nT—i_)

biciminde tanimlayalim. Her n € Nigin A, = B, oldugunu gostermeliyiz.
Baslangic adimi (n = 1).
1-2
1 ’ 1 9
oldugundan A; = B;’dir; 6nerme n = 1 i¢in dogrudur.

Timevarim adimi. £ € N olsun ve 6nermenin n = k i¢in dogru oldugunu, yani

k(k+1)

esitligini varsayalim. n = k + 1 i¢in de dogru oldugunu gésterelim. Tanim geregi A, ; = A, + (k+
1)’dir. Tiimevarim hipotezini kullanalim:

Apr = A+ (k+1)
k(k + 1)

==+ (k1)

=(k+1)(g+1)

k+2
— (b +1)- 2=

:(kz+1)((k+1)+1)
2

= Bk+1

Boylece Ay, = By, elde edildi. Tiimevarim ilkesi geregi her n € N i¢in esitlik dogrudur.
]

1 Gauss’un yontemi

Ayni sonu¢ timevarim kullanmadan da goriilebilir. Toplami bir kez diiz, bir kez ters yazip alt alta
toplayalim:
S=1+24+--+(n—-1)+n
S=n+n—-1)+-+2+1
2S=mn+1)+(n+1)+ -+ (n+1)=n(n+1)

n tane

Buradan S = n(n + 1)/2 bulunur. Timevarim bir formiili dogrulamak icin birebir yéntemdir;
ancak formiilii kesfetmek i¢in ¢ogu zaman boyle bir fikre ihtiya¢ duyariz.

Timevarimla Tanim Verme

Timevarim yalnizca ispat araci degildir; bir kavrami adim adim tanimlamak i¢in de kullanilir. Bir
nesneyi n = 1 i¢in tanimlar, sonra n’inci adimdan (n + 1)’inci adimu iiretecek bir kural veririz.

Tanim 1.1 (Faktoriyel). Her n € N i¢in n! sembolii timevarimla su sekilde tanimlanir:

1. 11=1,
2. hern € Nigin (n+ 1) =n!-(n+1).
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1.4

1.3 Tumevarimla Tanim Verme 13

Bu kural n! sayisini 1 - 2---n carpimu olarak iretir: 2! = 2, 3! = 6, 4! = 24 ve benzeri.

1 0! neden 1°dir?
Faktoriyelin ileride binom katsayilariyla birlikte kullanilabilmesi icin tanim n = 0 noktasina da
genigletilir ve

ol=1

kabul edilir. Bu keyfi bir se¢im degildir: (n 4+ 1)! = n! - (n + 1) kuralinin n = 0 i¢in de gegerli olmasi,
yani 1! = 0! - 1 esitliginin bozulmamas isteniyorsa 0! mecburen 1 olmalidir.

Giiclii Tiimevarim

Bazen p(k + 1)’i ispatlamak i¢in yalnizca p(k) yetmez; daha kiiciik indislerin hepsine ihtiya¢ duyariz.
Ornegin bir say1y1 carpanlarina ayirirken n = a - b yazariz ve a ile b hakkindaki bilgiye bagvururuz —
bunlar n — 1 olmak zorunda degildir. Timevarimin asagidaki giiclendirilmis bi¢cimi tam olarak bu ihtiyaci
karsilar.

Teorem 1.2 (Giiglii Titmevarim). Hern € N icin p(n) bir énerme olsun. Eger

1. p(1) dogruysa,
2. herk € N igin, p(1),p(2), ..., p(k) énermelerinin hepsi dogru oldugunda p(k + 1) de dogru oluyorsa,

o halde hern € N i¢in p(n) énermesi dogrudur.

Iki ilke arasindaki tek fark tiimevarim hipotezinin genisligidir: siradan tiimevarimda yalnizca bir énceki
adimy, gicli timevarimda ise o ana kadarki biitiin adimlar: kullanma hakkimiz vardir. Bu, ispat giiciinii
artirir ama hicbir sey kaybettirmez; ¢iinkii daha genis bir hipotezi kullanmak zorunda degilizdir.

Ornek 1.2 (Bir Dizi Esitsizligi). Asagidaki gibi tanimlanan diziyi goz 6niine alalim:

a, = 1, ag = 3, Ay =0Qp_1 10y o (n > 3)

a<7n
" 4

oldugunu gosteriniz. (Bu diziye Lucas dizisi denir.)

Her n pozitif tam sayis1 i¢in

Cozim.

Dizinin n’inci terimi kendisinden 6nceki iki terime bagli oldugundan giigli timevarim kullanacagz.
Bu nedenle baglangi¢ adiminda iki terimi birden dogrulamamiz gerekir.

Baslangic adimlari.

7 7\% 49
a=1<, a2:3<(1> = 15 = 30625

Her iki esitsizlik de saglaniyor. (Ikincisinin ne kadar dar bir farkla saglandigina dikkat ediniz; 7/4 yerine
daha kiiciik bir taban secilseydi iddia bozulurdu.)

Timevarim adimi. ¥ > 2 olsun ve iddianin n = 1,2, ..., k degerlerinin hepsi i¢in dogru oldugunu
varsayalim. n = k + 1 icin gdsterelim. Dizinin tanimi geregi

Qpy1 = 0 +ap_y

yazilir. Timevarim hipotezi hem k£ hem de k — 1 indisi i¢in kullanilabilir:
7\ F 7\ k1
() ()
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Sag taraftaki ortak ¢arpam ayiralim:

7 k 7 k-1 7 k—1 7 7 k—1 11
—_ —_ = —_ —_ 1 — — - —_
Simdi kilit gézlem sudur:
11 49 7\?
1 ,75<16 3,0625 (4)

Bu esitsizligi yukarida yerine koyarsak

TN 7 2 7\ k1
v (i) () = ()
elde edilir. Guglii timevarim ilkesi geregi esitsizlik her n € N icin dogrudur.
|

Iyi Siralama Prensibi

Timevarimin bir bagka yiizi, dogal sayilarin hi¢ bog olmayan her par¢asinin bir “en kii¢iigii” bulundugu
gozlemidir. Sayilar teorisinde en sik kullanacagimiz araglardan biri budur: bir seyin var oldugunu goster-
mek i¢in, uygun bir kiimenin en kii¢iik elemanini segeriz.

Teorem 1.3 (Iyi Siralama Prensibi). Dogal sayilarin bos kiimeden farkli her alt kiimesinin bir en kiiciik
elemani vardir.

ispat.
0 #+ A C N olsun. A kiimesinin en kiigiik elemaninin olmaduigini varsayip bir celiski arayalim.
A kiimesinin N icindeki tiimleyeni B olsun:

B={neN:n¢ A}

Hern € N i¢in p(n) onermesini ‘n € B” bi¢iminde tanimlayalim ve p(n)’in her n igin dogru oldugunu
giiclii tiimevarimla gosterelim.

Baslangi¢c adimi. 1 € B midir? Eger 1 ¢ B olsaydi 1 € A olurdu. Ama 1, N kiimesinin en kiigiik
elemanidir; dolayisiyla A’nin da en kiiciik elemani olurdu. Bu, A’nin en kiigiik elemaninin olmadigt
varsayimiyla ¢elisir. O halde 1 € B’dir.

Titmevarim adimi. k € N olsun ve 1,2, ..., k sayilarinin hepsinin B i¢inde oldugunu varsayalim; yani
bu sayarin hi¢biri A’da degildir. k + 1 € B oldugunu gosterelim.

Aksini varsayalim: k + 1 € A olsun. A kiimesinde k + 1°den kiigiik hicbir eleman yoktur, ¢iinkii 1, ..., k
sayilarimin hepsi B’dedir. O halde k + 1, A kiimesinin en kiiciik elemani olur — yine celiski. Demek ki
k+1 € Bdir

Giiglii tiimevarim ilkesi geregi hern € Nicinn € B’dir; yani B = N ve dolayisiyla A = () °dir. Buise A +
0 kabuliimiizle celisir.

Celiski, “A’nin en kiigiik elemani yoktur” varsayimindan dogmustur. O halde A kiimesinin bir en kiigiik
elemani vardir.

]
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1 Iki ilke aslinda aym1 seydir

Yukarida iyi siralama prensibini tiimevarimdan ¢ikardik. Ters yonde de gidilebilir: iyi siralama pren-
sibi kabul edilirse timevarim ilkesi ispatlanabilir. Bunun i¢in timevarimin iki kosulunu saglayan bir
p(n) dnermesi verildiginde, p(n)’in yanlis oldugu n’lerin kiimesine bakilir; bu kiime bos degilse en
kiiciik elemani m olsun. p(1) dogru oldugundan m # 1, dolayisiyla m — 1 € N’dir ve m’nin se¢imi
geregi p(m — 1) dogrudur. Ama tiimevarim adimi p(m)’in de dogru olmasin gerektirir — celigki.
Yani iki ilke birbirine denktir; hangisinin kullanilacag: yalnizca kolaylik meselesidir.

Sonug 1.1 (Sifirin Katilmasi). N U {0} kiimesinin bostan farkli her alt kiimesinin bir en kiiciik elemani
vardur.

Bu sonug¢ dogrudan iyi siralama prensibinden gelir: eger kiime 0 iceriyorsa en kiiciik eleman zaten 0’dur;
icermiyorsa kiime N’nin bir alt kiimesidir ve 6nceki teorem uygulanir. Bu kiiciik genigletmeye ihtiyag
duyacagiz, ¢iinkii bolme algoritmasinda karsilagacagimiz kalanlar 0 olabilir.

Arsimed Prensibi

Iyi siralama prensibinin ilk uygulamasi, “yeterince ¢ok kez toplarsak her sayiy1 geceriz” bicimindeki
sezgiyi kesinlestirir.

Teorem 1.4 (Arsimed Prensibi). Her a ve b pozitif tam sayisi igin
na>b

olacak bicimde en az bir n dogal sayist vardr.

ispat.
Teoremin dogru olmadigini varsayalim. Bu durumda hern € N igin

na <b

olur. O halde hern € N i¢in b — na sayisi pozitiftir ve
S={b—na:neN}
l_cilmesi dogal sayilarin bir alt kiimesidir. Ayrican = 1 alindifinda b — a € S oldugundan S bos degildir.
Iyi siralama prensibine gore S kiimesinin bir en kiigiik elemani vardir; bunam diyelim. m € S oldugundan
m=>b—ka

olacak bigimde bir k € N vardir. Simdi k + 1 de bir dogal sayr oldugundan b — (k + 1)a sayisi da S

kiimesine aittir. Oysa a > 0 oldugundan
b—(k+la=(b—ka)—a=m—a<m

olur; yani S kiimesinde m den kiigiik bir eleman bulduk. Bu, m’nin S’ nin en kiiciik elemani olmasiyla
celisir.

O halde varsayimimiz yanlistir ve na > b olacak bicimde bir n dogal sayisi vardir.

|

Titmevarimla Coziillmiis Ornekler

Asagidaki 6rnekler, tiimevarimin toplam formillerinde nasil kullamildigini gosterir. Hepsinde izlenen
sablon aynidir: baglangic adimini dogrula, tiimevarim hipotezini yaz, (k + 1)’inci terimi ekleyip ortak
carpan dizenlemesiyle hedef formiile ulas.

Ornek 1.3 (Ilk $n$ Karenin Toplami). Her n € N icin
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16 Béliim 1. Titmevarim ve lyi Siralama Prensibi

n+1)(2n+1)
6

n n(
Zm2:12+22+"'+n2:

m=1

esitligini timevarimla ispatlayiniz.

Cozim.
Baslangi¢ adim1 (n = 1). Sol taraf 12 = 1’dir. Sag taraf
1-2-
3 _ 1
6

oldugundan esitlik n = 1 i¢in dogrudur.
Timevarim adimu. Esitligin n = k i¢in dogru oldugunu varsayalim:

k(k+1)(2k + 1)

12422 4 k% = G

Her iki tarafa (k + 1)? ekleyelim:

) k(k+ 1)6(2k+1) 1)

PP+ + k4 (k+1)
_ k(k+1)(2k+ 1) +6(k + 1)
6
(k+1) [k(2k+1)+6(k+1) ]
6
(k4+1) (2k* +7k+6)
6

Koéseli parantez icindeki ifadeyi carpanlaria ayiralim. 2k2 + 7k + 6 ifadesinin kokleri k = —2 ve k =
—3/2 oldugundan

2k2 + Tk +6 = (k+2)(2k + 3)

yazilir. Boylece

2:(k—l—1)(k+2)(2k+3) (k+1) ((k+1)+1)(2(k+1)+1)

124+ 4+ (k+1
+-+(k+1) - 5

bulunur; bu tam olarak formuliin n = k + 1 halidir.
| ]

Ornek 1.4 (Ilk $n$ Tek Sayinin Toplami). Her n € N icin

zn:@m—l)=1+3—|—...+(2n_1):n2

m=1
esitligini timevarimla ispatlayiniz.
Coziim.
Baslangic adimi (n = 1). Sol taraf 2 - 1 — 1 = 1, sag taraf 12 = 1’dir.
Timevarim adimi. Esitligin n = k i¢in dogru oldugunu, yani
1434+ (2k—1) = k?
oldugunu varsayalim. Siradaki tek say1 2(k 4+ 1) — 1 = 2k + 1’dir; her iki tarafa ekleyelim:
1+3++2k—1)+(2k+1) =k +2k+1=(k+1)2

Bu, formulin n = k + 1 halidir.
|
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1 Sekille bakis

toplami karenin alani olan n?’ye esittir.

Son esitlik resimle de goriilebilir: 7 X n boyutunda bir kareyi, sol iist koseden baglayarak “L” bigi-
mindeki seritlere ayirin. Seritlerdeki birim kare sayilar sirasiyla 1,3, 5, ...,2n — 1 olur ve hepsinin

Ornek 1.5 (Ardisik Carpimlarin Toplami). Her n € N i¢gin

> m(m+1) 1242 34 tn(nt1) = MOt §<"+ )
=1

esitligini timevarimla ispatlayiniz.
Cozim.
Baslangic adimi (n = 1). Sol taraf 1 - 2 = 2; sag taraf

1-2-3
3

=2
oldugundan esitlik saglanir.

Tiumevarim adimu. Esitlik n = k icin dogru olsun:

k(k+1)(k +2)

1-24 -+ k(k+1) = 2

Her iki tarafa (k + 1)(k 4 2) ekleyelim:

1-24 4 (k+1)(k+2) =

wmm(kw

:(k+1)(k+2)<§+1>

(bt D (k42)- B3

kD) (D) 1) ((k+1)+2)

3

Boylece formil n = k + 1 icin de dogrudur.
|

Ornek 1.6 (ilk $n$ Kiipiin Toplami). Her n pozitif tam sayisi icin
e (5
2
oldugunu gosteriniz.
Cozim.

Baslangic adimi (n = 1). Sol taraf 13 = 1; sag taraf (72) = D’dir.
Timevarim adimi. Esitlik n = k i¢in dogru olsun:

2 2 2
13493 4o 4 k3 — (k(k+1)) :k (k+1)

2 4

Her iki tarafa (k + 1) ekleyelim:
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18 Béliim 1. Titmevarim ve lyi Siralama Prensibi

2 12
1$%~+H+wk+n3:§ﬁ%iln+@+1ﬁ

:(k+1)2(]1—2+(k+1)>

k2 4+4k+4
:(k—'—l)Z.%
~ (k+1)%(k+2)?
- 1

:<w+¢)u§+n+¢)y

Boylece esitlik n = k + 1 icin de saglanir.
|

1 Sasirtic1 bir esitlik

Ornek 1.1 ile Ornek 1.6 birlikte okundugunda su giizel sonug cikar:

B+2 4+ +n=(1+24-+n)?

Yani ilk n saymin kiipleri toplami, ayni sayilarin toplaminin karesine esittir.

Ornek 1.7 (Kesirli Bir Toplam). Her n pozitif tam say1s1 icin

$g-a-t

i=1
oldugunu gosteriniz.
Coziim.
Baslangic adimi (n = 1). Sol taraf ; sag taraf
142 1
g 1+2_, 3_1
21 2 2

oldugundan esitlik dogrudur.
Titmevarim adimi. Esitlik n = k i¢in dogru olsun:

k+2

Her iki tarafa siradaki terim olan ;“,;ﬁll ’i ekleyelim:

Ny k2 kel
L A TR T
i=1
20k +2)  k+1

2k+1 2k+1
2% +4—k—1
B 9k+1
k+3
T 9k+l

(k+1)+2
B 9k+1

=92 —
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Bu, formulin n = k + 1 halidir.
|

1 Toplam nereye yaklastyor?

n buyudikce "2—‘;2 ifadesi sifira yaklasir; ¢linkii payda istel hizla, pay ise dogrusal hizla biyiir.

Dolayisiyla toplam 2 sayisina yaklagir ama onu hicbir zaman ge¢mez. Tiimevarimla ispatladigimiz
kapali formiil, bu davranis: tek bakista okumamizi saglar.

Calisma Problemleri

Alistirma 1.1 (Tiimevarimla Toplam Formiilleri). Asagidaki esitlikleri timevarimla ispatlayiniz.

a) 22:1 m(7’r11+1) - ’I’LLH

b) Z:IZI(Qm - 1)2 _ n(2n71§(2n+1)
> m-ml=(n+1)-1

O3 s =1-a

Alistirma 1.2 (Bir Carpanlara Ayirma Ozdesligi). Her x reel sayisi ve her n pozitif tam sayisi igin
gl —1=(z—-1)(@"+z" 1+ +z+1)

esitligini timevarimla ispatlayiniz.
Ipucu: Timevarim adiminda z"*2 — 1 = z - (z"*! — 1) + (z — 1) yazimindan yararlaniniz.

Alistirma 1.3 (Ustel Bityiime). Her 2 < n tam sayisi icin
n+1<2”

oldugunu timevarimla gosteriniz. (Bu esitsizligi ileride, sézde-asal sayilarin sonsuzlugunu ispatlarken
kullanacagiz.)

Alistirma 1.4 (Iyi Siralama Prensibiyle Bir Ispat). Bos kiimeden farklibir A C Z kiimesi alttan sinirl
olsun; yani her a € A i¢in ¢ < a olacak bi¢imde bir ¢ tam sayis1 bulunsun. Bu durumda A kiimesinin bir
en kiiciik eleman oldugunu gosteriniz.

Ipucu: B={a—c+1:a € A} kimesinin N icinde kaldigin1 gézlemleyip iyi siralama prensibini B’ye
uygulaymiz.
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2.1

2. Bolme Algoritmasi

flkokuldan beri bildigimiz “blme islemi” aslinda bir teoremdir: verilen iki tam say1 icin béliim ve kalanin
var oldugu ve tek tiirlii belirli oldugu ispatlanmasi gereken bir olgudur. Bu bélimde bu teoremi
iyi siralama prensibinden ¢ikaracak ve sayilar teorisinin en ¢ok kullanilan ispat tekniklerinden birini —
kalanlara gére durum ayirmay: — kuracagz.

Kalanli1 Bolme
Teorem 2.1 (Bélme Algoritmasi). a,b € Z ve a > 0 olsun. Bu durumda
b=aq+r, 0<r<a
olacak bicimde tek tiirlii belirli q ve r tam sayilari vardr.
ispat.

Ispati iki parcaya ayiralim.
1. Varlik. Asagidaki kiimeyi tanmimlayalim:

S={b—ak:keZb—ak >0}

Once S kiimesinin bos olmadigini gésterelim. 1 < a oldugundan | b | <a | b

dir k= — | b | secelim:
b—a(—|b])=b+alb|=b+]|b]|=>0

Demek kib+a | b | € S’dir; yani S bos kiimeden farklhdir. Ayrica tanimi geregi S C N U {0} dir.
Sonug 1.1 geregi S kiimesinin bir en kiigiik elemani vardir; buna r diyelim. r € S oldugundan

r=b—aq yani b=aq+r

olacak bigimde bir ¢ € Z vardir. Geriye 0 < r < a oldugunu giostermek kalryor.
r € S oldugundan 0 < r’dir. Simdi a < r oldugunu varsayalim ve celiski arayalim:

0<r—a=b—ag—a=b—a(g+1)

Bu,r — a sayisinin da S kiimesine ait oldugunu séyler. Oysaa > 0 oldugundanr — a < r’dir; bu dar’nin
S’nin en kiicitk elemani olmasiyla ¢elisir. O halde r < a’dw.
2. Teklik. Ayni kosullar: saglayan iki yazilis oldugunu varsayalim:

b=aqg+r=0aq +1, 0<rr<a
Her iki esitsizlikten
0<r'<a ve —a<-r<0
yazilir; taraf tarafa toplarsak
—a<r' —r<a  yani r—r|<a
elde edilir. Ote yandan aq +r = aq’ + 1’ esitliginden
alg—q) =1 —r
bulunur. Mutlak deger alalim:

a-lg—¢ |=|r"—-71|<a
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22 Boliim 2. Bolme Algoritmasi

Her iki tarafi a > 0°a bélersek | ¢ — q' | < 1 olur. Ama q — q’ bir tam sayidir ve mutlak degeri 1’den
kiigiik olan tek tam say1 0°dir. O halde

qg=4q ve buradan r=b—aqg=b—aq =1

bulunur; yazilis tek tiirlii belirlidir.
| |

Tanim 2.1 (B6liim ve Kalan). Bo6lme algoritmasindaki ¢ ve r sayilarina sirasiyla, b’nin a ile bolinme-
sinden elde edilen boliim ve kalan denir.

1 Kalan asla negatif degildir

Tanimin en sik gézden kacan yani, kalanin 0 < r < g araliginda olmak zorunda olmasidir. Negatif
sayilarda bu, aligkanliklarimizi zorlayabilir: —48 sayismi 21’e bolerken “—48 = 21 - (—2) — 6” yaz-
mak matematiksel olarak dogru bir esitliktir ama bélme algoritmasinin verdigi yazilig degildir; ¢ciinki

—6 < 0°dir. Dogru yazilig, boliimii bir azaltip kalam 21 artirarak elde edilir.

Ornek 2.1 (Pozitif Bolenle Bolme). Asagidaki a, b tam say ciftleri icin b = aqg + r, 0 < r < a kosu-
lunu saglayan ¢ ve r sayilarini bulunuz.
a)b=56,a=13 b)b=—-48,a=21

Coziim.
a) 13’iin katlar1 13, 26, 39, 52, 65, ... biciminde ilerler. 56’y1 gecmeyen en buiytgii 52 = 13 - 4’tir:

96 =13-4+4, 0<4<13

Yani g = 4, r = 4’tiir.
b) Kalanin negatif olmamasi gerektigine dikkat edelim. 21’in katlar1 arasinda —48’i ge¢meyen en
buytuginii arariz:

21 (—2) = —42 > —48, 21-(—3)=—63 < —48
O halde ¢ = —3 alinmalidir:
—48 =21 (—3) + 15, 0<15<21

Yani ¢ = —3, r = 15’tir.
| ]

B6lme algoritmasinda bélenin pozitif olmasi istenmisti. Bélen negatif oldugunda da benzer bir sonug
gegerlidir; tek degisiklik, kalanin | a | ile siirlanmasidir.

Sonug 2.1 (Negatif Bolenle Bélme). a,b € Z ve a # 0 olsun. Bu durumda
b=aq+r, 0<r<]al|
olacak bicimde tek tiirlii belirli q ve r tam sayilari vardur.

Ispat.
a > 0ise| a | = a oldugundan iddia Teorem 2.1 ile aynidir; ispatlanacak bir sey yoktur.
a < 0 olsun. Budurumda| a | = —a > 0°dir. Bélme algoritmasini b ile pozitif| a | sayisina uygulayalim:

b=l|al|-¢ +r, 0<r<]al
olacak bicimde tek tiirlii belirli ¢’ ,r tam sayilari vardir. Burada | a | = —a yazarsak

b=(—a)¢ +r=a(—q¢)+r
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elde edilir. O halde ¢ = —q’ ve r aranan sayilardr.
Teklik.b = aq+r = aq” + 1" ve0 < r,r” < | a | olsun. Yukaridaki gibia(q — ¢") =r" —rve| " —
r | < | a | yazili. Mutlak deger alindiginda

lal-lg=¢" [=|r"=r|<[a]

olur; buradan | ¢ — q” | < 1, yani q = q” ve dolayisiylar = r” bulunur.
|

Ornek 2.2 (Negatif Bolenle Bolme). Asagidaki a,b tam sayi ciftleri icin b=ag+7, 0<r < | a |
kosulunu saglayan q ve r sayilarini bulunuz.

a)b=62,a=—-13 b)b=-48,a=-14

Coziim.
a) Once | a | = 13 ile bolelim: 62 = 13 - 4 + 10. Simdi 13 = —(—13) yazzmiyla béliimiin isaretini
cevirelim:

62=(—13)- (—4)+10, 0<10<13

Yani ¢ = —4, r = 10’dur.
b) Once | a | = 14 ile bélelim. 14’{in katlar1 arasinda —48’i gecmeyen en biiytigii 14 - (—4) = —56dur:
48 =14 (—4) +8
Isareti gevirelim:
48 =(—14)-4+8, 0<8<14

Yani g = 4, r = 8'dir.
|

Cift ve Tek Sayilar

Bo6lme algoritmasinin en basit 6zel hali a = 2 durumudur: her tam say1 2’ye béliindiginde ya 0 ya da 1
kalanini verir. Bu, tam sayilari iki sinifa ayirir.

Tanim 2.2 (Cift ve Tek Tam Say1). a bir tam say1 olsun. a’nin 2 ile bolimiinden elde edilen kalan 0 ise
a’ya ¢ift, 1 ise tek tam say1 denir.
Bir bagka deyisle a ¢ift ise a = 2k, tek ise a = 2k + 1 olacak bigimde bir k € Z vardir.

Bo6lme algoritmasindaki kalanin tek tiirlii belirli olmasi, dogrudan su sonucu verir: her tam say1 ya tektir
ya da cifttir; hicbir tam say1 hem tek hem cift olamaz.

Onerme 2.1 (Toplamin Pariteleri). Iki cift tam saymnin toplamu cifttir. Iki tek tam sayinin toplami da
cifttir. Bir tek sayu ile bir ¢ift sayinin toplama ise tektir.

Ispat.

Ug durumu ayr ayn ele alalim.

1. Cift + c¢ift. a = 2k ve b = 2m olsun (k,m € Z). O halde
a+b=2k+2m=2(k+m)

olur. k + m bir tam say1 oldugundan a + b ¢ifttir.
2. Tek + tek.a = 2k 4+ 1 ve b = 2m + 1 olsun. Bu durumda

a+b=02k+1)+2m+1)=2k+2m+2=2(k+m+1)

bulunur; k + m + 1 tam sayi oldugundan a + b ¢ifttir.
3. Tek + cift. a = 2k + 1 ve b = 2m olsun. O halde
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a+b=2k+14+2m=2(k+m)+1

olur. k + m tam sayi oldugundan a + b, 2 ile boliindiigiinde 1 kalanini verir; yani tektir.
]

Kalanlara Goére Durum Ayirma

Sayilar teorisinin en verimli tekniklerinden biri sudur: bir iddiay1 biuititn tam sayilar igin ispatlamak
yerine, say1y1 uygun bir a ile boliip kalanina gore sonlu sayida duruma ayiririz. Kalan yalmzca 0,1, ..., a —
1 degerlerini alabileceginden, sonsuz bir iddia sonlu sayida hesaba indirgenir.

Ornek 2.3 (Tek Sayilarin Kareleri). Her n tek tam sayisi icin n? sayismin 8 ile boliimiinden kalanin

1 oldugunu ispatlayiniz.

Coziim.

Bolme algoritmasima gore n = 4k 47, 0 < r < 4 olacak bi¢imde k,r tam sayilar1 vardir; yani r €
{0,1,2,3} tir.

n tek oldugundan r da tek olmalidir: r = 0 ya da r = 2 olsaydi n = 4k veyan = 4k + 2 = 2(2k + 1)
cift olurdu. Demek ki

n=4k+1 veya n=4k+3

bi¢imindedir. Iki durumu da hesaplayalim.
Durum 1: n = 4k + 1.

n? =16k +8k+1=8(2k* +k) + 1
N — —
€L

Durum 2: n = 4k + 3.

n? = 16k* + 24k + 9 = 16k> + 24k + 8+ 1 =8(2k* + 3k + 1) + 1
N ———— —
€Z

Her iki durumda da n? sayist 8m + 1 bicimindedir ve 0 < 1 < 8 oldugundan bélme algoritmasmin
tekligi geregi kalan tam olarak 1’dir.
|

Ornek 2.4 (Karelerin Uce Boliimiinden Kalan). Her a tam sayisi icin a? sayismin, k bir tam say1
olmak tizere 3k veya 3k + 1 biciminde oldugunu gosteriniz.

Cozim.
a € Z olsun. Bélme algoritmasina gore

a=3q+r, 0<r<3

olacak bicimde ¢, r tam sayilar1 vardir; yani r € {0, 1, 2} dir. U¢ durumu tek tek inceleyelim.
r = 0, yani a = 3q ise:

a? = 9¢% = 3(3¢?)

Bu 3k bi¢imindedir.
r =1, yani a = 3q + 1 ise:

a?=9¢>+6q+1=3(3¢>+2q¢) +1

Bu 3k + 1 bicimindedir.
r = 2,yania = 3q 4 2 ise:

a?=9¢>+12¢+4=9¢>+12¢+3+1=3(3¢> +4q+1) +1
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Bu da 3k + 1 bicimindedir.
U¢ durumda da a? ya 3k ya da 3k + 1 biciminde cikt1; baska bir secenek yoktur.
|

1 Olumsuzluk ispatlarinin anahtar

Son 6rnek sunu soyliiyor: hicbir tam kare 3k + 2 biciminde degildir. Bu tiir “hangi bigimler
imkansiz” bilgileri, bir denklemin ¢6ziimii olmadigini gostermenin en pratik yoludur. Asagidaki iki
ornek bu fikrin dogrudan uygulamasidir.

1 Hatirlatma: tam kare

Bir a tam sayist icin a = b2 olacak bicimde bir b € Z varsa a’ya tam kare denir.

Ornek 2.5 ($3 a*2 - 1$ Neden Tam Kare Olamaz?). a bir tam say1 olmak iizere 3a® — 1 sayisinin asla
bir tam kare olamayacagini gosteriniz.

Coziim.
3a? sayis1 3’iin bir katidir. Buradan

3a2 —1=3a>—-3+2=3(a®—1)+2

yazilir; yani 3a® — 1 daima 3k + 2 bicimindedir.

Oysa Ornek 2.4 geregi her tam kare 3k veya 3k + 1 bicimindedir; hi¢bir tam kare 3k + 2 biciminde
olamaz. O halde 3a® — 1 bir tam kare degildir.

]

Ornek 2.6 ($4 k + 2$ ve $4 k + 3$ Bicimindeki Sayilar). & bir tam say1 olmak iizere 4k + 2 veya 4k +
3 bicimindeki hicbir tam sayinin tam kare olamayacagini gosteriniz.

Cozim.

Bir tam karenin 4 ile béliimiinden kalanin yalmizca 0 veya 1 olabilecegini gosterelim. a € Z bir tam
kare olsun; yani a = b2 olacak bicimde bir b € Z vardir.

Bolme algoritmasina goére b = 4q + r, 0 < r < 4 olacak bi¢imde g, r tam sayilar1 vardir. Kareyi acalim:

a="b%= (4q+1)? = 16¢> + 8qr + 2

Simdi r € {0, 1, 2,3} degerlerini tek tek deneyelim.

r = 0:a = 16¢° + 8qr = 4(4¢* + 2qr), yani 4k biciminde.

r=1:a = 16¢%> + 8qr + 1 = 4(4¢* + 2qr) + 1, yani 4k + 1 bigciminde.

r = 2:a = 16¢® + 8qr + 4 = 4(4¢® + 2qr + 1), yani 4k bigiminde.

r=3:a=16¢> + 8qr + 9 = 4(4¢> + 2qr + 2) + 1, yani 4k + 1 biciminde.

Gorildiigu gibi her tam kare 4k veya 4k + 1 bi¢imindedir. B6lme algoritmasindaki kalanin tek tiirlii
belirli olmasi nedeniyle bir say1 ayni anda hem 4k + 1 hem 4k + 2 biciminde olamaz. O halde 4k + 2
ve 4k + 3 bicimindeki sayilar tam kare degildir.

|

Kalan Araligini1 Kaydirmak

Bolme algoritmasinda kalan [0, ) araliginda istenmigti. Bu aralik keyfidir: uzunlugu a olan herhangi bir
aralik aym isi goriir. Asagidaki 6rnek bu esnekligi gosterir; ispat teknigi de 6greticidir, ¢iinkii yeni bir
teorem kurmak yerine elimizdeki teoremi kaydirarak kullanir.

Ornek 2.7 (Kaydirilmis Kalan Araligi). a,b € Z ve a > 0 olsun.
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b=aq+r, 2a <r < 3a
olacak bicimde tek tiirlii belirli g ve r tam sayilarinin var oldugunu gésteriniz.

Coziim.
Varlik. Bolme algoritmasina gore

b=ak+s, 0<s<a
olacak bicimde tek turlii belirli k¥ ve s tam sayilar1 vardir. Simdi esitlige 2a ekleyip ¢ikaralim:
b=ak—2a+s+2a=alk—2)+ (s+ 2a)
0 < s < a esitsizliginin her tarafina 2a eklersek
20 < s+ 2a < 3a
elde edilir. O halde
q=k—2, r=s+2a

alinirsa istenen yazilis elde edilmis olur.
Teklik. Ayni kosulu saglayan iki yazilig olsun:

b=aqg+r=aq +71, 2a < 71,7’ < 3a
Her iki kalan da uzunlugu a olan ayni aralikta oldugundan aralarindaki fark a’y1 gecemez:
|r'—r|<a
Ote yandan a(q — ¢’) = r’ — r esitliginden mutlak deger alarak
a-lqa—q|=|r—r|<a

bulunur. Buradan | ¢ — ¢’ | < 1, yani ¢ = ¢’ ve dolayisiyla r = r’ ¢ikar.
||

1 Genel ilke

Yukaridaki ispatta 2a sayisinin 6zel bir rolii yoktur. Ayni akil yiiriitmeyle, herhangi bir ¢ tam sayis1
icin
b=aq+r, ca<r<(c+1a

yazilisinin var ve tek oldugu gosterilebilir. Teklik ispatinin tek dayanag, kalanlarin uzunlugu a olan
aymi aralikta bulunmasidir.

Calisma Problemleri

Alistirma 2.1 (B6liim ve Kalan Bulma). Asagidaki a, b ¢iftleriicind = ag + r,0 < r < | a | kosulunu
saglayan g ve r sayilarini bulunuz.
a)b=100,a=7 b)b=-100,a=7 ¢)b=100,a=—-7 d)b=-100,a=—T7

Alistirma 2.2 (Carpimun Paritesi). Iki tek tam sayinin carpiminin tek, carpanlardan en az biri cift olan
bir carpimin ise ¢ift oldugunu gosteriniz.

Alistirma 2.3 (Kalanlara Gére Durum Ayirma). a) Her n tam sayisi i¢in n? +n sayismin cift
oldugunu gosteriniz.
b) Her n tam sayis1 igin n3 sayisinin 9k, 9k + 1 veya 9k + 8 biciminde oldugunu gésteriniz.
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¢) a® + b? = ¢? esitligini saglayan a, b, c tam sayilarinda a ile b’den en az birinin ¢ift olmak zorunda
oldugunu gosteriniz.

Ipucu (c): Ikisi de tek olsaydi Ornek 2.3 geregi a® + b? sayis1 8k + 2 biciminde olurdu; oysa ¢ bu bicimde
olamaz.

Alistirma 2.4 (Ardisik Tam Kareler). Hicbir tam karenin, kendisinden sonraki tam kareyle arasindaki
farkin ¢ift olmadig1 durumlari belirleyiniz; yani (n + 1)? — n? ifadesinin her zaman tek oldugunu goste-
riniz.
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3.1

3.2

3. Tam Sayilarda Boliinebilme

Bo6lme algoritmasi her bélme islemine bir kalan ilistirir. Sayilar teorisinin asil ilgilendigi durum ise kalanin
sifir oldugu 6zel haldir: bu durumda béliinen sayi, bélene “tam béliiniir”. Bu boliimde bu bagintiy: kesin
bi¢imde tanimlayacak ve dersin geri kalaninda refleks haline gelecek temel 6zelliklerini ispatlayacagiz.

Boliinebilme Bagintisi

Tanim 3.1 (Boliitnebilme). a ve b birer tam say1 olsun. Eger
b=a-zx
olacak bicimde bir x € Z varsa “a sayis1 b’yi tam béler” denir ve

alb

yazilir. Bu durumda b’ye a’nin bir kati, a’ya da b’nin bir boleni denir.
Aksi halde, yani her z € Z i¢in b # a -  ise “a sayis1 b’yi bolmez” denir ve a } b yazilir.

Ornek 3.1 (ilk Ornekler).
318, —4 ] 28, —5]—20
cunkii1 18 =36, 28 = (—4) - (—7) ve —20 = (—5) - 4’tir. Buna kargilik
243

ciinkil 3 = 2z esitligini saglayan bir tam say1 yoktur.

Boliunebilme bir bagintidir, bir islem degil

a | b gosterimi bir 6nermedir; dogru ya da yanlis olabilir. a/b ise bir sayidar. Ikisini karistirmamak
gerekir: 3 | 18 ifadesi “dogru” degerini tasir, 18/3 ifadesi ise 6 sayisim gosterir.

Bu ayrim, tanimda b6lme islemine hi¢ basvurulmamis olmasinin da nedenidir: tanim yalnizca bir
carpmanin varligini ister.

Temel Ozellikler

Asagidaki liste, ders boyunca stirekli kullanacagimiz boliinebilme kurallarini toplar. Hepsinin ispati
tanimin dogrudan uygulanmasidir: boliinebilmeyi ¢arpim olarak yazar, diizenler ve yeniden ¢arpim olarak
okuruz.

Teorem 3.1 (Boliinebilmenin Temel Ozellikleri). Hera,b,c,d,e, f € Z icin asagidakiler gecerlidir.

1lave—1]a.

alo.

0|aisea=0.

a | a (yansima).

a|bveb|cisea | c(gecisme).
d|aved|bised|ae+bf.
d|aved|bised|a+bved|a—b.
b#0vea|bise|a|<|b]|

O N R L h =
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9. a|lbveb|aisea=bveyaa= —b.
10. 0 < a,bvea|bb|aisea=0».

11. a | bvec | diseac | bd.

12. ac|bcvec # 0isea | b.

13. a|bisea| —b,—a|bve—a|—b.

Ispat.

(1) a =1-a oldugundan 1 | a’dir. Benzer bicimde a = (—1) - (—a) oldugundan —1 | a’dw.

(2) 0 = a - 0 oldugundan a | 0’dw. (Burada a = 0 olmasi da sakinca dogurmaz.)

(3) 0 | a olsun. Tanim geregi a = 0 - = olacak bigimde bir x vardir; ama 0 - x = 0 oldugundan a = 0’dir.
(4)a =a-1 oldugundan a | a’dw.

(5)a | bveb | colsun. O haldeb = ax ve c = by olacak bigimde x, y tam saylari vardwr. Birinciyi ikincide
yerine yazalim:

¢ = by = (az)y = a(zy)

xy bir tam say1 oldugundan a | ¢ dir.
(6)d | a ved | b olsun; yani a = dx ve b = dy olacak bi¢imde x,y € Z vardwr. Bu durumda

ae+bf =dre+dyf =d(ze+yf)

olur. xe + y f bir tam sayi oldugundan d | ae + bf 'dir.

(7) Altinci ézelliktee = f = 1 alinwrsad | a+ b, e = 1 ve f = —1 aliwrsad | a — b elde edilir.

(8) b+ 0 ve a|b olsun; b = ax olacak bigcimde bir x vardir. b # 0 oldugundan x # 0°dw, dolayisiyla
| © | > 1°dir. Mutlak deger alalim:

[bf=lal-[z][=]al-1=]a]
(9)a|bveb|a olsun. Once a = 0 durumunu aywrahim: a = 0 ise (3) geregi b = 0°dir ve iddia saglanir.

Benzer bi¢cimde b = 0 isea = 0’°dir.
Simdi a # 0 ve b # 0 olsun. (8) ozelligini iki yonde de uygulayalim:

la[<[b] ve |b|<|a]
Buradan| a | = | b |, yani a = b veya a = —b bulunur.
(10) (9) geregia = b veya a = —b’dir. Ikinci secenek a,b > 0 ile bagdasmaz; ¢iinkii a = —b < 0 olurdu.

O halde a = b’dir.
(11) b = ax ve d = cy olsun. Taraf tarafa ¢arpalim:

bd = (az)(cy) = (ac)(zy)

xy tam sayt oldugundan ac | bd dir.
(12) ac | be ve ¢ # 0 olsun. be = (ac)x olacak bicimde bir x vardir. ¢ # 0 oldugundan her iki tarafi c’ye
sadelestirebiliriz:

b=ax

Buise a | b demektir.
(13) b = ax olsun. O halde

—b=a(-z), b=(-a)(-z), —b=(-a)(x)

yazulir; ii¢ esitlik sirasiyla a | —b, —a | b ve —a | —b oldugunu gésterir.
|

1 Altinci 6zellik neden bu kadar 6nemli?

Listedeki en ¢ok kullanacagimiz madde altincisidir: bir d sayisi iki say1y1 birden bélityorsa, onlarin
her dogrusal birlesimini de boler. Bézout teoreminden Oklid algoritmasina kadar bu béliimden
sonra gelen hemen her ispatta bu kural devreye girecektir.
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3.2 Temel Ozellikler 31

1 Sifir sifir1 boler mi?

“0 | 0” 6nermesi dogrudur. Tanima gére bunun anlami, 0 = 0 - z olacak bi¢imde bir z tam sayisinin
var olmasidir — ki her z bunu saglar.

Buradaki tuhaflik hissinin kaynagi, 0/0 ifadesinin tanimsiz olmasidir. Ama boliinebilme bagintisi bir
bolme islemi degildir; yalnizca uygun bir carpamin varligini sorar. Nitekim (3) 6zelligi tam da bu
yiizden “0 yalnizca 0’1 boler” der.

Ardisik Sayilarin Carpimlar:
Boliinebilme sorularinin biytik boliimi, bir ifadeyi ardigik tam sayilarin ¢carpimi olarak gérmeyi 6grenince
kendiliginden ¢o6ziiliir. Asagidaki temel gozlem bu teknigin ¢ekirdegidir.

Ornek 3.2 (Ardisik Sayilarin Carpimi). Her n tam sayisi icin
a)2|nn+1) b)3|nn+1)(n+2)
oldugunu gosteriniz.

Coziim.
a) Bolme algoritmasina gore n ya ¢ift ya da tektir.
« n=2kisen(n+1)=2k(n+1) =2 (k(n+1))oluryani2 | n(n+1).
en=2k+1lisen+1=2k+2=2(k+1) olur ve
nn+1)=n-2k+1)=2(n(k+1))
yazilir; yine 2 | n(n + 1).

Her iki durumda da carpim cifttir. Sezgisel olarak: ardisik iki sayidan biri mutlaka cifttir.
b) Bu kez n’yi 3 ile bélelim: n = 3q + r, v € {0,1,2}.

« 7 = 0ise n = 3q oldugundan ¢arpimin ilk ¢carpani 3’iin katidur.
« r=1isen+2 =3¢+ 3 =3(q+ 1) oldugundan ticiincii ¢arpan 3’in katidir.
« r=2isen+1=3¢+3=3(qg+ 1) oldugundan ikinci ¢arpan 3’iin katidir.

Ug durumda da carpanlardan biri 3’iin katidir; dolayistyla ¢arpimin tamamu 3 ile béliiniir.
|

1 Genel kural

Ayni akil ylriitme sunu verir: ardisik k tam saymnin ¢arpim daima k ile boliiniir. Clinki bu
sayilar k ile boliindiiklerinde 0, 1, ..., k — 1 kalanlarinin hepsini birer kez verir; 6zel olarak biri £’nin
katidir.
(Ileride, aritmetigin esas teoremini kurduktan sonra bu carpimin ashinda k! ile béliindiigiinii de gore-
cefiz.)

Ornek 3.3 ($n"3 - n$ Uce Boliiniir). Her n tam sayisi igin 3 | n® — n oldugunu gosteriniz.

Coziim.
Ifadeyi carpanlarina ayiralim:

n—n=nn?-1)=nn—-1)n+1)=mn—-1)n(n+1)
Bu, ardisik {i¢ tam sayinin carpimidir. Ornek 3.2 geregi ardisik {i¢ sayinin ¢arpimi 3 ile béliiniir; o halde

3| n® — n'dir.
|
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Ornek 3.4 ($3 divides a \(a"2 + 2\)$). Her a tam sayis1 igin @ ifadesinin bir tam say1 oldugunu
gosteriniz.

Cozim.
Ifadenin tam say1 olmasi, 3 | a(a® + 2) demektir. Carpimy, bildigimiz bir yapiya benzetelim:

a(a®+2)=a®>+2a=(a®> —a) + 3a
Sag taraftaki iki terimi ayr1 ayr1 inceleyelim:

« Ornek 3.3 geregi 3 | a® — a’dir.
« Agik¢a 3 | 3a’dir.

Teorem 3.1 (7) geregi 3 sayist bu iki sayinin toplamim da boler:
3| (a®—a)+3a=a(a®+2)

O halde @ bir tam say1dur.
]

Timevarimla Boliinebilme

Ustel ifadeler iceren boliinebilme iddialar1 ¢ogunlukla tiimevarimla ispatlanir. izlenen yol hep aynidr:
(k 4+ 1)’inci ifadeyi, k'inc1 ifadenin bir kat1 art1 boliinebilirligi bilinen bir terim bi¢iminde yazmak.
Ornek 3.5 ($8 divides 5"(2 n) + 7$). Her n pozitif tam sayisi icin 8 | 52" + 7 oldugunu gésteriniz.
Cozim.
52" = (52)" = 25" oldugunu gozlemleyelim; iddia 8 | 25™ + 7 bicimine déniisiir.
Baslangic adimi (n = 1).
251 +7=32=8-4

oldugundan iddia dogrudur.
Timevarim adimu. {ddianin n = k icin dogru oldugunu, yani 8 | 25* + 7 oldugunu varsayalim. n =
k + 1 icin gosterelim:

25K+ 4 7 =25.25F + 7
=25-25F +25.-7—25-7T+7
= 25(25% +7) — 168
Sag taraftaki iki terime bakalim:

- Tiimevarim hipotezi geregi 8 | 25% + 7°dir; o halde 8 | 25(25% + 7)’dir.
+ 168 = 8- 21 oldugundan 8 | 168’dir.

Teorem 3.1 (7) geregi 8 sayisi bu ikisinin farkini da béler:
8|25(25% +7) — 168 = 25K+ + 7

Tumevarim ilkesi geregi iddia her n i¢cin dogrudur.
]

Ornek 3.6 ($24 divides 2 dot.op 7"n + 3 dot.op 5'n - 5$). Her n pozitif tam sayis1 i¢in 2 - 7 + 3 -
5™ — 5 sayisinin 24 ile tam boliindiigiinii gosteriniz.

Coziim.

Kisaca f(n) =2- 7"+ 3- 5" — 5 yazalim.
Baslangic adimi (n = 1).
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3.4 Timevarimla Bolunebilme 33

f1)=2-743.5-5=14+15—5=24

oldugundan 24 | f(1)’dir.
Tiimevarim adimi. 24 | f(k) oldugunu varsayalim ve f(k + 1)’i f(k) cinsinden yazalim:

flk+1)=2.7143.5%1 5
=7-(2-7)+5-(3-5%) -5

Amacimiz 7 f (k) ifadesini ortaya ¢ikarmak. 7f(k) = 7-2- 7% + 7 - 3 - 5¥ — 35 olduguna dikkat ederek
cikaralim:

f(k+1)—7f(k)=(5-3-5—7-3-5%) + (—5+ 35)
=-2-3-58430
=—6-5"+30
=—6(5" —5)

O halde
f(k+1) =17f(k) - 6(5% —5)
yazilir. Iki terimi ayr1 ayr1 inceleyelim.

» Tamevarim hipotezi geregi 24 | f(k), dolayisiyla 24 | 7 f(k)’dir.

« Ikinci terim igin 5% — 5 = 5(5’“_1 — 1) yazalim. Carpanlara ayirma 6zdesligi geregi
Pl —1=(—-1)(5F2 4 +54+1)=4-t
olacak bigimde bir ¢ tam sayis1 vardir (bu, k = 1 icin de dogrudur; o zaman her iki taraf 0 dir). Buradan
6(5" —5) =6-5-4t =120t =24 -5t
bulunur; yani 24 | 6(5F — 5)’tir.
Teorem 3.1 (7) geregi 24 sayisi fark: da boler:
24 | 7f(k)—6(5% —5) = f(k+1)

Tumevarim ilkesi geregi iddia her n i¢in dogrudur.
|

Ornek 3.7 ($2"n - 1 divides 2"m - 1$ Ne Zaman Olur?). Her n, m pozitif tam sayis1 i¢in
njme2t—1|2m—1
oldugunu gosteriniz.
Coziim.
Her iki yoni ayr1 ayri ele alacagiz. Asagidaki carpanlara ayirma 6zdesligini kullanacagiz: her = ve her
s € Nigin
P —1=(z—1)(z" " +2° 2+ +z+1) (%)

(=)n|mise2™ —1|2™ —1.
m = nq olacak bigimde bir ¢ € N vardir. () 6zdesliginde z = 2™ ve s = ¢ alalm:

2" —1=2"—1=(2")"—1=(2"—1)(@2")" "+ +2"+1)

Sag taraftaki ikinci ¢arpan bir tam sayidir; o halde 2™ — 1 | 2™ — 1’dir.
(e)2"—1|2™ —1lisen | m.
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Bé6lme algoritmasina gore
m=nq+r, 0<r<n
yazalim. 2™ — 1 ifadesini bu yazilima gore parcalayalim:
2m —1=2mtr — 1

—9r.on1
—92r(2M —1)+ 2" —1

[k yénde gosterdigimiz gibi 2™ — 1 | 2" — 1’dir, dolayisiyla 2" — 1 sayis1 27 (2" — 1) terimini de
béler. Hipotez geregi 2™ — 1 sayis1 2™ — 1’i de bolityor. O halde farki da béler:

2r—1](2m—-1)—2"(2"—-1)=2"—-1
Simdi r’nin buytikligiine bakalim. 0 < r < n oldugundan
0<2"—-1<2"~1

olur. Ama 2" — 1 sayis1 2" — 1’i bélityor ve Teorem 3.1 (8) geregi, béliinen sifirdan farkl olsaydi 2™ —
1 < 2" — 1 olmasi gerekirdi — bu ise yukaridaki esitsizlikle celisir. Geriye tek olasilik kalir:

2N —1=0=2"=1=r=0

r = 0 oldugundan m = ng, yani n | m’dir.
|

Dogru mu, Yanlis mi1?

Boliinebilmeyle ilgili sezgiler cogu zaman yamilticidir. Asagidaki 6rnek, benzer goériinen 6nermelerden
hangilerinin dogru hangilerinin yanlis oldugunu ayirt etmeyi gosterir; yanlis bir 6nermeyi ¢iiriitmek i¢in
tek bir kars1 6rnek yeterlidir.

Ornek 3.8 (Onermeleri Stnama). Asagidaki 6nermelerin dogru olup olmadigini arastirmiz. Dogru
olanlar ispatlayimiz, yanlis olanlara kars: 6rnek veriniz.

a)Her a,b,cigin, a | bveyaa | cise a | be'dir.

b) Her a, b, ¢ i¢in, a | be ise a | b veya a | ¢’dir.

c) Her a, b igin, a | b ise a < b’dir.

d) Her a icin 3 | a(a + 2)’dir.

e)Her ai¢in 3 | a(a + 7)(a — 2)’dir.

f)Her a i¢cin 3 | a(a 4+ 1)(2a + 1)’dir.

Coziim.
a) Dogru. Simetri geregi a | b durumunu incelemek yeterlidir. b = az olsun. O halde

be = (az)c = a(xc)

olur ve zc¢ tam say1 oldugundan a | bc’dir.

b) Yanlis. a = 6, b = 2, ¢ = 3 alalim. bc = 6 oldugundan 6 | bc’dir; ama 6 + 2 ve 6 } 3’tiir.

(Bu énerme yalnizca a asal oldugunda dogrudur; ileride bunu Oklid lemmasi olarak gérecegiz.)

c) Yanlis. a = —3, b = 3 alalim. 3 = (—3) - (—1) oldugundan a | b’dir, ama —3 < 3 esitsizligi dogru
olsa da 6nerme genel olarak bozulur: @ = 3,b = —3 alalim. —3 = 3 - (—1) oldugundan 3 | —3’tiir, oysa
3 < —3 yanlistir.

(Dogru olan bigim Teorem 3.1 (8)dir:b# Oise| a | <| b |.)

d) Yanlis. a = 2 alalim:

ala+2)=2-4=38

ve 3 } 8dir.
e) Yanlis. ¢ = 1 alalim:

ala+T7)(a—2)=1-8-(—1)=-8
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ve 3 4 —8dir.
f) Dogru. a’y1 3 ile bélelim: a = 3¢g + r, r € {0, 1, 2}.

+ r = O ise ilk carpan a = 3¢, yani 3’iin katidir.
« r=1ise2a+1=6q+ 3 =3(2¢+ 1), yani iigiincii ¢carpan 3’iin katidir.
« r=2isea+1=3g+3=3(¢g+ 1), yani ikinci ¢carpan 3’iin katidur.

U¢ durumda da carpanlardan biri 3’iin kat1 oldugundan ¢arpim 3 ile béliiniir.
]

1 (d) ve (e) neden bozuluyor?

Bir carpimin 3 ile boliinmesi i¢in ¢arpanlarin 3 ile boliminden kalanlarimin 0, 1,2 degerlerinin
hepsini taramasi gerekmez; yalnizca birinin 0 olmas: yeterlidir. (f) sikkinda a, a +1 ve 2a + 1
kalanlari birlikte her durumda bir 0 iretir. (d) ve (e) siklarinda ise iki ¢carpan ayni kalani verdiginden
bir bogluk kalir ve o bosluga diisen a degerleri kars1 6rnek olur.

Calisma Problemleri

Alistirma 3.1 (Temel Boliinebilme Iddialar1). Asagidakileri ispatlayimiz.
a) Her n pozitif tam sayis1 i¢in 9 | 10™ — 1.

b) Her n pozitif tam sayis1 i¢in 6 | n® + 5n.

¢) Her n pozitif tam sayisi icin 7 | 23" — 1.

d) Her n tam sayist i¢in 5 | n® — n.

Alistirma 3.2 (Bolenlerin Taginmasi). a)a | bise her n € Nigin a™ | b™ oldugunu gosteriniz.

b) d|n ved|n+2ised|2 oldugunu gosteriniz. Buradan, ardigik iki tek sayinin ortak bolenlerinin
yalmizca £+1 oldugu sonucunu ¢ikariniz.

c)a|b+cvea|b—cisea|2bvea|2coldugunu gosteriniz.

Aligtirma 3.3 (Dogru mu, Yanlis m1?). Asagidaki 6nermelerin dogrulugunu aragtiriniz; yanls olanlara
kars1 6rnek veriniz.

a)a|b+cisea|bveyaa | cdir

b) a? | b% ise a | b'dir.

c)a|bvea|cisea? | bcdir
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4.1

4. En Biiyiik Ortak Bolen ve Bézout
Teoremi

Iki tam saymin ortak bdlenleri, aralarindaki ¢arpimsal akrabaligin él¢iisiidiir. Bu boliimde bu akrabalig
tek bir sayiyla — en biiyiik ortak bolenle — 6zetleyecek ve bu saymun sagirtict bir bagka yiizii oldugunu
gorecegiz: en biiytik ortak bdlen, ayni zamanda iki saymin dogrusal birlesimi olarak yazilabilen en
kiiciik pozitif tam sayidir. Bu ikinci yiiz, Bézout teoreminin icerigidir ve dersin geri kalaninin moto-
rudur.

Ortak Bolenler

Tanim 4.1 (Ortak Bélen). a,b ve d birer tam say1 olsun. Eger d | a ve d | b ise d tam sayisina a ile b’nin
bir ortak boleni denir.

Ornek 4.1 (Ortak Bolen Ornegi). 4 tam sayisi 12 ile 20’nin bir ortak bélenidir; ¢iinkii 4 | 12 ve 4 |
20°dir.
Buna karsilik 5 sayis1 20 ile 12°nin bir ortak béleni degildir: 5 | 20 olsa da 5 } 12’dir.

Her a, b ¢ifti icin 1 sayis1 bir ortak bolendir; dolayisiyla ortak bolenler kiimesi hicbir zaman bos degildir.
Asil soru bu kiimenin en biiytik elemanidir.

Tanim 4.2 (En Biiyiik Ortak Bolen). a ve b ikisi birden sifir olmayan tam sayilar olmak tizere, hem
a’y1 hem de b’yi bolen tam sayilarin en bityiigiine a ile b’nin en biiyiitk ortak boleni denir ve

ged(a, b)

ile gosterilir.

1 Tarumin iki incelikli noktasi

1. Neden a ile b’nin ikisi birden sifir olamiyor?

Her tam say1 0’1 boldiigiinden ($\thinspace$Teorem 3.1 (2)$\thinspace$), a = b = 0 alinirsa her tam
say1 bir ortak bolen olur. Bu kiime tstten sinirli degildir; en biiyiik elemani yoktur. Bu yiizden
ged(0, 0) tanimsiz birakilir.

2. En bityiik ortak bolen gercekten var midir?

Vardir. a ile b’nin ortak bélenlerinin kiitmesine D diyelim.

« 1 € D oldugundan D # (’dur.

+ aile b’den en az biri, diyelim a, sifirdan farklidir. Her d € Dicind | a ve a # 0 oldugundan Teorem
3.1(8) geregi | d | < | a |’dir; yani D kiimesi | a | ile istten sinirhidir.

Bos olmayan ve Ustten sinirl bir tam say1 kiimesinin en bityiik elemani vardir. O halde ged(a, b) iyi

tanumlidir. Ayrica 1 € D oldugundan daima ged(a,b) > 1 > 0’dir.

Tanimi dogrudan kullanan bir 6l¢iit, ilerideki ispatlarda isimizi kolaylastiracaktur.

Onerme 4.1 (EBOB'un Siralamayla Karakterizasyonu). a ile b ikisi birden sifir olmayan tam sayilar
ved € Z olsun. d = gcd(a, b) olabilmesi igin gerek ve yeter kosullar sunlardur:

1. d|aved|b;
2. herc € Zigin,c|avec|bisec < ddir
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Bu 6l¢iit tanimin yeniden ifade edilmis hélidir: birinci madde d’nin bir ortak bélen oldugunu, ikincisi de
ortak bélenlerin en biiyligii oldugunu séyler.

Bézout Teoremi

Simdi bu bdlimiin — hatta dersin — en 6nemli teoremine geliyoruz. Teorem, en biiyiikk ortak boleni
yepyeni bir bicimde tanimlar: a ile b’nin katlarinin toplamu olarak yazilabilen en kii¢iik pozitif say:.

Teorem 4.1 (Bézout Teoremi). a ve b ikisi birden sifir olmayan tam sayar olsun. Bu durumda
ged(a, b) = azy + by,
olacak bigimde xy, y, tam sayilar vardr.
ispat.
Asagidaki kiimeyi tanimlayalim:
S={ax+by:z,y €Z, ax+by >0}
1. S bos degildir. x = a,y = b secelim:
a-a+b-b=a?+b%>>0

(Toplam sifir olamaz, ciinkii a ile b’nin ikisi birden sifir degildir.) O halde a® + b% € S’dir ve S bos
kiimeden farkli bir dogal say: kiimesidir.

2. S’nin en kiiciik elemani bir ortak bélendir. lyi siralama prensibine gore S kiimesinin bir en kiigiik
elemant vardir; buna d diyelim. d € S oldugundan

d =azx; + by,

olacak bigimde z,y, tam sayilari vardir.
Iddia. d | a’dir.
Iddianin ispat1. Bélme algoritmasina gore

a=dq+r, 0<r<d

olacak bigimde q,r tam sayilari vardw. d } a oldugunu varsayalim; bu durumda r # 0, yani 0 < r <
d’dir. Simdi r’yi a ile b cinsinden yazalim:
r=a—dq
=a— (ax; + by, )q
= a(l —z,q) + b(—y19)
Gorildigii gibir sayisia ile b’nin bir dogrusal birlesimidir ver > 0°dir; yanir € S°dir. Amar < d olmasi,
d’nin S’nin en kiigiik elemani olmasiyla ¢elisir. O hédlde r = 0, yani d | a olmalidwr.

Tamamen benzer bigimde d | b oldugu da gosterilir. Demek ki d sayisi a ile b’nin bir ortak bélenidir. En
biiyiik ortak bélen, ortak bolenlerin en biiyiigii oldugundan

d < ged(a,b) (1)

yazilir.
3. Ters esitsizlik. gcd(a,b) | a ve ged(a, b) | b oldugundan, Teorem 3.1 (6) geregi ged(a, b) sayisi a ile
b’nin her dogrusal birlesimini boler; 6zel olarak

ged(a,b) | axq + by, =d

olur. d > 0 oldugundan Teorem 3.1 (8) geregi

ged(a,b) <d (2)
bulunur.
(1) ve (2) birlikte d = ged(a, b) verir; yani ged(a, b) = azq + by, dir.
|
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4.2 Bézout Teoremi 39

Ispatin kendisi, teoremden daha fazlasini sdyler; bu ek bilgiyi ayrica kaydedelim.

Sonug 4.1 (EBOB, En Kiiciik Pozitif Dogrusal Birlesimdir). a ve b ikisi birden sifir olmayan tam
sayuar olsun. Bu durumda a ile b’nin en biiyiik ortak boleni,

S={ax+by:z,y €Z, ax+by >0}
kiimesinin en kiiciik elemanidur:

ged(a,b) = min S = min{az + by : z,y € Z, ax + by > 0}

Bézout katsayilar: tek tiirlii belirli degildir

Teorem z ile y, 1 var oldugunu séyler, tek oldugunu degil. Nitekim
ged(a, b) = azy + by = a(zy +b) + by, —a)
esitligi gdsteriyor ki katsayilar sonsuz ¢ok bigimde secilebilir. Ornegin
ged(4,6)=2=4-(—1)+6-1=4-2+6-(—1)

Bu esneklik bir kusur degil, avantajdir: ileride Diofant denklemlerinin sonsuz ¢6ziimiinii tam olarak
bu serbestlik retecektir.

Dogrusal Birlesimlerin Kiimesi

Bézout teoremi en kiigiik pozitif dogrusal birlesimi tanir. Bir sonraki sonug, biititn dogrusal birlesimlerin
ne oldugunu soyler.

Sonug 4.2 (Dogrusal Birlesimler Kiimesi). a ve b ikisi birden sifir olmayan tam sayiar olsun ve d =
ged(a, b) biciminde tanimlansin. Bu durumda

T={ax+by:x,y €Z}

kiimesi, d’nin tiim katlarinin kiimesidir:

T ={dk:keZ}

ispat.

Iki kapsamayr ayri ayr gosterelim.

T C{dk}. ax+by € T olsun. d | a ve d | b oldugundan Teorem 3.1 (6) geregi d | ax + by dir; yani
azx + by sayisi d’nin bir katidir.

{dk} C T'. Bézout teoremi geregid = ax, + by, olacak bicimde x, y, tam sayilari vardir. Herhangi bir
k € Z icin her iki tarafi k ile carpalim:

dk = a(zyk) + b(ypk)
xok ve yok tam sayi oldugundan dk € T dir.

Iki kapsama birlikte T = {dk : k € Z} verir.
|

1 Pratikte ne ise yarar?

Bu sonug, “ax + by = ¢ denkleminin tam say1 ¢oziimii var mudir?” sorusuna tek satirda cevap
verir: ¢6ziim vardir ancak ve ancak gcd(a, b) | c ise. Diofant denklemleri bélimiinde bu dlgiitii
dogrudan kullanacagiz.
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Bolim 4. En Biiyiik Ortak Bolen ve Bézout Teoremi

Asagidaki karakterizasyon, en biiyiik ortak boleni “en biiyiik” sifatindan kurtarir: ortak bélenlerin yal-
nizca daha kii¢iik degil, ayni zamanda d’yi bélen sayilar oldugunu soyler. Bu, ileride siralamanin anlamsiz
oldugu ortamlarda da kullanilabilecek olan asil tanimdir.

Teorem 4.2 (EBOB'un Boliinebilmeyle Karakterizasyonu). a,b,d € Z, a ile b ikisi birden sifir degil
ved > 0 olsun. d = ged(a, b) olabilmesi igin gerek ve yeter kosullar sunlardur:

1
2.

d]laved]|b;
herc € Z igin, c | a vec | b isec | d’dir.

ispat.

(=) d = ged(a, b) olsun. Birinci kosul en biiyiik ortak bélenin tanimi geregi saglanir.

Ikinci kosul iginc | a ve c | b olsun. Bézout teoremi geregid = ax, + by, yazilabilir. Teorem 3.1 (6) geregi
c sayist bu dogrusal birlesimi béler:

claxy+by,=d

(<=)d > 0 olsun ve iki kosulu saglasin. Birinci kosul geregi d bir ortak bolendir. Simdi ¢ herhangi bir ortak
bélen olsun. Ikinci kosul geregic | d’dir ve d > 0 oldugundan Teorem 3.1 (8) geregi

c<|e|<L|d]|=d

bulunur. Yani d, ortak bélenlerin en biiyiigiidiir: d = ged(a, b).
|

EBOB’un Temel Ozellikleri

Onerme 4.2 (EBOB'un Temel Ozellikleri). Asagidakiler gecerlidir.

1.
2.
3.

4

Hera # 0 i¢in gcd(a,0) = | a |.
a#0vea|biseged(a,b)=]|al.

Ikisi birden sifir olmayan her a, b icin

ged(a,b) = ged(—a,b) = ged(a, —b) = ged(—a, —b)
Ikisi birden sifir olmayan her a,b ve her 0 < m € Z igin

ged(ma, mb) = m - ged(a, b)

Ispat.

(1) Her tam say1 0’1 boldiigiinden, a ile 0 ’in ortak bolenleri tam olarak a’nin bélenleridir. a # 0 oldugundan
bunlarin en biyigi | a |’dir: | a | | a oldugu agiktir ve Teorem 3.1 (8) geregi a’nin her boleni mutlak
degerce | a |’y gecemez.

(2) a | b olsun. a ile b’nin ortak bélenlerini belirleyelim. | a | sayist hem a’y1 hem de (gegisme geregi)
b’yi béler; yani bir ortak bolendir. Ote yandan her ortak bélen a’y1 béldiigiinden mutlak degerce | a |’y
gecemez. O halde ged(a,b) = | a |’dir

(3) Teorem 3.1 (13) geregic | a ile ¢ | —a onermeleri denktir. Dolayisiyla {a, b} ¢iftinin ortak bolenleri ile
{—a,b}, {a,—b}, {—a, —b} ciftlerinin ortak bilenleri ayni kiimedir. Ayni kiimenin en biiyiik elemani da
ayni olacagindan dort en biiyiik ortak bilen esittir.

(4) Sonuc 4.1 geregi en biiyiik ortak bolen, pozitif dogrusal birlesimlerin en kiigiigidiir. m > 0 oldugundan

ged(ma, mb) = min{(ma)z + (mb)y : z,y € Z, (ma)x + (mb)y > 0}
= min{m(az + by) : z,y € Z, ax + by > 0}
=m-min{ar +by:z,y € Z,ax + by > 0}
=m - ged(a,b)
Ugiincii satirda m > 0 olmasini kullandik: pozitif bir sayiyla carpmak siralamayr bozmaz, dolayisiyla

minimumu disar alabiliriz.
|
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4.4 EBOB’un Temel Ozellikleri 41

Aralarinda Asal Sayilar

En buiyiik ortak bolenin alabilecegi en kiiciikk deger 1’dir. Bu durum o kadar sik karsimiza ¢ikar ki kendi
adin1 hak eder.

Tanim 4.3 (Aralarinda Asal Sayilar). a ve b ikisi birden sifir olmayan tam sayilar olsun. Ancak ve
yalniz

ged(a,b) =1

olmasi durumunda “a ile b aralarinda asaldir” denir.

Bézout teoreminin en ¢ok kullanilan bi¢imi, aralarinda asallik i¢in verdigi pratik ol¢iittiir.
Sonug 4.3 (Aralarinda Asallik Olgiitii). a ve b ikisi birden sifir olmayan tam sayilar olsun. a ile b’nin
aralarinda asal olmasu igin gerek ve yeter kosul

1=az+by

olacak bicimde x,y tam sayilarinin var olmasidir.

Ispat.

(=)gcd(a,b) = 1 olsun. Bézout teoremi geregiged(a, b) = axy + by, olacak bicimde xy, y, tam sayilar
vardir; yani 1 = azy + by, dir.

(<) 1 = ax + by olacak bigcimde x,y tam sayiart bulunsun. d = ged(a, b) diyelim. d | a ved | b oldu-
gundan Teorem 3.1 (6) geregi

d|ax+by=1

olur. d pozitif bir tam say1 ve d | 1 oldugundan d = 1’dir.
|

1 Olciitii nasil kullanacagiz?

iki sayinin aralarinda asal oldugunu géstermek igin artik biitiin ortak bolenleri incelemek gerekmez:
degeri 1 olan tek bir dogrusal birlesim bulmak yeterlidir. Asagidaki 6rneklerin cogu bu tek
satirlik numaraya dayanir.

Dikkat: ol¢iit yalnizca 1 degeri i¢in bu kadar keskindir. az + by = 6 bi¢iminde bir birlesim bulmak
ged(a, b) = 6 oldugunu gostermez; yalnizca ged(a, b) | 6 oldugunu soyler.

4.6 Cozimli Ornekler

Ornek 4.2 (Ardisik Sayilar Aralarinda Asaldir). Her n tam sayisi igin ged(n,n + 1) = 1 oldugunu
gosteriniz.

Coziim.
1. Yol (Bézout 6l¢iitit). Asagidaki dogrusal birlegimi yazalim:

(n+1)-14n-(-1)=1

Sonug 4.3 geregi ged(n,n + 1) = 1’dir.
2. Yol (dogrudan). d = ged(n,n + 1) olsun. O halde d | n ve d | n 4+ 1’dir. Teorem 3.1 (7) geregi d
sayisi farki da béler:

d|(n+1)—n=1

d pozitif oldugundan d = 1’dir.
|
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42 Bolim 4. En Biiyiik Ortak Bolen ve Bézout Teoremi

Ornek 4.3 ($ged \(a \, a + n \)$ Sayis1 $n$'yi Béler). Ikisi birden sifir olmayan her n, a tam sayis1 icin
ged(a, a 4+ n) sayisinin n’yi boldigiini gosteriniz.

Cozim.
d = ged(a, a + n) biciminde tanimlansin. En biiyiik ortak bélenin tanimi geregi

d|a ve dla+n
olur. Teorem 3.1 (7) geregi d sayist bu ikisinin farkini da béler:
d|l(a+n)—a=n

O halde ged(a,a + n) | n’dir.
|

Ornek 4.4 (Hangi Degerler Ortaya Cikar?). n sifirdan farkli bir tam say1 olmak iizere
{ged(a,a+n):a€Z} ={ke€Z:0<k,k|n}
oldugunu gosteriniz.

Coziim.
Kumeleri kisaca adlandiralim:

A:={ged(a,a+n):a€Z}, B:={keZ:0<kk|n}

A C B.d € A olsun; yani d = ged(a, a + n) olacak bigimde bir a € Z vardir. Ornek 4.3 geregi d |
n’dir. Ayrica en bityiik ortak bolen daima pozitiftir. O halde d € B’dir.

B C A. k € B olsun; yani 0 < k ve k | n’dir. Simdi a = k secelim ve ged(k, k + n) = k oldugunu
gosterelim:

+ k| k oldugu agiktir.
+ k| n oldugundan Teorem 3.1 (7) geregi k | k + n’dir.

Demek ki k, {k, k + n} ciftinin bir ortak bélenidir. Ote yandan her ortak bélen k’y1 béldiigiinden mutlak
degerce k’y1 gecemez. O halde

ged(k,k+n) =k

olur ve k € A’dur.
Iki kapsama birlikte A = B verir.
|

Ornek 4.5 (Dogrusal ifadelerin Aralarinda Asalligl). Her a tam sayst icin ged(2a + 1, 9a + 4) =
1 oldugunu gosteriniz.

Coziim.

Sonug 4.3 geregi, degeri 1 olan bir dogrusal birlesim bulmamiz yeterlidir. Katsayilar1 a terimini yok
edecek bicimde secelim: 2a + 1 ifadesini 9 ile, 9a + 4 ifadesini 2 ile ¢carparsak her ikisinde de 18a elde
ederiz.

(2a4+1)-9+ 9a+4)-(—2)=18a+9—18a — 8
=1

Degeri 1 olan bir dogrusal birlesim buldugumuz i¢in gcd(2a + 1, 9a + 4) = 1’dir.
|

Ornek 4.6 (Tek Sayilarda Bir EBOB Hesab1). Her a tek tam sayisi icin ged(7a, 7a + 2) = 1 oldugunu
gosteriniz.
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Cozim.
d = ged(Ta, 7a + 2) biciminde tanimlansin. O halde d | 7a ve d | Ta + 2’dir; fark: da boler:

d| (Ta+2)—Ta=2

d pozitif oldugundan d € {1, 2} dir. Simdi d = 2 olasihigini eleyelim.

a tek bir tam say1 oldugundan 7a da tektir (tek sayilarin ¢arpimu tektir). Dolayisiyla 2 } 7a’dir. Oysa
d =2 olsaydid | 7a, yani 2 | 7a olurdu — celigki.

O halde d # 2 ve sonug olarak

ged(Ta,7Ta+2)=d=1

bulunur.

Ornek 4.7 (Bézout Katsayilar1 Aralarinda Asaldir). a ve b ikisi birden sifir olmayan tam sayilar,
x,y € Zve

ged(a,b) = ax + by
olsun. Bu durumda ged(z, y) = 1 oldugunu gésteriniz.

Coziim.

d := ged(a, b) biciminde tanimlansin. Buradaki kilit fikir, a ile ’yi d’nin katlar1 olarak yazip esitligi
sadelestirmektir.

d | aved | boldugundan

a=dad, b=db
olacak bicimde a’, b’ tam sayilar1 vardir. Bunlar1 hipotezde yerine koyalim:
d=az+by=(da')r+ (db)y=d(a'z+by)
a ile b’nin ikisi birden sifir olmadigindan d # 0’dur; her iki tarafi d’ye sadelestirebiliriz:
l=ad'z+by

Simdi k := ged(z, y) diyelim. k | z ve k | y oldugundan Teorem 3.1 (6) geregi k sayis1 z ile y’nin her
dogrusal birlesimini boler; 6zel olarak

kEladx+by=1

k pozitif bir tam say1 ve k | 1 oldugundan k = 1, yani ged(z,y) = 1'dir.
|

Calisma Problemleri

Alistirma 4.1 (EBOB Hesaplar1). Asagidaki en bityiik ortak bolenleri bulunuz ve her biri icin degeri
EBOB’a esit olan bir dogrusal birlesim yaziniz.
a) gcd(12,18) b) ged(—15,25) ¢) ged(17,0) d) ged(24, 36)

Alistirma 4.2 (Toplam ve Farkin EBOB'u). Ikisi birden sifir olmayan a, b tam sayilar1 icin ged(a, b) =
1 olsun. Bu durumda

ged(a+b,a —b) € {1,2}

oldugunu gosteriniz.
Ipucu: d = ged(a + b,a — b) diyerek d | 2a ve d | 2b oldugunu gésteriniz, ardindan Onerme 4.2 (4)G
kullanimniz.
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44 Boliim 4. En Bityiik Ortak Bolen ve Bézout Teoremi

Aligtirma 4.3 (Bir Dogrusal Birlesim Kurma). Her a tam sayisi igin
1 =a(5z + Ty) + 2z + 3y

olacak bicimde z, y tam sayilarinin var oldugunu gosteriniz.
Ipucu: Once ged(5a + 2, 7a + 3) = 1 oldugunu gosterip Sonug 4.3'ii uygulayimiz, sonra elde ettiginiz
birlesimi diizenleyiniz.

Alistirma 4.4 (Capraz Carpimlarin Farki). a,b,c,d € Z \ {0} olsun. Eger
ac—bd € {1,—1}

ise ged(a + b, ¢ + d) = 1 oldugunu gésteriniz.
Ipucu: k = ged(a + b, ¢ + d) diyerek k | c(a + b) — b(c + d) hesabmn1 yapiniz.

Alistirma 4.5 (U¢ Saymnin EBOB'u). Hepsi birden sifir olmayan a, b, ¢ tam sayilarinin en biiyiik ortak
béleni ged(a, b, ¢), bu ii¢ saymin ortak bolenlerinin en bityiigii olarak tanimlanir.

a) ged(a, b, ¢) = ged (ged(a, b), ¢ ) oldugunu gosteriniz.

b) ged(a, b, ¢) sayisimin az + by + cz bigiminde yazilabilecegini gosteriniz.
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5.1

5. Oklid Lemmasi1 ve Aralarinda Asallik

Bézout teoremi elimize giiclii bir alet verdi: aralarinda asal iki sayinin dogrusal birlesimiyle 1 elde edilebi-
liyor. Bu boliimde bu aletin ne kadar is gérdiigiinii gérecegiz. Elde edecegimiz teoremler — dzellikle Oklid
lemmas1 — aritmetigin esas teoreminin ispatinda ve kongriians hesaplarinda siirekli karsimiza cikacak.

Sadelestirme

En bityiik ortak bolene bolmek, iki say1y: aralarinda asal hale getirir. Bu basit gézlem, kesirlerin “en sade
bicimi” fikrinin arkasindaki matematiktir.

Sonug 5.1 (EBOB'a Bolmek Aralarinda Asal Yapar). a veb ikisi birden sifir olmayan tam sayilar olsun
ve d = ged(a, b) biciminde tanimlansin. Bu durumda

a b
d{=,=] =1
ispat.

d|a ved|b oldugundan a/d ile b/d birer tam sayidir; ifadenin anlamh oldugunu boylece belirlemis
olduk.
Bézout teoremi geregi

d=azx+ by

olacak bigimde x,y tam sayilari vardw. d # 0 oldugundan her iki tarafi d’ye bélelim:

1—aac+b
—at T a?

Sag tarafta a/d ile b/d tam sayarinin bir dogrusal birlesimi vardir ve degeri 1°dir. Sonu¢ 4.3 geregi bu
iki say1 aralarinda asaldir.
|

Sonug 5.2 (Kesirlerin En Sade Bicimi). Her « rasyonel sayisi igin
az%, b >0, ged(a,b) =1

olacak bicimde a,b tam sayilari vardr.

ispat.

a rasyonel oldugundan o = m/n olacak bigimde m,n € Z, n # 0 vardwr. Gerekirse pay ve paydayr —1
ile carparak n > 0 oldugunu varsayabiliriz.

d = ged(m, n) diyelim ve

m
= — b::—
@ d

tanimlayalim. Bunlar birer tam sayidir; ayricad > 0 ven > 0 oldugundanb > 0’dir. Kesri sadelestirirsek

b n/d n

a_ m/d _m
n

bulunur. Son olarak Sonug 5.1 geregi ged(a, b) = 1'dir.
|
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46 Béliim 5. Oklid Lemmasi ve Aralarinda Asallik

Ornek 5.1 ($sqrt(2)$ irrasyoneldir). /2 sayismin rasyonel olmadigini gosteriniz.

Coziim.
Aksini varsayalim: v/2 rasyonel olsun. Sonuc 5.2 geregi

\/izg, b>0, ged(a,b) =1

olacak bicimde a, b tam sayilar1 vardir. Her iki tarafin karesini alip paydadan kurtulalim:

2

2:§)l—2=>c12=2b2 (%)

1. a cifttir. () esitligi a? sayisinin ¢ift oldugunu soyler. Eger a tek olsayds, tek sayilarin carpimi tek
olacagindan a? de tek olurdu. O halde a gifttir; yani a = 2k olacak bigimde bir k € Z vardur.
2. b de cifttir. a = 2k degerini (*)’da yerine koyalim:

(2K)? = 202 => 4k% = 2b% = b = 22

Ayni akil yiiriitmeyle b? cift, dolayisiyla b de cifttir.
3. Celiski. a ile b’nin ikisi de ¢ift oldugundan 2 sayist ikisinin de bir ortak bolenidir; yani

2| ged(a,b) =1

olur. Bu imkéansizdir.
Celiski, v/2’nin rasyonel oldugu varsayimindan dogmustur. O halde v/2 irrasyoneldir.
|

1 Ispatin can damari

Yukaridaki ispatin islemesinin tek nedeni, kesri en sade bicimde yazmis olmamizdir. ged(a, b) = 1
kabulii olmasayd: “a ile b ¢ifttir” sonucu bir geligki iiretmez, yalnizca kesri sadelestirmemiz gerektigini
soylerdi. Bu teknik ileride /p sayilarinin irrasyonelligini gosterirken de aynen tekrarlanacaktur.

Oklid Lemmasi

Simdi béliimiin merkezindeki teoreme geliyoruz. “a bir ¢arpimi bélityorsa carpanlardan birini boler”
onermesinin genel olarak yanlis oldugunu gérmiistiik (6 | 2 - 3 ama 6 t 2 ve 6 } 3). Oklid lemmasi, dogru
olmasi i¢in gereken ek kosulu tam olarak séyler.

Teorem 5.1 (Oklid Lemmasi). a,b, c € Z olsun. Eger
a | be ve ged(a,b) =1

ise a | c’dir.

ispat.

ged(a, b) = 1 oldugundan Sonug 4.3 geregi

1=azx+ by
olacak bigimde x,y tam sayilari vardir. Her iki tarafi c ile carpalim:
c = acz + bey
Sag taraftaki iki terimi ayri ayri inceleyelim:

¢ acz = a(cz) oldugundan a | acx tir.
* Hipotez geregi a | be’dir; Teorem 3.1 (11) geregi a | bey dir.

Teorem 3.1 (7) geregi a sayisi bu ikisinin toplamini da boler:
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5.2 Oklid Lemmasi 47

al|acx+bcy=c

Aralarinda asallik kosulu vazgecilmezdir

a=6,b=2 ¢=3 alalim. 6|23 dogrudur, ama 6 } 3’tiir. Lemma bozulmus degildir: burada

ged(6,2) = 2 # 1'dir.
Oklid lemmasimin en cok kullanilan hali, a’'nin asal oldugu durumdur; bir asal sayi, bolmedigi her
saylyla aralarinda asal oldugundan kosul kendiliginden saglanir. Bu 6zel hali asal sayilar bélimiinde

ayrica ele alacagiz.
Teorem 5.2 (iki Bélenin Carpim). a,b, ¢ € Z olsun. Eger
ale, b|ec, ged(a,b) =1

ise ab | c’dir.

ispat.
a | ¢ oldugundan

cC=as

olacak bigimde bir s € Z vardir. Hipotez geregib | ¢ = as’tir.
Simdi Oklid lemmasini b, a ve s sayarina uygulayalim: b | as ve ged(b, a) = 1 oldugundan

b|s
bulunur. O halde s = bt olacak bigimde birt € Z vardir. Bunu ilk esitlikte yerine koyalim:

c=as=a(bt) = (ab)t

t bir tam sayi oldugundan ab | ¢ dir.
]

1 Boliinebilme iddialarini birlestirmenin yolu
Bu teorem, sayilar teorisi problemlerinde en sik kullanilan “birlestirme kuralidir”. Bir sayinin 24 ile
boliundigiinii gostermek istiyorsak, dogrudan 24 ile ugrasmak yerine

24=3.8, ged(3,8)=1

yazip 3 ile ve 8 ile bolinmeyi ayr1 ayr1 gosteririz. Asagidaki ornekler bu stratejinin uygulamalaridir.
Kuralin aralarinda asallik kosulu olmadan ¢alismadigina dikkat ediniz: 4 | 12 ve 6 | 12 olmasina
ragmen 24 } 12’dir; ¢tinkii ged(4,6) = 2 # 1°dir.

Teorem 5.3 (Carpimla Aralarinda Asallik). a,b,c € Z olsun. Eger
ged(a,b) =1 ve ged(a,c) =1
ise gcd(a, be) = 17dir.

ispat.
Sonug 4.3 geregi

1 = ax + by, 1l=au+cv

olacak bicimde vy, u, v tam sayari vardr. Iki esitligi taraf tarafa ¢arpalim:
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48 Béliim 5. Oklid Lemmasi ve Aralarinda Asallik

1 = (az + by)(au + cv) = a’zu + acwv + abyu + beyv
[lk ii¢ terimde a ortak ¢arpandir; onlar: gruplayalim:
1=a (azu+czv+byu )+ (be)(yv)

Béylece 1 sayisini a ile be’nin bir dogrusal birlesimi olarak yazdik. Sonug 4.3 geregi ged(a, be) = 1°dir.
|

Sonug 5.3 (Kuvvetlerle Aralarinda Asallik). a,b € Z ve ged(a, b) = 1 olsun. Bu durumda her m,n
pozitif tam sayisi igin

ged(a™,b™) =1

Ispat.

Once sabit bir a igin ged(a, b™) = 1 oldugunu n iizerinden tiimevarimla gosterelim.
Baslangic adimi (n = 1). ged(a, b) = 1 hipotezdir.

Titmevarim adimu. ged(a, b*) = 1 oldugunu varsayalim. Elimizde

ged(a,b) =1 ve ged(a,bF) =1
vardir. Teorem 5.3 geregi
ged(a,b-b*) = ged(a,b¥) =1

bulunur. Tiimevarim geregi her n i¢in ged(a, b™) = 17dir.
Simdi b™ sayisini sabit tutup ayni akil yiiriitmeyi a igin tekrarlayalim: ged(b™,a) = 1 oldugundan,
yukaridaki sonucu a ile b™ 'nin rollerini degistirerek uygularsak

ged(b™,a™) =1

elde edilir. En biiyiik ortak bélen siralamadan bagimsiz oldugundan ged(a™, ™) = 1°dir.
|

5.3 Boliinebilme Iddialarini Birlestirme

Ornek 5.2 ($6 divides n \(n + 1\) \( n + 2 \)$). Her n tam sayis1 icin 6 | n(n + 1)(n + 2) oldugunu
gosteriniz.

Cozim.

6 =2-3veged(2,3) =1 oldugundan, Teorem 5.2 geregi ¢arpimin hem 2 hem de 3 ile bélundigina
gostermek yeterlidir.

2 ile béliinme. Ornek 3.2 (a) geregi 2 | n(n + 1)’dir; dolayisiyla 2 sayisi n(n + 1)(n + 2) ¢arpimint
da bdler.

3 ile béliinme. Ornek 3.2 (b) geregi 3 | n(n + 1)(n + 2)dir.

2| nn+1)(n+2),3 | n(n+1)(n+2) ve ged(2,3) = 1 oldugundan

2-3=6|n(n+1)(n+2)

bulunur.
| ]

Ornek 5.3 (Tek Sayilarda $24 divides a\(a"2-1\)$). Her a tek tam sayisiicin 24 | a(a? — 1) oldugunu
gosteriniz.

Cozim.

24 = 3-8 ve ged(3,8) = 1 oldugundan, Teorem 5.2 geregi 3 | a(a®? — 1) ve 8 | a(a? — 1) oldugunu
ayr1 ayr1 gostermek yeterlidir.
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5.3 Boliinebilme Iddialarini Birlestirme 49

3 ile béliinme. ifadeyi carpanlarina ayiralim:
a(@®>—1)=ala—1)(a+1)=(a—1a(a+1)

Bu, ardisik ii¢ tam sayinin ¢arpimidir; Ornek 3.2 (b) geregi 3 ile béliiniir.
8 ile boliinme. a tek oldugundan Ornek 2.3 geregi a> = 8k + 1 olacak bicimde bir k tam sayis1 vardr.
Buradan

a?—1=8k

bulunur; yani 8 | a2 — 1’dir. O halde 8 sayis1 a(a? — 1) arpimini da boler.
Birlestirme. 3 | a(a? — 1), 8 | a(a® — 1) ve ged(3,8) = 1 oldugundan

3-8=24]a(a®—-1)

bulunur.
||

Ornek 5.4 ($6 divides a \(a"2 + 11\)$). Her a tam sayisi i¢in 6 | a(a® + 11) oldugunu gosteriniz.

Cozim.
Ifadeyi, béliinebilirligini bildigimiz bir yapiya indirgeyelim:

a(@®+11) =a® +1la=(a® —a) +12a = (a—1)a(a+1) + 12a
Sag taraftaki iki terimi ayr1 ayri ele alalim.

« Ornek 5.2 geregi ardigik ii¢ tam saymnin ¢arpimi 6 ile béliiniir: 6 | (a — 1)a(a + 1).
+ 12a = 6 - (2a) oldugundan 6 | 12a’dr.

Teorem 3.1 (7) geregi 6 sayist toplamu da boler:

6| (a—1)a(a+ 1)+ 12a = a(a® + 11)

Ornek 5.5 ($6 divides n \( 7 n*2 + 5\)$). Her n tam sayisi icin 6 | n(7n? + 5) oldugunu gésteriniz.

Coziim.
Ifadeyi acalim ve 6’nin katlarini ayiklayalim:

n(7n? +5) = Tn3 + 5n
=6n3+nd+6n—n
=6(n®+n)+ (n®—n)
=6(n*+n)+(n—1)n(n+1)
Sag taraftaki iki terime bakalim:

« Ilk terim 6’nin acik bir katidir.
« Ornek 5.2 geregi ardisik {i¢ tam sayinin carpimi 6 ile béliiniir.

O halde 6 sayis1 toplami da béler:

6 | n(7n? + 5)
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Kuvvetler ve Boliinebilme

Ornek 5.6 ($a divides b arrow.l.r.double a”"n divides b"n$). n sabit bir pozitif tam say1 olmak iizere,
her a, b tam sayis1 igin

alb<sa™|b”
oldugunu gosteriniz.

Coziim.
(=) a | b olsun; b = az olacak bi¢imde bir z € Z vardir. Her iki tarafin n’inci kuvvetini alalim:
" = (ax)™ = a"x™
x™ bir tam say1 oldugundan a™ | b™’dir.
(&) a™ | b™ olsun. a = 0 ise a™ = 0 olur ve Teorem 3.1 (3) geregi b"™ = 0, yani b = 0 olur; bu durumda
a | b saglanir. O halde a # 0 varsayabiliriz. Benzer bicimde b = 0 ise a | 0 zaten dogrudur; b # 0 da

varsayalim.
d := ged(a, b) diyelim ve

a=dad, b=db
yazalim. Sonug 5.1 geregi ged(a’, b’) = 1’dir. Hipotezi bu yazilimla ifade edelim:
(@) | dn )
d # 0 oldugundan Teorem 3.1 (12) geregi d™ ¢arpanini sadelestirebiliriz:
()™ [ ()"
Ote yandan ged(a’, b’) = 1 oldugundan Sonuc 5.3 geregi
ged((a)", (b)) = 1
olur. Bir say1 hem (b")™’1 bélityor hem de onunla aralarinda asal ise, kendisiyle 1’in ortak bélenidir:
(@)™ [ ged((a”)", (b)) =1
Buradan (a’)" = £1, dolayisiyla ¢’ = £1 bulunur. O halde
a=dda =+d
olur. d = ged(a, b) | b oldugundan Teorem 3.1 (13) geregi a = +d sayis1 da b’yi boler:
alb

Calisma Problemleri

Alistirma 5.1 (Aralarinda Asalligin Tasinmasi). a, b, ¢ tam sayilari igin agagidakileri gésteriniz.
a) ged(a,b) = 1ise ged(e, b) = ged(ac, b)’dir.

b) gcd(a,b) = 1vec | a— bise ged(a,c) = 1'dir.

c)c| aveged(a,b) =1ise ged(e,b) = 1'dir.

Ipucu (b): d = ged(a, ) diyerek d | a — (a — b) hesabini yapimiz.

Alistirma 5.2 (Boliinebilme Iddialarini Birlestirme). Asagidakileri ispatlayiniz.
a) Her n tam sayist igin 30 | n® — n.
b) Her n tam sayisi i¢in 12 | n* — n?.

¢) Her n tek tam sayist i¢in 48 | n® — n oldugu dogru mudur? Degilse dogru olan en biiyiik sabiti bulunuz.
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5.5 Calisma Problemleri 51

Alistirma 5.3 (EBOB ve EKOK Arasinda). a,b sifirdan farkli tam sayilar ve ¢ herhangi bir tam say1
olsun. Eger a | c ve b | c ise, ged(a, b) = d olmak tizere

ab

d c

oldugunu gosteriniz.
Ipucu: a = da’, b = db’ yazip Sonuc 5.1 ile Teorem 5.2'1 birlikte kullanimz. (Bir sonraki boliimde ab/d
saywsinin o ile b’nin en kiigiik ortak kati oldugunu gorecegiz.)

Alistirma 5.4 (Bir irrasyonellik Ispat1). /3 sayismimn irrasyonel oldugunu gosteriniz.
Ipucu: Ornek 5.1'deki yolu izleyiniz; “cift/tek” ayriminin yerini “3 ile boliinen / bliinmeyen” ayrimi alacak
ve Ornek 2.4'ten yararlanacaksiniz.
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52 Béliim 5. Oklid Lemmasi ve Aralarinda Asallik
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6.1

6.2

6. Oklid Algoritmasi

Bézout teoremi ged(a,b) = axy + by, esitligini saglayan katsayilarin var oldugunu séyliiyor, ama
onlar1 nasil bulacagimizi séylemiyor. Kiiciik sayilarda deneme yanilma ige yarar; gecd(1234, 4321) gibi bir
hesapta ise yararsiz kalir. Bu boliimde hem en biiyiik ortak bdleni hem de Bézout katsayilarini sistemli
bi¢imde tireten bir yontem kuracagz.

Algoritmanin Dayandig1 Gozlem
Biitiin yontem tek bir basit kurala dayanir: bir sayidan digerinin katini ¢ikarmak en biiytik ortak béleni
degistirmez.
Onerme 6.1 (EBOB Kat Cikarmayla Degismez). Hera,b, k € Z icin (a ile b ikisi birden sifir olmamak
tizere)
ged(a, b) = ged(a, b — ak)
Ispat.
Iki ciftin ortak bélenler kitmelerinin ayni oldugunu gostermek yeterlidir; ayni kiimenin en biiyiik
elemani da ayni olacaktir.
(C) ¢ sayist a ile b’nin bir ortak boleni olsun; yanic | a ve ¢ | b. Teorem 3.1 (6) geregi ¢ sayist a ile b’nin
her dogrusal birlesimini boler; 6zel olarak
cl|b—ak
O halde ¢, a ile b — ak’nin da bir ortak bolenidir.
(2) c sayista ile b — ak’min bir ortak boleni olsun. Yine ayni ozellik geregi
c|(b—ak)+ak="b
olur; yani c, a ile b’nin de bir ortak bélenidir.
Iki kapsama birlikte, ortak bolenler kiimelerinin ¢akistigini gosterir. Dolayisiyla en biiyiik ortak bélenler
de esittir.
|
1 B6lme algoritmasiyla birlestirince
b = ak + r yazilisinda r = b — ak oldugundan, yukaridaki 6nerme sunu soyler:
b = ak 4+ r = ged(a, b) = ged(a, r)
Yani bolen ile kalanin en biiyiik ortak boleni, boliinen ile bolenin en biiyiik ortak bélenine
esittir. Kalan bélenden kiiciik olduguna gore, bu kurali tekrar tekrar uygulamak sayilar: hizla
kiigiiltiir. Oklid algoritmasi tam olarak budur.
Algoritma

Teorem 6.1 (Oklid Algoritmasi). a,b € Z ve a > 0 olsun. Bélme algoritmasini ardisik olarak uygula-
yalim:
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54 Béliim 6. Oklid Algoritmasi

b=aq, +7r;, 0<r <a
a=7r1q+ry, 0<ry,<nm
Ty =T9qs+ 73, 0<r3<ry

Tpeo = Tpn_ 14y, + 7,0 <1, <7, 1
Trnol = Tnlpil (kalan 0)
Bu durumda
ged(a,b) =1,
yani en biiyiik ortak bélen, sifirdan farkli son kalandar.

ispat.
1. Algoritma durur. Kalanlar

a>T1>T2>T3>"‘ZO

biciminde azalan, negatif olmayan tam sayardir. Sonsuza kadar azalan bir dogal sayr dizisi olamaz:
aksi halde bu kalanlarin kiimesi, bos olmayan ama en kiigiik elemani bulunmayan bir dogal say: kiimesi
olurdu ve iyi siralama prensibiyle celisirdi. O halde bir adimdan sonra kalan 0 olur; sifirdan farkli son
kalana r,, diyoruz.

2. Son kalan, aranan EBOB’tur. Onerme 6.1i her satira sirayla uygulayalim. Ilk satirda b = aq; + 74,
yanir; = b— aq, oldugundan

ged(a, b) = ged(a, ;)
Ikinci satirda a = r,q + 75 oldugundan ayni kuralla
ged(a,rq) = ged(ry,75)
Bu sekilde devam edersek
ged(a,b) = ged(a, ) = ged(rq,ry) = - = ged(r,,_1,7,)
zinciri elde edilir. Son satirdar, | = r,q, 1, yanir, | r,_, dir. Onerme 4.2 (2) geregi
ged(ry,_1,rp) = | [ =1y

(son esitlikte r,, > 0 olmasim kullandik). Zinciri birlestirirsek ged(a, b) = r,, bulunur.
|

1 Ne kadar hizli?

Algoritmanin ¢ekiciligi hizindadir. Her adimda kalan en az yariya iner; ¢iinkii 7, ; < r), olmasmin
yam sira, ardigik iki adimda kalan mutlaka yaridan kiigiik hale gelir. Bu ytizden ged(a, b) hesaby,
sayilarin basamak sayisiyla orantili sayida bolme igleminde biter — carpanlara ayirmaya hi¢ gerek
kalmadan.

Bu, algoritmanin ders agisindan da 6nemli bir yanidir: en biytik ortak béleni bulmak i¢in sayilarin
asal carpanlarini bilmemiz gerekmez.

Bézout Katsayilarini Bulma

Algoritma bittiginde elimizde bélmelerin listesi kalir. Bu listeyi sondan basa okuyup her kalani bir 6nceki
satirdan gelen ifadeyle degistirirsek, en biiyiik ortak béleni adim adim a ile b cinsinden yazariz. Bu isleme
geriye dogru yerine koyma denir.

Ornek 6.1 ($ged \( 182\, 70 \)$ ve Bézout Katsayilar1). a) ged(182,70) degerini bulunuz.
b) ged(182,70) = 182z + 70y kosulunu saglayan x, y tam sayilarini bulunuz.
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6.3 Bézout Katsayilarini Bulma 55

Coziim.
a) Oklid algoritmasi.
182 =2-70+ 42
70=1-42+ 28
42=1-28+14
28=2-14+0

Sifirdan farkli son kalan 14 oldugundan
ged(182,70) = 14
b) Geriye dogru yerine koyma. Once her satirdaki kalani yalniz birakalim:

42=182-2-70
28=T70—1-42
14=42—-1-28

Simdi en alttan baslayip yukar1 dogru yerine koyalim:

14 =42 — 28
=42 — (70 — 42) ( 28 yerine kondu)
=2-42-70

= 2(182—2-70) — 70 ( 42 yerine kondu)
=2-182—-4-70-70
= 1822+ 70 (—5)

(Saglama: 364 — 350 = 14 V)
O halde x = 2, y = —5 alinabilir.
| ]

1 Yerine koyarken sadelestirmeyin

Geriye dogru yerine koyarken en sik yapilan hata, ara adimlarda sayilar1 ¢arpip toplamaktir. Ornegin
yukaridaki iiciincii satirda 2 - 42 — 70 ifadesini 84 — 70 = 14 diye hesaplarsak elimizde yalnizca 14
kalir ve 182 ile 70’e nasil ulagacagimizi kaybederiz.

Kural sudur: 182 ile 70 sembollerini asla sayiya doniistiirmeyin, yalnizca katsayilarim diizen-
leyin.

Ornek 6.2 ($gcd \( 70 \, 48 \)$ ve Bézout Katsayilar1). Oklid algoritmasini kullanarak ged(70, 48)
degerini ve

ged(70,48) = 70z, + 48y,

kosuluna uyan bir (z, y,) tam say1 ikilisi bulunuz.

Coziim.

Algoritma.
70=1-48 + 22
48 =2-22+4
22=5-4+2
4=2-240

Sifirdan farkli son kalan 2 oldugundan ged(70,48) = 2°dir.
Geriye dogru yerine koyma. Kalanlar1 yalniz birakalim:
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22=70—48
4=48—-2-22
2=22-5-4
Asagidan yukari dogru ilerleyelim:
2=22-5-4

=22 5(48 —2 - 22)
=22 —5-48+10-22
=11-22—5-48

= 11(70 — 48) — 5 - 48
=11-70—11-48 —5- 48
—=70-11+48 - (—16)

(Saglama: 770 — 768 = 2 V)
O halde (zg,y,) = (11, —16)’dur.
|

Uc ve Daha Fazla Sayinin EBOB’u

Hepsi birden sifir olmayan a, b, ¢ tam sayilarinin en biiyiik ortak béleni, tictiniin ortak bolenlerinin en
bitytgidiir ve ged(a, b, ¢) ile gosterilir. Bu degeri hesaplamak icin yeni bir yonteme ihtiyag yoktur: ikiser
ikiger ilerlemek yeterlidir.

Onerme 6.2 (U¢ Sayinin EBOB'u). Hepsi birden sifir olmayan her a, b, c tam sayist icin
ged(a, b, ¢) = ged (gcd(a, b), c )

Bunun nedeni sudur: Teorem 4.2 geregi bir say1 a ile b’nin ortak boleni olmakla ged(a, b) nin boleni olmak
aymi seydir. Dolayisiyla {a, b, ¢} ii¢liisiiniin ortak bélenleri ile {gcd(a, b), ¢} ikilisinin ortak bélenleri ayni
kiimedir; en biiyiik elemanlar1 da aynidir.

Ornek 6.3 ($gcd \( 56 \, 21\, 231 \)$ Bir Dogrusal Birlesim Olarak).
ged(56,21,231) = 56z + 21y + 231z
kosulunu saglayan bir (z, y, z) tam say1 ii¢liisii bulunuz.

Cozim.
1. Adim: gcd (56, 21).

56 =2-21414
21=1-14+47
14=2-740

O halde ged(56,21) = 7’dir. Geriye dogru yerine koyalim:

7=21-14
=21 — (56— 2-21)
—56-(—1)+21-3

(Saglama: —56 + 63 =7 V)
2. Adim: ged(7,231). 231 = 33 - 7 oldugundan 7 | 231°dir; Onerme 4.2 (2) geregi

ged(7,231) =7
3. Adim: Sonucu birlestirme. Onerme 6.2 geregi

ged(56,21,231) = ged (ged(56,21), 231 ) = ged(7,231) =7
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6.4 Ug ve Daha Fazla Sayinin EBOB’u 57

Birinci adimda buldugumuz birlesimde 231 katsayisini 0 alalim:
7=56-(—1)+21-34231-0

O halde (z,y, z) = (-1, 3,0) bir ¢oziimdiir.
|

Ornek 6.4 ($gcd \( 100\, 70 \, 55 \)$ Bir Dogrusal Birlesim Olarak).
ged(100, 70, 55) = 100z + 70y + 552

kosulunu saglayan bir (z, y, z) tam say1 ii¢liisii bulunuz.

Cozim.
1. Adim: gcd (100, 70).

100=1-70+430
70=2-30+10
30=3-104+0

O halde ged(100, 70) = 10’dur. Geriye dogru yerine koyalim:
10=70—-2-30
=70 —2(100 — 70)
=100-(—2)+70-3

(Saglama: —200 + 210 =10 V)
2. Adim: gcd(10, 55).

55=5-10+5

10=2-54+0
O halde ged(10,55) = 5°tir ve

5=56—-5-10

3. Adim: Birlestirme. Onerme 6.2 geregi
gcd (100, 70, 55) = ged(10,55) =5
Simdi son esitlikte 10 yerine birinci adimda buldugumuz ifadeyi koyalim:
5=55—5-10
= 55—15(100- (—2) +70-3)
=55+10-100—15-70
=100-10+70-(—15) +55-1
(Saglama: 1000 — 1050 4+ 55 =5 V)

O halde (z,y, z) = (10,—15, 1) bir ¢ziimdiir.
|

1 Genel yontem

U¢ sayida isleyen bu strateji istenildigi kadar uzatilabilir. ged(aq, as, ..., a;) hesabi icin soldan
baslayip ikiser ikiser ilerlenir:

ged(aq, ag, ..oy ay) = gcd(gcd( ~-ged(ay, ag), ... ), a )

Dogrusal birlesim de ayni sirayla, her adimda bir 6nceki adimin ifadesi yerine konularak elde edilir.
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Calisma Problemleri

Alistirma 6.1 (Oklid Algoritmasi Uygulamalar1). Asagidaki en biiyiik ortak bolenleri Oklid algorit-
masiyla hesaplayiniz ve her biri icin Bézout katsayilarini bulunuz.
a) gcd(1001,357) b) ged(272,1479) c) ged(—84,132)  d) ged (2024, 748)

Alistirma 6.2 (U¢ Sayinin EBOB'u). Asagidaki degerleri hesaplayip birer dogrusal birlesim olarak
yaziniz.

a) ged(6,10,15) b) ged(42,70,105)  c) ged(105, 140, 350)

Alistirma 6.3 (Ardisik Fibonacci Sayilar1). F; = F, =1ve F, = F,_; + F,,_, ile tamimlanan Fibo-
nacci dizisini goz 6niine aliniz.

a) ged(F, 1, F,) = 1 oldugunu timevarimla gosteriniz.

b) ged(F, 1, F,,) hesabinda Oklid algoritmasinin ka¢ adim siirdiigiinii gdzlemleyiniz. (Fibonacci sayilari,
algoritmay: en ¢ok yavaslatan girdilerdir.)
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7.1

7. En Kiiciik Ortak Kat

En bityiik ortak bolen, iki sayinin ortak bolenlerine bakiyordu. Simdi aynay1 ¢evirip ortak katlarina
bakacagiz. Ortaya ¢ikan kavram, en biiyiik ortak bélenin ikizidir; nitekim ikisi arasinda ¢ok kullanigh bir
carpim bagintisi vardir.

Tanim ve Varhik

Tanim 7.1 (En Kiigiik Ortak Kat). a, b sifirdan farkli tam sayilar, m ise bir pozitif tam say1 olsun. Eger

1. a|mveb|m;
2. herceNigin,a|cveb|cisem <c

kosullar1 saglanirsa m sayisina a ile b’nin en kiiciitk ortak kati denir ve
lem (a,b)

ile gosterilir.

1 Tarumin iki incelikli noktasi

1. En kiiciik ortak kat gercekten var midir?

Vardir. a ile b’nin pozitif ortak katlarinin kiimesine M diyelim. | ab | sayis1 hem a’nin hem de b’nin
katidir ve pozitiftir; yani M # (’dir. M bos olmayan bir dogal say1 kiimesi oldugundan, iyi siralama
prensibi geregi bir en kii¢iik elemani vardir. Bu eleman tanimdaki iki kosulu da saglar.

2. Neden a ile b’nin sifirdan farkli olmasi isteniyor?

a = 0 olsaydi, 0’1n tek kat1 yine 0 oldugundan hicbir pozitif ortak kat bulunamazdi; M bos kalir ve
en kiiciik eleman tanimlanamazdi.

Ayrica en kiigiik eleman tek tiirlii belirli oldugundan lem (a, b) tek tiirli belirlidir.

Ornek 7.1 (ilk Ornekler).
lem (4,6) =12, lem (—6,10) = 30
Birincisi i¢in: 4’iin pozitif katlar1 4, 8,12, 16, ... ve 6’nin pozitif katlar1 6,12, 18, ...’dir. Ortak olanlarin en
kigugi 12’dir.
Ikincisinde isaretin bir rolii yoktur; —6’nin katlari ile 6’ nin katlar1 ayni kiimedir.

Az onceki gozlemi ayrica kaydedelim: boliinebilme isaretten etkilenmediginden en kiicitk ortak kat da
etkilenmez.

Onerme 7.1 (EKOK ve Isaret). Sifirdan farkli her a,b tam sayist icin
lem (a,b) =lem (—a,b) =lem (a,—b) = lem (—a, —b)

Gergekten de Teorem 3.1 (13) geregi a | m ile —a | m Snermeleri denktir; dolayisiyla dort ¢iftin pozitif
ortak katlar1 ayni kiimedir ve en kii¢iik elemanlar1 da aynidir.
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EBOB ile EKOK Arasindaki Baginti

Simdi iki kavrami birbirine baglayan teoreme geliyoruz. Teorem pratikte ¢ok ise yarar: en kiicitk ortak
kat1 hesaplamak icin ayri bir algoritmaya ihtiyac duymayiz, Oklid algoritmastyla buldugumuz en biiyiik
ortak bélen yeterlidir.

Teorem 7.1 (EBOB $times$ EKOK $=$ Carpim). Her a,b pozitif tam sayisi igin
a-b=ged(a,bd) - lem (a,b)
ispat.
d = ged(a,b) olsun. d | a ved | b oldugundan
a=dr, b=ds
olacak bicimde r, s pozitif tam sayiari vardir. Ayrica Bézout teoremi geregi
d = ax + by
olacak bigimde x,y tam sayilari vardur.

Simdi aday sayimizi tanimlayalim:

m:=

ab
d

Bu sayinin bir tam sayi oldugunu gérmek kolaydir:

ab _ (dr)b
d - d

m = =r-b=a-s

m sayisinin a ile b’nin en kiigiik ortak kati oldugunu, tanimdaki iki kosulu dogrulayarak gésterelim.
Kosul 1: m bir ortak kattir. Yukaridaki yazilislardan m = a - s ve m = r - b oldugundan

a|m ve b|m

Ayrica a,b,d > 0 oldugundan m > 0’dir.
Kosul 2: m ortak katlarin en kigiigiidiir. ¢ € N olsunvea | ¢, b | ¢ olsun. Bu durumda

c = au, c=bv

olacak bigimde u, v tam sayilari vardir. Simdi c/m oranini hesaplayalim ve payda gériinen d yerine Bézout
ifadesini koyalim:

c cd
m  ab
_ c(az +by)
N ab
__cax | cby
" ab | ab
c c
=Ex+—y
=vr +uy

Son satirda ¢/b = v ve ¢/a = u oldugunu kullandik. vx + wy bir tam say: oldugundan
¢ =m (vx + uy)
yazilr; yanim | ¢’dir. ¢ pozitif oldugundan Teorem 3.1 (8) geregi
m<c

bulunur.
Iki kosul da saglandigindan m = lem (a, b) dir. Buradan
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ab ab
1 =% __ ¥
em (a,b) d  ged(a,b)

ve diizenlemeyle istenen
a-b=ged(a,b) - lem (a,b)

esitligi elde edilir.
|

Ispatin ikinci adimi, teoremin ifadesinden daha fazlasini séyliiyordu: her ortak katin m tarafindan béliin-
diigiinii gosterdik, yalnizca m’den biiyiik oldugunu degil. Bu kuvvetli bi¢imi ayrica kaydedelim.

Sonug 7.1 (Ortak Katlar EKOK'un Katlaridir). a,b sifirdan farkl tam sayilar ve ¢ herhangi bir tam
sayiolsun. Egera | c veb | c ise

lem (a,b) | c

1 EBOB ile EKOK un simetrisi

Bu sonug, iki kavram arasindaki giizel simetriyi tamamlar:

« EBOB: her ortak bolen, en bityiik ortak boleni boler ($\thinspace$Teorem 4.2$\thinspace$).
« EKOK: en kii¢iik ortak kat, her ortak kat1 boler.

Yani “en biiytik” ve “en kii¢iik” sifatlar1 aslinda siralamayla degil, béliinebilmeyle ilgilidir.

Sonug 7.2 (Aralarinda Asal Sayilarda EKOK). Her a, b pozitif tam sayist i¢in
lem (a,b) =a-b

olabilmesi i¢in gerek ve yeter kosul a ile b’nin aralarinda asal olmasidir.

Bu, Teorem 7.1'un dogrudan sonucudur: ab = ged(a,b) - lem (a,b) esitliginde lem (a,b) = ab olmasi,
ancak ve ancak ged(a, b) = 1 oldugunda miimkiindiir.
Teoremi pozitif sayilar icin ifade etmistik. Isaretlerden bagimsiz genel bicimi de kaydedelim.

Sonug 7.3 (Genel Carpim Bagintisy). Sifirdan farkli her a, b tam sayisi igin
| a-b|=ged(a,b)-lem (a,bd)

Gergekten de Onerme 4.2 (3) ile Onerme 7.1 geregi her iki taraf da a ile b’nin isaretlerinden etkilenmez;
dolayisiyla | a | ve | b | pozitif sayilarina Teorem 7.1'u uygulamak yeterlidir.

Coziimlii Ornekler
Ornek 7.2 (EKOK Hesab1). lem (182,70) degerini bulunuz.

Coziim.
Ornek 6.1’de OKklid algoritmastyla gcd (182, 70) = 14 bulmustuk. Teorem 7.1 geregi
182-70 12740

cm (182,70) ged(182,70) ~ 14 W0

(Saglama: 910 = 182 -5 ="70-13 V)
||
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1 Neden 6nce EBOB?

En kiigtik ortak kat1 dogrudan aramak — yani katlari tek tek listeleyip ilk ortak olan1 bulmak — bityiik
sayilarda umutsuzdur. Oysa Oklid algoritmasi birka¢ bolmede biter. Bu yiizden pratikte daima énce
gcd hesaplanir, sonra bélme yapilir.

Bdlmeyi carpmadan énce yapmak da iyi bir aliskanliktir: 222 - 70 = 13 - 70 = 910 hesab1, 12740 gibi
biiytik bir say1 iiretmeden ayn1 sonucu verir.

Ornek 7.3 (EBOB ile EKOK Ne Zaman Esittir?). a,b € Z\ {0} olsun. ged(a, b) = lem (a, b) olabil-
mesi i¢in gerek ve yeter kosulun a = +b oldugunu gosteriniz.

Cozim.

(=) ged(a, b) = lem (a,b) = m olsun.

En biiyiik ortak bélenin tanimi geregi m | a’dir. En kii¢iik ortak katin tanimi geregi ise a | m’dir. Teorem
3.1 (9) geregi bu ikisi birlikte

a=4m
verir. Tamamen ayni akil yiriitmeyle b = +m bulunur. O hélde a ile b mutlak degerce esittir:
la|=|b]l=m=a=4b

(&) a = +b olsun. Onerme 4.2 (3) ve Onerme 7.1 geregi isaretler sonucu degistirmediginden a = b >
0 durumunu incelemek yeterlidir. Bu durumda

ged(a,a) = a ve lem (a,a) =a

olur; yani ikisi esittir. (Ilki icin Onerme 4.2 (2)‘yi, ikincisi icin a’nin kendisinin en kiigiik pozitif ortak kat
oldugunu kullandik.)
|

Ornek 7.4 (Ortak Katin Boliinmesi). a, b sifirdan farkl iki tam say1, ¢ ise herhangi bir tam say1 olsun.
Egera | cveb | ciselem (a,b) sayisinin da ¢’yi béldiigiinii gosteriniz.

Coziim.
m :=lem (a,b) diyelim. Bélme algoritmasina gore

c=mq+r, 0<r<m

olacak bicimde g, r tam sayilar1 vardir. Amacimiz 7 = 0 oldugunu gostermek.
r’yi yalniz birakalim:

r=c—mgqg
Simdi a sayisinin sag tarafi boldiigiini gosterelim:

« Hipotez geregi a | ¢’dir.
« m bir ortak kat oldugundan a | m, dolayisiyla a | mg’dur.

Teorem 3.1 (7) geregi a | ¢ — mq = r’dir. Tamamen benzer bi¢imde b | r’dir.

Demek ki r sayist a ile b’nin ortak bir katidir. Eger » > 0 olsaydi, en kiiciik ortak katin tanimindaki
ikinci kosul geregi m < r olmasi gerekirdi; oysa r < m’dir. Bu celigki, 7 > 0 olamayacagini gosterir. O
halde r = 0 ve

c=mq = lem (a,b) | c
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7.3 Cozuimlii Ornekler 63

1 Iki ispat, tek sonuc

Bu sonucu Teorem 7.1'un ispati iginde zaten elde etmistik ($\thinspace$Sonuc¢ 7.1$\thinspace$).
Yukaridaki ikinci ispat ise Bézout teoremine hi¢ bagvurmaz; yalnizca bolme algoritmasin ve en kiicitk
ortak katin tanimim kullanir.

Bu tiir “kalan1 yazip en kiiciiklige ters diisme” argiiman sayilar teorisinde ¢ok yaygindir; Bézout
teoreminin ispatinda da ayni fikri kullanmigtik.

Calisma Problemleri

Alistirma 7.1 (EKOK Hesaplar1). Asagidaki degerleri hesaplayimniz.
a)lem (12,18) b)lem (35,42) c¢)lem (—24,36) d)lem (1001, 357)

Alistirma 7.2 (EKOK'un Ozellikleri). Pozitif a, b, m tam sayilar1 i¢in asagidakileri gosteriniz.
a)lem (ma,mb) =m -lem (a,b).

b)a | bise lem (a,b) = b.

c)lem (a,b) =bisea|d.

Alistirma 7.3 (U¢ Sayinin EKOK'u). Sifirdan farkli a, b, ¢ tam sayilarinin en kiiciik ortak kati, iigiiniin
pozitif ortak katlarinin en kiigiigii olarak tanimlanir.

a)lem (a,b,c) =lem (lem (a,b), ¢ ) oldugunu gosteriniz.

b) abc = ged(a, b, ¢) - lem (a, b, ¢) esitliginin genel olarak yanlig oldugunu bir karg: 6rnekle gosteriniz.
Ipucu (b):a = b = ¢ = 2 deneyiniz.
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8.1

8.2

8. Diofant Denklemleri

Bir denklemin ¢6ziimlerini reel sayilar arasinda degil, yalnizca tam sayilar arasinda aramak bambagka
bir problemdir. 172z 4+ 20y = 1000 denkleminin sonsuz ¢ok reel ¢oziimii oldugu agiktir — bir dogru
denklemidir. Asil soru sudur: bu dogru tizerinde her iki koordinat1 da tam say1 olan noktalar var mudir,
varsa hangileridir?

Sasirtict bicimde bu sorunun cevabi, 6nceki boliimlerde kurdugumuz araglarda ¢oktan gizlidir.

Tanim

Tanim 8.1 (Birinci Dereceden Iki Bilinmeyenli Diofant Denklemi). a ile b ikisi birden sifir olmayan
tam sayilar, ¢ herhangi bir tam say1 ve x, y birer bilinmeyen olmak tizere

ar+by=c

denklemine bir (dogrusal) Diofant denklemi denir.
Ty, Yo birer tam say1 olmak iizere ax, + by, = c ise, (zy,y,) ikilisine bu denklemin bir ¢6ziimii denir.
En az bir ¢6ztimii olan denkleme ¢6ziilebilir, hi¢ ¢6zimil olmayana ¢6ziilemez denir.

1 Anahtar gézlem

ax + by ifadesi, a ile b'nin bir dogrusal birlesimidir. Sonuc¢ 4.2°de biitiin dogrusal birlesimlerin
kiimesini belirlemigtik:

{ax +by:z,y € Z} ={dk: k € Z}, d = ged(a, b)

Yani ax + by ifadesi tam olarak gcd(a,b)’nin katlarini tretebilir, baska hicbir degeri iiretemez.
Diofant denkleminin ¢éziilebilirlik 6l¢iitii bu gézlemin dogrudan okunusudur.

Coziilebilirlik ve Genel Coziim

Teorem 8.1 (Diofant Denkleminin Coziimii). a ile b ikisi birden sifir olmayan tam sayilar, c € Z ve
d = ged(a, b) olsun.

1. ax + by = ¢ denkleminin ¢oziilebilir olmas igin gerek ve yeter kosul d | ¢ olmasidur.

2. (zg,Yo) bu denklemin bir ¢éziimil ise, denklemin biitiin ¢oziimlerit tam sayilarini dolasmak iizere

b a
:r:avo—i—at, y:yo—gt

bicimindedir.

ispat.
Genelligi bozmadan b #+ 0 oldugunu varsayabiliriz (aksi halde a # 0 olur ve z ile y’nin rolleri degisti-
rilir).
d = ged(a, b) oldugundan d | a ve d | b’dir; yazalim:
a = dk, b=ds
Sonug 5.1 geregi ged(k, s) = 1°dir. Ayrica b # 0 oldugundan s # 0’dir. Son olarak Bézout teoremi geregi
d=au+bv

olacak bigcimde u, v tam sayilari vardir.
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66 Boliim 8. Diofant Denklemleri

1. Cozulebilirlik olgitir
(=) Denklem ¢oziilebilir olsun; ax, + by, = ¢ olacak bigimde x,y, tam sayiar: vardir. d | a ved | b
oldugundan Teorem 3.1 (6) geregi
d|axy+by, =c
(<) d | ¢ olsun; ¢ = dz olacak bigimde bir z tam sayist vardir. Bézout ifadesini kullanalim:

¢ =dz = (au+ bv)z = a(uz) + b(vz)

Demek ki (uz, vz) ikilisi denklemin bir ¢éziimiidiir.
2. Biitiin ¢éziimler. (x,vy,) bir ¢oziim olsun. Denklemin ¢éziim kiimesine S, teoremde tarif edilen

kiimeye T' diyelim:
b a
T = - —=t)|:te’Z

T C S.t € Z olsun ve tarif edilen ikiliyi denklemde yerine koyalim:

b a ab ab
a .T0+Et +b(y0—gt):ax0+gt+by0—7t
= azxy + by,

=cC

Gorildugii gibit iceren terimler birbirini gotiiriir; her t icin bir ¢oziim elde edilir.
S CT.(xy,y,) herhangi bir ¢oziim olsun. O hdlde

az, + by, = c = axy + by,
Terimleri diizenleyelim:
a(zy — ) = b(yo — v1)
a = dk ve b = ds yazip d # 0 oldugundan sadelestirelim:
dk(zy — x0) = ds(yo — y1) = k(z1 — o) = s(yo — ¥1)
Bu esitlik s | k(z, — ) oldugunu séyler. gcd(s, k) = 1 oldugundan Teorem 5.1 geregi
s |z —

bulunur; yani x; — x, = st olacak bi¢imde birt € Z vardir. Buradan

xlzxo—i—st:aco—i—gt

elde edilir. Simdi bunu yukaridaki esitlikte yerine koyalim:
k-st=s(yo—11)
s # 0 oldugundan sadelestirebiliriz:

a
kt:yo—y1:>y1:yo_kt:yo_gt

Demek ki (xz1,y,) € T dir.
Iki kapsama birlikte S = T verir.
|
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8.3

8.2 Cozilebilirlik ve Genel Coziim 67

1 Bir ¢6ziim bulan hepsini bulur

Teoremin ikinci kismi, problemin biitiin zorlugunu tek bir ¢6ziim bulmaya indirger. O tek ¢6zimu
bulduktan sonra sonsuz ¢oklukta olan digerleri hicbir ek caba gerektirmez; yalnizca b/d ve a/d
katsayilarini yazmak yeterlidir.

Adimlarn sirasi sudur:

1. d = ged(a, b) hesaplanir ve d | ¢ olup olmadigina bakilir.
. OKklid algoritmasiyla d = au + bv yazilir.

. Her iki taraf ¢/d ile ¢arpilarak 6zel ¢oziim elde edilir.

. Genel ¢oztiim formiilii yazilir.

= W DN

Coziimlii Ornekler

Ornek 8.1 (Coziimii Olmayan Bir Denklem). 24z + 30y = 5 Diofant denkleminin ¢oziimii var midir?

Cozim.
Cozilebilirlik dl¢iitiinti uygulayalim:

ged(24,30) =6

Oysa 6 { 5°tir. Teorem 8.1 (1) geregi denklemin hi¢bir tam say1 ¢6ziimii yoktur.

Sezgisel agiklama: sol taraftaki her iki terim de 6’nin kat1 oldugundan toplam daima 6’nin kat1 olmak
zorundadir; 5 ise degildir.

|

Ornek 8.2 ($132 x + 84 y = 249). 132z + 84y = 24 Diofant denkleminin tiim tam say1 ¢oziimlerini
bulunuz.

Cozim.
1. Céziilebilirlik. Oklid algoritmasiyla en biiyiik ortak béleni bulalim:

132 =1-84448
84 =1-48 4+ 36
48=1-36+12
36=3-1240

O halde d = gcd(132,84) = 12°dir. 24 = 2 - 12 oldugundan 12 | 24’tiir; denklem ¢oziilebilirdir.
2. Bézout katsayilar1. Geriye dogru yerine koyalim:

12 = 48 — 36
= 48 — (84 — 48)
=2.48 -84

=2(132 — 84) — 84
=132-2484-(-3)

(Saglama: 264 — 252 =12 V)
3. Ozel ¢oziim. Sag taraf 12 degil 24 oldugundan esitligin iki tarafini 2 ile garpalim:

24 =132-4+84- (—6)

(Saglama: 528 — 504 = 24 V') Yani z, = 4, y, = —6’dur.
4. Genel ¢oziim. Teorem 8.1 (2) geregi

84 132
=4+ —t=4 t =—6——t=—-6-—11¢ teZ
T=4+ 73 +Tt y=—6— 15 6 (tez)

Saglama. Bu ¢ift, her ¢ i¢in denklemi gercekten saglar v:
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132(4 4 7t) + 84(—6 — 11t) = 528 + 924¢ — 504 — 924¢ = 24

Ornek 8.3 ($182 x + 70 y = 210$). 182z + 70y = 210 Diofant denklemini ¢éziiniiz.

Cozim.

1. Céziilebilirlik. Ornek 6.1'de ged (182, 70) = 14 bulmustuk. 210 = 15 - 14 oldugundan 14 | 210’dur;
denklem coziilebilirdir.

2. Bézout katsayilar1. Yine ayni 6rnekte

14 =182-2470- (=5)

elde etmigtik.
3. Ozel ¢oziim. Her iki tarafi 15 ile carpalim:

210 =182-30+ 70 - (—75)
(Saglama: 5460 — 5250 = 210 V') Yani z, = 30, y, = —75tir.
4. Genel ¢oziim.

70 182
v=30+ 1 t=30+5 y=-T5-t=-T5-13% (t€2)

Cozum kimesi:

{ (30+5t,—75—13t): t € Z }

Coziimleri Bir Aralikla Sinirlamak

Uygulamalarda genellikle biitiin ¢6ztimler degil, belli bir araliga diigsenler istenir. Genel ¢6ziim parametreli
bi¢imde yazildigindan bu, ¢ tizerinde basit bir esitsizlige dontstir.

Ornek 8.4 (Belli Bir Araliktaki Coziimler). 172z + 20y = 1000 Diofant denkleminin 495 < x < 510
kosuluna uyan tiim ¢éztimlerini bulunuz.

Coziim.
1. Céoziilebilirlik. Oklid algoritmast:

172 =8-20+12

20=1-12+8
12=1-8+4
8=2-440

O halde d = ged(172,20) = 4’tiir. 1000 = 250 - 4 oldugundan 4 | 1000°dir; denklem ¢éziilebilirdir.
2. Bézout katsayilari.

4=12-38
=12— (20— 12)
=2.12-20

=2(172 — 8- 20) — 20
=172-2420 - (—17)

(Saglama: 344 — 340 =4 V)
3. Ozel ¢oziim. Her iki tarafi 250 ile garpalim:

1000 = 172 - 500 + 20 - (—4250)
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Yani z; = 500, y, = —4250°dir.
4. Genel ¢ozium.

20 172
$:500+Zt:500+5t’ y:—4250—Tt:—4250—43t

5. Aralik kosulu. Simdi 495 < = < 510 esitsizligini ¢ cinsinden ¢ozelim:

495 < 500 + 5t < 510
-5 <5t <10
—1<t<2

Bu araliktaki tam sayilar t = 0 ve ¢t = 1’dir.

« t =0icin: (z,y) = (500, —4250)
« t = 1igin: (z,y) = (505, —4293)

(Saglama: 172 - 505 4 20 - (—4293) = 86860 — 85860 = 1000 V')
|

1 Bu konu ileride tekrar karsimiza cikacak

Diofant denklemleri, lineer kongriianslarla birebir ayni problemdir; nitekim
ax +by =c< axr = c (mod b)

denkligi vardir. Kongriianslar bolimiinde bu kopriiyii kuracak ve ayni denklemleri bu kez kongriians
diliyle ¢c6zecegiz.

Daha fazla ¢6ziimlii 6rnek igin Sayilar Teorisi II'deki Dogrusal Diofant Denklemleri boliimiine de
bakabilirsiniz.

Calisma Problemleri

Aligtirma 8.1 (Diofant Denklemleri). Asagidaki denklemlerin biitiin tam say1 ¢oziimlerini bulunuz;
¢oziimi olmayanlar: belirtiniz.

a) 56z + 72y =40 b) 24x + 138y =18 «¢) 221x + 35y =11 d) 84z + 990y = 186

e) 18z + 14y = 48 f) 60x + 18y = 97

Alistirma 8.2 (Pozitif Coziimler). 5z + 3y = 52 denkleminin pozitif tam say1 ¢oztimlerini bulunuz.
Ipucu: Once genel ¢éziimil yaziniz, ardindan > 0 ve y > 0 esitsizliklerini ¢ cinsinden ¢éziip iki kosulu
birlikte saglayan ¢ degerlerini belirleyiniz.

Aligtirma 8.3 (Bir Uygulama). Bir kirtasiye, tanesi 7 liradan defter ve tanesi 11 liradan kalem satmak-
tadir. Toplam 100 lira harcayan bir miisteri ka¢ defter ve ka¢ kalem almig olabilir?
Ipucu: 7z + 11y = 100 denkleminin negatif olmayan c¢éziimlerini arayiniz.
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9.1

9.2

9. Asal Sayilar

Béliinebilme kuraminin merkezinde, baska sayilara ayrilamayan sayilar durur. Bu bélimde bu “boline-
mez” sayilari tanimlayacak, aralarinda asallik kuramimizin onlara nasil 6zellikle iyi uydugunu goérecegiz.
Elde edecegimiz sonuclar bir sonraki boliimde aritmetigin esas teoremini kuracak.

Tanim

Tanim 9.1 (Asal Say1). 1 < p € Z olsun. Eger p’nin 1 ve kendisinden bagka hi¢ pozitif boleni yoksa
p’ye bir asal say1 denir.
Asal olmayan 1 < n tam sayilarina bilesik say1 denir.

Ornek 9.1 (ilk Asal Sayilar). 2,3,5,7,11,13 birer asal sayidir. Buna karsilik 6 = 2 - 3 oldugundan 6
asal degildir; bilesiktir.
Tanim geregi 1 asal degildir; ¢iinkil tanim 1 < p kosulunu icerir.

1 1 neden asal sayilmiyor?

Bu, keyfi bir diglama degildir. Bir sonraki bolimde her sayimin asallarin ¢arpimi olarak tek tiirlia
yazildigini gorecegiz. 1 asal sayilsaydi bu teklik aninda bozulurdu:

6=2-3=1-2-3=1-1-2-3="--

Yani 1’i digarida birakmak, aritmetigin esas teoremini kurtarmak icindir.

Bilesik sayilarm tanimini biraz acalim. 1 < n asal degilse, n’nin 1’den ve n’den farkli bir k pozitif béleni
vardir. O halde

n=k-m

olacak bicimde bir m tam sayis1 vardir ve 1 < m < n’dir. Kisaca: asal olmayan bir 1 < n tam sayisi,
kendisinden kiiciik iki tam saymin ¢arpimi biciminde yazilabilir. Bu gozlemi ileride tiimevarim
adimlarinda kullanacagiz.

Asal Sayilar ve Aralarinda Asallik

Asal sayilarin boliinebilme kuramindaki giicii, asagidaki basit gézlemden gelir: bir asal sayi, her sayiyla
ya “tamamen ilgilidir” ya da “hi¢ ilgili degildir”.
Onerme 9.1 (Bir Asalla EBOB). Hera € Z ve her p asal sayist igin

_Jl,pta ise
ng(pa Cl) - {p,p ‘ a ise

ispat.
d := ged(p, a) diyelim. d pozitif bir tam sayidir ve d | p’dir. p asal oldugundan pozitif bélenleri yalnizca
1 ve p’dir; o halde

d=1 veya d

Il
S|

Simdi iki durumu ayiralim.
p | a ise. Bu durumda p sayisi hem p’yi hem a’y1 béler; yani bir ortak bélendir. Ortak bolenlerin en biiyiigii
p’yi gecemeyeceginden ve p bir ortak bolen oldugundan d = p’dir.
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ptaised=polsaydid | a, yanip | a olurdu — hipoteze aykiri. O halde d = 1°dir.
|

Sonug 9.1 (Farkli Asallar Aralarinda Asaldir). p ile g farkli iki asal say: olsun. Bu durumdap } q ve
dolayisiyla

ged(p,q) =1

Gergekten de ¢’nun pozitif bélenleri yalmizea 1 ve ¢’dur. p | ¢ olsaydi p = 1 veya p = ¢ olurdu; ikisi de
hipoteze aykiridir. Onerme 9.1 geregi ged(p, ¢) = 1'dir.

Oklid Lemmasinin Asal Hali

Oklid lemmas1 “a | be ve ged(a, b) = 1ise a | ¢” diyordu. Modiil asal oldugunda aralarinda asallik kosulu
kendiliginden saglanir ve lemma ¢ok daha kullanisgh bir bi¢im alir.

Teorem 9.1 (Asal Sayilar icin Oklid Lemmasi). Hera,b € Z ve her p asal sayist icin
plab=-p|a veya p|b
Bir baska deyisle: bir asal sayi iki tam sayinin ¢arpumini bolerse, bu tam sayilardan en az birini boler.

ispat.

p | ab olsun. Iki durum vardur.

Durum 1: p | a. Iddia zaten saglanmistir; gosterilecek bir sey yoktur.
Durum 2: p } a. Onerme 9.1 geregi gcd(p, a) = 1°dir. Elimizde

p|ab ve ged(p,a) =1

vardir. Teorem 5.1 geregip | b’dir.
Her iki durumda dap | a veyap | b sonucuna ulasilir.
u

Asallik sart1 vazgecilmezdir

6 | 2 - 3 olmasima ragmen 6 t 2 ve 6 } 3’tiir. Teorem bozulmusg degildir: 6 asal degildir.
Nitekim bu 6zellik asallign karakterize eder: 1 < n tam sayisi bu 6zelligi tasiyorsa asal olmak
zorundadir (bkz. Alistirma 9.1).

Sonug 9.2 (Cok Carpanli Hal). p bir asal sayi1 ve aq, ..., a,, € Z olsun. Eger
plaay-a,
ise, p | a, olacak bicimde bir s € {1, ...,n} vardu.
ispat.
n uzerinden tiimevarim yapalim.

Baglangic adimi (n = 1). p | a; oldugundan s = 1 alinir.
Tiimevarim adimu. Iddianin n = k icin dogru oldugunu varsayalim ve

Pl ayay-agag,
olsun. Carpimi iki parcaya ayiwralim:

p| (ayay) - apq
N — e’
A
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9.3 Oklid Lemmasinin Asal Hali 73

Teorem 9.1 geregip | A veyap | a;,, dir.

*p|ag,, ises=k+1alnr
* p| A= ay--ay ise tiimevarim hipotezi geregip | a4 olacak bicimde bir s € {1, ..., k} vardir.

Her iki durumda da istenen s bulunur.
| |

Sonug 9.3 (Asallarin Carpimini Bolen Asal). p, q, ..., q,, asal sayilar olmak iizere, eger
Pl a182qn

ise p = gy, olacak bigimde birk € {1, ...,n} vardir.

Bunun nedeni agiktir: Sonug 9.2 geregi p | g;, olacak bi¢imde bir k vardir. g;, asal oldugundan pozitif
bélenleri yalnizca 1 ve g;,’dir; p > 1 oldugundan p = g;, olmak zorundadur.

Sonug 9.4 (Kuvvetleri Bolmek). Her a tam sayisi, her k pozitif tam sayist ve her p asal sayisi igin

pla*<pla

Gergekten de (<) yonii aciktir. (=) yonii ise Sonug 9.2'in a; = -+ = a;, = a alinmis halidir.

9.4 Her Sayinin Bir Asal Boleni Vardir

Lemma 9.1 (Asal Bolenin Varligl). 1°den biiyiik her tam sayinin en az bir asal béleni vardir.

ispat.
1 < n bir tam say1 olsun. n’nin 1°den biiyiik pozitif bolenlerinin kiimesini alalim:

D={deN:d>1,d]|n}

n | nven > 1 oldugundan n € D’dir; yani D bos degildir. Iyi siralama prensibi geregi D kiimesinin bir
en kiiciik elemani vardwr; buna p diyelim.
Iddia: p asaldir. Aksini varsayalim. p > 1 ve p asal olmadigindan

p = ab, l<a<p

olacak bicimde tam sayiar vardir. Simdi a | p ve p | n oldugundan gecisme geregi a | n’dir. Ayrica a >
1°dir. Demek ki a € D’dir ve a < p’dir — bu, p’nin D ’nin en kiiciik elemant olmasiyla ¢elisir.

O halde p asaldwr ve n’nin bir bolenidir.

|

9.5 Asal Sayilar Sonsuzdur
Teorem 9.2 (Oklid Teoremi). Sonsuz tane asal say: vardir.

ispat.
Aksini varsayalim: yalnizca sonlu sayida asal sayi bulunsun ve bunlarin hepsi

p17p27 apn
olsun. Simdi su sayryr tamimlayalim:
N =ppyp, +1

Biitiin p, ’ler 2°den biiyiik veya esit oldugundan N > 1°dir. Lemma 9.1 geregi N sayisinin bir p asal boleni
vardir.
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Varsayimimiza gore biitiin asallar listemizde oldugundan p = p; olacak bicimde bir j vardir. Buradan iki
bilgi ¢ikar:

* p = p; carpimun bir ¢arpani oldugundan p | p;py---p,, 'dir.
e p| Ndir

Teorem 3.1 (7) geregip sayist farki da béler:
PIN—=pipyp, =1

Ama p asal oldugundan p > 1°dir ve 1’i bolemez. Celiski.
O halde asal sayilarin kiimesi sonlu olamaz; sonsuz tane asal say vardur.
|

1 Ispatin sik yapilan bir yanlis okunusu
Ispat, “p;py-+-p,, + 1 sayisi asaldir” demez — bu genel olarak yanlistir. Ornegin
2-3:-5-7-11-13+1 = 30031 =59 - 509

bilesiktir. Ispatin séyledigi yalnizca sudur: bu sayinin asal béleni, listedeki asallarin hicbiri olamaz.
Listeyi sonlu kabul etmek iste bu yiizden celigki iiretir.

Eratosthenes Kalburu

Bir sayinin asal olup olmadigini anlamak i¢in biitiin kii¢iik sayilar: denemek gerekmez. Asagidaki teorem,
denenecek bolen sayisini carpici bicimde azaltir.

Teorem 9.3 (Eratosthenes Kalburu). Asal olmayan hern > 1 tam sayisinin
p<+n
kosuluna uyan bir p asal boleni vardur.

ispat.
1 < n asal olmayan bir tam sayi olsun. Bu durumda

n==k-I, 1<k<l<n

olacak bigcimde k,l tam sayiari vardir. (Carpanlardan kiiciik olanina k dedik; esit olabilirler.)
1 < k oldugundan Lemma 9.1 geregi k’nin bir p asal boleni vardir. Teorem 3.1 (8) geregi

p<k

Ayricap | k ve k | n oldugundan gegisme geregip | n’dir.
Son olarak p < k <1 oldugundan

p?<k-l=n

yazilir. Her iki tarafin karekékiinii alirsak p < /n bulunur.
|

Teoremin karsit tersini almak, dogrudan bir asallik testi verir.
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1 Asallik testi

1 < n € Z olsun. Eger n tam sayisinin
p<+vn

kosuluna uyan hic p asal carpani yoksa, n asaldir.

Ornek 9.2 ($101$ Asal midir?). 101 sayisinin asal oldugunu gosteriniz.

Cozim.

v/101 =~ 10, 05 oldugundan, yalnizca 10’u ge¢cmeyen asallar1 denememiz yeterlidir:
2, 3, 5, 7

Sirayla bakalim:

+ 101 tektir, yani 2 § 101.

+ Rakamlar toplami 1 + 0 + 1 = 2 oldugundan 3 } 101.
+ Son rakami 0 veya 5 olmadigindan 5 4 101.

+ 101 =714+ 3 oldugundan 7 4 101.

4/101’i ge¢meyen hicbir asal 101’i b6lmediginden, Teorem 9.3 geregi 101 asaldur.
|

Ornek 9.3 ($10$ ile $100$ Arasindaki Asallar). Eratosthenes kalburunu kullanarak 10 ile 100 arasm-
daki tiim asal sayilar1 belirleyiniz.

Cozim.
100’4 ge¢meyen bir say: bilesikse, +/100 = 10’u ge¢meyen bir asal boleni vardir. O halde yalnizca
2, 3, 5, 7

asallarimin katlarini elemek yeterlidir.

1. Adim. 10 ile 100 arasindaki biitiin sayilar1 yazip 2’nin katlarm (cift sayilar1) eleyelim. Geriye
yalnizca tek sayilar kalir.

2. Adim. Kalanlardan 3’iin katlarini eleyelim: 15, 21,27, 33, 39,45, 51, 57,63, 69, 75, 81, 87,93, 99.
3. Adim. 5’in katlarini eleyelim: 25, 35, 55, 65, 85, 95. (Digerleri zaten elenmisti.)

4. Adim. 7’nin katlarini eleyelim: 49, 77, 91. (Geri kalanlar: onceki adimlarda elenmisti.)

Elemeden sonra geriye kalan sayilar aranan asallardir:

11,13,17,19, 23,29, 31, 37, 41, 43, 47, 53, 59, 61, 67, 71, 73, 79, 83, 89, 97

Toplam 21 asal say1 vardir.
]

Asallarin Bicimi Uzerine

Ornek 9.4 ($2$ ve $3$ Disindaki Asallar). 2 ve 3 disindaki her asal saymin, k bir tam say1 olmak iizere
6k 4 1 veya 6k — 1 biciminde oldugunu gésteriniz.

Coziim.
p sayist 2 ve 3’ten farkl bir asal olsun. B6lme algoritmasina gore

p=6q+r, re{0,1,2,3,4,5}
yazilir. Kalanlari tek tek eleyelim.

« 7 = 0:p = 6q olur; 2 | p’dir. p asal ve p # 2 oldugundan bu imkéansizdur.
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« 7 =2:p=06¢+2=2(3¢+ 1) olur; yine 2 | p’dir, imkansiz.
e r=4:p=6¢+4 = 2(3q+ 2) olur; yine 2 | p’dir, imkansiz.
e r=3:p=06¢g+3=3(2¢+ 1) olur; 3 | p'dir. p asal ve p # 3 oldugundan imkénsiz.

Geriye yalnizca r = 1 ve r = 5 kalir:

« r=1isep = 6q+ 1dir.
« r=>5isep=6¢+5=6(¢+ 1) — I'dir; yani p = 6k — 1 bicimindedir.

Tersi dogru degildir

Her asal 6k + 1 bicimindedir, ama 6k + 1 bicimindeki her say: asal degildir: 25 =6 -4+ 1 ve 35 =
6 - 6 — 1 bilesiktir.

Yine de bu gozlem asallik aramalarimi alti kat hizlandirir: 6k, 6k + 2, 6k + 3, 6k + 4 bicimindeki
sayilara hi¢ bakmaya gerek yoktur.

Ornek 9.5 ($2"n - 1$ Asalsa $n$ Asaldir). Her n pozitif tam sayusi icin, 2™ — 1 sayis1 asalsa n’nin de
asal oldugunu gosteriniz.

Cozim.
Karsit tersini ispatlayacagiz: n asal degilse 2™ — 1 de asal degildir.
n = lise 2! — 1 = 1 olur ve 1 asal degildir; iddia saglanir. O halde n > 1 ve n bilesik olsun. Bu durumda

n=a-b, l<a<n

olacak bi¢imde tam sayilar vardir.
a | n oldugundan Ornek 3.7 geregi

2% —1|2"—1
Simdi bu bélenin 6z bir bélen oldugunu, yani 1’den ve 2™ — 1’in kendisinden farkli oldugunu gorelim:

« a > 1oldugundan 2 — 1 > 22 — 1 =3 > U'dir.
« a < noldugundan 2* — 1 < 2™ — 1'dir.

Demek ki 2™ — 1 sayisinin 1 ile kendisinden farkli bir pozitif boleni vardir; yani asal degildir.
Karsit ters ispatlandigindan, 2™ — 1 asalsa n asaldir.
]

Bu 6nermenin tersi yanhgtir

n asal oldugunda 2™ — 1 asal olmak zorunda degildir. En kiiciik kars1 6rnek n = 11’dir:
211 —1=2048 — 1 =2047 = 23 - 89
2P — 1 bicimindeki asallara Mersenne asallar1 denir; bugiin bilinen en buyiik asal sayilar bu aile-

dendir.

Ornek 9.6 ($p$ ile $p”2 + 2$ Asalsa). p ve p? + 2 birer asal say1 ise p? + 4 sayisinin da asal oldugunu
gosteriniz.

Coziim.

Once p’nin ne olabilecegini belirleyelim. p # 3 oldugunu varsayalim ve geligki arayalim.

p # 3 asal oldugundan 3 } p’dir. Bélme algoritmasina gore p = 3q +r, r € {1,2} yazilir (kalan 0
olamaz, ¢iinkii 3 } p). Her iki durumda karesini hesaplayalim:
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e p=3q+1lisep? =9¢> +6g+1=3(3¢>+2q) + 1.
e p=3q+2isep? =9¢> +12¢+4=3(3¢> +4q+1) + 1.

Her iki durumda da p? sayis1 3k + 1 bicimindedir. O halde
pP?+2=3k+3=3(k+1)

olur; yani 3 | p? + 2’dir. Ayrica p > 2 oldugundan p? + 2 > 6 > 3’tiir. Demek ki p? + 2 sayisy, 1 ile
kendisinden farkli olan 3 béleni tarafindan bolinmektedir; asal olamaz. Bu, hipotezle celisir.
O hélde p = 3 olmak zorundadir. $imdi dogrulayalim:

p?+2=11 (asal), p>+4=13 (asal)

Béylece p? + 4 asaldur.
]

Calisma Problemleri

Alistirma 9.1 (Asalligin Bir Karakterizasyonu). 1 < n € Z olsun ve
'her a,b€Z igin n|ab ise n|a veya n|b'

kosulunun saglandig1 varsayilsin. Bu durumda n’nin bir asal say1 oldugunu ispatlayiniz.
Ipucu: n bilesik olsaydi n = ab, 1 < a,b < n yazlabilirdi; kosulu bu a ile b’ye uygulayiniz.

Alistirma 9.2 (Asal Say1 ve Binom Katsayilar1). p bir asal say1 olmak tizere,her k € {1,...,p — 1} i¢in

p
P | (k)
oldugunu gosteriniz.
Ipucu: $k! \, (p-k)! \, \dbinom{p}{k} = p!$ esitliginden yola ¢ikiniz. p asal oldugundan ve k! ile (p — k)!
carpanlarinin hepsi p’den kiiciik oldugundan Sonug 9.2 geregi p } k! (p — k)!dir; ardindan Teorem 5.1'n1
uygulayiniz.

Alistirma 9.3 (Faktoriyelin Komsularindaki Asallar). a) Her 2 < n tam sayist i¢cin n < p < n!
kosuluna uyan bir p asal sayisinin var oldugunu gosteriniz.

b) Her 1 < n tam sayst igin, n! + 1 sayisimin her asal ¢arpaninin n’den biytk bir tek say1 oldugunu
gosteriniz.

Ipucu (a): n! — 1 sayisinin bir asal bélenini alip, bu bolenin n’yi gegmesi gerektigini gosteriniz.

Alistirma 9.4 ($2"n + 1$ Ne Zaman Asal Olabilir?). a) Her n pozitif tam sayis1 ve her k negatif
olmayan tam sayist icin

n_|_1|n2k+1_|_1

oldugunu tiimevarimla gésteriniz.

b) 2" + 1 says1 asal ise n = 2F olacak bi¢imde negatif olmayan bir k tam sayisinin var oldugunu goste-
riniz.

¢) (b) sikkinin tersinin yanls oldugunu n = 32 icin gosteriniz. (Ipucu: 232 + 1 = 641 - 6700417.)

Alistirma 9.5 ($4 k + 3$ Bicimindeki Asallar). a) 4k + 1 bi¢imindeki sonlu sayida tam sayinin
carpiminin yine 4k + 1 biciminde oldugunu gosteriniz.

b) 4k + 3 biciminde sonsuz sayida asal say1 oldugunu ispatlayimz.

Ipucu (b): Sonlu sayida olduklarini varsayip g, ..., q,, diyelim ve N = 4q;qy---q,, — 1 sayisin1 inceleyiniz;
(a) sikki bu saymin 4k + 3 biciminde bir asal boleni olmasi gerektigini sdyler.
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10.1

10. Aritmetigin Esas Teoremi

Asal sayilar1 “bolilnemez” sayilar olarak tamimladik. Simdi bu sayilarin gercekten de aritmetifin yap1
taslar1 oldugunu gorecegiz: 1’den bityiik her tam say1 asallarin carpimidir ve bu ¢arpim — siralama disinda
— tek tiirlii belirlidir. Bu teklik, boliinebilme kuraminin tamamina diizen getirir.

Teorem ve Ispat1

Teorem 10.1 (Aritmetigin Esas Teoremi). 1’den biiyiik hern tam sayisi, bir takim asal sayilarin ¢arpimi
biciminde yazilabilir.
Ayrica bu yazilis tek tiirlii belirlidir: eger pq, ..., D,, ve q, ..., ¢, asal sayilar olmak iizere

D1P2 P = 419245
ise m = s’dir ve — gerekirse qy, ..., q, asallari yeniden siralanarak —
P1 =41, P2=4q2 - Pm=0m

olur.

ispat.
Ispati iki parcaya ayiralim.
1. Varlik. Su iddiay: giiclii tiimevarimla ispatlayalim:

Her1 < m tam sayist igin n = rry---r,, olacak bicimder,, ...,r,, asal sayilari vardir.

Baslangi¢c adimi (n = 2). 2 asal oldugundan tek ¢carpanly bir carpim olarak yazilir.
Tiumevarim adimi. 2 < k olsun ve iddiamin n = 2,3, ...,k — 1 degerlerinin hepsi i¢in dogru oldugunu
varsayalim. n = k icin gosterelim.

k asalsa iddia zaten saglanir; tek ¢arpanli ¢arpim olarak yazilir. O hdlde k’nin asal olmadigini varsaya-
biliriz. Bu durumda

k=a-b, 1<a,b<k

olacak bicimde a,b tam sayiari vardir. a,b € {2, ...,k — 1} oldugundan giiclii tiimevarim hipotezi hem
a hem b i¢in kullanilabilir:

a=ry-Tg b=1tyty
olacak bicimdery, ...,r4,ty, ...,t; asallari vardwr. O halde
k=a b= Ty tltf

yazilir; yani k da asallarin ¢arpimidir. Giiglii tiimevarim ilkesi geregi iddia her 1 < n i¢in dogrudur.
2. Teklik. Bu kez m iizerinden tiimevarim yapalim.

Baslangi¢ adimi (m = 1). p; = q;¢y-q, olsun. s = 1 oldugunu gosterelim.

s > 2 oldugunu varsayalim. Bu durumda

p1=q1 (g2qs)

yazulir. Demek ki g, | p; ve
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olur; yani p; sayisinin 1 ile kendisinden farkl bir pozitif boleni vardir. Bu, p, ’in asal olmasiyla celisir. O
halde s =1 vep, = ¢, dir.

Ttumevarim adimu. k bir pozitif tam sayi olsun ve teklik iddiasininm = k icin dogru oldugunu varsayalim.

m = k + 1 igin gosterelim:
D1 Pk Prt1 = d17Gs

olsun. Sol taraf p;, | ile béliindiigiinden sag taraf da boliiniir:
Prir | 1024

Sonug 9.3 geregi pyyq = q; olacak bigimde bir i € {1, ..., s} vardir. Carpanlarin sirasini degistirmekte
serbest oldugumuzdan p,_ | = q, oldugunu varsayabiliriz. Esitligi yeniden yazalim:

P17 PrPr+1 = 9195—1 95 = 917 "95—1 P41
DPry1 7 0 oldugundan her iki tarafi py, . ‘e sadelestirebiliriz:
P1P2 P = 41492951
Simdi sol tarafta k tane asal vardir; tiimevarim hipotezi uygulanabilir. Buradan
k=s—1 yani k+1=s

ve — uygun bir siralamayla —p, = qy, ..., py, = q;, bulunur. Zatenp, , = q, = g, oldugunu gérmiis-
titk.

Tiimevarim ilkesi geregi teklik her m icin gecerlidir.
|

1 Tekligin gercek kaynag:

Varlik kismi kolaydir; say1y1 par¢alamaya devam edersiniz, sonunda asallara ulasirsiniz. Asil derin
olan tekliktir ve ispata bakildiginda biitiin agirligin tek bir adima bindigi goriliir:

p| q1qyq, = p =¢q; (bir i igin)

Bu ise Teorem 9.1'in, yani Oklid lemmasinin asal hélinin sonucudur. Oklid lemmasi da Bézout
teoreminden gelir. Yani teklik, ta en basta iyi siralama prensibinden cikardigimiz Bézout
teoremine dayanuir.

Kanonik Gosterim
Tanim 10.1 (Asal Carpanlara Ayrilis). 1 < n € Z olsun. Teorem 10.1'taki
N =P1P2"""Pm

yaziligina n sayisinin asal carpanlara ayrilis1 denir.

Ornek 10.1 (Asal Carpanlara Ayrilis Ornekleri).
60=2-2-3-5, 37 =37

Ikinci 6rnekte 37 asal oldugundan carpanlara ayrilis tek carpandan olusur.

Ayni asal birden cok kez gériinebildiginden, tekrarlar1 kuvvet olarak toplamak ve asallari kiiglikten
biiytige siralamak daha kullanighdir.

Sonug 10.1 (Kanonik Gésterim). Hern > 1 tam sayist igin
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10.2 Kanonik Gosterim 81

k k
n=p;ipy2eplr,  pp<py < <p,

olacak bicimde tek tiirlit belirlip,, ..., p, asal sayilari ve ky, ..., k,. pozitif tam sayilari vardir.

Bu, Teorem 10.1'm yeniden diizenlenmis hélidir: ¢carpanlara ayrilistaki esit asallar bir araya toplanir ve
sonug kiigiikten biiytige siralanur. Teklik, teoremin teklik kismindan gelir.

Ornek 10.2 (Kanonik Gésterim Ornegi).
120 = 23 - 3t . 5¢

Gercekten de 120 = 8 - 15 = 23 - 3 - 5tir ve asallar kiiciikten biiyiige siralanmustir.

Koklerin Irrasyonelligi

Aritmetigin esas teoreminin ilk biiyiik kazanci, irrasyonel sayilar tiretmenin sistemli bir yolunu verme-
sidir. Ornek 5.1'de v/2’nin irrasyonelligini ¢ift/tek ayrimyla gostermistik; simdi aym fikri tek hamlede
genellestirecegiz.

Teorem 10.2 (Rasyonel Kok Tam Sayidir). n ve a birer pozitif tam sayi olsun. Eger {/a sayist rasyonel
ise, bir tam sayidir.

ispat.
{/a rasyonel olsun. Sonug 5.2 geregi

Va = C, s >0, ged(r,s) =1
s

olacak bigimde r, s tam sayilari vardir. Her iki tarafin n’inci kuvvetini alalim:
T’VL
a=—=2as"=1" (*)
s’ﬂ
Iddia: s = 1°dir. Aksini varsayalim; s > 1 olsun. Lemma 9.1 geregi s sayisinin bir p asal béleni vardr.
D | s oldugundan p | s™, dolayisiylap | as™ ‘dir. (x) geregi

n

plr

olur. Sonug 9.4 geregi bu, p | r demektir.
Demek ki p sayist hem r’yi hem de s’yi boler; yani

p | ged(r,s) =1

Bu imkansizdir, ¢iinkiip > 1°dir. O halde s =1 ve

{‘/EzgzreZ

Sonug 10.2 (Tam Kuvvet Degilse Kok Irrasyoneldir). n ve a pozitif tam sayilar olsun. Eger a = m™

olacak bicimde bir m tam sayisi yoksa, ¥/a irrasyoneldir.

Gergekten de {/a rasyonel olsaydi, Teorem 10.2 geregi bir m tam sayisina esit olurdu ve her iki tarafin
n’inci kuvveti alindiginda @ = m"™ bulunurdu — hipoteze aykir1.

Ornek 10.3 ($sqrt(7)$ irrasyoneldir). /7 sayisinim irrasyonel oldugunu gésteriniz.

Coziim.
7 = m? olacak bicimde bir m tam says1 olsaydi m? = 7 olurdu. Oysa
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2 =4<7<9=32

oldugundan boyle bir tam say1 yoktur; 7 bir tam kare degildir. Sonuc 10.2 geregi v/7 irrasyoneldir.
]

1 Ayni akil yiiriitme her asal icin isler

p bir asal say1 olsun. p = m? olsaydim | p ve 1 < m < p olurdu; bu, p’nin asalligiyla celisir. O halde
hicbir asal say1 tam kare degildir ve her p asali i¢in /p irrasyoneldir.

Ornek 10.4 ($sqrt(3) + sqrt(7)$ Irrasyoneldir). /3 4 /7 sayisin irrasyonel oldugunu gésteriniz.

Cozim.
Aksini varsayalim: « := V3+VT rasyonel olsun. Karesini alalim:

a? =342V3V7+7=10+2V21
Buradan v/21’i yalmiz birakalim:

2
— —1
21:a2 0

a rasyonel ise o2 de, dolayisiyla sag taraf da rasyoneldir. O halde v/21 rasyonel olurdu.
Oysa 21 bir tam kare degildir:

42 = 16 < 21 < 25 = 52

Sonuc 10.2 geregi v/ 21 irrasyoneldir. Celigki.
O halde v/3 + /7 irrasyoneldir.
|

Ornek 10.5 ($root(n, n)$ irrasyoneldir). Her 2 < n tam sayisi i¢in {/7 sayisinin irrasyonel oldugunu
gosteriniz.

Coziim.
Aksini varsayalim: {/n rasyonel olsun. Teorem 10.2 geregi bir m tam say1sina esittir ve

n

m-=n

olur.n > 2 oldugundan m > 2 olmalidir; ¢iinkii m = 1 olsaydi n = 1 bulunurdu ve m = 0 olsaydin =
0 olurdu.
O halde m > 2 ve

n=m">2"
Simdi her n > 1 i¢in 2™ > n oldugunu hatirlayalim (bkz. Alistirma 1.3). Bu durumda
n>2">n

celigkisi ortaya cikar.
O halde {/n irrasyoneldir.
|

Calisma Problemleri

Alistirma 10.1 (Asal Carpanlara Ayirma). Asagidaki sayilar: kanonik bi¢imde yazinmz.
a) 360 b) 1001 ¢) 5040 d)2!°—1
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Alistirma 10.2 (Irrasyonellik Ispatlar1). Asagidaki sayilarin irrasyonel oldugunu gosteriniz.
a)V15 b) V2 ¢)V2++v3 d)log,2

Ipucu (d): log;, 2 = a/b olsaydi 10¢ = 2° olurdu; her iki tarafi asal carpanlarina ayrip tekligi kullaniniz.

Aligstirma 10.3 (Tam Kareler ve Carpanlar). 1 < n bir tam say1 ve

k, k k
n :pl 1p22...pr’r‘

kanonik goésterimi olsun. n sayisinin bir tam kare olmasi i¢in gerek ve yeter kosulun, biitiin k; tislerinin
cift olmasi oldugunu gosteriniz.

Alistirma 10.4 (Aralarinda Asal Carpanlarin Kareligi). a,b pozitif tam sayilar, gcd(a,b) = 1 ve ab
bir tam kare olsun. Bu durumda hem a’nin hem de b’nin birer tam kare oldugunu gésteriniz.

Ipucu: a ile b’nin kanonik gosterimlerinde ortak asal bulunmadigini gozlemleyip Alistirma 10.3'yi kulla-
niniz.
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11.1

11.2

11. Asal Carpanlardan Bolenlere

Aritmetigin esas teoremi her sayiya bir “kimlik kart1” verdi: asal ¢arpanlar1 ve usleri. Bu bolimde kart:
okumay1 6grenecegiz. Bir sayimnin biitiin bolenleri, ka¢ boleni oldugu, hatta iki saymnin en biyiik ortak
boleni ve en kiiciik ortak kati — hepsi dogrudan iislerden okunabilir.

Asal Bolenler Kiimesi

Tanim 11.1 (Asal Bolenler Kiimesi). 7 bir tam say1 olmak iizere, n’nin biitiin asal bélenlerinin kiimesi
m(n) ile gosterilir:

m(n)={p:p asalve p|n}

Notasyon uyarisi

Bu notlarda m(n) semboli bir kiimedir. Literatiirde ayni sembol ¢ogunlukla “z’i gegmeyen asallarin
say1s1” anlamindaki asal sayma fonksiyonu i¢in kullanilir. Karigtirmamak gerekir; burada 7(n) daima
bir asal sayilar kiimesidir.

Ornek 11.1 (Asal Bélenler Kiimesi Ornekleri).
60 =2%2-3.-5= m(60) = {2,3,5}
16 = 2 = 7(16) = {2}

Ayrica (1) = w(—1) = @°dir; 1’in ve —1’in asal béleni yoktur.
Onerme 11.1 (Béliinebilme ve Asal Bolenler). Her a,b tam sayst icin, eger a | b ise w(a) C 7 (b) dir.

Bunun nedeni gecismedir: p € 7(a) ise p | a ve a | b oldugundan p | b, yani p € w(b)’dir.

1 Tersi dogru degildir
m(a) C m(b) olmast a | b olmasini gerektirmez. Ornegin a = 8 ve b = 2 igin

m(8) = {2} € {2} = 7(2)

olmasina ragmen 8 4 2°dir. Asal bolenler kiimesi hangi asallarin gériindiigiinii séyler, ka¢ kez goriin-
digint degil.

Ayni Asalin Kuvvetleri

Bolenleri okuyabilmek i¢in 6nce tek bir asalin kuvvetleri arasindaki boliinebilmeyi belirlememiz gerekir.

Onerme 11.2 (Kuvvetler Arasinda Boliinebilme). 1 < a bir tam say: ve k, s negatif olmayan tam
sayuar olsun. Bu durumda

a¥|a* e k<s

ispat.
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(&) k < s olsun. Bu durumda s — k > 0’dwr ve

yazilir. a®*~* bir tam sayi oldugundan a* | a® dir.
(=) a* | a® olsun ve aksini, yani k > s oldugunu varsayalim.
a > 1 oldugundan a® #+ 0’dwr. Teorem 3.1 (8) geregi

ak < a®
Ote yandan a > 1 ve k > s oldugundan iistel fonksiyon artandir:
k

a*=a°-ad"*>a*-1=0a°

(Burada k — s > 1 oldugundan a*=* > a > 1 oldugunu kullandik.) Iki esitsizlik celisir.
O halde k < s’dir.
|

Biitiin Bolenleri Okumak

Teorem 11.1 (Bolenler Kiimesi). 0 < n € Z, py, ps, -.., . ikiser ikiser farkli asal sayilar ve 0 < k, € Z
olmak iizere

n=p{'py*pf
olsun. Bu durumda n’nin tiim pozitif bolenlerinin kiimesi
{p/"py 2 plr im; € 2,0 <my; <k, (i=1,..,7)}
kiimesidir.

ispat.
Kiimeleri adlandiralim:

A={deZ:0<d,d|n}, B:={p/plr:0<m; <k}

1. BC A.b=p["-p™ € B olsun. Her i i¢cin m; < k; oldugundan Onerme 11.2 geregi p; " | pfi “dir.
Teorem 3.1 (11) geregi béliinebilmeler carpilabilir:

m m k k
pl 1...pr r pll...prr =n

Ayrica b > 0 oldugundan b € A’dur.

2. AC B.d € Aolsun; yani0 < d ved | n’dir.

d = 1 ise biitiin m; leri 0 alarak d = p?---p? € B elde ederiz.
Simdi d > 1 olsun. Onerme 11.1 geregi

ﬂ—(d) c W(”) c {plv"‘apr}
O hdlde d’nin kanonik gosteriminde yalnizca py, ..., p,. asallari goriinebilir:
d=p;'py*pir,  0<s

Geriye her i icin s; < k; oldugunu gostermek kaliyor. Bir i sabitleyelim ve n’yi iki parcaya ayiwralim:

k; k ki1 ki1 k
n=p, . (pll‘“piillp’b?i:{ ...prr)

M

D; iles digg" p; asallant farkl oldugundan Sonug 9.1 geregi ged(p;,p;) = 1°dir; Sonug 5.3 geregi
gcd(pii,pj]) =1 ve Teorem 5.3in tekrarli uygulanmasiyla

ged(p;', M) =1

Acik Matematik - acik-matematik.com 86 CC BY-NC-SA 4.0


https://acik-matematik.com
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.tr

114

11.3 Butiin Bolenleri Okumak 87

bulunur.
Ote yandan p* | d ved | n oldugundan p* | n = pfiM’dir. Teorem 5.1 geregi (p;' ile M aralarinda asal
oldugundan)

S i

b; | Dy

elde edilir. Onerme 11.2 geregi s, < k; dir.
Bu her i icin gegerli oldugundan d € B’dir.
Iki kapsama birlikte A = B verir.

|

Ornek 11.2 (Bolenleri Listeleme). 12 = 22 - 3 oldugundan, bolenler 2™13™2 bicimindedir ve 0 <
my <2,0<m, < 1'dir:

30 3t
20 1 3
2t 2 6
22 4 12

Yani 12’nin pozitif bolenleri 1, 2, 3, 4, 6, 12’dir; toplam 6 tane.

Bolen Sayis1

Yukaridaki tablo, bolen sayisini hesaplamanin da yolunu gésteriyor: her iis i¢in bagimsiz bir se¢im yapilir.

Tanim 11.2 (Bolen Sayis1 Fonksiyonu). 0 < n bir tam say1 olmak tizere, n’nin pozitif bolenlerinin
sayisi 7(n) ile gosterilir.

Sonug¢ 11.1 (B6len Sayis1 Formiilii). n = pf1p2’€2-~-prkr kanonik gosterimi olsun. Bu durumda

7(n) = [ (k; + 1) = (ky +1)(ky + 1)-(k, + 1)
=1

Ispat.
Teorem 11.1 geregin’nin her pozitif boleni
m

plmlpgnz'“pr T 0<m; <k,

bicimindedir. Ayrica farkli (mq, ...,m,.) is dizileri farkli bolenler verir; ¢iinkii aritmetigin esas teoremi
geregi kanonik gosterim tek tirlii belirlidir.
O halde bolenler ile iis dizileri arasinda birebir esleme vardir. Her m; icin

m; €{0,1,2,....k;}
yani k; + 1 secenek bulunur ve secimler birbirinden bagimsizdir. Toplam secenek sayisi carpimlaridir:

7(n) = (ky +1)(ky +1)-(k, + 1)

Ornek 11.3 (Bblen Sayis1 Hesaplar1). 7(120), 7(1001) ve 7(p*) degerlerini hesaplayiniz (p asal).

Coziim.
7(120). Ornek 10.2'de 120 = 23 - 3! - 5! bulmustuk. O halde
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7(120) =3+ 1)(1+1)(1+1)=4-2-2=16
7(1001). 1001 = 7 - 11 - 13’tiir (di¢ farkh asal, hepsinin iissii 1):
7(1001) = (1+1)(1+1)(14+1)=8
7(p*). Tek bir asal ve tek bir iis vardir:
T(pk) =k+1

Nitekim p* sayisinin bolenleri 1, p, p?, ..., p¥°dir; k + 1 tane.
|

EBOB ve EKOK’u Uslerden Okumak

Bolenleri iisler cinsinden tanidigimiza gore, ortak bolenleri ve ortak katlar: da aym dille ifade edebiliriz.

Teorem 11.2 (Uslerle EBOB ve EKOK). p; < py < - < p,. asal sayilar, ky, ..., k, vely,...,l, negatif
olmayan tam sayilar olmak iizere

_ .k k _ ! l,
n_pll...prr, m_pll...pr

olsun. Bu durumda asagidakiler gecerlidir:

-

. min{k,,[;

i) gcd(n,m):Hpi (i L}
i=1

IIlaX{in, l@}

ii) lem (n,m) = X

i=1

iii) n-m = ged(n,m)-lem (n,m)

ispat
i)d:= H pmm{k“l i diyelim. Teorem 4.2'nun iki kosulunu dogrulayacagiz.

d bir ortak bslendir. Her i icin min{k,, ,} < k; oldugundan Teorem 11.1 geregi d | n’dir. Aymi bigimde
min{k;,l;} <! oldugundand | m’dir.
Her ortak bolen d’yi boler. ¢ pozitif bir ortak bélen olsun. ¢ | n oldugundan Teorem 11.1 geregi

c=ptepi, s; <k
yazilir. Ayni teorem ¢ | m igin de uygulaninca s; < l; bulunur. Ikisi birlikte
s; < min{k,,[;}

verir; yine Teorem 11.1 geregi ¢ | d’dir.

(Negatif ortak bolenler igin Teorem 3.1 (13) geregi ayni sonug gecerlidir.)

Iki kosul da saglandl%rzndan d = ged(n, m) dir.

i) M =[] p max{ki ls) diyelim.

M bir ortak kattlr Heri igin k; < max{k;,[;} oldugundan Teorem 11.1 geregin | M 'dir; benzer bicimde
m | M dir.

Her ortak kat M ile bolunur ¢ pozitif bir ortak kat olsun. n | ¢ vem | ¢’dir. Her i igin pz
m | ¢ oldugundan ]onwx{]C | ¢’dir. Farkly asallarin kuvvetleri ikiser ikiser aralarinda asal oldugundan
Teorem 5.2in tekrarly uygulanmasiyla ¢arpimlari da c’yi boler:

M= Hpimax{ki,li}

Ozel olarak M < c’dir. O halde M, en kiigiik pozitif ortak kattir: M = lem (n, m).
iii) Her i icin, iki sayidan kiiciigii ile biyiginiin toplam, sayilarin toplamina esittir:

7,11
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min{k;,l;} + max{k;,[;} =k, +
Bu yiizden

gcd(n, m) .lem (n7 m) = Hpirnin{ki:li}"'max{ki)li} — Hpiki+li =n-m
%

%

1 Ortak asal listesi kullanmak

Teoremde iki say1 i¢in ayni1 py, ..., p, listesi kullanildi. Bu bir kisitlama degildir: bir asal sayilardan
birinde gdriinmiiyorsa iissii 0 alinir. Ornegin

12=22.31.50, 50=12!.30.52

yazilabilir ve teorem dogrudan uygulanir.

Ornek 11.4 (Uslerle EBOB ve EKOK Hesab1). gcd(360,84) ve lem (360, 84) degerlerini asal arpan-
lara ayirarak bulunuz.

Coziim.
Once kanonik gosterimleri yazalim:

360 =23.32.51.70,  84=2922.31.50.71

Her asal icin usleri karsilagtiralim:

Asal 360’mnissi 84’untssi Minimum Maksimum

2 3 2 2 3
3 2 1 1 2
5 1 0 0 1
7 0 1 0 1

Teorem 11.2 geregi
ged(360,84) =22-31.50.79=4.3 =12
lem (360,84) =23-32.51. 71 =8.9-5-7 = 2520

(Saglama: 12 - 2520 = 30240 ve 360 - 84 = 30240 V)
|

Hangi yéntem ne zaman?
Usler yoéntemi kavramsal olarak aydinlaticidir ama pratikte yavastir: sayilar1 asal garpanlarina
ayirmak, biiyiik sayilarda son derece zordur. Oklid algoritmast ise ¢arpanlara hi¢c bakmadan birkac

bolmede sonuca ulasir.
Kisacast: anlamak icin iisler, hesaplamak icin Oklid algoritmasi.

11.6 Asal Bolenler Kiimesiyle Calismak

Ornek 11.5 ($pi$ Kiimesinin Temel Ozellikleri). Her a, b tam sayisi ve her k pozitif tam sayisi icin
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oldugunu gosteriniz.

Cozim.

Birinci esitlik.

(2) p € w(a) olsun; p | a’dir. a | ab oldugundan gecisme geregi p | ab, yani p € w(ab)’dir. Aym akil
yuriitme 7(b) i¢in de gegerlidir.

(C)p € m(ab) olsun; p asal ve p | ab’dir. Teorem 9.1 geregip | a veyap | b’dir; yanip € 7(a) U 7(b)’dir.
Tkinci esitlik. p asal olmak iizere Sonuc 9.4 geregi

pla*<pla

oldugundan iki kiime ayni elemanlara sahiptir.
]

Ornek 11.6 (Aralarinda Asalligin $pi$ ile ifadesi). Ikisi birden sifir olmayan her a, b tam sayisi icin
ged(a,b) =1 m(a)Nw(d) =0
oldugunu gosteriniz.

Cozim.
(=) ged(a, b) = 1 olsun. (a) N 7(b) kiimesinde bir p eleman1 bulunsayd, p hem a’y1 hem b’yi bolen
bir asal olurdu. Bu durumda p bir ortak bélendir ve Teorem 4.2 geregi

p|ged(a,b) =1

olurdu; oysa p > 1’dir. O halde kesisim bosgtur.
(&) m(a) N7w(b) = O olsun ve d := ged(a, b) diyelim. d > 1 oldugunu varsayalim. Lemma 9.1 geregi
d’nin bir p asal boleni vardir. p | d, d | a ve d | b oldugundan gecisme geregi

pla  ve plb

olur; yani p € m(a) N () dir. Bu, kesisimin bog olmasiyla celisir.
O halde d = 1’dir.
| |

Calisma Problemleri

Alistirma 11.1 (Bolenler ve Bolen Sayis1). a) 2* - 32 - 5 sayisinin kac pozitif boleni vardir?

b) 7(n) = 3 olacak bicimdeki biitiin n sayilarini belirleyiniz.

c) 7(n) degerinin tek say1 olmasi icin gerek ve yeter kogulun n’nin bir tam kare olmas1 oldugunu géste-
riniz.

Ipucu (c): Alistirma 10.3'yi ve bélen sayisi formiiliinii birlikte kullaniniz.

Alstirma 11.2 (Bélenlerin Carpimi). 0 < n bir tam say1 olsun. n’nin biitiin pozitif bolenlerinin
carpiminin

nT(n)/2
oldugunu gosteriniz.

Ipucu: d bir bélense n/d de bir bolendir; bolenleri (d, n/d) iftleri halinde eslestiriniz.

Alistirma 11.3 (Uslerle Hesaplar). Asagidaki degerleri kanonik gosterimleri kullanarak hesaplaymniz.
a) ged(25-3%-7,22.3%.11)
b)lecm (2°-33.7,22.3%.11)
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c) ged(1001,2431)  (Ipucu: 2431 = 11-13 - 17.)
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12.1

12.2

12. Kongruans Kavrami

Bolme algoritmas: her tam say1iya bir kalan ilistiriyordu. Simdi bu fikri bir adim &teye tasiyacagiz: ayni
kalani veren sayilar1 birbirinden ayirt etmeyecegiz. Ortaya ¢ikan dil — kongriians dili — sayilar
teorisinin en giiclii hesap aracidir; biiytik sayilarla yapilan béliinebilme hesaplarini ¢ogu zaman birkag
satira indirir.

Tanim

Tanim 12.1 (Kongriians). n sabit bir pozitif tam say1 ve a,b € Z olsun. Eger n sayis1 a — b farkim
bolerse, yani

a—b=kn
olacak bicimde bir k tam sayis1 varsa, “a ve b tam sayilari modiilo n kongriidiir” denir ve
a = b (mod n)

yazilir. Aksi halde a # b (mod n) yazilir. n sayisina modiil denir.

Ornek 12.1 (ilk Ornekler). n = 7 olsun.
20 = 6 (mod 7), —22 =13 (mod 7), —108 = —101 (mod 7)

¢iinkii sirasiyla 20 — 6 = 14, —22 — 13 = —35 ve —108 — (—101) = —7 sayilarinin hepsi 7 ile béliiniir.
Buna karsilik

18 # 5 (mod 7)

clinkii 18 — 5 = 13 sayis1 7 ile bolinmez.

1 Modiil neden 1’den biiyiik almniyor?

Herhangi iki tam say1 daima modiilo 1 kongridiir; ¢linkii 1 her farki boler. Bu yiizden n = 1 hicbir
bilgi tasimaz ve bundan sonra n > 1 oldugunu varsayacagiz.

Temel Ozellikler

Kongriians bagintisi, esitlige cok benzer bicimde davranir: yansima, simetri ve gecisme 6zelliklerini tagir;
ayrica iki tarafi toplayabilir, ¢ikarabilir, carpabilir ve kuvvet alabiliriz. Asagidaki teorem bu benzerligin
sinirlarini ¢izer.

Teorem 12.1 (Kongriiansin Temel Ozellikleri). 1 < n sabit bir tam say: olmak iizere, hera, b, c, d tam
sayisi i¢in asagidakiler gecerlidir.

(a) a = a (mod n).

(b)a = b (mod n) iseb = a (mod n).

(c)a =b (modn) veb = c (modn) isea = ¢ (mod n).

(d) a = b (mod n) vec = d (mod n) ise

a+c=b+d(modn) ve ac = bd (mod n)

(e)a =b(modn)isea+ c=b+ c(modn) veac = be (mod n).
(f) a = b (mod n) ise her k pozitif tam sayis igin a* = b* (mod n).
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ispat.

(@a—a=0=n-0oldufundann | a — a’dw.

(b)n | a — b olsun. Teorem 3.1 (13) geregin | —(a —b) = b — a’dw.
(c)n|a—0bven |b— colsun. Teorem 3.1 (7) geregin toplami da béler:

nlla—b)+(b—c)=a—c

(@d)n|a—>bven|c—d olsun.
Toplam i¢in:

(a+c)—(b+d)=(a—b)+ (c—d)

Saf taraftaki her iki terim n ile boliindiigiinden toplamlar: da boliiniir.
Carpim icin: [fadeye be terimini ekleyip cikararak parcalayalim:

ac —bd = ac —bec+bec—bd
=cla—0b)+blc—d)
n | a — b oldugundann | ¢(a — b);n | ¢ — d oldugundann | b(c — d) dir. Teorem 3.1 (7) geregin toplam,
yani ac — bd’yi boler.
(e) (d) ozelliginde ¢ = ¢ (mod n) alinirsa (bu (a) geregi dogrudur) istenen elde edilir.

(f) k iizerinden timevarim yapalim. k = 1 icin iddia hipotezdir. a* = b* (mod n) oldugunu varsayalim.
Elimizde

a* = b* (mod n) ve a = b (mod n)
vardir; (d) 6zelliginin ¢carpim kismi geregi
a*-a=0b% b(modn)  yani @l =¥ (modn)

Tiimevarim geregi iddia her k icin dogrudur.
n

Bolme kurali eksik!

Listede toplama, ¢ikarma, carpma ve kuvvet alma var — ama bélme yok. Bu bir unutkanlik degildir:
kongriianslarda sadelestirme her zaman serbest degildir. Ornegin

2:3=2-6(mod6)

dogrudur (her iki taraf da = 0), ama 2’yi sadelestirip 3 = 6 (mod 6) yazamayiz; bu yanhsgtir.
Sadelestirmenin hangi kosulda serbest oldugunu birazdan gorecegiz.

Aym Kalani1 Verme Olgiitii

Kongriiansin sezgisel anlami, tanimdaki fark kosulundan daha agiktir.

Teorem 12.2 (Kongriians, Ayni Kalan1 Vermektir). 1 < n sabit bir tam sayi ve a,b € Z olsun. a =
b (mod n) olabilmesi igin gerek ve yeter kosul, a ile b’nin n ile béliindiiklerinde ayni kalani vermesidir.

ispat.
Bolme algoritmasina gore

a=ng; +7, b =ngy + 79, 0<r,ry<n

yazalim.
(<) ry = ry olsun. Farki hesaplayalim:

a—b=mng +7r —ng,—1ry=n(q —qs)
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O hdlden | a — b, yania = b (mod n) 'dir.
(=) a = b (mod n) olsun; n | a — b’dir. Farki yukaridaki gibi yazalim:

a—b=n(g —gy) + (ry —r3)
n sayist hem a — b’yi hem de n(q, — q5) yi boldiigiinden, farklarini da béler:
nlry—ry
Ote yandan 0 < 71,75 < n oldugundan
—n<r;—ry<n yani |ry—ry | <mn

n ile boliinen ve mutlak degeri n’den kiiciik olan tek tam say1 0°dir. O halde v, = r, dir.
]

1 Bu 6lciit neden bu kadar kullanisli?

Olgiit, kongriians hesabimi “kalan hesabina” gevirir. Bir saymm 7 ile bsliimiinden kalani bulmak
istiyorsak, o say1y1 modiilo n miimkiin oldugunca kii¢iik bir sayiya indirgeriz; elde ettigimiz 0 < r <
n degeri dogrudan aranan kalandir.

Asagidaki 6rnekler bu stratejinin uygulamalaridir.

12.4 Biyiik Kuvvetlerle Hesap

Ornek 12.2 ($3"10$ Sayisinin $41$ ile Béliimiinden Kalan). a) 41 sayisimin 3'° — 9 sayisimi béldii-
gunii gosteriniz.
b) 310 sayisinin 41 ile béliimiinden elde edilen kalani bulunuz.

Cozim.
a) Kuvveti dogrudan hesaplamak yerine kii¢iik bir kuvvetten baglayalim:

3t=81=2-41—1
O halde
3% = —1 (mod 41)
Simdi Teorem 12.1 (f) geregi her iki tarafin karesini alalim:

38

(—=1)%2 =1 (mod 41)
Son olarak 319 = 38 - 32 oldugundan, (d) 6zelligiyle carpalim:
310 =1.3% = 9 (mod 41)

Bu, tanim geregi 41 | 31° — 9 demektir.
b) 31° =9 (mod 41) bulduk ve 0 < 9 < 41’dir. Teorem 12.2 geregi aranan kalan 9’dur.
]
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1—1awn1

Yukaridaki hesabin piif noktasi, 3* = —1 esitligini fark etmekti. Kuvvet hesaplarinda modiilo n’de 1
veya —1 degerini veren bir kuvvet bulmak, geri kalan her seyi ¢ozer: o kuvvetten sonrasi periyodik
olarak tekrarlanir.

Bu yiizden strateji sudur: a', a2, a3, ... degerlerini modiilo n hesaplayin ve ilk kez +1 gériindiigii
yerde durun.

Ornek 12.3 ($3"405$ Sayisinin $17$ ile Boliimiinden Kalan). 3%%% sayisinin 17 ile boliimiinden elde
edilen kalani bulunuz.

Cozim.
Once 3’iin kiigitk kuvvetlerini modiilo 17 hesaplayalim:

31=3, 32=09, 33 =27 =10, 3% =30 = 13 (mod 17)
Devam edelim:
3¥=132=169=9-17+16 =16 = —1 (mod 17)
—1’i bulduk. Karesini alalim:
316 = (-1)2 = 1 (mod 17)

Simdi tissti 16’ya bolelim:

405=16-25+5
Buradan

3105 = (316)*° . 35 = 1% 35 = 35 (mod 17)

Son olarak 3% = 243 = 14 - 17 + 5 oldugundan

3105 = 5 (mod 17)

0 < 5 < 17 oldugundan aranan kalan 5’tir.
]

Ornek 12.4 (Faktériyellerin Toplami).
114 2! 4 3! 4 - + 99! 4 100!

sayisinin 240 ile bolimiinden elde edilen kalan1 bulunuz.

Coziim.
Anahtar gozlem, toplamdaki terimlerin bityiik cogunlugunun modiilo 240’ta yok olmasidir.

240=12*-3-5
Simdi 6! sayisina bakalim:
6! =720 =3-240
Demek ki 240 | 6I'dir. Her n > 6 icin 6! | n! oldugundan (¢iinkiin! = 6! - 7 - 8---n), gecisme geregi
240 | n! yani n! = 0 (mod 240) (n > 6)

O hélde toplamdaki 6!’den 100!’e kadar olan biitiin terimler modiilo 240’ta sifirdir. Geriye ilk bes terim
kalur:
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1420+ -+ 100! = 1! 4+ 2! + 3! + 4! + 5! (mod 240)
=14+24+6+244120
=153

0 < 153 < 240 oldugundan aranan kalan 153’tiir.
]

Ornek 12.5 (Tam Karelerin Son Rakami). Her n tam sayisi i¢cin n? sayisinin birler basamagindaki

rakamin yalnizca

rakamlarindan biri olabilecegini gdsteriniz.

Cozim.

Bir saymnin birler basamagi, o saymn 10 ile bolimiinden kalandir. O halde n? sayisim1 modiilo 10

incelemeliyiz.
n =r (mod 10), r € {0,1, ...,9} olsun. Teorem 12.1 (f) geregi

n? = r? (mod 10)

Simdi 72 degerlerini modiilo 10 hesaplayalim:

T 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
2 0 1 4 9 16 25 36 49 64 81
r2mod 10 0 1 4 9 6 5 6 9 4 1

Son satirda gériinen degerler kiimesi
{0,1,4,5,6,9}

oldugundan, bagka hicbir rakam bir tam karenin son basamag1 olamaz.
|

i Hangi sayilar tam kare olamaz?

7 oldugundan tam kare olamaz.

Bu tablo hizli bir eleme aracidir: son rakami 2, 3, 7 veya 8 olan higbir say1 tam kare degildir. Ornegin
123456787 sayisiin tam kare olup olmadigini anlamak i¢in karekok almaya gerek yoktur; son rakami

Sadelestirme Kurali

Simdi kongriianslarda bélmenin ne zaman serbest oldugunu belirleyelim.

Teorem 12.3 (Sadelestirme Kurali). a,b,c,n € Z, 1 < n ved = ged(c, n) olsun. Eger

ca = ¢b (mod n)
ise

n
a = b (mod E)

ispat.
ca = ¢b (mod n) olsun; yanin | ¢(a — b) dir. O hilde
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98 Boliim 12. Kongriians Kavrami

c(a—0b) =nk

olacak bigimde bir k tam sayisi vardir.
d = ged(e, n) oldugundan

c=dc, n=dn’
yazalim; Sonug 5.1 geregi ged(c’,n’) = 1’dir. Bunlari yerine koyalim:
dc’(a—b) =dn’k
d # 0 oldugundan sadelestirebiliriz:
c(a—b)=n"k
Bu esitlikn’ | ¢’(a — b) oldugunu soyler. ged(n’,¢’) = 1 oldugundan Teorem 5.1 geregi
nla—b

bulunur; yani

Sonug¢ 12.1 (Aralarinda Asal Carpanla Sadelestirme). a,b,c,n € Z vel < n olsun.
1. Eger ca = ¢b (mod n) ve ged(c,n) = 1 ise a = b (mod n) dir.
2. p bir asal say1 olmak iizere, eger ca = cb (mod p) vep } ¢ ise a = b (mod p) ‘dir.

Birincisi Teorem 12.3'nin d = 1 halidir. Tkincisi ise Onerme 9.1 geregi p } ¢ oldugunda ged(c,p) = 1
olmasindan ¢ikar.

Kosul kaldirilamaz

Bolumiin basindaki kars: 6rnege donelim:
2:3=2-6(mod6)
Burada ged (2, 6) = 2°dir. Teorem 12.3 yalnizca
3 =6 (mod 3)

sonucunu verir — ki bu dogrudur. Modiilii kiigiltmeden sadelestirmek yanlis olurdu.

12.6 Modiille EBOB Degismez

Onerme 12.1 (Kongrii Sayilarin Modiille EBOB'u). a,b,n € Z vel < n olsun. Egera = b (mod n) ise
ged(n, a) = ged(n, b)

Gergekten de a = b (mod n) ise a = b + nk olacak bigimde bir k tam sayis1 vardir. Onerme 6.1 geregi

ged(n, a) = ged(n, b+ nk) = ged(n, b)
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1 Ne ise yarar?

Bu kii¢iik 6nerme ileride birkag yerde isimizi gorecek: bir kalan sinifinin modiille aralarinda asal olup
olmadig, sniftan hangi temsilciyi sectigimize bagl degildir. Euler’in ¢ fonksiyonunu kalan siniflar
tizerinden tanimlarken bu bilgi vazgecilmez olacak.

12.7 Polinomlarla Kongriians
Teorem 12.4 (Polinomlar Kongriiansi Korur). 0 < m € Z ve
P(z) =c,o™ + ¢, 2™ L+ + gz + ¢
katsayiari tam sayi olan bir polinom olsun. Eger a = b (mod n) ise
P(a) = P(b) (mod n)

ispat.
a = b (mod n) olsun. Teorem 12.1 (f) geregi her k € {0,1,...,m} igin

a® = b* (mod n)
(burada k = 0 icin her iki taraf 1’dir). Simdi (e) 6zelligiyle her iki tarafi c;, ile carpalim:
cpa® = ¢, b* (mod n)

Son olarak (d) ézelliginin toplam kisminim + 1 terim icin ardisik olarak uygularsak

i cpak = i cb* (mod n)
k=0

k=0

yani P(a) = P(b) (mod n) bulunur.
|

Sonug 12.2 (Coziimler Sinif Halinde Gelir). P(x) tam katsayili bir polinom olsun. Eger a tam sayist
P(z) =0 (mod n)

kongriiansinmin bir ¢éziimii ve b = a (mod n) ise, b de bu kongriiansin bir ¢éziimiidiir.

Gergekten de Teorem 12.4 geregi P(b) = P(a) = 0 (mod n)’dir.

1 Sonlu arama

Bu sonug¢ son derece pratiktir: bir kongriiansin ¢oziimlerini ararken sonsuz sayida tam sayiy1
denemek gerekmez. 0, 1, ..., n — 1 degerlerini denemek yeterlidir; geri kalan her tam say1 bunlardan
birine kongriidiir ve ayni sonucu verir.

Ornek 12.6 ($p divides a”2 - b*2$ Ise). p bir asal say1 ve a, b € Z olmak iizere
a? = b% (mod p) => a = b (mod p) veya a = —b (mod p)
oldugunu gosteriniz.

Cozim.
a? = b% (mod p) olsun; tanim geregi

p|a® —b?
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Sol tarafi carpanlarina ayiralim:
a?—b%=(a—>b)(a+b)
O halde
p|(a—b)(a+Db)
p asal oldugundan Teorem 9.1 geregi
pla—2> veya pla+bd
Bunlar sirasiyla
a = b (mod p) veya a = —b (mod p)

demektir.
||

Modil asal degilse bozulur

p’nin asal olmasi vazgegilmezdir. n = 8 alalim:
32=9=1=12(mod 8)

olmasina ragmen 3 # 1ve 3 # —1 = 7 (mod 8)’dir. Nitekim modiilo 8'de z? = 1 kongriiansinin dort
¢Ozumi vardir: 1,3,5, 7.

Calisma Problemleri

Alistirma 12.1 (Kalan Hesaplar1). Asagidaki kalanlar1 bulunuz.
a) 2190 sayisinin 7 ile boliimiinden kalan.

b) 71990 sayisinin 11 ile béliimiinden kalan.

c) 1!+ 2! 4 --- 4 50! say1sin 15 ile béliimiinden kalan.

d) Z,lf(iol k® toplaminin 4 ile béliimiinden kalan.

Aligtirma 12.2 (Modiilii Degistirmek). a,b,n,m € Zve 1 < n, m olsun.

a)a = b (mod n) ve m | nise a = b (mod m) oldugunu gésteriniz.

b) a = b (mod n) ve n | mise a = b (mod m) dnermesinin yanlig oldugunu bir kars: 6rnekle gosteriniz.
c) ged(n,m) =1 olsun. a = b (mod n) ve a = b (mod m) olmasi i¢in gerek ve yeter kosulun a =
b (mod nm) oldugunu goésteriniz.

Ipucu (c): Teorem 5.21 kullaniniz.

Alistirma 12.3 (Kongriianslarla Boliinebilme). Asagidakileri kongriians diliyle ispatlayiniz.
a) Her n pozitif tam sayist i¢in 7 | 52 + 3 - 25772,

b) Her n tam sayisi icin 15 | 3n® + 5n3 + 7n.

¢) Her n tam sayist igin, 7 f nise 7 | n® + 1 veya 7 | n® — I'dir.

Alistirma 12.4 (Kiigitk Fermat'ya Hazirlik). p bir asal say1 olmak tizere, her a, b tam sayisi i¢in
(a+b)P = aP + bP (mod p)

oldugunu gosteriniz.
Ipucu: Binom agilimini yazip Alistirma 9.2"u kullaniniz: aradaki biitiin katsayilar p ile béliiniir.
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13.2

13. Tam Kalan Sistemleri

Kongriians, tam sayilar1 n gruba ayirir: ayni kalani verenler bir arada. Bu béliimde bu gruplarin her
birinden birer temsilci segmenin ne anlama geldigini inceleyecegiz. “Tam kalan sistemi” adin1 verdigimiz
bu temsilci listeleri, ileride Euler ve Fermat teoremlerinin ispatinda merkezi rol oynayacak.

Her Say1 Tam Bir Kalana Kongriidiir
Lemma 13.1 (Kalanlarin Temsil Giicii). 1 < n sabit bir tam sayi olsun. Bu durumda her tam say:
0, 1, 2, .., n—1
sayuarindan tam birisine modiilo n kongriidiir.
ispat.

a herhangi bir tam say: olsun.
Varlik. Bolme algoritmasina gore

a=mnqg+r, 0<r<n

olacak bi¢imde q,r tam sayilari vardwr. Buradan a — r = nq, yanin | a — r olur; demek ki

a =r (mod n)
ver € {0,1,...,n — 1}dir
Teklik. a = r (mod n) ve a =’ (mod n) olsun; r, v’ € {0,1, ...,n — 1} oldugunu varsayalim. Teorem
12.1 (b) ve (c) geregi

r =1’ (mod n)
olur; yanin | r — v’ diir. Ote yandan

0<rr<n—-1l=|r—7|<n—-1<n

n ile béliinen ve mutlak degeri n’den kiigiik olan tek tam say1 0’dwr; o halde r = v’ diir.
|

Tam Kalan Sistemi

Tanim 13.1 (Tam Kalan Siniflar: Kitmesi). 1 < n sabit bir tam say1 ve {aq, a,, ..., a,, } tam sayilarmn
bir alt kiimesi olsun. Eger

her tam sayi, aq, a,, ..., a,, sayllarindan tam birisine modiilo n kongriidiir

kogulu saglanirsa, bu kiimeye modiilo n tam kalan siniflar1 kiimesi (kisaca tam kalan sistemi) denir.

Ornek 13.1 (En Tanidik Ornek). 1 < n olmak iizere
{0,1,2,...,n—1}

kiimesi bir modiilo n tam kalan sistemidir; bu, Lemma 13.1'nin dogrudan ifadesidir.
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Tanim 13.2 (Negatif Olmayan En Kii¢iitk Tam Kalan Sistemi). 1 < n olmak iizere {0,1,2,...,n —
1} kiimesine negatif olmayan en kii¢itk tam kalan siniflar1 kiimesi denir.

Bir tam kalan sistemi olup olmadiini anlamak i¢in tanimdaki “her tam say1” kosulunu tek tek sinamak
gerekmez; cok daha pratik bir 6l¢iit vardir.
Teorem 13.1 (Tam Kalan Sistemi Olgiitii). 1 < n sabit bir tam say1 ve A = {a;,a4,...,a,} CZn

elemanli bir kiime olsun. A’nin bir modiilo n tam kalan sistemi olmast igin gerek ve yeter kosul, elemanla-
rimin ikiger ikiser birbirine kongrii olmamasidir:

i # j=>a, #a; (modn)

Ispat.

(=) A bir tam kalan sistemi olsun. i # j i¢in a; = a; (mod n) oldugunu varsayalim.

Teorem 12.1 (a) geregi a;, = a,; (mod n) dir. O hélde a; tam sayisi, A kiimesinin iki farkli elemanina —
hem a;’ye hem a;’ye — modiilo n kongrii olur. Bu, tanimdaki “tam birisine” kosuluyla celisir.

(<) A’nin elemanlari ikiser ikiser kongrii olmasin. Her a; icin, Lemma 13.1 geregi

a; =r; (mod n), r, €{0,1,..,n—1}

olacak bigimde tek tiirlii belirli bir r; vardir.
r; ler birbirinden farkhdur. i # j i¢inr; = r; olsaydi, gecisme geregi

a;=r; =7; =a; (modn)

olurdu; bu, hipoteze aykiridir.

O haldery, ...,r, saydary, n elemanli {0, 1, ...,n — 1} kiimesinin birbirinden farkli n elemanidir. Demek
ki

{7'1,’!‘2, "'arn} = {0, 1, ey — 1}

Simdi herhangi bir m tam sayisi alalim. Lemma 13.1 geregim, {0, ...,n — 1} kiimesinin tam bir elema-
nina kongriidiir; bu eleman bir r, dir ve dolayisiyla

m=r;, =a; (modn)

olur. Baska bir a;’ye de kongrii olsaydi a; = a; olurdu — hipoteze aykir. O halde m, A’nin tam bir
elemanina kongriidiir.

1 Iki kosul birden gerekli

Olgiitii kullanirken kiimenin tam n elemanli oldugunu dogrulamayi unutmayin. Ornegin {0,1}
kiimesinin elemanlar1 modiilo 5’te kongrii degildir, ama 5 elemanli olmadigindan tam kalan sistemi
degildir.

Kisacasi: n eleman + ikiger ikiser kongrii olmama = tam kalan sistemi.

Ornek 13.2 (Bir Tam Kalan Sistemi).
{—19, —11, 18, 22, 62, 82, 91}
kiimesinin modiilo 7 bir tam kalan sistemi oldugunu gosteriniz.
Coziim.

Kiime 7 elemanlidir; Teorem 13.1 geregi elemanlarin ikiser ikiser kongrii olmadigini géstermek yeter-
lidir. Bunun i¢in her elemanin modiilo 7 kalanini hesaplayalim:
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—-19=2,-11=3,18=4, 22 =1 (mod 7)
62=6, 82=5,91=0(mod7)

(Ornegin —19 + 21 = 2,62 — 56 = 6 ve 91 = 13 - 7’dir.)
Kalanlar

{2’ 37 47 17 6’ 570} = {07 1’ 2’ 37 4’ 57 6}

bi¢iminde birbirinden farkl ¢iktigindan elemanlar ikiser ikiser kongrii degildir. O halde verilen kiime
modilo 7 bir tam kalan sistemidir.
|

Sistemi Bozmayan Doniigiimler

Bir tam kalan sisteminden yeni sistemler iiretmenin sistematik bir yolu vardir: biitiin elemanlar1 uygun
bir say1yla carpmak.

Teorem 13.2 (Aralarinda Asal Bir Sayiyla Carpmak). 1 < n sabit bir tam says, {a,, as, ..., a,, } bir
modiilo n tam kalan sistemi, a € Z ve gcd(a,n) = 1 olsun. Bu durumda

{aa,, aay, ..., aa,}
kiimesi de bir modiilo n tam kalan sistemidir.

Ispat.
Teorem 13.11 kullanacagiz; iki seyi dogrulamaliyiz.
1. Kitme n elemanhdur. i # j icin aa; # aa; oldugunu gorelim. Esit olsalardi, ged(a,n) = 1 oldugun-
dan a # 0’dir ve sadelestirmeyle a; = a; bulunurdu — oysa kiime n elemanhdur.
2. Elemanlar ikiger ikiser kongrii degildir. i # j icin
aa; = aa; (mod n)
oldugunu varsayalim. gcd(a,n) = 1 oldugundan Sonug 12.1 (1) geregi a ¢arpanini sadelestirebiliriz:

a; = a; (mod n)

Ama{ay,...,a,} bir tam kalan sistemi oldugundan Teorem 13.1 geregii = j olmalidir — ¢eliski.
Iki kosul da saglandigindan {aa, ..., aa, } bir tam kalan sistemidir.
]

Aralarinda asallik sart
n = 6 ve a = 2 alalim. {0,1,2, 3,4, 5} bir tam kalan sistemidir, ama ikiyle ¢carpilmig hali
{0,2,4,6,8,10}

modiilo 6°da {0, 2,4, 0, 2,4} kalanlarini verir; higbir tek kalan iiretilemez. Burada ged(2,6) = 2 #
1’dir.

Ornek 13.3 (Yalnizca Cift Sayilardan Olusan Bir Sistem). Her 1 < n tek tam sayisi icin, her bir
elemanu ¢ift olan bir modiilo n tam kalan sistemi bulundugunu gosteriniz.

Coziim.
n tek oldugundan 2 4 n’dir; Onerme 9.1 geregi

ged(2,n) =1
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104 Boliim 13. Tam Kalan Sistemleri

Simdi negatif olmayan en kiigiik tam kalan sistemi olan {0, 1, ...,n — 1} kiimesini alip biitiin eleman-
larini 2 ile ¢carpalim. Teorem 13.2 geregi

{0,2,4,...,2(n — 1)}

kiimesi de bir modiilo n tam kalan sistemidir. Bu kiitmenin her elemani cifttir.
|

Ornek 13.4 (Modiilo $9$ Icin Ornek). Her bir eleman cift olan bir modiilo 9 tam kalan sistemi 6rnegi
veriniz.

Cozim.
9 tek oldugundan Ornek 13.3'daki kurulus uygulanabilir. {0, 1, ..., 8} kiimesini 2 ile carpalim:

{0,2,4,6,8,10,12, 14,16}
Dogrulayalim; kalanlar1 modiilo 9 hesaplayalim:

Eleman 0 2 4 6 8 10 12 14 16
Kalan 0 2 46 8 1 3 &5 7

Kalanlar 0’dan 8’e kadar biitiin degerleri birer kez veriyor; kiime 9 elemanli ve elemanlari ikiser ikiser
kongrii degil. O halde bu bir modiilo 9 tam kalan sistemidir ve biitiin elemanlar ¢ifttir.
|

Ornek 13.5 (Cift Modiilde Neden Olmaz?). n cift bir tam say1 olmak iizere, her bir elemanu ¢ift olan
bir kiitmenin asla modiilo n tam kalan sistemi olamayacagini gosteriniz.

Coziim.
n ¢ift olsun ve A = {a, ..., a,, } kiimesinin biitiin elemanlarinin ¢ift oldugunu varsayalim.
Herhangi bir a, i¢in bolme algoritmasini yazalim:

a; =ng; +r1;, 0<r;<n

Buradan

r; = a; —ng;

olur. Sag taraftaki iki terime bakalim: a; cifttir ve n cift oldugundan ng; de cifttir. Iki ¢ift sayinin fark:
cift oldugundan (bkz. Onerme 2.1) r; gifttir.

Demek ki A kiimesinin elemanlarinin verdigi biitiin kalanlar ¢ifttir. Oysa bir tam kalan sisteminin
kalanlar1 {0, 1, ...,n — 1} kiimesinin tamamini vermelidir ve n > 1 oldugundan bu kiimede 1 gibi tek
sayilar da vardur.

Tek bir kalan bile tiretilemediginden A bir tam kalan sistemi olamaz.

]

1 Iki &rnegin birlikte soyledigi
Ornek 13.3 ile Ornek 13.5 birlikte tam bir smiflandirma verir:

Yalnizca ¢ift sayilardan olugan bir modiilo n tam kalan sistemi vardir ancak ve ancak n tek ise.

Bu, Teorem 13.2"deki aralarinda asallik kosulunun ne kadar keskin oldugunu gosterir: kosul saglan-
diginda dontisiim isler, saglanmadiginda hicbir sey kurtaramaz.
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Calisma Problemleri

Alistirma 13.1 (Tam Kalan Sistemi mi?). Asagidaki kiimelerin belirtilen modiile gore tam kalan
sistemi olup olmadigini belirleyiniz.

a) {1,2,3,4,5}, modilo 5

b) {—2,—1,0,1,2}, modiilo 5

¢) {0,3,6,9,12,15}, modiilo 6

d) {1,5,9,13,17, 21}, modiilo 6

Alistirma 13.2 (Oteleme ve Carpma). {a, ..., a,, } bir modiilo n tam kalan sistemi olsun.

a)Her b € Z i¢in {a; + b, ..., a,, + b} kiimesinin de bir tam kalan sistemi oldugunu gosteriniz.

b) ged(a,n) =1 ve b € Z olmak iizere {aa; +0b,...,aa, + b} kiimesinin de bir tam kalan sistemi
oldugunu gosteriniz.

Alistirma 13.3 (Bir Tam Kalan Sisteminin Toplami). 1 < n tek bir tam say1 ve {aq,...,a, } bir
modiilo n tam kalan sistemi olsun.

a;+ay+ - +a, =0 (modn)

oldugunu gosteriniz. n ¢ift oldugunda bu sonucun neden bozuldugunu agiklayiniz.
Ipucu: Toplam, 0 + 1+ -+ (n — 1) = @ sayisina kongriidiir.
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14.1

14. Taban Gosterimi ve Boliinebilme
Kurallari

“Bir say1, rakamlarinin toplami 3 ile béliiniiyorsa 3 ile boliniir” kuralini hepimiz biliriz. Bu kuralin neden
dogru oldugu ise nadiren sorulur. Cevap kongriians dilinde tek satirdir ve ayni fikir biitiin bolinebilme
kurallarini iiretir. Once sayilarin basamaklarla yazilisini saglam bir temele oturtalim.

Bir Tabana Gore Yazilis

Teorem 14.1 (Taban Gosterimi). Her n pozitif tam sayisi ve her 2 < b tam sayusi igin
n=d,b"+d, b+ +db+d,, d,#0
olacak bigimde tek tiirlii belirlid,, d,, ...,d,, € {0,1,...,b— 1} saylari vardwr.
Ispat.
1. Varlik. Iddiay: n iizerinden giiglii tiimevarimla ispatlayalim.
Baslangic durumu (1 < n < b). m = 0 vedy = n alalim. n > 1 oldugundan dy, # 0°dir ve 0 < dy < b
kosulu saglanir.
Timevarim adimi. n > b olsun ve iddianin n’den kiigiik biitiin pozitif tam sayilar icin dogru oldugunu

varsayalim.
Bolme algoritmasina gore

n=>bq+r, 0<r<b

yazalim. Burada q pozitiftir (¢iinkii n > b) ve ¢ < n’dir (¢iinkii b > 2 oldugundan ¢ < n/b < n/2 < n).
Giiglii tiimevarim hipotezini q’ya uygulayalim:

q=cpb* +cp 1 bF L+t ¢, ¢, #0, 0<¢ <b
Simdi bunun = bq + r esitliginde yerine koyalim:
n=>b(cpb* + - +cy) +r=cbF e b+t b+

O halde dy = r vei > 1 i¢ind; = c;_, alinirsa istenen yazilis elde edilir; bas katsayrd, , = ¢, # 0°dir.
2. Teklik. Aynin icin iki yazilis oldugunu varsayalim. Her iki yazilista da b ile boliinen biitiin terimleri
bir kenara koyup modiilo b’ye gecelim:

n = d; (mod b), n = dj (mod b)

(¢iinkii d;b* terimleri i > 1 icin b ile béliiniir). Buradan d, = df, (mod b) olur ve 0 < d,d}, < b oldu-
gundan Lemma 13.1 geregi

dy = d
bulunur. Simdi her iki yazilistan dy 1 ¢ikarip b’ye bolelim:

n —d,

— = d, b dy =d T 4 d)

Sol taraf n’den kiigiik bir pozitif tam sayidir (ya da sifirdir). Ayni akil yiiriitmeyi tekrarlayarak d, = d7,
dy = dj, ... elde ederiz. Basamak sayilari da esit olmak zorundadir; aksi hélde bas katsayilardan biri 0
olurdu.

|
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Tanim 14.1 ($b$ Tabanina Gére Yazilig). Teorem 14.1'ndeki
n=d,b"+ - +db+d,
yaziligina “n sayisinin b tabanina gére yazilis1” denir ve

n = (dy,..ddy),

gosterimi kullanilir. d; sayilarina rakamlar denir.

Ornek 14.1 ($104$ Sayisin1 U¢ Tabaninda Yazmak). 104 sayisini 3 tabaninda yaziniz.

Coziim.
Ispattaki yol dogrudan bir algoritma verir: sayry1 ardisik olarak 3’e boler, kalanlar1 biriktiririz.
104 =3-34+2
34=3-11+1
11=3-34+2
3=3-14+0
1=3-0+1

Rakamlar, kalanlarin ters sirada okunmasiyla elde edilir:

104 = (10212),

(Saglama:1-814+0-27+2-9+1-3+2=814+18+3+2=104V)
|

1 Onluk taban

Gunliik hayatta b = 10 kullaniriz ve tabam yazmayiz. Bundan sonra bir sayimnin “rakamlari” dendi-
ginde onluk tabandaki rakamlar: kastedilecektir:

N =a,,10™ +a,, 110™ "t + - +a;-10 + a,

14.2 Boliinebilme Kurallarinin Kaynag

Biitiin bolinebilme kurallar tek bir gézlemden dogar: 10 sayisinin modiildeki kalani ne ise, 10’un
kuvvetleri de o kalanin kuvvetlerini verir. Modiil kii¢iik oldugunda bu kalanlar ¢ok basitlesir.

Modiil 10’un kalani  10*’nin kalan

2 0 0 (k > 1igin)
5 0 0 (k > 1igin)
3 1 1

9 1 1

11 -1 (—1)k

Simdi bu satirlarin her birini birer teoreme doniistiirelim.

Teorem 14.2 (Dokuza ve Uce Boliinebilme). 1 < N tam sayisinin onluk tabana gore yazilist
N =a,,10™ +a,, 110™ !t + - +ay - 10 + q,
ve rakamlar toplami

S=ay+a,+-+a,,
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olsun. Bu durumda

9| N&<9]|S, 3IN<3|S

Ispat.
Once 9 igin gosterelim. 10 = 9 + 1 oldugundan

10 =1 (mod 9)
Teorem 12.1 (f) geregi her k > 0 igin
10* = 1% = 1 (mod 9)
Simdi N ’nin yazilisindaki her terime bu bilgiyi uygulayalim. (e) ozelligi geregi
a,10* = a;, - 1 = a;, (mod 9)
ve (d) ozelliginin toplam kismiyla biitiin terimleri toplarsak
m m
N = Zaklok = Zak = S (mod 9)
k=0 k=0
O halde N = S (mod 9) dur. Iki say1 modiilo 9 kongrii oldugundan biri 9 ile béliiniiyorsa digeri de
boliniir:
IIN&N=0&S=0<9] S (mod9)

3 icin ispat kelimesi kelimesine aynidir; tek fark 10 = 1 (mod 3) esitliginden baslanmasidr.
|

Teorem 14.3 (On Bire Boliinebilme). 1 < N tam sayisinin onluk tabana gére yazilisi
N=a,10m+--4a;-10+qy
ve alterne basamak toplami
T= 3 (—D*ap = ag — ay +ay —ag + -+ (=1)"a,,
k=0
olsun. Bu durumda

11| N&11|T

ispat.
10 = 11 — 1 oldugundan

10 = —1 (mod 11)
Teorem 12.1 (f) geregi her k > 0 igin
10* = (—1)* (mod 11)

Her terimi ay, ile ¢arpip toplayalim:

N = kz_o a,10F = ;(—1)’“% =T (mod 11)

N =T (mod 11) oldugundan biri 11 ile boliiniiyorsa digeri de béliiniir.
|

Onerme 14.1 (Ikiye ve Bese Boliinebilme). 1 < N tam sayisinin birler basamagi a,, olsun. Bu durumda
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2| N<2]ay, 5| N<5]ag

Yani bir sayinin 2 ile boliinmesi icin son rakaminin ¢ift, 5 ile boliinmesi igin son rakaminin 0 veya 5 olmas:
gerek ve yeterlidir.

Bunun nedeni 10 = 0 (mod 2) ve 10 = 0 (mod 5) olmasidir: k£ > 1 icin 10¥ terimlerinin hepsi her iki
modiilde de sifirdir, geriye yalnizca a kalir.

Coziimlii Ornekler

Ornek 14.2 ($5896167376$ Say1s1 $11$ ile Béliiniir mii?). N = 5896167376 sayisinin 11 ile bsliiniip
béliinmedigini belirleyiniz.

Cozim.
Rakamlar1 sagdan sola dogru numaralandiralim:
ag=06,a, =7,ay=3,a3="7,a4=6,a5=1,a5=06,a;, =9,a3 =8,a9 =5
Alterne toplami hesaplayalim:
T=ay—a,+ay—a3+a,—a5+ag—a;,+ag—ag

=6—-7+3-74+6—-14+6—-94+8-5

=0
11 | 0 oldugundan Teorem 14.3 geregi

11| 5896167376

Ornek 14.3 ($45634598712$ Sayis1 $11$ ile Boliiniir mii?). N = 45634598712 sayisinin 11 ile
bolunip boliinmedigini belirleyiniz; boliinmiiyorsa kalani bulunuz.

Coziim.
Rakamlar1 sagdan sola numaralandiralim:

ay=2,ay=1,ay="7,a3=8,a,=9,a5 =5,a5 =4,a;, =3,a3 =6,a9 =5,a,;) =4

Alterne toplam:

T'=2-14+7-84+9—-5+4—-3+6—-5+4
=10

11 4 10 oldugundan say1 11 ile bslinmez.

Dahasy, ispatta N = T (mod 11) elde etmistik. T = 10 ve 0 < 10 < 11 oldugundan Teorem 12.2 geregi
N sayisiin 11 ile bolimiinden kalan 10°dur.

|

1 Kural yalnizca ‘evet/hayir’ demiyor

Yukaridaki 6rnegin son adimina dikkat ediniz: alterne toplam yalnizca béliintip béliinmedigini degil,
kalan1 da verir. Ayni sey rakamlar toplami i¢in de gecerlidir: bir sayinin 9 ile boliimiinden kalan,
rakamlar1 toplaminin 9 ile bolimiinden kalana esittir.

Ornegin N = 5896167376 icin rakamlar toplami S =58 ve 58 =69 + 4 oldugundan N =
4 (mod 9)’dur.

Ornek 14.4 (Dokuza Béliinebilme Uygulamasi). N = 123456789 sayisinin 9 ve 3 ile bsliiniip boliin-
medigini belirleyiniz.
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Cozim.
Rakamlar toplami:

S§=14+24+34+44+54+6+74+8+9=45
45 =9 -5 oldugundan 9 | 45’tir. Teorem 14.2 geregi
9| 123456789

9| N ve 3 | 9 oldugundan gegisme geregi 3 | N’dir de.
|

Calisma Problemleri

Alistirma 14.1 (Taban Degistirme). a) 250 sayisini 2, 5 ve 7 tabanlarinda yaziniz.
b) (1101101), sayisi1 onluk tabanda yaziniz.
¢) (2021)5 sayisinu onluk tabanda yaziniz.

Alstirma 14.2 (Bolilnebilme Testleri). Asagidaki sayilarin 3, 9 ve 11 ile boliniip bolinmedigini
belirleyiniz; bolinmiiyorsa kalanlar1 bulunuz.
a) 8675309 b) 1234321 ¢) 999999999

Alistirma 14.3 (Yeni Bir Kural Tiiretmek). a) 103 = —1 (mod 7) oldugunu gésteriniz.

b) Bu bilgiyi kullanarak 7 ile béliinebilme i¢in bir kural tiiretiniz: say1y1 sagdan baglayarak ticer basamakl
gruplara ayirip bu gruplar1 doniisiimlii olarak toplayip ¢ikarmak.

¢) Kuralinizi 1 000 003 sayisina uygulayiniz.

Not: Ayni gézlem 11 ve 13 i¢in de igler; ¢iinkii 1001 = 7 - 11 - 13’tiir.

Alistirma 14.4 (Herhangi Bir Tabanda Boliinebilme). n sayisi b tabaninda (d,,, ...d,d;), bi¢ciminde
yazilmig olsun.

a) (b — 1) | n olmasi i¢in gerek ve yeter kosulun (b — 1) | (dy + dy + -+ + d,,,) oldugunu gosteriniz.

b) (b+ 1) | n olmas: i¢in gerek ve yeter kosulun (b + 1) sayisinin alterne rakam toplamini bolmesi
oldugunu gosteriniz.

Not: b = 10 alindiginda (a) sikk: dokuza, (b) sikki on bire boliinebilme kuralini verir.
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15.1

15.2

15. Lineer Kongriians Denklemleri

Diofant denklemlerinde “az + by = ¢ denkleminin tam say1 ¢oziimleri” sorusunu yanitlamistik. Kongri-
ans dilinde ayni soru ¢cok daha derli toplu bir bigim alir. Bu béliimde bu bigimi kuracak, ¢6ziim sayisini tam
olarak belirleyecek ve modiiler aritmetikte “bélme” isleminin kargiligi olan ¢arpimsal tersi tanimlayacagiz.

Tanim

Tanim 15.1 (Lineer Kongriians Denklemi). a,b,n € Z, 1 < n ve z bir bilinmeyen olmak tizere
ax = b (mod n)

ifadesine bir bilinmeyenli lineer (dogrusal) kongriians denklemi denir.
z, € Z olmak iizere axy = b (mod n) ise, z, tam sayisina bu denklemin bir ¢éziimii denir. En az bir
¢oztimii olan denkleme ¢oziilebilir, hi¢ ¢c6ziimii olmayana ¢oziilebilir olmayan denir.

Ornek 15.1 (iki Ornek).
4z = 2 (mod 6)

denklemi ¢oziilebilirdir; z, = 2 bir ¢dziimdiir, ¢iinkii 4 - 2 = 8 = 2 (mod 6)’dur.
Buna kargilik

2z =1 (mod 4)

denkleminin hi¢ ¢6zlimii yoktur: 2z daima cifttir, dolayisiyla 22 — 1 tektir ve 4 ile bolinemez.

1 Céziimleri nasil sayacagiz?

Sonug 12.2 geregi bir ¢6ztimiin biitiin kongriileri de ¢6ziimdiir. Bu yiizden ¢oziimleri tek tek saymak
anlamsizdir; sonsuz ¢ok olurlar.

Anlasma sudur: birbirine modiilo n kongrii olmayan ¢éztimler ayri sayilir, kongrii olanlar ayni
saylir. “Cozim sayis1” dedigimizde bunu kastedecegiz.

Diofant Denklemleriyle Koprii
Lemma 15.1 (Kongriians ile Diofant Denklemi Denktir). a,b,n € Z ve 1 < n olsun.
ax = b (mod n)
lineer kongriians denklemini ¢ézmek,
ar—ny=>=
Diofant denklemini ¢cozmeye esdegerdir.

Ispat.
xo tam sayisi kongriiansin bir ¢éziimii olsun. Tamim geregin | axy — b’dir; yani

ary — b =ny,

olacak bicimde bir y, tam sayisi vardir. Diizenlersek
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ary —nyy =b

elde edilir; yani (x4, y,) ikilisi Diofant denkleminin bir ¢oziimiidiir.
Tersine, (x,yo) Diofant denkleminin bir ¢oziimii olsun: axy — ny, = b’dir. Buradan

axy —b=ny, = n|axry — b= ax, = b (mod n)

bulunur; yani x, kongriiansin bir ¢oziimiidiir.
]

15.3 Coziilebilirlik ve Coziim Sayisi

Teorem 15.1 (Lineer Kongriiansin Céziimleri). a,b,n € Z, 1 < n ved = ged(a,n) olsun.
1. ax = b (mod n) denkleminin ¢oziilebilir olmast igin gerek ve yeter kosul d | b olmasidir.
2.d | b ise, denklemin modiilo n birbirine kongrii olmayan tam d tane ¢oziimii vardir.

Ispat.

1. Lemma 15.1 geregi kongriiansi ¢ozmek ax — ny = b Diofant denklemini ¢ozmeye denktir. Onerme 4.2
(3) geregiged(a, —n) = ged(a, n) = d dir. Teorem 8.1 (1) geregi bu denklem ¢oziilebilirdir ancak ve ancak
d|bise.

2.d | b olsun ve x, bir ¢oziim olsun. Teorem 8.1 (2) geregi Diofant denkleminin biitiin ¢éziimlerinde

$:$0+gt, tGZ

olur. (Burada —n katsayisinin isareti ¢ nin igaretine yansir; ¢ biitin tam sayilar1 dolagtigindan bir fark
yaratmaz.)

Simdi bu ¢éziimlerden hangilerinin modiilo n ayni sayildigini belirleyelim. t, ile t, icin elde edilen
coziimler icin

n n n
zg + Etl =z, + EtQ (mod n) < n E(tl —t5)

ég(tl—tQ) —ns (s€Z)
St —ty, =ds
&ty =ty (mod d)

Demek ki iki ¢oziim modiilo n kongriidiir ancak ve ancak karsilik gelen t degerleri modiilo d kongrii ise.
t parametresi modiilo d tam d farkli sinif iirettiginden — ornegint = 0,1, ..., d — 1 degerleri bir tam kalan
sistemidir — birbirine kongrii olmayan ¢éziim sayisi tam olarak d’dir:

2 d—1
xzmo,xo—f—g,xo—f—?n,...,xo—i—%(modn)

Sonug 15.1 (Aralarinda Asal Halde Tek Céziim). a,b,n € Z, 1 <n ve ged(a,n) =1 olsun. Bu
durumda

ax = b (mod n)
denkleminin modiilo n tek ¢oziimii vardir. x, bu ¢oziimse, biitiin tam sayi ¢oziimlerinin kiimesi
{zy+nk:keZ}
bicimindedir.

Bu, Teorem 15.1'in d = 1 halidir: 1 | b daima dogrudur, dolayisiyla denklem her zaman ¢6ziilebilirdir ve
tam 1 ¢6zimi vardir.
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Coziim Teknikleri

Pratikte iki yol kullanilir. Birincisi Diofant denklemine gecip Oklid algoritmasiyla ilerlemek, ikincisi ise
dogrudan kongriians iizerinde ¢alisip katsay1y1 +1’e indirmektir. Ikinci yol genellikle daha kisadur.

1 Katsay1y kiigiiltme oyunu

azx = b (mod n) denklemini ¢ozerken, her iki tarafi modiille aralarinda asal bir sayiyla carpmak ser-
besttir ($\thinspace$Teorem 12.1 (e)$\thinspace$) ve bu islem tersine cevrilebilir oldugundan ¢6ziim
kiimesini degistirmez.

Amag, a katsayisim1 1 veya —1’e indirecek bir ¢arpan bulmaktir. a’'nin modiile yakin bir katini
iretecek carpanlar aranir.

Ornek 15.2 ($35 x equiv 21 med \( mod med 42 \)$). 35z = 21 (mod 42) denklemini ¢oziiniiz.

Cozim.

Coziilebilirlik. ged(35,42) =7 ve 7|21 oldugundan denklem c¢oziilebilirdir; Teorem 15.1 geregi
modilo 42°de 7 tane ¢6ziimii vardir.

Sadelestirme. 7 sayis1 35’1, 21’i ve 42’yi boldiigiinden denklemin tamamini 7’ye bélebiliriz — modiiliin
de boliindiigiine dikkat ediniz:

52 = 3 (mod 6)

(Bu adimin gegerliligi Teorem 12.3'den gelir.)
Katsay1iy1 indirme. ged(5,6) = 1°dir. Sag tarafa 6’nin katlarini ekleyerek 5’in katin1 yakalayalim:

3=3+4+12 =15 (mod 6)

Buradan

5z = 15 (mod 6)
ged(5,6) = 1 oldugundan Sonug 12.1 (1) geregi 5 sadelestirilebilir:

z = 3 (mod 6)
Coziim kiimesi. Bitin tam say1 ¢oztimleri:

{3+6t:teZ}
Modiilo 42’ye gore birbirine kongrii olmayan 7 ¢6ziim ise sunlardir:

x=3,9,15,21, 27, 33, 39 (mod 42)

(Saglama:35-9=315="7-42+21V)
|

Ornek 15.3 ($140 x equiv 133 med \( mod med 301\)$). 140z = 133 (mod 301) denklemini ¢dziiniiz.

Coziim.
Coziilebilirlik. Oklid algoritmasiyla:
301 =2-140+ 21
140=6-21+4+14
21=1-14+47
14=2-74+0

O halde d = ged(140,301) = 7°dir. 133 =19 - 7 oldugundan 7 | 133’tiir; denklem ¢oziilebilirdir ve
modilo 301°de 7 ¢oziimii vardir.
Sadelestirme. Denklemi 7’ye bolelim (modiil dahil):
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20z = 19 (mod 43)
Katsay1y: indirme. gcd(20,43) = 1’dir. Her iki tarafi 2 ile ¢arpalim:

40z = 38 (mod 43)
40 = 43 — 3 oldugundan 40 = —3’tir:

—3z = 38 (mod 43)
Her iki tarafi —1 ile carpalim ve —38 = 5 (mod 43) oldugunu kullanalim:

3z =5 (mod 43)
Simdi 3’1 yok etmek i¢in 14 ile ¢carpalim (3 - 14 = 42 = —1):
422 = 70 (mod 43) = —z = 27 (mod 43)
(ctinkii 70 = 43 4 27). Her iki tarafi —1 ile carparsak
x = —27 = 16 (mod 43)

(Saglama:20-16 =320 =7-43+19V)
Coziim kiimesi. Biitiin tam say1 ¢oziimleri {16 + 43¢ : ¢ € Z}’dir. Modiilo 301’de birbirine kongrii
olmayan 7 ¢oziim:

z = 16,59, 102, 145, 188, 231, 274 (mod 301)

Ornek 15.4 (ki Kisa Ornek). Asagidaki denklemleri ¢oziiniiz.
a) 25z = 15 (mod 29)  b) 36z = 8 (mod 102)

Cozim.
a) 29 asal ve 29 } 25 oldugundan gcd(25,29) = 1’dir; Sonug 15.1 geregi tek ¢oziim vardur.
25 = 29 — 4 oldugundan 25 = —4 (mod 29)’dur:

—4z = 15 (mod 29)
Her iki tarafi 7 ile ¢arpalim (—4 - 7 = —28 = 1 (mod 29)):
—28z = 105 (mod 29) = z = 105 (mod 29)
105 = 3 - 29 4 18 oldugundan
z = 18 (mod 29)

(Saglama: 25 - 18 =450 =15-29 + 15 V)
b) gcd(36, 102) degerini bulalim:

102 = 2 - 36 + 30, 36 =1-30+6, 30=5-6+0

O hélde d = 6’dir. Ancak 6 } 8’dir; Teorem 15.1 (1) geregi denklemin hi¢ ¢éziimii yoktur.
|

Carpimsal Ters

Reel sayilarda ax = b denklemini z = a~1b diye ¢dzeriz. Modiiler aritmetikte de benzer bir “ters” kavrami
vardir — ama her saymin tersi yoktur.

Tanim 15.2 (Carpimsal Ters). a,b,n € Z ve 1 < n olsun. Eger
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ab =1 (mod n)

ise b tam sayisia a’nin modiilo n carpimsal tersi denir.

Onerme 15.1 (Tersin Varlig1 ve Tekligi). a,n € Z ve 1 < n olsun.
1. a sayisimin modiilo n ¢arpimsal tersinin var olmast igin gerek ve yeter kosul ged(a,n) = 1 olmasidir.
2. Ters varsa modiilo n’ye gore tek tiirlii belirlidir.

Gergekten de a’nin tersinin var olmasi, az = 1 (mod n) denkleminin ¢oziilebilir olmasi demektir. Teorem
15.1 (1) geregi bu, ged(a,n) | 1, yani ged(a,n) = 1 kosuluna denktir. Bu durumda Sonuc 15.1 geregi
¢6ztim modilo n tektir.

1 Tersi olan sayilarla bélme yapabiliriz

ged(a,n) = 1 oldugunda ax = b (mod n) denklemi tek adimda ¢oziiliir: her iki tarafi a’nin tersi olan
a~! ile carpmak yeterlidir:

z =a"1b (modn)

Yani modiiler aritmetikte “b6lme”, tersle carpmaktir ve yalnizca modiille aralarinda asal sayilar i¢in
tanimlidir.

Ornek 15.5 ($49$ Sayisinin Modiilo $120$ Tersi). 49 tam sayisinin modiilo 120 carpimsal tersini
bulunuz.

Coziim.
Once tersin var oldugunu dogrulayalim; Oklid algoritmasini uygulayalim:

120 =2-49 4 22

49=2-2245

22=4-5+2
5=2-2+41
2=2-140

ged(49,120) = 1 oldugundan Onerme 15.1 geregi ters vardir ve tektir.
Simdi geriye dogru yerine koyalim:
1=5—-2-2
=5-2(22—4-5)
=9.5—-2.22
=9(49—-2-22)—2-22
=9-49—-20-22
=9-49 —20(120 — 2 - 49)
=49-49 —120- 20
(Saglama: 2401 — 2400 =1 V)
Bu esitligi modiilo 120 okuyalim:

49 - 49 = 1 (mod 120)

O halde 49 sayisinin modiilo 120 tersi yine 49’dur.
]
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1 Kendi tersi olan sayilar

492 = 2401 = 20 - 120 + 1 olmas1 bir rastlant1 degildir: 49? — 1 = 48 - 50 = 2400 ve 120 | 2400’dir.
Kendi tersi olan sayilar, 22 = 1 (mod n) denkleminin ¢éziimleridir; bu denklemin kag ¢oziimii oldugu
Wilson teoremi béliimiinde tekrar karsimiza ¢ikacak.

15.6 Diofant Denklemlerini Kongriiansla Cézmek

Lemma 15.1 iki yonliidiir: kongriianslar: Diofant denklemine ¢evirebildigimiz gibi, Diofant denklemlerini
de kongriiansa cevirip ¢ozebiliriz. Katsayilardan biri kiiciikse bu ikinci yol ¢ok daha hizlidir.

Ornek 15.6 ($5 x - 53 y = 17$). 5z — 53y = 17 Diofant denklemini kongriians kullanarak ¢oziiniiz.

Cozim.
Denklemi modiilo 53 okuyalim; 53y terimi kaybolur:

52 = 17 (mod 53)

ged(5,53) = 1 oldugundan tek ¢oziim vardir. Katsayiy: indirmek i¢in her iki tarafi 21 ile ¢carpalim (5 -
21=106=2-53—1=—-1)

105z = 357 (mod 53) = —x = 357 (mod 53)
357 = 6 - 53 4 39 oldugundan 357 = 39’dur:
—z =39 = z = —39 = 14 (mod 53)

(Saglama:5-14 =70 =53+ 17V)
xy = 14 icin karsilik gelen y degerini bulalim:

514 — 53y, = 17 => 53y = 70 — 17 = 53 => yo = 1
Teorem 8.1 (2) geregi genel ¢oziim (burada d = ged(5,—53) = 1):
c=14+53, y=1+5t (teZ)

(Saglama: 5(14 + 53t) — 53(1 + 5t) = 70 + 265t — 53 — 265t = 17 V)
|

Ornek 15.7 ($12 x + 25y = 331$). 12z + 25y = 331 Diofant denklemini kongriians kullanarak ¢oziiniiz.

Coziim.
Denklemi modiilo 25 okuyalim:

12z = 331 (mod 25)
331 = 13 - 25 + 6 oldugundan sag tarafi kiiciiltelim:
122 = 6 (mod 25)
ged(12,25) = 1’dir. Her iki tarafi 2 ile garpalim (12 -2 =24 = —1):
24z =12 (mod 25) = —z = 12 (mod 25) = x = —12 = 13 (mod 25)

(Saglama:12-13 =156 =6-25+6 V)
xy = 13 icin y degerini bulalim:

1213+ 25y, = 331 = 25y, = 331 — 156 = 175 => y, = 7

Genel ¢ozim:
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x = 13 + 25t, y=7—12t (teZ)
Saglama. Bu cift, her ¢ i¢in denklemi ger¢ekten saglar v:
12(13 4 25¢) + 25(7 — 12t) = 156 + 300t 4+ 175 — 300t = 331

Calisma Problemleri

Alistirma 15.1 (Lineer Kongriianslar1 Cozme). Asagidaki denklemleri ¢6ziiniiz; ¢6ztimii olmayanlari
belirtiniz ve ¢6ziim sayisini yaziniz.

a)3x =5 (mod7) b)6x=15(mod21) ¢)9z =12 (mod 21)

d) 82z =6 (mod 14) e) 4z = 3 (mod 10) f) 17z = 3 (mod 29)

Aligtirma 15.2 (Carpimsal Tersler). Asagidaki tersleri bulunuz; yoksa nedenini agiklayiniz.
a) 7’nin modiilo 26 tersi b) 10’un modiilo 27 tersi
¢) 6’nin modiilo 9 tersi  d) 2’nin modiilo 31 tersi

Alistirma 15.3 (Asal Modiilde Tersi Bulmanin Bir Yolu). p bir asal sayy, a,b € Z ve ged(p,a) =1
olsun.

a) {leride ispatlayacagimiz Fermat teoremini kullanarak — bu teorem a?~! = 1 (mod p) der — a?~2b tam
say1sinin

az = b (mod p)

denkleminin bir ¢6ztimii oldugunu gésteriniz.
b) Bu yéntemle 2z = 1 (mod 31) ve 6z = 5 (mod 11) denklemlerini ¢dziiniiz.

Alistirma 15.4 (Kongriiansla Diofant Denklemleri). Asagidaki Diofant denklemlerini kongriiansa
cevirerek ¢oziiniiz.
a)7Tx+9y =100 b)1llx —13y =5 c¢)6z + 15y =21
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16. Cin Kalan Teoremi

“Bir say1 9 ile béliindtgiinde 7, 10 ile bolindigiinde 4, 13 ile bolundiigiinde 12 kalanini veriyor. Bu say1
kactir?” Bu tiir sorular, birden ¢cok kongriiansin ayni anda saglanmasini ister. Cin kalan teoremi, modiiller
uygun kosulu sagladiginda béyle bir sayinin daima var oldugunu ve — biiyiik bir modiile gére — tek tiirlii
belirli oldugunu séyler.

16.1 Teorem

Teorem 16.1 (Cin Kalan Teoremi). 1 < ny,n,,...,n, € Z ikiser ikiser aralarinda asal olsun; yani her
i # j i¢in ged(n;,n;) = 1 olsun. Bu durumda

aq (mod nq)

aq (mod ny)

z = a, (modn,)
denklem sisteminin bir ¢oziimii vardir ve bu ¢oziim
n = nyNy-N,
modiiliine gore tek tiirlii belirlidir. x bir ¢oziimse, biitiin ¢oziimlerin kiimesi
{zy+nk:kecZ}
bicimindedir.
ispat.

1. Varlik. Her i igin

n
Ny=—=mng-n;_yng-n,
n;

tamimlayalim; yani N;, carpimdan n,; ¢ikarilarak elde edilir.

ged(N;, n;) = Udir. Gergekten de N; carpumindaki hern; (j # i) hipotez geregin, ile aralarinda asaldur;
Teorem 5.3’in tekrarly uygulanmasiyla ¢carpimlari da n; ile aralarinda asaldr.

Bu yiizden Sonug 15.1 geregi her i icin

N,z =1 (mod n,)
denkleminin bir x; ¢6ziimii vardir. Simdi aday ¢oziimiimiizii kuralim:
Ty = a; N2y + agNpzy + - + a, N,z

Bu say1 biitiin denklemleri saglar. Bir i sabitleyelim ve x,’t modiilo n; inceleyelim. j # i oldugunda n,
sayist N; carpiminin bir carpanidir; dolayisiyla

N,=0(modn,)  (j#1)
O halde toplamda i disindaki biitiin terimler kaybolur:
zo = a;N;z; (mod n;)
x; sayist Nyx = 1 (mod n;) denkleminin ¢éziimii oldugundan N;x; = 1°dir; buradan

T =a;-1=a; (modn,;)
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bulunur. Bu her i icin gecerli oldugundan x, sistemin bir ¢oziimiidiir.
2. Teklik. x ile z, sistemin iki ¢oziimii olsun. Her i i¢in

Ty =a;, =z, (modn,) =n, | zy — 2,
Demek ki xq — z, sayisi ny, ...,n, saylarinin ortak katidiwr. Bu sayilar ikiser ikiser aralarinda asal

oldugundan Teorem 5.2'in tekrarli uygulanmasiyla carpimlari da boler:
n=nynyn, |To —

Yani z, = x; (mod n) ‘dir; ¢bziim modiilo n tektir.

Son olarak x, bir ¢éziimse, xy + nk sayilar: da her n; modiiliinde x’a kongriidiir (¢inkii n; | n); dolay:-
styla hepsi ¢oziimdiir.

]

1 Ispat bir algoritma veriyor

Ispat yalnizca varlig1 gdstermez, ¢oziimii kurar. Adimlar sunlardr:

n = My Ny---n, hesaplanir.

. Her ¢ icin N; = n/n; bulunur.

. Her i i¢cin N;z = 1 (mod n;) denklemi ¢6zilip bir z; bulunur.
Ty = Zl a; N, x; hesaplanir ve modiilo n indirgenir.

W e

16.2 Coziimlii Ornekler
Ornek 16.1 (U¢ Denklemli Bir Sistem).
z =1 (mod 3), x =17 (mod 5), x = —15(mod 7)
sistemini ¢oziiniiz.

Cozim.
Hazirlik. Once sag taraflan kiiciiltelim:

17 = 2 (mod 5), —15=—-15+21 =6 (mod 7)
Sistem su hale gelir:
z =1 (mod 3), x =2 (mod 5), =6 (mod 7)

3,5, 7 ikiser ikiser aralarinda asaldir (iigii de farkli asal); teorem uygulanabilir.
1. Adum.n =3-5-7 = 105.
2. Adim.

3. Adum. Her biri i¢in N;& = 1 denklemini ¢6zelim:

+ 352 =1 (mod 3): 35 = 2 (mod 3) oldugundan 2z = 1 (mod 3); z; = 2’dir 2-2=4=1).
« 21z =1 (mod 5): 21 = 1 (mod 5) oldugundan z, = 1’dir.
« 152 =1 (mod 7): 15 = 1 (mod 7) oldugundan z; = 1’dir.

4. Adim.

Ty = ay Ny + agNozy + a3 N3xg
=1-35-2+2-21-14+6-15-1
=70+ 42+ 90 = 202
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Modiilo 105 indirgeyelim: 202 — 105 = 97.
x = 97 (mod 105)

(Saglama: 97 =32-3+1,97=19-54+2,97=13-T+6 V)
|

Ornek 16.2 (Belli Bir Araliktaki Coziimler). 9, 10 ve 13 sayilari ile béliindiigiinde sirasiyla 7, 4 ve
12 kalanini veren ve 1 < x < 3000 kosuluna uyan tiim x tam sayilarim bulunuz.

Coziim.
Sistem sudur:

z =7 (mod9), z = 4 (mod 10), z =12 (mod 13)

ged(9,10) = ged(9,13) = ged(10, 13) = 1 oldugundan teorem uygulanabilir.
1. Adim.n =9-10- 13 = 1170.
2. Adim.

N; =130, N, =117, N; =90
3. Adim.

+ 130z =1 (mod 9): 130 = 14 - 9 + 4 oldugundan 4z = 1 (mod 9). 4 - 7 = 28 = 1 (mod 9) oldugun-
dan z; = 7’dir.

+ 117z = 1 (mod 10): 117 = 7 (mod 10) oldugundan 7z =1 (mod 10). 7 -3 = 21 = 1 oldugundan
Ty = Jtlr.

+ 90z =1 (mod 13): 90 = 6 - 13 4+ 12 oldugundan 12z = 1 (mod 13). 12 = —1 oldugundan —z = 1,
yani z4 = 12°dir.

4. Adim.

To=7-130-7+4-117-3+12-90-12
= 6370 4 1404 + 12960
= 20734

Modilo 1170 indirgeyelim: 1170 - 17 = 19890 ve 20734 — 19890 = 844’tiir.
z = 844 (mod 1170)

Aralik kosulu. Coziimler 844 4 1170t bicimindedir. 1 < z < 3000 kosulunu saglayanlar:

e t=0:2 =844
e t=12=2014
o t =22 = 23184 > 3000 X

O halde aranan sayilar 844 ve 2014 ’tir.
(Saglama: 844 =93 -9+ 7,844 =84-10+ 4,844 =64-13+ 12 V)
|

Ornek 16.3 (Katsayil1 Denklemlerden Olusan Sistem).
52 =12 (mod 7), 10z = 4 (mod 11), 7z = 16 (mod 10)
sistemini 1000 < z < 3000 kosulu altinda ¢oziiniiz.
Cozim.
Hazirlik: her denklemi « = a (mod n) bicimine getirelim.

Birinci denklem. 12 = 5 (mod 7) oldugundan 5z = 5 (mod 7)’dir. ged(5,7) = 1 oldugundan Sonug
12.1 (1) geregi sadelestirebiliriz:
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z =1 (mod7)
Ikinci denklem. 10 = —1 (mod 11) oldugundan —z = 4, yani
x=—4=7(mod11)

Ugiincii denklem. 16 = 6 (mod 10) oldugundan 7z = 6 (mod 10)’dur. Her iki tarafi 3 ile carpalim (7 -
3=21=1)

21z = 18 (mod 10) = z = 8 (mod 10)
Sistem su héle geldi:
z =1 (mod7), z =7 (mod 11), z = 8 (mod 10)
Cin kalan teoremi. ged(7,11) = ged(7,10) = ged(10,11) = 1’dir.
n=7-11-10= 770, N, =110, N, =70, N;=77

+ 1102 =1 (mod 7): 110 = 15 - 7 4 5 oldugundan 5z = 1 (mod 7); z; = 3’tir (15 = 1).
+ 70z =1 (mod 11): 70 = 6 - 11 4 4 oldugundan 4z = 1 (mod 11); z, = 3’tlir (12 = 1).
« 77z =1 (mod 10): 77 = 7 (mod 10) oldugundan 7z = 1 (mod 10); x5 = 3’tiir (21 = 1).

Simdi toplayalim:

yp=1-110-34+7-70-3+8-77-3
= 330 + 1470 + 1848
= 3648

Modiilo 770: 770 - 4 = 3080 ve 3648 — 3080 = 568’dir.
x = 568 (mod 770)

Aralik kogulu. Coziimler 568 + 770t bi¢cimindedir:

Aranan sayilar 1338, 2108 ve 2878’dir.
|

Modiiller Aralarinda Asal Degilse

Cin kalan teoremi modiillerin ikiser ikiser aralarinda asal olmasini istiyordu. Bu kosul saglanmadiginda
sistem ¢ozilebilir de olabilir, olmayabilir de. Asagidaki teorem iki denklemli durumda 6l¢iitii tam olarak
verir.

Teorem 16.2 (Aralarinda Asal Olmayan Modiiller). a,b,n,m € Z vel < n,m olsun.
z = a (mod n), x = b (mod m)
sisteminin bir ortak ¢oziimiiniin olmast icin gerek ve yeter kosul
ged(n,m) |a—b
olmasidir. Sistem ¢oziilebilirse, ¢oziim lem (n, m) modiiliine gore tek tiirlii belirlidir.
ispat.

Coziilebilirlik. x bir ortak ¢oziim olsun. Birinci denklem geregi x = a + nu, ikinci denklem geregi x =
b + mw olacak bicimde u, v tam sayilart vardwr. Ikisini esitleyelim:
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at+nu=b+mv=—=nu—mv=>b—a

Demek ki sistemin ¢oziilebilir olmasi, nu — mv = b — a Diofant denkleminin ¢oziilebilir olmasina denktir.
Teorem 8.1 (1) ve Onerme 4.2 (3) geregi bu denklem ¢oziilebilirdir ancak ve ancak

ged(n,—m) = ged(n,m) |b—a

ise. gcd(n,m) | b — a ile ged(n,m) | a — b ayni kosuldur.
Teklik. x ile x, iki ortak ¢oziim olsun. Her iki denklemden

n|x,—x, ve m|xg— 1,
tkar; yani x, — x, sayisin ile m’nin ortak katidir. Sonuc 7.1 geregi
0 1
lem (n,m) | zy — 2,

olur; yani zy = x; (mod lem (n,m)) dir.
]

1 Cin kalan teoremiyle tutarlilik

ged(n, m) = 1 oldugunda ol¢iit kendiliginden saglanir (¢iinkii 1 her sayiyi boler) ve
nm

1 L
cm (n,m) ged(n,m) nm

olur. Yani Teorem 16.2, iki denklemli durumda Cin kalan teoremini kapsar.

Ornek 16.4 (Ortak Bolenli Modiiller). Asagidaki sistemlerin coziilebilir olup olmadigini belirleyiniz;
coziilebilenleri ¢6ziiniiz.

a)z = 3 (mod 8) ve z = 7 (mod 12)

b) z = 3 (mod 8) ve z = 6 (mod 12)

Cozim.

Her iki sikta da ged(8,12) = 4 ve lem (8, 12) = 24’tir.
a)a—b=3—7=—4ve4|—4oldugundan sistem ¢oziilebilirdir.
Birinci denklemden 2 = 3 + 8u yazip ikincide yerine koyalim:

3+ 8u =7 (mod 12) = 8u = 4 (mod 12)
ged(8,12) = 4 ve 4 | 4 oldugundan ¢dziilebilir; denklemi 4’e bélelim:
2u =1 (mod 3)
2 = —1 (mod 3) oldugundan —u = 1, yani ¥ = —1 = 2 (mod 3)’tir. Buradan u = 2 + 3s ve
z=3+8(2+3s) =19+ 24s
O halde
z =19 (mod 24)

(Saglama:19=2-84+3V vel9=12+7V)

b)a—b=3—6=—3ve4} —3oldugundan Teorem 16.2 geregi sistemin hi¢ ¢6ziimii yoktur.
Sezgisel aciklama: birinci denklem z’in tek olmasini gerektirir (¢iinkii 3 + 8u daima tektir), ikincisi ise
cift olmasini (¢iinkii 6 + 12v daima ¢ifttir).

|
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Calisma Problemleri

Alistirma 16.1 (Kongriians Sistemleri). Asagidaki sistemleri ¢oziiniiz.
a)z =2 (mod3), z=3(mod5), z=2(mod?7)

b)z =5 (mod 11), z = 14 (mod 29), z = 15 (mod 31)

¢)3z =1 (mod4), 4z =3 (mod5), 5z =2 (mod 7)

Alistirma 16.2 (Bir Uygulama). Bir sepetteki yumurtalar 3’erli sayildiginda 2, 5’erli sayildiginda 3,
T’serli sayildiginda 2 yumurta artmaktadir. Sepette en az ka¢ yumurta vardir?

Aligstirma 16.3 (Ortak Bélenli Modiiller). Asagidaki sistemlerin ¢oziilebilirligini Teorem 16.2 ile
inceleyiniz; ¢oziilebilenleri ¢6ziniiz.

a) z =4 (mod 6) ve x = 10 (mod 15)

b) z =1 (mod 4) ve z = 2 (mod 6)

c)z =5 (mod 12) ve z = 11 (mod 18)

Alistirma 16.4 (U¢ Denkleme Genelleme). 7,7, n; modiilleri ikiser ikiser aralarinda asal olmasa
bile,

z = a; (mod n;) (1=1,2,3)
sisteminin ¢6zilebilir olmasi i¢in gerek ve yeter kosulun
ged(n;,ny) |a; —a; (her i j igin)

oldugunu gosteriniz.
Ipucu: Tk iki denklemi Teorem 16.2 ile birlestirip tek bir kongriiansa indirgeyiniz, sonra ii¢iinciiyle ayni
islemi tekrarlayiniz.
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17. Kalan Siniflari ve Birimler Grubu

Simdiye kadar kongriianst bir bagint1 olarak kullandik: iki saymin birbirine kongrii olup olmadigini
sorduk. Bu boliimde bakis agisini degistirecegiz. Birbirine kongrii sayilar: tek bir nesnede toplayacak ve
bu nesneler tizerinde toplama ile carpma islemleri tanimlayacagiz. Ortaya ¢ikan yapi, Euler ve Fermat
teoremlerini son derece dogal kilacak.

Kongriians Bir Denklik Bagintisidir

Onerme 17.1 (Kongriians Denklik Bagintisidir). 1 < n € Z olmak iizere Z iizerinde tanimlanan
R={(a,b):a,b € Z,a=>b(modn)}
bagintis1 bir denklik bagintisidwr. Her a € Z icin o’nin denklik sinifi
{a+nk:keZ}=a+nZ
kiimesidir.

ispat.
Denklik bagintisi olmak igin ii¢ ozellik gerekir; iicii de Teorem 12.1'nde ispatlanmugti:

* Yansima. (a) geregi her a i¢in a = a (mod n) dir.
* Simetri. (b) geregia = b iseb = a’dir.
e Gecisme. (c) gereg§ia = b veb = c ise a = c’dir.

Simdi a’nin denklik sinifini belirleyelim. Tanim geregi bu sinif; a’ya kongrii biitiin tam sayilardan olusur:
[a] ={x €Z:z =a (modn)}

z =a (modn) olmasy, n |z —a, yani x —a = nk olacak bigimde bir k tam sayisinin var olmasi
demektir. Buradan x = a + nk bulunur. O halde

[a] ={a+nk:k€Z}=a+nZ
Tanim 17.1 (Kalan Sinif1). @ + nZ kiimesine a tam sayisinin modiilo n kalan sinif1 denir ve kisaca
a ile de gosterilir.

Sonug 17.1 (Siuiflar Ne Zaman Aymidur?). Her k, | € Z i¢in asagidakiler gecerlidir:
i)k+nZ=14+nZ < k=1(modn)
ii)(k+nZ)N(+nZ)=0 < k%1 (modn)

Bu, denklik bagintilarinin genel 6zelligidir: iki denklik siifi ya tamamen cakisir ya da hi¢ kesismez.
Kongriians dilinde bu, “ayni kalani veren sayilar ayni siniftadir” demektir.
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Bir smifin bir¢ok adi vardir
n = 7 igin
3=10=—-4=17

Hepsi aymi kiimedir: {..., —11,—4,3,10,17,...}. Smfi adlandirmak i¢in hangi temsilcinin se¢ildigi
6nemsizdir; bu yiizden bir islem tanimlarken sonucun temsilci seciminden bagimsiz oldugunu
dogrulamak zorundayiz. Birazdan tam olarak bunu yapacagiz.

Onerme 17.2 (Kalan Siniflar1 Kiimesi). 1 < n € Z olsun. Modiilo n. kongriians bagintisinin belirledigi
tiim denklik siniflarinin kiimesi

{0+nZ,1+nZ,.., (n—1)+nZ}
kiimesidir. Bu kiime Z,, ile gosterilir.

Ispat.
Lemma 13.1 geregi her a tam sayis1 0,1, ...,n — 1 saylarindan tam birine kongriidiir. O halde Sonug¢ 17.1
(i) geregi

a+nZ=r+nZ

olacak bigimde tek tiirlii belirli birr € {0, ...,n — 1} vardir. Demek ki her sinif listede bulunur.

Ayrica listedeki siniflar birbirinden farklidir:0 < r < r’ < n — licinr % r’ (mod n) oldugundan Sonug
17.1 (i) geregir + nZ + v’ + nZ’dir.

]

Ornek 17.1 ($bb(Z)_10$ Kiimesi).

Bu kiime 10 elemanlidir. Ornegin 3 simifi, son rakami 3 olan pozitif tam sayilarin hepsini (ve —7, —17, ...
sayarini) ierir.

Siniflarda Carpma
Tanim 17.2 (Kalan Siniflarimin Carpimi). 1 < n € Z olsun. Modiilo n kalan siiflarinin ¢arpinu
(k4 nZ)(l+ nZ) := (kl) + nZ

bi¢iminde tanimlanr (her k,l € Z igin).

Ornek 17.2 (Bir Carpim Hesab1). n = 20 olsun:
(44 20Z)(7 4+ 20Z) = 28 + 20Z = 8 + 20Z

Son esitlikte 28 = 8 (mod 20) olmasini kullandik.

Tanimda bir tehlike vardir: carpimi hesaplamak icin siniflardan birer temsilci sectik. Bagka temsilciler
secseydik farkli bir sonug ¢ikabilir miydi? Asagidaki 6nerme ¢ikmayacagini soyler.

Onerme 17.3 (Carpma lyi Tanimlidir). 1 < n € Z olsun. Her a, b, c,d € Z icin, eger
a+nZ=c+nZ ve b+nZ=d+nZ
ise

(ab) + nZ = (ed) + nZ
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ispat.
Sonug 17.1 (i) geregi hipotez su demektir:

a = ¢ (mod n) ve b =d (mod n)
Teorem 12.1 (d) geregi kongriianslar ¢carpilabilir:
ab = ¢d (mod n)

Yine Sonug 17.1 (i) geregi bu, (ab) + nZ = (cd) + nZ demektir.
|

1 Neden bu kadar 6nemli?

Iyi tamimlilik olmasaydi Z,, iizerinde carpma diye bir islem olmazda: ayni iki sinif, secilen temsilcilere
gore farkli sonuclar verirdi ve hicbir hesap giivenilir olmazdi.
Ayni gerekceyle toplama da iyi tanimhidir; ispati Teorem 12.1 (d)‘nin toplam kismiyla birebir aynidir.

Birim Siniflar

Her simifin carpimsal tersi yoktur. Ornegin Z,,’da 2 - T = 1 esitligini saglayan bir T yoktur; ciinkii 2z =
1 (mod 10) denklemi ¢oziilemez. Tersi olan simiflar: ayirt etmek, bu béliimiin geri kalaninin konusudur.

Tanim 17.3 (Primitif (ilkel) Kalan Sinif1). a,n € Z ve 1 < n olsun. Eger
ged(a,n) =1

ise a + nZ kalan siifina bir modiilo n primitif (ilkel) kalan sinifi — kisaca birim sinif — denir.

Onerme 17.4 (Birim Olmak Iyi Tanimlidir). Primitif kalan sinifi kavrami temsilci seciminden bagim-
sizdir: eger a + nZ = b + nZ ise

ged(a, n) = ged(b,n)

Gergektende a + nZ = b + nZ olmasia = b (mod n) demektir; Onerme 12.1 geregi bu iki en biiyiik ortak
bolen esittir.

Tanim 17.4 (Birimler Kiimesi). 1 < n € Z olmak tzere, Z,, i¢indeki tim primitif kalan siniflarinin
kiimesi

U(Z,)
ile gosterilir.
Ornek 17.3 (Birim Kiimelerine Ornekler). a) U(Z,,) kiimesini bulunuz.

b) p bir asal say1 olmak iizere U(Z,,) kiimesini belirleyiniz.
¢) U(Z,5) kiimesini bulunuz.

Coziim.
a) 0,1, ...,9 temsilcilerinden hangilerinin 10 ile aralarinda asal olduguna bakalim:

ged(1,10) = ged(3,10) = ged(7,10) = ged(9,10) =1
Geri kalanlar i¢in ged degeri 2, 5 veya 10 cikar. O halde

U(Zyy) ={1,3,7,9}
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Bu kiime 4 elemanlidur.
b) p asal oldugundan Onerme 9.1 geregi ged(a,p) degeri, p | a ise p, aksi halde 1'dir. Temsilciler
0,1,...,p — 1 arasinda p ile boliinen tek say1 0°dir. O hélde

U(z,)={1,2,...p—1}

Yani sifir sinifi disgindaki biitiin simiflar birimdir; bu kiime p — 1 elemanhdir.
c) 12 ile aralarinda asal olan 0 < a < 12 sayilar1 1, 5,7, 11’dir:

U(Zyy) ={1,5,7,11}

17.4 Birimler Bir Grup Olusturur

Teorem 17.1 (Birimler Grubu). 1 < n € Z olsun. Bu durumda U (Z,,) kiimesi, kalan siniflarinin ¢arpimi
islemine gore bir grup olusturur.

ispat.

Onerme 17.3'de carpma isleminin iyi tamiml oldugunu gormiistiik. Simdi grup aksiyomlarini dogrula-
yalim. B

1. Kapalilik.@,b € U(Z,,) olsun; yani ged(a,n) = 1 ve gcd(b, n) = 1°dir. Teorem 5.3 geregi

ged(ab,n) =1

olur; yaniab = ab € U(Z,,) dir.
2. Birlesme ozelligi. Tam sayiarda ¢arpma birlesmeli oldugundan

(EI_))E = (ab)c = a(bc) = E(I_)E)
3. Birim eleman. gcd(1,n) = 1 oldugundan 1 € U(Z,)) dir. Ayrica hera icin
l-a=a=a-1

Ozel olarak U(Z,,) + 0 dur.
4. Ters eleman. @ € U(Z,,) olsun; ged(a,n) = 1°dir. Onerme 15.1 geregi

ab =1 (mod n)

olacak bi¢imde bir b tam sayisi vardir; yaniab = 1’dir.
Geriye b sinifimin da bir birim oldugunu, yaniged (b, n) = 1 oldugunu géstermek kalryor.ab = 1 (mod n)
oldugundan

ab—1=nk—=ab—nk=1

olacak bicimde bir k tam sayisi vardir. Sol tarafta b ile n’nin bir dogrusal birlesimi vardir ve degeri 1 dir;
Sonug 4.3 geregi ged(b,n) = 1'dir.

Dért aksiyom da saglandigindan U(Z,,) bir gruptur.

]

1 Grup olmak neyi garanti eder?

Grup yapisinin en somut faydasi sadelestirmedir: bir grupta xy = xz ise &’in tersiyle ¢carparak y =
z elde edilir. U(Z,,) baglaminda bu, tam olarak Sonug 12.1 (1)‘in sdyledigi seydir.

Ikinci fayda, sonlu gruplarla ilgili genel teoremlerin dogrudan uygulanabilmesidir. Nitekim Euler
teoremi, bu grubun eleman sayisiyla ilgili bir sonuctan bagka bir sey degildir — bunu Euler teoremi
bolimiinde gorecegiz.
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1 {leriye bir not: grubun mertebesi

U(Z,,) kiimesinin eleman sayis1, tanimi geregi
|U(Z,)| = #{a € {1,...,n} : gcd(a,n) = 1}

sayisidir. Bu sayiya Euler’in ¢ fonksiyonu denir ve ¢(n) ile gosterilir. Az énceki drneklerde
¢(10) =4,  ¢(12) =4, oé(p)=p—1

bulmustuk. Bu fonksiyonu ve 6zelliklerini kendi béliimiinde ayrintili inceleyecegiz.

Ornek 17.4 ($U \( bb(Z)_8 \)$ i¢cin Carpim Tablosu). U(Zg) kiimesini bulunuz ve ¢arpim tablosunu
yaziniz.

Cozim.
8 ile aralarinda asal olan 0 < a < 8 sayilar1 1, 3, 5, 7’dir:

U(Zs) = {1,3,5,7)

Carpimlar1 modiilo 8 hesaplayalim:

1 3 5 7
1 1 3 5 7
3 3 1 7 5
5 5 7 1 3
7 7 5 3 1

(Ornegin3-5=15= 7 ve5 -7 = 35 = 3 (mod 8) 'dir.)

Tablonun kosegeninde yalnizca 1 gériiniiyor: bu grupta her elemanin karesi birimdir, yani her
eleman kendi tersidir. Nitekim 12 = 1,32 = 9= 1,52 = 25 = 1, 72 = 49 = 1 (mod 8)’dir.

|

Calisma Problemleri

Alistirma 17.1 (Kalan Siniflariyla Hesap). a) Zg kiimesinin elemanlarimi yaziniz ve ¢arpim tablosunu
olusturunuz.

b) Zg iginde 2 -3 = 0 oldugunu gozlemleyiniz. Ikisi de sifirdan farkli olan iki simifin carpiminin sifir
olabilmesi, n hakkinda ne soyler?

¢) Z,, icinde sifirdan farkl iki sinifin ¢carpiminin hi¢bir zaman sifir olmamasi igin gerek ve yeter kosulun
n’nin asal olmasi oldugunu gosteriniz.

Aligtirma 17.2 (Birimler Kiimeleri). Asagidaki kiimeleri belirleyiniz ve eleman sayilarini yaziniz.
a)U(Zyg) b)U(Zy5) ) Ul(Zys) d)U(Zr)

Alistirma 17.3 (Tersleri Bulma). U(Z,;) kiimesindeki her elemanin ¢arpimsal tersini bulunuz. Kendi
tersi olan elemanlar1 belirleyiniz.

Alistirma 17.4 (Birimlerin Carpimi). 1 < nve {aq, ..., a; } kiimesi U(Z,,) elemanlarinin temsilcileri

olsun. ged(a,n) = 1 olmak iizere

{aaq, aay, ..., aa,}
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132 Boliim 17. Kalan Siniflari ve Birimler Grubu

kiimesinin de ayni birim siniflar1 — belki farkl: sirayla — temsil ettigini gosteriniz.
Ipucu: Teorem 13.2'in ispatindaki fikri kullaniniz; kapalilik ve sadelestirme yeterlidir. (Bu gézlem, Euler

teoreminin ispatinin ¢ekirdegidir.)
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18.1

18. Fermat Teoremi ve Sozde-Asal Sayilar

Elimizde artik bityiik kuvvetlerin kalanlarini hesaplamak i¢in bir yéntem var: modiilde 1 veya —1 veren
bir kuvvet aramak. Ama bu arama deneme yanilmaya dayaniyordu. Fermat'nin kiigiik teoremi, modil
asal oldugunda boyle bir kuvvetin nerede oldugunu dogrudan sdyler ve aramaya son verir.

Fermat Teoremi

Teorem 18.1 (Fermat'nin Kiiciik Teoremi). p bir asal say: ve a € Z olsun. Egerp } a ise

a?~! =1 (mod p)

ispat.
p } a oldugundan Onerme 9.1 geregi ged(a, p) = 1dir.
Simdi sup — 1 sayiy1 goz oniine alalim:

a1, a-2, ..., a-(p—1)

1. Higbiri p ile bolitnmez. 1 < i < p— 1 olsun.p } a vep } i 'dir (¢ciinkii 0 < @ < p). Teorem 9.1 geregi
bir asal, bélmedigi iki sayinin ¢carpimini da bélemez; o halde p } ai dir.
2. Ikiser ikiser kongrii degildirler.1 <i < j < p—1 icin

ai = aj (mod p)
oldugunu varsayalim. ged(a, p) = 1 oldugundan Sonuc 12.1 (1) geregi a sadelestirilebilir:
i = j (mod p)

Ama 0 < j—i < p oldugundan p } j — i dir — ¢eliski.

3. Sonug: kalanlar bir permiitasyondur. Her ai sayisinin modiilo p kalani, 1 ile p — 1 arasindadir
(1. adim geregi 0 olamaz). Bu p — 1 kalan ikiser ikiser farkhi oldugundan (2. adim), {1,2,....,p — 1}
kiimesinin elemanlarini bir sirayla verirler.

Simdi biitiin bu sayilary carpalim. Sol tarafile sag taraf ayni kalanlar: — belki farkli sirada — icerdiginden

(@ -1)(a-2)~ (a(p—1))=1-2-(p—1) (modp)
Sol taraftaki a ¢arpanlarini toplayalim:
a?"! (p—1)! = (p— 1)! (mod p)

4. Sadelestirme. (p — 1)! sayisi 1,2, ..., p — 1 carpanlarindan olusur ve hi¢biri p ile boliinmez; Sonug 9.2
geregip } (p — 1)V'dir. O hélde Sonug 12.1 (2) geregi (p — 1)! sadelestirilebilir:

aP~! =1 (mod p)

Sonug¢ 18.1 (Fermat Teoreminin Kisitsiz Bicimi). p bir asal say: olmak iizere, her a € Z igin

aP = a (mod p)

Gergekten de iki durum vardir. p | a ise her iki taraf da = 0 (mod p)’dir. p } a ise Teorem 18.1 geregi
aP~! = 1’dir; her iki tarafi a ile arparsak a? = a bulunur.
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134 Boliim 18. Fermat Teoremi ve S6zde-Asal Sayilar

i Hangi bi¢imi kullanmali?

iki bicim arasindaki fark énemlidir:

« a?~! = 1 (mod p) — kullanigh olan budur, ama p } a kosulunu gerektirir.
« a? = a (mod p) — kosulsuzdur, ama sadelestirilmis bilgi tagimaz.

Kalan hesaplarinda birincisi, teorik ispatlarda cogunlukla ikincisi kullanilir.

18.2 Kuvvet Hesaplarina Uygulama

1 Standart hesap sablonu

a mod p hesab1 artik iic adimdir:

1. ged(a,p) = 1 oldugunu dogrula.
2. Ussiip—1'ebdl: N = (p—1)g+ .
3. a¥ = (a»71)%a" = a” (mod p) yaz ve kiiciik olan a”*yi hesapla.

Ornek 18.1 ($8”138$ Sayisinin $13$ ile Boliimiinden Kalan). 83 tam sayisinin 13 ile boliinme-
sinden elde edilen kalani bulunuz.

Coziim.
13 asaldir ve 13 } 8°dir; Teorem 18.1 uygulanabilir:

812 =1 (mod 13)
Ussii 12’ye bélelim:
138=12-11+6
Buradan
8138 = (812)" . 86 = 111. 86 = 86 (mod 13)
Geriye 85°y1 hesaplamak kaldi. Kiiciik adimlarla ilerleyelim:
82=64=4-13+12=12= —1 (mod 13)
O halde
86 = (82)° = (—1)® = —1 = 12 (mod 13)

0 <12 < 13 oldugundan aranan kalan 12’dir.
|

Ornek 18.2 (Bir Boliinebilme Iddias1). ged(n,35) = 1 kosulunu saglayan her n tam sayus1 igin
n'? =1 (mod 35)
oldugunu gosteriniz.
Cozim.
35=5-Tveged(5,7) = I'dir. Teorem 5.2 geregi 5 | n'2 — 1 ve 7 | n'? — 1 oldugunu ayr1 ayr géster-
mek yeterlidir.
Modiilo 5. ged(n, 35) = 1 oldugundan 5 4 n’dir. Teorem 18.1 geregi

n* =1 (mod 5)
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18.2 Kuvvet Hesaplaria Uygulama 135

Her iki tarafin kiiptinii alalim:
n'? = (n4)3 =1 (mod 5)
Modiilo 7. Benzer bicimde 7 4 n’dir ve Teorem 18.1 geregi
n®=1(mod7) = n!? = (n6)2 =1 (mod 7)
Birlestirme. 5 | n'2 — 1, 7 | n'2 — 1 ve ged(5,7) = 1 oldugundan

35|n'2—1  yani  n!'2=1(mod 35)

18.3 Asallik Testi Olarak Fermat

Sonug 18.1'in karsit tersi, bir sayinin asal olmadigini gostermenin pratik bir yolunu verir: eger a™ #
a (mod n) olacak bir a bulunursa, n asal olamaz — ve bunun i¢in n’yi ¢arpanlarina ayirmaya hi¢ gerek
yoktur.

Ornek 18.3 ($117$ Asal midir?). 2''7 = 44 (mod 117) oldugunu gosteriniz ve buradan 117 sayisinin
asal olmadig1 sonucunu ¢ikarimiz.

Cozim.
117 =9 - 13 oldugunu kullanacagiz (bu bilgi yalnizca hesabi kolaylastirmak igindir; testin kendisi

carpanlara ayirma gerektirmez).
Modiilo 9. 2’nin kuvvetlerini hesaplayalim:

21=2 22=4, 23=8, 2¢=7 2°=5, 26=1(mod9)
117 = 6 - 19 + 3 oldugundan
2117 — (26)'?. 23 = 23 = 8 (mod 9)

Modiilo 13. 13 asal ve 13 } 2 oldugundan Teorem 18.1 geregi 2'2 = 1 (mod 13)’tiir. 117 = 12-9+9
oldugundan

2117 = 29 (mod 13)

29 = 512 = 39 - 13 + 5 oldugundan
2117 = 5 (mod 13)
Birlestirme (Cin kalan teoremi). Sistem sudur:
z =8 (mod9), x =5 (mod 13)
x = 8 + 9k yazip ikinci denklemde yerine koyalim:
8 4+ 9k =5 (mod 13) = 9k = —3 = 10 (mod 13)

9.3 =27 =1 (mod 13) oldugundan 9’un tersi 3’tiir; her iki tarafi 3 ile carpalim:

k =30 =4 (mod 13)
k =4icin z = 8 + 36 = 44 bulunur:

217 = 44 (mod 117)

(
Sonug. 117 asal olsaydi Sonug 18.1 geregi 217 = 2 (mod 117) olmasi gerekirdi. Oysa
44 # 2 (mod 117)
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O halde 117 asal degildir.
(Nitekim 117 = 9 - 13’tiir.)
|

18.4 Testin Tersi Neden Calismaz?

Fermat testinin bir sayinin asal olmadigini gosterdigini gordiik. Peki test gecilirse say1 asal midir? Yani

n|2" —2 = n asaldir

onermesi dogru mudur? Cevap hayirdir ve kargt 6rnek sasirtici bicimde kiiciiktiir.

Lemma 18.1 (Iki Asalin Carpimina Gegis). a € Z ve p # q iki farkh asal say: olsun. Eger
aP = a (mod q) ve a? = a (mod p)
ise
aP? = a (mod pq)

Ispat.
Modiilo q. Hipotez geregi a? = a (mod q) ‘dur. Her iki tarafin q 'uncu kuvvetini alalim:

aP? = (aP)? = a4 (mod q)
Ote yandan q asal oldugundan Sonug 18.1 geregi a? = a (mod q) ‘dur. Gegisme ile
aP? = a (mod q)
Modiilo p. Simetrik bigimde, hipotezdeki a? = a (mod p) esitliginin p’inci kuvvetini alalim:
aP? = (a?)” = aP (mod p)
ve Sonug 18.1 geregi a? = a (mod p) oldugundan
aP? = a (mod p)

Birlestirme.p | a?? — a veq | aP? — a’dir. p # q farkli asallar oldugundan Sonug 9.1 geregi ged(p, q) =
1°dir; Teorem 5.2 geregi

pq|aP?—a yani aP? = a (mod pq)

Ornek 18.4 ($341$ Testi Gecer Ama Asal Degildir). 341 = 11 - 31 oldugunu ve buna ragmen
2341 = 2 (mod 341)
oldugunu gosteriniz.
Cozim.
Lemma 18.1ii p = 11, ¢ = 31 ve a = 2 ile uygulayacagiz. Iki kosulu dogrulamaliy1z.
Kosul 1: 21! = 2 (mod 31).
25 =32 =1 (mod 31)
oldugundan
211 =2.(2°)* =21 =2 (mod 31)
Kosul 2: 23! = 2 (mod 11).
11 asal ve 11 } 2 oldugundan Teorem 18.1 geregi 2'° = 1 (mod 11)’dir. Buradan
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231 — 2. (219)° = 2.1 = 2 (mod 11)
Sonug¢. Lemma 18.1 geregi
2341 = 21131 = 9 (mod 11 - 31) = (mod 341)

Yani 341 | 234! — 2dir. Buna ragmen 341 = 11 - 31 oldugundan 341 asal degildir.
|

Tanim 18.1 (So6zde-Asal Say1). 1 < n asal olmayan bir tam say1 olsun. Eger
n|2m—2

ise n sayisina bir s6zde-asal say1 denir.

Ornek 18.5 (ilk Sozde-Asal). Ornek 18.4 geregi 341 bir sozde-asal sayidir. Bu, en kiiciik sozde-asal
sayidir.

Sozde-Asallar Sonsuzdur

Sozde-asallar birkag istisna olsaydi Fermat testi pratikte yine de giivenilir olurdu. Ne yazik ki durum boyle
degildir.
Teorem 18.2 (Sonsuz Coklukta S6zde-Asal Vardir). Sonsuz sayida sézde-asal sayr vardir.

ispat.
Asagidaki iddiayr ispatlarsak sonug gelir.

Iddia. n bir tek sozde-asal say1 ise, M,, := 2™ — 1 sayisi da n’den biiyiik bir tek sozde-asal sayidur.

1. M, tektir. 2" ¢ift oldugundan 2™ — 1 tektir.
2. M, asal degildir. n sézde-asal oldugundan asal degildir; o halde

n=r-s, l1<r<s<n
olacak bicimde r, s tam sayilari vardw. v | n oldugundan Ornek 3.7 geregi

2r —1|2" —1= M,

Ayrical < r < n oldugundan
1<2rn—-1<2"—-1=M,

Demek ki M,, sayisinin 1 ile kendisinden farkl bir pozitif boleni vardir; asal degildir.
3. M, | 2Mn — 2. n sozde-asal oldugundann | 2" — 2’dir; yani

2" —2=nk
olacak bigimde bir k pozitif tam sayisi vardir. Simdi 2M»~1 ifadesini hesaplayalim:
oM, —1 _ 9(2"—=1)-1 _ 92"—2 _ ognk _ (2n)k
Buradan
oMl 1= (2m)F —1
olur. Carpanlara ayirma ézdesligi geregi (bkz. Alistirma 1.2)

@ —1=@2"—1)(@)" "+ 42+ 1)
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Sag taraftaki ilk carpan tam olarak M, dir. O halde
M, | 2Mn=t 1
Her iki tarafi 2 ile ¢arparsak
M, | 2Mn —2

bulunur. (Burada M,, tek oldugundan 2 ile carpmak béliinebilmeyi bozmaz; daha dogrusu 2M» — 2 =
2(2Mn=1 — 1) esitligini kullandik.)
4. M,, > n. Alistirma 1.3 geregi her 2 < n i¢inn + 1 < 2™ dir; buradan

n<2"—-1=M,

Iddia ispatland..
Sonug. 341 bir tek sézde-asal sayidir (Ornek 18.4). Iddiay: tekrar tekrar uygularsak

341 < Myyy < My <

biciminde, kesin artan sonsuz bir tek sézde-asal say: dizisi elde ederiz. O hdlde s6zde-asal sayilar sonsuzdur.
|

1 Fermat testi yine de degerlidir

Sozde-asallarin sonsuz olmast testi ise yaramaz kilmaz. Bunun iki nedeni vardir:

1. Sozde-asallar seyrektir: 10!°°a kadar yaklasik 455 milyon asal varken, yalnizca 14884 sézde-asal
vardir.

2. Taban degistirilebilir. 341 sayis1 2 tabaminda testi gecer ama 3 tabaninda gecmez: 334! #
3 (mod 341)’dir. Birden ¢ok tabanla test etmek yanmilma olasiligini hizla digiiriir.

Modern asallik testlerinin ¢ekirdeginde hala bu fikir vardir.

Calisma Problemleri

Aligtirma 18.1 (Fermat ile Kalan Hesaplar1). Asagidaki kalanlar1 bulunuz.
a) 5190 sayisinin 17 ile boliimiinden kalan.
b) 7222 sayisinin 11 ile boliimiinden kalan.
c) 21000 sayisinin 23 ile boliimiinden kalan.

Aligstirma 18.2 (Fermat ile Boliinebilme). Asagidakileri ispatlayiniz.

a) ged(n, 42) = 1 olan her n tam sayis1 icin 168 | n6 — 1.

b) ged(n, 133) = ged(m, 133) = 1 olan her n, m tam says1 icin 133 | n'® —m
¢) Her n tam sayist icin 30 | n® — n.

Ipucu (a): 168 = 8 - 3 - 7’dir; modiilo 8 i¢in n’nin tek oldugunu ve Ornek 2.3'i kullaniniz.

18

Aligtirma 18.3 (Kuvvetlerin Kongriiansi). p bir asal say1 ve a,b € Z olsun.

a) a? = bP (mod p) ise a = b (mod p) oldugunu gosteriniz.

b) aP = b? (mod p) ise aP? = bP (mod p?) oldugunu gésteriniz.

Ipucu (b): (a) sikkindan a = b + kp yaziniz ve aP ifadesini binom agilimiyla acip p? ile béliinmeyen
terimleri toplayiniz.

Aligstirma 18.4 (Kuvvet Toplamlari). p bir tek asal say1 olmak tizere asagidakileri ispatlayniz.
a)1Pt 421 4.4 (p—1)P"! = —1 (mod p)
b) 1P + 2P 4+ .-+ (p — 1)? = 0 (mod p)
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Ipucu (a): Her terime Teorem 18.1'y1 uygulaymiz. (b): Her terime Sonuc 18.1'i uygulayip Ornek 1.1'daki
toplam formiilini kullaniniz.

Alistirma 18.5 (Farkli Bir Ispat). Sonuc 18.1'i, yani her a tam say1s1 ve her p asali icin a? = a (mod p)
oldugunu, a tizerinden tiimevarimla ispatlayiniz.

Ipucu: Baglangic adimi @ = 1’dir. Tiimevarim adiminda (a + 1) ifadesini binom acilimiyla agip Alistirma
9.2'u kullaniniz; negatif a degerleri icin 6nce a = a + p oldugunu goézlemleyiniz.
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19. Wilson Teoremi

Fermat teoremi bir sayinin asal olmadigini géstermeye yariyordu, ama asal oldugunu kanitlamiyordu;
sozde-asallar tam olarak bu bosluktan doguyordu. Wilson teoremi ise bu boslugu kapatur: asalligy, tek bir
kongriiansla — istisnasiz — karakterize eder.

19.1 Hazirlik: Kendi Tersi Olan Siniflar

Wilson teoreminin ispati, 1 ile p — 1 arasindaki sayilar1 carpimsal tersleriyle eslestirmeye dayanir. Bu
eslestirmenin ige yaramasi i¢in 6nce kendi tersi olan sayilar1 belirlememiz gerekir.

Lemma 19.1 ($x"2 equiv 1$ Denkleminin Coziimleri). p bir asal say: olsun.
2?2 =1 (mod p)
denkleminin ¢oziimleri tam olarak x = 1 ve x = —1 (mod p) dir.

ispat.
22 =1 (mod p) olsun. Bu, p | % — 1, yani

plz—1)(z+1)
demektir. p asal oldugundan Teorem 9.1 geregip | x — 1 veyap | x + 1’dir; yani
z =1 (mod p) veya z = —1 (mod p)

Tersine, bu iki sinifin her ikisi de denklemi saglar: 12 = 1 ve (—1)% = 17dir.
|

Modiil asal degilse bu dogru degildir

p asallif1 vazgecilmezdir. Ornegin n = 8 i¢in Ornek 17.4'nda gérdiigiimiiz gibi
12=32=52="72=1 (mod 8)

olur; denklemin dért ¢oziimii vardir. Ornek 15.5teki 492 = 1 (mod 120) esitligi de ayn1 olgunun bir
Ornegidir.

19.2 Wilson Teoremi
Teorem 19.1 (Wilson Teoremi). p bir asal sayi olsun. Bu durumda
(p—1)! = —1 (mod p)

Ispat.

Kiigiik durumlar.p =2 icin (2—1)! =1vel = —1(mod 2)dirv.p =3 i¢cin (3—1)! =2 ve2 =
—1 (mod 3) tiir V.

Bundan sonrap > 5 varsayalim.

1. Her saywnin tek bir esi vardir. a € {1,2,...,p — 1} olsun. p asal ve p } a oldugundan ged(a,p) =
1°dir; Onerme 15.1 geregi

aa’ =1 (mod p)
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olacak bigimde tek tiirlii belirli bir o’ € {1,2,...,p — 1} vardir. Bu o’ sayisina a’nin esi diyelim. Eslik
karsilikhidir: a’nin esi a’ ise a’ 'niin esi de a’dir.

2. Yalnizca 1 ve p — 1 kendi esidir. a = a’ olmasi a
ancak

2 =1 (mod p) demektir. Lemma 19.1 geregi bu

a=1 veya a = —1 (mod p)

halinde olur. 1 < a < p — 1 araliginda bu iki sinifin temsilcileri sirasiylaa = 1 ve a = p — 17dir.
3. Ortadaki sayilar ikiserli gruplanir. Geriye

{2,3,...,p—2}

kiimesi kalir; bu kiimede p — 3 eleman vardir ve hicbiri kendi esi degildir. Her elemanin esi yine bu
kiimededir (cinkii 1 ile p — 1 zaten kendi esleridir ve eslik tek tarli belirlidir). O halde bu kiime, ¢arpimi
=1 olan

p—3

2
tane ikiliye ayrilir. (p > 5 tek oldugundan p — 3 cifttir.) Biitiin ikilileri ¢carparsak
2:3+(p—2)=1-1-1=1(mod p)
-

p—3
“5— tane

4. Sonug. Simdi eksik kalan iki carpani ekleyelim:
(p—DI=1-(2-3+(p—2)) (p—1)=1-1-(p—1) (modp)
p — 1= —1 (mod p) oldugundan
(p—1)! = —1 (mod p)

Ornek 19.1 (Kiiciitk Asallarda Dogrulama).

p (@—-1)! (p—1)modp
2 1 1=-1
3 2 2=-1
5 24 4=-1
7 720 6=—1

11 3628800 10=-1

Ornegin p = 7 icin ispattaki eslestirme soyledir: {2,4} (2-4=8=1)ve {3,5} 3-5 = 15 = 1). Kendi
esiolanlar 1ile 6’dirve 6! =1-1-6 =6 = —1 (mod 7)’dir.
Teoremin Tersi

Fermat teoreminin tersi yanligti. Wilson teoreminin tersi ise dogrudur — istelik ispat1 ¢ok kisadur.

Teorem 19.2 (Wilson Teoreminin Tersi). 1 < n € Z olsun. Eger

(n—1)! = —1 (mod n)

isem asaldr.

ispat.
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Karsit tersini ispatlayalim: n asal degilse (n — 1)! £ —1 (mod n) oldugunu gésterelim.
n asal olmasin. O hélde n’nin

l1<a<n

kosulunu saglayan bir a boleni vardir.
a sayistl < a < n— 1 aralyginda oldugundan (n — 1)! ¢arpiminin ¢arpanlarindan biridir; dolayisiyla

al(n—1)!
Simdi (n —1)! = —1 (mod n) oldugunu varsayalim. Bu, n | (n — 1)! + 1 demektir. a | n oldugundan
Teorem 3.1 geregi
al(n—1)1+1

a hem (n — 1)! sayisint hem de (n — 1)! + 1 sayisini boldiigiinden farklarini da boler:
al((n=+1)—(n-1!=1

Buradan a = 1 ¢ikar; oysa a > 1 idi. Celiski.
O halde n asal degilse (n — 1)! # —1 (mod n) dir.
|

1 Asalligin tam karakterizasyonu

Teorem 19.1 ile Teorem 19.2 birlikte sunu verir: 1 < n i¢in
n asaldir < (n —1)! = —1 (mod n)

Bu, asalligin istisnasiz bir él¢iitiidiir — Fermat testindeki gibi bir “s6zde-asal” boslugu yoktur.
Buna kargilik pratik bir test degildir: (n — 1)! sayisin1 hesaplamak, n’yi ¢arpanlarina ayirmaktan ¢ok
daha pahalidir. Wilson teoreminin degeri hesapta degil, ispatlardadir.

Bilesik Sayilarda (n — 1)!

Teorem 19.2'nin ispat1 n bilesikken (n — 1)! = —1 olamayacagini gosterdi. Peki (n — 1)! o zaman neye
kongriidiir? Cevap neredeyse her zaman 0’dir.

Teorem 19.3 (Bilesik Sayilarda Faktoriyel). 4 # n bilesik bir tam sayt olsun (yani 1 < n ve n asal
degil). Bu durumda

(n—1)! =0 (modn)
ispat.
n bilesik oldugundan n = ab olacak bigimde 1 < a < b < n tam sayilar vardwr. Iki duruma ayiralim.

Durum 1: a < b. Bu durumda a ile b farkli sayilardir ve her ikiside 1 < a < b < n — 1 aralifindadir.
O halde her ikisi de (n — 1)! ¢arpiminda ayri ¢arpanlar olarak goriiniir:

(n—1)l = 1-a-b(n—1)

Buradan ab = n sayisi (n — 1)! degerini boler.
Durum 2:a = b, yanin = a?. Bu durumda a > 1’dir ve n # 4 oldugundan a > 3 ’tiir.
a > 3 oldugundan

2a<a-a=n—=>2a<n—1

Demek ki a ile 2a sayilarinin ikisi de 1 ilen — 1 arasindadir ve birbirinden farklidir. Her ikisi de (n — 1)!
carpiminda ayri ¢carpanlar olarak goriiniir; dolayisiyla

a-2a=2a%=2n|(n—1)
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Ozel olarak n | (n — 1)!"dir.
Her iki durumda dan | (n — 1)!, yani (n — 1)! = 0 (mod n) ‘dir.
|

n = 4 neden istisna?

n=4icin (4 —1)! =6 ve
6 = 2 (mod 4)

olur; ne —1°dir ne de 0. 1spattaki Durum 2 tam olarak burada tikanir: @ = 2 i¢in 2a = 4 = n olur ve
2a sayist artik n — 1 araligina girmez.
4, (n — 1)! degerinin 0’a kongrii olmadig: tek bilesik sayidir.

Sonug 19.1 ($\( n - 2 ) !$ ile Asallik Olgiitit). 1 < n € Z olsun. Bu durumda

n asaldir < (n —2)! =1 (mod n)

Gergektende (n — 1) = (n—1) - (n —2)! ve n — 1 = —1 (mod n) oldugundan
(n—1)!'=—(n—2)! (mod n)
yazilabilir. O halde (n — 1)! = —1 olmasi ile (n — 2)! = 1 olmasi ayn1 kosuldur; Teorem 19.1 ve Teorem

19.2 bunu asalliga denk kilar.

Faktoriyel Iceren Kongriianslar

Wilson teoreminin asil kullanim bi¢imi, biiytik faktoriyellerin kalanlarini hesaplamaktir. Yontem daima
aynidir: hedefteki faktoriyeli (p — 1)! ile iligskilendirmek ve aradaki ¢arpanlar1 modiil cinsinden negatif
temsilcilerle yazmak.

Ornek 19.2 ($18 ! equiv - 1 med \( mod med 437 \)$). 18! = —1 (mod 437) oldugunu gésteriniz.

Cozim.
437 = 19 - 23’tiir ve 19 ile 23 farkl asallardir. Teorem 5.2 geregi

19181+1  ve  23[18!+1

oldugunu ayr1 ayr1 gostermek yeterlidir.
Modiilo 19. 19 asal oldugundan Teorem 19.1 dogrudan uygulanir:

18! = (19 — 1)! = —1 (mod 19)
Modiilo 23. 23 asal oldugundan Teorem 19.1 geregi
22! = —1 (mod 23)
Simdi 22! ile 18! arasindaki fark: yazalim:
221=22.21-20-19-18!
Bagtaki dort ¢arpani negatif temsilcilerle yazalim:
22=-1, 21=-2, 20=-3, 19=—4(mod23)
Carpimlar:
22212019 = (—1)(—2)(—3)(—4) = 24 = 1 (mod 23)

O halde

Acik Matematik - acik-matematik.com 144 CC BY-NC-SA 4.0


https://acik-matematik.com
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.tr

19.5 Faktoriyel Iceren Kongriianslar 145

—1=221=1-18! = 18! (mod 23)
Birlestirme. 19 | 18! + 1 ve 23 | 18! + 1 oldugundan, gcd(19,23) = 1 olmasi nedeniyle
437=19-23|18!+1 yani 18! = —1 (mod 437)

Ornek 19.3 ($97 !$ Sayisinin Modiilo $103$ Tersi). 97! tam sayisinin modiilo 103 ¢arpimsal tersini
bulunuz.

Cozim.
103 asaldir; Teorem 19.1 geregi

102! = —1 (mod 103)
102! ile 97! arasindaki ¢arpanlar1 ayiralim:
102! =102 -101-100-99 - 98 - 97!
Bu beg carpani negatif temsilcilerle yazalim:
102=-1, 101=-2, 100=-3, 99=—4, 98 =—5(mod 103)
Carpimlar:
(=D)(=2)(=3)(=4)(-5) = —120
—120 4 103 = —17 oldugundan —120 = —17 (mod 103)’tiir. O halde
—1=102! = (—17) - 97! (mod 103)
Her iki tarafi —1 ile ¢arpalim:
17-97! =1 (mod 103)

Tanim 15.2 geregi bu tam olarak aradigimiz seydir: 97! sayisinin modiilo 103 tersi 17’dir.
]

Ornek 19.4 ($14 dot.op 35 !$ Sayisinin $41$ ile Boliimiinden Kalan). 14 - (35!) tam sayisinin 41 ile
bolinmesinden elde edilen kalani bulunuz.

Coziim.
41 asaldir; Teorem 19.1 geregi

40! = —1 (mod 41)
Aradaki carpanlar1 ayiralim:
40! =40-39-38-37-36 - 35!
Negatif temsilciler:
40=-1, 39=-2, 38=-3, 37=—4, 36=—5(mod4l)
Carpimlar1 —120°dir ve —120 + 123 = 3 oldugundan —120 = 3 (mod 41)’dir. O halde
—1=40!= 335! (mod 41)

Simdi her iki tarafi 14 ile ¢arpalim — bu ¢arpani se¢memizin nedeni 3 - 14 = 42 = 1 (mod 41) olma-
sidir:

14 - (—1) = 42 - 35! = 35! (mod 41)
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Yani
35! = —14 (mod 41)
Aradigimiz deger ise 14 - 35!dir:
14-35! = 14 - (—14) = —196 (mod 41)
—196 + 5 - 41 = —196 + 205 = 9 oldugundan
14 - 35! = 9 (mod 41)

Aranan kalan 9’dur.
| ]

Ornek 19.5 (ikiz Asallar I¢in Bir Kongriians). p ile p + 2 sayilarinn ikisi de asal olsun (boyle ¢iftlere
ikiz asallar denir). Bu durumda

4((p—D!'+1)+p=0(modp(p+2))
oldugunu gosteriniz.
Coziim. _
q:=p+2 yazalm. Ifadeyi N := 4 ( (p —1)! + 1)+ p ile gosterelim. p | N ve ¢ | N oldugunu ayr1
ayr1 gosterecegiz.
Modiilo p. p asal oldugundan Teorem 19.1 geregi (p — 1)! = —1 (mod p)’dir. Buradan
N=4((p-1)!'+1)+p=4(-1+1)+0=0(modp)
Modiilo g = p + 2. g asal oldugundan Teorem 19.1 geregi
(¢—1!=(p+1)!=—1(modg)
(p + 1)! ifadesini (p — 1)! cinsinden yazalim:
p+)=@+1)p-(p—1)
Bagtaki iki ¢carpani modiilo ¢ = p + 2 negatif temsilcilerle yazalim:
p+1=—1(modg), p=-2(modg)
O halde
“1=(p+)I=(=D(=2)(p—1!=2(p—1)! (mod g)
Her iki tarafi 2 ile carparsak
4(p—1)! = -2 (mod q)
Simdi N ifadesini hesaplayalim:
N=4@p—-1)4+44+p=—-2+44+p=p+2=¢=0(modgq)

Birlestirme. p | N ve ¢ | N'dir. pile ¢ = p + 2 farkli asallar oldugundan Sonuc 9.1 geregi ged(p, q) =
1’dir; Teorem 5.2 geregi

p(p+2)|N

(Saglama:p =3,q=5i¢cin N =4(214+1)+3=4-34+3=15vep(p+2)=15V)
|
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19.5 Faktoriyel Iceren Kongriianslar 147

Calisma Problemleri

Alistirma 19.1 (Faktoriyel Kalanlari). Asagidaki kalanlari bulunuz.
a) 15! sayisinin 17 ile bélimiinden kalan.

b) (p — 2)! sayisinin p ile béliimiinden kalan (p asal).

c) 2 - (26!) sayisinin 29 ile boliimiinden kalan.

Aligstirma 19.2 (Wilson Teoreminin Uygulamalari). a) p tek bir asal say1 olmak tizere

oldugunu gosteriniz.
Ipucu: (p —1)! garplmmdalﬂ ,..,p — 1 carpanlarini —1 ile —prl arasindaki temsilcilerle yaziniz.
b)pasalve 0 < k<p-—1 olmak lizere

E'(p—1—k)! = (—1)*" (mod p)

oldugunu gosteriniz.

Alistirma 19.3 (Bilesik Sayilarda Faktoériyel). a) (n—1)! =0 (modn) esitliginin saglanmadig1
bitiin 1 < n tam sayilarin belirleyiniz.

b) n > 6 bilesik ise n | (n — 1)! oldugunu, iistelik n? | (n — 1)! oldugunu gésteriniz.

Ipucu (b): Teorem 19.3'in ispatindaki iki durumu n > 6 kosulu altinda yeniden inceleyiniz.

Alistirma 19.4 (iki Teoremi Birlikte Kullanma). p bir asal say1 olsun. Asagidakileri ispatlayiniz.
a) p = 1 (mod 4) ise 2 = —1 (mod p) denkleminin bir ¢6ziimii vardur.

Ipucu: . = (T ! almlz ve Ah§t1rma 19.2 (a)‘y1 kullaniniz.

b) p = 3 (mod 4) ise z> (mod p) denkleminin hi¢ ¢6ziimii yoktur.

Ipucu: Béyle bir x olsayd1 zP~! (xQ) z degerini hesaplayip Teorem 18.1 ile celigkiye variniz.

Acik Matematik - acik-matematik.com 147 CC BY-NC-SA 4.0


https://acik-matematik.com
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.tr

148 Boliim 19. Wilson Teoremi

Acik Matematik - acik-matematik.com 148 CC BY-NC-SA 4.0


https://acik-matematik.com
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.tr

20. Euler’in Phi Fonksiyonu

Teorem 17.1'nda U(Z,,) kiimesinin bir grup oldugunu gormiistiik. Bu grubun eleman sayisi, sayilar
teorisinin en 6nemli fonksiyonlarindan birini tanimlar. Bu béliimde o say1y1 hesaplamay1 6grenecegiz; bir
sonraki bolimde ise onu Fermat teoremini genellestirmek icin kullanacagiz.

20.1 Tanim ve Ilk Degerler

Tanim 20.1 (Euler'in $phi.alt$ Fonksiyonu). 1 <n € Z olsun. 1 ile n arasindaki (u¢ degerler dahil)
tam sayilardan n ile aralarinda asal olanlarin sayisina n’nin Euler ¢ degeri denir ve ¢(n) ile gosterilir:

¢(n) =#{a€Z:1<a<n,ged(a,n) =1}

1 ¢(n) birimler grubunun eleman sayisidir

Tanim 17.3 geregi a + nZ smifinin birim olmast ged(a,n) = 1 demekti ve Onerme 17.4 geregi bu
ozellik temsilci segiminden bagimsizdi. 1,2, ..., n sayilart modiilo n bir tam kalan sistemi olusturdu-
gundan (her siniftan tam bir temsilci), 1 < n igin

¢(n) = |U(Z,)]

Yani ¢(n), modiilo n tersi olan siniflarin sayisidir.

Ornek 20.1 (Ilk Degerler). Kiicitk n degerleri icin dogrudan sayarak:

n  nile aralarinda asal olanlar ~ ¢(n)

—_

1 1
1

—_

1,2

1,3

1,2,3,4

1,5
1,2,3,4,5,6
1,3,5,7
1,2,4,5,7,8
1,3,7,9

12 1,5,7,11

© o N O ot ks W N

—
o
[ > S > B S N N L A

n = 1 durumuna dikkat ediniz: ged(1,1) = 1 oldugundan ¢(1) = 1’dir.

Elbette her n icin tek tek saymak istemeyiz. Simdi ¢(n) degerini n’nin asal ¢arpanlarindan okuyacak bir
formill kuracagiz.
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Asal ve Asal Kuvvetlerde
Onerme 20.1 (Asal Sayilarda). p bir asal say: olmak iizere

¢(p)=p—1

Gergekten de Onerme 9.1 geregi 1 < a < p araligindaki bir a icin gcd(a, p) # 1 olmasi ancak p | a halinde
olur; bu aralikta p ile boliinen tek say1 a = p’dir. Geriye p — 1 say1 kalir.

Teorem 20.1 (Asal Kuvvetlerde). p bir asal say1 ve 1 < k bir tam say: olmak iizere

1
$(p*) = pb — pt=1 = pk (1 _ ;>

ispat.

Aralarinda asal olanlar: saymak yerine, olmayanlart sayip ¢ikaracagiz.

1 < a < p* olsun. Onerme 9.1 geregi gcd(a,pk) + 1 olmast, a ile p* sayilarinin ortak bir asal boleninin
olmast demektir; p* 'nin tek asal boleni p oldugundan bu kosul

pla

kosuluna denktir.
Simdi 1 < a < p* araliginda p’nin katlarini sayalim. Bunlar

p, 2p, 3p, .., p"op=pF
saylaridir; yani a = mp biciminde ve 1 < m < p*~1 kosuluyla yazilirlar. Demek ki tam p*~1 tane boyle

sayt vardr.
Geriye kalanlar p* ile aralarinda asaldur:

¢(pk> — pk — ph-1

Sagdaki ifadeyi p* parantezine alirsak

Ornek 20.2 (Asal Kuvvet Ornekleri).
p(8) =p(2%)=2>—-22=8—-4=4
$(9) =(3?) =9-3=6
$(125) = ¢(5%) = 125 — 25 = 100
P#(49) = ¢(7%) =49 — 7 = 42

k = 1 alindiginda ¢(p) = p — p° = p — 1 bulunur; Onerme 20.1 bunun &6zel halidir.

Carpimsallik

Genel bir n i¢in formiil kurmanin anahtari, ¢ fonksiyonunun aralarinda asal ¢arpanlar tizerinde “dagil-
masidir”.

Teorem 20.2 ($phi.alt$ Carpimsaldir). m,n pozitif tam sayiari aralarinda asal olsun; yani
ged(m,n) = 1 olsun. Bu durumda
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¢(mn) = ¢(m) ¢(n)

Ispat.

m =1veyan =1 ise (1) = 1 oldugundan esitlik agiktir; 1 < m,n varsayalim.

Fikir sudur: modiilo mn birim olan siniflar ile, modiilo m birim olan sinif — modiilo n birim olan sinif
ikilileri arasinda birebir esleme kuracagiz. Boyle bir esleme varsa iki kiimenin eleman sayist esittir; yani
$(mn) = 6(m)(n) olur

Esleme. ged(a, mn) = 1 kosulunu saglayan bir a tam sayisina, modiilo m ve modiilo n kalanlarindan
olusan

a > (amod m, a mod n)

ikilisini karsilik getirelim.

1. Esleme anlamlidir. ged(a,mn) = 1 olsun. m | mn oldugundan a ile m’nin her ortak béleni a ile
mn’nin de ortak bélenidir; dolayisiyla ged(a, m) = 1°dir. Ayni gerekgeyle ged(a,n) = 1'dir. Demek ki
ikilinin her iki bileseni de gercekten birim siniflardir.

2. Esleme birebirdir. a ile b ayni ikiliye gitsin:

a = b (mod m) ve a = b (mod n)
O haldem | a — b ven | a — b’dir. gcd(m,n) = 1 oldugundan Teorem 5.2 geregi
mnla—>b yani a = b (mod mn)

Demek ki a ile b modiilo mn ayni siniftadir.
3. Esleme ortendir. gcd(b,m) = 1 veged(c,n) = 1 olan herhangi bir (b, ¢) ikilisi verilsin. gcd(m, n) =
1 oldugundan Teorem 16.1 uygulanabilir:

z = b (mod m), z = ¢ (mod n)
sisteminin bir a ¢oziimii vardir. Onerme 12.1 geregi
ged(a,m) = ged(b,m) =1 ve ged(a,n) = ged(e,m) =1
Teorem 5.3 geregi ged(a, mn) = 1°dir; yani a modiilo mn bir birim siniftir ve tam olarak (b, c) ikilisine
gitmektedir.

Sonug. Esleme birebir ve orten oldugundan iki kiimenin eleman sayilar: esittir. Sol taraftaki kiimenin
eleman sayisi $(mn), saf taraftaki ikililerin sayisi ise p(m) - ¢p(n) dir:

¢(mn) = ¢(m) ¢(n)

Aralarinda asal olma kosulu sart

ged(m,n) = 1 kosulu atilamaz. Ornegin m = n = 2 icin
$(4) =2 ama 6(2)p(2)=1-1=1

Benzer bicimde ¢(6) = 2 = ¢(2)¢(3) dogrudur (gcd(2,3) = 1), ama ¢(12) # ¢(2)¢(6)’dur: ¢(12) =
4 iken ¢(2)¢(6) = 1 -2 = 2’dir.

Genel Formiul

Teorem 20.3 (Euler $phi.alt$ Fonksiyonunun Carpim Formiilii). 1 < n tam sayisinin kanonik
gosterimi

ki, k k
n :pll p22...prr
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152 Boliim 20. Euler’in Phi Fonksiyonu

olsun (bkz. Sonug¢ 10.1). Bu durumda

ispat.
D1, -, D farkli asallar oldugundan pfi kuvvetleri ikiser ikiser aralarinda asaldir (Sonuc 9.4). Teorem 20.2°1
tekrar tekrar uygulayalim:

(n) = ¢(py*) b (p5?)--o(pl")
Her ¢arpana Teorem 20.1'i uygulayalim:
) :T fi_fi_l :T f’(l—l>
(n) i]:[l(p i) gp >

Carpimdaki pf terimlerini bir araya toplarsak ¢carpimlari n olur:

s =elI(1-5)

1 Formiilii okuma bicimi

Ikinci bigim ¢ok pratiktir: n’yi yaz, sonra n’yi bolen her farkl asal icin bir (1 — %) carpani
ekle. Usler formiilde hi¢ gériinmez; yalnizca hangi asallarin bsldiigii énemlidir.

Ornek 20.3 (Carpim Formiiliiyle Hesaplar). Asagidaki degerleri hesaplaymiz: ¢(360), ¢(100),
¢(1001).

Coziim.
¢(360). Kanonik gosterim 360 = 23 - 32 - 5tir. Farkli asallar 2, 3, 5’tir:

¢(360):360(lf%>(17%)(17é)=360-%-§'§:96

(Carpanlara ayiwrma bigimiyle: p(8)$(9)p(5) =4-6-4 =96 V)
#(100). 100 = 22 - 52:

$(100) = 100 - =40

DN | =
Ot

¢(1001). 1001 = 7 - 11 - 13’tiir (ii¢ farkh asal, hepsinin iissii 1):

6 10 12
1001) = 1001« = - — - = = 6-10 - 12 = 72
$(1001) = 1001 - = - 7=~ 75 =610 720

(Son adimda 1001 = 7 - 11 - 13 oldugundan paydalar sadelesti.)
u

20.5 Temel Ozellikler
Teorem 20.4 ($phi.alt \( n \)$ Ne Zaman Cifttir?). 2 < n olan her tam say: icin ¢(n) ¢ifttir.

ispat.
Iki durum vardir.
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20.5 Temel Ozellikler 153

Durum 1: n’nin tek bir asal béleni var. Yanin = 2% olsun. n > 2 oldugundan k > 2’dir ve Teorem
20.1 geregi

¢<n) — 2k _ 2k—1 — 2k—1

k —1 > 1 oldugundan bu say: ¢ifttir.
Durum 2: n’nin bir tek asal boleni var. p tek bir asal ve p* || n olsun (yani p* | n ve p
pFm ve gcd(pk, m) = 1 yazalim. Teorem 20.2 geregi

¢(n) = ¢(p*)p(m) = p**(p — 1) p(m)

p tek asal oldugundan p — 1 cifttir; dolayisiyla carpim da cifttir.

Bu iki durum biitiin olasiliklari kapsar: n > 2 ise n ya yalnizca 2’nin kuvvetidir ya da tek bir asal béleni
vardir.

|

k1t n).n =

1 Hemen bir sonuc

Teorem 20.4, ¢(n) = ¢ denklemlerini ¢ozerken hemen kullanilir: ¢ tek ve ¢ > 1 ise denklemin hig
¢oziimii yoktur. Ornegin ¢(n) = 3, ¢(n) = 5, ¢(n) = 7 denklemleri ¢oziimsiizdiir.
¢(n) = 1 denkleminin ¢oziimleri ise yalnizca n = 1 ve n = 2’dir.

Onerme 20.2 ($phi.alt \( 2 n ) = phi.alt \( n \)$ Ne Zaman Olur?). 1 < n bir tam say: olmak iizere
?(2n) = ¢(n) < n tektir
Ayrica n ¢ift ise ¢(2n) = 2 ¢(n) dir.

ispat.
(<) n tek olsun. Bu durumda ged (2, n) = 1°dir; Teorem 20.2 geregi

$(2n) = ¢(2) p(n) = 1- ¢(n) = ¢(n)

(=) n ¢ift olsun. n = 2*m yazalim; burada k > 1 vem tektir. O halde 2n = 251 m dir. ki kez Teorem
20.2 ve Teorem 20.1 uygulayalim:

¢(n) = ¢(2*)p(m) = 251 p(m)
¢(2n) = ¢(2*"1)p(m) = 2%¢(m)
Buradan
¢(2n) =2¢(n) # ¢(n)

(Son adimda ¢(n) # 0 oldugunu kullandik.) Demek ki n ciftse esitlik bozulur; karsit tersi alirsak esitlik
ancak n tekken saglanir.
|

Teorem 20.5 (Bélenlerde $phi.alt$). d,n pozitif tam sayilari ve d | n olsun. Bu durumda
¢(d) | 6(n)
ispat.
d =1ise (1) =1 her sayry1 boler; 1 < d varsayalim.

d | n oldugundan Onerme 11.1 geregi d’nin her asal béleni n’yi de boler ve Onerme 11.2 geregi iisler
korunur. Yani

b
d = pll...pls’s, n = p(lll...pgs . q;ltht
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biciminde yazilabilir; burada 1 < b; < a; dir ve q; asallar1 d’yi bolmeyen (varsa) asallardur.
Teorem 20.3 geregi

S

@ =T o~ 1. ot =T[s "0~ T[4 (4~ 1)

=1 =1

Simdi ¢(d) ¢arpimindaki her terimi ¢(n) ¢arpymindaki karsibgiyla kiyaslayalim. b, — 1 < a;, — 1 oldu-
gundan

b;—1

a;—1
pi (o —1)|p;t (i —1)

Bolen iliskisi carpim altinda korundugundan (Teorem 3.1) bu terimlerin ¢carpimi da béliiniir:

szi_l (p; —1)
i=1

o) =TI - 1)

Sagdaki ¢arpim da ¢(n) ’yi boldiigiinden gecisme ile $(d) | ¢p(n) bulunur.
|
Onerme 20.3 ($phi.alt (n"2) = n\, phi.alt \(n \)$). Her 1 < n tam sayst icin
$(n?) = né(n)

ispat.
n = 1 icin her iki taraf da 1°dir. 1 < n olsun ve kanonik gosterimi

k k
n = pll...pr'f‘

olsun.n? ilen ayni asallar icerir; yalnizca iisler ikiye katlanir. Teorem 20.3'iin ikinci bicimini kullanalim:

o1 Dp;
i)

¢(n) = c Denklemleri

Ornek 20.4 ($phi.alt \(n\) = 6% Denklemi). ¢(n) = 6 esitligini saglayan biitiin n pozitif tam sayilarini
bulunuz.

Coziim.
n bir ¢ziim olsun ve p*, n’yi bolen bir asal kuvvet olsun (yani p* | n ve p**! } n). Teorem 20.5 geregi

¢(p*) =p* " p—1)| o(n) =6
1. Hangi asallar n’yi bolebilir? p tek asal ise p — 1 sayist 6’y1 bolmelidir:
pil € {1327376} =pec {2337477}
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20.6 ¢(n) = ¢ Denklemleri 155

Bunlardan asal olanlar 3 ve 7’dir. p = 2 de miumkiindiir. O hilde n’nin asal bolenleri yalmzca 2, 3 ve 7
olabilir.
2. Hangi iisler miimkiin?

« p=2:¢(2F) =281 | 6 olmaly; 2"! € {1,2},yani k < 2. Ama k = 2icin ¢(4) = 2'dir ve geri kalan
carpanin 3 olmasi gerekir — Teorem 20.4 geregi 1’den biiyiik tek bir ¢ degeri olamaz. O halde k <
1’dir.

« p=3:¢(3%) =2-3¥1| 6 olmal;; 31 | 3, yani k < 2'dir.

e p="T:¢(7") =6-7"1| 6 olmal; 7*~! = 1, yani k = 1'dir.

3. Olasiliklar:1 tarayalim. n = 203b7¢ilea < 1,0 < 2, ¢ < 1’dir ve

¢(n) = $(2°)¢(3")$(7°) = 6

#(2%) =1 (hema = 0 hem a = 1 i¢in) oldugundan kosul

$(3°)9(7°) = 6

hiline gelir. Degerler ¢(3%) =1, ¢(3) =2, ¢(9) = 6 ve ¢#(7°) = 1, ¢(7) = 6’dir. Carpimu 6 yapan

ikililer:
() #(1°)=6-1:0=2,c=0
#(3°) - ¢p(7)=1-6:b=0,c=1

@(3)p(7) =2-6 =12 + 6°dir)

Her ikisinde a € {0, 1} serbesttir. Dort ¢dziim bulunur:

ne{9,18,7, 14}

(Saglama: $(9) = 6, $(18) = ¢(2)¢(9) = 6, $(7) = 6, (14) = ¢(2)$(7) = 6 V)

Ornek 20.5 ($phi.alt \( n \) = 14$ Denklemi). ¢(n) = 14 esitligini saglayan bir n tam sayisinin
bulunmadigini gosteriniz.

Cozim.

¢(n) = 14 oldugunu varsayalim. 14 = 2 - 7 oldugundan 7 | ¢(n)’dir.

Teorem 20.3 geregi ¢(n), n’yi bolen asal kuvvetlerin ¢ degerlerinin ¢arpimidir. 7 asal oldugundan
Sonug 9.2 geregi bu carpanlardan en az birini bolmelidir: bir p* | n asal kuvveti i¢in

7 ’ o(p*) =p"p—1)

7 asal oldugundan Teorem 9.1 geregi iki durum vardir.
Durum 1: 7 | p*~1. Bu ancak p = 7 ve k > 2 ise olur. O halde 49 | n’dir ve Teorem 20.5 geregi

$(49) = 42 | ¢(n) =14

Ama 42 > 14 > 0 oldugundan 42 sayis1 14’11 bdlemez — ¢eligki.
Durum 2: 7 | p — 1. Bu durumda p = 1 (mod 7)’dir. Bu kosulu saglayan asallarin en kiigiigii 29’dur
(8,15, 22 asal degildir); yani p > 29’dur. Teorem 20.5 geregi

o(p) =p*1’¢(n) =14
Amap—1 > 28 > 14 > 0 oldugundan bu imkansizdir — celigki.

Her iki durum da celigkiye vardigindan ¢(n) = 14 esitligini saglayan bir n yoktur.
]

20.7 Calisma Problemleri

Alistirma 20.1 ($phi.alt$ Degerlerini Hesaplama). Asagidaki degerleri hesaplayimiz.
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156 Boliim 20. Euler’in Phi Fonksiyonu

a) $(720) b) $(1024) c) ¢(2431) d) ¢(5*-11)
Ipucu (c):2431 = 11 - 13 - 17°dir.

Alistirma 20.2 ($phi.alt\(n\) = c$ Denklemleri). Asagidakidenklemlerin biitiin ¢6ziimlerini bulunuz;
¢oziimii olmayanlarin nedenini aciklayimniz.

A)gn) =4 b)¢(n)=8 o)d(n)=10 d)d(n)=12

Alistirma 20.3 ($phi.alt$ Fonksiyonunun Ozellikleri). Asagidakileri ispatlayiniz.
a) n tek ise ¢p(4n) = 2 ¢(n)’dir.

b) #(n) = 5 olmasi icin gerek ve yeter kosul, n’nin bir 2 kuvveti olmasidr.

c)pasalve p | nise ¢(pn) = p ¢(n)’dir.
d) p asal ve p § nise ¢(pn) = (p — 1) ¢(n)’dir.

Alistirma 20.4 (Bolenler Uzerinden Toplam). n pozitif bir tam say1 olmak iizere

> o(d)=n

dln

oldugunu gosteriniz. (Toplam, n’nin biitiin pozitif bolenleri iizerinden alinmaktadir.)
a) Once n = 12 i¢in dogrudan hesaplayarak dogrulayniz.

b) n = p* icin ispatlaymiz.

¢) Teorem 20.2'1 kullanarak genel durumu elde ediniz.

Ipucu (b): p*’nin bolenleri 1, p, ..., p*’dir ve toplam teleskopiktir.
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21. Euler Teoremi

Fermat teoremi yalnizca asal modiillerde ige yariyordu: p asalken a?~! = 1 (mod p) idi. Modiil asal olma-
diginda p — 1 Ussiiniin yerini ne alacak? Cevap, gecen béliimde tanmidifimiz ¢(n) sayisidir. Bu bolimde
Fermat teoremini biitiin modiillere genisletecegiz.

Indirgenmis Kalan Sistemleri

Fermat teoremini ispatlarken 1,2, ...,p — 1 sayilarini kullanmigtik; bunlar modiilo p tersi olan biitiin
siniflarin temsilcileriydi. Genel modiilde bu roli asagidaki kavram tstlenir.

Tanim 21.1 (Indirgenmis Kalan Sistemi). 1 < n € Z olsun. {7"1, Toy eees r¢(n>} tam say1 kiimesi

+ her ¢ i¢in ged(r;,n) = 1 ve

« i jiginr, #E; (mod n)

kosullarini sagliyorsa bu kiimeye modiilo n indirgenmis kalan sistemi denir.

1 Tam kalan sistemiyle farki

Tanim 13.1'ndeki tam kalan sistemi Z, 'nin biitiin smiflarindan birer temsilci iceriyordu ve n
elemanliydi.

Indirgenmis kalan sistemi ise yalnizca birim siniflardan birer temsilci icerir; yani U(Z,,) grubunun
bir temsilci listesidir ve ¢(n) elemanlidir.

En dogal ornek, bir tam kalan sisteminden n ile aralarinda asal olmayanlar1 atmakla elde edilir.
Ornegin n = 10 icin {0, 1, ..., 9} kilmesinden geriye {1, 3, 7,9} kalir ve ¢(10) = 4’tiir.

Teorem 21.1 (Indirgenmis Sistemi Bir Birimle Carpmak). 1<n ve ged(a,n) =1 olsun.
T1s e r¢(n)} modiilo n bir indirgenmis kalan sistemi ise

{a""l, ATg,y .y ar¢(n)}
kiimesi de modiilo n bir indirgenmis kalan sistemidir.

ispat.
Iki kosulu dogrulayalim.
1. Her elemann ile aralarinda asaldir. gcd(a, n) = 1 veged(r;, n) = 1 oldugundan Teorem 5.3 geregi

ged(ar;,n) =1
2. Elemanlar ikiger ikiser kongrii degildir. i # j icin
ar; = ar; (mod n)
oldugunu varsayalim. gcd(a,n) = 1 oldugundan Teorem 12.3 geregi a sadelestirilebilir:

r; = r; (modn)

Bu, {r;} kiimesinin indirgenmis kalan sistemi olmasiyla celisir.
Kiime ¢(n) elemanlidir ve iki kosulu da sagladigindan bir indirgenmis kalan sistemidir.
]
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158 Boliim 21. Euler Teoremi

i Aymni smiflar, farkl sira

Teorem 21.1'in s6yledigi sey sudur: a ile carpmak, birim siniflar1 kendi aralarinda karistirir. Higbiri
kaybolmaz, hicbiri iki kez ortaya ¢ikmaz; yalnizca siralar1 degisir.
Bu, Teorem 17.1'nun bir yansimasidir: bir grupta sabit bir elemanla ¢carpmak daima birebir ve 6rtendir.

21.2 Euler Teoremi
Teorem 21.2 (Euler Teoremi). 1 <n € Z, a € Z ve ged(a,n) = 1 olsun. Bu durumda
a®™ =1 (mod n)

ispat.
{Tl, Ty eeey r¢(n)} modiilo n bir indirgenmis kalan sistemi olsun.
Teorem 21.1 geregi

{arl, ary, ..., ar¢(n>}

kiimesi de bir indirgenmis kalan sistemidir. Iki sistem de U(Z,,) grubunun biitiin siniflarindan birer
temsilci icerdiginden, ikinci listenin elemanlar birinci listenin elemanlarina — belki farkli bir sirayla —
kongridiir.

O halde iki listenin carpimlari birbirine kongriidiir:

(arl)(ar2)~-~(ar¢(n)) =TT Ty (mod n)
Sol taraftaki a ¢arpanlarini toplayalim; toplam ¢(n) tanedir:
a?™) TiTo T () = T1T2 T g(n) (mod 1)

Simdi R := 117974,y yazalim. Her r; icin ged(r;,n) = 1 oldugundan Teorem 5.3'in tekrarh uygulan-
masiyla

ged(R,n) =1
O halde Teorem 12.3 geregi R sadelestirilebilir:

a®™ =1 (mod n)

Sonuc 21.1 (Fermat Teoremi Euler Teoreminin Ozel Halidir). p bir asal sayi vep } a olsun. Onerme
20.1 geregi ¢(p) = p — 1°dir; Teorem 21.2 bu durumda

a?~! =1 (mod p)

verir. Bu tam olarak Teorem 18.1°dur.

1 Iki teoremin ispatlar1 da aynidir

Teorem 18.1'min ispatinda 1,2, ..., p — 1 sayilarini a ile ¢arpip kalanlarin bir permiitasyon oldugunu
gostermigtik. Teorem 21.2in ispat1 da birebir ayni fikri kullanur; tek fark, listenin {1, ..., p — 1} yerine
bir indirgenmis kalan sistemi olmasidur.

Fermat teoremini 6nce gérmemizin nedeni, bu fikrin en sade halini oradaki somut listede tanimakti.

Acik Matematik - acik-matematik.com 158 CC BY-NC-SA 4.0


https://acik-matematik.com
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.tr

21.2 Euler Teoremi

159

21.3 Kuvvet Hesaplarina Uygulama

1 Genel hesap sablonu

a™ mod n hesabi iin:

2. ¢(n) degerini Teorem 20.3 ile hesapla.
3. Ussit ¢(n)’ye bél: N = ¢(n) g + 7.
4. oV = (a¢(”>)qa’“ = a" (mod n) yaz ve a"’yi hesapla.

1. ged(a,n) = 1 oldugunu dogrula. (Degilse asagidaki Ornek 21.2'e bakiniz.)

Ornek 21.1 ($3"100$ Sayisinin Son iki Rakami). 3% sayisinin son iki rakamini bulunuz.

Coziim.

Son iki rakami bulmak, saymin 100 ile béliimiinden kalanimi bulmaktr.
1. Aralarinda asallik. gcd(3, 100) = 1’dir; Teorem 21.2 uygulanabilir.
2. $(100). 100 = 22 - 52 oldugundan Teorem 20.3 geregi

¢(100):100<1—1> (1—1) :100-%-%:40

2 5

O halde 3%° = 1 (mod 100)’diir.
3. Ussii indirgeme. 100 = 40 - 2 + 20 oldugundan

3100 — (340)%. 320 = 320 (104 100)
4. 329 hesabu. Kareler alarak ilerleyelim:

3% =81,  35=243 = 43 (mod 100)

310 = (35)” = 432 = 1849 = 49 (mod 100)

320 = (310)% = 492 — 2401 = 1 (mod 100)
O halde
3100 =1 (mod 100)

Son iki rakam 01’dir.
| ]

Ornek 21.2 (Aralarinda Asal Olmadiginda Ne Yapilir?). 2!90 sayisinin son iki rakamini bulunuz.

Cozim.

ged(2,100) = 2 # 1 oldugundan Teorem 21.2 dogrudan uygulanamaz. Bunun yerine 100 =4 - 25

ayrigmasini kullanip iki parcada calisacagz.
Modiilo 4. 1000 > 2 oldugundan 4 = 22 sayis1 21099 boler:

21000 = 0 (mod 4)
Modiilo 25. ged(2,25) = 1’dir. Teorem 20.1 geregi
$(25) = 25— 5 =20
1000 = 20 - 50 oldugundan Teorem 21.2 geregi
21000 — (220)% = 150 — 1 (mod 25)

Birlestirme. gcd (4, 25) = 1 oldugundan Teorem 16.1 uygulanabilir:
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160 Boliim 21. Euler Teoremi

z =0 (mod 4), z =1 (mod 25)
x = 25k + 1 yazip birinci denklemde yerine koyalim:
25k+1=0(mod4) =k+1=0(mod4) = k =3 (mod 4)
(Burada 25 = 1 (mod 4) olmasini kullandik.) k = 3 igin
r=75+1=76

O halde 21909 = 76 (mod 100)’diir; son iki rakam 76’dur.
n

Ornek 21.3 ($855 divides n"72 - 1$ Béliinebilmesi). gcd(n,855) = 1 kosulunu saglayan her n tam
sayisl i¢in

n™ =1 (mod 855)
oldugunu gosteriniz.

Cozim.
855 = 32 - 5 - 19’dur. Bu ii¢ asal kuvvet ikiser ikiser aralarinda asal oldugundan, Teorem 5.2 geregi

9|n™ -1, 5|n™—1, 19|n™ -1

oldugunu ayr1 ayr1 géstermek yeterlidir. Her ticiinde de ged(n, 855) = 1 olmast ilgili modiille arala-

rinda asallig1 garanti eder.
Modiilo 9. ¢(9) = 6°dir; Teorem 21.2 geregi n® = 1 (mod 9)’dur. 72 = 6 - 12 oldugundan

n’? = (n6)12 =1 (mod 9)

Modiilo 5. ¢(5) = 4’tiir; n* = 1 (mod 5)’tir. 72 = 4 - 18 oldugundan
n"? = (n4)18 =1 (mod 5)

Modiilo 19. ¢(19) = 18'dir; n'® = 1 (mod 19)’dur. 72 = 18 - 4 oldugundan
n? = (n18)4 =1 (mod 19)

Birlestirme. U¢ modiil de n”? — 1 sayisin1 béler ve ikiser ikiser aralarinda asaldir; o halde carpimlari
da boler:

855=9-5.19|n™2—1

1 Neden ¢(855) = 432 degil de 72?

Teorem 21.2 dogrudan n*3% = 1 (mod 855) verirdi (¢(855) = 6 -4 - 18 = 432). Ama biz ¢ok daha
kiiciik bir iis bulduk.

Nedeni sudur: her modil i¢in ayr1 ayr1 ¢alisirken tissiin her birinin ¢ degerine bolinmesi yeterlidir;
hepsinin ¢arpimina degil. Aranan en kii¢iik iis

lem (¢(9), ¢(5), #(19)) = lem (6,4,18) = 36

olur — nitekim 72 = 2 - 36 de ise yarar. Bu, Euler teoreminin verdiginden daha iyi bir tistiir ve pratikte
sik kullanilir.
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21.3 Kuvvet Hesaplarina Uygulama 161

Mertebe Kavramina Bir Bakis
Yukaridaki gézlem dogal bir soruya gétiiriir: a* = 1 (mod n) esitligini saglayan en kiigiitk k nedir?
Teorem 21.2 bize k = ¢(n) degerinin daima ige yaradigim soyliiyor. Ama bu, en kiigikk deger olmak
zorunda degildir: Ornek 21.1'de 3%° = 1 (mod 100) bulmustuk, oysa ¢(100) = 40’tir. Benzer bicimde
Ornek 21.3'te ¢(855) = 432 iken 72 iissiiniin yettigini gordiik.

1 Ileriye bir not: mertebe

a® =1 (mod n) esitligini saglayan en kiiciik pozitif k degerine, a sayisinin modiilo n mertebesi
denir. Mertebenin daima ¢(n)’yi boldugi gosterilebilir; bu da mertebe ararken yalnizca ¢(n) nin
bolenlerini denemenin yeterli oldugu anlamina gelir.

Mertebe, kuvvet kongriianslarinin ve primitif koklerin anahtar kavramidir. Sayilar Teorisi 2 dersinde
ayr1 bir boliimde ayrintili olarak ele alinmaktadir.

Euler Teoremiyle Ters Bulma

Sonug 21.2 (Carpimsal Tersin Kapali Formiilii). 1 < n ve ged(a,n) = 1 olsun. Bu durumda a’nin
modiilo n carpimsal tersi

a~ ' = a®™~1 (mod n)

ile verilir.

Gergekten de Teorem 21.2 geregi
a-a®™1 = q?™ =1 (modn)

n)—1

olur; Tanim 15.2 geregi bu, a® sayisinin a’nin tersi oldugunu séyler.

Ornek 21.4 ($7$ Sayisinin Modiilo $30$ Tersi). 7 tam sayisinin modiilo 30 carpimsal tersini Sonuc
21.2 ile bulunuz.

Cozim.
30 =2-3 -5 oldugundan

12 4
9(30) =30 55 = =8

ged(7,30) = 1 oldugundan Sonug 21.2 uygulanabilir:
71 =781 =77 (mod 30)
Simdi 77 degerini adim adim hesaplayalim:

72 = 49 = 19 (mod 30)
74 = (72)? = 192 = 361 = 1 (mod 30)

(Burada ¢(30) = 8 iissiine hi¢ ulasmadan 1’e vardik; bu, yukarida mertebe iizerine séylediklerimizin bir
ornegidir.)

7T=74.72.7=1-19-7 = 133 = 13 (mod 30)
O halde 7’nin modiilo 30 tersi 13’tiir.

(Saglama:7-13=91=3-30+1V)
|
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162 Boliim 21. Euler Teoremi

1 Hangi yontem daha iyi?

Ters bulmanin iki yolunu gérdik:

« OKklid algoritmasi (Ornek 15.5): ¢(n) bilinmese de ¢alisir ve hizlidir.
« Euler teoremi (Sonug 21.2): kapali bir formiil verir, ama ¢(n)’yi — dolayisiyla n’nin asal ¢arpan-
larin1 — bilmeyi gerektirir.

Biiyiik sayilarda carpanlara ayirmak ¢ok zor oldugundan pratikte birinci yol kullanilir. Ikinci yolun
degeri teoriktir: tersin varligini ve bi¢imini tek satirda aciklar.

Calisma Problemleri

Aligtirma 21.1 (Euler Teoremiyle Kalan Hesaplar1). Asagidaki kalanlar1 bulunuz.
a) 71990 sayisinin 24 ile boliimiinden kalan.

b) 9794 sayisinin 100 ile béliimiinden kalan.

¢) 52090 say1siin 63 ile boliimiinden kalan.

d) 31990 sayisiin son ii¢ rakamu.

Aligstirma 21.2 (Euler Teoremiyle Béliinebilme). Asagidakileri ispatlayiniz.
a) ged(n, 100) = 1 olan her n icin 100 | n?° — 1.

b) ged(n, 65) = 1 olan her n i¢in 65 | n12 — 1.

¢) Her n tam sayist icin ged(n, 1729) = 1 ise 1729 | n30 — 1.

Ipucu (c): 1729 = 7 - 13 - 19’dur.

Alistirma 21.3 (indirgenmis Kalan Sistemleri). a) Modiilo 18 bir indirgenmis kalan sistemi yaziniz
ve eleman sayisinin ¢(18) ile uyustugunu dogrulayiniz.

b) {1,5,7,11} kiimesinin modiilo 12 bir indirgenmis kalan sistemi oldugunu gosteriniz. Her elemani 5
ile carpip sonucu modiilo 12 indirgeyiniz ve Teorem 21.1'in séyledigini dogrulayiniz.

)2 < nve {rl, . r¢(n)z’ght} modiilo n bir indirgenmis kalan sistemi olsun.

T+ 7o+ + Ty =0 (mod n)

oldugunu gosteriniz.
Ipucu (c): ged(r,n) = 1 ise ged(n — r,n) = 1’dir; elemanlari r ile n — r bi¢iminde ikiserli eslestiriniz ve
2 < n iken regn — r oldugunu gozlemleyiniz.

Alistirma 21.4 (Euler Teoreminin Bir Genellemesi). m,n pozitif tam sayilar1 ve ged(a, mn) =1
olsun.

a) @' (¢(m):¢(") = 1 (mod mn) oldugunu goésteriniz (gcd(m,n) = 1 varsayarak).

b) Bu iissiin, Teorem 21.2'in verdigi ¢(mn) = ¢(m)¢p(n) tissiinden kiigiik olabilecegini bir drnekle goste-
riniz.

Ipucu (b): m = 8, n = 5 deneyiniz.
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22.1

22.2

22.3

22. Kongriianslarin Coéziimleri

Sayilar Teorisi I dersinde birinci dereceden (lineer) kongriianslar1 incelemistik. Bu derse, yiksek dere-
ceden kongriianslarla baglamadan once “¢céziim”, “¢6ziim sayis1” ve “derece” kavramlarini kesin bicimde
tanimlamamiz gerekiyor.

Coziim Kavram
Tanim 22.1 (Kongriiansin Coziimii). n € N,n > 1 ve
f(@) = apa™ + a, 12"+ +az +ag

olsun (a,, # 0;a,,,a,,_1,...,a1, 0y € Z). m > 2 bir tam say1 olsun.
Eger bir u tam sayist i¢in f(u) = 0 (mod m) oluyorsa, v tam sayisina f(z) = 0 (mod m) kongriiansimin
bir ¢6ziimii denir.

Ornek 22.1. 2 sayisi, z2 + 2z = 0 (mod 8) kongriiansinin bir ¢dziimiidiir; ¢iinkii

22 +2.2=8=0(mod 8)

Hangi Coziimler “Ayni1” Sayilir?

u tam sayist f(z) =0 (mod m) kongriiansinin bir ¢6ziimii olsun. v bir tam say1 olmak {lizere v =
u (mod m) ise, bu durumda

f() = f(u) =0 (mod m)

elde edilir; yani v de ayn1 kongriiansin bir ¢6ztiimiidiir.

O hélde bir kongriiansin tek bir u ¢éziimii varsa, z = u (mod m) kosulunu saglayan sonsuz sayida tam
say1 da bu kongriiansin ¢6ziimiidiir. Bu yiizden ¢6ziimleri tek tek saymak anlamsizdir; ¢6ziimleri denklik
siniflar1 diizeyinde ele almak gerekir.

1 Anlasma

u ve v tam sayilari, f(x) = 0 (mod m) kongriiansinin iki ¢éziimii olsun.

« Eger u # v (mod m) ise, u ve v’yi iki ayr1 ¢6ziim olarak sayariz.
« Eger u = v (mod m) ise, u ve v’yi ayni1 ¢oziim olarak sayariz.

Ornek 22.2. 3 ve 8 sayilari, 22 — x + 4 = 0 (mod 10) kongriiansinin ¢dziimleridir:
32-3+4=10=0, 82 —8+4 =60 = 0 (mod 10)

3 # 8 (mod 10) oldugundan bunlar kongriiansin iki ayr1 ¢éziimidiir.

Coziim Sayisi

Tanim 22.2 (Coéziim Sayis1). rq,...,7,, sayilart modiilo m’ye gore bir tam kalanlar sistemi olsun.
f(z) = 0 (mod m) kongrilansinin ¢6ziim sayisi,

f(r;) =0 (mod m)
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164 Boliim 22. Kongriianslarin Coziimleri

kosulunu saglayan r; (i € {1, ..., m}) tam sayilarinin adedidir.

1 Iki temel gézlem

« Bir f(z) = 0 (mod m) kongriiansinin ¢dziim sayisi, secilen tam kalanlar sisteminden bagimsizdar.
+ Bir f(z) = 0 (mod m) kongriiansinin ¢6ziim sayis1 m’yi gecemez; ¢iinkii modiilo m’de yalnizca
m tane denklik sinifi vardir.

Ornek 22.3. 22 — 1 = 0 (mod 8) kongriiansinin ¢éziim say1smni bulunuz.

Cozim.
0,1,2,...,7 tam sayilar1 modiilo 8’e gére bir tam kalanlar sistemidir. f(x) = 22 — 1 diyelim ve her
birini tek tek deneyelim:

z 01 2 3 45 6 7
f(z)mod8 7 0 3 0 7 0 3 0

f(1) = f(3) = f(5) = f(7) = 0 (mod 8) ve digerleri sifirdan farkli oldugundan, kongriiansin ¢6ziim
sayis1 4’tiir.
Tum ¢oziumler:

z=1, z=3, =5 =7 (mod8)

Bir Kongruansin Derecesi

Bir kongriiansin derecesi, polinomun derecesiyle karistirilmamalidir: bas katsay1 modiile bélintiyorsa o
terim kongriiansta hicbir rol oynamaz.

Tamim 22.3 (Kongriiansin Derecesi). f(z) = a,2" + - + a;z + a, olsun (a,, # 0; katsayilar tam
say1).

+ Eger a,, # 0 (mod m) ise, f(z) = 0 (mod m) kongriiansinin derecesi n olarak tanimlanir.

- Eger a,, = 0 (mod m) ise, kongriiansin derecesi; a; # 0 (mod m) kosulunu saglayan en bityiik j tam
sayisidir (5 € {0,...,n — 1}).

« Eger a; # 0 (mod m) kosulunu saglayan higbir j yoksa — yani biitiin katsayilar m ile béliiniiyorsa —
kongriiansin derecesi tanimsizdar.

Derece, polinomun derecesiyle ayni olmayabilir

f(z) = 623 + 522 + 1 polinomunun derecesi 3’tiir.
Ancak modiilo 6’da 6 = 0 oldugundan bas terim diiger; bir sonraki katsay1 5 # 0 (mod 6)’dir. Dola-
yisiyla

f(z) =0 (mod 6)

kongriiansinin derecesi 2’dir.
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23. Yiiksek Dereceden Kongriianslar

n > 1 bir tam say1 ve
f@)=ca"+c, 12" 1+ 4T+
olsun (c,, # 0; ¢,,, ..., ¢y € Z). Amacimiz, m > 2 bir dogal say1 olmak lizere
f(z) =0 (mod m)

kongriiansini ¢6zmektir.
Dogrudan modiilo m’de ¢aligmak, m bitytidiikce elverissizlesir. Bunun yerine problemi, m’nin asal kuvvet
carpanlarina gore daha kiiciik parcalara ayiririz.

Indirgeme Teoremi

Teorem 23.1 (Asal Kuvvetlere indirgeme). m sayisinin asal ¢arpanlara ayrilist m = pi* pSQ'an’“

olsun. Bu durumda f(x) = 0 (mod m) kongriiansini ¢ozme problemi,

f(z) =0 (mod p3*)
f(z) =0 (mod p5?)

f(z) = 0 (mod p;*)}
kongriians sistemini ¢ozme problemine denktir.

Ispat.

(=) Kongriians ¢oziilebilirse sistem de ¢éziilebilirdir.

f(z) = 0 (mod m) ¢éziilebilir olsun; yani f(u) = 0 (mod m) olacak sekilde bir u tam sayisi vardwr. Her
i icin pf m oldugundan

f(u) =0 (mod p*), i=1,..,k

bulunur. Yani (*) sistemindeki her kongriians da ¢oziilebilirdir.
(<) Sistem ¢oziilebilirse kongriians da ¢oziilebilirdir.
(x) sistemindeki kongriianslarin hepsi ¢iziilebilir olsun. Bu durumda

f(a;) =0 (mod pi'), f(ay) =0 (modpy?), .., f(ag) =0 (modpzk)

olacak sekilde a4, ..., a;, tam sayilari vardir.
Farkli asal kuvvetler aralarinda asal oldugundan

m )
—ei,pfl = 1, 1= 1,...,]€
p;

gx =1 (mod p;*)
D;

olur. Dolayisiyla her i igin

lineer kongriiansi ¢oziilebilirdir; yani

m e
C b, =1 (mod p,*)

(2
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olacak sekilde b, ..., by, tam sayilari vardir. Simdi

m m m
U= —bjay + —Zbyag + -+ b€ Z
1 P2 Px

diyelim. Toplamdaki j # i terimlerinin her biri p;' ile boliindiigiinden, modiilo p;* 'de yalnizca i. terim
kalr:

m
e, b;a;

p;

=1-q; = a; (mod p;*)

S
If

O halde u = a; (mod p{'),...,u = a,, (mod p;*) olur. Buradan

f f(ay)
f f(ay)

0 (mod p*)
0 (mod p5?)

~—

u

(
(

u)

f(u) = f(ag) = 0 (mod p;*)

elde edilir. Bir say, her biri digerleriyle aralarinda asal olan sayilarin hepsine boliintiyorsa en kiiciik ortak
katlarina da boliniir:

f(u) =0 (mod [pfl,...,pzk])
(pfi,pjj) =1 (i # j) oldugundan
[Py opif] = pipt =m

olur. Sonug olarak f(u) = 0 (mod m), yani asu kongriians da ¢éziilebilirdir.
|

Bu teoremin iki dogrudan sonucu vardir ve pratikte siirekli kullanilir.

| Coziimsiizliik olciitii

f(z) = 0 (mod p;*) kongriianslarindan herhangi birinin ¢6ziimii yoksa, f(x) = 0 (mod m) kong-
riansinin da ¢6zimi yoktur.
Bu, ¢6ztimsiizligi gostermenin en hizli yoludur: tek bir kiigiik asal kuvvet yeter.

Teorem 23.2 (C6zitm Sayisinin Carpimsalligi). f(x) = 0 (mod p;*) kongriiansinin ¢oziim sayisi N
olsun (i = 1,..., k). Bu durumda f(x) = 0 (mod m) kongriiansinin ¢oéziim sayist

N = N; - N,--N,

dir.

Coziim Algoritmasi

1. m sayisini asal carpanlarina ayirin: m = py*---p;*

2. Her p;* i¢in f(z) = 0 (mod p;*) kongriiansmnin ¢oziimlerini bulun. Modiiller kiiciik oldugundan bu
adim genellikle deneme yoluyla yapilabilir.

3. Herhangi biri ¢6ztimsiizse durun: asil kongriians da ¢oziimsiizdiir.

4. Her 7 igin I%bi =1 (mod p;*) denkliginden b, degerlerini hesaplayn.

5. Cozumleri gu formiille birlestirin:

m
€.

k3
i—1 Pi

I
M=

b; a; (mod m)
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23.2 Coziim Algoritmasi 167

Burada a,, 4. alt kongrilansin ¢oziimlerinden biridir. Tim (aq,...,a;) kombinasyonlar1 alinarak
N, Ny---N,, ¢6ziimiin hepsi elde edilir.

23.3 Cozimli Uygulamalar
Ornek 23.1. 22 + z + 7 = 0 (mod 189) kongriiansini ¢oziiniiz.

Cozim.

189 = 33 . 7 = 27 - 7 oldugundan 22 + z + 7 = 0 (mod 27) ve 22 + = + 7 = 0 (mod 7) kongriiansla-
rinin ¢oziimlerini bulalim.

Alt kongriianslar.

Modiilo 27°de ¢oziimler:

x=4, z=13, z=-5(mod27)

(Saglama: 4> +4+7=27,132+13+7=189=7-27,(-5)2 =5+ 7 = 27.)
Modiilo 7’de ¢6ziimler:

=0, z=-1(mod7)

(Saglama:04+0+7=7,1-147=17.)

Buna gore ¢oziim sayis1 N = 3 - 2 = 6 olacaktir.

Birlestirme katsayilari.

29 =7ve7b; =1 (mod 27): 7-4 = 28 = 1 oldugundan b; = 4 (mod 27).
@ = 27 ve 27b, = 1 (mod 7): 27 = —1 oldugundan b, = —1 (mod 7).

O halde ¢oziimler

x=T7-4-a7+27-(—1)ay = 28a; — 27a, (mod 189)

bi¢imindedir; burada a; € {4,13,—5} ve a, € {0,—1} dir.

a; ay 28a; —27a, mod 189

4 0 112 112
4 -1 139 139
13 0 364 175
13 -1 391 13
-5 0 —140 49
-5 -1 —113 76

Sonuc. 72 + z + 7 = 0 (mod 189) kongriiansmin tiim ¢éziimleri:
= 13,49,76,112,139,175 (mod 189)

(Saglama 6rnegi: 132 + 13 + 7 =189 = 0;49% +49 +7 = 2457 = 189 - 13 = 0.)
|

Ornek 23.2. f(z) = 2% + 1922 — z + 23 = 0 (mod 42) kongriiansini ¢oziiniiz.
Cozim.
42 = 2.3 - 7 oldugundan {i¢ alt kongriiansi ayr1 ayr1 ¢6zelim. Katsayilar1 her modiilde indirgemek isi

kolaylasgtirir.
Modiilo 2. 19 = 1, 23 = 1 oldugundan

fiz)=2>+22+2+1=0(mod 2)

Cozim: z = 1 (mod 2). (Tek ¢oziim, N; = 1.)
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Modiilo 3. 19 = 1, 23 = 2 oldugundan
f(z)=23+ 22—z +2=0(mod 3)

Coziimler: z = 1 ve z = —1 (mod 3). (N, = 2.)
Modiilo 7. 19 = 5, 23 = 2 oldugundan

flz)=23+522 —2+2=0 (mod 7)

Cozimler: z =1,z =2vexz = —1 (mod 7). (N3 = 3.)

O halde ¢ozim sayist N =1-2 -3 = 6’dir.

Birlestirme katsayilari.

42 — 21 ve 21b; = 1 (mod 2): 21 = 1 oldugundan b; = 1 (mod 2).

% =14ve 1l4b, =1 (mod 3): 14 =2,2-2 = 4 = 1 oldugundan b, = —1 (mod 3).
é =6 ve 6b; =1 (mod 7): 6 = —1 oldugundan by = —1 (mod 7).

Cozimler:

z = 2la; — 14a, — 6a5 (mod 42)
burada a; = 1;a, € {1,—1}; a5 € {1,2,—1}.

a; ay a3 2la; —14a, —6ay

1 1 1 1
1 1 2 —5 =37
1 1 -1 13
1 -1 1 29
1 -1 2 23
1 -1 -1 41

Sonug. Kongriiansin tiim ¢6ztimleri:
x = 1,13,23,29,37,41 (mod 42)
(Saglama ornegi: x =1 igin 14+19—1+423 =42=0; x = 23 icin 12167 + 10051 — 23 + 23 =

22218 =42-529=0.)
|

Problemler

Aligtirma 23.1 (Kongriianslar:1 Cozme). Asagidaki kongriianslar: ¢oziiniiz.

a)23 +2x—3=0(mod9) b)z3+2x—3=0(mod>5)

¢)z3+22—3=0(mod45) d)z3+ 4z +8=0 (mod 15)

Ipucu: (c) sikkinda 45 = 9 - 5 oldugundan (a) ve (b) siklarinin sonuglarini birlestirmeniz yeterlidir.
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24.1

24. Asal Kuvvet Modiillerde Kok
Yiikseltme

Bir énceki béliimde f(x) = 0 (mod m) kongriiansini ¢ézme problemini, p asal ve s > 1 olmak tizere
f(z) =0 (mod p*)

bi¢imindeki kongriianslara indirgemistik. $imdi bu kongriiansin nasil ¢oziilecegini gérecegiz.
Yéntemin ¢ikis noktasi basit bir gozlemdir: u tam sayisi f(z) = 0 (mod p®) kongriiansinin bir ¢éziimii
ise, p | p® oldugundan f(u) = 0 (mod p) de saglanir. Yani

| Temel gézlem

f(z) = 0 (mod p*) kongrilansinin her ¢éziimii, ayni zamanda f(z) = 0 (mod p) kongriiansinin da
bir ¢6ziimudur.

Demek ki modiilo p® ¢dziimlerini, modiilo p ¢6ziimlerinin arasinda aramamiz yeterlidir. Bu yiizden f(z) =
0 (mod p) kongriiansindan yola ¢tkip

f(z) =0 (modp?),  f(z) =0 (modp),

kongriianslarimi modiil p® olana dek basamak basamak c¢6zeriz. Her basamakta bir 6nceki basamagin
¢oztimlerini “yiikseltmeye” ¢aligiriz. Bu teknige kok yiikseltme (kok tagima) denir.

Analizden Hatirlatmalar

Yiikseltme adiminin kalbinde, polinomlarin sonlu Taylor acilimi yatar. Bu agilimin burada kullanilabilmesi
icin katsayilarin tam say1 olmas: gerekir; asagidaki ii¢ hatirlatma tam olarak bunu giivenceye alir.

Teorem 24.1 (Binom Teoremi). n bir pozitif tam say: olsun. Bu durumda her a ve b i¢in

(a+b)" = (g)a" + (?)a”*1b+ (Z)a”’2b2 + -+ (Z)b”

olur. Burada 0 < k < n olmak iizere binom katsayilar

(n) nn—1)-(n—k+1) n! _( n )

k)~ 12k Tk (n—k! \n—k

biciminde tanimlanir ve tam sayidur.
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170 Boliim 24. Asal Kuvvet Modiillerde Kok Yiukseltme

1 Kuvvet fonksiyonunun tiirevleri

p bir pozitif tam say1 ve f(z) = aP olsun. O héalde
f'@)=pa~t,  f'(z) =plp—1)a"?,

ve genel olarak 0 < n < p i¢in

olur. Her iki tarafl n!’e bolersek

() (p)x,,,n,

nl

elde edilir (esitlik n = 0 icin de dogrudur). Ozel olarak f®)(z) = p! ve n > picin f(™(z) = 0’dir.

Buradan, tam katsayili bir polinomun tiirevleri hakkinda kilit sonucu okuyabiliriz.

Lemma 24.1 (B6linmiis Tiirevler Tam Katsayilidir). g(z) = a,z? + ap_lmp’l +-+ax+a
tam katsayu bir polinom olsun (a,, #+ 0). Bu durumda her 0 < n < p tam sayusi igin

(n) —_—
9" (z) P\ pn p—1\ ,1n n
] —ap< )acp +a, 1( )xp ! ~|—~~+an( )

olur; yani %, (p — n). dereceden tam katsayili bir polinomdur. Ayrican > p i¢in g™ (z) = 0’dur.

© Neden 6nemli?

9" ()

2! tam katsayili oldugu i¢in, her a tam sayisinda aldig1 deger de tam sayidir:
g™ (a)

n!

€EZ

Taylor aciliminin terimlerini modiilo p* incelerken tam da bu kullanilacak.

Teorem 24.2 (Taylor Teoremi (Polinomlar I¢in)). p bir pozitif tam sayi ve g(z) = a,z? + - + a;z +
aq tam katsayil bir polinom olsun. x, ve h herhangi iki say! olmak iizere

gl(xo)h g”(m())h2+_._+g(p)(x0)hp
1! 2! p!

9(zo + h) = g(xo) +

esitligi gecerlidir. Polinomlarda a¢ilim sonludur: kalan terim yoktur.

ispat.
g(xo + h) ifadesindeki (xy + h) kuvvetlerini Binom Teoremi’ne gore acalim:
9(xo + h) =a,zp + (f)apxg_lh + (g)apx€_2h2 + o ayh?
- —1
+a, x4 Ty (p .
+
+a,zy +ah
+ag

)apflzrg*zh + -4 a, AP

Simdi bu ifadeyi h’nin kuvvetlerine gore yeniden diizenleyelim. h* ile carpilan terimlerin toplami
D —k p—1 1k k+1 k
Uk)“f”g +< k )“Pflxﬁ 1 +'"+< k )“’“*”ﬁ (k)“’“ n
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24.1 Analizden Hatirlatmalar 171

olur. Koseli parantezin ici, Lemma 24.1 geregi tam olarak g* lfadeSLdlr O halde
— g
s +1 =3
k=0

bulunur. Son olarak n > p icin g™ (z) = 0 oldugundan, toplama istenildigi kadar sifir terim eklenebilir;
agilimin degeri degismez.
|

Modiilo p’den Modiilo p?’ye

Once en kiiciik adim1 ayrintisiyla inceleyelim: elimizde f(z) = 0 (mod p) kongriiansinin ¢éziimleri var;
bunlar1 modiilo p?’ye tasimak istiyoruz.

f(z) = 0 (mod p) kongriiansi i¢in iki durum sdz konusudur.

1. durum. Kongriians ¢éziimsiizdiir. Bu durumda f(z) = 0 (mod p®) kongriiansi da ¢oziimsiizdiir (temel
gozlem).

2. durum. Kongriians ¢oziilebilirdir; ¢oztimleri

r=a,, T=ay, .. T=a,(modp)

olsun. f(x) = 0 (mod p?) kongriiansinin ¢dziimlerini bu ¢ tane sinifin icinde arayacagiz.
Bir j € {1, ..., t} sabitleyip z = a; (mod p) kosulunu saglayan ¢oziimleri arayalim. Bu kosul

T = a; (mod p) & = = a; + py, yEeZ
demektir. O halde
f(x) = 0 (mod p*) & f(a; + py) = 0 (mod p?)

olur. $imdi f(a; + py) ifadesini Teorem 24.2 ile agalim:

oy "la. ") (g.
fla; +py) = f(a;) + / E!J)(py) + / ;!J) (py)? + -+ ! n(, ) (py)"
ez <z

Uciincii terimden itibaren her terim p? ile béliiniir ve katsayilari tam sayidir; dolayistyla modiilo p®’de
duiserler:

f(a; 4+ py) = 0 (mod p*) & f(a;) + f'(a;) py = 0 (mod p?)

f(

a; modiilo p’de bir ¢6ziim oldugundan p | f(a;), yani —* ) € Zdir. Her iki tarafi ve modiilii p’ye bolebi-

j
liriz:

ax =ay (modm) & x =y mod —2—
(a,m)

kural1 geregi

flay)

» + f'(a;) y = 0 (mod p)

elde edilir. Bu, y bilinmeyenine gore birinci dereceden bir kongriianstir; onu ¢ozmeyi zaten biliyoruz.

Genel Yukseltme Adimi

Yukaridaki hesabin p — p? gecisine 6zel higbir yan1 yoktur. o > 1 olmak iizere p® — p®*! gecisi de ayni
bigimde yiiriir: z = b + yp® yazildiginda Taylor aciliminin iiciincii terimi p® ile béliiniir ve o > 1 icin

20> a+1
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oldugundan bu terim modiilo p®*1’de yok olur. Bu gozlemi bir teorem olarak toplayalim.

Teorem 24.3 (Yiikseltme Lemmasi). f(z) tam katsayui bir polinom, p bir asal sayr ve a > 1 bir tam
sayi olsun. b tam sayisi

f(b) =0 (mod p*)

a+1)

kongriiansimin bir ¢éziimii olsun. Bu durumda f(z) = 0 (mod p kongriiansinin x = b (mod p*) kosu-

lunu saglayan ¢oziimleri, tam olarak
r =b+yp® (mod p**t?)

bicimindeki sayilardir; burada y,

I+ )y =0 (modp) ()
lineer kongriiansinin ¢oziimleridir.
Ispat.
z = b (mod p*) kosulux = b+ yp® (y € Z) demektir. Teorem 24.2 ile
£+ %) = 16+ 7 O+ LD g2 et LB g
yazilir. Lemma 24.1 geregi tiim fu:,(b) katsayilari tam sayidir. Ugiincii terimden itibaren her terim p* ile

boliiniir ve 2cc > o + 1 oldugundan bu terimler modiilo p®*+ “de sifirdwr. Béylece
F(b+yp®) =0 (mod p**t) < f(b) + f'(b) y p* = 0 (mod p***)

olur. f(b) = 0 (mod p®) oldugundan % € Z’dir ve

o)

aman(modm)@xzy(mod

o+1

kuralia = p®, m = p**! ile uygulanirsa (%) elde edilir.

(x) kongriians1 y’ye gore lineer oldugundan, ¢éziim sayisi f/(b) ile p'nin ortak bdlenine baghdir. Uc
secenek vardir.

Teorem 24.4 (Yiikseltmenin U¢ Hali). Teorem 24.3'nin varsayimlar: altinda:
i)( f/(b),p) =1 yanip{ f'(b) ise: (x) kongriiansimin bir tek y = y, (mod p) ¢éziimii vardir. Dolayisiyla
f(z) = 0 (mod p***t) kongriiansinin, z = b (mod p®) kosulunu saglayan bir tek ¢oziimii vardur:

z = b+ p®y, (mod p>*1)

ii)p | f'(b) ve % # 0 (mod p) ise: (x) kongriiansini saglayan highir y tam sayist yoktur. Dolayisiyla x =
b (mod p®) kosulunu saglayan higbir ¢éziim yoktur; kék bu basamakta 6liir.

iii) p | f/(b) ve % = 0 (mod p) ise: (%) kongriianst 0 = 0 haline gelir ve y =0,1,...,p — 1 (mod p)

o

degerlerinin hepsi ¢oziimdiir. Dolayisiyla tam p tane ¢oziim dogar:

x=b, b+p® b+2p% .. b+ (p—1)p® (modp>t)

(i) hali, klasik olarak Hensel lemmasi adiyla anilir: tiirevin modiilo p’de sifirdan farkli oldugu (yani
basit, tekrarli olmayan) bir kok, her basamakta tek tiirlii ve kesintisiz bicimde ytikselir.
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1 Hensel lemmasi

f(a) =0 (mod p) ve p } f'(a) olsun. Bu durumda her s > 1 i¢in f(z) = 0 (mod p*) kongriiansmnin
z = a (mod p) kosulunu saglayan bir tek ¢6ziimii vardur.

Nedeni basittir: yiikseltilen kok her adimda b = a (mod p) kaldigindan f’(b) = f’(a) % 0 (mod p)
olur; yani (i) hali sonsuza kadar korunur.

24.4 Cozim Algoritmasi

24.5

f(z) = 0 (mod p*®) kongriiansimi ¢6zmek igin:

1.

2.

f(z) = 0 (mod p) kongriiansini, modiilo p’ye gore bir tam kalanlar sistemini deneyerek ¢éziin. Céziim
yoksa durun: asil kongriians da ¢éziimstizdiir.
f/(x) tirevini hesaplayin.

3. @ =1 ile baslaym. Elinizdeki her b ¢6zimi igin % + f/(b)y = 0 (mod p) kongriiansimi ¢dziin;

Teorem 24.4’a gére bu b’den 0, 1 veya p tane yeni ¢oziim dogar.
a’y1 bir artirip 3. adimu tekrarlayin; o = s — 1 basamagi bitince modiilo p® ¢6ziimlerinin tamami elde
edilmis olur.

Coziimli Uygulamalar

Ornek 24.1. 23 — 322 4 27 = 0 (mod 5%) kongriiansmin ¢dziimlerini arastirmiz.

Coziim.

f(z) = 23 — 322 + 27 ve f'(x) = 322 — 62 olsun.

1. basamak: modiilo 5. 0, +1, £2 sayilar1 modiilo 5’e gore bir tam kalanlar sistemidir.
T o 1 -1 2 =2
f(z) 27 25 23 23 7
f(z)mod5 2 0 3 3 2

Yalnizea f(1) = 0 (mod 5) oldugundan kongriiansin bir tek ¢éziimi vardir: z = 1 (mod 5).
2. basamak: modiilo 52. o = 1 ve b = 1 icin

)
5

+ f(1)y =0 (mod 5)
kongriiansini ¢ozelim. f(1) =1 —3 427 = 25 ve f'(1) = 3 — 6 = —3 oldugundan
5—3y =0 (mod5) < —3y =0 (mod 5)
olur. (—3,5) = 1 oldugundan bir tek ¢6ziim vardir: y = 0 (mod 5). O halde
r=1+5-0=1(mod 5?)

3. basamak: modiilo 53. Simdi o = 2 ve b = 1 i¢cin

A
kongriiansini ¢6zelim. % = 1 oldugundan

1-3y=0(mod5) <2y =1(mod5) < 2y=6(mod5) < y=3-2=2(mod5)
(Ara adim: (2,5) = 1 oldugundan sadelestirme yapilabilir.) Buradan

r=1+5%2-2=51(mod 5%)
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Sonug. Kongriiansin bir tek ¢éziimii vardir: z = 51 (mod 125).
Saglama. x = 51 degeri icin kongriiansin sol tarafi 125’in katidur:

513 — 3512 4 27 = 132651 — 7803 + 27 = 124875 = 125 - 999

Dikkat edilirse p = 5 } f'(1) = —3 oldugundan bu, Hensel lemmasinin tipik bir uygulamasidir: kék
her basamakta tek tiirlii ytikselmigtir.
|

Ornek 24.2. 23 + z + 1 = 0 (mod 3?) kongriiansini ¢éziiniiz.

Coziim.
f(x) =23+ x4+ 1ve f/(z) = 3% + 1 olsun.
1. basamak: modiilo 3. 0, +1 sayilar1 modiilo 3’e gére bir tam kalanlar sistemidir. f(0) =1 %0,
f(=1) =—=1#0ve f(1) = 3 =0 (mod 3) oldugundan bir tek ¢6ziim vardir: z = 1 (mod 3).
2. basamak: modiilo 32. f(1) = 3 ve f'(1) = 4 oldugundan
FO L ey, = _
T+f (1)y=0(mod 3) < 1+ 4y =0 (mod 3)
olur. (4,3) = 1 oldugundan bir tek ¢6ziim vardir: 4y = —1, yani y = —1 (mod 3).
Sonuc. 73 + z + 1 = 0 (mod 32) kongriiansmnin bir tek ¢6ziimii vardir:

z=1+3-(—-1)=—-2=7(mod9)

(Saglama: 73 +7+1=351=9-39.)
|

Ornek 24.3. 23 + x — 19 = 0 (mod 7?) kongriiansini ¢oziiniiz.
Coziim.

f(z) =23 +z —19ve f'(z) = 32% + 1 olsun.
1. basamak: modiilo 7. 0, +1, 42, 43 sayilar1 modiilo 7’ye gore bir tam kalanlar sistemidir.

T 0 1 —1 2 -2 3 =3

f(z) -19 -1 -21 -9 -—-29 11 —49
f(z)mod7 2 4 0 5 6 4 0
O hélde f(z) = 0 (mod 7) kongriiansinn iki ¢éziimii vardir: z = —1 ve x = —3 (mod 7). Her ikisini

ayr1 ayr yikseltelim.
i) a; = —1ligin. f(—1) = —21 ve f’(—1) = 4 oldugundan

—1
g—l—f’(—l)yz 0 (mod 7)< —3+4y =0 (mod 7)
olur. (4,7) = 1 oldugundan bir tek ¢6ziim vardir:

dy=3=24(mod 7)< y=6=—1(mod7)
Buradan x = —1 + 7 - (—1) = —8 = 41 (mod 7?) bulunur. (By, (i) hali: kék tek tiirli yiikseldi.)
ii) ay = —3i¢in. f(—3) = —27 — 3 — 19 = —49 ve f'(—3) = 28 oldugundan

f(;3) + f/(—=3)y =0 (mod 7) < —7 + 28y = 0 (mod 7)

olur. Burada 7 | 28 = f'(—3) ve f(;s) = —7 =0 (mod 7)’dir; yani Teorem 24.4'un (iii) hélindeyiz.
Kongriians her y icin saglanir ve tam 7 tane ¢éziim dogar: y = 0,1, ...,6 (mod 7). Bunlara kargilik

gelen z = —3 + Ty (mod 7?%) ¢coziimleri:
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y 0 1 2 3 4 5 6

rmod49 46 4 11 18 25 32 39

Sonuc. 22 + z — 19 = 0 (mod 7?) kongriiansinin sekiz ¢oziimii vardir:
x =4,11,18,25,32,39,41,46 (mod 49)

(Saglama ornegi: 43 + 4 — 19 = 49; 113 + 11 — 19 = 1323 = 49 - 27; 413 4+ 41 — 19 = 68943 = 49 -
1407.)
|

Co6zim sayist derecenin ustiine ¢ikabilir

Son 6rnekte kongriiansin derecesi 3 olmasina ragmen modiilo 49’da sekiz ¢6ztim ¢ikti. Bu bir celiski
degildir: ¢oziim sayisinin dereceyi agsamamasi yalnizca asal modiiller i¢in gecerlidir. Bu sonucu bir
sonraki boliimde ispatlayacagiz.

24.6 Problemler

Aligtirma 24.1 (Asal Kuvvet Modiilleri). Asagidaki kongriianslari ¢6ziiniiz.

a)z® +2* +1=0(mod3%) b)z®+2x+57=0(mod5>)

)z +22—5=0(mod 7®) d)z®+10z% + 2+ 2 =0 (mod 33)

Ipucu: Her sikta 6nce modiilo p ¢dziimlerini bulun, sonra yiikseltme adimini basamak basamak uygulayin.
Tiirevin modiilo p’de sifir oldugu basamaklara 6zellikle dikkat edin: orada kok ya 6lir ya da p kola ayrilir.
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25.1

25. Asal Modiillii Kongriianslar

Bir polinom kongrilansini ¢bzme problemini 6nce asal kuvvet modiillerine, oradan da kok yiikseltme
yoluyla asal modiillere indirgemistik. Zincirin son halkasi, yani

f(z) =0 (mod p) (p asal)

bicimindeki kongriianslar, aslinda zincirin en diizenli halkasidir: modiil asal olunca Z,, bir cisim gibi
davranir ve polinomlarin bildigimiz cebirsel 6zellikleri hemen hemen oldugu gibi gecerli kalir.

Bu kongriiansin ¢dziimleri, modiilo p’ye gore bir a,, ay, ..., a,, tam kalanlar sistemi denenerek her zaman
bulunabilir. Bu béliimde asil amacimiz bu aramayi1 kisaltmak ve ¢oziim sayis1 hakkinda bir {ist sinir elde
etmektir.

Dereceyi p’'nin Altina Indirme
Modiilo p’de zP ile  ayn1 degeri aldigindan (u? = u), derecesi p veya daha yiiksek olan bir kongriiansi
her zaman daha diisiik dereceli bir kongriiansla degistirebiliriz.

Teorem 25.1 (Derece indirgeme). f(z) tam katsayil bir polinom, p bir asal say1 ve f(x) = 0 (mod p)
kongriiansinin derecesi p olsun. Bu durumda asagidakilerden biri gerceklesir:

¢ ya her x tam sayisi f(z) = 0 (mod p) kongriiansinin bir ¢éziimidiir;

* yada g(z) = 0 (mod p) kongriiansinin derecesi p 'den kiigiik, bas katsayist modiilo pye gire 1’e kongriian
ve ¢oziim kiimesi f(x) = 0 (mod p) kongriiansininkiyle ayni olan tam katsayili bir g(x) polinomu vardur.
ispat.

f(z) polinomunu xP — x polinomuna bélelim. P — x polinomunun bas katsayist 1 oldugundan, bolme
islemi tam katsayilar icinde yapilabilir:

f(@) = q(z) (2" — z) + r(z)
Burada q(x) ve r(zx) tam katsayili polinomlardir; ayrica r(z) ya sifir polinomudur ya da
or(z) < 0P —z)=p

saglanir.

Fermat teoremi geregi her u tam sayist igin uP = u (mod p), yani u? —u = 0 (mod p)’dir. O hdlde
yukaridaki esitlikte © = u yazilirsa

f(w) = r(u) (mod p), Yu€eZ

bulunur. Simdi iki durum séz konusudur.

i) r(x) = 0 ise. Yani r(x) ya sifir polinomudur ya da biitiin katsayilari p ile boliiniir. Bu durumda her
u € Z iginr(u) = 0 (mod p), dolayisiyla

f(u) =0 (mod p), Yu € Z

olur; yani her tam say: kongriiansin bir ¢oziimiidiir.

ii)r(x) % 0 ise. Yanir(z) sifir polinomundan farklidir ve en az bir katsayisi p ile béliinmez. Bu durumda
r(x) polinomu

r(z) =1, ™ + 7, 1™ Tt
bicimindedir; burada r,, # 0 (mod p) ve dr(z) = m < p’dir.
(r,p) = 1 oldugundanr,,x = 1 (mod p) kongriians ¢oziilebilirdir ve bir tek ¢oziimii vardir; bu ¢éziim

z = b (mod p) olsun.
Artik ii¢ kongriiansin ¢oziim kiimeleri arasindaki iliskiyi kurabiliriz:
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178 Boliim 25. Asal Modiillii Kongriianslar

e f(z) =0 (mod p) iler(z) = 0 (mod p) kongriianslarinin ¢éziimleri aynidir (¢iinkii her u icin f(u) =
r(u)).

e (b,p) =1 oldugundan r(z) = 0 (mod p) ile br(z) = 0 (mod p) kongriianslarinin ¢éziimleri de ay-
nmidar.

O halde aranan polinom olarak
g(z) = br(z)

alinabilir: derecesi m < p’dir ve bas katsayisibr,, = 1 (mod p) dir.
]

Ornek 25.1. 77 + 23 + 2 = 0 (mod 5) kongriiansini, derecesi 5’ten kiiciik ve bas katsayisi 1 olan bir
kongriiansa indirgeyiniz.

Cozim.

f(z) = 27 + 23 + 2 polinomunu %

— z polinomuna bolelim:

T+ +2=22(2® —x)+ 22% +2
= -
()

O halde her u tam sayis1 i¢in f(u) = r(u) (mod 5)’tir ve Or(z) = 3 < 5’tir.
Bas katsayiyr 1 yapmak icin r3z =1 (mod 5), yani 2z =1 (mod 5) kongriiansimi ¢ozelim: b =
3 (mod 5). Buradan

g(z) =3r(z) =623+ 6 =23+ 1 (mod 5)

bulunur. Demek ki 7 + 2% + 2 = 0 (mod 5) ile 22 + 1 = 0 (mod 5) kongriianslarmin ¢éziimleri ay-
nidir.

Saglama. 73 + 1 = 0 (mod 5) kongriiansinin tek ¢oziimii x = 4 (mod 5)’tir (4% + 1 = 65). Gercekten
de 47 + 43 + 2 = 16450 = 5 - 3290°dir ve © = 0, 1, 2, 3 degerlerinin higbiri asil kongriiansi saglamaz.
|

1 Pratikte ne ise yarar?

Teorem, modiilo p’de ¢alisirken derecenin her zaman p’nin altina cekilebilecegini soyler. Bu hem
elle arama alanim kiigiiltir hem de bir sonraki teoremin verecegi “¢oziim sayis1 < derece” sinirini
keskinlestirir.

25.2 Carpan Teoremi

Cebirden bilinen “kok <= carpan” ilkesi, modiil asal oldugunda kongriianslar icin de gecerlidir.

Teorem 25.2 (Carpan Teoremi). f(z) tam katsayili bir polinom, O f(x) > 1 ve p bir asal say1 olsun. Bir
a tam sayisinin f(x) = 0 (mod p) kongriiansinin ¢éziimii olmast igin gerek ve yeter kosul,

f(z) = (z — a) p(z) (mod p)
olacak sekilde tam katsayili bir p(zx) polinomunun var olmasidir.

ispat.

Gereklik. a tam sayist f(z) = 0 (mod p) kongriiansinin bir ¢éziimii olsun. f(z) polinomunu x — a poli-
nomuna bolelim. x — a polinomunun bas katsayisi 1 oldugundan bélme tam katsayilar icinde yapilabilir
ve kalan bir sabittir:

f(z) = (z—a)p(z) +7 (%)

Acik Matematik - acik-matematik.com 178 CC BY-NC-SA 4.0


https://acik-matematik.com
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.tr

25.3

25.2 Carpan Teoremi 179

Burada p(x) tam katsayili bir polinom, r ise bir tam sayidir. (%) ’da x = a yazilirsa f(a) = r bulunur. a
bir ¢éziim oldugundan f(a) = 0 (mod p), yani

r =0 (mod p)
olur. Bunu (*) 'da kullanirsak
f(z) = (z — a) p(z) (mod p)

elde edilir.

Yeterlik. f(z) = (x — a)p(x) (mod p) olacak sekilde tam katsayil bir p(x) polinomu var olsun. Bu
kongriiansta x = a yazilirsa

f(a) = (a —a) p(a) = 0 (mod p)

bulunur; yani a tam sayist f(x) = 0 (mod p) kongriiansinin bir ¢éziimiidiir.
]

Lagrange Teoremi

Artik bu boliimiin ana sonucunu ispatlayabiliriz: asal modiilde ¢6ziim sayis1 dereceyi asamaz.

Teorem 25.3 (Lagrange Teoremi). p bir asal sayi olmak iizere
f(z)=a,z" +a, 2" 1+ +a;x+ ay =0 (mod p)

kongriiansinin derecesi n olsun; yani a,, # 0 ve a,, # 0 (mod p) olsun. Bu durumda kongriiansin en fazla
n tane ¢oziimii vardur.

Ispat.

Ispati n iizerinden tiimevarimla yapalim.

Baslangi¢c adimi (n = 1). a;z + ay = 0 (mod p) kongriiansinda p t a,, yani (aq,p) = 1°dir. Birinci
dereceden kongriianslar hakkinda bildiklerimize gére bu kongriiansin tam olarak bir ¢bziimii vardir; 6zel
olarak en fazla 1 ¢oziimii vardir. Teorem n = 1 i¢in dogrudur.

Titmevaruim hipotezi. Teoreminn = k — 1 i¢in dogru oldugunu kabul edelim (k > 1, k € N); yani (k —
1). dereceden bir g(x) = 0 (mod p) kongriiansinin en fazla k — 1 tane ¢éziimii oldugunu varsayalim.
Tiimevarim adimu. f(x) = 0 (mod p), k. dereceden bir kongriians olsun. Iki durum séz konusudur.

i) Kongriiansin hig ¢oziimii yoktur. Bu durumda ispatlanacak bir sey yoktur; 0 < k oldugundan teorem
n = k i¢in dogrudur.

ii) Kongrilansin bir ¢oziimil vardir; bu ¢éziim x = a (mod p) olsun. Teorem 25.2 geregi

f(z) = (z —a) g(z) (mod p) (%)

olacak sekilde tam katsayul bir g(x) polinomu vardir. Ustelik bu polinom, Teorem 25.2"in ispatindaki bolme
isleminin bélimiidiir: f (x) derecesi k olan bir polinom, © — a ise bas katsayisi 1 olan birinci dereceden bir
polinom oldugundan g(x)’in derecesi k — 1 ve bas katsayisi ay, dir. a, # 0 (mod p) oldugundan g(z) =
0 (mod p) kongriiansinin derecesi de k — 1°dir.

Timevarim hipotezine gére g(x) = 0 (mod p) kongriiansinin en fazla k — 1 tane ¢éziimii vardir. Bu
coziimler

T=c¢, T=¢y ..., T=c, (modp), r<k-—1

olsun.
Simdid tam sayisi, f(x) = 0 (mod p) kongriiansinin herhangi bir ¢oziimii olsun; yani f(d) = 0 (mod p).
(*)’dax = d yazilirsa

(d —a) g(d) =0 (mod p)

bulunur. p asal oldugu igin bir carpimin p ile béliinmesi, ¢carpanlardan en az birinin p ile béliinmesini
gerektirir:

e Eger g(d) = 0 (mod p) ise, z = d (mod p) ¢oziimii ¢y, ..., ¢, ¢oziimlerinden biridir.
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180 Boliim 25. Asal Modiillii Kongriianslar

e Eger g(d) # 0 (mod p) ise, d — a = 0 (mod p), yani d = a (mod p) olur; bu ¢éziim x = a ¢éziimiiyle
aymidur.

O halde f(z) = 0 (mod p) kongriiansinin ¢éziimleri
rT=a, T=c, T=cCy, .. =c,(modp)
listesinden ibarettir ve ¢oziim sayisi en fazlar + 1°dir. r < k — 1 oldugundan
r+1<k

bulunur. Yani teorem n = k i¢in de dogrudur.
Tiimevarim ilkesi geregi teorem hern > 1 dogal sayist igin dogrudur.
|

Modiiliin asal olmasi sart

Lagrange teoreminin ispatinda asallik iki kez kullanildi: hem Teorem 25.2’da, hem de “(d — a)g(d) =
0 ise ¢arpanlardan biri = 0” adiminda.
Modiil asal degilse sonug bozulur. Kongriianslarin ¢6ztimleri bolimiindeki

22 —1 =0 (mod 8)

kongrilansinin derecesi 2’dir, ama z = 1, 3,5, 7 olmak tizere dort ¢6ziimii vardir. Benzer bi¢imde
kok yiikseltme bolimiinde 23 + z — 19 = 0 (mod 49) kongriiansmin derecesi 3 iken sekiz ¢oziimii
¢ikmugt1.

O Bir sonraki adim

Lagrange teoremi, primitif kok teorisinin de temel tagidir: ¢ — 1 = 0 (mod p) kongriiansinin en
fazla d ¢6ziimii olmasi, modiilo p’de belirli mertebeden eleman sayisini sinirlar. Bunu bir sonraki
bolimde kullanacagz.
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26.1

26.2

26.3

26. Mertebe, Primitif Kokler ve Indeks

Onceki béliimlerde bir kongrilansin ¢éziim sayisini kusatan araglar gelistirdik. Simdi ise sorunun
kendisine doniiyoruz: " = a (mod m) kongriians: ne zaman ¢oziilebilir ve ¢oziimleri nasil bulunur? Bu
soruyu yanitlamak i¢cin modiiler yapilardaki dongiisel periyotlar1 6lgen kavramlar: kuracagz.

n. Kuvvet Rezidi Kavrami

Bir sayinin belirli bir modiile gére tam kuvvetinin alinip alinamayacagin ifade eden yapiya “rezidi
(kalan)” denir.

Tanim 26.1 ($n$. Kuvvet Rezidii). n pozitif bir tam say1 ve m > 2 bir modiil olsun. Eger
"™ = a (mod m)

kongriiansinin bir = ¢6ziimi varsa, a sayisina modiilo m’ye gore bir n. kuvvet rezidiisii denir.

Ornek 26.1 (Rezidii Kavrami). 2% = 2 (mod 5) denklemini inceleyelim. x = 3 (mod 5) denedigimiz-
de:

3% =27 =2 (mod 5)

Denklem saglandig: icin 2 sayis1, modiilo 5’e gore bir 3. kuvvet rezidiisiidiir.

Rezidiiler bize bir denklemin kokii olup olmadigini séyler. Ancak modiiler aritmetikteki asil sihir, bir sa-
yinin kuvvetlerini almaya devam ettigimizde ortaya ¢ikan dongiiselliktir: sayilar sonsuza kadar biiytimez,
modile ulastiginda basa sarar. Bu “basa sarma” noktasini 6lgmek icin yeni bir kavrama ihtiyacimiz var.

Mertebe (Eksponent) Nedir?

Euler-Fermat teoreminden biliyoruz ki gcd(a, m) = 1ise a®™) = 1 (mod m)’dir. Yani a’nin kuvvetlerini
almaya devam ettigimizde eninde sonunda sonucu 1 yapan bir iis karsimiza cikar. Peki dongiiyii tamam-
layip 1 sonucunu veren en kiiciik iis hangisidir?

Tanim 26.2 (Mertebe (Eksponent)). m > 2 bir tam say1 ve gcd(a, m) = 1 olsun.

T —

a® =1 (mod m)

kosulunu saglayan en kiicitk pozitif  tam sayisina, a’nin modiilo m’ye gore mertebesi denir ve
ord,, (a) ile gosterilir.

Mertebe ve Euler Phi iliskisi

Bir sayinin modiiler dongii uzunlugu rastgele bir deger degildir; o modiiliin Euler phi degeriyle kusursuz
bir bélinme iligkisi i¢indedir.

Teorem 26.1 (Mertebe $phi.alt \( m \)$'i Boler). m > 2 bir tam sayi, gcd(a, m) = 1 ve a’nin modiilo
m’ye gore mertebesi h olsun. Bu durumda h, ¢(m)’i tam béler:

h | ¢(m)

I spat.
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Bu teoremi ispatlamak i¢in bolme algoritmasini kullanacagiz. $(m) sayisini h’ye bélelim; boliim q ve
kalan r olmak iizere:

¢(m) =qh+r, 0<r<h

Euler-Fermat teoremi geregigcd(a, m) = 1 oldugundan a®™ = 1 (mod m) dir. ¢(m) yerine yukaridaki
esitligi yazalim:

a®*" =1 (mod m) = (a")?-a” =1 (mod m)
Mertebe tanimi geregi a® = 1 (mod m) dir; yerine koyalim:
19-a" =1 (mod m) => a”" = 1 (mod m)

Kritik adim. Elimizde a” = 1 (mod m) sartini saglayan birr kaldi ve blme algoritmasi geregi0 < r <
h’dir. Fakat h’yi, bu sarti saglayan en kiigitk pozitif tam sayi olarak tanimlamistik. Eger r > 0 olsayd,
h’den kiigiik pozitif bir sayr bu sart1 saglamis olurdu — mertebe tanimiyla celiski.

Celiskiden kaginmanin tek yolu r = 0 olmasidir. Bolme denklemine donersek:

¢(m) = gh = h | ¢(m)

Ornek 26.2 (Mertebenin $phi.alt \(m \)$'i Bolmesi). m = 7 ve a = 2 olsun; gcd(2,7) = 1 ve ¢(7) =
6°dur.
2’nin modiilo 7’ye gore mertebesini bulmak i¢in kuvvetlerini sirasiyla alalim:

2! =2 (mod 7)
2?2 =4 (mod 7)
23 — 8 =1 (mod7)

Sonucu 1 yapan en kii¢iik pozitif iis 3 oldugundan ord, (2) = 3’tiir. Teoremin ifade ettigi iizere 3 | 6, yani
mertebe gercekten ¢(7)’yi boler.

Uslerin Denkligi ve Periyodiklik

Iki farkli kuvvetin modiiler sistemde ayni kalani vermesi tesadiif degildir; iisler arasindaki fark dogrudan
mertebeyle baglantilidir.

Onerme 26.1 (Uslerin Denkligi ve Mertebe iliskisi). m > 2 bir tam say1, gcd(a, m) = 1 ve a’nin
mertebesi h olsun. j, k > 0 tam sayilari igin:

@’ = a* (modm) = h | (j—k)

Ispat.
Genelligi bozmadan j > k oldugunu kabul edebiliriz. Baslangi¢ denkligimiz:

a’ = a* (mod m)

ged(a, m) = 1 oldugundan a’nin her pozitif kuvveti de m ile aralarinda asaldir; bu sayede her iki tarafi
giivenle a* ya bolebiliriz:

a’* =1 (mod m)
Simdi bélme algoritmasini tekrar kullanalim: (j — k) tam sayisini h’ye bélelim.
j—k=qh+r, 0<r<h

Bu esitligi denklemde yerine yazalim:
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(a")9-a" =1 (mod m)

Mertebe tanimi geregi a” = 1 oldugundan a” = 1 (mod m) elde ederiz. Yine ayni celiski argiimanina
ulastik: 0 < r < h iken h bu denkligi saglayan en kiigiik pozitif tam sayiydi. O halde r = 0 olmalidir:

j—k=qh=h|(i—Fk)

Ornek 26.3 (Uslerin Denkligi ve Mertebe iligkisi). Bir 6nceki 6rnekten devam edelim: m = 7, a =
2 ve h = 3tiir. Usler olarak j = 8 ve k = 2 secelim:

28 = 256 = 4 (mod 7)
92 — 4 = 4 (mod 7)

Goriildiigi tizere 28 = 2% (mod 7) saglanmaktadir. Onermeye gére mertebemiz h = 3, iislerin farki olan
8 — 2 = 6 sayisiu tam bolmelidir; gercekten de 3 | 6°dur.

26.5 Bir Kuvvetin Mertebesini Hesaplama

Bir tabanin mertebesini biliyorsaniz, o tabandan tiretilmis herhangi bir kuvvetin mertebesini de tek bir
formiille bulabilirsiniz.

Teorem 26.2 (Bir Kuvvetin Mertebesi). m > 2 bir tam sayi, gcd(a,m) = 1, k € Z* ve a’nin modiilo
m’ye gore mertebesi h olsun. Bu durumda a* tam sayisinin mertebesi:

h

ky —
ord,,(a") = aed(hiF)

ispat.
ged(a,m) = 1 oldugundan ged(a®*, m) = 1°dir. a* ’nin mertebesi t olsun; tanim geregi:
(a*)t = a** =1 (mod m)
Bir énceki onermeden biliyoruz ki bir kuvvet 1°e denkse tabanin mertebesi o kuvveti tam boler:

h| kt

(gcd(lch, ol t)

Bir sayiy1 en biiyiik ortak bélenine boldiigiimiizde elde edilen boliimler daima aralarinda asaldir:

Her iki tarafi ged(h, k) degerine bélelim:

h
ged(h, k)

d h k =1
8\ god(h, k) ged(h, k) ) —

Oklid lemmasu geregi, bir tam say: bir carpimi boliiyorsa ve carpanlardan biriyle aralarninda asalsa, diger
carpani bolmek zorundadir:

h

ged(h, )| )

Ote yandan a*’nin m. kuvvetini alalim:
k h kh h k k
(a®)elnR = gedh k) = (@")edh® = 1edn® = 1 (mod m)

Mertebenin tanimi geregit, 1 sonucunu veren her kuvveti tam bélmek zorundadir:
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t f (%)
ged(h, k)
Hemt hem de m pozitif tam sayr oldugundan, () ve (x *)in ayni anda saglanabilmesi i¢in bu iki
ifadenin esit olmasi zorunludur.

Ornek 26.4 (Bir Kuvvetin Mertebesini Bulma). m = 11 ve a = 2 olsun; ged(2, 11) = 1'dir.
Hesaplandiginda 2!° = 1 (mod 11) oldugu ve daha kiiciik bir kuvvette 1 sonucuna ulasilamadig1 goriiliir;
yani ord; (2) = 10’dur.
Simdi k = 4. kuvvet olan 2* = 16 = 5 (mod 11) sayisinin mertebesini arayalim:

h 10 10

gcd(h k) god(10,4) 2 _°

Saglamasi i¢in 5’in modiilo 11°deki kuvvetlerine bakalim:

5! = 5 (mod 11)

52 = 25 = 3 (mod 11)
5% =15 = 4 (mod 11)
5% =20 = 9 (mod 11)
5% =45 =1 (mod 11)

Goriildiigii izere 24’{in mertebesi gergekten de formiiliin verdigi gibi tam olarak 5'tir.

Primitif (Ilkel) K6k Kavrami

Tanim 26.3 (Primitif Kok). m > 2 bir tam say1 ve gcd(a, m) = 1 olsun. Eger a’nin modiilo m’ye gore
mertebesi tam olarak ¢(m) ise, a’ya modiilo m’ye gore bir primitif kék (ilkel kok) denir.

Her modiiliin bir primitif kokii olmak zorunda degildir. Hangi modiillerin primitif kok barindirdig: kesin
olarak siniflandirilmigtir.

Teorem 26.3 (Primitif Koklerin Varligi). m > 2 bir tam sayi olsun. Modiilo m’ye gire bir primitif
kokiin var olabilmesi icin gerek ve yeter sart m’nin su formlardan birinde olmasidir:

m € {2,4,p" 2p"}

Burada p herhangi bir tek asal, n ise herhangi bir pozitif tam sayidir. m’nin baska hicbir degeri i¢in modiilo
m’ye gore primitif kok yoktur.

Ornek 26.5 (Primitif Kokiin Varlig1 ve Yoklugu). 1. Primitif kokii olan bir modiil (m = 7). 7
asaldir, yani p! formuna uyar ve ¢(7) = 6’dir. a = 3 bir primitif kék miidiir?

31=3, 32=2, 33=6(mod7)

3t=4, 3°=5, 3°=1(mod7)
1 sonucunu veren en kii¢iik pozitif iis 6°dir; yani 3’{in mertebesi tam olarak ¢(7) = 6’ya esittir. Dolayisiyla
3, modiilo 7’ye gore bir primitif koktiir.

2. Primitif kokii olmayan bir modiil (m = 8). 8 = 23 oldugundan varlik teoreminin izin verdigi
kiimelerden hi¢birine uymaz. ¢(8) = 4’tiir ve 8 ile aralarinda asal sayilar {1, 3, 5, 7} dir:
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1! =1 (mod 8)
32=9=1(mod 8)
52 = 25 = 1 (mod 8)
72 = 49 = 1 (mod 8)

Higbir elemanin mertebesi ¢(8) = 4’e ulagamaz; maksimum mertebe 2’de kalir. Bu nedenle modiilo 8’in
hicbir primitif kokii yoktur.

Elimizde bir primitif kok varsa, bu kék o modiildeki biitiin ¢arpimsal yapiy: tek basina tiretebilir.

Teorem 26.4 (Primitif Koklerin Ozellikleri). a, modiilo m’ye gore bir primitif kok olsun. Bu durumda:

1. Her j, k > 0 tam sayist icin: @’ = a* (mod m) < j = k (mod ¢(m))
2. Her j > 0 tam sayst i¢in: @’ = 1 (mod m) < ¢(m) | j

3. a,a?,d%,...,a®™ tam sayuari, modiilo m’ye gore bir asal kalanlar sistemi olusturur.
ispat.
1) Birinci ozellik.

Gereklilik (=). a/ = a* (mod m) olsun. a primitif kok oldugundan mertebesi ¢(m) dir. Uslerin denkligi
onermesinden, mertebe iislerin farkini boler:

¢(m) | (j —k) = j =k (mod ¢(m))

Yeterlilik (<=). j = k (mod ¢(m)) olsun; bu durumda j = k + r¢(m) olacak sekilde birr > 0 tam sayisi
vardur:

al = aFtrolm) = gk . ( a‘z’(m))r =a*- 1" = a* (mod m)
2) Ikinci ézellik. Birinci ispatta k = 0 alirsak, a® =1 oldugundan:
a’ =1 (modm) < j =0 (mod ¢(m)) & ¢(m) | j

3) Ugiincii 6zellik. gcd(a, m) = 1 oldugundan a’nin tiim pozitif kuvvetleri de m ile aralarinda asaldwr
ve bu kiimenin eleman sayist tam olarak ¢(m) dir.

Geriye bu elemanlardan higbir ikisinin birbirine denk olmadigini gostermek kaliyor. Aksini varsayalim:
1 < j,k < ¢(m) icina? = a* (mod m) olsun. Birinci 6zellik geregi (m) | (§ — k) olmalidir. Ancak j ve
k her ikisi de 1 ile ¢(m) arasinda oldugundan | j —k | < ¢(m) dir. ¢(m) den kiigiik olup ¢(m)’e tam
boliinen tek say1 0°dir; dolayisiyla j = k olmak zorundadr.

Sonug olarak j # k iken a’ # a* dir. Bu kiimedeki elemanlar birbirinden farkli ve hepsi m ile aralarinda
asal oldugundan bir asal kalanlar sistemi olustururlar.

|

Ornek 26.6 (Asal Kalanlar Sisteminin Uretilmesi). m = 7 modiiliiniin primitif kokii olan a = 3
say1sini kullanalim. Teoremin ti¢iincii maddesine gore 3’tin ¢(7) = 6’ya kadar olan kuvvetleri tium asal
kalanlar sistemini tiretmelidir:

31=3, 32=2, 3*=6(mod7)
3t=4 3°=5, 3°=1(mod7)

Elde ettigimiz kiime {3, 2, 6,4, 5,1}’dir. Gérildigi gibi primitif kok olan 3, modiilo 7’de sifir hari¢ tiim
sayilar1 eksiksiz bi¢imde iiretmistir; hicbir deger kendini tekrar etmeden tiim kiimeyi taramigtir.

Indeks Kavrami (Ayrik Logaritma)

Klasik cebirde logaritma bir iissii bulmamizi saglar; modiiler aritmetikte de indeks ayni gorevi iistlenir.

Tanim 26.4 (Indeks (Ayrik Logaritma)). a, modiilo m’ye gére bir primitif kék ve b, ged(b,m) = 1
kosulunu saglayan herhangi bir tam say1 olsun.
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a’ = b (mod m)

kosulunu saglayan ve 1 < j < ¢(m) aralifinda bulunan yegane j dogal sayisina, b’nin a primitif
kokiine gore indeksi denir ve ind,, () ile gosterilir.

Ornek 26.7 (Indeks (Ayrik Logaritma) Hesaplama). Modiiliimiiz m = 7 ve primitif kokiimiiz a = 3
olsun. b = 4 sayisimin indeksini ariyoruz; ged (4, 7) = 1'dir.
Sordugumuz soru sudur: ‘3’in modiilo 7°de kaginct kuvveti 4’e denktir?”

37 =4 (mod 7)
Yukarida iirettigimiz asal kalanlar tablosuna bakarsak 3* = 4 (mod 7) oldugunu gbriiriiz. Dolayisiyla:

ind;(4) =4

n. Kuvvetten Kongriianslarin Coziilebilirligi

Bir 2" = a (mod m) denkleminin ¢éziimiiniin olup olmadigini deneme yanilmayla bulmak, modiil biiyii-
ditk¢ce imkénsizlasir. Ancak modiil bir asal say1 ise, primitif kokler ve indeksler sayesinde ¢oziilebilirligi
tek bir hesaplamayla test edebiliriz.

Teorem 26.5 ($n$. Kuvvetten Kongriianslar (Euler Kriteri Genellemesi)). p bir asal sayi, n pozitif
bir tam say1 ve ged(a, p) = 1 olsun. ™ = a (mod p) kongriianst igin su iki durum gegerlidir:

1. Eger a'P~1)/ecd(n,p=1) = 1 (mod p) ise, kongriiansin hicbir ¢éziimii yoktur.
2. EgeraP~1)/ecd(mp=1) = 1 (mod p) ise, kongriiansin ¢éziimii vardur ve modiilo p deki ¢oziim sayist tam
olarak gcd(n,p — 1) tanedir.

ispat.
1. kisitm — ¢ozitmsiuizlitk. Aksini varsayalim ve denklemin bir u ¢éziimii oldugunu kabul edelim: u™ =
a (mod p). Denkligin her iki tarafinin ngp—l - kuvvetini alalim:

(n,p—1
p—1 p—1 n
aF T T = (y)ETe D = ( upfl)m (mod p)

ged(a,p) = 1 oldugundan u da p ile aralarinda asaldir; Fermat’min kiiciik teoremi geregi uP—! =
1 (mod p) dir:

aF T = 1 (mod p)

O halde ifade 1’e denk degilse, “bir u ¢oziimii vardir” varsayimimiz ¢bker; yani ¢oziim yoktur.
2. kistim — ¢oziimiin varligl ve sayist a(p_l)/ng(”vpfl) =1 (mod p) oldugunu kabul edelim. g,
modiilo p’ye gore bir primitif kék ve a’nin indeksi j olsun: ¢ = a (mod p). Kabuliimiize yerlestirirsek:

J(p—1)

g&dtnr-1 = 1 (mod p)

g primitif kék oldugundan mertebesi p — 1°dir. “Bir kuvvet 1’e denkse tabanin mertebesi o issil boler”
kural geregi:

jlp—1)

p=1) ged(n,p —1)

Sadelestirdigimizde W;p—l) ifadesinin tam say: olmasi gerektigi ortaya ¢ikar:

ged(n,p —1) | j (+)

Ote yandan aradigimiz © ¢bziimii de p ile aralarinda asal olacagindan x = g¥ (mod p) formatinda
yazulabilir. Denklemimize donersek:

(9¥)" = ¢/ (mod p) = ¢¥" = ¢’ (mod p)
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Primitif koklerin iis denkligi ozelliginden, iisleri modiilo p — 1’de esitleriz:
ny = j (modp —1)

Bu, bilinmeyeni y olan bir lineer kongriianstir. Lineer kongrilans teorisinden biliyoruz ki Ay =
B (mod M) denkleminin ¢oziimii olmast igin gerek ve yeter sartgcd(A, M) | B olmasidir ve ¢éziim sayis
ged(A, M) kadardr.

Bizim denklemimizde A = n, M = p — 1, B = j’dir ve (%) adiminda gcd(n,p — 1) | j oldugunu kanit-
lamustik. Bu nedenle modiilo p — 1°de y i¢in tam olarak ged(n, p — 1) tane ¢oziim vardir; bu ¢oziimler de
x = g¥% (mod p) seklinde ana denklemin kiklerini diretir.

|

1 Hatirlatma: lineer kongriians ¢oziimleri

Birinci dereceden ax = b (mod m) seklindeki denklemlerin ¢éziilebilir olmasi i¢in ged(a, m) | b sarty
saglanmalidir. Bu sart saglaniyorsa denklemin modiilo m’de tam olarak ged(a, m) adet farkli ¢oziimii
vardir.

Adim Adim Coziim Algoritmasi

Yitksek mertebeden bir modiiler denklemi ¢6zmek igin, problemi karmagik kuvvetlerden kurtarip birinci
dereceden kongriiansa indirgeyen su alt1 adimli algoritma uygulanir.

1. Coziilebilirlik kontrolii. d = ged(n,p — 1) hesaplaym ve a®~1/? = 1 (mod p) sarti test edin.
Sonug 1’e denk degilse denklem ¢6ziimsiizdiir. Denkse, modiilo p’de tam olarak d adet farkli ¢o6ziim
oldugu garantilenir.

2. Primitif k6k secimi. Modiilo p’ye gore mertebesi tam olarak p — 1 olan bir g primitif kokii tespit edin.

3. Indeks bulma. ¢’ = a (mod p) esitligini saglayan j iissiinii hesaplaymn. Aranan kokii de z =
g¥ (mod p) seklinde tanimlayin.

4. Lineer kongriiansa cevirme. Denklemi (g¥)" = g’ olarak yazip iisleri modiilo p — 1’de esitleyin:

ny = j (modp—1)
5. Coziim kiimesini iiretme. Denklemin sagini, solunu ve modiiliinii d’ye bolerek sadelestirin, temel
Yo ¢Ozimini bulun ve diger kokleri su formiille elde edin:
p—1
yk=y0+k~7, k=0,1,....d—1

6. Orijinal kéklere déniis. Buldugunuz tiim y,, Gslerini x = g¥* (mod p) denkleminde yerine koyun.

Ornek 26.8. z%° = 13 (mod 17) denkleminin ¢dziimii var midir; varsa ¢oziimleri nelerdir?

Coziim.

Verilenler: p = 17, a = 13, n = 20 ve ged(13,17) = 1’dir.
1. adim — coziilebilirlik testi.

d = ged(20,16) = 4’tiir. Test kuvvetimizi hesaplayalim:

p—1

ad =13

)

= 13* (mod 17)
Modiiler indirgeme yapalim:
13=—4(mod 17) = 132 =16 = —1 (mod 17) = 13* = (—1)? = 1 (mod 17)

Sonug 1 ¢iktif1 igin ¢6zitm vardir ve ¢oziim sayis1 d = 4 tanedir.

2. adim — primitif kok bulma.

@(17) = 16’dir; mertebesi 16 olan bir say1 ariyoruz. g = 3 deneyelim. Mertebe 16°y1 bolmek zorunda
oldugundan yalmzca 1, 2, 4, 8, 16 kuvvetlerini kontrol etmek yeterlidir:
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3l=3 32=9

3% =81=13= —4 (mod 17)

3% =(—4)2=16=—1 (mod 17)
316 = (—1)2 = 1 (mod 17)

Sonucu 1 yapan en kii¢iik iis 16 oldugundan g = 3, modiilo 17’nin bir primitif kokiidiir.
3. adim — indeks hesaplama ve lineer denkleme gecis.
13’tin 3 primitif kokiine gore indeksini artyoruz. Yukaridaki hesaplamada 3* = 13 (mod 17) bulmus-
tuk; yani j = 4’tur.
Bilinmeyeni = 3Y (mod 17) olarak ifade edersek:
(3¥)20 = 3% (mod 17) = 3% = 3% (mod 17)
Primitif kok kurali geregi tisleri modiilo 16°da esitleriz:

20y = 4 (mod 16)

4. adim — ¢oziimleri elde etme.
20 = 4 (mod 16) oldugundan denklem su hale gelir:

4y = 4 (mod 16)
Her iki tarafi ve modiilii ged(4, 16) = 4’e bolelim:
y=1(mod4) < y=1+4t
t =0,1,2,3 vererek modiilo 16’daki dort ¢6ztiimii buluruz:
y € {1,5,9,13}
Bu iisleri = 3Y (mod 17) formatina yerlestirelim:
x, =3 =3 (mod 17)
7, =3"=3%.3=13-3=39=5(mod 17)
23=3"=3%.3=16-3=(—1)-3 =14 (mod 17)
r, =38 =(3%%.3=(-4)2-3=-64-3=4-3 =12 (mod 17)
Sonuc: 2%° = 13 (mod 17) denkleminin dért farkli ¢oziimii vardr:

z € {3,5,12,14}

Saglama: 320 = 316 .3* =1.13 = 13 (mod 17) v
|
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27. Kuadratik (Ikinci Dereceden) Rezidiiler

Yiiksek mertebeden kongriianslari (™ = a (mod p)) genel hatlariyla inceledikten sonra, sayilar teorisinin
en onemli 6zel durumu olan n = 2 haline, yani ikinci dereceden (kuadratik) kongriianslara gecis
yapiyoruz.

Modiler aritmetikte kok bulma problemlerinin temelini olusturan bu konu, en temelde su soruyla baslar:
genel bir ikinci dereceden modiiler denklemi nasil ¢6zeriz?

Genel Ikinci Dereceden Denklemlerin indirgenmesi

pbirasal say1ve a, b, ¢ € Z olmak tizere, a # 0 (mod p) sartini saglayan genel ikinci dereceden kongriians
sudur:

ar? + bz + ¢ = 0 (mod p)

Eger p = 2 ise denklem ax? + bz + ¢ = 0 (mod 2) halini alir ve yalnizca x = 0 ile z = 1 degerleri dene-
nerek ¢oziimler kolayca bulunur. Dolayisiyla asil problem, p > 2 olan tek asal sayilar icin ¢6ziimlerin
aranmasidir.

Asagidaki teorem, modiil p > 2 tek asali oldugunda karmagik goriinen bu genel denklemin basit bir y? =
d (mod p) formatina nasil denk oldugunu géosterir.

Teorem 27.1 (Kuadratik Indirgeme ve Tam Kareye Tamamlama). p > 2 bir tek asal sayr ve
ged(a,p) = 1 olmak iizere;

ar? + bxr + ¢ = 0 (mod p)
kongriiansini ¢ozmek, diskriminanti d = b2 — 4ac olan
y? = d (mod p)
kongriiansini ¢ozmeye denk bir problemdir.
ispat.
f(z) = az?® + bx + ¢ = 0 (mod p) diyelim.

p bir tek asal (p > 2) ve a % 0 (mod p) oldugundan, 4a sayisi da p ile aralarinda asaldir: ged(4a, p) =
1. Bu sayede kongriiansin ¢oziim kiimesini degistirmeden her iki tarafi 4a ile ¢arpabiliriz:

4a - f(z) = 0 (mod p)
4a’z? + 4abzx + 4ac = 0 (mod p)

Simdi bu ifadeyi klasik cebirdeki gibi tam kareye tamamlayalim. Ilk iki terim (2ax + b)? agilimina ¢ok
benzemektedir:

(2ax + b)? = 4a22? + 4abz + b?
Esitligi yakalamak i¢in denklemimize b* ekleyip ¢cikaralim:
(4a22? + dabx + b?) — b% + 4ac = 0 (mod p)
(2az + b)? = b? — 4ac (mod p)
Bu asamada degisken degisimi yapiyoruz: y = 2ax + b diyelim. Denklem su sade forma doniisiir:
y? = b? — 4ac (mod p)

Birebir esleme.
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e Eger f(x) = 0 (mod p) denkleminin bir x, ¢éziimii varsa, y, = 2ax, + b (mod p) degeri dey® = b? —
4ac (mod p) denkleminin bir ¢oziimiidiir.

o Tersine, eger y2 = b% — dac (mod p) denkleminin bir y, ¢éziimii varsa, ged(2a,p) = 1 oldugundan
2axy = yy — b (mod p) lineer kongriiansim saglayan tek bir x, ¢éziimii kesin olarak vardir ve bu
Zg, asul f(xz) = 0 (mod p) denklemini saglar.

O halde bu iki denklemin ¢oziimleri arasinda birebir bir esleme vardir ve problemi basariyla y? =
d (mod p) formatina indirgemis olduk.
|

Bu indirgeme bize gosteriyor ki; ikinci dereceden karmagik bir denklemi ¢6zmenin biitiin sirr1, aslinda
basit bir sayinin karekokiiniin modiiler aritmetikte var olup olmadigini belirlemekten ge¢cmektedir.

Ornek 27.1 (ikinci Dereceden Denklemi Indirgeme ve Coézme). 322 + 22+ 6 =0 (mod 11)
kongriiansini ele alalim. Burada p = 11 (tek asal), a =3, b =2 ve ¢ = 6’dir; ged(3,11) = 1 kosulu
saglanmaktadir.

Coziim.
1. adim — diskriminant1 hesaplama.
Teoreme gore denklemin diskriminant:

d=0b%—dac=2%—4(3)(6) =4— T2 =—68
Bu degeri modiilo 11°de indirgersek:
—68 = —77+ 9 =9 (mod 11)

2. adim — indirgenmis denklemi kurma ve ¢6zme.
Karmagik denklemimiz artik y? =9 (mod 11) gibi cok daha basit bir forma déniigsmiistiir. Hangi
sayilarin karesi modiilo 11°de 9 verir?

y=3(mod11l) veya y=-—3=8(mod1l)

3. adim — orijinal x degiskenine doniis.

Degisken doniisimiimiiz y = 2ax + b seklindeydi; degerleri yerine koyarsak y = 6z + 2 olur. Buldu-
gumuz y degerlerini tek tek lineer denklemlere esitleyelim.

Durum 1:y = 3 icin

6z +2 =3 (mod 11) = 6z = 1 (mod 11)
Modiiler bélme igin sag tarafa 11 ekleyip say1y1 6’nin kat1 yapalim (1 4 11 = 12):
6x =12 (mod 11) = z = 2 (mod 11)
Durum 2:y = 8 icin
62 +2 =8 (mod 11) = 6z =6 (mod 11) = z =1 (mod 11)

Sonug: Baglangictaki kongriiansin ¢éziim kiimesi z € {1, 2} olarak elde edilmistir.

Saglama: x =2 icin 3(4)+2(2)+6=22=0(mod11) v ve z=1 i¢cin 3+2+6=11=
0 (mod 11) v

|

27.2 Kuadratik Rezidii (Kalan) Kavrami

Bir sayinin modiiler aritmetikte karekoki alinabiliyorsa, o sayiya kuadratik rezidii denir.

Tanim 27.1 (Kuadratik Rezidii ve Non-Rezidii). m > 2 bir tam say1 ve ged(a, m) = 1 olsun.
Eger 22 = a (mod m) kongriiansimin en az bir ¢oziimii varsa, a tam sayisia modiilo m’ye gére bir
kuadratik rezidii (karesel kalan) denir.
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27.2 Kuadratik Rezidii (Kalan) Kavram 191

Eger 22 = a (mod m) kongriiansinin higbir ¢6ziimii yoksa, a tam sayisina modiilo m’ye gore bir kuad-
ratik non-rezidii denir.

iN otasyon anlagmasi

Notlarimizin devaminda ve ilerleyen ispatlarda, terim tekrarlarini 6nlemek adina su standart kisalt-
malar1 kullanacagiz:

+ Kuadratik rezidii yerine = KR
+ Kuadratik non-rezidii yerine => KNR

Ornek 27.2 (Kuadratik Rezidii Tespiti). 22 = 3 (mod 13) kongriiansini inceleyelim: a = 3 say1si
modiilo 13’e gore bir KR midir yoksa KNR midir?
Modiilo 13’teki sayilarin karelerini test ettigimizde

r=4= 4% =16 = 3 (mod 13)

oldugunu goéririz. Denklemi saglayan bir z degeri bulundugu icin 3 sayisi, modiilo 13’e gore bir
kuadratik rezidiidiir (KR).

1 Denklik siniflar1 iizerinde calismak

Eger a, modiilo m’ye gére bir kuadratik rezidii ise ve a = b (mod m) denkligi saglaniyorsa, b tam
say1s1 da modiilo m’ye gore bir kuadratik rezididiir.

Dolayisiyla kuadratik rezidiileri ararken sonsuz tam say1 kiimesini degil, yalnizca modiilo m’ye gore
birbirine denk olmayan sayilar inceleriz.

Ornek 27.3 (Modiilo 7 icin KR ve KNR Kiimeleri). Modiilo 7 sistemini ele alalim. Tiim denklik
smiflarini taramak icin 1 < z < 7 araligindaki sayilarin karelerini inceleyelim:

12=1=1(mod7)
22 =4 =4 (mod 7)
32=9=2(mod7)
4%2 =16 = 2 (mod 7)
52 =25 =4 (mod 7)
62 =36 =1 (mod 7)

Kare alma iglemi sonucunda elde ettigimiz birbirinden farkli kalanlar yalnizca 1, 2 ve 4’tiir. 7’den kiigiik
diger pozitif tam sayilar (3, 5 ve 6) hicbir sayimin karesi olarak elde edilememistir. Bu durumda modilo 7
i¢in kiimelerimiz s6yledir:

+ Kuadratik rezidiiler (KR): {1, 2,4}

+ Kuadratik non-rezidiiler (KNR): {3,5,6}

Dikkat edilirse  ve —z ayn1 kareyi verdiginden (1 <+ 6, 2 <> 5, 3 <> 4), tek asal p icin KR sayis1 tam
olarak % olmaktadr.
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28.1

28.2

28. Legendre Sembolii ve Euler Kriteri

Bir 6nceki boliimde bir sayinin kuadratik rezidii (KR) veya kuadratik non-rezidii (KNR) olma durumunu
denklemler tizerinden tanimlamistik. Ancak sayilar bityiiditkce her defasinda “acaba modiilo p’de karesi
a’y1 veren bir say1 var midir?” diye tek tek kare alarak kontrol etmek imkansizlagir.

Bu durumu ¢ok daha kompakt ve iglevsel bir forma sokan gosterim Legendre semboliidiir.

Legendre Semboliiniin Tanimi

Tanim 28.1 (Legendre Sembolii). p bir tek asal say1 ve a herhangi bir tam say1 olsun. ¢’nin modiilo
p’ye gore kuadratik karakterini belirten Legendre sembolii ( ) ile gosterilir ve soyle tanimlanir:

$$ \left( \fracfal{p} \right) = \begin{cases} \hphantom{-}1, & a,\ \bmod p \text{'de kuadratik rezidii ise} \
\[0.3em] -1, & a,\ \bmod p \text{'de kuadratik non-rezidii ise} \\[0.3em] \hphantom{-}0, & p \mid a \text{ ise}
\end{cases} $$

Ornek 28.1 (Legendre Sembolii Degerleri). 1. Kuadratik rezidii 6rnegi. 22 = 1 (mod 7) kongrii-
ansinin ¢oziilebilir oldugu bariz (z = 1). Bu durumda 1, modiilo 7’ye gére bir KR oldugundan semboliin
degeri 1’dir:

2. Kuadratik non-rezidii 6rnegi. z> = 3 (mod 5) kongriiansini inceleyelim. Modiilo 5’te kareler {1, 4}
oldugundan 3 bir KNR’dir; dolayisiyla:

Tanimi basit gériinse de, Legendre semboliiniin asil giicii sahip oldugu carpimsal 6zelliklerden ve Euler
kriterinden gelir.

Euler Kriteri ve Semboliin Ozellikleri

Asagidaki teorem, Legendre semboli ile modiiler iis alma iglemi arasinda kusursuz bir kopri kurar.
Kriptografide biiyiik asallarla ¢alisirken, bir saymin KR olup olmadigini tespit etmek icin ¢oziilebilirlik
testleri yapmak yerine yalnizca Euler kriteri kullanilir.

Teorem 28.1 (Euler Kriteri ve Legendre Semboliiniin Ozellikleri). p bir tek asal sayi; a ve b tam
sayuar ve ged(a, p) = ged(b, p) = 1 olsun. Bu durumda asagidaki dort ézellik gegerlidir:

1. Euler kriteri: (9) = a1/ (mod p)
P b b
2. Carpimsallik kurali: (%) . (5) = (%)
3. Periyodiklik: a = b (mod p) 2
eel degerler: (22) =1, (1) =1, (
4. Oze egerer.(p) = ,(p) = ,(
ispat.
1) Euler kriterinin ispati. Bu ispati, daha once isledigimiz n. kuvvetten kongriianslar teoreminin n =
2 olan 6zel durumu tizerinden yapacagiz.
KR durumu. a modiilo p’ye gore bir KR olsun; bu durumda kongriiansin ¢oziimii vardir ve énceki teore-
mimiz geregi aP~V/2 = 1 (mod p) olmalidir. Legendre tanimi geregi (%) = 1 oldugundan:
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194 Boliim 28. Legendre Sembolii ve Euler Kriteri

(2) = 472 (mod p)
P

KNR durumu. a modiilo p’ye gére bir KNR olsun. Coziim yoktur ve énceki teorem geregi aP~1/2 =
1 (mod p) dir.

Ote yandan Fermat’min kiigiik teoreminden a?~* = 1 (mod p) oldugunu biliyoruz. Iki kare farki olarak
acarsak:

(aP™D/2 —1) (@@ /241 =0 (mod p)

p asal oldugu icin bu carpanlardan birini tam bolmek zorundadir. a?~V/? % 1 (mod p) oldugunu bildi-
gimizden birinci ¢carpani bolemez; o halde mecburen ikinciyi boler:

aP~1/2 = _1 (mod p)
Legendre tanimi geregi KNR icin (%) = —1 oldugundan esitlik yine saglanir.

2) Carpimsallik kuralimin ispati. Euler kriterini a yerine ab alarak yazalim:

b
(%) = (ab)P2 = g-V/2 . 4P-D/2 (mod p)

Yine Euler kriterinden a?~1/? = (%) ve bP~1)/2 = (%) oldugunu biliyoruz; yerlerine yazarsak:

(2)-6) (e

Sembollerin alabilecegi degerler yalnizca 1 ve —1°dir. p > 2 tek asal oldugundan modiilo p’de 1 # —1 dir;
dolayisiyla denklik ancak tam esitlikle miimkiindiir:

()=6)-G)

3) Periyodikligin ispati. a = b (mod p) olsun. Her iki tarafin p771. kuvvetini alirsak:
a(pfl)/2 = b(pfl)/2 (mod p)

Euler kriteri geregi bu kuvvetler Legendre sembollerine denktir:

)= (2 mn

Ikinci ispattaki mantikla, yalnizea +1 olabilen bu sembollerin modiilo p > 2’°de denk olmas: birbirlerine
esit olduklarini kanitlar.
4) Ozel degerlerin ispati.

e a = 1 i¢in Euler kriterini uygularsak:

(1> =112 = 1 (mod p) = (%) =1

p
e Carpimsallik ozelligini kullanarak:

(5)-G)- ()=

e a = —1 igin Euler kriterini uygularsak, sayilar teorisinde ve soyut cebirde ¢ok sik karsilasacagimiz
meshur 6zdesligi elde ederiz:

<—_1) = (—1)®=/2 (mod p)

p

Degerler +1 araliginda oldugu igin esitlik kesindir.
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28.2 Euler Kriteri ve Semboliin Ozellikleri 195

Q (‘T}) ne anlama gelir?

Dérdiincti 6zellik pratikte su anlama gelir: —1 sayisi, ancak ve ancak p = 1 (mod 4) oldugunda
modiilo p’de bir kuadratik rezididiir.

Ciinkil p = 1 (mod 4) iken ;%1 cifttir ve sembol +1 olur; p = 3 (mod 4) iken p—gl tektir ve sembol
—1 olur.

28.3 Interaktif Legendre Hesaplayicis1

Legendre semboliintin tanimini ve 6zelliklerini 6grendikten sonra, farkli a ve p degerleri i¢in semboliin

nasil davrandigini gozlemlemek faydali olacaktir. Asagidaki arac, herhangi bir a ve tek asal p degeri i¢in
2) degerini Euler kriteriyle hesaplar.

(Bu etkilesimli bilesen yalnizca web siiriimiinde ¢alisir.)
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29.1

29. Gauss Lemmasi1 ve 2'nin Karesel

Karakteri

Legendre semboliiniin degerini hesaplamak i¢in her zaman Euler kriterine bagvurmak zorunda degiliz.
Carl Friedrich Gauss, modiiler sistemin yalnizca yarisin1 —1’den ”2;1’ye kadar olan kismi— inceleyerek

semboliin degerini veren son derece zarif bir sayma yontemi ispatlamigtir.

Gauss Lemmasi

Teorem 29.1 (Gauss Lemmasi). p bir tek asal sayi, a bir tam say1 ve ged(a, p) = 1 olsun.

a, 2a, 3a, ..., (%)a tam sayilarini p ile béliip kalanlart bulalim. Eger £ °den biiyiik olan kalanlarin sayist
n ise:
a
Z) = (=)
()=
ispat.
a,2a,... ”2;1a tam sayarini p ile boliip kalanlari bulalim ve bu kalanlary biiyiikliiklerine gore ikiye
aywralim:

» £’den biiyiik olan kalanlarin sayisin olsun; bunlariry, ..., r, ile gosterelim.
* £’den kiigiik olan kalanlarin sayisi k olsun; bunlari sy, ..., s, ile gosterelim.

Baslangigtaki sayilar ged(a,p) = 1 oldugundan modiilo p’de birbirine denk olamaz; dolayisiyla elde

edilen tiim kalanlar birbirinden farklidir ve

p—1
k=——
n + 9

Kalanlarin sinirlari soyledir:

Simdi biiyiik kalanlari modiil degerinden ¢ikararak yeni bir kiime olusturalim: p —rq,...,p — 1

sayilar da birbirinden farkhidir ve 0 < p —r; < § aralyina diserler.

Bu

n-

Kritik soru: Herhangi bir p — r; degeri, kiiciik kalanlardan bir s; degerine esit olabilir mi?

Aksini varsayalim ve p — r; = s; olsun. Modiiler aritmetige gecersek:

p—r; =s; (modp) = r; +s; =0 (mod p)

Tanimimiz geregir; = t1a ve s; = tya (mod p) olacak sekilde 1 < t1,t; < 1%1 tam sayiar: vardir:

(t; + ty)a = 0 (mod p)
ged(a, p) = 1 oldugundan sadelestirme yapabiliriz:
t; +ty =0 (mod p)

Ancak 1 <t,ty < ;%1 oldugundan toplamlar: en fazla p — 1 olabilir. 0 < t; + t4 < p iken bu toplam

modiilo pde sifira denk olamaz — ¢eliski.
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198 Boliim 29. Gauss Lemmasi ve 2'nin Karesel Karakteri

Demek ki{p —r{,...,p — 1, } ile{sq, ..., 8.} kiimelerinin ortak elemani yoktur. Her iki kiimenin eleman-
lary toplam ”2;1 adettir ve hepsi 1 ile 1%1 arasindadir. O halde birlesimleri tam olarak su kiimedir:

{p—ryep—r,U{s1, 0,8} = {1, 2., p%l}
Tiim elemanlari ¢arpalim:
(0= ra)elp = 1) - sys = (2 )1
Bu esitligin modiilo p’deki durumuna bakalim (p = 0 oldugundanp —r, = —r,):
(1 (ryory s ) = (25 )1 modp)

r; ve s; lerin orijinal halleri 1a, 2a, ..., p%la’nm kalanlarvyds; yerlerine koyarsak:

(=) - alP~1)/2. (1 ) 2...p; 1) = (p ; 1)! (mod p)

(—1)" - P72 (p; 1)! = (p ; 1)! (mod p)
Faktoriyelli ifade p ile aralarinda asal oldugu icin her iki taraftan sadelestirebiliriz:
(=1)" - aP~V/2 = 1 (mod p)
Her iki tarafi (—1)™ ile ¢arparsak (giinkii (—1)™ - (—1)™ = 1):

a®=1/2 = (=1)" (mod p)

Euler kriterinden (%) = a»V/2 (mod p) oldugunu biliyoruz; éyleyse
a
— | =(—1)" (mod p
(%) = 1" (modp)

Her iki taraf da yalnizca £1 olabilecegi ve p > 2 oldugu icin denklik dogrudan esitlige doniisiir.
|

Gauss lemmasi, tek bagma bir hesaplama yonteminden ziyade arkasindan gelecek biiyiik teoremleri
kanitlamak icin bir kopridir. Asagidaki teorem, Gauss lemmasini kullanarak a’nin ve 6zel olarak 2’nin
karesel durumunu ¢ok daha pratik bir formiile baglar.

29.2 Legendre Sembolii Icin Genel Formiil ve 2'nin Karesel Karakteri

Teorem 29.2 (Karesel Karakterlerin Hesab1). p bir tek asal say: ve gcd(a, 2p) = 1 olsun (yani a tek
bir tam say1 ve p ile aralarinda asal). Bu durumda:

1 t= Z(,p;l)ﬂ LJ?“J olmak iizere (%) = (=1)"dir.

J
2. (2) = (—1)®* /8 gir
Burada | x| sembolii x’in tam kismini ifade eder.

ispat.
1) Birinci kismin ispatu.
JE€ {1, . ’)2;1} olmak iizere ja sayilarina p modiiliinde bolme algoritmasint uygulayalim:

ja=gq;-p+¥ 0<¥{;<p

Burada bolim q; = \_%J seklinde ifade edilebilir. Bu esitligi j = 1’den p%l 'ye kadar toplayalim:
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DNEDY [ ES

Kalanlar dizisi £;, Gauss lemmast ispatindaki r; (bityiik kalanlar) ve s; (kiiciik kalanlar) dizilerinin ta
kendisidir:

DMEI Y [ ED IR o g

Ote yandan Gauss lemmast ispatinda 1’°den p—gl 'ye kadar olan sayilarin toplamini iki parcaya aywrmistik:

n k
D=2 )+ Y s=mp= i+ ) s (%)
j=1

J=1

() denkleminden (* ) denklemini taraf tarafa ¢ikaralm; ) s; terimleri birbirini gotiiriir:

(a—l)ijpZVﬁJ Cmpi2Y

p-1(p-1
Ardisik sayilarin toplam formiiliinden y j = M = pQTA ‘dir. Yerine yazarsak:

(a—l)ptl:p(ZL%J—n)Jrzer (3 % %)

Bu denklemi modiilo 2'de inceleyelim. p tek asal oldugundan p = 1 (mod 2); a tek kabul edildigi icin
(a — 1) cifttir. Denklem su hale gelir:

OEZV;“J —n(modz):nzZ{%"J (mod 2)

t=> {%J dersek n =t (mod 2) bulunur. Gauss lemmasi geregi (%) = (—1)"™ oldugundan ve iislerin
mod 2’°deki denkligi isareti degistirmeyeceginden:

()

2) Ikinci kismun ispati — 2'nin karesel karakteri.
(% * *) denkleminde a = 2 alalim. Once toplam inceleyelim:

(p=1)/2 2j
t= —
> 7]

j’nin alabilecegi en biiyiik deger 1'2;1 oldugundan 25 °nin en biiyiik degerip — 1°dir. 25 < p oldugu icin %
kesri daima 1’den kiiciiktiir ve tam kismu sifirdir:

.
{—JJzozmzo
P

Simdi (% * *) denkleminde a = 2 ve toplam yerine 0 yazalim:

p*—1 p’—1

Bu denklemi yine modiilo 2°de okuyalim; p tek oldugundan —p = 1 (mod 2):

p?—1
8

= n (mod 2)

Gauss lemmasina donersek (%) = (—=1)" oldugunu biliyoruz. Mod 2’deki denklik iislerde isareti etkile-
mediginden:
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200 Boliim 29. Gauss Lemmasi ve 2'nin Karesel Karakteri

29.3 Coziimli Uygulamalar

Ispatladigimiz bu soyut teoremlerin, modiiler aritmetikteki sayilarin karesel karakterini bulmak igin nasil
giiclii bir araca dontstigini asagidaki 6rneklerle inceleyelim.

Ornek 29.1. 22 = 22 (mod 41) kongriiansimnin ¢dziimiiniin olup olmadigini Gauss lemmasi ve Euler
kriteri olmak tizere iki farkli yolla inceleyiniz.

Coziim.
Burada p = 41 (tek asal) ve a = 22°dir; ged(22,41) = 1 saglanmaktadir.
1. yol — Gauss lemmasi.

p%l = 20’dir. 22’nin 1’den 20’ye kadar olan katlarinin modiilo 41’deki kalanlarini yazalim:

J 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
225 mod 41 22 3 25 6 28 9 31 12 34 15
J 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
225 mod 41 37 18 40 21 2 24 5 27 8 30

Koyu yazilan degerler ’—2’ = 20, 5’ten buytik olanlardir: 22, 25, 28, 31, 34, 37, 40, 21, 24, 27, 30 — toplam
n = 11 adet.
Gauss lemmasina gore:

Sonug —1 ¢iktigr i¢in 22 bir KNR’dir ve denklemin ¢6ziimii yoktur.
2. yol — Euler kriteri.
(22) = 222° (mod 41) olmahdur:
222 =484 =41-11+ 33 = 33 = —8 (mod 41)
224 = (—8)% = 64 = 23 = —18 (mod 41)
228 = (—18)2 =324 =41 -7+ 37 =37 = —4 (mod 41)

2216 = (—4)? = 16 (mod 41)
20 = 16 + 4 oldugundan:
2220 = 2216. 224 = 16 - (—18) = —288 (mod 41)

41 - 8 = 328 oldugundan —288 + 328 = 40 = —1 (mod 41).
Sonug yine —1 (KNR) olarak bulunur; iki yéntem birbirini dogrulamaktadir.
]

Ornek 29.2. Euler kriteriyle buldugumuz (‘T}) = (=1)P=1/2 6zel deger formiiliniin dogrulugunu

Gauss lemmasim kullanarak ispatlayiniz.

Cozim.
a = —1 alalim. Gauss lemmasi geregi —1’in katlarini yazarsak:
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121, DR

Bu negatif sayilarin modiilo p’deki asil kalanlarini (modiil ekleyerek) bulalim:

p—1 p+1
- ]- - 2 vee _—_— = —
p » P ) y P B B)
Bu dizideki en kiigiikk eleman olan —p;rl bile £ degerinden bityiiktiir; yani kalanlarin hepsi £’den

buytiktiir. Dolayisiyla bityiik kalanlarin sayist dogrudan dizinin eleman sayisina esittir:

p—1
n=-—-—

2

Gauss lemmasina gore ( ) = (—1)" oldugundan ispat tamamlanir:

p (‘71) — (—1)PV/2

Ornek 29.3. 22 = 3 (mod 17) kongriiansinin ¢oziilebilirligini ¢-toplam formiilii ve Gauss lemmas1
olmak tizere iki yolla analiz ediniz.

Cozim.

Verilenler: p = 17, a = 3 ve ”Tfl = 8.
1. yol — t-toplam formiilii.

Tam kisimlari tek tek hesaplayalim:

j 1 2 3 4 5 6 7 8

37 3 6 9 12 15 18 21 24

[3j/17] 0 o0 0 0 o0 1 1 1

Toplam ¢ = 3’tiir. Buradan:
3 3 .
— | =(-1)° =—-1 (¢bzlim yok)

2. yol — Gauss lemmasi.
3’tin ilk sekiz katinin modiilo 17°deki degerleri:

3,6,9,12,15,1,4,7

Bu sayilardan £ = 8, 5’ten biiyiik olanlar yalnizca 9, 12, 15’tir; yani n = 3. Yine

()=

bulunur. Nitekim modiilo 17°deki kareler kiimesi {1, 2,4,8,9, 13,15, 16} olup 3 bu kiimede yer almaz.
|

Ornek 29.4. Legendre semboliiniin 6zelliklerini kullanarak 22 = —2 (mod 61) kongriiansinin ¢dziimii-
niin olup olmadigini bulunuz.
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202 Boliim 29. Gauss Lemmasi ve 2'nin Karesel Karakteri

Cozim.
p = 61 ve a = —2’dir. Legendre semboliiniin ¢carpimsallik 6zelligini kullanarak say1y1 par¢alayalim:

(&) - (&) (50)

Ozel deger formiillerinden her iki parcay1 ayr1 ayr1 hesaplayalim:

1. ;11) = (71)(61,1)/2 =(-1)30 =1
2. %) = (—1)(6"-1)/8 Ussii hesaplayalim: 3721=1 — 465. Bu tek bir say1 oldugundan (—1)46% = —1.

11—
Bu iki sonucu ¢arptigimizda:

Sonug¢ —1 (KNR) oldugundan denklemin ¢6ziimi yoktur.

Kontrol: 61 = 5 (mod 8) oldugundan, bir sonraki érnekte gorecegimiz kural geregi 2 modiilo 61°de bir
non-rezididir — buldugumuz sonugcla tutarldir.

|

2:

Ornek 29.5. p tek asal say1 olmak iizere, z (mod p) denkleminin ¢6ziilebilir olmasi i¢in gerek ve

yeter kosul nedir?

Cozim.
Denklemin ¢6ziilebilmesi igin 2’nin KR olmast, yani (12—)) = 1 olmasi zorunludur. 2’nin karesel karakter

formiiliini hatirlayalim:

Bu esitligin saglanabilmesi i¢in iis olan % ifadesinin ¢ift olmasi gerekir:
P’ —
8

1
=2k = p? — 1 = 16k = p*> = 1 (mod 16)

Tek asallar1 mod 8’e gore inceleyelim:

p mod 8 p? mod 16 p28_1 (%)
1 1 cift +1
3 9 tek —1
5 9 tek -1
7 1 cift +1

Sonug: 22 = 2 (mod p) denklemi ancak ve ancak p = +1 (mod 8), yani p = 1 veya p = 7 (mod 8)
oldugunda ¢oziilebilirdir.
|

Ornek 29.6. m > 2 bir tam say1 ve ged(r, m) = 1 olsun. Eger 7, modiilo m’ye gére bir kuadratik rezidii
ise, #(™)/2 = 1 (mod m) oldugunu gésteriniz.

Coziim.
7 bir KR oldugundan 22 = r (mod m) denklemini saglayan en az bir a tam sayis1 vardir:

a? = r (mod m)
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29.3 Cozumli Uygulamalar 203

ged(r,m) = 1 oldugundan gcdSaQ, m) = 1 ve dolayisiyla a da modiille aralarinda asaldir.

Kongriiansin her iki tarafinin ¢Tm) kuvvetini alalim:

pb(m)/2

(a?)?(m)/2 = g#(™) (mod m)

a ve m aralarinda asal oldugu icin Euler teoremi devreye girer ve a®™ = 1 (mod m) olur. Yerine
yazdigimizda ispat tamamlanir:

r®(m)/2 = 1 (mod m)

Bu sonug, Euler kriterinin asal olmayan modiillere yonelik bir genellemesidir; ancak dikkat: tersi dogru
degildir — 7¢(™)/2 = 1 olmasi r’nin KR olmasini garanti etmez.
| ]
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30.1

30. Kuadratik Resiprosite (Karesel
Karsiliklilik) Teoremi

Su ana kadar Legendre semboliiniin 6zelliklerini, Euler kriterini ve Gauss lemmasini kullanarak sayilarin
karesel karakterlerini belirledik. Ancak asallar birytidiitkce (6rnegin (611) gibi ifadelerde) iis alma islemleri
veya Gauss saymalari bile hantallagir.

Gauss’un “altin teorem” adini verdigi kuadratik resiprosite teoremi, iki farkli tek asal sayimin
birbirine gore karesel durumlarinin dogrudan baglantili oldugunu kanitlar. Bu teorem, bityitk modiiller
altindaki denklemlerin ¢6ziilebilirligini ¢cok kisa siirede tespit etmemizi saglar.

Teorem ve Kafes (Lattice) Ispat1

Teorem 30.1 (Kuadratik Resiprosite Teoremi). p ve q birbirinden farkli iki tek asal say: olsun. Bu

durumda
p q p=1 g-1
.= =(=1)7 =2
(8)(5)=c

esitligi saglanir.

ispat.

Bu ispat, kartezyen koordinat sistemindeki tam sayi koordinatl noktalarin (kafes noktalarinin) sayilmasi
mantigina dayanir.

[ik olarak, birinci bélgede yer alan ve sinirlart belirli bir K dikdortgensel tam sayi kiimesi tanimlayalim:

Bu kiimenin eleman sayisi, x ve y’nin alabilecegi degerlerin ¢arpimi kadardir:

p—1 qg—1

Simdi K kiimesini qx = py dogrusu yardumiyla iki alt kiimeye ayiwralim:

* Dogrunun bir tarafinda kalanlar: K; = {(z,y) € K : qz > py}
e Diger tarafinda kalanlar: K, = {(z,y) € K : qz < py}

Kritik ayrinti. K kiimesindeki hicbir nokta tam olarak qx = py dogrusunun iizerinde olamaz. Ciinkii
ged(p, @) = 1 oldugundan bu esitligin saglanmasi i¢in p | x ve q | y olmasi gerekirdi; oysa kiimemizin
sinirlaninda x < p%l <pvey< q;—l < q’dur.
Dolayisiyla K} N K, = 0 ve K; U Ky, = K dur:

p—1 ¢g-1

S(K1)+5(K2):T 5

Simdi K, kiimesinin eleman sayisini siitun stitun bulalim:

(p—1)/2

K= J {(x,y):l <y< %m,y € Z}

=1

Bu birlesime giren kiimeler ikiser ikiser ayriktir. Belirli bir x degeri icin 1 < y < % sartini saglayan y

tam sayilarinin adedi, [%J sayisina esittir. O halde:
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206 Bolim 30. Kuadratik Resiprosite (Karesel Karsiliklilik) Teoremi

=% 5]

=1
Tamamen simetrik bir diistinceyle K, kiimesinin eleman sayisi da y ekseni iizerinden toplanarak bulunur:
(¢-1)/2 oy
st = Y, |2
y=1 q
Bu degerleri toplam denkleminde yerine yazalim:

g oy p-1 ¢-1
_J+ 3 L_J:T'T

p ~ Lda

>

(p-1)/2
x=1 \~
Esitligin her iki tarafini (—1) in iissii olarak yazalim:

(_1>2qu/m . (_1)2pr/qJ = <_1)"%1'q%1

Bir énceki boliimde Gauss lemmast iizerinden kanitladigimiz t-toplam formiilii geregi

(2) — (—1)Slaw/pl, (8) _ (—1)Slev/a

b q

oldugunu biliyoruz. Bu degerleri yerine yazdigimizda ispat tamamlanir.
|

© Teoremin pratik anlami: ters ¢evirme kurali

Kuadratik resiprosite teoremi aslinda sunu soyler: (%) semboliinii hesaplamak zorsa, onu ters gevirip
(%) semboliinii hesaplayabilirsiniz.

» Eger p ve q asallarindan en az biri 4k + 1 formundaysa, sembol isaret degistirmeden aynen ters

gevrlllr.
q p

« Eger p ve q asallarinin her ikisi de 4k + 3 formundaysa, sembol ters cevrildiginde eksi isareti alir:

(5)-6)
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30.1 Teorem ve Kafes (Lattice) Ispat1 207

1 Mantik kopriisii: carpimdan asil degere nasil geciyoruz?

Kuadratik resiprosite teoreminde hesapladigimiz sey iki semboliin ¢arpimidir. Peki bu ¢arpimdan
asil aradigimiz sembolii tek basina nasil ¢cekiyoruz?

Legendre sembolleri yalnizca 1 veya —1 degerini alabilir; dolayisiyla iki senaryo vardir.

1. senaryo (carpim 1 ise). Ikisay1ya (1 - 1) yada ((—1) - (—1)) olmak zorundadir. Her iki durumda

da semboller birbirine esittir:
5)-)
q p
2. senaryo (carpim —1 ise). Sayilardan biri 1 iken digeri zorunlu olarak —1’dir; yani semboller
birbirinin zit isaretlisidir:
5)--)
q p

Iste bu basit isaret mantig1 sayesinde, iistteki bilyitk sayiy1 asagiya atip modiiler indirgemeyle
kiiciiltme islemine devam edebiliriz.

30.2 Coziimlii Uygulamalar

Resiprosite teoreminin giicii, cok biiyiik sayilar iceren kongriianslari basit modiiler indirgemeler ve
sembolii siirekli ters ¢evirme (“takla attirma”) yoluyla ¢ok kiiciik sayilara diisiirmesinde yatar.

Ornek 30.1. 22 = —42 (mod 61) kongriiansmin ¢éziilebilir olup olmadigini arastirmiz.

Cozim.
Problemi ¢6zmek icin (_6—412) degerini hesaplamaliy1z (61 bir asal sayidur). ilk adim olarak —42 sayisint
carpanlarina ayirip Legendre’nin ¢arpimsallik kuralini uygulayalim:

(&)~ &) &) & &)
1. parea — (51):

2. parca — (62—1):

3. parca — (%): Her iki say1 da tek asaldir; resiprosite formiliini uygulayalim.

Carpimlari 1 oldugu icin semboller esittir. Simdi 61°i modiilo 3’te indirgeyelim (61 = 1 (mod 3)):

)-(5)-6)-

(6_71) ’ (6—71) = ()7 = ()P0 = ()P =1

Yine carpimlar1 1 ¢iktigindan sembol isaretsiz ¢evrilir. Modiilo 7’ye indirgeyelim (61 = 5 (mod 7)):

4. parca — (%):
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208 Bolim 30. Kuadratik Resiprosite (Karesel Karsiliklilik) Teoremi

(&) = (%) - ()

Kargimiza yine iki tek asal ¢ikti; teoremi bir kez daha uygulayip “takla” attiralim:

8 ()~ -coei= () ()

7’yi modiilo 5’e indirgeyelim (7 = 2 (mod 5)):

7 2 521
(})-()-cv==cy
Zincirleme geriye donersek:

(3)-(&)-0)-()-0)-

Sonugclarin birlestirilmesi.

(%):1.(1).1.(1):1

Genel sonug 1 ciktigr icin —42 sayisi modillo 61’e gore bir kuadratik rezidiidiir ve x?
—42 (mod 61) kongriiansi kesin olarak ¢éziilebilirdir.

Ornek 30.2. Hangi p tek asal sayilari icin 3, modiilo p’ye gore bir kuadratik rezididiir? Yani 22
3 (mod p) kongriians: hangi asallarda ¢éziilebilirdir?

Coziim.

Soru bizden (%) = 1 kosulunu saglayan tiim p tek asallarin1 bulmamiz: istiyor. Kuadratik resiprosite

teoreminden faydalanalim:

Denklemi diizenlersek:

(3)-(5)- v

Sonucun 1 ¢ikmast i¢in iki carpanin da 1 ya da ikisinin de —1 olmasi gerekir; boylece iki durum ortaya

cikar. )
Durum 1: (§) = 1 ve (-1 =1
e (-1 =1= 2L ift=s p =1 (mod 4
2
. (%) =1 = p, mod 3’e gore bir KR’dir. Modiilo 3’te kareler yalmzca {1} oldugundan = p =
1 (mod 3)

p—1

Durum 2: (§) = —1ve (-1)z =-1

c (D) =1 = ’%tek:ﬁaz 3 (mod 4)
+ (8) = —1 = p, mod 3’e gore bir KNR'dir => p = 2 (mod 3)

Aradigimiz asallar su iki kongriians sisteminden birini saglamalidir:

1. p=1(mod3) vep =1 (mod4)
2. p=2(mod 3) ve p = 3 (mod 4)

Simdi Cin kalan teoreminden yararlanarak bu sistemleri ¢ozelim.
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30.2 Coziimli Uygulamalar 209

1. sistemin ¢éziimii. p = 1 (mod 3) = p = 1 + 3y. Bunu ikinci denklemde yerine koyalim:
14+3y=1(mod4) = 3y=0(mod4) = y =0 (mod 4) = y =4z
Baga donersek p = 1 + 12z, yani p = 1 (mod 12). _
2. sistemin ¢oziimii. p = 2 (mod 3) => p = 2 + 3y. Ikinci denklemde yerine koyalim:
243y =3 (mod4) = 3y =1 (mod 4)
Modiler bolme icin sag tarafa 8 ekleyelim (9, 3’e tam boliiniir):

3y=9(mod4) = y=3(mod4) = y=3+4z

Baga donersek p = 2 + 3(3 + 4z) = 11 + 12z, yani p = 11 (mod 12).

Genel sonug. (%) = 1 olmast i¢in p tek asalinin modiilo 12’ye gore 1 veya 11 kalanini vermesi gerekir;
kisaca p = 41 (mod 12).

Kontrol: Bir énceki érnekte (&) = 1 bulmustuk. Gergekten de 61 =512 + 1 = 1 (mod 12)’dir.

]
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31.1

31.2

31. Jacobi Sembolii

Legendre sembolii yalnizca tek asal modiiller i¢in tanimliydi. Ancak pratikte ve ileri diizey kriptografik
algoritmalarda, asal carpanlarina ayrilmamis biiytik kompozit sayilarla calismamiz gerekir. Carl Gustav
Jacob Jacobi, Legendre semboliiniin 6zelliklerini kullanarak bu kavramu tiim tek tam sayilara genellestir-
migtir.

Jacobi Semboliiniin Tanimi

Tanim 31.1 (Jacobi Sembolii). P bir tam say1, Q > 1 bir tek tam say1 ve ged(P, Q) = 1 olsun.
Eger @ sayisinin asal carpanlarina ayrilmis hali Q) = g;¢5---q, ise (g;’ler tek asallar), P’nin QQ’ya gore

| acobl Semb Olu §O y le tanlmlanlr:
Q q QQ q S

Buradaki ¢; asallarinin birbirinden farkli olmasi gerekmez; ayni asal carpandan birden fazla varsa
carpimda o kadar kez tekrar edilir.

Bu tanimdan iki temel ¢ikarim elde ederiz:

1. Eger () zaten bir tek asal say1 ise, Jacobi sembolii dogrudan Legendre semboliiyle cakisir.
2. Sag taraftaki Legendre sembollerinin her biri yalnizca +1 alabildiginden, Jacobi semboliiniin alabi-
lecegi degerler de yalnizca 1 veya —1’dir.

Jacobi semboliiniin tuzag:

Jacobi sembolii, Legendre semboliiniin gériiniimiini taklit etse de “¢ozilebilirlik” konusunda aym
garantiyi vermez.

« Eger (5) = —1ise, 2 = P (mod Q) kongriiansinin ¢6ziimii kesinlikle yoktur.
+ Ancak g) = 1 olmasi, denklemin ¢oziilebilir oldugunu garanti etmez.

Ornek: 9 = 3 - 3 oldugundan

(3)- () @)oo

Semboliin degeri 1 ¢cikmasina ragmen 72 = 2 (mod 9) kongriiansinin hicbir ¢dziimii yoktur; modiilo

9’daki kareler {0, 1,4, 7} kiimesidir. Céziimiin var olmasi i¢in sag taraftaki tiim Legendre sembolle-
rinin ayr1 ayr1 1 olmasi gerekir.

Jacobi Semboliiniin Temel Ozellikleri

Jacobi sembolii, Legendre semboliiniin sahip oldugu carpimsal 6zellikleri aynen korur.

Teorem 31.1 (Jacobi Semboliiniin Cebirsel Ozellikleri). Q > 1 ve Q" > 1 tek tam sayilar; P ve P’
tam sayilar olsun. gcd(PP’, QQ’) = 1 kosulu altinda asagidaki ozellikler gecerlidir:

3 Lot

5y Gy

L N~
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212 Boliim 31. Jacobi Sembolit

5. P =P (modQ) ise (§) = (%)

ispat.
Q ve Q' sayilarini tek asal carpanlarina ayiwralim: Q = ¢;---q, ve Q" = ¢i---q;.
1) Birinci ézellik. Sol tarafi Jacobi tanimina gore agalim:

(@) (&) =16 G)-G)

Bu carpim, QQ’ sayisinin tiim asal ¢arpanlarina ait Legendre sembollerinin carpimidir; dolayisiyla (Qg, )

ifadesine esittir.
2) Ikinci ézellik.
(a) (@) =) ()] G)-(5)]
Q Q % 9s @ s
Terimleri ayni q; ’lere gore gruplayalim ve Legendre semboliiniin carpimsallik 6zelligini uygulayalim:
B (PP’) <PP/> B (PP’)
41 ds Q
3) Ugiincii ézellik. Ikinci ozelligi kullanarak (%2) = (P)2 = (41)? = 1; birinci ozelligi kullanarak

P P\? @
() =(5) =1
4) Dordiincii 6zellik. 1lk di¢ 6zelligin dogrudan birlesimidir:

(7)) @) () (5)-@

—_—
=1 =1

=1

5) Besinci ozellik. P = P’ (mod Q) ise, Q 'nun her q; asal ¢carpani icin de P = P’ (mod g;) gecerlidir.

Legendre sembolii modiiler denkligi korudugundan her i icin 5 = i olur; carpimlar da esittir.

B
n

31.3 Jacobi Sembolii Icin Ozel Degerler

Jacobi sembolii, asal modiiller i¢in buldugumuz —1 ve 2’nin karesel karakteri formiillerini birebir ayni
sekilde korur. Ancak ispat, asal ¢arpanlar iizerinde zarif bir modiiler tiimevarim gerektirir.
Teorem 31.2 (Jacobi Semboliinde Ozel Degerler). @ > 1 bir tek tam say olsun. Bu durumda:

—1\ _ Q-1
L (26) = (-1)@2;
2. (5) =(-1)"%

ispat.

Q = q1945+-q, seklinde tek asal carpanlarina ayrilmis olsun.
1) Birinci formiiliin ispati. Jacobi tanimini kullanarak agalim:

(@) GHR)-com

Yardimeci cebirsel gercek. a ve b iki tek tam say: olsun:

ab2—17 (ag1+bg1> B (a—1)2(b—1)

a veb tek oldugundan (a — 1) ve (b — 1) ¢ifttir; iki ¢ift sayinin ¢arpimi 4’iin katidir ve 2 'ye béliindiigiinde
sonug yine cifttir. O halde modiilo 2°de bu fark sifira denktir:
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ab—1 a—1 b—-1

= d 2
> 5t (mod 2)
Bu mantigi1 tiimevarimla tiim q; ’lere genellersek:
a1 -1 _qg-1_ Q-1
eee = = d 2
5 +oF 5 5 5 (mod 2)

Modiilo 2’deki denklik, (—1)’in iissiindeki teklik/¢iftlik durumunu degistirmeyeceginden (x) denklemin-
deki toplami bu sonuca esitleyebiliriz.
2) Ikinci formiiliin ispati. Yine Jacobi tanimini acalim:

(5)=()-(2)-coes

Yardimct cebirsel gercek. a ve b iki tek tam say: olsun:

a2b2—17 a2—1+b2—1 _ (a®—=1)(b*—1)
8 8 8 - 8

Her tek sayinin karesi modiilo 8 °de 1’e denktir; yani 8 | a> — 1 ve 8 | b* — 1. Dolayisiyla ¢arpim 64’iin
katidir ve 8’e boliindiigiinde sonug hdla ¢ifttir. O halde:

a2b2—1_a2—1 b2 —1

d 2
8 8 g (mod2)
Bu mantig1 tiimevarimla tiim q; ’lere uygularsak:
2 2 2 2
¢ —1 =1 _(g)—1 Q-1
= = d 2
3 + et 3 3 3 (mod 2)

Bu sonucu (* x) denklemindeki iisse yazdigimizda ispat tamamlanur.
|

Jacobi Sembolii icin Karsiliklilik Teoremi

Legendre sembolii i¢in ispatladigimiz altin teorem, Jacobi sembolii i¢in de birebir aymi formda gegerlidir.
Bu teorem, devasa kompozit sayilarla calisirken asal carpanlara ayirma zahmetinden kurtulup
dogrudan ters gevirme islemi yapmamiza olanak tanir — Jacobi semboliiniin asil pratik degeri buradadir.

Teorem 31.3 (Jacobi Sembolii i¢in Karsiliklilik Teoremi). P > 1 ve Q > 1 iki tek tam sayi ve
ged(P, Q) = 1 olsun. Bu durumda

P 1o

Py (9) = e

Q P

esitligi saglanir.
ispat.

P ve Q tek tam sayilarini asal carpanlarina ayiralim: P = p,---p, ve Q = ¢;---q,.
Jacobi semboliiniin tanimi ve carpimsallik 6zelliginden:

(5)-11(7) -1 (z)

Buradaki (%) sembolleri, tabanlar asal oldugu icin dogrudan Legendre sembolleridir; onlara klasik
J

kuadratik resiprosite teoremini uygulayabiliriz:
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214 Boliim 31. Jacobi Sembolit

(2)-(2)-cos=

Bu esitligi ¢carpumin icine yerlestirip sembolleri ve isaretleri ayiralim:

(5) - [TH(2)] o

Koseli parantezin ici tam olarak (%) Jacobi semboliiniin agilimidir. Usteki ¢ift toplamu ise carpanlarina

aywabiliriz:
(5) - () colEm )

Bir énceki teoremde kullandigimiz yardimci cebirsel gercek geregi:

)

_ s g.—1 _
pz = r-1 —— (mod 2), Z 4 5 % (mod 2)

J=1

Bu denklikleri iisse yazip her iki tarafi (%) ile carptifimizda ispat tamamlanir.
|

31.5 Coziimli Ornek

Ornek 31.1. 2 = 105 (mod 317) kongriiansinin ¢oziimii var midir? Bagka bir deyisle, 105 sayis1
modiilo 317’ye gore bir KR midir?

Cozim.

Hatirlatma (asallik testi). Asal olmayan bir ¢ > 1 dogal sayismin, p < v/t kosuluna uyan en az bir p
asal boleni vardir. Dolayisiyla bu kosula uyan hicbir asala bélinemeyen bir say1 kesinlikle asaldir.

17 < v/317 < 18 oldugundan kontrol etmemiz gereken asallar 2, 3, 5,7, 11, 13, 17°dir. Bunlarin hicbiri
317’yi tam b6lmediginden 317 bir asal sayidir.

O halde 105 tek bir tam say1, 317 tek bir asal ve ged(105,317) = 1’dir. 317 asal oldugu icin Jacobi ve
Legendre sembolleri burada ¢akisir; bulacagimiz sonug kesin bir ¢6ziilebilirlik yanit: verir.

Jacobi karsiliklilik teoremini uygulayip “takla” attiralim:

105\ (317 esaara oo
(317) (105)_( D=

Us cift oldugundan sonuc +1°dir; yani isaret degismez:
(15 _ (32
317/ \105
Simdi 317’yi modiilo 105’e indirgeyelim. 105 - 3 = 315 oldugundan 317 = 2 (mod 105):

() - ()

Karsimiza 2’nin karesel karakteri ¢ikt1; 6zel deger formiiliini uygulayalim:

Ussii hesaplayalim: 1052 = 11025 ve 11924 11024 = 1378. Bu ¢ift bir say1 oldugundan:
(5a8) -
105/

Acik Matematik - acik-matematik.com 214 CC BY-NC-SA 4.0


https://acik-matematik.com
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.tr

31.5 Coziimlii Ornek 215

Sonug: Zincirleme esitliklerden (;’(1)?) = 1 elde edilir. 317 asal oldugundan bu, 105’in modiilo 317’ye
gore kesin bir kuadratik rezidii oldugu anlamna gelir; dolayisiyla 22 = 105 (mod 317) kongriianst
coziilebilirdir.

Saglama (¢arpanlara ayirarak). 105 = 3 - 5 - 7 oldugundan:

+ 317 =5 (mod 12) oldugundan
+ 317 =1 (mod 4) oldugundan

312 317
+ Benzer sekilde ( 317 (

317

Carpim: (—1)(—1)(+1) = 1 v ki yéntem birbirini dogrulamaktadir.
|

31.6 Calisma Problemleri

Konuyu pekistirmek icin asagidaki problemleri; 6grendiginiz Legendre/Jacobi sembolii kurallari, Euler
kriteri ve kuadratik resiprosite teoremlerini kullanarak ¢ozebilirsiniz.

Alistirma 31.1 (Sembol Degerleri). Asagidaki sembollerin degerlerini hesaplayiniz:
(—23) (51) 71 (—35)
83 )’ 1)’ 73)’ 97

Aligtirma 31.2 (Coziilebilirlik Analizi). Asagidaki kongriianslarin hangileri ¢oziilebilirdir?
a) 2 = 10 (mod 127)

b) 2% = 234 (mod 401)

¢) 22 = —73 (mod 143)

d) 22 = 45 (mod 101)

Ipucu: 143 = 11 - 13 asal degildir; bu sikta Jacobi semboliiniin tuzagini hatirlaym.
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32.1

32.2

32. Dogrusal (Lineer) Diofant Denklemleri

Sayilar teorisinde katsayilar1 ve aranan ¢oziimleri yalnizca tam sayilar olan denklemlere Diofant
denklemleri denir. Bu boliimde yiiksek dereceli karmasik yapilar yerine, modiiler aritmetik ve Oklid
algoritmasiyla dogrudan baglantili olan birinci dereceden denklemleri inceleyecegiz.

Tanim ve Coziilebilirlik Sarti
Tanim 32.1 (Birinci Dereceden ki Bilinmeyenli Diofant Denklemi). a,b,c € Z \ {0} olmak iizere,
ax +by=c

seklinde ifade edilen ve yalnizca tam sayili « ve y ¢oziimleri aranan denklemlere birinci dereceden iki
bilinmeyenli Diofant denklemi denir.

Bu denklemleri ¢6zmek, daha 6nce 6grendigimiz lineer kongriianslar1 ¢c6zmekle birebir aym seydir; ¢iinkii
ax + by = ¢ < ax = ¢ (mod b)

denkligi vardir. Dolayisiyla az + by = ¢ denklemini ¢ézme problemi, ax = ¢ (mod b) kongrilansini
¢bzme problemine denktir.

1 Coziilebilirlik ve sadelestirme kurali

1. Coziilebilirlik sarti. Bir ax + by = ¢ Diofant denkleminin tam sayili ¢6ziimiiniin olabilmesi igin
gerek ve yeter kosul ged(a, b) | ¢ olmasidir.

2. Sadelestirme. Bu sart saglaniyorsa, islemleri kolaylastirmak adina denklemin her iki tarafini
ortak bélene boleriz:

a_ . n b _ c
ged(a,0)” " ged(a,0)” ~ ged(a,b)
3. Bu sadelestirme sonucunda yeni katsayilar daima aralarinda asal olur. Bu yiizden Diofant denk-

lemlerini incelerken genel olarak gecd(a,b) =1 olan sadelestirilmis formlar tizerinde ¢aligmak
yeterlidir.

Genel Coziim Teoremi

Elimizde denklemi saglayan tek bir baglangic ¢6ziimii varsa, bu ¢6ziimii kullanarak sonsuz sayidaki diger
tim ¢6ztimleri nasil bulacagimizi asagidaki teorem soyler.

Teorem 32.1 (Diofant Denkleminin Genel Coziimii). a,b,c € Z \ {0} ve gcd(a,b) = 1 olsun. az +
by = ¢ Diofant denkleminin bir tam sayili 6zel ¢oziimii (x,y,) ise, denklemin biitiin tam sayili ¢oziimleri
t € Z olmak iizere soyledir:

T =z, + bt, y=1y,—oat
ispat.

(z,y), ax + by = ¢ denkleminin herhangi bir tam sayili ¢oziimii olsun. (x4,y,) da ézel bir ¢bziim
oldugundan ax, + by, = c’dir. Bu iki denklemi taraf tarafa ¢ikaralim:

a(r — ) + by —yo) =0

Terimlerden birini karsiya atalim:
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a(z —x¢) = —b(y — o)
Bu esitlikten b sayisinin sol tarafi, yani a(xz — ) ¢arpimini tam boldiigiinii anliyoruz:
b|a(z— )

Teoremin basinda gcd(a, b) = 1 kabul etmistik. Oklid lemmas: geregi, b bir carpimi bélityorsa ve ¢arpan-
lardan biriyle (a) aralarinda asalsa, diger carpani bélmek zorundadir:

bl|(x—xy) =zc—2,=0 ((€Z)=z=2x,+0bt
Simdi (x — x,) = bt ifadesini asil denklemde yerine yazalim:
a(bt) +b(y —yo) =0
Her iki tarafi b # 0’°a bolersek:
at+y—yy=0=y=y,—at

Tersine, buldugumuz x = x, + bt vey = y, — at tam sayilari denklemde yerine konuldugunda denklemi
her zaman saglar; dolayisiyla tiim ¢oziimleri bulmus oluruz.
|

Genisletilmis Oklid Algoritmasiyla Coziimlii Ornekler

Katsayilar kiiciikse deneme yanilmayla bir (z, y,) bulunabilir. Ancak katsayilar bilyiikse, genisletilmig
Oklid algoritmasi kullanarak en biiyiik ortak boleni geriye dogru acar ve ilk ¢oziimii algoritmik olarak
buluruz.

Ornek 32.1. 30z + 66y = 41 Diofant denkleminin ¢6ziimiinii arastiriniz.

Coziim.
Coziilebilirlik sartini kontrol edelim: ged(a, b) | ¢ olmalidir.

gcd(30, 66) = 6

Ancak 6 sayis1 41’1 tam bolmez (6 } 41). Bu nedenle verilen Diofant denklemi ¢oziimsiizdiir; hicbir
tam say1 ¢6zimil yoktur.

Sezgisel olarak: sol taraftaki her terim 6’nin kat1 oldugundan toplam da daima 6’nin kat1 olmak zorun-
dadir, oysa 41 degildir.

|

Ornek 32.2. 291z + 549y = 54 Diofant denkleminin tiim tam say1 ¢éziimlerini bulunuz.

Coziim.
1. Coziilebilirlik ve sadelestirme.
ged(291, 549) = 3 ve 3 | 54 oldugundan denklemin sonsuz ¢dziimii vardir. Her iki tarafi 3’e bolelim:

97x + 183y = 18

Artik aralarinda asal olan 97 ve 183 ile ¢alisacagiz.
2. Oklid algoritmasi.

183=1-97486 = 86 = 183 — 97
97=1-86+11 =11 =97 —86
86=7-1149 = 9=86—-7-11

Algoritmay1 1 kalanina kadar indirmeye gerek yoktur: 9 sayisi, aradigimiz 18’in tam yarisidir. Islemi
burada kesip 9’u yalniz birakiyoruz.
3. Geriye dogru yerine koyma.
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9=286—7-11
=86 — 7(97 — 86)
=8.86—7-97
= 8(183 —97) — 797
=8-183—15-97

Dogrusal birlesimimizi bulduk: 97 - (—15) + 183 - 8 = 9. (Saglama: —1455 + 1464 =9 V)
4. Hedef denkleme ulagma.
Sadelesmis denklemimizin sag tarafi 9 degil 18°di; esitligin her iki tarafini 2 ile ¢carpalim:

97 - (—30) + 183 - 16 = 18
(Saglama: —2910 + 2928 = 18 V') O halde 6zel ¢oziimiimiiz:
zy = —30, Yo = 16

5. Genel ¢oziim.
Sadelesmis denklemde a = 97 ve b = 183 oldugundan:

x=-30+183t, y=16—97t (tcZ)

Ornek 32.3. 312z + 51y = 9 Diofant denklemini ¢oziiniiz.

Cozim.
1. Sadelestirme. gcd(312,51) = 3 ve 3 | 9 oldugundan ¢6ziim vardir. Uge bélelim:
104z + 17y =3
2. Oklid algoritmasi (104 ve 17 igin).
104=6-17+2
17=8-2+1
2=2-140
3. Geriye doniis.
1=17—-8-2

=17 —8(104 — 6 - 17)
—17—8-104 44817
=104 - (—8) + 17 - 49

(Saglama: —832 + 833 =1V)
4. Hedef denkleme genisletme. Denklemin sag tarafi 3 oldugu icin esitligin iki tarafini 3 ile carpalim:

3 =104 (—24) 4+ 17147

(Saglama: —2496 + 2499 = 3 V') Buradan 6zel ¢oziim: x, = —24, y, = 147.
5. Genel ¢oziim. a = 104 ve b = 17 kullanilarak:

o=-24417t, y=147—104 (t€Z)

Calisma Problemleri
Aligstirma 32.1 (Diofant Denklemleri). Asagidaki Diofant denklemlerinin biitiin tam sayili ¢6ztimle-

rini bulunuz. Once ¢oziilebilirlik sart1 olan ged(a, b) | ¢ kuralini kontrol etmeyi unutmayin.
a)3z+5y=1 b)5z+3y=52 )40z + 63y =521 d)330z+ 175y = 50
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e) 15z — 7y =111 )12z +50ly=1 g) 10z —T7y=17 h)15z+1lly=1

Acik Matematik - acik-matematik.com 220 CC BY-NC-SA 4.0


https://acik-matematik.com
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.tr

	Giriş
	1. Tümevarım ve İyi Sıralama Prensibi
	1.1 Notasyon
	1.2 Tümevarım Yöntemi
	1.3 Tümevarımla Tanım Verme
	1.4 Güçlü Tümevarım
	1.5 İyi Sıralama Prensibi
	1.6 Arşimed Prensibi
	1.7 Tümevarımla Çözülmüş Örnekler
	1.8 Çalışma Problemleri

	2. Bölme Algoritması
	2.1 Kalanlı Bölme
	2.2 Çift ve Tek Sayılar
	2.3 Kalanlara Göre Durum Ayırma
	2.4 Kalan Aralığını Kaydırmak
	2.5 Çalışma Problemleri

	3. Tam Sayılarda Bölünebilme
	3.1 Bölünebilme Bağıntısı
	3.2 Temel Özellikler
	3.3 Ardışık Sayıların Çarpımları
	3.4 Tümevarımla Bölünebilme
	3.5 Doğru mu, Yanlış mı?
	3.6 Çalışma Problemleri

	4. En Büyük Ortak Bölen ve Bézout Teoremi
	4.1 Ortak Bölenler
	4.2 Bézout Teoremi
	4.3 Doğrusal Birleşimlerin Kümesi
	4.4 EBOB'un Temel Özellikleri
	4.5 Aralarında Asal Sayılar
	4.6 Çözümlü Örnekler
	4.7 Çalışma Problemleri

	5. Öklid Lemması ve Aralarında Asallık
	5.1 Sadeleştirme
	5.2 Öklid Lemması
	5.3 Bölünebilme İddialarını Birleştirme
	5.4 Kuvvetler ve Bölünebilme
	5.5 Çalışma Problemleri

	6. Öklid Algoritması
	6.1 Algoritmanın Dayandığı Gözlem
	6.2 Algoritma
	6.3 Bézout Katsayılarını Bulma
	6.4 Üç ve Daha Fazla Sayının EBOB'u
	6.5 Çalışma Problemleri

	7. En Küçük Ortak Kat
	7.1 Tanım ve Varlık
	7.2 EBOB ile EKOK Arasındaki Bağıntı
	7.3 Çözümlü Örnekler
	7.4 Çalışma Problemleri

	8. Diofant Denklemleri
	8.1 Tanım
	8.2 Çözülebilirlik ve Genel Çözüm
	8.3 Çözümlü Örnekler
	8.4 Çözümleri Bir Aralıkla Sınırlamak
	8.5 Çalışma Problemleri

	9. Asal Sayılar
	9.1 Tanım
	9.2 Asal Sayılar ve Aralarında Asallık
	9.3 Öklid Lemmasının Asal Hâli
	9.4 Her Sayının Bir Asal Böleni Vardır
	9.5 Asal Sayılar Sonsuzdur
	9.6 Eratosthenes Kalburu
	9.7 Asalların Biçimi Üzerine
	9.8 Çalışma Problemleri

	10. Aritmetiğin Esas Teoremi
	10.1 Teorem ve İspatı
	10.2 Kanonik Gösterim
	10.3 Köklerin İrrasyonelliği
	10.4 Çalışma Problemleri

	11. Asal Çarpanlardan Bölenlere
	11.1 Asal Bölenler Kümesi
	11.2 Aynı Asalın Kuvvetleri
	11.3 Bütün Bölenleri Okumak
	11.4 Bölen Sayısı
	11.5 EBOB ve EKOK'u Üslerden Okumak
	11.6 Asal Bölenler Kümesiyle Çalışmak
	11.7 Çalışma Problemleri

	12. Kongrüans Kavramı
	12.1 Tanım
	12.2 Temel Özellikler
	12.3 Aynı Kalanı Verme Ölçütü
	12.4 Büyük Kuvvetlerle Hesap
	12.5 Sadeleştirme Kuralı
	12.6 Modülle EBOB Değişmez
	12.7 Polinomlarla Kongrüans
	12.8 Çalışma Problemleri

	13. Tam Kalan Sistemleri
	13.1 Her Sayı Tam Bir Kalana Kongrüdür
	13.2 Tam Kalan Sistemi
	13.3 Sistemi Bozmayan Dönüşümler
	13.4 Çalışma Problemleri

	14. Taban Gösterimi ve Bölünebilme Kuralları
	14.1 Bir Tabana Göre Yazılış
	14.2 Bölünebilme Kurallarının Kaynağı
	14.3 Çözümlü Örnekler
	14.4 Çalışma Problemleri

	15. Lineer Kongrüans Denklemleri
	15.1 Tanım
	15.2 Diofant Denklemleriyle Köprü
	15.3 Çözülebilirlik ve Çözüm Sayısı
	15.4 Çözüm Teknikleri
	15.5 Çarpımsal Ters
	15.6 Diofant Denklemlerini Kongrüansla Çözmek
	15.7 Çalışma Problemleri

	16. Çin Kalan Teoremi
	16.1 Teorem
	16.2 Çözümlü Örnekler
	16.3 Modüller Aralarında Asal Değilse
	16.4 Çalışma Problemleri

	17. Kalan Sınıfları ve Birimler Grubu
	17.1 Kongrüans Bir Denklik Bağıntısıdır
	17.2 Sınıflarda Çarpma
	17.3 Birim Sınıflar
	17.4 Birimler Bir Grup Oluşturur
	17.5 Çalışma Problemleri

	18. Fermat Teoremi ve Sözde-Asal Sayılar
	18.1 Fermat Teoremi
	18.2 Kuvvet Hesaplarına Uygulama
	18.3 Asallık Testi Olarak Fermat
	18.4 Testin Tersi Neden Çalışmaz?
	18.5 Sözde-Asallar Sonsuzdur
	18.6 Çalışma Problemleri

	19. Wilson Teoremi
	19.1 Hazırlık: Kendi Tersi Olan Sınıflar
	19.2 Wilson Teoremi
	19.3 Teoremin Tersi
	19.4 Bileşik Sayılarda ( n − 1 ) !
	19.5 Faktöriyel İçeren Kongrüanslar
	19.6 Çalışma Problemleri

	20. Euler'in Phi Fonksiyonu
	20.1 Tanım ve İlk Değerler
	20.2 Asal ve Asal Kuvvetlerde
	20.3 Çarpımsallık
	20.4 Genel Formül
	20.5 Temel Özellikler
	20.6 ϕ ( n ) = c Denklemleri
	20.7 Çalışma Problemleri

	21. Euler Teoremi
	21.1 İndirgenmiş Kalan Sistemleri
	21.2 Euler Teoremi
	21.3 Kuvvet Hesaplarına Uygulama
	21.4 Mertebe Kavramına Bir Bakış
	21.5 Euler Teoremiyle Ters Bulma
	21.6 Çalışma Problemleri

	22. Kongrüansların Çözümleri
	22.1 Çözüm Kavramı
	22.2 Hangi Çözümler "Aynı" Sayılır?
	22.3 Çözüm Sayısı
	22.4 Bir Kongrüansın Derecesi

	23. Yüksek Dereceden Kongrüanslar
	23.1 İndirgeme Teoremi
	23.2 Çözüm Algoritması
	23.3 Çözümlü Uygulamalar
	23.4 Problemler

	24. Asal Kuvvet Modüllerde Kök Yükseltme
	24.1 Analizden Hatırlatmalar
	24.2 Modülo p'den Modülo p2'ye
	24.3 Genel Yükseltme Adımı
	24.4 Çözüm Algoritması
	24.5 Çözümlü Uygulamalar
	24.6 Problemler

	25. Asal Modüllü Kongrüanslar
	25.1 Dereceyi p'nin Altına İndirme
	25.2 Çarpan Teoremi
	25.3 Lagrange Teoremi

	26. Mertebe, Primitif Kökler ve İndeks
	26.1 n. Kuvvet Rezidü Kavramı
	26.2 Mertebe (Eksponent) Nedir?
	26.3 Mertebe ve Euler Phi İlişkisi
	26.4 Üslerin Denkliği ve Periyodiklik
	26.5 Bir Kuvvetin Mertebesini Hesaplama
	26.6 Primitif (İlkel) Kök Kavramı
	26.7 İndeks Kavramı (Ayrık Logaritma)
	26.8 n. Kuvvetten Kongrüansların Çözülebilirliği
	26.9 Adım Adım Çözüm Algoritması

	27. Kuadratik (İkinci Dereceden) Rezidüler
	27.1 Genel İkinci Dereceden Denklemlerin İndirgenmesi
	27.2 Kuadratik Rezidü (Kalan) Kavramı

	28. Legendre Sembolü ve Euler Kriteri
	28.1 Legendre Sembolünün Tanımı
	28.2 Euler Kriteri ve Sembolün Özellikleri
	28.3 İnteraktif Legendre Hesaplayıcısı

	29. Gauss Lemması ve 2'nin Karesel Karakteri
	29.1 Gauss Lemması
	29.2 Legendre Sembolü İçin Genel Formül ve 2'nin Karesel Karakteri
	29.3 Çözümlü Uygulamalar

	30. Kuadratik Resiprosite (Karesel Karşılıklılık) Teoremi
	30.1 Teorem ve Kafes (Lattice) İspatı
	30.2 Çözümlü Uygulamalar

	31. Jacobi Sembolü
	31.1 Jacobi Sembolünün Tanımı
	31.2 Jacobi Sembolünün Temel Özellikleri
	31.3 Jacobi Sembolü İçin Özel Değerler
	31.4 Jacobi Sembolü İçin Karşılıklılık Teoremi
	31.5 Çözümlü Örnek
	31.6 Çalışma Problemleri

	32. Doğrusal (Lineer) Diofant Denklemleri
	32.1 Tanım ve Çözülebilirlik Şartı
	32.2 Genel Çözüm Teoremi
	32.3 Genişletilmiş Öklid Algoritmasıyla Çözümlü Örnekler
	32.4 Çalışma Problemleri


