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Giris

Sayilar teorisi, tam sayilarin yapisini ve aralarindaki gizli iliskileri inceleyen; matematigin en eski, en zarif
ve —modern kriptografi sayesinde— en beklenmedik bigimde uygulamali dallarindan biridir.

Bu notlar iki ana béliimden olusur. Sayilar Teorisi 1, boliinebilme kurallarindan asal sayilarin dogasina
ve klasik modiiler aritmetige kadar tam sayilarin temel yapi taglarini kurar. Sayilar Teorisi 2 ise modern
kriptografinin altyapisini olusturan ileri kongriianslar, kuadratik kalanlar ve primitif kokler gibi daha
derin analitik araclar ele alir.
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1.1

1.2

1.3

1. Kongriianslarin Coziimleri

Sayilar Teorisi I dersinde birinci dereceden (lineer) kongriianslar1 incelemistik. Bu derse, yiksek dere-
ceden kongriianslarla baglamadan once “¢céziim”, “¢6ziim sayis1” ve “derece” kavramlarini kesin bicimde
tanimlamamiz gerekiyor.

Coziim Kavram
Tanim 1.1 (Kongriiansin Coziimit). n € N;n > 1 ve
f) = a,a" +a, 12"+ + a3+ ag

olsun (a,, # 0;a,,,a,,_1,...,a1, 0y € Z). m > 2 bir tam say1 olsun.
Eger bir u tam sayist i¢in f(u) = 0 (mod m) oluyorsa, v tam sayisina f(z) = 0 (mod m) kongriiansimin
bir ¢6ziimii denir.

Ornek 1.1. 2 sayisi, 22 4+2x=0 (mod 8) kongriiansinin bir ¢oziimiidiir; ¢iinki

22 +2.2=8=0(mod 8)

Hangi Coziimler “Ayni1” Sayilir?

u tam sayist f(z) =0 (mod m) kongriiansinin bir ¢6ziimii olsun. v bir tam say1 olmak {lizere v =
u (mod m) ise, bu durumda

f() = f(u) =0 (mod m)

elde edilir; yani v de ayn1 kongriiansin bir ¢6ztiimiidiir.

O hélde bir kongriiansin tek bir u ¢éziimii varsa, z = u (mod m) kosulunu saglayan sonsuz sayida tam
say1 da bu kongriiansin ¢6ziimiidiir. Bu yiizden ¢6ziimleri tek tek saymak anlamsizdir; ¢6ziimleri denklik
siniflar1 diizeyinde ele almak gerekir.

1 Anlasma

u ve v tam sayilari, f(x) = 0 (mod m) kongriiansinin iki ¢éziimii olsun.

« Eger u # v (mod m) ise, u ve v’yi iki ayr1 ¢6ziim olarak sayariz.
« Eger u = v (mod m) ise, u ve v’yi ayni1 ¢oziim olarak sayariz.

Ornek 1.2. 3 ve 8 sayilari, 2 — x + 4 = 0 (mod 10) kongriiansinin ¢dziimleridir:
32-3+4=10=0, 82 —8+4 =60 = 0 (mod 10)

3 # 8 (mod 10) oldugundan bunlar kongriiansin iki ayr1 ¢éziimidiir.

Coziim Sayisi

Tanum 1.2 (Coziim Sayisi). rq,...,7,, sayilar1 modilo m’ye goére bir tam kalanlar sistemi olsun.
f(z) = 0 (mod m) kongrilansinin ¢6ziim sayisi,

f(r;) =0 (mod m)
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1.4

8 Bolim 1. Kongriianslarin Céziimleri

kosulunu saglayan r; (i € {1, ..., m}) tam sayilarinin adedidir.

1 Iki temel gézlem

« Bir f(z) = 0 (mod m) kongriiansinin ¢dziim sayisi, secilen tam kalanlar sisteminden bagimsizdar.
+ Bir f(z) = 0 (mod m) kongriiansinin ¢6ziim sayis1 m’yi gecemez; ¢iinkii modiilo m’de yalnizca
m tane denklik sinifi vardir.

Ornek 1.3. 22 — 1 = 0 (mod 8) kongriiansmin ¢éziim sayisini bulunuz.

Cozim.
0,1,2,...,7 tam sayilar1 modiilo 8’e gére bir tam kalanlar sistemidir. f(x) = 22 — 1 diyelim ve her
birini tek tek deneyelim:

z 01 2 3 45 6 7
f(z)mod8 7 0 3 0 7 0 3 0

f(1) = f(3) = f(5) = f(7) = 0 (mod 8) ve digerleri sifirdan farkli oldugundan, kongriiansin ¢6ziim
sayis1 4’tiir.
Tum ¢oziumler:

z=1, z=3, =5 =7 (mod8)

Bir Kongruansin Derecesi

Bir kongriiansin derecesi, polinomun derecesiyle karistirilmamalidir: bas katsay1 modiile bélintiyorsa o
terim kongriiansta hicbir rol oynamaz.

Tamim 1.3 (Kongriiansin Derecesi). f(z) = a,,z™ + - + a;z + ay olsun (a,, # 0; katsayilar tam
say1).

+ Eger a,, # 0 (mod m) ise, f(z) = 0 (mod m) kongriiansinin derecesi n olarak tanimlanir.

- Eger a,, = 0 (mod m) ise, kongriiansin derecesi; a; # 0 (mod m) kosulunu saglayan en bityiik j tam
sayisidir (5 € {0,...,n — 1}).

« Eger a; # 0 (mod m) kosulunu saglayan higbir j yoksa — yani biitiin katsayilar m ile béliiniiyorsa —
kongriiansin derecesi tanimsizdar.

Derece, polinomun derecesiyle ayni olmayabilir

f(z) = 623 + 522 + 1 polinomunun derecesi 3’tiir.
Ancak modiilo 6’da 6 = 0 oldugundan bas terim diiger; bir sonraki katsay1 5 # 0 (mod 6)’dir. Dola-
yisiyla

f(z) =0 (mod 6)

kongriiansinin derecesi 2’dir.
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2.1

2. Yiiksek Dereceden Kongriianslar

n > 1 bir tam say1 ve
f@)=ca"+c, 12" 1+ 4T+
olsun (c,, # 0; ¢,,, ..., ¢y € Z). Amacimiz, m > 2 bir dogal say1 olmak lizere
f(z) =0 (mod m)

kongriiansini ¢6zmektir.
Dogrudan modiilo m’de ¢aligmak, m bitytidiikce elverissizlesir. Bunun yerine problemi, m’nin asal kuvvet
carpanlarina gore daha kiiciik parcalara ayiririz.

Indirgeme Teoremi

Teorem 2.1 (Asal Kuvvetlere Indirgeme). m sayisinin asal ¢arpanlara ayrilisim = pi* pSZ'ank olsun.
Bu durumda f(x) = 0 (mod m) kongriiansini ¢ozme problemi,

f(z) =0 (mod p3*)
f(z) =0 (mod p5?)

f(z) = 0 (mod p;*)}
kongriians sistemini ¢ozme problemine denktir.

Ispat.

(=) Kongriians ¢oziilebilirse sistem de ¢éziilebilirdir.

f(z) = 0 (mod m) ¢éziilebilir olsun; yani f(u) = 0 (mod m) olacak sekilde bir u tam sayisi vardwr. Her
i icin pf m oldugundan

f(u) =0 (mod p*), i=1,..,k

bulunur. Yani (*) sistemindeki her kongriians da ¢oziilebilirdir.
(<) Sistem ¢oziilebilirse kongriians da ¢oziilebilirdir.
(x) sistemindeki kongriianslarin hepsi ¢iziilebilir olsun. Bu durumda

f(a;) =0 (mod pi'), f(ay) =0 (modpy?), .., f(ag) =0 (modpzk)

olacak sekilde a4, ..., a;, tam sayilari vardir.
Farkli asal kuvvetler aralarinda asal oldugundan

m )
—ei,pfl = 1, 1= 1,...,]€
p;

gx =1 (mod p;*)
D;

olur. Dolayisiyla her i igin

lineer kongriiansi ¢oziilebilirdir; yani

m e
C b, =1 (mod p,*)

(2
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2.2

10 Boliim 2. Yiiksek Dereceden Kongriianslar

olacak sekilde b, ..., by, tam sayilari vardir. Simdi

m m m
U= —bjay + —Zbyag + -+ b€ Z
1 P2 Px

diyelim. Toplamdaki j # i terimlerinin her biri p;' ile boliindiigiinden, modiilo p;* 'de yalnizca i. terim
kalr:

m
e, b;a;

p;

=1-q; = a; (mod p;*)

S
If

O halde u = a; (mod p{'),...,u = a,, (mod p;*) olur. Buradan

f f(ay)
f f(ay)

0 (mod p*)
0 (mod p5?)

~—

u

(
(

u)

f(u) = f(ag) = 0 (mod p;*)

elde edilir. Bir say, her biri digerleriyle aralarinda asal olan sayilarin hepsine boliintiyorsa en kiiciik ortak
katlarina da boliniir:

f(u) =0 (mod [pfl,...,pzk])
(pfi,pjj) =1 (i # j) oldugundan
[Py opif] = pipt =m

olur. Sonug olarak f(u) = 0 (mod m), yani asu kongriians da ¢éziilebilirdir.
|

Bu teoremin iki dogrudan sonucu vardir ve pratikte siirekli kullanilir.

| Coziimsiizliik olciitii

f(z) = 0 (mod p;*) kongriianslarindan herhangi birinin ¢6ziimii yoksa, f(x) = 0 (mod m) kong-
riansinin da ¢6zimi yoktur.
Bu, ¢6ztimsiizligi gostermenin en hizli yoludur: tek bir kiigiik asal kuvvet yeter.

Teorem 2.2 (Coziim Sayisinin Carpimsalligi). f(x) =0 (mod p;*) kongriiansinin ¢oziim sayist N
olsun (i = 1,..., k). Bu durumda f(x) = 0 (mod m) kongriiansinin ¢oéziim sayist

N = N; - N,--N,

dir.

Coziim Algoritmasi

1. m sayisini asal carpanlarina ayirin: m = py*---p;*

2. Her p;* i¢in f(z) = 0 (mod p;*) kongriiansmnin ¢oziimlerini bulun. Modiiller kiiciik oldugundan bu
adim genellikle deneme yoluyla yapilabilir.

3. Herhangi biri ¢6ztimsiizse durun: asil kongriians da ¢oziimsiizdiir.

4. Her 7 igin I%bi =1 (mod p;*) denkliginden b, degerlerini hesaplayn.

5. Cozumleri gu formiille birlestirin:

m
€.

k3
i—1 Pi

I
M=

b; a; (mod m)
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2.2 Coziim Algoritmasi 11

Burada a,, 4. alt kongrilansin ¢oziimlerinden biridir. Tim (aq,...,a;) kombinasyonlar1 alinarak
N, Ny---N,, ¢6ziimiin hepsi elde edilir.

2.3 Coziimlii Uygulamalar
Ornek 2.1. 22 + x4+ 7 = 0 (mod 189) kongriiansini ¢dziiniiz.

Cozim.

189 = 33 . 7 = 27 - 7 oldugundan 22 + z + 7 = 0 (mod 27) ve 22 + = + 7 = 0 (mod 7) kongriiansla-
rinin ¢oziimlerini bulalim.

Alt kongriianslar.

Modiilo 27°de ¢oziimler:

x=4, z=13, z=-5(mod27)

(Saglama: 4> +4+7=27,132+13+7=189=7-27,(-5)2 =5+ 7 = 27.)
Modiilo 7’de ¢6ziimler:

=0, z=-1(mod7)

(Saglama:04+0+7=7,1-147=17.)

Buna gore ¢oziim sayis1 N = 3 - 2 = 6 olacaktir.

Birlestirme katsayilari.

29 =7ve7b; =1 (mod 27): 7-4 = 28 = 1 oldugundan b; = 4 (mod 27).
@ = 27 ve 27b, = 1 (mod 7): 27 = —1 oldugundan b, = —1 (mod 7).

O halde ¢oziimler

x=T7-4-a7+27-(—1)ay = 28a; — 27a, (mod 189)

bi¢imindedir; burada a; € {4,13,—5} ve a, € {0,—1} dir.

a; ay 28a; —27a, mod 189

4 0 112 112
4 -1 139 139
13 0 364 175
13 -1 391 13
-5 0 —140 49
-5 -1 —113 76

Sonuc. 72 + z + 7 = 0 (mod 189) kongriiansmin tiim ¢éziimleri:
= 13,49,76,112,139,175 (mod 189)

(Saglama 6rnegi: 132 + 13 + 7 =189 = 0;49% +49 +7 = 2457 = 189 - 13 = 0.)
|

Ornek 2.2. f(x) = 2% + 1922 — z + 23 = 0 (mod 42) kongriiansin1 ¢oziiniiz.
Cozim.
42 = 2.3 - 7 oldugundan {i¢ alt kongriiansi ayr1 ayr1 ¢6zelim. Katsayilar1 her modiilde indirgemek isi

kolaylasgtirir.
Modiilo 2. 19 = 1, 23 = 1 oldugundan

fiz)=2>+22+2+1=0(mod 2)

Cozim: z = 1 (mod 2). (Tek ¢oziim, N; = 1.)
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12 Boliim 2. Yiiksek Dereceden Kongriianslar

Modiilo 3. 19 = 1, 23 = 2 oldugundan
f(z)=23+ 22—z +2=0(mod 3)

Coziimler: z = 1 ve z = —1 (mod 3). (N, = 2.)
Modiilo 7. 19 = 5, 23 = 2 oldugundan

flz)=23+522 —2+2=0 (mod 7)

Cozimler: z =1,z =2vexz = —1 (mod 7). (N3 = 3.)

O halde ¢ozim sayist N =1-2 -3 = 6’dir.

Birlestirme katsayilari.

42 — 21 ve 21b; = 1 (mod 2): 21 = 1 oldugundan b; = 1 (mod 2).

% =14ve 1l4b, =1 (mod 3): 14 =2,2-2 = 4 = 1 oldugundan b, = —1 (mod 3).
é =6 ve 6b; =1 (mod 7): 6 = —1 oldugundan by = —1 (mod 7).

Cozimler:

z = 2la; — 14a, — 6a5 (mod 42)
burada a; = 1;a, € {1,—1}; a5 € {1,2,—1}.

a; ay a3 2la; —14a, —6ay

1 1 1 1
1 1 2 —5 =37
1 1 -1 13
1 -1 1 29
1 -1 2 23
1 -1 -1 41

Sonug. Kongriiansin tiim ¢6ztimleri:
x = 1,13,23,29,37,41 (mod 42)
(Saglama ornegi: x =1 igin 14+19—1+423 =42=0; x = 23 icin 12167 + 10051 — 23 + 23 =

22218 =42-529=0.)
|

Problemler

Aligtirma 2.1 (Kongriianslar1 Cozme). Asagidaki kongriianslari ¢oziiniz.

a)23 +2x—3=0(mod9) b)z3+2x—3=0(mod>5)

¢)z3+22—3=0(mod45) d)z3+ 4z +8=0 (mod 15)

Ipucu: (c) sikkinda 45 = 9 - 5 oldugundan (a) ve (b) siklarinin sonuglarini birlestirmeniz yeterlidir.
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3.1

3. Asal Kuvvet Modiillerde Kok Yiikseltme

Bir 6nceki béliimde f(z) = 0 (mod m) kongriiansini ¢ézme problemini, p asal ve s > 1 olmak iizere
f(z) =0 (mod p*)

bi¢imindeki kongriianslara indirgemistik. Simdi bu kongriiansin nasil ¢oziilecegini gérecegiz.
Yoéntemin ¢ikis noktasi basit bir gozlemdir: v tam sayis1 f(z) = 0 (mod p®) kongriiansimin bir ¢oziimi
ise, p | p® oldugundan f(u) = 0 (mod p) de saglanir. Yani

| Temel gézlem

f(z) = 0 (mod p*) kongrilansinin her ¢oziimii, ayni zamanda f(z) = 0 (mod p) kongriiansinin da
bir ¢6ziimudur.

Demek ki modiilo p® ¢oziimlerini, modiilo p ¢6ziimlerinin arasinda aramamiz yeterlidir. Bu yiizden f(z) =
0 (mod p) kongriiansindan yola ¢ikip

f(z)=0(modp?),  f(z)=0(modp?),
kongriianslarini modiil p° olana dek basamak basamak c¢6zeriz. Her basamakta bir 6nceki basamagin

¢oztimlerini “yiikseltmeye” ¢aligiriz. Bu teknige kok yiikseltme (kok tagima) denir.

Analizden Hatirlatmalar
Yiikseltme adiminin kalbinde, polinomlarin sonlu Taylor acilimi yatar. Bu agilimin burada kullanilabilmesi
icin katsayilarin tam say1 olmasi gerekir; asagidaki ii¢ hatirlatma tam olarak bunu giivenceye alir.
Teorem 3.1 (Binom Teoremi). n bir pozitif tam say: olsun. Bu durumda her a ve b igin

n

(v = (g )am + ([ )am 2o+ (5 )am 262 e (7)o

olur. Burada 0 < k < n olmak iizere binom katsayilar

(n) nn—1)(n—k+1) n! _( nk)

k)~ 12k T K (n—k! \n-—

biciminde tanimlanir ve tam sayidur.
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14 Boliim 3. Asal Kuvvet Modiillerde Kok Yikseltme

1 Kuvvet fonksiyonunun tiirevleri

p bir pozitif tam say1 ve f(z) = aP olsun. O héalde
f'@)=pa~t,  f'(z) =plp—1)a"?,

ve genel olarak 0 < n < p i¢in

olur. Her iki tarafl n!’e bolersek

() (p)x,,,n,

nl

elde edilir (esitlik n = 0 icin de dogrudur). Ozel olarak f®)(z) = p! ve n > picin f(™(z) = 0’dir.

Buradan, tam katsayili bir polinomun tiirevleri hakkinda kilit sonucu okuyabiliriz.

Lemma 3.1 (Béliinmiis Tiirevler Tam Katsayilidir). g(x) = a,2? +a, 27" 4 - + a,2 + ay tam
katsayul bir polinom olsun (a,, #+ 0). Bu durumda her 0 < n < p tam sayusi igin

") (2 -1 n
9" ):ap<z>xp’"+ap_1<pn ):cp’1*"+~-~+an(n)

n!

olur; yani %, (p — n). dereceden tam katsayili bir polinomdur. Ayrican > p i¢in g™ (z) = 0’dur.

© Neden 6nemli?

9" ()

2! tam katsayili oldugu i¢in, her a tam sayisinda aldig1 deger de tam sayidir:
g™ (a)

n!

€EZ

Taylor aciliminin terimlerini modiilo p* incelerken tam da bu kullanilacak.

Teorem 3.2 (Taylor Teoremi (Polinomlar i¢in)). p bir pozitif tam say1 ve g(z) = a,z? + - + a;z +
aq tam katsayil bir polinom olsun. x, ve h herhangi iki say! olmak iizere

gl(xo)h g”(m())h2+_._+g(p)(x0)hp
1! 2! p!

9(zo + h) = g(xo) +

esitligi gecerlidir. Polinomlarda a¢ilim sonludur: kalan terim yoktur.

ispat.
g(xo + h) ifadesindeki (xy + h) kuvvetlerini Binom Teoremi’ne gore acalim:
9(xo + h) =a,zp + (f)apxg_lh + (g)apx€_2h2 + o ayh?
- —1
+a, x4 Ty (p .
+
+a,zy +ah
+ag

)apflzrg*zh + -4 a, AP

Simdi bu ifadeyi h’nin kuvvetlerine gore yeniden diizenleyelim. h* ile carpilan terimlerin toplami
D —k p—1 1k k+1 k
Uk)“f”g +< k )“Pflxﬁ 1 +'"+< k )“’“*”ﬁ (k)“’“ n
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3.3

3.1 Analizden Hatirlatmalar 15

(k)
olur. Késeli parantezin ici, Lemma 3.1 geregi tam olarak < k(!x‘ﬁ ifadesidir. O halde

P gk
g¥(z
g(xg+h) = E k(' 0)h’“
k=0 :

bulunur. Son olarak n > p icin g™ (z) = 0 oldugundan, toplama istenildigi kadar sifir terim eklenebilir;
agilimin degeri degismez.
|

Modiilo p’den Modiilo p?’ye

Once en kiiciik adim1 ayrintisiyla inceleyelim: elimizde f(z) = 0 (mod p) kongriiansinin ¢éziimleri var;
bunlar1 modiilo p?’ye tasimak istiyoruz.

f(z) = 0 (mod p) kongriiansi i¢in iki durum sdz konusudur.

1. durum. Kongriians ¢éziimsiizdiir. Bu durumda f(z) = 0 (mod p®) kongriiansi da ¢oziimsiizdiir (temel
gozlem).

2. durum. Kongriians ¢oziilebilirdir; ¢oztimleri

r=a,, T=ay, .. T=a,(modp)

olsun. f(x) = 0 (mod p?) kongriiansinin ¢dziimlerini bu ¢ tane sinifin icinde arayacagiz.
Bir j € {1, ..., t} sabitleyip z = a; (mod p) kosulunu saglayan ¢oziimleri arayalim. Bu kosul

T = a; (mod p) & = = a; + py, yEeZ
demektir. O halde
f(x) = 0 (mod p*) & f(a; + py) = 0 (mod p?)

olur. $imdi f(a; + py) ifadesini Teorem 3.2 ile agalim:

oy "la. ") (g.
fla; +py) = f(a;) + / E!J)(py) + / ;!J) (py)? + -+ ! n(, ) (py)"
ez <z

Uciincii terimden itibaren her terim p? ile béliiniir ve katsayilari tam sayidir; dolayistyla modiilo p®’de
duiserler:

f(a; 4+ py) = 0 (mod p*) & f(a;) + f'(a;) py = 0 (mod p?)

a; modiilo p’de bir ¢6ziim oldugundan p | f(a;), yani @ € Z’dir. Her iki tarafi ve modiilii p’ye bélebi-

liriz:
m
azx = ay (modm) < z = y| mod ——
(a,m)

kural1 geregi

flay)

» + f'(a;) y = 0 (mod p)

elde edilir. Bu, y bilinmeyenine gore birinci dereceden bir kongriianstir; onu ¢ozmeyi zaten biliyoruz.

Genel Yukseltme Adimi

Yukaridaki hesabin p — p? gecisine 6zel higbir yan1 yoktur. o > 1 olmak iizere p® — p®*! gecisi de ayni
bigimde yiiriir: z = b + yp® yazildiginda Taylor aciliminin iiciincii terimi p® ile béliiniir ve o > 1 icin

20> a+1
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16 Boliim 3. Asal Kuvvet Modiillerde Kok Yikseltme

oldugundan bu terim modiilo p®*1’de yok olur. Bu gozlemi bir teorem olarak toplayalim.

Teorem 3.3 (Yiitkseltme Lemmasi). f(z) tam katsayil bir polinom, p bir asal sayi ve o > 1 bir tam
sayi olsun. b tam sayisi

f(b) =0 (mod p*)

a+1)

kongriiansimin bir ¢éziimii olsun. Bu durumda f(z) = 0 (mod p kongriiansinin x = b (mod p*) kosu-

lunu saglayan ¢oziimleri, tam olarak
r =b+yp® (mod p**t?)

bicimindeki sayilardir; burada y,

b
I+ )y =0 (modp) (¥
lineer kongriiansinin ¢oziimleridir.
Ispat.
x = b (mod p*) kosulux = b+ yp® (y € Z) demektir. Teorem 3.2 ile
, " (b (n)(p
£+ %) = 1)+ £ 0w+ LD gz g T ey

(k) N
yazilir. Lemma 3.1 geregi tiim f k!(b) katsayilari tam sayidir. Ugiincii terimden itibaren her terim p*® ile

béliiniir ve 2ac > o + 1 oldugundan bu terimler modiilo p®*! “de sifirdir. Boylece
F(b+yp®) =0 (mod p**t) < f(b) + f'(b) y p* = 0 (mod p***)

olur. f(b) = 0 (mod p®) oldugundan % € Z’dir ve

o)

aman(modm)@xzy(mod

o+1

kuralia = p®, m = p**! ile uygulanirsa (%) elde edilir.

(x) kongriians1 y’ye gore lineer oldugundan, ¢éziim sayisi f/(b) ile p'nin ortak bdlenine baghdir. Uc
secenek vardir.

Teorem 3.4 (Yiikseltmenin U¢ Hali). Teorem 3.3'nin varsayimlar altinda:
i)( f/(b),p) =1 yanip{ f'(b) ise: (x) kongriiansimin bir tek y = y, (mod p) ¢éziimii vardir. Dolayisiyla
f(x) =0 (mod p®*') kongriiansinin, z = b (mod p*) kosulunu saglayan bir tek ¢oziimii vardur:

z = b+ p®y, (mod p>*1)

ii)p | f'(b) ve % # 0 (mod p) ise: (x) kongriiansini saglayan highir y tam sayist yoktur. Dolayisiyla x =
b (mod p®) kosulunu saglayan higbir ¢éziim yoktur; kék bu basamakta 6liir.

iii) p | f/(b) ve % = 0 (mod p) ise: (%) kongriianst 0 = 0 haline gelir ve y =0,1,...,p — 1 (mod p)

o

degerlerinin hepsi ¢oziimdiir. Dolayisiyla tam p tane ¢oziim dogar:

x=b, b+p® b+2p% .. b+ (p—1)p® (modp>t)

(i) hali, klasik olarak Hensel lemmasi adiyla anilir: tiirevin modiilo p’de sifirdan farkli oldugu (yani
basit, tekrarli olmayan) bir kok, her basamakta tek tiirlii ve kesintisiz bicimde ytikselir.

Acik Matematik - acik-matematik.com 16 CC BY-NC-SA 4.0


https://acik-matematik.com
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.tr

34

3.5

3.3 Genel Yiikseltme Adimi 17

1 Hensel lemmasi

f(a) =0 (mod p) ve p } f'(a) olsun. Bu durumda her s > 1 i¢in f(z) = 0 (mod p*) kongriiansmnin
z = a (mod p) kosulunu saglayan bir tek ¢6ziimii vardur.

Nedeni basittir: yiikseltilen kok her adimda b = a (mod p) kaldigindan f’(b) = f’(a) % 0 (mod p)
olur; yani (i) hali sonsuza kadar korunur.

Coziim Algoritmasi

f(z) = 0 (mod p*®) kongriiansimi ¢6zmek igin:

1.

2.

f(z) = 0 (mod p) kongriiansini, modiilo p’ye gore bir tam kalanlar sistemini deneyerek ¢éziin. Céziim
yoksa durun: asil kongriians da ¢éziimstizdiir.
f/(x) tirevini hesaplayin.

3. @ =1 ile baslaym. Elinizdeki her b ¢6zimi igin % + f/(b)y = 0 (mod p) kongriiansimi ¢dziin;

Teorem 3.4’a gore bu b’den 0, 1 veya p tane yeni ¢ozlim dogar.
a’y1 bir artirip 3. adimu tekrarlayin; o = s — 1 basamagi bitince modiilo p® ¢6ziimlerinin tamami elde
edilmis olur.

Coziimli Uygulamalar

Ornek 3.1. z3 — 322 + 27 = 0 (mod 53) kongriiansinin ¢oziimlerini arastiriniz.

Coziim.

f(z) = 23 — 322 + 27 ve f'(x) = 322 — 62 olsun.

1. basamak: modiilo 5. 0, +1, £2 sayilar1 modiilo 5’e gore bir tam kalanlar sistemidir.
T o 1 -1 2 =2
f(z) 27 25 23 23 7
f(z)mod5 2 0 3 3 2

Yalnizea f(1) = 0 (mod 5) oldugundan kongriiansin bir tek ¢éziimi vardir: z = 1 (mod 5).
2. basamak: modiilo 52. o = 1 ve b = 1 icin

)
5

+ f(1)y =0 (mod 5)
kongriiansini ¢ozelim. f(1) =1 —3 427 = 25 ve f'(1) = 3 — 6 = —3 oldugundan
5—3y =0 (mod5) < —3y =0 (mod 5)
olur. (—3,5) = 1 oldugundan bir tek ¢6ziim vardir: y = 0 (mod 5). O halde
r=1+5-0=1(mod 5?)

3. basamak: modiilo 53. Simdi o = 2 ve b = 1 i¢cin

A
kongriiansini ¢6zelim. % = 1 oldugundan

1-3y=0(mod5) <2y =1(mod5) < 2y=6(mod5) < y=3-2=2(mod5)
(Ara adim: (2,5) = 1 oldugundan sadelestirme yapilabilir.) Buradan

r=1+5%2-2=51(mod 5%)
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18 Boliim 3. Asal Kuvvet Modiillerde Kok Yikseltme

Sonug. Kongriiansin bir tek ¢éziimii vardir: z = 51 (mod 125).
Saglama. x = 51 degeri icin kongriiansin sol tarafi 125’in katidur:

513 — 3512 4 27 = 132651 — 7803 + 27 = 124875 = 125 - 999

Dikkat edilirse p = 5 } f'(1) = —3 oldugundan bu, Hensel lemmasinin tipik bir uygulamasidir: kék
her basamakta tek tiirlii ytikselmigtir.
|

Ornek 3.2. 23 + z + 1 = 0 (mod 3?) kongriiansini ¢oziiniiz.

Coziim.
f(x) =23+ x4+ 1ve f/(z) = 3% + 1 olsun.
1. basamak: modiilo 3. 0, +1 sayilar1 modiilo 3’e gére bir tam kalanlar sistemidir. f(0) =1 %0,
f(=1) =—=1#0ve f(1) = 3 =0 (mod 3) oldugundan bir tek ¢6ziim vardir: z = 1 (mod 3).
2. basamak: modiilo 32. f(1) = 3 ve f'(1) = 4 oldugundan
FO L ey, = _
T+f (1)y=0(mod 3) < 1+ 4y =0 (mod 3)
olur. (4,3) = 1 oldugundan bir tek ¢6ziim vardir: 4y = —1, yani y = —1 (mod 3).
Sonuc. 73 + z + 1 = 0 (mod 32) kongriiansmnin bir tek ¢6ziimii vardir:

z=1+3-(—-1)=—-2=7(mod9)

(Saglama: 73 +7+1=351=9-39.)
|

Ornek 3.3. 23 + x — 19 = 0 (mod 7?) kongriiansini ¢éziiniiz.
Coziim.

f(z) =23 +z —19ve f'(z) = 32% + 1 olsun.
1. basamak: modiilo 7. 0, +1, 42, 43 sayilar1 modiilo 7’ye gore bir tam kalanlar sistemidir.

T 0 1 —1 2 -2 3 =3

f(z) -19 -1 -21 -9 -—-29 11 —49
f(z)mod7 2 4 0 5 6 4 0
O hélde f(z) = 0 (mod 7) kongriiansinn iki ¢éziimii vardir: z = —1 ve x = —3 (mod 7). Her ikisini

ayr1 ayr yikseltelim.
i) a; = —1ligin. f(—1) = —21 ve f’(—1) = 4 oldugundan

—1
g—l—f’(—l)yz 0 (mod 7)< —3+4y =0 (mod 7)
olur. (4,7) = 1 oldugundan bir tek ¢6ziim vardir:

dy=3=24(mod 7)< y=6=—1(mod7)
Buradan x = —1 + 7 - (—1) = —8 = 41 (mod 7?) bulunur. (By, (i) hali: kék tek tiirli yiikseldi.)
ii) ay = —3i¢in. f(—3) = —27 — 3 — 19 = —49 ve f'(—3) = 28 oldugundan

f(;3) + f/(—=3)y =0 (mod 7) < —7 + 28y = 0 (mod 7)

olur. Burada 7 | 28 = f'(—3) ve f(;?’) = —7 =0 (mod 7)’dir; yani Teorem 3.4'un (iii) hélindeyiz.
Kongriians her y icin saglanir ve tam 7 tane ¢éziim dogar: y = 0,1, ...,6 (mod 7). Bunlara kargilik

gelen z = —3 + Ty (mod 7?%) ¢coziimleri:
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3.5 Cozumli Uygulamalar 19

y 0 1 2 3 4 5 6

rmod49 46 4 11 18 25 32 39

Sonuc. 22 + z — 19 = 0 (mod 7?) kongriiansinin sekiz ¢oziimii vardir:
x =4,11,18,25,32,39,41,46 (mod 49)

(Saglama ornegi: 43 + 4 — 19 = 49; 113 + 11 — 19 = 1323 = 49 - 27; 413 4+ 41 — 19 = 68943 = 49 -
1407.)
|

Co6zim sayist derecenin ustiine ¢ikabilir

Son 6rnekte kongriiansin derecesi 3 olmasina ragmen modiilo 49’da sekiz ¢6ztim ¢ikti. Bu bir celiski
degildir: ¢oziim sayisinin dereceyi agsamamasi yalnizca asal modiiller i¢in gecerlidir. Bu sonucu bir
sonraki boliimde ispatlayacagiz.

Problemler

Alistirma 3.1 (Asal Kuvvet Modiilleri). Asagidaki kongriianslari ¢oziiniiz.

a)z® +2* +1=0(mod3%) b)z®+2x+57=0(mod5>)

)z +22—5=0(mod 7®) d)z®+10z% + 2+ 2 =0 (mod 33)

Ipucu: Her sikta 6nce modiilo p ¢dziimlerini bulun, sonra yiikseltme adimini basamak basamak uygulayin.
Tiirevin modiilo p’de sifir oldugu basamaklara 6zellikle dikkat edin: orada kok ya 6lir ya da p kola ayrilir.
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4.1

4. Asal Modiillii Kongriianslar

Bir polinom kongrilansini ¢bzme problemini 6nce asal kuvvet modiillerine, oradan da kok yiikseltme
yoluyla asal modiillere indirgemistik. Zincirin son halkasi, yani

f(z) =0 (mod p) (p asal)

bicimindeki kongriianslar, aslinda zincirin en diizenli halkasidir: modiil asal olunca Z,, bir cisim gibi
davranir ve polinomlarin bildigimiz cebirsel 6zellikleri hemen hemen oldugu gibi gecerli kalir.

Bu kongriiansin ¢dziimleri, modiilo p’ye gore bir a,, ay, ..., a,, tam kalanlar sistemi denenerek her zaman
bulunabilir. Bu béliimde asil amacimiz bu aramayi1 kisaltmak ve ¢oziim sayis1 hakkinda bir {ist sinir elde
etmektir.

Dereceyi p’'nin Altina Indirme
Modiilo p’de zP ile  ayn1 degeri aldigindan (u? = u), derecesi p veya daha yiiksek olan bir kongriiansi
her zaman daha diisiik dereceli bir kongriiansla degistirebiliriz.

Teorem 4.1 (Derece indirgeme). f(x) tam katsayili bir polinom, p bir asal say: ve f(x) = 0 (mod p)
kongriiansinin derecesi p olsun. Bu durumda asagidakilerden biri gerceklesir:

¢ ya her x tam sayisi f(z) = 0 (mod p) kongriiansinin bir ¢éziimidiir;

* yada g(z) = 0 (mod p) kongriiansinin derecesi p 'den kiigiik, bas katsayist modiilo pye gire 1’e kongriian
ve ¢oziim kiimesi f(x) = 0 (mod p) kongriiansininkiyle ayni olan tam katsayili bir g(x) polinomu vardur.
ispat.

f(z) polinomunu xP — x polinomuna bélelim. P — x polinomunun bas katsayist 1 oldugundan, bolme
islemi tam katsayilar icinde yapilabilir:

f(@) = q(z) (2" — z) + r(z)
Burada q(x) ve r(zx) tam katsayili polinomlardir; ayrica r(z) ya sifir polinomudur ya da
or(z) < 0P —z)=p

saglanir.

Fermat teoremi geregi her u tam sayist igin uP = u (mod p), yani u? —u = 0 (mod p)’dir. O hdlde
yukaridaki esitlikte © = u yazilirsa

f(w) = r(u) (mod p), Yu€eZ

bulunur. Simdi iki durum séz konusudur.

i) r(x) = 0 ise. Yani r(x) ya sifir polinomudur ya da biitiin katsayilari p ile boliiniir. Bu durumda her
u € Z iginr(u) = 0 (mod p), dolayisiyla

f(u) =0 (mod p), Yu € Z

olur; yani her tam say: kongriiansin bir ¢oziimiidiir.

ii)r(x) % 0 ise. Yanir(z) sifir polinomundan farklidir ve en az bir katsayisi p ile béliinmez. Bu durumda
r(x) polinomu

r(z) =1, ™ + 7, 1™ Tt
bicimindedir; burada r,, # 0 (mod p) ve dr(z) = m < p’dir.
(r,p) = 1 oldugundanr,,x = 1 (mod p) kongriians ¢oziilebilirdir ve bir tek ¢oziimii vardir; bu ¢éziim

z = b (mod p) olsun.
Artik ii¢ kongriiansin ¢oziim kiimeleri arasindaki iliskiyi kurabiliriz:
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22 Boliim 4. Asal Modiillii Kongriianslar

e f(z) =0 (mod p) iler(z) = 0 (mod p) kongriianslarinin ¢éziimleri aynidir (¢iinkii her u icin f(u) =
r(u)).

e (b,p) =1 oldugundan r(z) = 0 (mod p) ile br(z) = 0 (mod p) kongriianslarinin ¢éziimleri de ay-
nmidar.

O halde aranan polinom olarak
g(z) = br(z)

alinabilir: derecesi m < p’dir ve bas katsayisibr,, = 1 (mod p) dir.
]

Ornek 4.1. 77+ 23 4+ 2 = 0 (mod 5) kongriiansini, derecesi 5’ten kiiciik ve bas katsayisi 1 olan bir
kongriiansa indirgeyiniz.

Cozim.

f(z) = 27 + 23 + 2 polinomunu %

— z polinomuna bolelim:

T+ +2=22(2® —x)+ 22% +2
= -
()

O halde her u tam sayis1 i¢in f(u) = r(u) (mod 5)’tir ve Or(z) = 3 < 5’tir.
Bas katsayiyr 1 yapmak icin r3z =1 (mod 5), yani 2z =1 (mod 5) kongriiansimi ¢ozelim: b =
3 (mod 5). Buradan

g(z) =3r(z) =623+ 6 =23+ 1 (mod 5)

bulunur. Demek ki 7 + 2% + 2 = 0 (mod 5) ile 22 + 1 = 0 (mod 5) kongriianslarmin ¢éziimleri ay-
nidir.

Saglama. 73 + 1 = 0 (mod 5) kongriiansinin tek ¢oziimii x = 4 (mod 5)’tir (4% + 1 = 65). Gercekten
de 47 + 43 + 2 = 16450 = 5 - 3290°dir ve © = 0, 1, 2, 3 degerlerinin higbiri asil kongriiansi saglamaz.
|

1 Pratikte ne ise yarar?

Teorem, modiilo p’de ¢alisirken derecenin her zaman p’nin altina cekilebilecegini soyler. Bu hem
elle arama alanim kiigiiltir hem de bir sonraki teoremin verecegi “¢oziim sayis1 < derece” sinirini
keskinlestirir.

4.2 Carpan Teoremi

Cebirden bilinen “kok <= carpan” ilkesi, modiil asal oldugunda kongriianslar icin de gecerlidir.

Teorem 4.2 (Carpan Teoremi). f(z) tam katsayili bir polinom, 0f(x) > 1 ve p bir asal say1 olsun. Bir
a tam sayisinin f(x) = 0 (mod p) kongriiansinin ¢éziimii olmast igin gerek ve yeter kosul,

f(z) = (z — a) p(z) (mod p)
olacak sekilde tam katsayili bir p(zx) polinomunun var olmasidir.

ispat.

Gereklik. a tam sayist f(z) = 0 (mod p) kongriiansinin bir ¢éziimii olsun. f(z) polinomunu x — a poli-
nomuna bolelim. x — a polinomunun bas katsayisi 1 oldugundan bélme tam katsayilar icinde yapilabilir
ve kalan bir sabittir:

f(z) = (z—a)p(z) +7 (%)
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4.2 Carpan Teoremi 23

Burada p(x) tam katsayili bir polinom, r ise bir tam sayidir. (%) ’da x = a yazilirsa f(a) = r bulunur. a
bir ¢éziim oldugundan f(a) = 0 (mod p), yani

r =0 (mod p)
olur. Bunu (*) 'da kullanirsak
f(z) = (z — a) p(z) (mod p)

elde edilir.

Yeterlik. f(z) = (x — a)p(x) (mod p) olacak sekilde tam katsayil bir p(x) polinomu var olsun. Bu
kongriiansta x = a yazilirsa

f(a) = (a —a) p(a) = 0 (mod p)

bulunur; yani a tam sayist f(x) = 0 (mod p) kongriiansinin bir ¢éziimiidiir.
]

Lagrange Teoremi

Artik bu boliimiin ana sonucunu ispatlayabiliriz: asal modiilde ¢6ziim sayis1 dereceyi asamaz.

Teorem 4.3 (Lagrange Teoremi). p bir asal say: olmak iizere
f(z)=a,z" +a, 2" 1+ +a;x+ ay =0 (mod p)

kongriiansinin derecesi n olsun; yani a,, # 0 ve a,, # 0 (mod p) olsun. Bu durumda kongriiansin en fazla
n tane ¢oziimii vardur.

Ispat.

Ispati n iizerinden tiimevarimla yapalim.

Baslangi¢c adimi (n = 1). a;z + ay = 0 (mod p) kongriiansinda p t a,, yani (aq,p) = 1°dir. Birinci
dereceden kongriianslar hakkinda bildiklerimize gére bu kongriiansin tam olarak bir ¢bziimii vardir; 6zel
olarak en fazla 1 ¢oziimii vardir. Teorem n = 1 i¢in dogrudur.

Titmevaruim hipotezi. Teoreminn = k — 1 i¢in dogru oldugunu kabul edelim (k > 1, k € N); yani (k —
1). dereceden bir g(x) = 0 (mod p) kongriiansinin en fazla k — 1 tane ¢éziimii oldugunu varsayalim.
Tiimevarim adimu. f(x) = 0 (mod p), k. dereceden bir kongriians olsun. Iki durum séz konusudur.

i) Kongriiansin hig ¢oziimii yoktur. Bu durumda ispatlanacak bir sey yoktur; 0 < k oldugundan teorem
n = k i¢in dogrudur.

ii) Kongriiansin bir ¢oziimii vardir; bu ¢éziim x = a (mod p) olsun. Teorem 4.2 geregi

f(z) = (z —a) g(z) (mod p) (%)

olacak sekilde tam katsayil bir g(x) polinomu vardur. Ustelik bu polinom, Teorem 4.2'wn ispatindaki bolme
isleminin bélimiidiir: f (x) derecesi k olan bir polinom, © — a ise bas katsayisi 1 olan birinci dereceden bir
polinom oldugundan g(x)’in derecesi k — 1 ve bas katsayisi ay, dir. a, # 0 (mod p) oldugundan g(z) =
0 (mod p) kongriiansinin derecesi de k — 1°dir.

Timevarim hipotezine gére g(x) = 0 (mod p) kongriiansinin en fazla k — 1 tane ¢éziimii vardir. Bu
coziimler

T=c¢, T=¢y ..., T=c, (modp), r<k-—1

olsun.
Simdid tam sayisi, f(x) = 0 (mod p) kongriiansinin herhangi bir ¢oziimii olsun; yani f(d) = 0 (mod p).
(*)’dax = d yazilirsa

(d —a) g(d) =0 (mod p)

bulunur. p asal oldugu igin bir carpimin p ile béliinmesi, ¢carpanlardan en az birinin p ile béliinmesini
gerektirir:

e Eger g(d) = 0 (mod p) ise, z = d (mod p) ¢oziimii ¢y, ..., ¢, ¢oziimlerinden biridir.
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24 Boliim 4. Asal Modiillii Kongriianslar

e Eger g(d) # 0 (mod p) ise, d — a = 0 (mod p), yani d = a (mod p) olur; bu ¢éziim x = a ¢éziimiiyle
aymidur.

O halde f(z) = 0 (mod p) kongriiansinin ¢éziimleri
rT=a, T=c, T=cCy, .. =c,(modp)
listesinden ibarettir ve ¢oziim sayisi en fazlar + 1°dir. r < k — 1 oldugundan
r+1<k

bulunur. Yani teorem n = k i¢in de dogrudur.
Tiimevarim ilkesi geregi teorem hern > 1 dogal sayist igin dogrudur.
|

Modiiliin asal olmasi sart

Lagrange teoreminin ispatinda asallik iki kez kullanildi: hem Teorem 4.2'da, hem de “(d — a)g(d) =
0 ise ¢arpanlardan biri = 0” adiminda.
Modiil asal degilse sonug bozulur. Kongriianslarin ¢6ztimleri bolimiindeki

22 —1 =0 (mod 8)

kongrilansinin derecesi 2’dir, ama z = 1, 3,5, 7 olmak tizere dort ¢6ziimii vardir. Benzer bi¢imde
kok yiikseltme bolimiinde 23 + z — 19 = 0 (mod 49) kongriiansmin derecesi 3 iken sekiz ¢oziimii
¢ikmugt1.

O Bir sonraki adim

Lagrange teoremi, primitif kok teorisinin de temel tagidir: ¢ — 1 = 0 (mod p) kongriiansinin en
fazla d ¢6ziimii olmasi, modiilo p’de belirli mertebeden eleman sayisini sinirlar. Bunu bir sonraki
bolimde kullanacagz.
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5.1

5.2

5.3

5. Mertebe, Primitif Kokler ve Indeks

Onceki béliimlerde bir kongrilansin ¢éziim sayisini kusatan araglar gelistirdik. Simdi ise sorunun
kendisine doniiyoruz: " = a (mod m) kongriians: ne zaman ¢oziilebilir ve ¢oziimleri nasil bulunur? Bu
soruyu yanitlamak i¢cin modiiler yapilardaki dongiisel periyotlar1 6lgen kavramlar: kuracagz.

n. Kuvvet Rezidi Kavrami

Bir sayinin belirli bir modiile gére tam kuvvetinin alinip alinamayacagin ifade eden yapiya “rezidi
(kalan)” denir.

Tanim 5.1 ($n$. Kuvvet Rezidii). n pozitif bir tam say1 ve m > 2 bir modiil olsun. Eger
"™ = a (mod m)

kongriiansinin bir = ¢6ziimi varsa, a sayisina modiilo m’ye gore bir n. kuvvet rezidiisii denir.

Ornek 5.1 (Rezidii Kavrami). 23 = 2 (mod 5) denklemini inceleyelim. z = 3 (mod 5) denedigimizde:
3% =27 =2 (mod 5)

Denklem saglandigi i¢in 2 sayisi, modiilo 5’e gore bir 3. kuvvet rezidiisiidiir.

Rezidiiler bize bir denklemin kokii olup olmadigini séyler. Ancak modiiler aritmetikteki asil sihir, bir sa-
yiun kuvvetlerini almaya devam ettigimizde ortaya ¢ikan dongiiselliktir: sayilar sonsuza kadar biiytimez,
modiile ulagtiinda basa sarar. Bu “baga sarma” noktasini 6l¢gmek igin yeni bir kavrama ihtiyacimiz var.

Mertebe (Eksponent) Nedir?

Euler-Fermat teoreminden biliyoruz ki gcd(a, m) = 1ise a®™) = 1 (mod m)’dir. Yani a’nin kuvvetlerini
almaya devam ettigimizde eninde sonunda sonucu 1 yapan bir tis karsimiza cikar. Peki dongliyti tamam-
layip 1 sonucunu veren en kiiciik iis hangisidir?

Tanim 5.2 (Mertebe (Eksponent)). m > 2 bir tam say1 ve ged(a, m) = 1 olsun.
a® =1 (mod m)

kosulunu saglayan en kiiciik pozitif  tam sayisina, ¢’nin modillo m’ye gore mertebesi denir ve
ord,, (a) ile gosterilir.

Mertebe ve Euler Phi iliskisi

Bir sayinin modiiler dongii uzunlugu rastgele bir deger degildir; o modiiliin Euler phi degeriyle kusursuz
bir boliinme iliskisi i¢indedir.

Teorem 5.1 (Mertebe $phi.alt \( m \)$'i Boler). m > 2 bir tam sayi, gcd(a, m) = 1 ve a’nin modiilo
m’ye gore mertebesi h olsun. Bu durumda h, ¢(m)’i tam boler:

h| g(m)

ispat.
Bu teoremi ispatlamak icin bolme algoritmasini kullanacagiz. $(m) sayisint h’ye bélelim; boliim q ve
kalan r olmak iizere:
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o(m) =qh+r, 0<r<h

Euler-Fermat teoremi geregigcd(a, m) = 1 oldugundan a®™ = 1 (mod m) dir. ¢(m) yerine yukaridaki
esitligi yazalim:

a7 =1 (mod m) = (a")?-a” = 1 (mod m)
Mertebe tanimi geregi a® = 1 (mod m) dir; yerine koyalim:
19-a" =1 (mod m) = a” = 1 (mod m)
Kritik adim. Elimizde a” = 1 (mod m) sartini saglayan birr kaldi ve bélme algoritmasi geregi0 < r <

h’dir. Fakat h’yi, bu sarti saglayan en kiigitk pozitif tam sayi olarak tanimlamistik. Eger r > 0 olsaydi,
h’den kiigiik pozitif bir sayr bu sart1 saglamis olurdu — mertebe tanimiyla geliski.
Celiskiden kaginmanin tek yolu r = 0 olmasidir. Bolme denklemine donersek:

¢(m) = gh = h | ¢(m)

Ornek 5.2 (Mertebenin $phi.alt \( m \)$'i B6lmesi). m = 7 ve a = 2 olsun; ged(2,7) = 1 ve ¢(7) =
6’dur.
2’nin modiilo 7’ye gbre mertebesini bulmak icin kuvvetlerini sirasiyla alalim:

2! =2 (mod 7)
22 =4 (mod 7)
23 =8=1(mod7)

Sonucu 1 yapan en kii¢iik pozitif iis 3 oldugundan ord, (2) = 3’tiir. Teoremin ifade ettigi iizere 3 | 6, yani
mertebe gercekten ¢(7)’yi béler.

Uslerin Denkligi ve Periyodiklik

Iki farkli kuvvetin modiiler sistemde ayni kalani vermesi tesadiif degildir; iisler arasindaki fark dogrudan
mertebeyle baglantilidir.

Onerme 5.1 (Uslerin Denkligi ve Mertebe iliskisi). m > 2 bir tam sayi, ged(a,m) =1 ve a’min
mertebesi h olsun. j, k > 0 tam sayiari igin:

@’ = a* (modm) = h | (j —k)

ispat.
Genelligi bozmadan j > k oldugunu kabul edebiliriz. Baslangi¢ denkligimiz:

a’ = a* (mod m)

ged(a,m) = 1 oldugundan a’man her pozitif kuvveti de m ile aralarinda asaldr; bu sayede her iki tarafi
giivenle a* ’ya bolebiliriz:

a’* =1 (mod m)
Simdi bélme algoritmasini tekrar kullanalim: (j — k) tam sayisini h’ye bélelim.
j—k=qh+r, 0<r<h
Bu esitligi denklemde yerine yazalim:

(a")9-a" =1 (mod m)
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Mertebe tanimi geregi a™ = 1 oldugundan a” = 1 (mod m) elde ederiz. Yine ayni celiski argiimanina
ulastik: 0 < r < h iken h bu denkligi saglayan en kiigiik pozitif tam sayrydi. O hdlde r = 0 olmalidir:

j—k=qh=h|(i—Fk)

Ornek 5.3 (Uslerin Denkligi ve Mertebe iliskisi). Bir 6nceki 6rnekten devam edelim: m = 7, a = 2
ve h = 3’tiir. Usler olarak j = 8 ve k = 2 secelim:

28 = 256 = 4 (mod 7)
22 =4 =4 (mod 7)

Goriildiigii tizere 28 = 22 (mod 7) saglanmaktadir. Onermeye gore mertebemiz h = 3, iislerin farki olan
8 — 2 = 6 sayisin1 tam bolmelidir; gercekten de 3 | 6°dur.

Bir Kuvvetin Mertebesini Hesaplama

Bir tabanin mertebesini biliyorsaniz, o tabandan tiiretilmis herhangi bir kuvvetin mertebesini de tek bir
formiille bulabilirsiniz.

Teorem 5.2 (Bir Kuvvetin Mertebesi). m > 2 bir tam say1, gcd(a,m) =1, k € Z* ve a’min modiilo
m’ye gore mertebesi h olsun. Bu durumda a* tam sayisinin mertebesi:

h
ky _
ord,, (a”) = acd(hF)

ispat.
ged(a, m) = 1 oldugundan ged(a®, m) = 1°dir. a* 'nin mertebesi t olsun; tanim geregi:

(a*)t = a* =1 (mod m)
Bir énceki 6nermeden biliyoruz ki bir kuvvet 1°e denkse tabanin mertebesi o kuvveti tam béler:

h| kt

(gcd(kh,k) .t)

Bir sayiyi en biiyiik ortak bélenine boldiigiimiizde elde edilen boliimler daima aralarinda asaldir:

Her iki tarafi ged(h, k) degerine bélelim:

h
ged(h, k)

d h k =1
8\ ged(h, k) ged(h k) ) —

Oklid lemmasu geregi, bir tam say1 bir carpimi boliiyorsa ve ¢arpanlardan biriyle aralarinda asalsa, diger
carpani bolmek zorundadur:

h

ccd(m k)| ()

Ote yandan a* ’nin m. kuvvetini alalim:

(aF)ETR = qEathA = (qh)sThm = 15059 = 1 (mod m)

Mertebenin tanimi geregit, 1 sonucunu veren her kuvveti tam bolmek zorundadir:

h
! ged(h, k) (x %)
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Hemt hem de m pozitif tam sayr oldugundan, () ve (x *)in ayni anda saglanabilmesi i¢in bu iki
ifadenin esit olmasi zorunludur.
|

Ornek 5.4 (Bir Kuvvetin Mertebesini Bulma). m = 11 ve a = 2 olsun; ged(2, 11) = 1'dir.
Hesaplandiginda 2!° = 1 (mod 11) oldugu ve daha kiiciik bir kuvvette 1 sonucuna ulasilamadig1 goriiliir;
yani ordy; (2) = 10’dur.

Simdi k = 4. kuvvet olan 2* = 16 = 5 (mod 11) sayisinin mertebesini arayalim:

h 10 10 :
ged(h, k) ged(10,4) 2

Saglamasi i¢in 5’in modiilo 11°deki kuvvetlerine bakalim:

5! =5 (mod 11)

52 = 25 = 3 (mod 11)
5% = 15 = 4 (mod 11)
5% =20 = 9 (mod 11)
5% =45 =1 (mod 11)

Goriildiigii izere 24’(in mertebesi gergekten de formiiliin verdigi gibi tam olarak 5'tir.

Primitif (Ilkel) K6k Kavrami

Tanim 5.3 (Primitif Kok). m > 2 bir tam say1 ve ged(a, m) = 1 olsun. Eger a’nin modiilo m’ye gore
mertebesi tam olarak ¢(m) ise, a’ya modiilo m’ye gore bir primitif kék (ilkel kok) denir.

Her modiiliin bir primitif kokii olmak zorunda degildir. Hangi modiillerin primitif kok barindirdig: kesin
olarak stmiflandirilmstur.

Teorem 5.3 (Primitif Koklerin Varlig1). m > 2 bir tam say: olsun. Modiilo m ’ye gore bir primitif kokiin
var olabilmesi icin gerek ve yeter sart m’nin su formlardan birinde olmasidir:

m € {2,4,p" 2p"}

Burada p herhangi bir tek asal, n ise herhangi bir pozitif tam sayidir. m’nin baska hicbir degeri i¢in modiilo
m’ye gore primitif kok yoktur.

Ornek 5.5 (Primitif Kokiin Varligi ve Yoklugu). 1. Primitif kokii olan bir modiil (m = 7). 7
asaldr, yani p! formuna uyar ve ¢(7) = 6’dir. a = 3 bir primitif kok miidiir?
31=3, 32=2, 33=6(mod7)
3t=4, 3°=5, 3°=1(mod7)
1 sonucunu veren en kii¢iik pozitif iis 6°dir; yani 3’tin mertebesi tam olarak ¢(7) = 6’ya esittir. Dolayisiyla
3, modiilo 7’ye gore bir primitif koktiir.
2. Primitif kokii olmayan bir modiil (m = 8). 8 = 23 oldugundan varlik teoreminin izin verdigi
kiimelerden higbirine uymaz. ¢(8) = 4’tiir ve 8 ile aralarinda asal sayilar {1, 3,5, 7} dir:
1! =1 (mod 8)
32=9=1(mod38)
52 = 25 = 1 (mod 8)
72 =49 =1 (mod 8)
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Higbir elemanin mertebesi ¢(8) = 4’e ulagamaz; maksimum mertebe 2’de kalir. Bu nedenle modiilo 8’in
hi¢bir primitif kokii yoktur.

Elimizde bir primitif kok varsa, bu kok o modildeki biitiin ¢arpimsal yapiyi tek basina tretebilir.
Teorem 5.4 (Primitif Koklerin Ozellikleri). a, modiilo m’ye gore bir primitif kok olsun. Bu durumda:
1. Her j,k > 0 tam sayisi igin:‘aj = a* (mod m) < j = k (mod ¢(m))

2. Herj > 0 tam sayistigin: @’ = 1 (mod m) < ¢(m) | j

3. a,a?,a>, ...,a®™ tam sayilar, modiilo m’ye gire bir asal kalanlar sistemi olusturur.

ispat.

1) Birinci ozellik.

Gereklilik (=). a/ = a* (mod m) olsun. a primitif kok oldugundan mertebesi ¢(m) dir. Uslerin denkligi
onermesinden, mertebe iislerin farkini béler:

¢(m) | (j —k) = j =k (mod ¢(m))

Yeterlilik (<=). j = k (mod ¢(m)) olsun; bu durumda j = k + ré(m) olacak sekilde birr > 0 tam sayist
vardir:

al = aFtrolm) = gk . ( a¢<m))’" =d"- 1" = a* (mod m)
2) Ikinci ézellik. Birinci ispatta k = 0 alirsak, a® = 1 oldugundan:
a’ =1 (modm) < j =0 (mod ¢p(m)) & ¢(m) | j

3) Uciincii ozellik. gcd(a, m) = 1 oldugundan a’nin tiim pozitif kuvvetleri de m ile aralarinda asaldir
ve bu kiimenin eleman sayist tam olarak ¢(m) 'dir.

Geriye bu elemanlardan higbir ikisinin birbirine denk olmadigini géstermek kaliyor. Aksini varsayalim:
1 < j,k < ¢(m) icina? = a* (mod m) olsun. Birinci 6zellik geregi ¢(m) | (§ — k) olmalidir. Ancak 5 ve
k her ikisi de 1 ile ¢(m) arasinda oldugundan | j — k | < ¢(m) dir. ¢(m) den kiigitk olup ¢(m)’e tam
boliinen tek say1 0’°dir; dolayisiyla j = k olmak zorundadir.

Sonug olarak j # k iken a’ # a* dir. Bu kiimedeki elemanlar birbirinden farkli ve hepsi m ile aralarinda
asal oldugundan bir asal kalanlar sistemi olustururlar.

|

Ornek 5.6 (Asal Kalanlar Sisteminin Uretilmesi). m = 7 modiiliiniin primitif kokii olan a = 3
say1sini kullanalim. Teoremin ti¢iinci maddesine gore 3’tin ¢(7) = 6’ya kadar olan kuvvetleri tiim asal
kalanlar sistemini tiretmelidir:

31=3, 32=2, 3*=6(mod7)
3t=4, 35=5 3°=1(mod7)

Elde ettigimiz kiime {3, 2, 6,4, 5,1} dir. Gérildigii gibi primitif kok olan 3, modiilo 7’de sifir harig tiim
sayilar1 eksiksiz bicimde iiretmistir; hicbir deger kendini tekrar etmeden tiim kiimeyi taramisgtir.

Indeks Kavrami (Ayrik Logaritma)

Klasik cebirde logaritma bir iissii bulmamizi saglar; modiiler aritmetikte de indeks ayni gorevi tistlenir.

Tanim 5.4 (Indeks (Ayrik Logaritma)). a, modiilo m’ye gore bir primitif kok ve b, ged(b,m) = 1
kosulunu saglayan herhangi bir tam say1 olsun.

a’ = b (mod m)

kosulunu saglayan ve 1 < j < ¢(m) araliginda bulunan yegine j dogal sayisina, b’nin a primitif
kokiine gore indeksi denir ve ind,, (b) ile gosterilir.
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Ornek 5.7 (Indeks (Ayrik Logaritma) Hesaplama). Modiiliimiiz m = 7 ve primitif kokiimiiz a = 3
olsun. b = 4 sayisinin indeksini ariyoruz; ged (4, 7) = 1'dir.
Sordugumuz soru sudur: “3’in modiilo 7 °de kaginct kuvveti 4’e denktir?”

37 =4 (mod 7)
Yukarida iirettigimiz asal kalanlar tablosuna bakarsak 3* = 4 (mod 7) oldugunu gériiriiz. Dolayistyla:

ind,(4) = 4

n. Kuvvetten Kongriianslarin Coziilebilirligi

Bir 2™ = a (mod m) denkleminin ¢éziimiiniin olup olmadigini deneme yanilmayla bulmak, modiil biiyii-
ditkce imkénsizlagir. Ancak modiil bir asal say1 ise, primitif kokler ve indeksler sayesinde ¢oziilebilirligi
tek bir hesaplamayla test edebiliriz.

Teorem 5.5 ($n$. Kuvvetten Kongriianslar (Euler Kriteri Genellemesi)). p bir asal sayi, n pozitif
bir tam say1 ve ged(a, p) = 1 olsun. ™ = a (mod p) kongriiansi igin su iki durum gegerlidir:

1. Eger a(P~D/ged(m:p=1) = 1 (mod p) ise, kongriiansin hi¢chir ¢ozitmii yoktur.
2. EgeraP~1)/ecdn.p=1) = 1 (mod p) ise, kongriiansin ¢éziimii vardur ve modiilo p deki ¢oziim sayist tam
olarak ged(n,p — 1) tanedir.

ispat.
1. kisim — ¢ozitmsiizlitk. Aksini varsayalim ve denklemin bir u ¢éziimii oldugunu kabul edelim: u™ =
a (mod p). Denkligin her iki tarafinin ﬁ’;il). kuvvetini alalim:
p—1 p—1 n
qedln,p—1) = (u")m = ( upfl)m (modp)

ged(a,p) = 1 oldugundan u da p ile aralarinda asaldir; Fermat’min kiiciik teoremi geregi uP—! =
1 (mod p) dir:

aFTr T = 1 (mod p)

O halde ifade 1’e denk degilse, “bir u ¢oziimii vardir” varsayimimiz ¢bker; yani ¢ozitm yoktur.
2. kistim — ¢oziimiin varligr ve sayisi a(p_l)/ng(”vpfl) =1 (mod p) oldugunu kabul edelim. g,
modiilo p’ye gore bir primitif kok ve a’min indeksi j olsun: g7 = a (mod p). Kabuliimiize yerlestirirsek:

J(p—=1)

g=imr-1 =1 (mod p)

g primitif kék oldugundan mertebesi p — 1’dir. “Bir kuvvet 1’e denkse tabanin mertebesi o iissii boler”
kuraly geregi:

ip—1)
-1
(P—1) ged(n,p—1)
Sadelestirdigimizde m ifadesinin tam say: olmasi gerektigi ortaya ¢ikar:

ged(n,p —1) | j (+)

Ote yandan aradigimiz © ¢bziimii de p ile aralarinda asal olacagindan x = g¥ (mod p) formatinda
yazulabilir. Denklemimize donersek:

(g*)" = ¢’ (mod p) => g*" = ¢ (mod p)
Primitif koklerin iis denkligi ozelliginden, iisleri modiilo p — 1’de esitleriz:

ny = j (modp — 1)
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5.8 n. Kuvvetten Kongriianslarin Cozilebilirligi 31

Bu, bilinmeyeni y olan bir lineer kongriianstir. Lineer kongriians teorisinden biliyoruz ki Ay =
B (mod M) denkleminin ¢ziimii olmast igin gerek ve yeter sartgcd(A, M) | B olmasidir ve ¢oziim sayis
ged(A, M) kadardr.

Bizim denklemimizde A = n, M = p — 1, B = j’dir ve (%) adiminda gcd(n,p — 1) | j oldugunu kanit-
lamugtik. Bu nedenle modiilo p — 1°dey i¢in tam olarak ged(n, p — 1) tane ¢éziim vardir; bu ¢oziimler de
x = g¥% (mod p) seklinde ana denklemin kiklerini diretir.

|

1 Hatirlatma: lineer kongriians ¢oziimleri

Birinci dereceden ax = b (mod m) seklindeki denklemlerin ¢éziilebilir olmas i¢in ged(a, m) | b sarty
saglanmalidir. Bu sart saglaniyorsa denklemin modiilo m’de tam olarak ged(a, m) adet farkli ¢oziimii
vardir.

Adim Adim Coziim Algoritmasi

Yitksek mertebeden bir modiiler denklemi ¢6zmek igin, problemi karmagik kuvvetlerden kurtarip birinci
dereceden kongriiansa indirgeyen su alt1 adimli algoritma uygulanir.

1. Coziilebilirlik kontrolii. d = gcd(n,p — 1) hesaplaymn ve a?~1/? =1 (mod p) sartmi test edin.
Sonug 1’e denk degilse denklem ¢6ziimsiizdiir. Denkse, modiilo p’de tam olarak d adet farkli ¢6ziim
oldugu garantilenir.

2. Primitif kok secimi. Modiilo p’ye gore mertebesi tam olarak p — 1 olan bir g primitif kokii tespit edin.

3. Indeks bulma. ¢’ = a (mod p) esitligini saglayan j iissiinii hesaplaymn. Aranan kokii de z =
g¥ (mod p) seklinde tanimlayin.

4. Lineer kongriiansa cevirme. Denklemi (g¥)" = g’ olarak yazip iisleri modiilo p — 1’de esitleyin:

ny = j (modp—1)
5. Coziim kiimesini iiretme. Denklemin sagini, solunu ve modiiliinii d’ye bolerek sadelestirin, temel
Yo ¢Ozimini bulun ve diger kokleri su formiille elde edin:
p—1
yk=y0+k~7, k=0,1,....d—1

6. Orijinal kéklere déniis. Buldugunuz tiim y,, Gslerini x = g¥* (mod p) denkleminde yerine koyun.

Ornek 5.8. 22° = 13 (mod 17) denkleminin ¢oziimii var midur; varsa ¢oziimleri nelerdir?

Coziim.

Verilenler: p = 17, a = 13, n. = 20 ve ged(13,17) = 1’dir.
1. adim — coziilebilirlik testi.

d = ged(20,16) = 4’tir. Test kuvvetimizi hesaplayalim:

p—1

a7 =13

)

= 13* (mod 17)
Modiler indirgeme yapalim:
13=—4(mod 17) = 132 =16 = —1 (mod 17) = 13* = (-1)? = 1 (mod 17)

Sonug 1 ¢iktif1 igin ¢6zitm vardir ve ¢oziim sayis1 d = 4 tanedir.

2. adim — primitif kok bulma.

@¢(17) = 16’dir; mertebesi 16 olan bir say1 ariyoruz. g = 3 deneyelim. Mertebe 16’y1 bélmek zorunda
oldugundan yalmzca 1, 2, 4, 8, 16 kuvvetlerini kontrol etmek yeterlidir:
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32 Bolium 5. Mertebe, Primitif Kokler ve Indeks

3l=3 32=9

3% =81=13= —4 (mod 17)

3% =(—4)2=16=—1 (mod 17)
316 = (—1)2 = 1 (mod 17)

Sonucu 1 yapan en kii¢iik iis 16 oldugundan g = 3, modiilo 17’nin bir primitif kokiidiir.
3. adim — indeks hesaplama ve lineer denkleme gecis.
13’tin 3 primitif kokiine gore indeksini artyoruz. Yukaridaki hesaplamada 3* = 13 (mod 17) bulmus-
tuk; yani j = 4’tur.
Bilinmeyeni = 3Y (mod 17) olarak ifade edersek:
(3¥)20 = 3% (mod 17) = 3% = 3% (mod 17)
Primitif kok kurali geregi tisleri modiilo 16°da esitleriz:

20y = 4 (mod 16)

4. adim — ¢oziimleri elde etme.
20 = 4 (mod 16) oldugundan denklem su hale gelir:

4y = 4 (mod 16)
Her iki tarafi ve modiilii ged(4, 16) = 4’e bolelim:
y=1(mod4) < y=1+4t
t =0,1,2,3 vererek modiilo 16’daki dort ¢6ztiimii buluruz:
y € {1,5,9,13}
Bu iisleri = 3Y (mod 17) formatina yerlestirelim:
x, =3 =3 (mod 17)
7, =3"=3%.3=13-3=39=5(mod 17)
23=3"=3%.3=16-3=(—1)-3 =14 (mod 17)
r, =38 =(3%%.3=(-4)2-3=-64-3=4-3 =12 (mod 17)
Sonuc: 2%° = 13 (mod 17) denkleminin dért farkli ¢oziimii vardr:

z € {3,5,12,14}

Saglama: 320 = 316 .3* =1.13 = 13 (mod 17) v
|
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6.1

6. Kuadratik (Ikinci Dereceden) Rezidiiler

Yiiksek mertebeden kongriianslari (™ = a (mod p)) genel hatlariyla inceledikten sonra, sayilar teorisinin
en onemli 6zel durumu olan n = 2 haline, yani ikinci dereceden (kuadratik) kongriianslara gecis
yapiyoruz.

Modiler aritmetikte kok bulma problemlerinin temelini olusturan bu konu, en temelde su soruyla baslar:
genel bir ikinci dereceden modiiler denklemi nasil ¢6zeriz?

Genel Ikinci Dereceden Denklemlerin indirgenmesi

pbirasal say1ve a, b, ¢ € Z olmak tizere, a # 0 (mod p) sartini saglayan genel ikinci dereceden kongriians
sudur:

ar? + bz + ¢ = 0 (mod p)

Eger p = 2 ise denklem ax? + bz + ¢ = 0 (mod 2) halini alir ve yalnizca x = 0 ile z = 1 degerleri dene-
nerek ¢oziimler kolayca bulunur. Dolayisiyla asil problem, p > 2 olan tek asal sayilar icin ¢6ziimlerin
aranmasidir.

Asagidaki teorem, modiil p > 2 tek asali oldugunda karmagik goriinen bu genel denklemin basit bir y? =
d (mod p) formatina nasil denk oldugunu géosterir.

Teorem 6.1 (Kuadratik Indirgeme ve Tam Kareye Tamamlama). p > 2 bir tek asal say: ve
ged(a,p) = 1 olmak iizere;

ar? + bxr + ¢ = 0 (mod p)
kongriiansini ¢ozmek, diskriminanti d = b2 — 4ac olan
y? = d (mod p)
kongriiansini ¢ozmeye denk bir problemdir.
ispat.
f(z) = az?® + bx + ¢ = 0 (mod p) diyelim.

p bir tek asal (p > 2) ve a % 0 (mod p) oldugundan, 4a sayisi da p ile aralarinda asaldir: ged(4a, p) =
1. Bu sayede kongriiansin ¢oziim kiimesini degistirmeden her iki tarafi 4a ile ¢arpabiliriz:

4a - f(z) = 0 (mod p)
4a’z? + 4abzx + 4ac = 0 (mod p)

Simdi bu ifadeyi klasik cebirdeki gibi tam kareye tamamlayalim. Ilk iki terim (2ax + b)? agilimina ¢ok
benzemektedir:

(2ax + b)? = 4a22? + 4abz + b?
Esitligi yakalamak i¢in denklemimize b* ekleyip ¢cikaralim:
(4a22? + dabx + b?) — b% + 4ac = 0 (mod p)
(2az + b)? = b? — 4ac (mod p)
Bu asamada degisken degisimi yapiyoruz: y = 2ax + b diyelim. Denklem su sade forma doniisiir:
y? = b? — 4ac (mod p)

Birebir esleme.
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34 Boliim 6. Kuadratik (Ikinci Dereceden) Rezidiiler

e Eger f(x) = 0 (mod p) denkleminin bir x, ¢éziimii varsa, y, = 2ax, + b (mod p) degeri dey® = b? —
4ac (mod p) denkleminin bir ¢oziimiidiir.

o Tersine, eger y2 = b% — dac (mod p) denkleminin bir y, ¢éziimii varsa, ged(2a,p) = 1 oldugundan
2axy = yy — b (mod p) lineer kongriiansim saglayan tek bir x, ¢éziimii kesin olarak vardir ve bu
Zg, asul f(xz) = 0 (mod p) denklemini saglar.

O halde bu iki denklemin ¢oziimleri arasinda birebir bir esleme vardir ve problemi basariyla y? =
d (mod p) formatina indirgemis olduk.
|

Bu indirgeme bize gosteriyor ki; ikinci dereceden karmagik bir denklemi ¢6zmenin biitiin sirr1, aslinda
basit bir sayinin karekokiiniin modiiler aritmetikte var olup olmadigini belirlemekten ge¢cmektedir.

Ornek 6.1 (ikinci Dereceden Denklemi indirgeme ve Cozme). 32 + 2z + 6 = 0 (mod 11) kong-
rilansini ele alalim. Burada p = 11 (tek asal), a = 3, b = 2 ve ¢ = 6°dir; ged(3,11) = 1 kosulu saglanmak-
tadir.

Coziim.
1. adim — diskriminant1 hesaplama.
Teoreme gore denklemin diskriminant:

d=0b%—dac=2%—4(3)(6) =4— T2 =—68
Bu degeri modiilo 11°de indirgersek:
—68 = —77+ 9 =9 (mod 11)

2. adim — indirgenmis denklemi kurma ve ¢6zme.
Karmagik denklemimiz artik y? =9 (mod 11) gibi cok daha basit bir forma déniigsmiistiir. Hangi
sayilarin karesi modiilo 11°de 9 verir?

y=3(mod11l) veya y=-—3=8(mod1l)

3. adim — orijinal x degiskenine doniis.

Degisken doniisimiimiiz y = 2ax + b seklindeydi; degerleri yerine koyarsak y = 6z + 2 olur. Buldu-
gumuz y degerlerini tek tek lineer denklemlere esitleyelim.

Durum 1:y = 3 icin

6z +2 =3 (mod 11) = 6z = 1 (mod 11)
Modiiler bélme igin sag tarafa 11 ekleyip say1y1 6’nin kat1 yapalim (1 4 11 = 12):
6x =12 (mod 11) = z = 2 (mod 11)
Durum 2:y = 8 icin
62 +2 =8 (mod 11) = 6z =6 (mod 11) = z =1 (mod 11)

Sonug: Baglangictaki kongriiansin ¢éziim kiimesi z € {1, 2} olarak elde edilmistir.

Saglama: x =2 icin 3(4)+2(2)+6=22=0(mod11) v ve z=1 i¢cin 3+2+6=11=
0 (mod 11) v

|

Kuadratik Rezidii (Kalan) Kavrami

Bir sayinin modiiler aritmetikte karekoki alinabiliyorsa, o sayiya kuadratik rezidii denir.

Tanim 6.1 (Kuadratik Rezidii ve Non-Rezidii). m > 2 bir tam say1 ve ged(a, m) = 1 olsun.
Eger 22 = a (mod m) kongriiansimin en az bir ¢oziimii varsa, a tam sayisia modiilo m’ye gére bir
kuadratik rezidii (karesel kalan) denir.
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6.2 Kuadratik Rezidii (Kalan) Kavrami 35

Eger 22 = a (mod m) kongriiansinin higbir ¢6ziimii yoksa, a tam sayisina modiilo m’ye gore bir kuad-
ratik non-rezidii denir.

iN otasyon anlagmasi

Notlarimizin devaminda ve ilerleyen ispatlarda, terim tekrarlarini 6nlemek adina su standart kisalt-
malar1 kullanacagiz:

+ Kuadratik rezidii yerine = KR
+ Kuadratik non-rezidii yerine => KNR

Ornek 6.2 (Kuadratik Rezidii Tespiti). 22 = 3 (mod 13) kongriiansini inceleyelim: a = 3 sayisi
modiilo 13’e gore bir KR midir yoksa KNR midir?
Modiilo 13’teki sayilarin karelerini test ettigimizde

r=4= 4% =16 = 3 (mod 13)

oldugunu goéririz. Denklemi saglayan bir z degeri bulundugu icin 3 sayisi, modiilo 13’e gore bir
kuadratik rezidiidiir (KR).

1 Denklik siniflar1 iizerinde calismak

Eger a, modiilo m’ye gére bir kuadratik rezidii ise ve a = b (mod m) denkligi saglaniyorsa, b tam
say1s1 da modiilo m’ye gore bir kuadratik rezididiir.

Dolayisiyla kuadratik rezidiileri ararken sonsuz tam say1 kiimesini degil, yalnizca modiilo m’ye gore
birbirine denk olmayan sayilar inceleriz.

Ornek 6.3 (Modiilo 7 icin KR ve KNR Kiimeleri). Modiilo 7 sistemini ele alalim. Tiim denklik
smiflarini taramak icin 1 < z < 7 araligindaki sayilarin karelerini inceleyelim:

12=1=1(mod7)
22 =4 =4 (mod 7)
32=9=2(mod7)
4%2 =16 = 2 (mod 7)
52 =25 =4 (mod 7)
62 =36 =1 (mod 7)

Kare alma iglemi sonucunda elde ettigimiz birbirinden farkli kalanlar yalnizca 1, 2 ve 4’tiir. 7’den kiigiik
diger pozitif tam sayilar (3, 5 ve 6) hicbir sayimin karesi olarak elde edilememistir. Bu durumda modilo 7
i¢in kiimelerimiz s6yledir:

+ Kuadratik rezidiiler (KR): {1, 2,4}

+ Kuadratik non-rezidiiler (KNR): {3,5,6}

Dikkat edilirse  ve —z ayn1 kareyi verdiginden (1 <+ 6, 2 <> 5, 3 <> 4), tek asal p icin KR sayis1 tam
olarak % olmaktadr.
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7.1

7.2

7. Legendre Sembolii ve Euler Kriteri

Bir 6nceki boliimde bir sayinin kuadratik rezidii (KR) veya kuadratik non-rezidii (KNR) olma durumunu
denklemler tizerinden tanimlamistik. Ancak sayilar bityiiditkce her defasinda “acaba modiilo p’de karesi
a’y1 veren bir say1 var midir?” diye tek tek kare alarak kontrol etmek imkansizlagir.

Bu durumu ¢ok daha kompakt ve iglevsel bir forma sokan gosterim Legendre semboliidiir.

Legendre Semboliiniin Tanimi

Tanim 7.1 (Legendre Sembolii). p bir tek asal say1 ve a herhangi bir tam say1 olsun. a’nin modiilo p’ye
gore kuadratik karakterini belirten Legendre sembolii ( ) ile gosterilir ve soyle tanimlanir:

$$ \left( \fracfal{p} \right) = \begin{cases} \hphantom{-}1, & a,\ \bmod p \text{'de kuadratik rezidii ise} \
\[0.3em] -1, & a,\ \bmod p \text{'de kuadratik non-rezidii ise} \\[0.3em] \hphantom{-}0, & p \mid a \text{ ise}
\end{cases} $$

Ornek 7.1 (Legendre Sembolii Degerleri). 1. Kuadratik rezidii 6rnegi. 22 = 1 (mod 7) kongriian-
smin ¢oziilebilir oldugu bariz (z = 1). Bu durumda 1, modiilo 7’ye gére bir KR oldugundan semboliin
degeri 1’dir:

2. Kuadratik non-rezidii 6rnegi. z> = 3 (mod 5) kongriiansini inceleyelim. Modiilo 5’te kareler {1, 4}
oldugundan 3 bir KNR’dir; dolayisiyla:

Tanimi basit gériinse de, Legendre semboliiniin asil giicii sahip oldugu carpimsal 6zelliklerden ve Euler
kriterinden gelir.

Euler Kriteri ve Semboliin Ozellikleri

Asagidaki teorem, Legendre semboli ile modiiler iis alma iglemi arasinda kusursuz bir kopri kurar.
Kriptografide biiyiik asallarla ¢alisirken, bir saymin KR olup olmadigini tespit etmek icin ¢oziilebilirlik
testleri yapmak yerine yalnizca Euler kriteri kullanilir.

Teorem 7.1 (Euler Kriteri ve Legendre Semboliiniin Ozellikleri). p bir tek asal sayy; a ve b tam
sayuar ve ged(a, p) = ged(b, p) = 1 olsun. Bu durumda asagidaki dort ézellik gegerlidir:

1. Euler kriteri: (9) = a1/ (mod p)
P b b

2. Carpimsallik kurali: (%) . (5) = (%)
3. Periyodiklik: a = b (mod p) 2

eel degerler: (22) =1, (1) =1, (
4. Oze egerer.(p) = ’(17) = ,(

ispat.

1) Euler kriterinin ispati. Bu ispati, daha once isledigimiz n. kuvvetten kongriianslar teoreminin n =

2 olan 6zel durumu tizerinden yapacagiz.

KR durumu. a modiilo p’ye gore bir KR olsun; bu durumda kongriiansin ¢oziimii vardir ve énceki teore-

mimiz geregi aP~V/2 = 1 (mod p) olmalidir. Legendre tanimi geregi (%) = 1 oldugundan:
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38 Boliim 7. Legendre Sembolii ve Euler Kriteri

(2) = 472 (mod p)
P

KNR durumu. a modiilo p’ye gére bir KNR olsun. Coziim yoktur ve énceki teorem geregi aP~1/2 =
1 (mod p) dir.

Ote yandan Fermat’min kiigiik teoreminden a?~* = 1 (mod p) oldugunu biliyoruz. Iki kare farki olarak
acarsak:

(aP™D/2 —1) (@@ /241 =0 (mod p)

p asal oldugu icin bu carpanlardan birini tam bolmek zorundadir. a?~V/? % 1 (mod p) oldugunu bildi-
gimizden birinci ¢carpani bolemez; o halde mecburen ikinciyi boler:

aP~1/2 = _1 (mod p)
Legendre tanimi geregi KNR icin (%) = —1 oldugundan esitlik yine saglanir.

2) Carpimsallik kuralimin ispati. Euler kriterini a yerine ab alarak yazalim:

b
(%) = (ab)P2 = g-V/2 . 4P-D/2 (mod p)

Yine Euler kriterinden a?~1/? = (%) ve bP~1)/2 = (%) oldugunu biliyoruz; yerlerine yazarsak:

(2)-6) (e

Sembollerin alabilecegi degerler yalnizca 1 ve —1°dir. p > 2 tek asal oldugundan modiilo p’de 1 # —1 dir;
dolayisiyla denklik ancak tam esitlikle miimkiindiir:

()=6)-G)

3) Periyodikligin ispati. a = b (mod p) olsun. Her iki tarafin p771. kuvvetini alirsak:
a(pfl)/2 = b(pfl)/2 (mod p)

Euler kriteri geregi bu kuvvetler Legendre sembollerine denktir:

)= (2 mn

Ikinci ispattaki mantikla, yalnizea +1 olabilen bu sembollerin modiilo p > 2’°de denk olmas: birbirlerine
esit olduklarini kanitlar.
4) Ozel degerlerin ispati.

e a = 1 i¢in Euler kriterini uygularsak:

(1> =112 = 1 (mod p) = (%) =1

p
e Carpimsallik ozelligini kullanarak:

(5)-G)- ()=

e a = —1 igin Euler kriterini uygularsak, sayilar teorisinde ve soyut cebirde ¢ok sik karsilasacagimiz
meshur 6zdesligi elde ederiz:

<—_1) = (—1)®=/2 (mod p)

p

Degerler +1 araliginda oldugu igin esitlik kesindir.
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7.2 Euler Kriteri ve Semboliin Ozellikleri 39

Q (‘T}) ne anlama gelir?

Dérdiincti 6zellik pratikte su anlama gelir: —1 sayisi, ancak ve ancak p = 1 (mod 4) oldugunda
modiilo p’de bir kuadratik rezididiir.

Ciinkil p = 1 (mod 4) iken ;%1 cifttir ve sembol +1 olur; p = 3 (mod 4) iken p—gl tektir ve sembol
—1 olur.

7.3 Interaktif Legendre Hesaplayicisi

Legendre semboliintin tanimini ve 6zelliklerini 6grendikten sonra, farkli a ve p degerleri i¢in semboliin

nasil davrandigini gozlemlemek faydali olacaktir. Asagidaki arac, herhangi bir a ve tek asal p degeri i¢in
2) degerini Euler kriteriyle hesaplar.

(Bu etkilesimli bilesen yalnizca web siiriimiinde ¢alisir.)
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8.1

8. Gauss Lemmasi ve 2'nin Karesel

Karakteri

Legendre semboliiniin degerini hesaplamak i¢in her zaman Euler kriterine bagvurmak zorunda degiliz.
Carl Friedrich Gauss, modiiler sistemin yalnizca yarisin1 —1’den ”2;1’ye kadar olan kismi— inceleyerek

semboliin degerini veren son derece zarif bir sayma yontemi ispatlamigtir.

Gauss Lemmasi

Teorem 8.1 (Gauss Lemmasi). p bir tek asal sayi, a bir tam say1 ve ged(a, p) = 1 olsun.

a, 2a, 3a, ..., (%)a tam sayilarini p ile béliip kalanlart bulalim. Eger £ °den biiyiik olan kalanlarin sayist
n ise:
a
Z) = (=)
()=
ispat.
a,2a,... ”2;1a tam sayarini p ile boliip kalanlari bulalim ve bu kalanlary biiyiikliiklerine gore ikiye
aywralim:

» £’den biiyiik olan kalanlarin sayisin olsun; bunlariry, ..., r, ile gosterelim.
* £’den kiigiik olan kalanlarin sayisi k olsun; bunlari sy, ..., s, ile gosterelim.

Baslangigtaki sayilar ged(a,p) = 1 oldugundan modiilo p’de birbirine denk olamaz; dolayisiyla elde

edilen tiim kalanlar birbirinden farklidir ve

p—1
k=——
n + 9

Kalanlarin sinirlari soyledir:

Simdi biiyiik kalanlari modiil degerinden ¢ikararak yeni bir kiime olusturalim: p —rq,...,p — 1

sayilar da birbirinden farkhidir ve 0 < p —r; < § aralyina diserler.

Bu

n-

Kritik soru: Herhangi bir p — r; degeri, kiiciik kalanlardan bir s; degerine esit olabilir mi?

Aksini varsayalim ve p — r; = s; olsun. Modiiler aritmetige gecersek:

p—r; =s; (modp) = r; +s; =0 (mod p)

Tanimimiz geregir; = t1a ve s; = tya (mod p) olacak sekilde 1 < t1,t; < 1%1 tam sayiar: vardir:

(t; + ty)a = 0 (mod p)
ged(a, p) = 1 oldugundan sadelestirme yapabiliriz:
t; +ty =0 (mod p)

Ancak 1 <t,ty < ;%1 oldugundan toplamlar: en fazla p — 1 olabilir. 0 < t; + t4 < p iken bu toplam

modiilo pde sifira denk olamaz — ¢eliski.
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42 Boliim 8. Gauss Lemmasi ve 2'nin Karesel Karakteri

Demek ki{p —r{,...,p — 1, } ile{sq, ..., 8.} kiimelerinin ortak elemani yoktur. Her iki kiimenin eleman-
lary toplam ”2;1 adettir ve hepsi 1 ile 1%1 arasindadir. O halde birlesimleri tam olarak su kiimedir:

{p—ryep—r,U{s1, 0,8} = {1, 2., p%l}
Tiim elemanlari ¢arpalim:
(0= ra)elp = 1) - sys = (2 )1
Bu esitligin modiilo p’deki durumuna bakalim (p = 0 oldugundanp —r, = —r,):
(1 (ryory s ) = (25 )1 modp)

r; ve s; lerin orijinal halleri 1a, 2a, ..., p%la’nm kalanlarvyds; yerlerine koyarsak:

(=) - alP~1)/2. (1 ) 2...p; 1) = (p ; 1)! (mod p)

(—1)" - P72 (p; 1)! = (p ; 1)! (mod p)
Faktoriyelli ifade p ile aralarinda asal oldugu icin her iki taraftan sadelestirebiliriz:
(=1)" - aP~V/2 = 1 (mod p)
Her iki tarafi (—1)™ ile ¢arparsak (giinkii (—1)™ - (—1)™ = 1):

a®=1/2 = (=1)" (mod p)

Euler kriterinden (%) = a»V/2 (mod p) oldugunu biliyoruz; éyleyse
a
— | =(—1)" (mod p
(%) = 1" (modp)

Her iki taraf da yalnizca £1 olabilecegi ve p > 2 oldugu icin denklik dogrudan esitlige doniisiir.
|

Gauss lemmasi, tek bagma bir hesaplama yonteminden ziyade arkasindan gelecek biiyiik teoremleri
kanitlamak icin bir kopridir. Asagidaki teorem, Gauss lemmasini kullanarak a’nin ve 6zel olarak 2’nin
karesel durumunu ¢ok daha pratik bir formiile baglar.

Legendre Sembolii icin Genel Formiil ve 2'nin Karesel Karakteri

Teorem 8.2 (Karesel Karakterlerin Hesabi). p bir tek asal say: ve ged(a, 2p) = 1 olsun (yani a tek bir
tam sayt ve p ile aralarinda asal). Bu durumda:

1 t= Z(,p;l)ﬂ LJ?“J olmak iizere (%) = (=1)"dir.

J
2 (2) = (~) D% i
Burada | x| sembolii x’in tam kismini ifade eder.

ispat.

1) Birinci kismin ispatu.

JE€ {1, . ’)2;1} olmak iizere ja sayilarina p modiiliinde bolme algoritmasint uygulayalim:

ja=gq;-p+¥ 0<¥{;<p

Burada bolim q; = \_%J seklinde ifade edilebilir. Bu esitligi j = 1’den p%l 'ye kadar toplayalim:
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8.2 Legendre Sembolii icin Genel Formiil ve 2'nin Karesel Karakteri 43

DNEDY [ ES

Kalanlar dizisi £;, Gauss lemmast ispatindaki r; (bityiik kalanlar) ve s; (kiiciik kalanlar) dizilerinin ta
kendisidir:

DMEI Y [ ED IR o g

Ote yandan Gauss lemmast ispatinda 1’°den p—gl 'ye kadar olan sayilarin toplamini iki parcaya aywrmistik:

n k
D=2 )+ Y s=mp= i+ ) s (%)
j=1

J=1

() denkleminden (* ) denklemini taraf tarafa ¢ikaralm; ) s; terimleri birbirini gotiiriir:

(a—l)ijpZVﬁJ Cmpi2Y

p-1(p-1
Ardisik sayilarin toplam formiiliinden y j = M = pQTA ‘dir. Yerine yazarsak:

(a—l)ptl:p(ZL%J—n)Jrzer (3 % %)

Bu denklemi modiilo 2'de inceleyelim. p tek asal oldugundan p = 1 (mod 2); a tek kabul edildigi icin
(a — 1) cifttir. Denklem su hale gelir:

OEZV;“J —n(modz):nzZ{%"J (mod 2)

t=> {%J dersek n =t (mod 2) bulunur. Gauss lemmasi geregi (%) = (—1)"™ oldugundan ve iislerin
mod 2’°deki denkligi isareti degistirmeyeceginden:

()

2) Ikinci kismun ispati — 2'nin karesel karakteri.
(% * *) denkleminde a = 2 alalim. Once toplam inceleyelim:

(p=1)/2 2j
t= —
> 7]

j’nin alabilecegi en biiyiik deger 1'2;1 oldugundan 25 °nin en biiyiik degerip — 1°dir. 25 < p oldugu icin %
kesri daima 1’den kiiciiktiir ve tam kismu sifirdir:

.
{—JJzozmzo
P

Simdi (% * *) denkleminde a = 2 ve toplam yerine 0 yazalim:

p*—1 p’—1

Bu denklemi yine modiilo 2°de okuyalim; p tek oldugundan —p = 1 (mod 2):

p?—1
8

= n (mod 2)

Gauss lemmasina donersek (%) = (—=1)" oldugunu biliyoruz. Mod 2’deki denklik iislerde isareti etkile-
mediginden:
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44

Boliim 8. Gauss Lemmasi ve 2'nin Karesel Karakteri

¢

oziimlii Uygulamalar

Ispatladigimiz bu soyut teoremlerin, modiiler aritmetikteki sayilarin karesel karakterini bulmak igin nasil
giiclii bir araca dontstigini asagidaki 6rneklerle inceleyelim.

Ornek 8.1. 22 = 22 (mod 41) kongriiansinin ¢dziimiiniin olup olmadigini1 Gauss lemmas1 ve Euler
kriteri olmak tizere iki farkli yolla inceleyiniz.

Coziim.
Burada p = 41 (tek asal) ve a = 22°dir; ged(22,41) = 1 saglanmaktadir.
1. yol — Gauss lemmasi.

2

2_1 — 90dir. 22’nin 1’den 20’ye kadar olan katlarimin modiilo 41°deki kalanlarini yazalim:

J 1 2 3 4 5 6 7 9 10
22jmod 41 22 3 25 6 28 9 31 12 34 15
J 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
225 mod 41 37 18 40 21 2 24 5 27 8 30

Koyu yazilan degerler ’—2’ = 20, 5’ten buytik olanlardir: 22, 25, 28, 31, 34, 37, 40, 21, 24, 27, 30 — toplam

n = 11 adet.
Gauss lemmasina gore:

Sonug —1 ¢iktigr i¢in 22 bir KNR’dir ve denklemin ¢6ziimii yoktur.
2. yol — Euler kriteri.
(22) = 222° (mod 41) olmahdur:
222 =484 =41-11+ 33 = 33 = —8 (mod 41)
224 = (—8)% = 64 = 23 = —18 (mod 41)
228 = (—18)2 =324 =41 -7+ 37 =37 = —4 (mod 41)

2216 = (—4)? = 16 (mod 41)
20 = 16 + 4 oldugundan:
2220 = 2216. 224 = 16 - (—18) = —288 (mod 41)

41 - 8 = 328 oldugundan —288 + 328 = 40 = —1 (mod 41).
Sonug yine —1 (KNR) olarak bulunur; iki yéntem birbirini dogrulamaktadir.
]

Ornek 8.2. Euler kriteriyle buldugumuz (_Tl) = (=1)P=1/2 Hzel deger formiiliniin dogrulugunu
Gauss lemmasim kullanarak ispatlayiniz.

Cozim.
a = —1 alalim. Gauss lemmasi geregi —1’in katlarini yazarsak:

Acgik Matematik - acik-matematik.com 44

CC BY-NC-SA 4.0


https://acik-matematik.com
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.tr

8.3 Cozumli Uygulamalar 45

121, DR

Bu negatif sayilarin modiilo p’deki asil kalanlarini (modiil ekleyerek) bulalim:

p—1 p+1
- ]- - 2 vee _—_— = —
p » P ) y P B B)
Bu dizideki en kiigiikk eleman olan —p;rl bile £ degerinden bityiiktiir; yani kalanlarin hepsi £’den

buytiktiir. Dolayisiyla bityiik kalanlarin sayist dogrudan dizinin eleman sayisina esittir:

p—1
n=-—-—

2

Gauss lemmasina gore ( ) = (—1)" oldugundan ispat tamamlanir:

p (‘71) — (—1)PV/2

Ornek 8.3. z? = 3 (mod 17) kongriiansmin ¢éziilebilirligini t-toplam formiilii ve Gauss lemmas1

olmak tizere iki yolla analiz ediniz.

Cozim.
Verilenler: p = 17, a = 3 ve ”Tfl = 8.
1. yol — t-toplam formiilii.

=1
Tam kisimlari tek tek hesaplayalim:

j 1 2 3 4 5 6 7 8
37 3 6 9 12 15 18 21 24

[3j/17] 0 o0 0 0 o0 1 1 1

Toplam ¢ = 3’tiir. Buradan:
3 3 .
— | =(-1)° =—-1 (¢bzlim yok)

2. yol — Gauss lemmasi.
3’tin ilk sekiz katinin modiilo 17°deki degerleri:

3,6,9,12,15,1,4,7

Bu sayilardan § = 8, 5’ten biiyiik olanlar yalnizca 9, 12, 15’tir; yani n = 3. Yine

()=

bulunur. Nitekim modiilo 17°deki kareler kiimesi {1, 2,4,8,9, 13,15, 16} olup 3 bu kiimede yer almaz.
|

Ornek 8.4. Legendre semboliiniin 6zelliklerini kullanarak z? = —2 (mod 61) kongriiansmin ¢dziimii-

niin olup olmadigini bulunuz.
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46 Boliim 8. Gauss Lemmasi ve 2'nin Karesel Karakteri

Cozim.
p = 61 ve a = —2’dir. Legendre semboliiniin ¢carpimsallik 6zelligini kullanarak say1y1 par¢alayalim:

(&) - (&) (50)

Ozel deger formiillerinden her iki parcay1 ayr1 ayr1 hesaplayalim:

1. ;11) _ (71)(6171)/2 — (71)30 =1
2. %) = (—1)©E*~1/8 ssii hesaplayalim: 3721=1 — 465. Bu tek bir say1 oldugundan (—1)%65 = —1.

Bu iki sonucu ¢arptigimizda:

Sonug¢ —1 (KNR) oldugundan denklemin ¢6ziimi yoktur.

Kontrol: 61 = 5 (mod 8) oldugundan, bir sonraki érnekte gorecegimiz kural geregi 2 modiilo 61°de bir
non-rezididir — buldugumuz sonugcla tutarldir.

|

2:

Ornek 8.5. p tek asal say1 olmak iizere, = (mod p) denkleminin ¢éziilebilir olmasi icin gerek ve

yeter kosul nedir?

Cozim.
Denklemin ¢6ziilebilmesi igin 2’nin KR olmast, yani (12—)) = 1 olmasi zorunludur. 2’nin karesel karakter

formiiliini hatirlayalim:

Bu esitligin saglanabilmesi i¢in iis olan % ifadesinin ¢ift olmasi gerekir:
P’ —
8

1
=2k = p? — 1 = 16k = p*> = 1 (mod 16)

Tek asallar1 mod 8’e gore inceleyelim:

p mod 8 p? mod 16 p28_1 (%)
1 1 cift +1
3 9 tek —1
5 9 tek -1
7 1 cift +1

Sonug: 22 = 2 (mod p) denklemi ancak ve ancak p = +1 (mod 8), yani p = 1 veya p = 7 (mod 8)
oldugunda ¢oziilebilirdir.
|

Ornek 8.6. m > 2 bir tam say1 ve ged(r, m) = 1 olsun. Eger r, modiilo m’ye gore bir kuadratik rezidii
ise, #(™)/2 = 1 (mod m) oldugunu gésteriniz.

Coziim.
7 bir KR oldugundan 22 = r (mod m) denklemini saglayan en az bir a tam sayis1 vardir:

a? = r (mod m)
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8.3 Cozumli Uygulamalar 47

ged(r,m) = 1 oldugundan gcdSaQ, m) = 1 ve dolayisiyla a da modiille aralarinda asaldir.

Kongriiansin her iki tarafinin ¢Tm) kuvvetini alalim:

pb(m)/2

(a?)?(m)/2 = g#(™) (mod m)

a ve m aralarinda asal oldugu icin Euler teoremi devreye girer ve a®™ = 1 (mod m) olur. Yerine
yazdigimizda ispat tamamlanir:

r®(m)/2 = 1 (mod m)

Bu sonug, Euler kriterinin asal olmayan modiillere yonelik bir genellemesidir; ancak dikkat: tersi dogru
degildir — 7¢(™)/2 = 1 olmasi r’nin KR olmasini garanti etmez.
| ]
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9.1

9. Kuadratik Resiprosite (Karesel
Karsiliklilik) Teoremi

Su ana kadar Legendre semboliiniin 6zelliklerini, Euler kriterini ve Gauss lemmasini kullanarak sayilarin
karesel karakterlerini belirledik. Ancak asallar birytidiitkce (6rnegin (611) gibi ifadelerde) iis alma islemleri
veya Gauss saymalari bile hantallagir.

Gauss’un “altin teorem” adini verdigi kuadratik resiprosite teoremi, iki farkli tek asal sayimin
birbirine gore karesel durumlarinin dogrudan baglantili oldugunu kanitlar. Bu teorem, bityitk modiiller
altindaki denklemlerin ¢6ziilebilirligini ¢cok kisa siirede tespit etmemizi saglar.

Teorem ve Kafes (Lattice) Ispat1

Teorem 9.1 (Kuadratik Resiprosite Teoremi). p ve g birbirinden farkl iki tek asal sayr olsun. Bu
durumda

esitligi saglanir.

ispat.

Bu ispat, kartezyen koordinat sistemindeki tam sayi koordinatl noktalarin (kafes noktalarinin) sayilmasi
mantigina dayanir.

[ik olarak, birinci bélgede yer alan ve sinirlart belirli bir K dikdortgensel tam sayi kiimesi tanimlayalim:

Bu kiimenin eleman sayisi, x ve y’nin alabilecegi degerlerin ¢arpimi kadardir:

p—1 qg—1

Simdi K kiimesini qx = py dogrusu yardumiyla iki alt kiimeye ayiwralim:

* Dogrunun bir tarafinda kalanlar: K; = {(z,y) € K : qz > py}
e Diger tarafinda kalanlar: K, = {(z,y) € K : qz < py}

Kritik ayrinti. K kiimesindeki hicbir nokta tam olarak qx = py dogrusunun iizerinde olamaz. Ciinkii
ged(p, @) = 1 oldugundan bu esitligin saglanmasi i¢in p | x ve q | y olmasi gerekirdi; oysa kiimemizin
sinirlaninda x < p%l <pvey< q;—l < q’dur.
Dolayisiyla K} N K, = 0 ve K; U Ky, = K dur:

p—1 ¢g-1

S(K1)+5(K2):T 5

Simdi K, kiimesinin eleman sayisini siitun stitun bulalim:

(p—1)/2

K= J {(x,y):l <y< %m,y € Z}

=1

Bu birlesime giren kiimeler ikiser ikiser ayriktir. Belirli bir x degeri icin 1 < y < % sartini saglayan y

tam sayilarinin adedi, [%J sayisina esittir. O halde:
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50 Boliim 9. Kuadratik Resiprosite (Karesel Karsiliklilik) Teoremi

=% 5]

=1
Tamamen simetrik bir diistinceyle K, kiimesinin eleman sayisi da y ekseni iizerinden toplanarak bulunur:
(¢-1)/2 oy
st = Y, |2
y=1 q
Bu degerleri toplam denkleminde yerine yazalim:

g oy p-1 ¢-1
_J+ 3 L_J:T'T

p ~ Lda

>

(p-1)/2
x=1 \~
Esitligin her iki tarafini (—1) in iissii olarak yazalim:

(_1>2qu/m . (_1)2pr/qJ = <_1)"%1'q%1

Bir énceki boliimde Gauss lemmast iizerinden kanitladigimiz t-toplam formiilii geregi

(2) — (—1)Slaw/pl, (8) _ (—1)Slev/a

b q

oldugunu biliyoruz. Bu degerleri yerine yazdigimizda ispat tamamlanir.
|

© Teoremin pratik anlami: ters ¢evirme kurali

Kuadratik resiprosite teoremi aslinda sunu soyler: (%) semboliinii hesaplamak zorsa, onu ters gevirip
(%) semboliinii hesaplayabilirsiniz.

» Eger p ve q asallarindan en az biri 4k + 1 formundaysa, sembol isaret degistirmeden aynen ters

gevrlllr.
q p

« Eger p ve q asallarinin her ikisi de 4k + 3 formundaysa, sembol ters cevrildiginde eksi isareti alir:

(5)-6)
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9.1 Teorem ve Kafes (Lattice) Ispat1 51

1 Mantik kopriisii: carpimdan asil degere nasil geciyoruz?

Kuadratik resiprosite teoreminde hesapladigimiz sey iki semboliin ¢arpimidir. Peki bu ¢arpimdan
asil aradigimiz sembolii tek basina nasil ¢cekiyoruz?

Legendre sembolleri yalnizca 1 veya —1 degerini alabilir; dolayisiyla iki senaryo vardir.

1. senaryo (carpim 1 ise). Ikisay1ya (1 - 1) yada ((—1) - (—1)) olmak zorundadir. Her iki durumda

da semboller birbirine esittir:
5)-)
q p
2. senaryo (carpim —1 ise). Sayilardan biri 1 iken digeri zorunlu olarak —1’dir; yani semboller
birbirinin zit isaretlisidir:
5)--)
q p

Iste bu basit isaret mantig1 sayesinde, iistteki bilyitk sayiy1 asagiya atip modiiler indirgemeyle
kiiciiltme islemine devam edebiliriz.

Coziimlii Uygulamalar

Resiprosite teoreminin giicii, cok biiyiik sayilar iceren kongriianslari basit modiiler indirgemeler ve
sembolii siirekli ters ¢evirme (“takla attirma”) yoluyla ¢ok kiiciik sayilara diisiirmesinde yatar.

Ornek 9.1. 22 = —42 (mod 61) kongriiansinin ¢dziilebilir olup olmadigini arastirimniz.

Cozim.
Problemi ¢6zmek icin (_6—412) degerini hesaplamaliy1z (61 bir asal sayidur). ilk adim olarak —42 sayisint
carpanlarina ayirip Legendre’nin ¢arpimsallik kuralini uygulayalim:

(&)~ &) &) & &)
1. parea — (51):

2. parca — (62—1):

3. parca — (%): Her iki say1 da tek asaldir; resiprosite formiliini uygulayalim.

Carpimlari 1 oldugu icin semboller esittir. Simdi 61°i modiilo 3’te indirgeyelim (61 = 1 (mod 3)):

)-(5)-6)-

(6_71) ’ (6—71) = ()7 = ()P0 = ()P =1

Yine carpimlar1 1 ¢iktigindan sembol isaretsiz ¢evrilir. Modiilo 7’ye indirgeyelim (61 = 5 (mod 7)):

4. parca — (%):
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52 Boliim 9. Kuadratik Resiprosite (Karesel Karsiliklilik) Teoremi

(&) = (%) - ()

Kargimiza yine iki tek asal ¢ikti; teoremi bir kez daha uygulayip “takla” attiralim:

(;) ' (g) =(-)TF =(-)¥=1= (;)

7’yi modiilo 5’e indirgeyelim (7 = 2 (mod 5)):

7 2 521
(})-()-cv==cy
Zincirleme geriye donersek:

(&) (%)

Sonugclarin birlestirilmesi.

(%):1.(1).1.(1):1

Genel sonu¢ 1 ¢iktig1 icin —42 sayis1 modillo 61’e gore bir kuadratik rezidiidiir ve z

—42 (mod 61) kongriiansi kesin olarak ¢éziilebilirdir.
|

-()-6)--

2 —

Ornek 9.2. Hangi p tek asal sayilar icin 3, modiilo p’ye gore bir kuadratik rezidiidiir? Yani 2% =

3 (mod p) kongriians: hangi asallarda ¢éziilebilirdir?

Coziim.

Soru bizden (%) = 1 kosulunu saglayan tiim p tek asallarin1 bulmamiz: istiyor. Kuadratik resiprosite

teoreminden faydalanalim:

Denklemi diizenlersek:

(3)-(5)- v

Sonucun 1 ¢ikmast i¢in iki carpanin da 1 ya da ikisinin de —1 olmasi gerekir; boylece iki durum ortaya

cikar. B
Durum 1: (§) = 1 ve (-1 =1

(1) =1 = 5L cift = p = 1 (mod 4)

. (%) =1 = p, mod 3’e gore bir KR’dir. Modiilo 3’te kareler yalmzca {1} oldugundan = p =

1 (mod 3)
p—1

Durum 2: (§) = —1ve (-1)z =-1

c (D) =1 = ’%tek:ﬁaz 3 (mod 4)
+ (8) = —1 = p, mod 3’e gore bir KNR'dir => p = 2 (mod 3)

Aradigimiz asallar su iki kongriians sisteminden birini saglamalidir:

1. p=1(mod3) vep =1 (mod4)
2. p=2(mod 3) ve p = 3 (mod 4)

Simdi Cin kalan teoreminden yararlanarak bu sistemleri ¢ozelim.

Acgik Matematik - acik-matematik.com 52

CC BY-NC-SA 4.0


https://acik-matematik.com
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.tr

9.2 Cozumli Uygulamalar 53

1. sistemin ¢éziimii. p = 1 (mod 3) = p = 1 + 3y. Bunu ikinci denklemde yerine koyalim:
14+3y=1(mod4) = 3y=0(mod4) = y =0 (mod 4) = y =4z
Baga donersek p = 1 + 12z, yani p = 1 (mod 12). _
2. sistemin ¢oziimii. p = 2 (mod 3) => p = 2 + 3y. Ikinci denklemde yerine koyalim:
243y =3 (mod4) = 3y =1 (mod 4)
Modiler bolme icin sag tarafa 8 ekleyelim (9, 3’e tam boliiniir):

3y=9(mod4) = y=3(mod4) = y=3+4z

Baga donersek p = 2 + 3(3 + 4z) = 11 + 12z, yani p = 11 (mod 12).

Genel sonug. (%) = 1 olmast i¢in p tek asalinin modiilo 12’ye gore 1 veya 11 kalanini vermesi gerekir;
kisaca p = 41 (mod 12).

Kontrol: Bir énceki érnekte (&) = 1 bulmustuk. Gergekten de 61 =512 + 1 = 1 (mod 12)’dir.

]
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10.1

10.2

10. Jacobi Sembolii

Legendre sembolii yalnizca tek asal modiiller i¢in tanimliydi. Ancak pratikte ve ileri diizey kriptografik
algoritmalarda, asal carpanlarina ayrilmamis biiytik kompozit sayilarla calismamiz gerekir. Carl Gustav
Jacob Jacobi, Legendre semboliiniin 6zelliklerini kullanarak bu kavramu tiim tek tam sayilara genellestir-
migtir.

Jacobi Semboliiniin Tanimi

Tanim 10.1 (Jacobi Sembolii). P bir tam say1, Q > 1 bir tek tam say1 ve ged(P, Q) = 1 olsun.
Eger @ sayisinin asal carpanlarina ayrilmis hali Q) = g;¢5---q, ise (g;’ler tek asallar), P’nin QQ’ya gore

| acobl Semb Olu §O y le tanlmlanlr:
Q q QQ q S

Buradaki ¢; asallarinin birbirinden farkli olmasi gerekmez; ayni asal carpandan birden fazla varsa
carpimda o kadar kez tekrar edilir.

Bu tanimdan iki temel ¢ikarim elde ederiz:

1. Eger () zaten bir tek asal say1 ise, Jacobi sembolii dogrudan Legendre semboliiyle cakisir.
2. Sag taraftaki Legendre sembollerinin her biri yalnizca +1 alabildiginden, Jacobi semboliiniin alabi-
lecegi degerler de yalnizca 1 veya —1’dir.

Jacobi semboliiniin tuzag:

Jacobi sembolii, Legendre semboliiniin gériiniimiini taklit etse de “¢ozilebilirlik” konusunda aym
garantiyi vermez.

« Eger (5) = —1ise, 2 = P (mod Q) kongriiansinin ¢6ziimii kesinlikle yoktur.
+ Ancak g) = 1 olmasi, denklemin ¢oziilebilir oldugunu garanti etmez.

Ornek: 9 = 3 - 3 oldugundan

(3)- () @)oo

Semboliin degeri 1 ¢cikmasina ragmen 72 = 2 (mod 9) kongriiansinin hicbir ¢dziimii yoktur; modiilo

9’daki kareler {0, 1,4, 7} kiimesidir. Céziimiin var olmasi i¢in sag taraftaki tiim Legendre sembolle-
rinin ayr1 ayr1 1 olmasi gerekir.

Jacobi Semboliiniin Temel Ozellikleri

Jacobi sembolii, Legendre semboliiniin sahip oldugu carpimsal 6zellikleri aynen korur.

Teorem 10.1 (Jacobi Semboliiniin Cebirsel Ozellikleri). Q > 1 ve Q" > 1 tek tam sayilar; P ve P’
tam sayilar olsun. gcd(PP’, QQ’) = 1 kosulu altinda asagidaki ozellikler gecerlidir:

3 Lot

5y Gy

L N~
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56 Bolim 10. Jacobi Sembolii

5. P =P (modQ) ise (§) = (%)

ispat.
Q ve Q' sayilarini tek asal carpanlarina ayiwralim: Q = ¢;---q, ve Q" = ¢i---q;.
1) Birinci ézellik. Sol tarafi Jacobi tanimina gore agalim:

(@) (&) =16 G)-G)

Bu carpim, QQ’ sayisinin tiim asal ¢arpanlarina ait Legendre sembollerinin carpimidir; dolayisiyla (Qg, )

ifadesine esittir.
2) Ikinci ézellik.
(a) (@) =) ()] G)-(5)]
Q Q % 9s @ s
Terimleri ayni q; ’lere gore gruplayalim ve Legendre semboliiniin carpimsallik 6zelligini uygulayalim:
B (PP’) <PP/> B (PP’)
41 ds Q
3) Ugiincii ézellik. Ikinci ozelligi kullanarak (%2) = (P)2 = (41)? = 1; birinci ozelligi kullanarak

P P\? @
() =(5) =1
4) Dordiincii 6zellik. 1lk di¢ 6zelligin dogrudan birlesimidir:

(7)) @) () (5)-@

—_—
=1 =1

=1

5) Besinci ozellik. P = P’ (mod Q) ise, Q 'nun her q; asal ¢carpani icin de P = P’ (mod g;) gecerlidir.

Legendre sembolii modiiler denkligi korudugundan her i icin 5 = i olur; carpimlar da esittir.

B
n

10.3 Jacobi Sembolii I¢in Ozel Degerler

Jacobi sembolii, asal modiiller i¢in buldugumuz —1 ve 2’nin karesel karakteri formiillerini birebir ayni
sekilde korur. Ancak ispat, asal ¢arpanlar iizerinde zarif bir modiiler tiimevarim gerektirir.
Teorem 10.2 (Jacobi Semboliinde Ozel Degerler). @ > 1 bir tek tam say olsun. Bu durumda:

—1\ _ Q-1
L (26) = (-1)@2;
2. (5) =(-1)"%

ispat.

Q = q1945+-q, seklinde tek asal carpanlarina ayrilmis olsun.
1) Birinci formiiliin ispati. Jacobi tanimini kullanarak agalim:

(@) GHR)-com

Yardimeci cebirsel gercek. a ve b iki tek tam say: olsun:

ab2—17 (ag1+bg1> B (a—1)2(b—1)

a veb tek oldugundan (a — 1) ve (b — 1) ¢ifttir; iki ¢ift sayinin ¢arpimi 4’iin katidir ve 2 'ye béliindiigiinde
sonug yine cifttir. O halde modiilo 2°de bu fark sifira denktir:
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10.3 Jacobi Sembolii I¢cin Ozel Degerler 57

ab—1 a—1 b—-1

= d 2
> 5t (mod 2)
Bu mantigi1 tiimevarimla tiim q; ’lere genellersek:
a1 -1 _qg-1_ Q-1
eee = = d 2
5 +oF 5 5 5 (mod 2)

Modiilo 2’deki denklik, (—1)’in iissiindeki teklik/¢iftlik durumunu degistirmeyeceginden (x) denklemin-
deki toplami bu sonuca esitleyebiliriz.
2) Ikinci formiiliin ispati. Yine Jacobi tanimini acalim:

(5)=()-(2)-coes

Yardimct cebirsel gercek. a ve b iki tek tam say: olsun:

a2b2—17 a2—1+b2—1 _ (a®—=1)(b*—1)
8 8 8 - 8

Her tek sayinin karesi modiilo 8 °de 1’e denktir; yani 8 | a> — 1 ve 8 | b* — 1. Dolayisiyla ¢arpim 64’iin
katidir ve 8’e boliindiigiinde sonug hdla ¢ifttir. O halde:

a2b2—1_a2—1 b2 —1

d 2
8 8 g (mod2)
Bu mantig1 tiimevarimla tiim q; ’lere uygularsak:
2 2 2 2
¢ —1 =1 _(g)—1 Q-1
= = d 2
3 + et 3 3 3 (mod 2)

Bu sonucu (* x) denklemindeki iisse yazdigimizda ispat tamamlanur.
|

10.4 Jacobi Sembolii Icin Karsiliklilik Teoremi

Legendre sembolii i¢in ispatladigimiz altin teorem, Jacobi sembolii i¢in de birebir aymi formda gegerlidir.
Bu teorem, devasa kompozit sayilarla calisirken asal carpanlara ayirma zahmetinden kurtulup
dogrudan ters gevirme islemi yapmamiza olanak tanir — Jacobi semboliiniin asil pratik degeri buradadir.

Teorem 10.3 (Jacobi Sembolii i¢in Karsiliklilik Teoremi). P > 1 ve Q > 1 iki tek tam sayi ve
ged(P, Q) = 1 olsun. Bu durumda

P 1o

Py (9) = e

Q P

esitligi saglanir.
ispat.

P ve Q tek tam sayilarini asal carpanlarina ayiralim: P = p,---p, ve Q = ¢;---q,.
Jacobi semboliiniin tanimi ve carpimsallik 6zelliginden:

(5)-11(7) -1 (z)

Buradaki (%) sembolleri, tabanlar asal oldugu icin dogrudan Legendre sembolleridir; onlara klasik
J

kuadratik resiprosite teoremini uygulayabiliriz:
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58 Bolim 10. Jacobi Sembolii

(2)-(2)-cos=

Bu esitligi ¢carpumin icine yerlestirip sembolleri ve isaretleri ayiralim:

(5) - [TH(2)] o

Koseli parantezin ici tam olarak (%) Jacobi semboliiniin agilimidir. Usteki ¢ift toplamu ise carpanlarina

aywabiliriz:
(5) - () colEm )

Bir énceki teoremde kullandigimiz yardimci cebirsel gercek geregi:

)

_ s g.—1 _
pz = r-1 —— (mod 2), Z 4 5 % (mod 2)

J=1

Bu denklikleri iisse yazip her iki tarafi (%) ile carptifimizda ispat tamamlanir.
|

10.5 Céoziimlii Ornek

Ornek 10.1. 2 = 105 (mod 317) kongriiansinin ¢oziimii var midir? Bagka bir deyisle, 105 sayis1
modiilo 317’ye gore bir KR midir?

Cozim.

Hatirlatma (asallik testi). Asal olmayan bir ¢ > 1 dogal sayismin, p < v/t kosuluna uyan en az bir p
asal boleni vardir. Dolayisiyla bu kosula uyan hicbir asala bélinemeyen bir say1 kesinlikle asaldir.

17 < v/317 < 18 oldugundan kontrol etmemiz gereken asallar 2, 3, 5,7, 11, 13, 17°dir. Bunlarin hicbiri
317’yi tam b6lmediginden 317 bir asal sayidir.

O halde 105 tek bir tam say1, 317 tek bir asal ve ged(105,317) = 1’dir. 317 asal oldugu icin Jacobi ve
Legendre sembolleri burada ¢akisir; bulacagimiz sonug kesin bir ¢6ziilebilirlik yanit: verir.

Jacobi karsiliklilik teoremini uygulayip “takla” attiralim:

105\ (317 esaara oo
(317) (105)_( D=

Us cift oldugundan sonuc +1°dir; yani isaret degismez:
(15 _ (32
317/ \105
Simdi 317’yi modiilo 105’e indirgeyelim. 105 - 3 = 315 oldugundan 317 = 2 (mod 105):

() - ()

Karsimiza 2’nin karesel karakteri ¢ikt1; 6zel deger formiiliini uygulayalim:

Ussii hesaplayalim: 1052 = 11025 ve 11924 11024 = 1378. Bu ¢ift bir say1 oldugundan:
(5a8) -
105/
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10.5 Coziimlii Ornek 59

Sonug: Zincirleme esitliklerden (;’(1)?) = 1 elde edilir. 317 asal oldugundan bu, 105’in modiilo 317’ye
gore kesin bir kuadratik rezidii oldugu anlamna gelir; dolayisiyla 22 = 105 (mod 317) kongriianst
coziilebilirdir.

Saglama (¢arpanlara ayirarak). 105 = 3 - 5 - 7 oldugundan:

+ 317 =5 (mod 12) oldugundan
+ 317 =1 (mod 4) oldugundan

312 317
+ Benzer sekilde ( 317 (

317

Carpim: (—1)(—1)(+1) = 1 v ki yéntem birbirini dogrulamaktadir.
|

10.6 Calisma Problemleri

Konuyu pekistirmek icin asagidaki problemleri; 6grendiginiz Legendre/Jacobi sembolii kurallari, Euler
kriteri ve kuadratik resiprosite teoremlerini kullanarak ¢ozebilirsiniz.

Alistirma 10.1 (Sembol Degerleri). Asagidaki sembollerin degerlerini hesaplayiniz:
(—23) (51) 71 (—35)
83 )’ 1)’ 73)’ 97

Aligtirma 10.2 (Coziilebilirlik Analizi). Asagidaki kongriianslarin hangileri ¢oziilebilirdir?
a) 2 = 10 (mod 127)

b) 2% = 234 (mod 401)

¢) 22 = —73 (mod 143)

d) 22 = 45 (mod 101)

Ipucu: 143 = 11 - 13 asal degildir; bu sikta Jacobi semboliiniin tuzagini hatirlaym.
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11.1

11.2

11. Dogrusal (Lineer) Diofant Denklemleri

Sayilar teorisinde katsayilar1 ve aranan ¢oziimleri yalnizca tam sayilar olan denklemlere Diofant
denklemleri denir. Bu boliimde yiiksek dereceli karmasik yapilar yerine, modiiler aritmetik ve Oklid
algoritmasiyla dogrudan baglantili olan birinci dereceden denklemleri inceleyecegiz.

Tanim ve Coziilebilirlik Sarti
Tanim 11.1 (Birinci Dereceden ki Bilinmeyenli Diofant Denklemi). a,b,c € Z \ {0} olmak iizere,
ax +by=c

seklinde ifade edilen ve yalnizca tam sayili « ve y ¢oziimleri aranan denklemlere birinci dereceden iki
bilinmeyenli Diofant denklemi denir.

Bu denklemleri ¢6zmek, daha 6nce 6grendigimiz lineer kongriianslar1 ¢c6zmekle birebir aym seydir; ¢iinkii
ax + by = ¢ < ax = ¢ (mod b)

denkligi vardir. Dolayisiyla az + by = ¢ denklemini ¢ézme problemi, ax = ¢ (mod b) kongrilansini
¢bzme problemine denktir.

1 Coziilebilirlik ve sadelestirme kurali

1. Coziilebilirlik sarti. Bir ax + by = ¢ Diofant denkleminin tam sayili ¢6ziimiiniin olabilmesi igin
gerek ve yeter kosul ged(a, b) | ¢ olmasidir.

2. Sadelestirme. Bu sart saglaniyorsa, islemleri kolaylastirmak adina denklemin her iki tarafini
ortak bélene boleriz:

a_ . n b _ c
ged(a,0)” " ged(a,0)” ~ ged(a,b)
3. Bu sadelestirme sonucunda yeni katsayilar daima aralarinda asal olur. Bu yiizden Diofant denk-

lemlerini incelerken genel olarak gecd(a,b) =1 olan sadelestirilmis formlar tizerinde ¢aligmak
yeterlidir.

Genel Coziim Teoremi

Elimizde denklemi saglayan tek bir baglangic ¢6ziimii varsa, bu ¢6ziimii kullanarak sonsuz sayidaki diger
tim ¢6ztimleri nasil bulacagimizi asagidaki teorem soyler.

Teorem 11.1 (Diofant Denkleminin Genel Coziimii). a,b,c € Z \ {0} ve gcd(a,b) = 1 olsun. az +
by = ¢ Diofant denkleminin bir tam sayili 6zel ¢oziimii (x,y,) ise, denklemin biitiin tam sayili ¢oziimleri
t € Z olmak iizere soyledir:

T =z, + bt, y=1y,—oat
ispat.

(z,y), ax + by = ¢ denkleminin herhangi bir tam sayili ¢oziimii olsun. (x4,y,) da ézel bir ¢bziim
oldugundan ax, + by, = c’dir. Bu iki denklemi taraf tarafa ¢ikaralim:

a(r — ) + by —yo) =0

Terimlerden birini karsiya atalim:
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62 Boliim 11. Dogrusal (Lineer) Diofant Denklemleri

a(z —x¢) = —b(y — o)
Bu esitlikten b sayisinin sol tarafi, yani a(xz — ) ¢arpimini tam boldiigiinii anliyoruz:
b|a(z— )

Teoremin basinda gcd(a, b) = 1 kabul etmistik. Oklid lemmas: geregi, b bir carpimi bélityorsa ve ¢arpan-
lardan biriyle (a) aralarinda asalsa, diger carpani bélmek zorundadir:

bl|(x—xy) =zc—2,=0 ((€Z)=z=2x,+0bt
Simdi (x — x,) = bt ifadesini asil denklemde yerine yazalim:
a(bt) +b(y —yo) =0
Her iki tarafi b # 0’°a bolersek:
at+y—yy=0=y=y,—at

Tersine, buldugumuz x = x, + bt vey = y, — at tam sayilari denklemde yerine konuldugunda denklemi
her zaman saglar; dolayisiyla tiim ¢oziimleri bulmus oluruz.
|

Genisletilmis Oklid Algoritmasiyla Coziimlii Ornekler

Katsayilar kiiciikse deneme yanilmayla bir (z, y,) bulunabilir. Ancak katsayilar bilyiikse, genisletilmig
Oklid algoritmasi kullanarak en biiyiik ortak boleni geriye dogru acar ve ilk ¢oziimii algoritmik olarak
buluruz.

Ornek 11.1. 30z + 66y = 41 Diofant denkleminin ¢6ziimiinii arastiriniz.

Coziim.
Coziilebilirlik sartini kontrol edelim: ged(a, b) | ¢ olmalidir.

gcd(30, 66) = 6

Ancak 6 sayis1 41’1 tam bolmez (6 } 41). Bu nedenle verilen Diofant denklemi ¢oziimsiizdiir; hicbir
tam say1 ¢6zimil yoktur.

Sezgisel olarak: sol taraftaki her terim 6’nin kat1 oldugundan toplam da daima 6’nin kat1 olmak zorun-
dadir, oysa 41 degildir.

|

Ornek 11.2. 291z + 549y = 54 Diofant denkleminin tiim tam say1 ¢éziimlerini bulunuz.

Coziim.
1. Coziilebilirlik ve sadelestirme.
ged(291, 549) = 3 ve 3 | 54 oldugundan denklemin sonsuz ¢dziimii vardir. Her iki tarafi 3’e bolelim:

97x + 183y = 18

Artik aralarinda asal olan 97 ve 183 ile ¢alisacagiz.
2. Oklid algoritmasi.

183=1-97486 = 86 = 183 — 97
97=1-86+11 =11 =97 —86
86=7-1149 = 9=86—-7-11

Algoritmay1 1 kalanina kadar indirmeye gerek yoktur: 9 sayisi, aradigimiz 18’in tam yarisidir. Islemi
burada kesip 9’u yalniz birakiyoruz.
3. Geriye dogru yerine koyma.
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9=286—7-11
=86 — 7(97 — 86)
=8.86—7-97
= 8(183 —97) — 797
=8-183—15-97

Dogrusal birlesimimizi bulduk: 97 - (—15) + 183 - 8 = 9. (Saglama: —1455 + 1464 =9 V)
4. Hedef denkleme ulagma.
Sadelesmis denklemimizin sag tarafi 9 degil 18°di; esitligin her iki tarafini 2 ile ¢carpalim:

97 - (—30) + 183 - 16 = 18
(Saglama: —2910 + 2928 = 18 V') O halde 6zel ¢oziimiimiiz:
zy = —30, Yo = 16

5. Genel ¢oziim.
Sadelesmis denklemde a = 97 ve b = 183 oldugundan:

x=-30+183t, y=16—97t (tcZ)

Ornek 11.3. 312z + 51y = 9 Diofant denklemini ¢oziiniiz.

Cozim.
1. Sadelestirme. gcd(312,51) = 3 ve 3 | 9 oldugundan ¢6ziim vardir. Uge bélelim:
104z + 17y =3
2. Oklid algoritmasi (104 ve 17 igin).
104=6-17+2
17=8-2+1
2=2-140
3. Geriye doniis.
1=17—-8-2

=17 —8(104 — 6 - 17)
—17—8-104 44817
=104 - (—8) + 17 - 49

(Saglama: —832 + 833 =1V)
4. Hedef denkleme genisletme. Denklemin sag tarafi 3 oldugu icin esitligin iki tarafini 3 ile carpalim:

3 =104 (—24) 4+ 17147

(Saglama: —2496 + 2499 = 3 V') Buradan 6zel ¢oziim: x, = —24, y, = 147.
5. Genel ¢oziim. a = 104 ve b = 17 kullanilarak:

o=-24417t, y=147—104 (t€Z)

Calisma Problemleri
Aligtirma 11.1 (Diofant Denklemleri). Asagidaki Diofant denklemlerinin biitiin tam sayili ¢6ztimle-

rini bulunuz. Once ¢oziilebilirlik sart1 olan ged(a, b) | ¢ kuralini kontrol etmeyi unutmayin.
a)3z+5y=1 b)5z+3y=52 )40z + 63y =521 d)330z+ 175y = 50
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64 Boliim 11. Dogrusal (Lineer) Diofant Denklemleri

e) 15z — 7y =111 )12z +50ly=1 g) 10z —T7y=17 h)15z+1lly=1
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