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Giris

Bu boliimde, belirsizlik iceren dinamik sistemlerin olasiliksal modellerini inceliyoruz. Stokastik temeller-
den baglayarak; sistemlerin zaman i¢cindeki durum gecislerini, veri tabanli gelecek tahminlerini ve stratejik
karar alma mekanizmalarini adim adim ilerleyen bir yapida ele aliyoruz.

1 Not

Asagidaki mifredatta baglantili olan bagliklarin notlar1 hazirdir. Baglantisiz bagliklar sirasiyla yazil-
makta olup tamamlandik¢a bu sayfaya eklenecektir.
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1.1

1.2

1. Stokastik Siire¢ Kavrami

Stokastik Siire¢ Nedir?

Stokastik kelimesi “rasgele” ile ayn1 anlamdadir. Bir sistemin davranisi tamamen kontrol altina alinami-
yorsa, yani sistemde giderilemeyen bir belirsizlik varsa, o sistemi olasilik teorisinin diliyle modellemek
gereKkir.

Tanim 1.1 (Stokastik Siireg). Ortak bir olasilik uzay: tizerinde tanimli, bir 7" indis kiimesiyle indis-
lenmis rasgele degiskenler ailesine stokastik siirec¢ (rasgele siire¢) denir:

{X,[teT}

Burada ¢ genellikle zamam temsil eder. Siirecin aldig1 biitiin olas1 degerlerin kiimesine durum uzay1
denir ve S ile gosterilir.

Kisacas: bir stokastik siireg, belirsizlie konu olan dinamik bir sistemin olasiliksal modelidir. Tek bir
rasgele degiskenden farki, sistemin zaman icindeki evrimini takip etmesidir.

Kesikli ve Siirekli Zamanl Siirecler

Siirecleri ayiran ilk dlciit, indis kiimesi 7" nin yapisidir.

Tanim 1.2 (Kesikli ve Siirekli Zamanli Siire¢). Kesikli zamanli stokastik siirec. Indis kiimesi
{0,1,2, ...} gibi sayilabilir olan siirectir:

{5,|n=0,1,2,..}

Burada S, S, S,, ... siirecin rasgele degiskenleridir. n degiskeni ¢cogu zaman bir adim ya da deneme
sayis1 anlami tagir.
Siirekli zamanh stokastik siirec. Indis kiimesi bir aralik olan siirectir:

{Y;[t>0}

Burada siralama dogrudan ¢ > 0 zaman parametresine gore yapilir.

1 n ile ¢ arasindaki fark

Her iki durumda da indis genel olarak zamana baglidir; fark, zamanin nasil 6l¢tildiigiindedir.

« Kesikli siirecte n, zamanin dolayl 6l¢tisiidiir: kacinct adimda oldugumuzu séyler.
« Siirekli siirecte ¢t dogrudan zamandir; iki gézlem arasinda istediginiz kadar ince aralik secebilir-
siniz.

Ornek 1.1 (Kesikli Stokastik Siireg). {S, |n=0,1,2, ...} siireci verilsin ve S,,’in durum uzay1 S =
{1,2, 3,4} olsun. Bu dért durum, bir kisinin bankada yapabilecegi dort ayr1 iglemi géstersin:

1 = para ¢ekme, 2 = para yatirma, 3 = havale, 4 = bakiye sorgulama

Burada n, yapilan islem sayisidir. Ornegin bir miisteri 5 defa para ¢ekme, 12 defa para yatirma, 3 defa
havale ve 1 defa bakiye sorgulama yapmigsa

n=5+12+3+1=20

olur; siire¢ Sy, Sy, ..., Soo adimlariyla izlenir.
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10 Boliim 1. Stokastik Siire¢c Kavrami

Ornek 1.2 (Siirekli Stokastik Siireg). {Y, |t > 0} siireci verilsin ve Y;’nin durum uzayr S =
{0,1,2,...} olsun.

Y,, bir aligverig merkezinin otoparkina ¢ anina kadar park etmis arag sayisini gostersin. Zaman kesintisiz
aktig1 icin siire¢ siirekli zamanlidir; buna kargilik durum uzayi kesiklidir (arag sayisi bir tam sayidir).

O Dort kombinasyon

Son 6rnek 6nemli bir noktay1 gosteriyor: zamanin ve durum uzaymin kesikli/siirekli olmasi birbi-
rinden bagimsiz iki 6zelliktir. Dolayisiyla dort sif vardir:

Kesikli durum uzay: Siirekli durum uzay1

Kesikli zaman Yazi-tura dizisi Giinlik kapanis fiyati

Siirekli zaman  Otoparktaki ara¢ sayis1  Bir cismin sicakligi

Cok Boyutlu Siirecler

Bazi sistemlerde her adimda tek bir say1 degil, birden ¢ok biiytikliik birlikte gozlenir. Bu durumda siireg
bir rasgele vektor dizisi olarak yazilir.

Tanim 1.3 (Cok Boyutlu Stokastik Siire¢). Her adimda m tane buytklik gozleniyorsa, j. adimdaki
gozlem

bi¢iminde bir rasgele vektordiir. Siirecin tamamu ise m x n boyutlu

Sll S12 Sln
521 S22 S2n
St Sma  Soun

dizilimiyle temsil edilir; buradaki her S;; bir rasgele degiskendir.

Bagimsiz Toplamlar: Sarilim

Stokastik siireclerin ¢ogu, bagimsiz rasgele degiskenlerin birikimli toplami olarak kurulur. Bu ytizden
toplamin dagilimim bilmek gerekir.

Tanim 1.4 (Bagimsiz Toplamlarin Dagilimi). X, X,, ..., X, bagimsiz ve aym1 dagilimli rasgele
degiskenler olsun; ortak kiimiilatif dagilim fonksiyonlar1 F olsun. Toplamlar:

olarak tanimlansin. Bu durumda Z,’in kiimilatif dagilim fonksiyonu F), , Fy’in n katli sarilimidir
(konvoliisyonudur).

Acgik Matematik - acik-matematik.com 10 CC BY-NC-SA 4.0
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1.4 Bagimsiz Toplamlar: Sarilim 11

1 “Zamana gore kararli” ne demek?

X, lerin ayn1 dagilima sahip olmasi, dagilimin zamandan etkilenmemesi anlamina gelir. Ornegin bir
kaza siirecinde, kazalar arasi stirenin dagilimi yilin hangi ayinda oldugumuza bagl degilse siire¢ bu
anlamda kararhidir.

Ornek 1.3 (Bernoulli'den Binom'a). Fy bir Bernoulli dagilim ise (X; € {0,1}, P(X, =1) = p),
toplam Z,, hangi dagilima sahiptir?

Coziim.
Z, =X; + -+ X,, n bagimsiz denemedeki basar1 sayisini verir; yani Z,,, n denemeli binom
dagilimina sahiptir. Olasilik fonksiyonu

Pzn(b) = (Z)pbq”*b = b!(nn—!_b)!pb(l—p)"b, b=0,1,...,n
kimdulatif dagilim fonksiyonu ise 0 < a < n i¢in
la]
:JZ:J' (n—3) 'pj (A=p

olur. Burada Z,,, n denemedeki varis sayisini gostermektedir.
|

Bir sonraki béliimde ayni kurguyu siirekli zamanda tekrarlayacagiz: X, ler iistel dagilimli oldugunda
toplamlar: Erlang dagilimina, sayma siireci ise Poisson siirecine gotirecek.
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2.1

2. Varis Sayma Siireci ve Erlang Dagilimi

Bir sistemde aym tiirden olaylar arka arkaya meydana geliyor olsun: bir kavsakta kazalar, bir acil
serviste hastalar, bir santralde gelen ¢agrilar. Bu tiir siireclerde iki farkli bakis acisi vardir ve bunlar
birbirinin ikizidir:

+ Zamana bakmak: n. olayin gerceklesmesi ne kadar siirer?

« Saymaya bakmak: ¢ anina kadar kac olay gercgeklesir?

Bu boliimde her iki bakigin notasyonunu kurup aralarindaki kopriiyii atacagiz.

Temel Buyiikliikler

Tanim 2.1 (Varis Siireci Bityiikliikleri). Arkaarkaya meydana gelen aynu tiir olaylar arasindaki zaman
bosluklar1 G}, G,, ... olsun. Burada G, (i — 1). olay ile 4. olay arasinda gegen siiredir.

T, :n.olay oluncaya kadar gecen toplam siiredir:
{T,, | n =0,1,2, ...} siirecine varig zamanlar1 siireci denir. Anlasma geregi T, = 0’dir; bunun anlam
“heniiz hicbir olay olmamugtir”.

+ Y, : ¢t an1 dahil olmak tizere ¢t zamanina kadar gerceklesen olay sayisidir. {Y] | ¢t > 0} siirecine varig
sayma siireci denir.

+ R, : a zamanindan sonra ilk olayin olmasma kadar gecen siiredir; ileri rekiirans siiresi olarak
adlandirilir.

1 Zaman bosluklar1 neden rasgeledir?

G; sireleri genel olarak zamana gore kararlidir: bir kaza olduktan sonra diger kazanin ne zaman
olacag: belli degildir, ama bekleme siiresinin dagilimi degismez.

Sayma stirecinin farklar1 da sik kullanilir: @ > 0 verilsin. a ile a + Aa zamanlar: arasinda gerceklesen
olay sayisi
Y, +Aa }/a = YAa

a

bi¢iminde yazilir. Yani sayma siireci duragan artishdir: bir araliktaki olay sayisinin dagilimi, araligin
nerede basladigina degil yalnizca uzunluguna baglhidur.

Ornek 2.1 (Fark Notasyonu). Bir kavsakta kazalar olsun. Ty = 4 ise, 5. kaza olana kadar 4 birim
zaman ge¢mistir.

A A
ifadesi ise “3. ve 5. zaman birimleri arasinda olan kaza sayis1” demektir; bu da 2 birimlik bir araliktaki

kaza sayistyla ayni dagilima sahiptir.

Ornek 2.2 (Sozelden Notasyona). “Bir a zamanindan 24 birim zaman sonraya kadar olan olaylarin
sayisinin 30’dan fazla olmas1” olay1

Pr{Y, 5 — ¥, >30}

biciminde ifade edilir.
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Erlang Dagilimi

Stirekli zamanli varis siireclerinde G; zaman bosluklarr tipik olarak iistel dagilimlidir. O hélde T, n
tane bagimsiz ustel degiskenin toplamidir.

Teorem 2.1 (Ustellerin Toplam Erlang'dir). G, ...,G, bagimsiz ve her biri X\ parametreli iistel
dagilima sahip olsun. Bu durumda

T, =G +++G,

toplami, A parametreli n denemeli Erlang dagilimina sahiptir. Kiimiilatif dagilim fonksiyonu ve olasilik
yogunluk fonksiyonu a > 0 igin

e ()

FTW (a)=1-— 2. i
A (Aa)""le~*e
an (a) (’Il o 1)‘

bicimindedir.

1 Yogunluk nereden geliyor?

Yogunluk fonksiyonu, kiimiilatif dagilimin tiirevidir. Toplamdaki terimlerin biiytik kismi sadelesir ve
geriye tek bir terim kalir:

d (M) 2| M) le e
—Fy (a) = Aee — =
da (@) =2e ;0 7 ; k! (n—1)!

Bastaki carpanin Aa degil A olduguna dikkat edin; aksi hilde yogunlugun integrali 1 etmez.

1 Ozel hal
n = 1 icin Erlang, tstel dagilima indirgenir:
fr,(a) = e A, Fp(a)=1- e e

Ayrica iistel dagilimin beklenen degeri E(G;) = ’dir; buradan E(T,) = % bulunur.

Sayma ile Zaman Arasindaki Koprii

Simdi boliimiin en 6nemli iliskisine geldik. 7;, ile Y, ayni siirecin iki farkli okumasidir ve birbirine su
denklikle baglanir.

Teorem 2.2 (Sayma--Zaman Denkligi). Hern > 1 vet > 0 icin

{T,<t}e{Y,>2n}
olaylari aynidr.

Ispat.

T, <t demek, n. olayin en gect aninda gerceklesmis olmasi demektir. O haldet anina kadar en azn olay
gerceklesmistir; yani'Y, > n’dir.

Tersine Y, > n ise, t anina kadar en az n olay olmustur; 6zel olarak n. olay t’den dnce (ya da tam t’de)
gerceklesmistir, yani T, < t’dir.

|
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2.3 Sayma ile Zaman Arasindaki Koprii

15

Bu denklik pratikte ¢ok ise yarar: dagilimi bilinmeyen bir biiyiikliigii, dagilimi bilinen digerine
cevirmeyi saglar. Ornegin 7, ’in Erlang dagilimi dogrudan hesaplanmasi zor bir ifadedir; ama sayma

tarafina gecilirse hesap Poisson olasiliklarina indirgenir:

e M)

Pr{T, <t} =Pr{Y;>n}=1-) —
— 7!
7=0

Q Sayma tarafindaki ti¢ temel ifade

e >\t
Pr{Y, < n} = Z )
ikisinin farky, tek bir terimi yalitir:

e M)

Pr{Y, =n} =Pr{Y, <n} —Pr{¥, <n} = p

Ayrica timleyen kurali her zaman gecerlidir:

Pr{Y, > n} +Pr{¥, <n} =1

Son esitlik, {Y; | t > 0} siirecinin her ¢ i¢in At ortalamali Poisson dagilimina sahip oldugunu séyler.

Iste bu yiizden bu siirece Poisson siireci denir; bir sonraki béliimiin konusu odur.
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3. Poisson Siireci ve Uygulamalar1

Onceki bsliimde, zaman bosluklar1 A parametreli iistel dagilima sahip oldugunda sayma siirecinin

efxt ( /\t) n
Pe(y; =n} = “ 0
olasiliklarim verdigini gérmiistik. Bu, At ortalamali Poisson dagilimidur.

Tanim 3.1 (Poisson Varig Siireci). Asagidaki 6zellikleri saglayan {Y; | t > 0} sayma siirecine, A oranl
Poisson varis siireci denir:

1. Y, =0

2. Bagimsiz artislar: ayrik zaman araliklarindaki olay sayilari bagimsizdir;

3. Duragan artislar: bir araliktaki olay sayisinin dagilimi yalnizca araligin uzunluguna baglidir;
4. Her t i¢in Y}, At ortalamali Poisson dagilimina sahiptir.

Burada X’ya siirecin varis orani (birim zamandaki ortalama olay sayis1) denir.

P{Y, =n}

o

At=2
0,25
AM=4
0,20 At=3
0,15
0,10
0.00 | R [l I I 1 - I I | 1 .
0 2 4 6 8 10 12 14 1

n
6

Sekil 3.1: Poisson olasiliklarinin At ile degisimi. Ortalama bityiiditk¢e dagilimin tepesi saga kayar ve
yayvanlagsir; At = 2 gibi kiiciik degerlerde dagilim belirgin bi¢imde ¢arpiktir.

I1ki 6zelligin pratikteki karsilig

Problemleri ¢6zerken siirekli su iki sadelestirmeyi kullanacagiz:

» Duraganlik. Y, ., — Y, ile Y, aym1 dagilima sahiptir. Yani “saat 3 ile 6 arasinda” demekle “3
saatlik bir aralikta” demek ayn1 seydir.
« Bagimsizlik. Ayrik araliklar birbirini etkilemez; bu ytizden

Pr{Y; — Y, = 4| Y; = 2} = Pr{¥; - ¥; = 4} = Pr({¥; = 4}

gibi kogullar diiser. Kosullu olasiliklarda ilk ig, kosulun bilgi tasiyip tasimadigina bakmaktr.

3.1 Beklenen Deger

Teorem 3.1 (Poisson Siirecinin Beklenen Degeri). {Y, |t > 0}, A oranli bir Poisson siireci ise
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olur.

Ispat.
Tanim geregi

[es) o) e—)\t n
B) =Y nPry=n) =3 a0
n=0 n=0 '

yazilir. n = 0 terimi sifir oldugundan toplama n = 1°den baslanabilir:

o) ef)\t n
)= a0

n=1

Simdin — n + 1 indis kaydirmast yapalim:

00 n+1 15,54 n
E(Y;) — ef)\t Z(n + 1) ((:L\tj_ 1)' _ 67)\15 Z ()\t)n|()\t)
n=0 : :

n=0
At carpani toplamin disina alinirsa geriye iistel fonksiyonun seri agilimi kalir:

E(Y;) = e (At)f: Q" _

!
o n.
~—
—et

Birlestirme ve Ayristirma

Poisson siireglerini bu kadar kullanish yapan iki 6zellik daha vardir. Asagidaki problemlerin neredeyse
tamamu bu ikisine dayanir.

Teorem 3.2 (Birlestirme (Superposition)). \; ve A\, oranli bagimsiz iki Poisson siireci birlikte gozle-
nirse, ortaya ¢ikan siire¢ yine bir Poisson siirecidir ve orani

A=A+ )\

olur. Bu, ikiden fazla siire¢ icin de gecerlidir.

Teorem 3.3 (Ayristirma (Thinning)). A oranli bir Poisson siirecinde her olay, digerlerinden bagimsiz

olarak p olasilikla “A tipi”, 1 — p olasilikla “B tipi” olarak siniflansin. Bu durumda

e A tipi olaylar Ap oranli bir Poisson siireci,
* B tipiolaylar A\(1 — p) oranli bir Poisson siireci

olusturur ve bu iki siitre¢ birbirinden bagimsizdir.

Ayrnistirmadaki bagimsizlik sasirticidir

Ayristirma teoreminin en ¢ok gézden kacan kismi sondaki bagimsizliktir: A tipi olaylarin sayisini
ogrenmek, B tipi olaylarin sayis1 hakkinda higbir bilgi vermez. Asagida Ornek 3.3'un (b) sikkinda
bu noktaya donecegiz.

Acgik Matematik - acik-matematik.com 18 CC BY-NC-SA 4.0


https://acik-matematik.com
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.tr

3.3

3.2 Birlestirme ve Ayrigtirma 19

Coziimlii Problemler

Ornek 3.1 (Temel Hesaplar). Varis orani saat bagma 2 olan {Y, | ¢t > 0} Poisson varis siireci icin
asagidakileri hesaplayiniz.
) Pr(Y, =5} b)Pr{Y, - %=1} oOPr{Y;-Y=4|¥ =2} dPr{¥;=4|Y=2)

Cozim.
a) 2 saat iginde 5 olay: t = 2, A = 2, dolayisiyla A\t = 4’tiir.
—4 45
Pr{Y, =5} = & —— = 0,1563

b) Duraganlik geregi Y, — Y5 ile V] aymi dagilimlidir: A\t = 2.

e 22!
Pr{¥, — % = 1} = Pr{¥; = 1} = === = 0,2707

c) (0, 3] ile (3, 6] ayrik araliklar oldugundan kosul diiser; kalan aralik 3 saattir, \t = 6.

—664
Pr{Y; =Y =4 Y =2} = Pr{¥; — ¥; = 4} = Pr{¥; =4} = —— = 0,1339

d) Y, =4veY, = 2ise (4,5] araliginda 2 olay olmusgtur; bu aralik 1 saattir, A\t = 2.

672 2

2
Pr{Y; =4|Y¥; =2} = Pr{Y; = 2} = —5;— = 0,2707

Ornek 3.2 (Acil Servis). Bir hastanenin acil servisine saatte 2 varis oraninda hasta gelmektedir. Bir
doktor saat 6’dan 18’e kadar calismaktadir. Asagidaki sorulari, siirecin Poisson varig siireci oldugunu
kabul ederek cevaplayiniz.

a) Doktor saat 8’e kadar 6 hasta bakmigsa, saat 10’a kadar toplam 9 hasta bakma olasilig1 nedir?

b) Art arda gelen hastalarin variglar: arasindaki zamanin beklenen degeri nedir?

c) Doktorun ise gelmesinden ilk hastaya bakmasina kadar gegen siirenin 15 dakika veya daha az olma
olasilig1 nedir?

d) Doktorun 13. hastasina saat 13’ten 6nce bakma olasilig1 nedir?

e) Acil servise bagvuran hastalarin %14’ ¢ok acil olarak siiflandirilmigtir. Buna gére doktorun giin
boyunca 6 ¢ok acil hastaya bakma olasilig1 nedir?

f) Hastanenin ayrica ayakta tedavi servisi vardir; buraya hastalar saatte 4 oraninda gelmektedir. Her iki
serviste de saat 6°dan 12’ye kadar bagvuran hastalarin toplam sayisinin 30°dan fazla olma olasilig1 nedir?

Coziim.
a) Saat 8 ile 10 arasinda 9 — 6 = 3 hasta gelmelidir. Aralik 2 saat, \t = 4’tir.

674 3

4
Pr{Y, =3} = —— = 0,1954

b) Varislar arasi siire G;, A parametreli iistel dagilima sahiptir:

1 1
E(G,) = ) saat = 30 dakika

c) 15 dakika = % saattir. Ustel dagilimin kiimiilatif dagilim fonksiyonu
F(z) = / e M dy = [—e”‘“]x =1—e
0

oldugundan
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1
Pr{Gl < Z} = @) —1—e 24 =1—¢12=0,3935

d) Saat 6°dan 13’e kadar 7 saat vardir. Sayma-zaman denkligiyle (At = 14):

12 e~ 14 14k
Pr{Ty, <7} =Pr{¥; > 13} =1 — ; —— = 0,6415
e) Ayristirma teoremiyle ¢ok acil hastalar, orani
14
A= —=2-0,14=0,28
100 ’ ’

olan bir Poisson siirecidir. Giin boyu ¢alisma stiresi 12 saat oldugundan A\*t = 3, 36 dur:

236 (3,36)8

= 0,0694

f) Birlestirme teoremiyle toplam oran A = 2 4 4 = 6’dur. 6 saatlik aralikta A\t = 36:

30 6_36 36k
Pr{Y; > 30} = 1—ZT =0,8194
k=0 '

| “Fazla olma” bir kuyruk olasiligidir

(f) sikkinda sorulan Pr{Y; > 30} ile tek bir terim olan Pr{Y; = 30} = 0, 0427 birbirine karistirilma-
malidir. “Daha fazla”, “en az”, “daha az” gibi ifadeler bir kuyruk olasilig ister; bunlar ya toplamla ya
da tiimleyenden hesaplanir.

Hangi tarafin kisa olduguna bakip onu se¢in: burada Pr{Y; > 30} i¢in 31’den sonsuza toplamak
yerine, 0’dan 30’a toplay1p 1’den ¢ikarmak daha kolaydur.

Ornek 3.3 (Otoyol). Bir otoyolun bir noktasinda dakikada 1 oraninda motorlu ara¢ gecmektedir.
Bunlarin %5’i kamyondur ve siire¢ bir Poisson varis siirecidir.

a) Bir saat boyunca en az bir kamyonun ge¢me olasilig1 nedir?

b) Bir saatte 10 kamyonun gectigi biliniyorsa, bu siirede gecen motorlu araglarin beklenen toplam sayisi
nedir?

c) Bir saatte 50 motorlu ara¢ ge¢mesi halinde bunlarin 5 tanesinin kamyon olma olasilig1 nedir?

Coziim.
Dakikada 1 arag, saatte A, = 60 ara¢ demektir. Ayristirma teoremiyle

A =60-0,05=3 (kamyon), Ap =60-0,95 =57 (diger)

olur ve bu iki siire¢ bagimsizdir.

a) Tumleyenden:

e 330
0!

Pr{Yg,;>1} =1 Pr{¥; =0} =1— =1—¢3=0,9502

b) Kamyon ve diger arag siiregleri bagimsiz oldugundan, kamyon sayisini bilmek diger araclar hakkinda
bilgi vermez:

E (Yy, | Y, =10)=10+ E(Yp,) = 10+ 57 = 67

¢) Kosullu olasiligi tanimdan agalim. {YK’I =5Yy, = 50} olayi, {YK71 =57Yp: = 45} olayma
esdegerdir:
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Pr{¥, =5} - Pr{Yp, =45} _ S =0,0658

Pr{Y,,, =50} e*“’;g!om

Pr{Yy,=5|Y, =50} =

Q sikkinin gizli kimligi
Yukaridaki ifade sadelestirilirse tam olarak bir binom olasilig1 ¢cikar:
50
Pr{YK1 =5|Yy,= 50} = ( 5 )(0,05)5(0795)45 =0, 0658

Bu tesadiif degildir: toplam arag sayisi sabitlendiginde her aracin bagimsiz olarak p = 0, 05 olasilikla
kamyon olmasi, tam da ayristirma teoreminin tersinden okunusudur.

stkkinda sik yapilan hata

“Kamyonlar toplamin %51 ise 10 kamyon 200 araca karsilik gelir” diyerek 200 cevabina ulagmak ¢ok
yaygindir. Bu oransal akil yiiriitme, Poisson varsayimi altinda gecerli degildir.

Sebebi ayristirma teoremidir: kamyon ve diger arag siirecleri bagimsiz oldugundan, Yy ; = 10 bilgisi
Yp 1'in dagilimint hig degistirmez. Diger araglarin beklenen sayisi, kamyon sayisi ne olursa olsun 57
kalir; toplam da 10 + 57 = 67 olur.

%5 orani yalnizca uzun vadeli ortalamayi belirler; tek bir saatte gézlenen kamyon sayisindan
toplam trafigi geri hesaplamaya yaramaz.

Ornek 3.4 (Bask1 Hatalar1). Bir kitabin basiminda baski hatalarinin ortaya ¢ikisi, 1000 kelimede bir
hata oraninda bir Poisson siirecidir. On baskilarinin yazar tarafindan her okunusunda hata sayis1 %50
oraninda azalmaktadir. Kitapta 200.000 kelime olduguna gére, hi¢ hata kalmamasinin olasiliginin en az
%98 olmast i¢in yazarin kitab1 en az kag kez okumas: gerekir?

Cozim.
200.000 kelime ve 1000 kelimede bir hata oldugundan baslangigtaki beklenen hata sayis1 A\; = 200°diir.

Her okuma bunu yariya indirdiginden

200 200 200
)\2 = 7, A3 - 2—2, ceey )\n = F

olur. n. okumadan sonra hi¢ hata kalmamasi olasilig::

—)\n)\O B
PI‘{Y = 0} = ¢ O] n o — e_An = 6_200/2n 1 2 0’98

Her iki tarafin dogal logaritmasi alinirsa (In artan oldugundan y6n korunur):

200
Negatiflerle ¢carpim y6n degistirir:
200 200
<0,02020 & 2" 1 > —— =9899,5
gn—1 = < = 0,02020 ’

Her iki tarafin 2 tabaninda logaritmas: alinirsa:
n—1>1og,(9899,5) = 13,27 = n > 14,27
n bir tam say1 oldugundan n = 15 bulunur.

Saglama.
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n A, =200/2""1 Pr{Y =0} =€
14 0,02441 0,9759 < 0,98
15 0,01221 0,9879 > 0,98

Yazarin kitab1 en az 15 kez okumasi gerekir.
|

Esitsizligin yontine dikkat

Bu ¢oziimde esitsizligin yoni iki kez kritik hale geliyor:

- Iki tarafi negatif bir sayiyla carparken ya da béler gibi —1 ile carparken yoén déner (—;L,Ol >

In 0, 98 adimindan sonrast).
. 271 paydadan paya gecerken yon yine doner.

Sonugta “en az kag kez” sorusuna n > 14, 27 cevabi gelmelidir. Ters yonde bir esitsizlik (n < 14, 27)
elde ederseniz bir adimda y6n atlamigsiniz demektir; saglama tablosu bunu hemen gosterir.

Ornek 3.5 (Dag Yolundaki Lokanta). Bir dag yolundaki lokanta, kamyon ve otomobillerdeki yolculara
servis yapmaktadir. Kamyonlarin dag yolundan ge¢me oram saatte 10, otomobillerin ise saatte 20’dir.
Kamyon ve otomobillerin %10’u bu lokantada mola vermektedir.

a) Bir saatte lokantaya gelen otomobillerin ve kamyonlarin beklenen degeri nedir?

b) Bir saatte lokantaya hi¢ ara¢ ugramamasinin olasiligi nedir?

¢) Kamyonlar daima 1 yolcu, otomobillerin %30’u 1 yolcu, %50’si 2 yolcu, geri kalanlar1 da 3 yolcu
tasimaktadir. Buna gore saatte lokantaya gelen yolcu sayisinin beklenen degeri nedir?

Cozim.
Ayristirma teoremiyle lokantaya mola veren araglarin oranlar::

Ayrg =10-0,10=1 (kamyon), Ao =20-0,10=2 (otomobil)
a) Bir saatlik aralikta (¢ = 1) beklenen degerler E(Y,) = At formiiliinden:
E(Yyr1) =1, E(Yy01) =2, EY))=1+2=3

b) Birlestirme teoremiyle toplam oran A = Ay + Ay = 3'tlr:

6_3 30
Pr{¥; =0} = —;;— = ¢ = 0,0498

¢) Otomobilleri tagidiklar1 yolcu sayisina gére bir kez daha ayrigtiralim. Otomobillerin %30 + %50 =
%80’1 belirtildigine gore kalan %20’si 3 yolcu tagimaktadar:

A'=2-0,30(1 yolcu), A”'=2-0,50(2 yolcu), A” =2-0,20(3 yolcu)
Beklenen deger dogrusal oldugundan her kolu kendi yolcu sayisiyla agirliklandirip toplariz:
E(yolcu)= 1-1 +(2-0,30)-1+(2-0,50)-2+(2-0,20) -3

kamyon
=1+40,6+2,0+1,2
=48

otomobil

Saatte lokantaya beklenen yolcu sayisi 4, 8'dir.
u
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Ornek 3.6 (Elektrik Arizalari). Farkl sekillerde meydana gelen elektrik arizalari bilgisayarlar1 boza-
bilmektedir.

« Kiiciik arizalar saatte 8 oraninda olmakta ve bilgisayar: bozmamaktadir.
+ Orta arizalar 18 saatte bir olmakta ve bilgisayar1 %0, 5 oraninda bozmaktadur.
« Biiyiik arizalar 46 saatte bir olmakta ve bilgisayar1 %8 oraninda bozmaktadur.

a) 8 saatte herhangi bir tipte ariza olugmasinin beklenen degeri nedir?
b) 8 saatte bilgisayar1 bozan arizalarim olusmasimnin beklenen degeri nedir?
c) 8 saatte bilgisayar1 bozan arizalarin olusmamasinin olasilig1 nedir?

Cozim.
Once oranlar1 ortak birime (saat basina) ¢evirelim:

a) Birlestirme teoremiyle toplam oran A + Ay + Ag’dir; t = 8 i¢in

1 1
— +8-— =64+0,4444 + 0,1739 = 64, 62

B(Y;)=8-8+8 0

b) Bilgisayar1 bozan arizalar, orta ve biiyiik ariza siireclerinin ayristirilmasiyla elde edilir:
1 ) 1
8

E(Ysp) =815 7000 T8 16 100

=0,002222 4 0,013913 = 0,01614

¢) Bozucu arizalar, ortalamasi 0,01614 olan bir Poisson dagilimina sahiptir:

e 001614 (0,01614)°

o = ¢ 001614 = (), 9840

Pr{Y; 5 =0} =

Yani 8 saatlik bir vardiyada bilgisayarin bozulmama olasilif1 yaklasik %98, 4’tiir.
|

1 Birim tuzag1

“18 saatte bir” ifadesi saatlik oram1 A, = ¢ yapar. Soruda “saatte 18” deseydi Ay = 18 olurdu.
Oranlarin birimini yazmadan hesaba baglamayn.

Beklenen degeri iki kez 6lgeklemeyin

(b) sikkinda bulunan 0,01614 degeri zaten 8 saatlik beklenen degerdir; (c) sikkinda bunu tekrar
8 ile carpmak sik yapilan bir hatadir. Poisson formiiliine giren biiyiiklik At'dir ve burada A\t =
0,01614’tur.

Sagduyu kontrolii de bunu dogrular: 8 saatte ortalama 0,016 bozucu ariza bekleniyorsa, hi¢ ariza
olmamasi olasilig1 1’e ¢ok yakin ¢ikmalidir.
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4.1

4.2

4. Markov Zincirlerine Giris

Markov Ozelligi

Simdiye kadar inceledigimiz siireclerde gelecegi tahmin etmek igin siirecin biitiin ge¢misine ihtiyac
duyulabiliyordu. Markov siirecleri bu yiikii ortadan kaldirir: su anki durumu bilmek yeterlidir, gegmis
fazladan bilgi tasimaz.

Tanim 4.1 (Markov Ozelligi). {X,, | n > 0} bir stokastik siireg olsun. Her n ve her durum dizisi i¢in
P{Xn+1 =J ‘ Xy =gy X 1 = lpy_150,Xg = iO} = P{Xn+1 =J | X, = Zn}

esitligi saglaniyorsa siirecin Markov 6zelligine sahip oldugu soylenir ve siirece Markov siireci denir.
X, rasgele degiskenlerinin biitiin olasi degerlerinin kiimesi durum uzay1 olarak adlandirilir ve S ile
gosterilir.

Tanim 4.2 (Markov Zinciri). Durum uzay kesikli olan bir Markov siirecine Markov zinciri denir.

Markov zincirleri, stokastik sistemlerin kisa veya uzun doénemdeki davranislarmin modellenmesinde
kullanilir.

1 Notasyon

Bir adimlik gecis olasilig1 cogu kaynakta
P{Xn+1 =jlX,= 7’} = pz’j(n,n +1)

bigiminde yazilir. Gegis olasiliklar1 n’den bagimsizsa zincire homojen denir ve kisaca p;; yazilir. Bu
derste aksi belirtilmedikce zincirler homojendir.
n adimlik gecis olasilig1 ise

P{X, =j| Xy =i} = p;(0,n) = p/

iJ

ile gosterilir.

Gegcis Olasilik Matrisi

Tamim 4.3 (Gegis Olasilik Matrisi). {X,, | n > 0}, durum uzay1 S = {0, 1,2, ...} olan bir Markov
zinciri olsun. ¢ durumundan j durumuna bir adim gecis olasilig:

ile tanimlansin. Bu olasiliklarin olusturdugu
Poo Po1
P = [pij] = | Pio P11

matrisine siirecin gecis olasilik matrisi denir.

Bu matrisin iki temel 6zelligi vardir:
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pi; =0 ve sz'jzl (her i igin)
J

Ikinci kosul sunu séyler: her satirin toplami 1 olmalidir. Bunun sebebi agiktir — ¢ durumundan bir
adim sonra mutlaka bir yere gidilir.

Tanim 4.4 (Stokastik Siire¢ Matrisi (SSM)). Ornek uzay sonlu, S = {1, 2, ..., m} ise gecis matrisi m x
m boyutlu

P11 P12 " Pim
P = : : :

Pm1 Pm2 = Pmm

olur. Elemanlar1 negatif olmayan ve her satirinin toplami 1 olan bu tiir bir kare matrise Markov matrisi
ya da stokastik siire¢ matrisi (SSM) denir.

Olasilik Vektorleri

Tanim 4.5 (Olasilik Vektorii). Bir stokastik matrisin her satir1 bir olasilik vektorii olarak adlandirilir.
Bir vektoriin olasilik vektorii olmasi igin iki kosul birlikte saglanmalidur:

1. biitiin elemanlar1 negatif olmamali;
2. elemanlarinin toplami 1 olmalidir.

Ornek 4.1 (Hangileri Olasilik Vektoriidiir?). Asagidakilerden hangileri olasilik vektoriidiir?
/11 11 .. 131 11
Mezzs) 9(0p53) 0(0g3)
Coziim.

i) —% < 0 oldugundan negatif olmama kosulu saglanmaz. Olasilik vektérii degildir.
ii) Biitiin elemanlar negatif degildir, ancak toplam

1 3 1 5
O+-+-+-=-#1
+ 2 + 2 + 2 2 7
oldugundan olasilik vektori degildir.
iii) Biitiin elemanlar negatif degil ve toplamlar1 0 + £ + 3 = 1’dir. Olasilik vektdriidiir.
|

Ornek 4.2 (Hangileri SSM'dir?). Verilen matrislerden hangileri stokastik siire¢ matrisidir?

111 15 1 10 3 _1
A=|ig1] B=[% %) C=|11] D=[1 4
2 2 3 3 2 2 4 4

Coziim.

A: Her satirin toplamu 1°dir, elemanlar negatif degildir; ancak matris kare degildir (2 x 3). SSM
degildir.

B: Ilk satir 12 + 15 = 1 V; fakat ikinci satir 2 + 2 = % = 1’dir. SSM degildir.

C': Kare matristir, elemanlar negatif degildir, satir toplamlar1 1 +0 = 1 ve % + % = 1’dir. SSM’dir.
D: Satir toplamlar: 1’dir, ancak —% < 0 oldugundan negatif olmama kosulu saglanmaz. SSM degildir.
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Olasilik Vektoriiniin Korunmasi

Bir Markov zincirinde durum dagilimi, olasilik vektdriiniin gegis matrisiyle carpilmasiyla ilerletilir. Bu
islemin bizi olasilik vektorleri diilnyasinin disina ¢ikarmadigini gostermemiz gerekir.

Teorem 4.1 (Olasilik Vektorii Korunur). A bir SSM vew herhangi bir olasilik vektérii olsun. Bu durumda
uA carpimi da bir olasilik vektéridiir.

ispat.
Gosterimi somutlastirmak icin 3 x 3 halini yazalim; genel durum ayni bi¢imde yiirir. u = (uy, ug, ug) ve
a; by ¢
A=]ay by cy
az by c;

olsun. Carpim
uA = ((uyay + uzay + uzag,ug by + usby + ughs,uicy +ugey +uges )
bicimindedir.
Negatif olmama. u bir olasilik vektérii oldugundan u,uq,us > 0; A bir SSM oldugundan biitiin
a;,b;,c; > 0°dir. Negatif olmayan sayilarin ¢arpimlar: ve toplamlari da negatif olmadigindan wA’nin

biitiin bilesenleri negatif degildir.
Toplamin 1 olmasi. uA’nin bilesenlerini toplayip w,; 'lere gore gruplayalim:

Z(UA)J' =uy(ay + by + 1) + ug(ay + by + c3) + ug(ag + b3 +c3)
Parantez icindeki her ifade A’nin bir satir toplamudur ve A bir SSM oldugundan hepsi 1’e esittir:
Z(UA)j =u +uytus=1

Son esitlik u’nun olasilik vektorii olmasindan gelir. Dolayisiyla uwA bir olasilik vektoridir.
|

Teorem 4.2 (Markov Matrisinin Kuvvetleri). P bir Markov matrisi ise, her pozitif n tam sayist igin
P™ de bir Markov matrisidir.

ispat.
P, m x m boyutlu bir Markov matrisi olsun. Biitiin bilesenleri 1 olan
1
1
v= :
1
mx1

siitun vektorinii alalim. Pv ¢arpiminin i. bileseni, P’nin i. satirimin toplamidir; P bir Markov matrisi
oldugundan bu toplam 1°dir. O halde

Pv=v
olur. Simdi her iki tarafi soldan P ile carpalim:
P(Pv)=Pv= Plv=v
Ayni islem tekrarlanirsa
P3y=v, Pv=w, .., Pw=vw

elde edilir. P"v = v esitligi, P™’in satir toplamlarinin 1 oldugunu séyler. Ayrica negatif olmayan
sayuarin ¢arpimi ve toplami negatif olmadigindan P™’in biitiin elemanlari da negatif degildir.
O halde P™ de bir Markov matrisidir.
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Regiiler Matrisler

Tanim 4.6 (Regiiler Matris). Bir SSM’nin bir n kuvveti alindiginda biitiin sifir bilesenlerinden kurtulu-
yorsa, yani dyle bir n pozitif tam sayis1 icin P™’in biitiin elemanlar pozitif oluyorsa, P matrisine regiiler
denir.

| Esas kosegende 1 varsa regiiler degildir

Bir SSM’nin esas kosegeninde 1 varsa, o satirin diger biitiin elemanlar1 sifir olmak zorundadir (satir
toplami 1’dir). Bu durumda o durumdan hig ¢ikilamaz; P™’in ayni satir1 her n i¢in degismez ve icinde
sifirlar kalir. Dolayisiyla matris hi¢bir zaman regiiler olamaz.

Dikkat: bu kontrol yalnizca soruda verilen P matrisi icin yapilir. P?, P3 gibi kuvvetlerin esas
kosegeninde 1 ¢ikmasi bir engel degildir.

Ornek 4.3 (Regiilerlik Incelemesi). Asagidaki matrislerin regiiler olup olmadigini inceleyiniz.
11 1
11 01 1
— (2 2 — = | 2 =
4 (o 1) B (1 o) ¢ (é ) b
Coziim.

A: Esas kosegende 1 vardir (ikinci satir (0, 1)). O halde A regiiler degildir.
B: Kuvvetlerini alalim:

01\(01 10 01
2 __ _ 3 _ R2 — —
(o) (o) = (01) meme=(io) =

Buradan B* = B2, B® = B, ... olur; kac kere carparsak carpalim icindeki sifirlardan kurtulamayiz. B
regiiler degildir.

C': Hig sifir elemani yoktur; n = 1 ile kosul zaten saglanir. C' regiilerdir.

D: Esas kosegende 1 yoktur (matriste 1 vardir ama kosegen tizerinde degil), o halde sifirlardan

kurtulmay1 deneyelim:

N[ D=

o= O
[N )
O = =

D? = D3 =

N )
Bl Slo =
alSlo ©
ool e roi=
&l RIE wim
Slo Rl wi-

D?in biitiin elemanlar1 0’dan biiyik oldugundan D regiilerdir.
]

© Carpimlarin saglamasi

Bir Markov matrisinin her kuvveti yine Markov oldugundan (Teorem 4.2), hesapladiginiz her satirin
toplami 1 ¢ikmalidir. Ornegin D?’nin ikinci satir:
5 9 2 5 9

1+ +—=—+—=+—=1v
8 16 16 16 16 16

Bu, elle matris ¢arpimi yaparken hata yakalamanin en hizli yoludur.

Acik Matematik - acik-matematik.com 28 CC BY-NC-SA 4.0


https://acik-matematik.com
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.tr

5.1

5. Olasilik Dagilimi ve Chapman-
Kolmogorov Esitlikleri

Gecis matrisi bize bir adimlik gegcis olasiliklarini verir. Peki n adim sonra siirecin hangi durumda
olacagini nasil buluruz? Bu boliimde iki soruyu birlikte yanitlayacagiz:

« Stirecin n. adimdaki durum dagilimi nedir?
+ ¢ durumundan j durumuna n adimda ge¢me olasilig1 nedir?

Markov Zincirinin Olasilik Dagilimi

Tanim 5.1 (Durum Olasilik Vektorii). {X,, | n > 0} homojen bir Markov zinciri ve
pi(n) = P(X,, =)

olsun. Burada her n i¢in

saglanir. Bu olasiliklardan olugan satir vektorii
p(n) = [po(n),p1(n),... |
bi¢iminde yazilir.

« p(0) = [py(0),p1(0), ...] vektdriine baglangic durum olasiliklar1 vektorii (baglangi¢ olasilik dagi-
limi) denir.

+ p(n) vektoriine n adim sonraki durum olasilik vektorii ya da Markov zincirinin olasilik dagilimi
denir.

Teorem 5.1 (Dagilimin Ilerletilmesi). Bir adim ilerlemek, dagilimi gecis matrisiyle sagdan carpmak
demektir:

p(n) =p(n—1)P
Bu baginti tekrarlanirsa dagilim dogrudan baslangictan da hesaplanabilir:

p(n) = p(0) P"

1 Neden sagdan carpim?

p(n) bir satir vektoriidiir ve P’nin satirlar1 “nereden”, siitunlar1 “nereye” bilgisini tagir. p(n — 1) P
carpiminin j. bileseni

Zpi(” - 1)pij

olur; bu da toplam olasilik kuralinin ta kendisidir: “j’ye varmanin olasili1 = her ¢’den gelme olasilik-
larinin toplami”.
Teorem 4.1 geregi bu carpim bizi olasilik vektorleri dilnyasinin disina ¢ikarmaz.
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30 Boliim 5. Olasilik Dagilimi ve Chapman-Kolmogorov Esitlikleri

Ornek 5.1 (Basit Hava Modeli). Bir giiniin yagmurlu (0) veya giinesli (1) olmasini iceren basit hava
modelini ele alalim. Geg¢is matrisi
0,5 0,5
P= (0,1 0, 9)

olsun. Baslangi¢ olarak havanin yagmurlu oldugunu kabul edelim. Sonraki iki giiniin hava dagilimim
bulunuz.

Cozim.
Bugiin kesin olarak yagmurlu oldugundan baslangic dagilimi

p(0) = (1,0)

olur. (1 yagmurlu durumuna, 0 giinesli durumuna kargilik gelir; bugiiniin yagmurlu oldugunu bildi-
gimiz icin ikinci bilesen sifirdir.)
Bir giin sonra:

iki giin sonra:

p2) =0 P = (0.50.5) (0] 03] = (0.30.7)

) )

Yani bugiin yagmurluysa, iki giin sonra havanin giinesli olma olasilig1 0, 7’dir.
|

© Dagilim nereye gidiyor?

Aymnui iglemi stirdiiriirseniz p(3) = (0, 22; 0,78), p(4) = (0, 188; 0, 812), ... gikar ve dizi (%, %) vekto-
riine yaklasir. Baglangi¢ neresi olursa olsun ulagilan bu vektére daimi durum olasiliklar: denir;
ilerideki boliimlerin konusu odur.

Chapman-Kolmogorov Teoremi

Simdi n adimlik ge¢is olasiliklarina gecelim.
Tanim 5.2 ($n$ Adimlik Gec¢is Matrisi).

Py = P(X, =i Xo =)
(n)

olasiliklarindan olusan P(™ = [ ij ] matrisine n adumlik gecis olasilik matrisi denir.

Teorem 5.2 (Chapman--Kolmogorov Teoremi). Homojen bir Markov zincirinde her n,m > 0 igin
pntm) — p(n) p(m)
olur. Ayrica n adimlik gecis matrisi, tek adimlik matrisin n. kuvvetine esittir:
pm = pr
Ispat.
Birinci kisutm. P""t™) matrisinin (i, 7). bilesenini yazalim. Siire¢ i’den ¢ikip n + m adim sonra j’ye

variyor; ama arada nereden gectigini bilmiyoruz. O halde n. adimdaki durumu k diyerek biitiin
olasiliklar tizerinden toplayalim:
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5.2 Chapman-Kolmogorov Teoremi 31

p(n+m) :P(Xn+m:-7|X0:Z):ZP(Xn+m:J’Xn:k|X0:7’)

o0
ij

k=0

Kosullu olasiligin ¢arpim kuraliyla:

M

P(X

n+m

>
Il

0
Markov ozelligi geregi ilk carpanda X, = i kosulu diiser; ¢ciinkii X, = k bilindiginde gelecek, ge¢misten

bagimsizdir:

(oo}

PXpim =31 Xa=k) - P(X, =k | Xo=0)= > piy pjy’
k=0

k=0

(m (n)
:ij) =P£

Sagdaki toplam tam olarak P™ P™) carpimimin (i, §). bilesenidir. O halde
pntm) — p(n) p(m)

Ikinci kisum. Tiimevarimla ilerleyelim.

Baslangic adimi: PV = P = P tamim geregi dogrudur.
Tiimevarim hipotezi: P"™) = P™ olsun.

Timevarim adim: Birinci kismim = 1 ile kullanirsak

pn+l) — p(n) p(1) — pn. p— pn+l

bulunur. O halde hern > 1 icin P"") = P™dir.
|

| Teoremin pratik degeri

P™) = P" esitligi, “kac adim sonra nerede olurum?” sorusunu bir matris kuvveti hesabina indirger.
Ayrica P(™) de bir Markov matrisidir (Teorem 4.2), dolayisiyla her satirmin toplami 1 olmalidir —
hesabinizin en hizli saglamasi budur.

5.3 Cozimlii Uygulamalar

Ornek 5.2 (U¢ Durumlu Zincir). S = {1,2,3} durum uzayma sahip bir Markov zincirinin gegis
olasilik matrisi

0,
P=10,
0

)

0,
0,
0

)

0,
0,
0

)

NG N
w o W
W W

ve baglangic olasilik dagilimi p(0) = (0, 5;0, 3;0, 2) olarak verilsin.
a) P(X, = 2) olasiligini bulunuz.
b) P(X; =3,X, = 2,X; =1,X, = 3) olasitigini bulunuz.

Cozim.
a) Toplam olasilik kuraliyla, {i¢ baglangi¢ durumu tizerinden toplayalim:

3 3
P(X,=2)=3 P(X,=2| X, =i) P(Xy = i) = )_pi3 pi(0)

i=1

O halde P®® = P? matrisinin ikinci siittununa ihtiyacimiz var. Kareyi alalim:
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32 Boliim 5. Olasilik Dagilimi ve Chapman-Kolmogorov Esitlikleri

0,27 0,39 0,34
P2 =10,20 0,48 0,32
0,23 0,39 0,38

(Saglama: satir toplamlar: 0,27 + 0,39 + 0,34 =1,0,20+0,48+0,32=1,0,23+0,39+ 0,38 =
1.)

Simdi yerine koyalim:

P(X, = 2) = p\3) p,(0) + p3s p2(0) + iy p3(0)

= (0,39)(0,5) + (0,48)(0,3) + (0,39)(0,2)
=0,195+0,144 + 0,078
= 0,417
b) Ortak olasilig, en eski olaydan baglayarak adim adim agalim. Her adimda Markov &zelligi sayesinde

yalnizca bir 6nceki duruma bakmak yeterlidir.
Birinci adim:

P(X; = 1L,X, = 3)=P(X;=1| Xo = 3)P(X0 =3) = P31 'Ps(o) =(0,4)(0,2) = 0,08
Ikinci adim:

P(X2=2,X1:1,X0=3):P(X2:2|X1:1,X0:3)~P(X1=1,X0:3)
= p12 ‘0,08 ::0,024

——

0,3

Uciincii adim:

P(X3=3,X,=2,X, =1,X,=3) = py3 - 0,024 = 0,0072
0,3

Q i¢in kisayol

Bir yoriingenin olasiligi, baslangi¢ olasiligy ile yol tizerindeki tek adim gecislerinin ¢carpimidr:

P(Xo =g, Xy = iy,.... Xpy = i) = pio(o) *DPigi, " Pijiy,Pi

n-1%n

Bu 6rnekte: 0,2 x 0,4 x 0,3 x 0,3 = 0,0072. Ka¢ durum olursa olsun, beni kayitta en yakin olan
ilgilendirir.

Ornek 5.3 (Marka Tercihi). Bir arastirma sirketi, bir firmanm A ve B markal iki tiir icecek satislarmi
incelemektedir.

+ A marka icecegi satan bir firmanin 1 hafta sonra tekrar A marka icecek satma olasilig1 0, 9’dur.
» B marka icecegi satan bir firmanin 1 hafta sonra tekrar B marka icecek satma olasilig1 0, 8'dir.

a) {lk aligveriste A marka icecegi satan firmanin 3 hafta sonra B marka icecegi satma olasilig1 nedir?
b) Ik aligveriste miisterilerin %601 A marka icecek tercih etmistir. Buna gore 3 hafta sonra B marka
icecegi tercih etme olasilig1 nedir?

Cozim.
Durumlar1 1 = A, 2 = B olarak numaralandiralim. Satir toplamlar1 1 olacagindan gecis matrisi:

0,9 0,1
P= (O, 20, 8)
a) Ug haftalik gecis matrisini hesaplayalim:
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5.3 Cozumli Uygulamalar 33

0,83
2 __ )
P _(0,34

Aranan olasilik, A’dan B’ye ti¢ adimlik gegistir:

0,17 0,781 0,219
) (3) — p3 — ) )
0,66)’ P =P (0,438 O,562>

pliy = 0,219
b) Bu kez baslangi¢ dagilimi verilmistir:
p(0) = (0,6;0,4)
Ug hafta sonraki dagilim:

0,781 0,219

— 3 _ .

) = (0, 644;0, 356)

O halde 3 hafta sonra B marka icecek tercih etme olasilig1 0, 356 dur.
|

1ile (b) neyi soruyor?

Iki g1k birbirine benzese de farkli bityiikliikler ister:

« (a) tek bir firmanin kesin olarak A sattig1 bilindiginde sorar; cevap dogrudan P®) matrisinin bir
elemanidir.

« (b) baslangicta bir dagilim verir; cevap p(0)P? vektériiniin bir bilesenidir.
g g P

Baslangig kesin bir durumsa (a), belirsizse (b) yolunu izleyin.

Alistirma

Alistirma 5.1 (U¢ Durumlu Zincir). S = {0,1,2} durum uzayma sahip Markov zincirinin gecis
olasilik matrisi

I
O W
IS E N
BIERIE O

olsun. Baglangic olasilik vektorii olarak da her bir durumun esit olasilikta oldugu kabul edilsin.

a) P(X, = 0) olasiligini bulunuz.

b) P(X; =1,X, =2,X; = 1,X, = 2) olasthigim bulunuz.

Ipucu: (a) icin P?’nin birinci siitununu, (b) icin yériinge kisayolunu kullanin. Esit olasilik, p(0) =
(%, %, %) demektir.
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6.1

6.2

6. Durumlarin Siniflandirilmasi ve
Indirgeme

Bir Markov zincirinin uzun dénemli davranigini anlamak i¢in 6nce durumlarin nasil davrandigini ayirt
etmek gerekir: hangilerine bir daha déntlmez, hangilerinde sonsuza kadar dolasilir, hangilerinden hi¢
cikilmaz?

Durum Tipleri

Tanim 6.1 (Gegici Durum). Siirecin bir kere kendisinden ¢ikt181 zaman tekrar donillemedigi durumlara
gecici durum denir. Gegici durumlarin kiimesi 7T ile gosterilir.

Tanim 6.2 (Tekrar Eden Durum). Siirecin kendisinden ¢ikildiktan sonra tekrar doniilebildigi durum-
lara tekrar eden durum denir. Tekrar eden durumlarin kiimesi R ile gosterilir.

Tanim 6.3 (Yutucu Durum). Siirece bir kere girildiginde tekrar ¢ikilmayan durumlara yutucu durum
denir.

Yutucu durum ayni zamanda bir tekrar eden durumdur; ancak hep kendisini tekrar eder. Yani tek
elemanli, tekrar eden bir durumdur.

© Yutucu durumu matriste gormek

¢ durumunun yutucu olmasi, tam olarak p,; = 1 demektir. Satir toplam: 1 oldugundan o satirdaki
diger biitiin elemanlar sifirlanir:

i yutucu < p,; = 1 < esas kosegen tlizerinde 1 var

Bu yizden gecis matrisine bakarken ilk is esas kdsegeni taramaktir.

Tanim 6.4 (Indirgenemez Markov Zinciri). Bir Markov zincirinde herhangi bir alt durum kiimesi tek
basina bir Markov zinciri olugturamiyorsa, zincire indirgenemez Markov zinciri denir.
Buna kargilik T' # ¢ ise, yani zincirde en az bir gegici durum varsa, zincir kesinlikle indirgenebilir.

Siniflandirma Ornegi

Ornek 6.1 (Dort Durumlu Zincir). S = {1,2,3,4} olmak iizere gecis matrisi

0,20,8 0 0
0 0 1 0
P=10 050401
0 1 0 0

olan zincirin ge¢is diyagramini ¢iziniz ve durumlar: siniflandirimiz.
Coziim.

Gegis diyagrami. Matristeki sifirdan farkli her p;; elemani, ¢ durumundan j durumuna bir ok
demektir:
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Durum  Gittigi durumlar
1 1 (kendine, 0, 2), 2 (0, 8)
3(1)
2 (0, 5), 3 (kendine, 0, 4), 4 (0,1)
2(1)

=W N

Simiflandirma. Sorunun “durumlar: siniflandiriniz” ifadesi, 7' ve R kiimelerinin elemanlarini bulmak
demektir.

+ Durum 1: 1 numarali siituna bakalim. Yalmzca p;; = 0, 2 sifirdan farklidir; bagka hicbir durumdan
1’e ok gelmez. Siireg bir kez 1’den ¢ikip 2’ye gectiginde (0, 8 olasilikla) bir daha 1’e dénemez. O halde
1 gecicidir.

« Durumlar 2,3,4: 2 -+ 3 — 2 ve 2 - 3 — 4 — 2 cevrimleri vardir; bu ti¢ durumdan c¢ikildiktan
sonra hepsine geri doniilebilir. O halde {icii de tekrar edendir.

T={1}, R=1{234}

1 Ayni matrisin yutucu varyanti

Yukaridaki matriste ikinci satir (0, 1,0, 0) olsaydi:

0,20,8 0 0
0 1 0 0
P=1"0 050401
0 1 0 0

esas kogegen tizerinde 1 bulundugundan 2 durumu yutucu olurdu: siirece bir kez 2’ye girildiginde
sonsuza kadar orada kalmur.

Gecis Matrisinin indirgenmesi

Zincirde gecici durumlar varsa, uzun dénemde siire¢ eninde sonunda onlari terk eder ve yalnizca tekrar
eden durumlar arasinda dolasir. Bu yiizden uzun dénem analizinde gecici durumlar atilabilir.

Tanim 6.5 (Indirgenmis Matris). T # & olan bir zincirde, gecici durumlara karsilik gelen satir ve
siitunlar gecis matrisinden silinir. Geriye kalan matrise indirgenmis matris denir ve Py, ile gosterilir.

Ornek 6.2 (Dort Durumlu Zincirin indirgenmesi). Ornek 6.1'teki zinciri indirgeyiniz.

Coziim.
T = {1} oldugundan 1. satir ve 1. siitun silinir. Geriye 2, 3,4 durumlarina karsilik gelen 3 x 3’lik
matris kalir:

0 1 0
P,=10,5040,1
1 0 0

4 x £luk matrisi 3 x 3’lige indirdik. Silme isleminin dogru yapildigimin en hizli kontrolii, kalan

matrisin de bir SSM olmasidir: satir toplamlar sirasiyla 1, 1 ve 1’dir. v/
]
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6.3 Gecis Matrisinin Indirgenmesi 37

| Silme isleminde satir ve siitun birlikte gider

Yalnizca satir1 silmek yetmez; ayni numarali siitun da silinmelidir. Aksi halde matris kare olmaktan
cikar ve satir toplamlar1 1 vermez.

Bu islem ancak silinen durumlar gecici oldugunda anlamlidir: tekrar eden durumlardan gecicilere
hi¢ ok gitmedigi i¢in, silinen siitunlarda kalan satirlar zaten sifirdir.

Ornek 6.3 (Bes Durumlu Zincir). S = {1,2,3,4, 5} olmak iizere

0,10,50,10,10,2
0 08 0 0 0,2
P=|0 003 0 0,7
0 0 1 0 0
0050 0 0,5

zincirinin durumlarini siiflandirip indirgenmis matrisini bulunuz.
Cozim.
Yutucu durum var m? Esas kosegende 1 yoktur, dolayisiyla yutucu durum yoktur.

Gecis diyagrami.

Durum  Gittigi durumlar

1 1,2,3,4,5
2,5

3,5

3

2,5

Tt W N

Siniflandirma. Her durum i¢in “cikinca geri donebiliyor muyum?” sorusunu soralim.

+ Durum 1: 1. siitunda p;; disinda sifirdan farkli eleman yoktur; hi¢hir durumdan 1’e doniillemez.
Gecici.

+ Durum 3: 3 — 5 gecisi vardir ve 5’ten yalnizca 2 ve 5’e gidilir. 3’e doniis yalnizca 4’ten miimkiindiir,
4’e ise yalmzca 1’den gelinir; 1 de gecicidir. O halde 3’ten ¢ikildiktan sonra geri doniilemez. Gegici.

« Durum 4: 4. siitunda yalnizca p,4, = 0, 1 vardir. 4ten ¢ikilinca 3’e gidilir ve 4’e bir daha doniilemez.
Gegcici.

« Durumlar 2 ve 5: 2 — 5 — 2 cevrimi vardir; ikisi de tekrar edendir.

T=1{1,3,4}, R=1{25}

Indirgeme. T #+ & oldugundan zincir indirgenebilir. 1, 3 ve 4 numarali satir ve siitunlar silinip 2 ile 5
numarali satir ve stitunlar birakilir:

P = (Pzz st) - (078
B \ps2 s 0,5
Satir toplamlar 1°dir; Py gegerli bir SSM’dir. v/
n

)

0,2
0,5
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38 Béliim 6. Durumlarin Siniflandirilmasi ve indirgeme

© Indirgemenin saglamasi

Py’yi yazdiktan sonra satir toplamlarini mutlaka kontrol edin. Silinen stitunlarda kalan satirlarin
degerleri sifir oldugu i¢in toplamlar bozulmamalidir; 1’den farkli bir toplam, yanlis satir ya da siitunun
silindigini gosterir.

@ Smiflandirmada pratik yéntem

Bir durumun gecici mi tekrar eden mi oldugunu anlamanin en hizli yolu sittuna bakmaktir:

+ j siitununda, j durumuna ulagsilabilen durumlarin hepsi goriiniir.
+ j’ye yalnizca kendisinden ve gecici durumlardan ok geliyorsa, j de gegicidir.

Diyagram ¢izmeden 6nce bu taramay1 yapmak, ¢cogu soruda yeterli olur.
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7.1

7.2

7. Regiiler Matrisler ve Daimi Durum
Olasiliklar:

Olasilik dagilimi bélimiinde basit hava modelini adim adim ilerletmis ve dagilimin giderek sabit bir
vektore yaklagtigini gérmistiik. Bu béliimde bu gozlemin ne zaman gecerli oldugunu ve limit vektoriniin
nasil bulundugunu inceleyecegiz.

Yakinsama Teoremi

Teorem 7.1 (Regiiler Zincirlerin Yakinsamasi). {X,, | n > 0}, gecis olasilik matrisi P olan regiiler,
homojen ve sonlu durumlu bir Markov zinciri olsun. Bu durumda

lim P* =B

n—o0

limiti vardir. Burada B; satirlari 6zdes olan ve her satir1 zincirin w sabit dagilimina esit olan bir matristir:

71-1 7T2 e T
71-1 7'('2 e T

m

B =

m

71-1 7T2 e T

| Satirlarin 6zdes olmasi ne anlama gelir?

B’nin i. satir1, “4 durumundan baglayip ¢ok uzun siire sonra nerede olacagim?” sorusunun cevabidir.
Biitiin satirlar ayni olduguna gore bu cevap baslangi¢c durumundan bagimsizdir.
Regiiler bir zincir, yeterince uzun ¢alistirildiginda nereden basladigini unutur.

Regiilerlik sart

Teorem yalnizca regiiler zincirler igin gecerlidir. Yutucu zincirlerde sonug tam tersidir: siirecin nerede
sonlanacagi tamamen nereden basladigina baglhdir ve B = N R matrisinin satirlar1 birbirinden
farklidur.

Regiilerligin nasil kontrol edilecegini Tanim 4.6 ve onu izleyen 6rnekte gérmiistiik: esas kdsegeninde
1 bulunan bir matris hicbir zaman regiiler olamaz.

Daimi Durum Olasiliklar1

Tanim 7.1 (Daimi Durum Olasilig1). Tekrar eden durumlar iizerinde tanimh
T = (T, Ty T, ;>0

vektoriine, agsagidaki iki kogulu birlikte sagliyorsa daimi durum olasilig: (sabit dagilim) denir:
7w’ =a'P ve m-1=1

Burada 1, biitiin bilesenleri 1 olan siitun vektoridir; ikinci kosul 7y + 79 + -+ 4+ 7, = 1 demektir.
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7.4

40 Bolim 7. Regiiler Matrisler ve Daimi Durum Olasiliklar1

1 ki kosul da gerekli

{lk kosul 7"’niin bir denge vektérii olmasini saglar: dagilim bir adim ilerletildiginde degismez. Ancak
7’ = «’ P denklem sistemi tek bagima ¢6ziimii belirlemez, ¢iinkii P’nin satir toplamlari 1 oldugundan
denklemlerden biri digerlerinin sonucudur.

Bu yiizden denklemlerden birini atip yerine ) 7; = 1 normalizasyon kosulunu koymak zorundayuz.
Co6zum belirleyen ikinci kogul budur.

© Bilinmeyen sayisim azaltmak

m durumlu bir zincirde 7 vektorini
/7 —
T = (T, Tgyery Ty 1l — T — Ty — = — Ty 1)

bi¢iminde yazarsaniz normalizasyon kosulunu bastan saglamus olur, bir bilinmeyenden kurtulursu-
nuz. 3 x 3 ve daha biiytik matrislerde bu kisayol isi belirgin bicimde hafifletir.

Cozium Adimlar:

1. Zincirin regiiler oldugunu dogrula. Geg¢ici durum varsa 6nce zinciri indirge; daimi durum olasilik-
lar1 yalnizca tekrar eden durumlar iizerinde tanimlidir.

2. Denge denklemlerini kur. 7’ P = 7’ ¢arpimuni agarak her siitun i¢in bir denklem yaz.

3. Bir denklemi at, normalizasyonu ekle. Denklemlerden biri gereksizdir; yerine ) ; m; = 1 kosulunu
koy.

4. Sistemi ¢oz. Elde edilen 7 vektorii hem sabit dagilim hem de lim P™ matrisinin ortak satiridir.

Coziimlii Uygulamalar

Ornek 7.1 (Basit Hava Modeli). Yagmurlu (0) ve giinesli (1) giinlerden olusan basit hava modelinin
gecis matrisi
0,5 0,5
P= < ,10, 9)

olarak verilsin. Bu model i¢in daimi durum olasiliklarini bulunuz.

Coziim.

1. Regiilerlik. Matrisin esas kogsegeninde 1 yoktur ve biitiin elemanlar1 zaten pozitiftir; P regilerdir.
AyricaT = @, R = {0, 1} oldugundan indirgemeye gerek yoktur.

2. Denge denklemleri. 7/ = (7y,7;) diyelim:

(mo,my) = (mo,m1) <8:? 8: g)
Siitun siitun acalim:
0,57y +0,1m, =m,
0,57 +0,9m =m
3. Sadelestirme ve normalizasyon. Birinci denklemden

0,1m =0,5my = 7 =57,

(Ikinci denklem de ayni bagintiyr verir; beklendigi gibi gereksizdir.) Simdi normalizasyon kosulunu
kullanalim:
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7.5

7.4 Cozumli Uygulamalar 41

Sonug.

,_(15)
™=\66

Uzun vadede giinlerin ’s1 yagmurlu, 2’s1 giinesli olur. Ayni zamanda

R )

olur — bugiiniin havasi ne olursa olsun.
|

Ornek 7.2 (Once indirge, Sonra Céz). Durumlarin siniflandirilmas: boliimiindeki bes durumlu zincirin
daimi durum olasiliklarini bulunuz. Orada T = {1, 3,4}, R = {2, 5} bulunmus ve indirgenmis matris

0,8 0,2
Pr = (0,5 0,5)
olarak elde edilmisti.
Coziim.

Daimi durum olasiliklar1 yalnizca tekrar eden durumlar iizerinde tanimli oldugundan hesabi Py
tizerinde yapiyoruz. 7’ = (my,75) olsun:

0,8 0,2
(7['2771-5) = (7['2,7'('5) (0’ 50, 5)
Birinci siitundan:
2
0,81, + 0,575 =y = 0,575 = 0,21, = 75 = 5 2

Normalizasyon:

2 7
7T2+7T5=1=>7T2(1+5)=1=>37T2=1

Sonug.

, (5 2)
=22
77

Gegici durumlarin (1, 3 ve 4) uzun vadeli olasiliklar1 sifirdir; siire¢ eninde sonunda {2, 5} kiimesine
yerlesir ve zamaninin %’sini 2°de, 2’sini 5’te gecirir.
|

1 Indirgemeyi atlarsaniz

Denge denklemlerini indirgenmemis 5 x 5 matris tizerinde kurarsaniz da dogru sonuca ulasirsiniz;
sistem m; = T3 = m, = 0 sonucunu kendiliginden verir. Ancak bu, gereksiz {i¢ bilinmeyenle ugras-
mak demektir. Indirgeme tam olarak bu yiikii ortadan kaldirr.

Genel 2 x 2 Regiiler Matris

Asagidaki 6rnek, iki durumlu biitiin regiiler zincirleri tek seferde ¢ézer ve P™’in yakinsama sebebini
acikca gosterir.
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42 Bolim 7. Regiiler Matrisler ve Daimi Durum Olasiliklar1

Ornek 7.3 (Genel Coziim).

l—-ao «
P_( 3 1—B> 0<a<l 0<pB<1

regiiler stokastik siire¢ matrisi i¢in
a) daimi durum olasiliklarini, b) P™ matrisini, ¢)lim,,_,  P" limitini bulunuz.

Cozim.
a) Daimi durum olasiliklar1. 7/ = (7y,7,) olsun. Birinci siitundan:

(l—a)7r1+ﬂ7r2:7r1=>[37T2=a7r1=>7r1:§7r2
o

Normalizasyon 7; + 75 = 1 ile:

—Ty + Ty =1=m, a+ﬂ=1
@
) ( B« )
™ = )
a+ B a+p
b) P ™ matrisi. Spektral ayrisimi kullanacagz:
1 1
P =A'E, + A3 Ey, E1:>\1_>\2[P—/\21]7 EQ:)\Q—)\l[P_)\II]
Oz degerler. Karakteristik denklemi kuralim:
A—(1—a) —«
M—P|= =0
MRS S a-a-p

Determinanti acip diizenlersek
MN-—2-a-Br+(1l—a—-B)=0&(1-1) (A-(1-a=p5))=0
bulunur. O halde 6z degerler
A =1, A=1l—a—-0

Spektral izdiisiimler. \; — Ay = o + 8 oldugundan:

B = [P(laﬂ)I]zaiﬁ(g Z)

E2=ﬁ“’_l]:aiﬂ(—aﬂ _;)

Sonug. A = 1 oldugundan

Pl (5e) e (5 7))

¢)Limit. 0 < a < 1ve 0 < 8 < 1 iken

[l1—-a—f8|<1= 1i_>rn l—a—-pB)"=0
olur. O halde ikinci terim yok olur ve geriye yalnizca E; kalir:

1 B _a
lim Pr =B, = — (P @) = [7 s
n—00 a—{-ﬁ ,80[ aLj—ﬁ

o
a+f
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7.5 Genel 2 x 2 Regiiler Matris

43

Limit matrisinin iki satir1 da (a) sikkinda bulunan 7’ vektoriine esittir — Teorem 7.1'nin tam olarak

sOyledigi budur.
|

@ Yakinsama hiz1

P™in 7’ye yaklasma hizini belirleyen buytklik | A, | =| 1 — a — 8 |'dir. @ + S toplamu 1’e yaklag-
tikca A, sifira yaklasir ve zincir dengeye ¢ok hizli oturur; o 4 f kiigiilditk¢e yakinsama yavasglar.
Ug durumlar bu ytzden regiiler degildir: « = § = 0 i¢in P = I ve A, = 1 olur (hi¢ yakinsama yok),
a = f = ligin Ay = —1 olur (siire¢ iki durum arasinda sonsuza dek salinr).

1 Saglama aligkanlig

2. Toplamlar1 1 etmeli.
3. 7' P ¢arpim tekrar 7’ vermeli.

Buldugunuz 7 vektoriinii mutlaka denetleyin:

1. Bitin bilesenler 0 ile 1 arasinda olmali.

Ugiincii kontrol, denge denklemlerini kurarken satir-siitun karistirmadiginizi da dogrular.

7.6 Regiiler ve Yutucu Zincirlerin Karsilastirmasi

Markov zincirlerinin uzun dénem davranis: iki ucta toplanir. Asagidaki tablo bu iki diinyanin ayrimini

Ozetler.

Regiiler zincir

Yutucu zincir

Kosul

Uzun donem
Limit matrisi

Baslangicin etkisi

Aranan buyuklitk

Yontem

Bir n i¢in P™’in tiim elemanlar1
pozitif
Siire¢ dolagmaya devam eder

lim P" = B, satirlar1 6zdes

Yok — nereden baglanirsa bas-
lansin ayn1

Daimi durum vektori m

m’ :W’P,ij: 1

En az bir yutucu durum var ve
her gecici durumdan ona ulagi-
labiliyor

Siire¢ bir yutucu durumda durur
B = NR, satirlar1 farkl1

Belirleyici — hangi yutucuda
durulacagini baslangic belirler

Yutulma olasiliklar: ve ortalama
adim sayis1 NV

Kanonik form, N = (I — Q)7 1,
B=NR

Ayrimtilar icin yutucu matrisler ve yutulma olasiliklar: béliimiine bakiniz.
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Acik Matematik - acik-matematik.com 44 CC BY-NC-SA 4.0


https://acik-matematik.com
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.tr

8.1

8.2

8. Yutucu Matrisler ve Yutulma Olasiliklari

Bir Markov zincirinde, regiiler sistemlerin aksine “nereden baglarsan basla dengeye ulasirsin” mantig1 her
zaman gecerli degildir. Baz1 durumlara girildiginde sistem bir daha asla o durumdan ¢ikamaz. Bu tiir geri
doniisii olmayan durumlara sahip zincirlere yutucu Markov zincirleri denir.

Tanim 8.1 (Yutucu Durum ve Yutucu Zincir). Bir Markov zincirinde ¢ durumundan ¢ikis olasilig
sifirsa (yani F; = 1 ve j # 4 icin F}; = 0), bu ¢ durumuna yutucu durum (absorbing state) denir.
Bir Markov zincirinin yutucu zincir olabilmesi i¢in su iki sart1 ayn1 anda saglamasi gerekir:

1. En az bir yutucu duruma sahip olmalidur.
2. Yutucu olmayan her bir durumdan (gecici durumlardan) eninde sonunda bir yutucu duruma ulagsmak
mimkiin olmalidir.

Kanonik Form

Yutucu bir Markov matrisinin gelecegini analiz etmek i¢in matrisi belirli bir hiyerarsiye gore yeniden
diizenlememiz gerekir. Tim gegici (transient) durumlari matrisin tstine ve soluna, tim yutucu
(absorbing) durumlari ise altina ve sagina tasiyarak elde ettigimiz yapiya kanonik form denir.

Teorem 8.1 (Kanonik Formun Yapisi). Kanonik forma getirilmis bir P gegis olasilik matrisi dort alt
matrise boliiniir:

R
R{anonik = I:g I:|

Bu bloklarin anlamlari sunlardur:

* @ (gecici — gecici): Gegici durumlardan yine gecici durumlara olan gecis olasiliklarini barindiran kare
alt matris.

* R (gecici — yutucu): Gegici durumlardan yutucu durumlara dogrudan gecis olasiliklarini barindiran alt
matris.

e 0 (yutucu — gecici): Yutucu bir durumdan tekrar gegici bir duruma dénmek imkansiz oldugundan bu
blok tamamen sifirlardan olusur.

e I (yutucu — yutucu): Yutucu duruma giren orada kalacag i¢in bu blok bir birim matristir.

1 Matris nasil yeniden siralanir?

Bir matrisi kanonik forma sokarken rastgele yer degistirme yapamayiz. Bir ¢ durumunu j durumuyla
yer degistireceksek; once 2. satir ile j. satiri, ardindan 3. siitun ile j. sittunu birlikte yer degis-
tirmeliyiz.

Yani durum isimleri matrisin hem st (siitun) hem de sol (satir) kenarinda mutlaka aymi sirayla
okunmalidir.

Temel Matris ve Yutulma Olasiliklar:

Matrisi kanonik forma getirdikten sonra, karmagik lineer denklem sistemleri yerine dogrudan temel
matris kullanilir.

Teorem 8.2 (Temel Matris $N$ ve Yutulma Matrisi $B$). 1. Temel matris. Sistemin yutulmadan
once gegici durumlarda ortalama kag adim gegirecegini gosterir:

N=(-Q"
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46 Boliim 8. Yutucu Matrisler ve Yutulma Olasiliklar:

Buradaki I, Q) ile ayni boyutta birim matristir.
2. Yutulma olasiliklari. Herhangi bir gecici durumdan baslayan siirecin nihai olarak hangi yutucu
durumda sonlanacaginin olasiliklarini verir:

B=N'R

Bu B matrisinin satirlari baglangi¢ (gecici) durumlarini, sittunlart bitis (yutucu) durumlarini
temsil eder.

Adim Adim Coziim Algoritmasi

1. Durumlari siiflandir. Hangi durumlarin gegici, hangilerinin yutucu oldugunu tespit et.

2. Kanonik formu kur. Satir ve siitunlar1 6nce gegici, sonra yutucu gelecek sekilde es zamanli yeniden
siralayarak @) ve R alt matrislerini elde et.

3. Temel matrisi bul. Once (I — Q) farkini hesapla, ardindan tersini alarak N matrisini bul.

4. Carpimi gerceklestir. B = N - R carpimiyla tiim yutulma olasiliklarini tek bir matriste elde et.

Coziimlii Uygulama

Ornek 8.1. Durumuzay1 M = {1,2,3,4,5,6} olan bir Markov zincirine ait gecis olasilik matrisi asagida
verilmistir. Siirecin 3 durumunda baslayip 2 durumunda yutulma olasiligini bulunuz.

0 05 0 0,401 0

01 0 0 0 0
0,2 0 0,40,3 0 0,1
0 0,90 0 0,1 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1

Coziim.

1. Durumlarin simiflandirilmasi.

Matrisin kosegenine baktigimizda 2, 5 ve 6 numarali satirlarin yalnizca kendi tizerlerine gecis yaptigin,
diger girdilerinin sifir oldugunu gériiyoruz:

+ Gegici durumlar: {1, 3,4}
+ Yutucu durumlar: {2, 5,6}

2. Kanonik formun olusturulmasi.
Satir ve siitun sirasini 6nce {1, 3,4}, sonra {2, 5,6} gelecek sekilde yeniden dizelim:

1 3 4|2 5 6

110 0 0,4/{0,50,1 0

3/0,2 0,403/ 0 0 0,1

Pkanonik =4[ 0 0 0 O, 9 0, 1 0

210 0 0|1 0 O

5 0 0 0|0 1 O

60 0 0|0 0 1

Sol iist blok @, sag tist blok R’dir:

1 3 4 2 5 6

10 0 0,4 ~1[0,5 0,1 0
@=3l020403 F=3/0 0 01
40 0 0 40,9 0,1 0

3. Temel matrisin bulunmasa.
Once (I — Q) farkini hesaplayalim:
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8.4 Cozumlii Uygulama 47

100 0 0 0,4 1 0 —0,4
I-Q=1010|—-10,20403]|=[-0206 —0,3
001 0 0 0 0 0 1

Bu matrisin tersini alarak temel matrisi elde ederiz:

10 2
N=U-@7=138 8
00 1

4. Yutulma olasiliklarinin hesaplanmasi.
B = N - R carpimimn gerceklestiriyoruz; satirlar baslangic, siitunlar bitis durumlarini temsil eder:

102]70501 0 2_5 6
ST 1 0,86 0,14 0

B= %g% 0 0 01| = 3 221 29 50
00 1ll0901 0 300 300 300

[0.3em]4]| 0,9 0,1 0

Sonug: Soru, 3 durumunda baglayip 2 durumunda yutulma olasiligini istiyor. B matrisinde 3 numarali
satir ile 2 numarali siitunun kesisimine bakariz:

221

Oz kontrol: B matrisinin her satirmnin toplami 1 olmalidir — siire¢ eninde sonunda mutlaka bir yutucu
durumda son bulur. Uciincii satir icin

221 29 50 300

300 7300 300 300

saglandigindan islemlerimiz dogrudur.
X
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9.1

9. Basit Lineer Regresyon ve En Kiiciik
Kareler Yontemi

Gergek hayatta bir¢ok olay birbiriyle baglantilidir. Bir degiskenin degerinin, bagka bir degiskenin duru-
muna gore nasil degistigini incelemek istatistigin temel konularindan biridir. Tki degisken arasindaki
iligkileri genel olarak ikiye ayiririz:

1. Fonksiyonel iliski. ki degisken arasndaki mutlak ve kesin matematiksel iliskidir. Ornegin bir
karenin kenar uzunlugu (z) ile alani (Y') arasindaki iliski Y = 22 seklindedir ve istisnasiz her zaman
gecerlidir.

2. Istatistiksel iliski. Kesin bir formiille ifade edilemeyen, aralarinda bir egilim bulunan iliskidir.
Ornegin 6grencilerin calisma siireleri ile sinav notlar1 arasinda bir iligki vardir, ancak bu herkes icin
ayni sonucu vermez. Regresyon analizi bu tiir istatistiksel iligkileri modellemek i¢in kullanilir.

Serpilme Diyagramlari ve Korelasyon

Iki degisken arasindaki istatistiksel iliskiyi gorsel olarak incelemek igin verilerin koordinat sistemine
yerlestirilmesiyle elde edilen grafige serpilme diyagramu (scatter plot) denir. Noktalarin dagihimina
bakilarak iligkinin varligi, yonii ve kuvveti hakkinda fikir sahibi olunur.

Bu iligkinin yéniinii ve siddetini matematiksel olarak olcen analize ise korelasyon denir.

Tanim 9.1 (Pearson Korelasyon Katsayis1). iki degisken arasindaki dogrusal iliskinin siddetini ve
yoninii gosteren katsayidir; —1 < r < 1 aralifinda deger alir:

T
Vo (@i =22 37 (v, —9)?
« 7 = 1: Mitkemmel pozitif dogrusal iliski — biri artarken digeri de ayni oranda artar.

« 7 = —1: Miilkemmel negatif dogrusal iligki — biri artarken digeri ayni oranda azalir.
« 7 = 0: Iki degisken arasinda hicbir dogrusal iliski yoktur.

r~+0,95 r=0 r~-0,95
(4 [ ]
(] o
[ J ) )
J'. ® ([ ] o 1 ....
& o P ([ J [ ™Y
- ® o ©® ® °
o (R ¢ o0 %
° L )
of® * - LY
o [__J

Sekil 9.1: Korelasyon katsayisinin isareti iligkinin yoniinii, mutlak degeri siddetini verir. Ortadaki
dagilimda dogrusal bir egilim yoktur.
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Korelasyon “burada bir iliski var mi ve ne kadar gii¢lii?” sorusunu yanitlarken; regresyon, “bu iliskiyi hangi
dogru denklemiyle modelleyebilirim?” sorusuna cevap verir.

Basit Lineer Regresyon Modeli

Tanim 9.2 (Basit Lineer Regresyon Modeli). Bir bagimli degisken (Y) ile tek bir bagimsiz degisken
(X) arasindaki dogrusal iliskiyi modelleyen istatistiksel yaklagimdir:

Y, =0 +6:Xi+¢
Burada
+ Y.: bagimli degisken (g6zlem degeri),

+ X,: bagimsiz degisken (aciklayici degisken),
+ ¢;: hata terimi — gercek deger ile modelin 6ngérdiigii deger arasindaki fark.

En Kiiciik Kareler Yontemi (EKK)

Gozlemledigimiz veri noktalar: arasindan sonsuz sayida dogru gegirebiliriz. Amacimiz, egilimi en iyi yan-
sitan “ideal” dogruyu bulmaktir. Bunun i¢in tahminlerimiz ile gercek degerler arasindaki farki minimize
etmemiz gerekir:

N

e, =Y, =Y, =Y, —(By+ Biz;)

Hatalarin dogrudan toplaminm almak yanilticidir; ¢iinkii pozitif ve negatif sapmalar birbirini sifirlayabilir.
Bu sorunu agmak icin hatalarin karelerinin toplamini minimize eden optimum g, ve 3, degerlerini
arariz.

Teorem 9.1 (Gauss Normal Denklemleri ve EKK Katsayilari). V= Bo + B1 X modelini kurabilmek
icin, hata kareleri toplami fonksiyonunu minimum yapan katsayiar su formiillerle hesaplanir:

g - 2@ AW =Y Ty — (Ee)(Ew)
! S (2 — ) ny o — (L)’

Bo =9y — Bz

Burada n toplam gozlem sayisini, T vey ise sirasiyla X veY degiskenlerinin aritmetik ortalamalarini ifade
eder.

Ispat: bu formiiller nereden geliyor?.
Hata kareleri toplami, B, ve 3; ‘e bagh iki degiskenli bir fonksiyondur:

E(By, B1) = Zeiz = Z(yz — Bo — Bi;)?
i=1 i=1

Cok degiskenli analizden biliyoruz ki bir fonksiyonun minimum noktasini bulmak icin, her bir degiskene
gore kismi tiirevini alip sifira esitlemeliyiz.
1. By a gore kismi tiirev:

OF <
3_,80 = _22(% — By — Brz;) =0

i=1

Her iki tarafi —2’ye boliip toplam semboliinii dagittigimizda birinci normal denklemi elde ederiz:

Zyi:nﬂo+ﬁ1zxi (1)

2. B, ‘e gore kismi tiirev: Zincir kural geregi fazladan bir —x; ¢arpani gelir:
oE =

8_,6’1 = -2 ;(yz — By —Brz;)x; =0
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Sadelestirip x,’yi dagitirsak ikinci normal denklemi elde ederiz:

Z:Eiyi =ﬁ02xi+ﬂ1 25522 (2)

Elde ettigimiz bu iki bilinmeyenli denklem sistemine Gauss normal denklemleri denir. Sistem yok etme
veya yerine koyma yontemiyle ¢ozildigiinde yukaridaki 3, ve B, formiilleri ortaya ¢ikar.
X

Kritik uyar:: farkli modeller i¢in hazir formiller kullanilamaz

Yukarida cikardigimiz 8, ve $; formiilleri yalmizca Y = (3, + ;X bicimindeki basit dogrusal
modeller i¢in gecerlidir.

Veriye y = ax? + b (kuadratik) veya y = ce®® (iistel) gibi farkli formatta bir egri uydurmamiz
istenirse bu hazir formiiller kullanilamaz. Boyle bir durumda hata kareleri toplami fonksiyonunu
istenen modele gore yeniden yazmali, ilgili parametrelere gore kismi tiirev alip sifira esitleyerek
kendi normal denklemlerimizi sifirdan ¢ikarmaliyiz.

Adim Adim Coziim Algoritmasi

El hesaplamalarinda en giivenilir yol bir tablo olusturmaktur.

W

5.

. Tabloyu hazirlayin. X, ve Y, degerlerini alt alta yazin.

Ortalamalari bulun. z ve y degerlerini hesaplayn.

Sapmalar1 hesaplayin. Her satir i¢in (z; — Z) ve (y; — ¥) degerlerini bulun.

Carpim ve kareleri alin. Her satir icin (z; — %)(y; — y) ve (x; — )? hesaplayp siitunlar1 toplaym.
Bu degerler korelasyon formiiliinde de kullanilir.

Katsayilar1 yerine koyun. Once $3;’i, ardindan buldugunuz degeri kullanarak 3,’1 hesaplayn.

Coziimlii Uygulamalar

Ornek 9.1. Asagida verilen X ve Y degerleri icin en kiiciik kareler yontemini kullanarak tahmini
regresyon dogrusunu bulunuz.

Cozim.
Oncelikle ortalamalar1 bulalim (n = 5):

1+2+3+4+5 2+4+5+4+5

x= 3 3, y= 3 4
Tablomuzu olusturalim:
T Yi T, —T Yi—y (z; — (z; — 2)° (y; —9)?
z)(y; — y)
1 2 —2 —2 4 4 4
2 4 -1 0 0 1 0
3 5 0 1 0 0 1
4 4 1 0 0 1 0
5 5 2 1 2 4 1
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z; Yi T, — Y — Y ) (z; — B (z; — 2)° (y; — )?
z)(y; — )
Toplam 6 10 6

Formiilleri uygulayalim:

Y- =9) _ 5 _y g

> (z; —z)? 10
Bo=9—HZ=4-(0,6-3)=4-1,8=2,2

,31:

Tahmini regresyon dogrusu:

V' =2,2+0,6X
Korelasyon katsayisi. Tablodaki son siitunu da kullanarak iligkinin siddetini 6l¢elim:

r= (@ —)(y; — ) _ 6 6
Vi@ 22 Sy, —y)? V10-6 V60 0,775

r pozitif oldugundan iliski artan yo6nliadiir; 1’e degil 0,775’ esit olmasi ise noktalarm dogrunun
iizerinde tam oturmadigini, yani iligkinin kuvvetli ama mitkemmel olmadigini gosterir.

Y

w

Sekil 9.2: Serpilme diyagrami, en kii¢iik kareler dogrusu ve artiklar. Kesikli dikey parcalar e; = y; - j;
hatalaridir; EKK yontemi bu parcalarin karelerinin toplamini en kiiciik yapar.

X

Ornek 9.2. Bir laboratuvar deneyinde elde edilen X ve Y verileri asagida verilmistir. Gauss normal
denklemlerini kullanarak regresyon dogrusunu bulunuz.

X -1 0 1 2 3 4 5 6

Yy 10 9 7 5 4 3 0 -1

Coziim.
Bu kez formiiliin diger versiyonunu, yani Gauss denklemlerini dogrudan ¢6zmeyi kullanalim. n = 8
adet verimiz var; gerekli toplamlar1 bulalim:
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DX, =(-1)40+14+2+3+4+5+6=20
Y, =10+9+47+5+4+3+0+(—1) =37
D XZ=140+1+4+9+16+25+36=92
XY, =—-10+0+7+10+12+124+0—6 =25
Normal denklemleri yazalim:
37 = 88, + 205, (1)
25 = 208, + 925, (2)
Birinci denklemi —2, 5 ile ¢arpalim:
—92,5 = —2083, — 5053,

Ikinci denklemle taraf tarafa toplayalim:

67,5 45
25—-92,56 =428, = —67,6 =428, = = —— = —— ~ —1,607
42 28
Buldugumuz egimi birinci denklemde yerine koyalim:
45 900 1936 121
37 =88, + 0( 28):>8ﬁ0 37+ 28 28 = By 11 8,643

Sonug:

N

vV =8,643 —1,607X

X degerleri artarken Y degerlerinin stirekli distiigiine dikkat edin; bu ytizden egimin negatif ¢ikmasi
beklenen sonuctur.
Korelasyon katsayisi i¢in sapma toplamlarini ham toplamlardan da elde edebiliriz:

S (@i @)y, —9) =Y iy — nay = 25— 8(2,5)(4,625) = —67,5

@ —2)?=> a?—na?=92-8(6,25) =42, > (y;—y)? = y?—ny® =281 171,125 = 109,875

r:im—0,994

12-109,875

r’nin —1’e bu kadar yakin olmasi, noktalarin neredeyse tam bir dogru tizerinde ve azalan yonde
siralandigin gosterir.

X
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10.1
10.1.1

10.1.2

10.1.3

10. Lineer Hale Doniistiiriilebilir Modeller

Regresyon analizinde bagimli (Y') ve bagimsiz (X) degiskenler arasindaki iliski her zaman Y = 3, + 5; X
gibi diiz bir dogru seklinde olmak zorunda degildir. Bazen veriler bir egri cizerek tstel, logaritmik veya
islii bigimde artis ya da azalis gosterir.

Egrisel bir iligkiye en kiigiik kareler yontemini dogrudan uygulamaya kalkarsak, ¢6ziimii ¢cok zor denklem
sistemleriyle kargilasiriz. Bunun yerine su matematiksel hileyi yapariz: orijinal denklemi logaritma
veya ters alma gibi islemlerle dogrusal bir formata donustiiriiriiz.

Egrisel bir modeli ¢6zebilmek i¢cin degiskenleri yeni birer isme (6rnegin Y™* ve X*) atayarak modeli Y* =
A+ BX* formatina getiririz. Denklem artik dogrusal oldugundan, standart regresyon iglemlerini bu
yildizli degiskenler iizerinden rahatca uygulariz. Islem bitince ters déniisiim yaparak orijinal katsayilara
doneriz.

Sik Kullanilan Matematiksel Doniisiimler
1. Ustel (Exponential) Model
Verilerin baglangicta yavas, sonra hizlanarak arttig1 durumlarda kullanilir. Genel denklem
Y =c-eX
bicimindedir. Dogrusallastirmak i¢in her iki tarafin dogal logaritmasini aliriz:
In(Y) =(a- ™) =1In(c) +(a*) = In(c) + aX
Y* =1n(Y) ve ¢* = In(c) dersek denklem bilinen dogrusal formata doniisiir:

Y*=c"+aX

2. Uslii (Power) Model

Bagimsiz degiskenin tis olarak degil taban olarak yer aldig1 modeldir:
Y =aqa; X%
Dogrusallastirmak i¢in her iki tarafin logaritmasini aliriz:
log(Y') = 1og, X“2) = log(a, ) + a, log(X)
Y* =log(Y), a} =log(a;) ve X* = log(X) dersek model dogrusallagir:
Y* =a] +ay X*

Bu modelde yalmzca Y degil, X de doniistiiriiliir; tablo kurarken bunu atlamamak gerekir.

3. Rasyonel (Ters) Model

Bagimli ve bagimsiz degiskenlerin bir oran iligkisi i¢cinde oldugu modeldir:

X
b+ X

Dogrusallastirmak i¢in esitligin her iki tarafinin carpmaya gore tersini aliriz:

1 b +X b X:(b_l)i+1

Y X X X X ' a

a
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Y* = }i, ve X* = % dersek denklem dogrusallagir:

Y*=CX*+D, C=-X D=—

Adim Adim Coziim Algoritmasi

1. Modeli doniistiir. Verilen modeli logaritma veya ters alma islemiyle Y* = ¢* + aX* formatina getir.

2. Tabloyu giincelle. Orijinal degerleri degil, dénustiiriilmiis yildizli degerleri hesaplayarak yeni bir
tablo olustur.

3. Normal denklemleri yaz. Yildizl: degiskenlere gére Gauss normal denklemlerini kur.

4. Denklemi ¢oz. Tablodaki toplamlari yerine koyup bilinmeyen katsayilar1 bul.

5. Orijinal formata don. Buldugun gegici katsayilari ters islemle asil sabitlere cevir ve modeli yaz.

Coziimli Uygulama

Ornek 10.1. Asagidaki verilere en uygun ¥ = ¢ - e*X iistel regresyon egrisini, en kiigiik kareler yonte-
miyle uydurunuz.

X 0 1 2 3 4

Y 1,5 2,5 3,5 50 7,5

Coziim.
1. Modelin lineerlestirilmesi.
Y = ce?* denkleminin her iki tarafinin dogal logaritmasini aliyoruz:

In(Y)=In(¢) +aX = Y* =c*+aX

2. Tablonun olusturulmasi (n = 5).
Hesaplamalarda Y yerine dénistiiriilmils degisken Y* = In(Y") kullanilacaktir. Degerler virgiilden
sonra bes basamaga yuvarlanmigtir.

X; Y; Y;" = In(Y}) X7 0%
0 1,5 0,40547 0 0, 00000
1 2,5 0,91629 1 0,91629
2 3,5 1,25276 4 2, 50552
3 5,0 1,60944 9 4,82832
4 7.5 2,01490 16 8, 05960
Toplam 6,19886 30 16,30973

Ayrica Y X, = 10°dur.
3. Gauss normal denklemlerinin kurulmasi.
Dogrusal formumuz Y* = ¢* 4+ a X i¢in normal denklemler:

6,19886 = 5¢* + 10a (1)
16,30973 = 10¢* + 30a (2)

4. Denklemin ¢oziilmesi.
c* terimlerini yok etmek i¢in birinci denklemi —2 ile carpip ikinciye ekleyelim:

—12,39772 = —10c* — 20a

Taraf tarafa topladigimizda:

Acgik Matematik - acik-matematik.com 56 CC BY-NC-SA 4.0


https://acik-matematik.com
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.tr
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3,91201 = 10a = a = 0, 39120

Buldugumuz a degerini birinci denklemde yerine koyalim:

6,19886 = 5c* + 3,91201 = 5c* = 2, 28685 = c* = 0, 45737

5. Orijinal katsayiya doniis.
¢* = In(c) oldugundan, ¢’yi bulmak i¢in ters igslem uygulariz:

c= ec* — 60’45737 ~ 1’ 5799
Sonug: Elde ettigimiz degerleri orijinal iistel denklemde yerine koyarsak regresyon modelimiz

Y =1,5799 - ¢0:3912X

olur.

8 ¥ = 1,58-¢%(0,391X) Y* = 0,457 + 0,391X
2,0

1,0

0 X 0,0 X
orijinal eksen — egri Y* =InY ekseni — dogru

Sekil 10.1: Ayni beg gozlem. Solda orijinal eksende egri, sagda Y = In Y ekseninde dogru. Déniisiimiin
tek amaci sagdaki resmi elde etmektir; en kigiik kareler orada uygulanir.

Kontrol: X = 4icin ¥ = 1,5799 - 15648 ~ 1,5799 - 4,782 ~ 7,56 — gozlenen 7, 5 degerine oldukca
yakindir.
X
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11. Otokorelasyon ve Tahmin Hatalarinin
Olciilmesi

Zaman serisi analizlerinde, elimizdeki verinin ge¢mis degerlerden ne kadar etkilendigini anlamak ve
kurdugumuz tahmin modellerinin ne kadar basarili oldugunu 6l¢gmek zorundayiz. Bu bslimde verinin
kendi ge¢misiyle iliskisini 6lcen otokorelasyon kavramini ve model performansini test ettigimiz hata
olciitlerini inceleyecegiz.

11.1 Otokorelasyon Kavrami

Bir degiskenin farkli bir degiskene gore degil, kendi ge¢mis (gecikmeli) degerlerine gore gosterdigi
iliskiye otokorelasyon denir. Ornegin “diinkii hava sicakligi bugiinkii sicakligi etkiliyor mu?” veya
“gecen ayki satiglar bu ayki satiglarin bir gostergesi mi?” sorularinin matematiksel cevabini bu yontemle
arariz.

Tanim 11.1 ($k$. Dereceden Otokorelasyon Katsayis1). Y;,Y], ..., Y, seklinde sifirdan baslayan bir
zaman serisinde, ¢t zamanindaki deger ile k periyot dnceki gecikmeli deger arasindaki dogrusal iliskinin
yonunii ve gliciinii dl¢en katsayidir; —1 ile 41 arasinda deger alir:

XLV )
g S —Y)2

Burada n serideki son zaman indeksini (toplam veri say1s1 n 4 1°dir), k gecikme periyodunu, Y ise serinin
aritmetik ortalamasini ifade eder.

1 Indis kurali ve baglangi¢ noktasi

Zaman serisi ¢t = 0’dan basladig1 icin, gecikmeli terim Y, ,’nin tanimli olabilmesi adina paydaki
toplam iglemi mutlaka ¢ = k’dan baglamalidir; ¢iinkit t — k > 0 = ¢ > k’dur.
Paydadaki toplam ise serinin tamami iizerinden, yani ¢ = 0’dan ¢t = n’e kadar alinir.

11.2 Tahmin Hatalarinin Olciillmesi

Bir tahmin modeli kurdugumuzda, modelin iirettigi beklenen degerler ile gozlenen gercek degerler
arasmdaki farka tahmin hatasi denir:

e =YY

Modelin performansini degerlendirmek icin, pozitif ve negatif hatalarin birbirini sifirlamasini engelleyen
dort temel o6lciit kullanilir. Seri ¢ = 0’dan ¢t = n’e kadar oldugundan toplam veri sayis1 n + 1’dir.

Tanim 11.2 (MAD --- Ortalama Mutlak Sapma). Hatalarin mutlak degerlerinin ortalamasidir. Hata-
larin yoniinii goz ardi ederek hedeften ortalama ne kadar saptigimizi gosterir:

ol el
n+1

MAD =

Tanim 11.3 (MSE --- Ortalama Kareli Hata). Hatalarin karelerinin ortalamasidir. Biiyiik hatalarin
karesini alarak onlar1 daha agir cezalandirdig: i¢in, modeldeki asir1 sapmalari tespit etmede etkilidir:
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n 2
MSE = =0
n+1

Tanim 11.4 (MPE --- Ortalama Yiizde Hata). Hatalarin gercek degere oranlarimin ortalamasidir.
Mutlak deger kullanilmadig1 icin modelin siirekli fazla mi1 yoksa eksik mi tahmin yaptigini (yanliligini)
gosterir:

w2 l3)

Tanim 11.5 (MAPE --- Ortalama Mutlak Yiizde Hata). Mutlak hatalarin gercek degerlere oraninin
ortalamasidir. Sonucu yiizde olarak verdigi i¢cin yorumlanmasi en kolay 6l¢iittiir:

nole
t=0|Y;

n+1

MAPE =

Adim Adim Coziim Algoritmasi

1. Ortalamay1 bulun. Otokorelasyon i¢in tiim Y, degerlerinin aritmetik ortalamasini hesaplayn.

2. Siitunlar1 hazirlayin. Hatalar icin e,, | e, |, €2, e,/Y, ve | e, | /Y, siitunlarini hesaplayip tabloya
yazin.

3. Gecikmeli seriyi kaydirin. Otokorelasyon hesabi icin Y; degerlerini istenen k periyodu kadar kaydi-
rarak Y, , sttununu olusturun.

4. Formiilleri uygulayin. Siitun toplamlarim ilgili formiillerde yerine koyun.

Coziimli Uygulama
Ornek 11.1. Bir zaman serisine ait gerceklesen degerler (Y;) ve bir tahmin modeliyle elde edilen beklenen

degerler (Yt) asagida verilmistir. Indisin ¢ = 0’dan basladigim kabul ederek bu veri seti igin birinci
dereceden otokorelasyon katsayisini ve dort temel hata 6l¢iitiinii hesaplayimiz.

t 0 1 2 3 4

Y, 10 12 15 14 17
Y, 11 11 14 16 16
Coziim.

1. Hata degerlerinin tablolastirilmasi.
Veriler t = 0, ..., 4 araligindadir; yani n = 4 ve toplam veri sayis1 n + 1 = 5’tir. Hatalarie, = Y, — Y}
ile hesapliyoruz (oranlar virgiilden sonra dort basamaga yuvarlanmustir):

t Y, Yt €t | e | e; e/, le, | /Y,
0 10 11 -1 1 1 —0,1000  0,1000

1 12 11 1 1 1 0,0833 0,0833

2 15 14 1 1 1 0,0667 0,0667

3 14 16 —2 2 4 —0,1429  0,1429

4 17 16 1 1 1 0, 0588 0,0588
> 0 6 8 —0,0341 0,4517
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2. Hata olciitlerinin hesaplanmasi.

MAD =9 =12
5
8

MSE = - = 1,6
5 )
—0,0341

MPE = —2=— = —~0,0068 (=~ —%0,68)
0,4517

MAPE = - =0,0903 (~ %9,03)

3. Birinci dereceden otokorelasyon hesaba.
Once gercek degerlerin ortalamasini bulalim:

10+12+15+14+17 68

Y = — =13,6
5 5 ’

k = 1 oldugu i¢in gecikmeli carpim islemine ¢ = 1’den bashiyoruz:

t Y, Y,—-Y (Y, —Y)? (Y, = Y)(Y,_, —
Y)

0 10 3,6 12,96 —
5,76

2 15 1,4 1,96 (1,4)(—1,6) =
—2,24

3 14 0,4 0,16 (0,4)(1,4) =
0,56

4 17 3,4 11,56 (3,4)(0,4) =
1,36

> 68 0 29,2 5,44

Toplamlar1 formiilde yerine koyarsak:

>, (Y —13,6)(Y,; —13,6) 5,44

t=1

T = = ~ 0, 1863
4 )
S (Y, — 13,6)2 29,2
Y Y
@ (14,17)
16
@ (12, 15)
14 | ' @ (15, 14)
12 ® (10,12)
10
t Y,
0 1 2 3 4 10 12 14 16
seri: Y; gecikme diyagrami (k = 1)

Sekil 11.1: Solda serinin kendisi, sagda her noktanin bir 6nceki degerine kars: ¢izimi. Noktalar sol-alt
ve sag-ust ceyreklere toplansaydi r, giicli pozitif olurdu; burada ceyreklere dagildiklar: icin r, = 0,186
gibi zayif bir deger ¢ikar.
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62 Béliim 11. Otokorelasyon ve Tahmin Hatalarinin Olgiilmesi

Yorum: Zaman serisinde ¢ok zayif diizeyde pozitif bir otokorelasyon vardir; bir 6nceki periyodun
gelecek tizerindeki dogrusal etkisi oldukc¢a diisiiktiir.
X
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12.1

12. Tabii Model, Trend ve Mevsimsellik
Analizi

Zaman serisi, belirli araliklarla gozlemlenen ve kronolojik olarak siralanmus veriler dizisidir. Gelecegi
tahmin etmek icin karmagik istatistiksel modellere ge¢meden 6nce bagvurulan en temel yaklasim tabii
model (naive model) yaklagimidir.

Tabii model, gelecekteki degerin dogrudan ge¢misteki son duruma veya belirli bir 6riintiiye esit olacagini
varsayar. Bu modeli kurarken serinin icinde trend (siirekli egilim) veya mevsimsellik (periyodik
dalgalanma) olup olmadig1 mutlaka analiz edilmelidir.

sabit trend mevsimsel trend + mevsimsel
yJ
td
\
/\/ ) / /\/\ /\J\f )
A J

Sekil 12.1: Tabii modelin dort hali. Kesikli kirmizi parga, her durumda bir sonraki periyot i¢in yapilan
tahmindir; hangi formiiliin kullanilacagini serinin gekli belirler.

Trend ve Mevsimsellik Yoksa (Sabit Model)

Zaman serisinde belirgin bir artig/azalis veya periyodik dalgalanma yoksa, bir sonraki periyodun tahmini
degeri gerceklesen son periyodun degerine esittir.

Tanim 12.1 (Sabit Tabii Model). Zaman serisinde trend ve mevsimsellik gézlenmediginde tahmini
deger, bir 6nceki gercek degere esittir:

Yt-H:Yt

Ornek 12.1. Asagida verilen zaman serisinde trend ve mevsimsellik bulunmamaktadir. Tabii model
kullanarak tahmini degerleri hesaplayiniz.

t 1 2 3 4 5

Y, 10 15 14 13 14

Coziim.
Modelimiz Y, ; = Y; oldugundan her tahmin, kendisinden bir énceki gercek degere esit olacaktir. Ilk
periyot i¢in ge¢mis veri olmadigindan tahmin yapilamaz.

t Y, Y,
1 10

2 15 10
3 14 15
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64 Boliim 12. Tabii Model, Trend ve Mevsimsellik Analizi

N

t Y, ¥,
4 13 14
5 14 13
6 — 14

Son satir, gelecek periyot icin yapilan tahmindir: Yy = Y; = 14.
X

Sadece Trend Varsa

Zaman serisinde istikrarli bir bityiime ya da kii¢iilme varsa buna trend denir. Sabit model bu durumda
yetersiz kalir; ¢ctinkii siirekli artan bir seride gelecekteki degerin diinkii degere esit olmasini beklemek bizi
daima eksik tahmine gotiirir.

Tanim 12.2 (Trend Iceren Tabii Model). Trend iceren bir seride tahmini deger; son gerceklesen degere,
son iki periyot arasindaki degisim miktarinin eklenmesiyle bulunur:

Vi =Y+ (Y, —-Y,_,)

Ornek 12.2. Asagida verilen ve istikrarli bir artis sergileyen veri kiimesi i¢in tahmini degerleri bulunuz.

t 1 2 3 4 5

Y, 6 8 11 13 15

Cozim.
Tahmin yapabilmek icin geriye doniik en az iki gercek degere ihtiyacimiz oldugundan hesaplamalar
t = 3’ten baslar:

V=Y +(Y,—Y)=8+(8—-6)=10

V=Y, +(V,—Y,)=11+(11-8) =14
Y=Y, +(Y,-Y;)=13+(13—-11)=15
V=Y, +(Y;—Y) =15+ (15—-13) =17

t Y, Y,

1 6 -

2 8 -

3 11 10

4 13 14

5 15 15

6 — 17

X

Sadece Mevsimsellik Varsa

Zaman serisinde belirli periyotlarla diizenli bir dalgalanma varsa buna mevsimsellik denir. Mevsimselligi
tespit etmek icin verilerin en az birkac devir boyunca karsilastirilmasi gerekir.
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12.3 Sadece Mevsimsellik Varsa 65

Mevsimsel serilerde tahmini deger, bir 6nceki periyoda degil tam bir devir 6nceki ayni1 periyoda ait
degere esit alinir. Veriler dort ¢eyreklik (s = 4) donemler halinde veriliyorsa:

Yt+1 = Y;—3

Yani sonraki tahmin, mevcut ¢’den ii¢ periyot geriye gidilerek —tam dort periyot 6nceki ayni doneme—
esitlenir.

Ornek 12.3. Asagida bir isletmenin iki yillik ceyreklik (s = 4) veri seti verilmistir. Verilerde belirgin
bir biiyime yoktur, ancak her yilin ayni ceyreklerinde benzer satis dalgalanmalar1 yasanmaktadir. Tabii
model kullanarak 3. yilin tiim ¢eyrekleri i¢in tahmini degerleri bulunuz.

Yil 1. ceyrek 2. ceyrek 3. ceyrek 4. geyrek
Lyl 10(¥,) 50(%) 40(%) 15(%)
2yl 10(Y)  50(%) 40(%)  15(%)

Coziim.
Yalnizca mevsimsellik oldugu i¢in her ¢eyregin tahmini degeri, tam bir yil (dort periyot) 6nceki ayni
ceyregin degerine esit olacaktir:

Y, =Y, =10 (3. y1l 1. ¢eyrek)
V1o = Y5 = 50 (3. y1l 2. geyrek)
Yy, =Y, =40 (3. y1l 3. geyrek)
Y, = Y3 = 15 (3. yil 4. ceyrek)

t (3. yil) Gergeklesen Y, Tahmin )A’t

9 (1. geyrek) — 10
10 (2. ceyrek) - 50
11 (3. ceyrek) — 40
12 (4. ceyrek) — 15

X

12.4 Hem Trend Hem Mevsimsellik Varsa

Zaman serisi hem periyodik dalgalanma gdsteriyor hem de genel bir artis egiliminde ilerliyorsa, her iki
etkiyi de formiile ayni anda dahil etmemiz gerekir.

Tanim 12.3 (Trend ve Mevsimsellik Iceren Tabii Model). Bu modelde tahmini deger; tam bir
devir onceki ayn1 donemin degerine, son devir boyunca gerceklesen ortalama periyot trendinin
eklenmesiyle bulunur. Dénem sayisi s = 4 varsayimiyla uzun formiil:

Yt =Y .+ Y-Y )+ -V )+, -Y 3)+ Y, 3-Y )
T 4

Paydaki ara terimler birbirini gétiirdigiinden (teleskopik toplam) formiil su sade haline dontsiir:

Yi— Y4

V,.,=Y,
t+1 t—3 + 4
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66 Boliim 12. Tabii Model, Trend ve Mevsimsellik Analizi

1 Formiiliin mantig1 ve sadelesmesi

Paydaki uzun toplam, ardisik periyotlar arasindaki degisim miktarlarinin toplanmasidir. Ara degerler
birbirini sifirladig1 icin geriye yalnizca son gerceklesen deger ile tam bir devir onceki deger
arasindaki net fark kalir.

Bu net fark, periyot sayisina béliinerek ortalama biiyiime adimi bulunur ve ge¢misteki mevsimsel ana
degere eklenerek tahmin yapilir.

Ornek 12.4. Asagidaki tabloda ii¢ yila ait ceyreklik (s = 4) veriler sirasiyla verilmistir. Verilerde hem
mevsimsellik hem de yillar gegtikge siirekli bir artig gériilmektedir. Buna gore 2003 yilinin ilk periyodu
(t = 13) i¢in tahmini degeri bulunuz.

Yil 1. ceyrek 2. ceyrek 3. ceyrek 4. ceyrek

2000 10 (1) 20 (¥;) 15 (%) 17(%,)

2001 18 (%) 29 (%;) 21 (1;) 22 (%;)

2002 25 (%) 30 (Y;o) 33 (¥;,) 34 (Y;y)
Cozim.

Bizden istenen ¢ = 13 tahminidir. Formiilde Yt 41 ifadesi bulundugundan, ¢ + 1 = 13 i¢in formiilii ¢ =
12 referansina goére kurmaliy1z.
Sadelestirilmis formiilii kullanalim:

Vi, — Y5

V.. =Y,
13 9+ 1

Buradaki Y degeri, tam bir y1l 6nceki (2002) birinci ceyrek degeridir. Tablodan gerekli degerleri alalim:
Yo =34Y, =25 Y, = 22.

34 — 22
4
—254 2
4
=25+ 3 =28

V5 =25+

Sonug: Uzun uzun ara farklar1 hesaplamaya gerek kalmadan, dogrudan sadelesmis formiil iizerinden
2003 yilmnin ilk ceyregi icin tabii model tahmini Y73 = 28 olarak bulunmustur.
X
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13. Hareketli Ortalamalar Metodu (Tek ve
Iki Katli)

Zaman serilerinde veriler bazen rastgele ve anlik dalgalanmalar (giiriilti) gosterir. Bu anlik ziplama ve
diistigleri yumusatip serinin asil gidisatini gérmek icin hareketli ortalamalar metodu kullanilir. Yoén-
temin temel mantig1, ge¢misteki belirli sayida periyodun ortalamasini alarak gelecegi tahmin etmektir.
Zaman serisinde trend (istikrarh bitylime veya kiigiilme) olup olmamasina gore yontem ikiye ayrilir: tek
katlh ve iki katli hareketli ortalamalar.

13.1 Tek Kathi Hareketli Ortalamalar (Trend Yoksa)

Verilerde zamanla siirekli artan veya azalan bir trend yoksa, gecmis n donemin basit aritmetik ortalamasi
alinarak bir sonraki periyot tahmin edilir. Zaman ilerledik¢e en eski veri hesaplamadan c¢ikarilir ve en
yeni veri dahil edilir; bu yiizden ortalama “hareket eder”.

Tanim 13.1 (Tek Kath Hareketli Ortalama). n periyotluk tek katli hareketli ortalama, ¢ zamani déhil
olmak tizere gecmis n adet gercek degerin ortalamasidir:
Y+Y Y ot +Y
n

My =

Bir sonraki periyodun tahmini degeri bu ortalamaya esittir:

A

Y=

Burada n, hareketli ortalamanin hesaplanacag gecmis periyot sayisi ifade eder.

Formul hatasina dikkat: indis kurali

Bazi kaynaklarda formiiliin pay kisminda Y, ; (gelecek zaman) ifadesinin yer aldig1 hatali yazimlar
goriilebilir. Bir model, gelecegi tahmin etmek i¢in gelecekteki veriyi kullanamaz.

Dogru hesaplama, i¢cinde bulundugumuz ¢ anindan geriye dogru giderek tam n adet terimi topla-
maktir.

Ornek 13.1. Asagidaki zaman serisi icin {i¢ aylik (n = 3) tek katl hareketli ortalamalar1 hesaplayarak
6. ay i¢in tahmini degeri bulunuz.

tay) 1 2 3 4 5
Y, 12 15 18 14 16

Cozim.
Periyot sayimiz n = 3 oldugu icin ortalama almaya ancak 3. aydan itibaren baglayabiliriz:

12 +15+ 18 N
ugz%:w,oo:n:w,oo
15+18 + 14 .
u4:%m15,67:>Y5:15,67
18 + 14 + 16 .
u5=%:16,OO=>Y6:16,00
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68 Boliim 13. Hareketli Ortalamalar Metodu (Tek ve Iki Katli)

Tablo halinde:

t Y, u, (hareketli ortalama) f/; (tahmin)

1 12 — —
2 15 — —
3 18 15,00 -
4 14 15,67 15,00
5 16 16, 00 15,67
6 — — 16,00

Sonug: 5. aydaki ortalamayi kullanarak 6. aym tahmini degerini YG = 16, 00 olarak buluruz.
X

13.2 Iki Katli1 Hareketli Ortalamalar (Trend Varsa)

Verilerde stirekli bir artis veya azalig varken tek kath ortalama kullanirsak, tahminlerimiz her zaman
gercek degerlerin gerisinde kalir. Trendi yakalamak i¢in hareketli ortalamanin da hareketli ortala-
masini alir ve bunu dogrusal bir denkleme ¢eviririz.

Tanim 13.2 (Iki Katli Hareketli Ortalama Formiilleri). ki katli metot uygulanirken dért asamali bir
model kurulur.
1. Birinci ortalama. Standart tek kathi ortalamadir:

Vit Y 4ot Y

n

My =
2. Ikinci ortalama. Birinci ortalamalarin kendi icindeki ortalamasidar:

PRl T R o ) [ PR
My = n

3. Diizeltme katsayilari. Gecikmeyi telafi eden dogru denkleminin bilesenleridir:

/ 2 7
ay = 2p4y — i, bt:n_l(:u‘t_:u‘t)

4. Tahmin denklemi. ¢ aninda dururken p periyot sonrasi i¢in:
Y/t+p =a,+p-b
Burada n hareketli ortalama periyodunu, p ise kag periyot sonrasimin tahmin edilecegini ifade eder.

Ornek 13.2. Asagida belirgin bir yiikselis trendi gosteren veriler icin ii¢ aylik (n = 3) hareketli ortalama
periyodu kullanarak 6. ve 7. aylar i¢in tahmini degerleri hesaplayiniz.

t 1 2 3 4 5

Y, 10 14 21 29 34

Cozim.
Tahmin yapabilmek i¢in en son an olan ¢t = 5 periyodu i¢in diizeltme katsayilarini bulmamiz gerekir.
1. Birinci ortalamalar. n = 3 ile t = 3’ten itibaren hesaplanir:

10+ 14+21
- ==

_14+21+29
- ===

21+29+34

= 15,00
’ y Mg 3

s ~ 21,33, pus = 28,00
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13.2 Iki Katli Hareketli Ortalamalar (Trend Varsa) 69

2. Ikinci ortalama. Elimizde {i¢ adet y, biriktiginde, yani ¢t = 5 aninda hesaplanabilir:

, 15,00 4 21,33 + 28,00

1l : ~ 21,44

Tablo halinde:
¢ Y, iy 1t ay by
1 10 - - - -
2 14 - - - -
3 21 15,00 — — —
4 29 21,33 — — —
5 34 28,00 21,44 34,56 6,56

3. Diizeltme katsayilarinin hesaplanmasa.

ag = 2us — pf = 2(28) — 21,44 = 34,56
2

2
— ) == — =

4. Gelecek periyotlarin tahmini.
Tahmin denklemimiz Yy, = 34,56 + p - 6, 56 olarak sekillendi:

« 6.ay (p = 1): Y5 = 34,56 + 6,56 = 41,12
. 7.ay (p = 2): Y, = 34,56 + 2(6, 56) = 47, 68

50 as + p-bs

47,7

e (tek katly)

Sekil 13.1: Trendli bir seride tek katli hareketli ortalama (kesikli) veriyi geriden takip eder. Iki katli
yontem bu gecikmeyi a; ve bs katsayilariyla diizeltip tahmini trendin @istiine oturtur.

Dikkat ederseniz trend egilimi korunmus ve gelecek aylardaki tahminler diizenli bicimde artmaya
devam etmigtir. Tek katli yontem kullanilsaydi 6. ay tahmini 28, 00 olacak, yani gercek egilimin epey
gerisinde kalacakti.

X
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14.1

14.2

14.3

14. Oyun Teorisine Giris ve Saf Stratejiler

Oyun Teorisi Nedir?

Kaynaklarm kisithi ve ¢ikarlarin zit oldugu bir ortamda amaglarini gerceklestirmeye calisan iki ya da
daha fazla karar verici rekabet halindedir. Karar vericilerin bu rekabeti kendilerine en yiiksek getiriyi
saglamak icin birbirlerine karsi kullandiklar stratejileri vardir.

Bu stratejiler matematiksel olarak modellenebilir ve ¢6ziilebilir. Bunun icin gelistirilen yonteme oyun
teorisi adi verilmistir.

Terminoloji

Tanim 14.1 (Oyuncular). Bir oyunda amaglarini optimize etmeye caligsan kisi ya da kurumlardir. Bir
oyunda en az iki oyuncu bulunmalidir.

Tanim 14.2 (Stratejiler). Her oyuncunun sahip oldugu eylem secenekleridir.

Tanim 14.3 (Kazan¢ ve Odemeler). Bir oyunun sonucu kazanma, kaybetme veya oyundan ¢ekilme
olabilir. Her sonug¢ veya 6deme; negatif, pozitif veya sifir olmak tizere her oyuncunun rakibine gére
kazancini ya da kaybini belirler.

Tanim 14.4 (Odemeler Matrisi). Oyuncularin strateji secimlerinin tiirlii bilesiminden olusan kayip
veya kazanclar1 gosteren matristir. Elemanlar1 pozitif, negatif veya sifir olabilir.
Matrisin herhangi bir eleman i¢in 6deme yonii soyledir:

« Pozitif ise, siitunda yer alan oyuncu satirda yer alan oyuncuya bu miktarda 6deme yapar.
+ Negatif ise, satirdaki oyuncu siitundaki oyuncuya bu elemanin mutlak degerine egit 6deme yapar.
« Sifir ise herhangi bir 6deme yapilmaz.

| Matris kimin gdziinden yazilir?

Odemeler matrisi daima satir oyuncusunun kazanci olarak yazilir. Bu yiizden satir oyuncusu
matristeki degerleri bityiitmeye, siitun oyuncusu ise kii¢iilltmeye calisir. Bu derste satir oyuncusuna
A, siitun oyuncusuna B diyecegiz.

i Oyunlarin simiflandirilmasi

Ovyunlar oyuncu sayisina gore smniflandirilir:

« n = 2 ise iki kisilik oyun,
« n > 2ise n kisilik oyun

olarak adlandirilir.

Saf ve Karma Stratejiler

Tanim 14.5 (Saf (Ar1) Stratejiler). Oyunun sonucunu tek bir strateji ¢iftinin olusturdugu oyunlardir.
Bu ¢ift oyunun tepe noktasini belirler.
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Tanim 14.6 (Karma Stratejiler). Oyunun sonucunu birden fazla strateji ¢iftinin belirlemesi duru-
mudur. Strateji ciftleri olasilik degerleriyle ifade edilir ve bu olasilik degerlerinin toplami 1°dir.

Tanim 14.7 (Beklenen Deger). Oyunun sonucunda herhangi bir oyuncunun elde edecegi degerdir.

Maximin ve Minimax

Oyunun sonucu ister saf ister karma strateji olsun, ¢6ziim siireci 6demeler matrisi tizerinde gergeklestirilir.
Hangi yontemin kullanilacagy, ¢6ziimi kimin géziinden yaptigimiza baghdir.

Tanim 14.8 (Maximin ve Minimax Yontemleri).
« Maximin (minimumlarin maksimumu): Odemeler matrisinin satirlarini temsil eden oyuncu icin

¢6ziim yéntemidir. Once her satirin en kiigitk elemani segilir, sonra bu degerler arasindan en biiyiigii
belirlenir.

v = maxmina,;
= i j J

« Minimax (maksimumlarin minimumu): Siitunlar:1 temsil eden oyuncu icin ¢dziim ydntemidir.
Once her stitunun en biiyiik elemani segilir, sonra bunlarin en kii¢iigii alinir.

7 = minmaxa,;
i i Y

© Neden bu iki yontem?

Maximin yoénteminde bulunan deger, satirlar1 temsil eden oyuncunun garantileyebilecegi en
yiiksek kazangtir: rakip ne yaparsa yapsin A oyuncusu en az bu kadarini alir.

Siitunlar temsil eden oyuncu a¢isindan bakildiginda dogan mantik bunun tersi olur; ¢linkii siitunlar
temsil eden oyuncu, diger oyuncunun maximin stratejisini bilir ve minimax stratejisi ile oynar. Yani
her bir siitunun en bityiik degerini secer ve bunlarin en kii¢iigii ile yoluna devam eder.

Teorem 14.1 (Eyer Noktas1). Bir oyunda
V=0=0

ise, yani maximin ve minimax degerleri birbirine esitse, oyunun saf stratejili bir oyun olduguna karar
;eri.lir. Bu ortak degere oyunun degeri, bu degerin gergeklestigi (A;, B;) strateji ciftine ise eyer noktast
enir.

Ornek 14.1 (Rekabet Halindeki Iki Firma). Rekabet halindeki A ve B firmalarindan A’nin 3, B’nin
ise 4 stratejisi bulunmaktadir. Yillik kar acisindan 6demeler matrisi asagidaki gibidir. Buna gore A ve B
firmalar1 arasindaki rekabet oyununu degerlendiriniz.

|B1 BQ BB B4
A6 -1 5 3
A, 10 4 5 -3
A6 5 7 4

Cozim.
Maximin (A firmasi i¢in). Her satirin en kiigiik elemanini bulup aralarindan en bityiigiini secelim:

Satir Elemanlar Satir minimumu
A, 6,—1,53 —1
A, 10,4,5,—3 -3
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14.4 Maximin ve Minimax 73

Satir Elemanlar Satir minimumu

Ay 6574 4

v=max{—1,-3,4} =4 (A5 stratejisi)
Minimax (B firmasi i¢in). Her siitunun en bityiik elemanini bulup aralarindan en kiigigtinti segelim:

Siitun  Elemanlar  Siitun maksimumu

B, 6,10,6 10
B, —14p5 5
By 55,7 7
B, 3,34 4

v = min{10,5,7,4} =4 (B, stratejisi)
Sonug. Iki deger birbirine esittir:
v=v=4

O hélde bu oyun saf stratejili bir oyundur; eyer noktas: (Ag, By) ¢iftidir ve oyunun degeri v = 4’tur.
Oyunun sonucunda A firmasinin beklenen degeri 4 olarak gerceklesecektir. Bu deger ise B firmasi i¢in
bir kayiptir.

]

i Eyer noktasini matriste gérmek

G54 = 4 elemani hem kendi satirinin en kiiciigii hem de kendi siittununun en bityiigiidiir. Eyer
noktasinin tanimi tam olarak budur; bu yiizden bir eyer noktas: bulmak icin matrisi taramak, iki
tabloyu ayr1 ayr1 kurmaktan hizhidir.

Peki iki deger esit degilse?

v # U ise oyunun saf stratejili bir ¢oziimii yoktur; hicbir strateji ¢ifti kararli degildir. Bu durumda
oyuncular stratejilerini belirli olasiliklarla karistirmak zorundadir.

Boyle oyunlarin ¢oziimii karma stratejiler ve grafik yéntem béliimiiniin konusudur.
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15.1

15.2

15. Karma Stratejiler ve Grafik Coziim
Yontemi

Ne Zaman Karma Strateji?

Karma stratejili oyunlarin belirgin 6zelligi, maximin ve minimax degerlerinin esit olmamasidir:
vET

Bu durumda eyer noktasi yoktur ve oyuncular tek bir stratejide karar kilamaz; stratejilerini belirli olasi-
liklarla karistirirlar. Grafik yontem, boyle problemler icin bir ¢6ziim yontemidir.

Tanim 15.1 (Grafik Yéntemin Uygulanabilirligi). Odemeler matrisi (m x 2) veya (2 x n) boyutla-
rindan birini tasiyorsa oyun grafik yontem ile ¢oziilebilir.

Diger bir deyisle satir veya siitunlar1 temsil eden oyunculardan birinin ikiden fazla stratejisi
olmamalidir.

Yontemin Kurulmasi

Iki stratejisi olan oyuncunun A oldugunu, yani 6demeler matrisinin 2 x n boyutlu oldugunu kabul edelim:

A= (a‘ll Gy a‘ln)
Qg1 Qg '+ Qgp
Yatay eksen. Koordinat sisteminin yatay ekseni, iki stratejiye sahip oyuncunun birinci stratejisinin
gerceklesme olasiligini gosterir:
Zq, 0<z, <1
Ikinci stratejisinin olasilik degeri ise bu durumda
Ty=1—1z;

olur.
Beklenen deger dogrular1. Daha sonra A oyuncusunun, B oyuncusunun Y} stratejileri karsisindaki
beklenen degerleri E;(A) hesaplanr.

Teorem 15.1 (Beklenen Deger Dogrusu). B oyuncusunun j. stratejisine karst A oyuncusunun beklenen
degeri

E;(A) = ayj2; + a9 29 = a1, 71 + ag;(1 — )

olur. Diizenlenirse x e gore birinci dereceden bir denklem elde edilir:

E;(A) = (ay; — ag;) 71 + ay;

Grafigin cizilmesi. Elde edilen dogru denklemleri grafige islenir. Koordinat sisteminin diisey ekseni
beklenen degerleri gosterir ve iki diisey eksen vardur:

z, =0 ve T, =1

Her dogruyu cizmek icin bu iki eksendeki degerlerini hesaplamak yeterlidir: E;(A) dogrusu z; =0
ekseninde a,;, z; = 1 ekseninde ise a,; deZerini alir.
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Tanim 15.2 (Optimum Coziim). Koordinat sistemindeki miimkiin ¢dziim noktalari, dogrularin kesis-
tigi noktalarda gerceklesir.

A oyuncusunun hareket ettigi géz ontine alindiginda, miimkiin noktalardan optimum olan: maximin
yontemine gore, yani minimumlarin maksimumunda gerceklegenidir.

Q Alt zarf

Her z; degeri icin A oyuncusunun garantileyebilecegi kazang, o noktadaki dogrularin en kiigiigii-
diir. Biitin ; degerleri i¢cin bu minimumlar birlestiren kirik ¢izgiye alt zarf denir.

Grafik yontem, kisaca bu alt zarfin en yiitksek noktasini aramaktir. O nokta daima iki dogrunun
kesisimidir: biri artan, digeri azalan.

Coziimli Uygulama

Ornek 15.1 (Grafik Yontemle Karma Strateji). Odemeler matrisi

|Bl BQ B3 B4
A5 3 1 1
A1 1 3 2

olan oyunu ¢oéziniiz.

Coziim.
1. Oyunun tipini belirleyelim.

Satir  Satir minimumu

A 1
A, 1
v=max{1,1} =1
Siitun B, B, B; B,
Sttun maksimumu 5 3 3 2

U = min{5,3,3,2} =2

v = 1 # 2 = v oldugundan sonuglar farklidir; oyun karma stratejilidir. A oyuncusunun iki stratejisi
oldugu icin grafik yontem uygulanabilir.
2. Beklenen deger dogrularini kuralim.

E;(A) = (ay; — ay;)7; + ay; formiilini her situna uygulayalim:

3. Dogrularin diisey eksenleri kestigi noktalar: bulalim.

=0 z;,=1
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15.3 Coziimli Uygulama 77

=0 z,=1
E;(A) 3 1
E,(A) 2 1

4. Grafigi cizelim.

5. Optimum noktay1 belirleyelim.

Sekilden goriilecegi iizere beklenen deger dogrular: alt1 yerde kesismektedir. A oyuncusu icin en iyi
strateji maximin yontemine gore secileceginden, optimum nokta alt zarfin en yiiksek noktasidir ve bu
nokta E,(A) ile E,(A) dogrularindan belirlenir.

Ey(A) = Ey(4)
1
21‘1+1=2—ZE1:>3131=1:>1:1=§

6. Oyunun degerini bulalim.
A oyuncusunun beklenen degeri, kesisen iki dogrudan biri yardimiyla belirlenir:

v . _ é; .
Oyunun degeri v = 3’tiir.
]

1 Saglama
Bulunan deger v = 1 ile ¥ = 2 arasinda kalmalidir:

1< -<2v

w| ot

Karma stratejili her oyunun degeri bu iki sinir arasindadir. Bu araligin digina ¢ikan bir sonug, dogru-
lardan birinin yanlis kuruldugunu gosterir.

| Hangi iki dogru kesisir?

Alt zarfin tepe noktasinda daima artan bir dogru ile azalan bir dogru bulusur. Bu 6rnekte Fy(A) =
2z, + 1 artan, E,(A) = 2 — z, azalandir.

Bu ytiizden biitiin kesisim noktalarini hesaplamaya gerek yoktur: ; = 0 ve £; = 1 eksenlerindeki en
kiictik degerleri veren dogrulardan baglayip alt zarfi takip etmek yeterlidir.
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