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Giris

Olasilik teorisi, belirsizligi 6l¢iilebilir bir matematiksel nesneye doniistiriir. Bir deneyin olasi sonuglarim
bir kiime (2) olarak, sorulabilecek sorular1 bu kiimenin altkiimeleri (olaylar) olarak, “ne kadar olas1”
sorusunun yanitini ise bu altkiimelere say1 atayan bir 6l¢ii olarak yazar. Kolmogorov’un ii¢ aksiyomuyla
kurulan bu yapi, rastgele degiskenler, dagilim fonksiyonlari, beklenen deger ve tretici fonksiyonlara
uzanir; matematiksel istatistigin ve stokastik stireclerin ortak temelidir.

Bu notlar bir dénemlik Olasilik Teorisi dersini beg kisimda izler. Her kavram tanim kutusuyla verilmis, her
teorem ispatlanmis, her 6rnek sonuna kadar ¢ozillmiistiir; kesikli ve siirekli haller her zaman yan yana
ele alinur.

1 Not

Olasilik Teorisi notlarinin tamami hazirdir ve asagidaki baglantilardan ulagilabilir.
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1.1

1. Rastgele Deney, Ornek Uzay ve Olaylar

Bir zar attigimizda hangi yiiziin iiste gelecegini 6nceden bilemeyiz. Yine de bu islem hakkinda soyleye-
bilecegimiz kesin seyler vardir: olabilir sonuglar 1,2, 3,4, 5,6°dir; zar diizgiinse hi¢bir yiiziin 6tekine
ustinligi yoktur; zar1 ¢cok kez atarsak alt1 gelme sikliginin % dolayinda toplandigini gozleriz. Olasilik
teorisi, sonucu énceden bilinemeyen olgular1 bu tiirden kesin ifadelerle betimleyen ve bu ifadelerden
ispatlanabilir sonuglar ¢ikaran matematik dalidir. Bunun i¢in ii¢ nesne kurulur: olabilir sonuglarin kiimesi
olan 6rnek uzay, bu kiimenin olay adi verilen alt kiimeleri ve her olaya, olayin olasilig1 denen, 0 ile
1 arasinda bir say1 karsilik getiren bir fonksiyon. Bu t¢liiniin uymas: gereken kurallar 1933'te Andrey
Kolmogorov tarafindan birkag¢ aksiyomla belirlenmistir; teorinin biitiin sonuglar: bu aksiyomlardan tiire-
tilir. Teori bir kez kurulduktan sonra “zar1 ¢ok kez atinca siklik %’ya yaklagir” tiirtinden gozlemler birer
sezgi olmaktan ¢ikar, ispatlanan teoremlere doniisiir.

Kitap bes kisimdan olugur. Birinci kistmda olasilik uzayi kurulur: 6rnek uzay ve olaylar, olaylari bir arada
tutan o-cebirler, Kolmogorov aksiyomlari, sonlu ve geometrik 6rnek uzaylar, sayma teknikleri, kosullu
olasilik, Bayes teoremi ve bagimsizlik. Ikinci kistmda deneyin sonucuna bir say1 karsilik getiren rastgele
degiskenler ile onlarin dagilim fonksiyonlari, kesikli ve siirekli halleriyle incelenir. Ugiincii kisim birden
cok rastgele degiskeni birlikte ele alan rastgele vektorlere, ortak ve kosullu dagilimlara ve bunlarin déni-
stimlerine ayrilmistir. Dérdiincii kisimda beklenen deger, varyans, kovaryans ve korelasyon ile moment
ireten ve karakteristik fonksiyonlar gelir. Besinci kisim uygulamada en sik karsilasilan dagilimlari,
Bernoulli, binom, Poisson, geometrik, negatif binom, hipergeometrik, diizgiin, iistel ve normal dagilimlari,
toplu olarak inceler.

Bu ilk bolumde yapin en alt katini dostiyoruz. Rastgele deney, 6rnek uzay ve olay kavramlarim
tanimlayacak; sonlu, sayilabilir sonsuz ve sayillamaz 6rnek uzaylara birer 6rnek verecek; olaylar arasinda
“ve”, “veya”, “degil” baglaclariyla kurulan islemleri kiime islemlerine cevirecek ve bu islemlerin uydugu
kurallari ispatlayacagiz. Boliimiin sonunda olaylarin toplandig1 sinif ve kuvvet kitmesi kavramlar: gelir;
bunlar, bir sonraki béliimde tanimlanacak olan o-cebirin hazirligidir.

Rastgele Deney ve Ornek Uzay

Ginlik dilde “deney” denince laboratuvar akla gelir; olasilik teorisinde sozciik ¢ok daha genis anlamda
kullanilir. Zar atmak, bir madeni parayi firlatmak, yarin 6glen sicakligi 6lgmek, bir ampuliin émriinii
gozlemek, tiretim bandindan rastgele secilen bir par¢anin kusurlu olup olmadigina bakmak: bunlarin hepsi
bir deneydir. Ortak yanlar1 sudur: ne olabilecegini 6nceden biliriz, ne olacagini bilmeyiz.

Tanim 1.1 (Rastgele Deney). Olabilir sonuglarinin kiimesi 6nceden belli olan, ancak hangi sonucun
ortaya cikacagi 6nceden sdylenemeyen bir isleme rastgele deney (rastgele sonuclu deney) ya da kisaca
deney denir.

Tanimda iki kosul vardir: olabilir sonuglarin kiimesi belli olmali ve hangi sonucun c¢ikacagi 6nceden
soylenememelidir. Bir zarin atilmasi ikisini de saglar. Deniz diizeyinde suyun kag¢ derecede kaynadigini
olemek ikinci kogulu saglamaz: sonug dnceden bilinir. “Bir kiginin aklina gelen ilk seyi sdylemesi” ise
birinci kosulu saglamaz: olabilir sonuglarin kiimesi belli degildir. Olasilik teorisinin diginda kalanlar,
birinci kosulu saglamayan iglemlerdir. Sonucu 6nceden bilinen islemler rastgele deney degildir; yine de
tek sonuglu bir 6rnek uzayla teorinin diline ¢evrilebilir ve yozlasmig birer 6zel hal olarak hicbir giiclitk
cikarmazlar.

Tanim 1.2 (Ornek Uzay). Bir rastgele deneyin biitiin olabilir sonuclarinin kiimesine deneyin érnek
uzay1 (6rneklem uzay1) denir ve (2 ile gosterilir. ’'nin her w elemanina deneyin bir sonucu ya da bir
ornek noktasi denir.

Deney yapildiginda {¥’nin tam olarak bir eleman ortaya ¢ikar: sonuclar birbirini diglar ve Q olabilir
sonuclarmn hepsini kapsar. Ornek uzay sonlu, sayilabilir sonsuz ya da sayilamaz olabilir; asagidaki ii¢
ornek sirasiyla bu ti¢ durumu goésterir.
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12 Boliim 1. Rastgele Deney, Ornek Uzay ve Olaylar

Tanim 1.3 (Olay). 2 6rnek uzayinin her alt kiimesine bir olay denir. Deneyin sonucu w oldugunda, w €
A ise A olayi gerceklesti, w ¢ A ise A olay1 gerceklesmedi denir. Ozel olarak ’ya kesin olay, &’e
imkansiz olay, tek elemanli {w} kiimelerine basit olay denir.

Kesin olay her deneyde gerceklesir, ¢iinkii sonug ne olursa olsun {2’nin elemanidir; imkansiz olay hicbir
zaman gerceklesmez, ¢linkii hicbir sonu¢ @’in elemani degildir. Bir sonug ile bir basit olay arasindaki
farka dikkat edelim: w érnek uzayin bir elemanidir, {w} ise 6rnek uzayin bir alt kiimesidir. Olasilik 6l¢iisii
olaylar, yani kiimeler tizerinde tanimlanacag) i¢in “w sonucunun olasilif1” denince kastedilen her zaman
{w} basit olayinin olasiligidur.

Tanimda “her alt kiimesi” dedik. Sonlu 6rnek uzaylarda bu kararin hicbir sakincast yoktur. Sayilamaz
Ornek uzaylarda ise, ileride goriilecegi gibi, her alt kiimeye aralik uzunluguyla uyumlu tutarli bir olasilik
atamak miimkiin olmaz; bu yiizden hangi alt kiimelerin olay sayilacagi ayrica segilir. Bu se¢imin uymasi
gereken kurallar o-cebir kavramiyla (Tanim 2.2) verilir. Bu béliimde biitiin alt kiimeleri olay saymaya
devam edecegiz.

Ornek 1.1 (Zar Atma Deneyi ve Olaylar1). Diizgiin bir tavla zarinin atilmasi ve iiste gelen yiiziin
gozlenmesi bir rastgele deneydir. Olabilir sonuclar alt1 ytizdiir; 6rnek uzay

Q={1,2,3,4,5,6}

kiimesidir. Bu deneyle ilgili olaylardan bazilar1 sunlardir:

A = {1}: bir gelmesi olay1,

B = {1, 3,5}: tek say1 gelmesi olayi,

C = {1, 2, 3}: dortten kiiciik bir say1 gelmesi olayz,

D = {6}: alt1 gelmesi olayi,

G = D° ={1,2,3,4,5}: alt1 gelmemesi olayz,

H = AUD = {1,6}: bir veya alt1 gelmesi olayz,

I = BN C = {1, 3}: tek ve dortten kiiciik bir say1 gelmesi olay:.

Zar 3 gelirse B, C, G ve I olaylar gerceklesir; A, D ve H gerceklesmez. Zar 6 gelirse yalmz D ve H
gerceklesir. A ve D basit olaylardir; H, bu iki basit olaym birlesimidir. Q'nin 2° = 64 alt kiimesi vardir
(Onerme 1.2) ve bunlarin her biri bu deneyin bir olayidir; yukaridakiler bunlardan yalnizca yedisidir.

1 Ornek uzay bir modelleme secimidir

Aynu fiziksel iglem icin birden ¢ok 6rnek uzay yazlabilir; secim, neyi gozledigimize baghdir. Zar
orneginde yalnizca gelen sayinin tek mi ¢ift mi olduguyla ilgileniyorsak Q' = {tek, ¢ift} de bir
ornek uzaydir. Ama bu uzayda “bir gelmesi” bir olay degildir; sorulabilecek sorular kabalagmigtir.
Kural sudur: 6rnek uzay, yanitim1 merak ettigimiz her sorunun bir olaya karsilik gelecegi kadar
ince segilmelidir. Asagidaki sicaklik 6rneginde —10 ile 35 sinirlar: da bir se¢imdir; 2 = R almak da
miimkiindir.

Ornek 1.2 (Tura Gelinceye Kadar Para Atma Deneyi). Bir madeni paranm tura gelinceye kadar
atilmasi deneyini ele alalim; yaz1 Y, tura T ile gosterilsin. Deney ilk turada biter ve sonug, o ana kadar
go6zlenen dizidir:

Q={T,YT,YYT,YYYT,YYYYT,..}.

n-inci sonucu w,, ile gésterelim: w,,, » — 1 tane yazinin ardindan bir turadan olusan dizidir; w; =T, w, =
YT, w; = YYT veboyle siirer. Béylece Q = {w;, ws, ws, ...} sayilabilir sonsuz bir kiimedir. Bu deneyle
ilgili olaylardan bazilar1 sunlardir:

A = {T} = {w, }: ilk atigta tura gelmesi olayz,

B={T,YT,YYT} = {w;,ws,, ws }: dordiincii atigtan 6nce tura gelmesi olayz,

C = {w,, wy, wg, ... }: turann ¢ift sayili bir atista gelmesi olayz,

B¢ = {w,, ws,wg, ... }: en az dort atig gerekmesi olay1.

2 sonsuz oldugundan bu deneyle ilgili sonsuz tane olay tanimlanabilir. Ornegin her n > 2 icin “tura n-
inci atigta gelir” basit olay1 {w,, } ile “tura en ge¢ n-inci atista gelir” olay1 {wy, ..., w,, } birbirinden farkl
olaylardir ve n degistikce her biri degisir. (n = 1 i¢in bu iki olay ¢akigir: ikisi de {w; }’dir.)
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Ornek uzay1 yazarken paranin hi¢ tura gelmemesi, yani sonsuz yazi dizisi, disarida birakildi. Bu bir
secimdir; istenirse bu dizi de {2’ya bir sonug olarak eklenebilir. Olasilik 6l¢iisit kuruldugunda bu sonucun
olasiliginin sifir oldugu goriilecektir; bu ytizden onu digsarida birakmak hicbir hesab1 degistirmez.

Ornek 1.3 (Sicaklik Gozleme Deneyi). Yarin saat 12'de hava sicakliginin santigrat derece olarak
gozlenmesi bir rastgele deneydir. Sicakligin —10 ile 35 derece arasinda kalacagini varsayarsak 6rnek uzay

Q={t:—10 <t < 35} = (—10, 35)

araligidir. Bu kiime sayilamazdir. Bu deneyle ilgili olaylardan bazilari sunlardur:

A={t:15 <t <25} = (15,25): sicakligin 15 ile 25 derece arasinda olmasi olayi,

B = {t:t=10} = {10}: sicakligin tam 10 derece olmasi olayi,

C ={t:t <0} = (—10,0]: sicakligin sifirin altinda ya da sifir olmasi olayz,

A° = (—10,15] U [25, 35): sicakligin 15 ile 25 derece arasinda olmamasi olay1.

’nin her alt araligs, her tek elemanli alt kiimesi ve araliklarin her birlesimi bir olaydir; dolayisiyla bu
deneyle ilgili de sonsuz tane olay vardir. A N B = & olduguna dikkat edelim: sicaklik ayni anda hem 10
derece hem de 15 ile 25 arasinda olamaz.

sonlu: iki zar, 36 sonu¢ sayilabilir sonsuz: ilk tura sayilamaz: sicaklik
w=(6,6)
cl ® @& o & e o
5 e 6 6 o o o
~
S 4/ © ©¢ © o @ YT YT
g T YYT YYYYT w=21,7
23/ & & o o o —0—0—0 0 0 > Oeie—— (1)
2l @ @ @ © @ @® Wy Wy W3 Oy O -10 0 35
1 e 6 6 o o o
. ) _ kaginer atista tura geldi: 1, 2, 3, ... w bu aralikta herhangi bir say
: K 5 6
L Q= {oal, ©y, W, ..} Q = (-10, 35), derece
birinci zar

Sekil 1.1: Ug tiir rnek uzay. Solda iki zar atildiginda sonug bir say1 cifti, 6rnek uzay ise 6 x 6 = 36 noktalik
sonlu bir kiimedir. Ortada para tura gelinceye kadar atilir; sonuglar w, = T, 0, = YT, w; = YYT, ... diye
sayilarak sonsuza dek siirer, 6rnek uzay sayilabilir sonsuzdur. Sagda yarinki sicaklik (-10, 35) araligindaki
herhangi bir gercel say1 olabilir; bu 6rnek uzay sayilamazdir ve olaylar araliklar ile onlarin birlesimleridir.

Olaylar Uzerinde islemler

Zar 6rneginde “bir veya alt1 gelmesi” ile “tek ve dortten kigik bir say1 gelmesi” olaylarii yazarken
baglaclar1 kiime islemlerine ¢evirdik: “veya” birlesim, “ve” kesisim oldu; “alt1 gelmemesi” ise tiimleyendi.
Bu ¢eviri, olaylar hakkinda konusurken kullandigimiz dilin tamamim kiime kuramina tagir. $imdi bunu
genel olarak yapalim.

Tamim 1.4 (Olaylar Uzerinde Islemler).  6rnek uzayinda A ve B iki olay olsun.
(i) Birlesim. AUB={weQ:we A veya w € B} olayma “A veya B olay1” denir. AU B’nin
gerceklesmesi, A ile B’den en az birinin ger¢eklesmesi demektir.
(ii) Kesisim. ANB={we€Q:we A ve we B} olayma “A ve B olay1” denir. AN B’nin gercek-
lesmesi, A ile B’nin ikisinin birden gerceklesmesi demektir.
(iii) Timleyen. A° = Q\ A ={w € 0 : w ¢ A} olayna “A degil olay1” ya da A’nin tiimleyeni denir.
A®nin gergeklesmesi, A'nin gerceklesmemesi demektir.
(iv) Fark. A\ B={w e Q:we A ve w¢ B} olaymna A ile B’nin farki denir. A\ B’nin gercekles-
mesi, A’nin gergeklesip B’nin gerceklesmemesi demektir.
(v) Ayrik olaylar. AN B = @ ise A ile B’ye ayrik (bagdasmaz) olaylar denir: ikisi birden gerceklesemez.
(vi) Gerektirme. A C B ise “A olay1 B olayimi gerektirir” denir: A gerceklestiginde B de gergeklesir.
Sayilabilir bir olay ailesi A;, Aq, Ag, ... i¢in

A, ={weN:enazbir n icin we A,}, ﬂAnz{wEQ:her n i¢in we A,}
—1 n=1

n
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14 Boliim 1. Rastgele Deney, Ornek Uzay ve Olaylar

olaylar1 sirasiyla “A, ’lerden en az biri” ve “A,,’lerin hepsi” olaylaridir.

Sozliik biciminde toplarsak:

Dilde Kume olarak Gerceklesme kosulu

Aveya B AUB en az biri gergeklesir

Ave B ANB ikisi birden gergeklesir

A degil A° A gerceklesmez

A ama B degil A\ B A gerceklesir, B gergeklesmez

A ile B birlikte olamaz ANB=g ayrik olaylar

Aise B ACB A gerceklesince B de gercekle-
sir

A,’lerden en az biri Un A, bir n i¢in A,, gerceklesir

A,,’lerin hepsi ﬂn A, her n icin A,, gerceklesir

Bu sozligiin degeri suradadir: olasilik ol¢iisiiniin aksiyomlar1 yalniz birlesim ve timleyen iizerinden
yazilacak, ama “en az biri”, “hepsi”, “hicbiri”, “tam olarak biri” gibi biitiin giinliik ifadeler bu tabloya
bakilarak kiimelere gevrilebilecektir.

Ayrik olaylar ile timleyen ayni sey degildir

Zar deneyinde A = {1} ve D = {6} ayrik olaylardir: zar ayni anda hem bir hem alt1 gelemez. Ama
A, D’nin tiimleyeni degildir; D¢ = {1, 2, 3,4, 5} kiimesi A’dan ¢ok daha biiyiiktiir. Tiimleyen olmak,
ayrik olmanin 6tesinde birlesimin biitiin 6rnek uzay: doldurmasini ister: AN B = @ ve AUB = ()
ise B = A®dir. Ayrik olaylar i¢in yalniz birinci kogul vardir. Zar 3 geldiginde ne A ne D gerceklesir;
oysa bir olayla tiimleyeninden her deneyde tam olarak biri gerceklesir.

Olaylar birer kiime oldugundan kiime iglemlerinin biitiin kurallar1 olaylar i¢cin de gecerlidir. Bu kurallar
burada bir araya toplayip ispatliyoruz, ¢iinki sonraki boliimlerde o-cebir 6zellikleri (Teorem 2.1) ve ola-
silik dl¢iistiniin 6zellikleri (Teorem 3.1) ispatlanirken hepsine siirekli bagvurulacaktir; 6zellikle De Morgan
kurallari, “birlesim altinda kapali” olmakla “kesisim altinda kapali” olmak arasinda koprii kuracaktir.
Ispatlar tek bir yénteme dayanir: iki kiimenin egit oldugunu géstermek icin keyfi bir w almir ve w'nin
birinci kiimede olmasinin ikinci kiimede olmasiyla esdeger oldugu gosterilir.

Onerme 1.1 (Olay Cebrinin Ozellikleri). ( érnek uzayinda A, B, C olaylar ve A,, Ay, As, ... bir olay
dizisi olsun.

(a) Degisme: AUB=BUAveANB=BNA.

(b) Birlesme: ( AUB)UC =AU(BUC)ve(ANB)NC=ANn(BNCOC).

(c) Dagilma: AN (BUC)=(ANB)U(ANC)veAU(BNC)=(AUB)N(AUC).

(d) Tiimleyen: (A°)° = A, AUA°=Q, ANA =g, 0° =B ved® = Q.

(e) De Morgan kurallari: (AU B)® = A° N B€ ve (AN B)¢ = A° U B®; daha genel olarak

(=L () =LA
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1.2 Olaylar Uzerinde Islemler 15

(A veya B) degil A degil ve B degil
Q Q
(A veya B) : ne A ne B gerceklesir A n B : A degil, ayni zamanda B degil
tek tarama: birlesimin dis1 iki tarama ust tste; koyu bolge ikisinin ortak kismi

Sekil 1.2: De Morgan kurali (A uB)° = A°n B Solda birlesimin tiimleyeni bir kerede taranmgtir: ne A ne

B gergeklesir. Sagda once A, sonra B ayri ayr taranmus, iki taramanin iist iiste geldigi koyu bolge ortaya

ctkmugtir; bu bolge soldakiyle aynidir. Kural, "veya"nin degilini "ve"nin degillerine cevirir; (A nB)*= A°uB°¢
bigimi de ayni yolla okunur.

(f) Aynstirma: A\ B=ANDB; A=(ANB)U(A\B) ve AUB =AU (B\ A) esitliklerinde sag
taraftaki iki olay ayriktur.

AveyaB AveB A degil A ama B degil

Sekil 1.3: Olay islemlerinin Venn semalari. Dikdortgen ornek uzay Q'yi, daireler A ve B olaylarini gosterir.
Soldan saga: birlesim A u B, kesisim A n B, tiimleyen A°ve fark A \ B = A n B¢ (A'min gerceklesip B'nin
gerceklesmedigi sonuglar).

ispat.

Biitiin ispatlarda w € §) keyfi bir sonugtur.

(a) ‘w e Aveyaw € B”énermesiile ‘w € B veyaw € A” énermesi ayni seyi séyler; dolayisiylaw € AU
B < w € BU A olur. “Ve” baglaci igin ayni akul yiiriitme kesisimi verir.

(b) w € (AU B) U C olmasi, w'nin AU B kiimesinde ya da C’de olmasi, yani A, B, C' kiimelerinden
en az birinde bulunmast demektir. w € AU (B U C) olmast da tam olarak bunu soyler. Kesisim igin:
w € (AN B) N C olmasi, w’nin ii¢ kiimenin her birinde bulunmasi demektir; w € AN (BN C) de ayni
kosuldur.

(c) Birinci esitlik.w € AN (B U C) olsun. O hildew € A vew € BU Cdir; ikincisiw € B yadaw € C
demektir w € Bisew € AN B,w € Cisew € AN C olur; her iki hilde dew € (AN B) U (AN C)’dir.
Tersinew € (AN B)U(ANC)olsun.w € ANBisew € Avewe BC BUCdinwe ANCisew €
Avew € C C BU C'dir. Her iki halde dew € AN (B U C) olur.

Ikinci esitlik. w € AU (BN C) olsun.w € A isew hem AU B hem AU C kiimesindedir.w € BN C ise
w€ BC AUBvew e C C AU C’dir. Her iki halde dew € (AU B) N (AU C) olur. Tersinew € (AU
B)N(AUCQC) olsun. w € A ise is bitmistir w ¢ A isew € AU B olmasiw € B’yi, w € AU C olmast
w € C"yi gerektirir; dolayisiylaw € BNC C AU (BN C) olur.
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(d) Tamm gerefiw € (A°)° < w ¢ A° < w € A; yani (A°)° = A. Herw € Q icin ‘w € A”ile ‘w ¢ A”
énermelerinden tam olarak biri dogrudur. En az biri dogru oldugundan her w, A U A€ kiimesindedir: A U
A€ = Q. Ikisi birden dogru olamadigindan hicbir w, A N A° kiimesinde degildir: AN A = &. Son olarak
W={weQ:we¢Q}=gvext={weQ:w¢g}=Qdr

(e) Once genel bicimin birincisini gosterelim:

wG(UAn)C(:Mu% UAn@)higbir n i¢in we A, degil< her n igin we A S we ﬂAfl
n=1

n=1 n=1

Ikincisi birincisinden ¢ikar: birinci kurali AS, dizisine uygulayip (d) deki (AS)¢ = A,, esitligini kullanirsak
(U4i)y =0 =4,
n=1 n=1 n=1

olur; iki yamin tiimleyenini alip yine (d)‘yi kullaninca UZO:1 AS = (ﬂzozl A,)¢ elde edilir. Iki olay igin
verilen kurallar bunun 6zel halidir: dizide A; = A ve hern > 2 i¢in A,, = B alinirsa Un A,=AUB
ve( A, = AN B olur; genel kurallar da (AU B)® = A° N B° ve (AN B)® = A°U B° bi¢cimini alir
(flw € A\ Bolmas,w € Avew ¢ B, yaniw € A vew € B° olmasi demektir; bu daw € AN B°’dir.
A=(ANB)U(A\ B) i¢in:w € Aolsun.w € Bisew € AN B,w ¢ Bisew € A\ B olur; her halde w
sag taraftadir. Tersine, sag taraftaki iki kiime de A’nin alt kiimesidir. Iki parca ayriktir, ciinkii bir w ayni
anda hem B’de hem B’nin disinda olamaz.

AUB =AU (B\ A) i¢cin: B\ A C B oldugundan sag taraf sol tarafin alt kiimesidir. Tersinew € AU
B olsun. w € A ise saf taraftadir. w ¢ A ise w € B olmak zorundadir ve w ¢ A oldugundan w € B\
A’dir. A ile B\ A ayriktir, giinkii B\ A C A°’dir.

|

Onermenin (f) sikkindaki iki ayristirma ileride sik kullanilacaktir: bir olayi, bagka bir olayla kesisen ve
kesismeyen parcalarina ayirmak, olasilik hesaplarinda toplama kuralinin (Teorem 3.2) ve toplam olasilik
formuliniin (Teorem 6.4) ¢ikis noktasidir.
Kurallar1 somut bir 6rnekte dogrulayalim.

Ornek 1.4 (Zar Deneyinde De Morgan Kurallarinin Dogrulanmasi). Ornek 1.1'ndeki B = {1, 3,5}
(tek say1) ve C = {1, 2,3} (dortten kiigiik say1) olaylari icin (BU C)¢ = B°NC¢ve (BNC)¢ = B°U
C*° esitliklerini kiimeleri agikca yazarak dogrulayiniz; B \ C ve C' \ B olaylarmi bulup sézle ifade ediniz.

Cozim.

Once tiimleyenleri yazalim: B¢ = {2, 4, 6} (cift say1 gelmesi) ve C¢ = {4, 5, 6} (dortten kii¢iik olmayan
say1 gelmesi).

Birinci kural. BUC = {1,2,3,5} oldugundan (BUC)¢ = {4,6}’dir. Ote yandan B°NC°¢ =
{2,4,6} N {4,5,6} = {4, 6} dur. Iki kiime esittir. Sozle: “tek ya da dortten kiiciik olmamas1”, “cift ve
dortten kiiciik olmamasi” ile ayni1 olaydir; her ikisi de zarin 4 ya da 6 gelmesi demektir.

Ikinci kural. BNC = {1,3} oldugundan (BN C)¢ = {2,4,5,6}dir. Ote yandan B°UC°¢ =
{2,4,6} U {4,5,6} = {2,4,5,6} dr. Iki kiime yine esittir. S6zle: “hem tek hem dértten kiiciik olma-
mast”, “¢ift ya da dortten kiiciik olmamasi” ile ayni olaydir.

Farklar. B\ C = BN C°={1,3,5} N{4,5,6} = {5}: tek olup dértten kiigiik olmayan say1 gelmesi,
yanibes gelmesiolay.. C \ B=C N B¢ ={1,2,3} N{2,4,6} = {2}: dértten kiigiik olup tek olmayan
say1 gelmesi, yani iki gelmesi olay1. Ayrigtirma kuralina gére B = (BN C) U (B\ C) = {1,3} U {5}
olmalidir; gercekten de bu birlesim {1, 3,5} = B’dir ve parcalar ayriktir.

|

Siniflar ve Kuvvet Kiimesi
Bir deneyle ilgilendigimiz olaylar genellikle tek tek degil, topluca ele alinir: olasilik 6l¢iisii, olaylarin hepsi

lizerinde birden tanimlanan bir fonksiyon olacaktir. Bu yiizden olaylar1 bir arada tutan nesneye bir ad
vermek gerekir.
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1.3 Siniflar ve Kuvvet Kiimesi 17

Tanim 1.5 (Smuf). Q 6rnek uzayinin baz alt kiitmelerinden olusan bos olmayan bir aileye §2 iizerinde
bir simif (olaylar sinifi, olaylar ailesi) denir ve U ile gosterilir. Bir smnifin elemanlar1 2’nin alt kiimeleri,
yani olaylardir.

Zar deneyinde U, = {B, B°} = {{1, 3,5}, {2, 4, 6} } yalmz tek-¢ift olaylarindan olusan bir simiftir; &/, =
{@, D, D¢, Q} alt1 gelip gelmemesiyle ilgili olaylarin sinifidir; tek elemanli &/ = { A} da bir siniftir. Sinif
taniminda hi¢bir kapalilik kosulu yoktur: I/;, elemanlarinin birlegimi olan 2’y1 icermez ve yine de bir
smuftir. Kapalilik kosullar1 o-cebir tanimiyla (Tanim 2.2) gelecektir.

Q Ug diizey: sonug, olay, sinif

Bu boliimde i¢ ige ii¢ diizey vardir ve karigtirilmalar: en sik yapilan hatadir. En altta sonuclar vardir:
w € Q. Bir ustte olaylar vardir: A C (2, yani w € A. En Ustte simiflar vardir: A € U. Zar deneyinde
3 bir sonugctur, {1, 3,5} bir olaydr, {{1,3,5}, {2, 4, 6}} bir stuftir. Bir sonug bir olayin elemanidir;
bir olay bir sinifin elemani, 6rnek uzayin ise alt kitmesidir. “3 € U,” yada “{1, 3,5} C U,” yazmak
yanligtir: bu iki 6nerme iyi tanimlidir, ama ikisi de saglanmaz; dogru yazim {1, 3,5} € U dir.

Tanim 1.6 (Kuvvet Kitmesi). 2 kiimesinin biitiin alt kiimelerinin olusturdugu siifa ’nin kuvvet
kiimesi denir ve

PQ)={A: ACQ}

ile gosterilir.

Kuvvet kiimesi 2 iizerindeki en bitytik simiftir: her siif icin &4 C P(2) olur. & C Q ve Q C Q oldugundan
@€ P(Q) ve Q € P(Q)dir. Ornegin Q = {1,2, 3} icin

PQ) = {2, {1} {2}, {3}, {1,2},{1,3},{2,3}, {1,2,3} }

sekiz elemanli bir simiftir. Burada & ile {@} arasindaki fark énemlidir: {&}, tek elemani imkéansiz olay
olan bir siniftir; bog kiime degildir.

Sonlu bir 6rnek uzayin kag¢ olay1 ve kac smnifi oldugunu kesin olarak sayabiliriz. Bu say1, sonlu 6rnek
uzaylarda “biitiin alt kiimeleri olay saymanin” ne kadar comert bir karar oldugunu gosterir ve iki elemanli
bir 6rnek uzayin tizerinde bile on bes farkli sinif kurulabildigini gérmemizi saglar.

Onerme 1.2 (Kuvvet Kiimesinin Eleman Sayis1 ve Sinif Sayisi). €, k elemanli sonlu bir kiime olsun;
yani| Q| = k.

(a) Q'nin 2% tane alt kiimesi vardir: | P(Q) | = 2F.

(b) Q iizerinde 22 — 1 tane farkl siif tamimlanabilir.

Ispat.

(a) k iizerinden tiimevarim yapalim. k = 0 ise Q = @& dir ve tek alt kiimesi @ dir; 2° = 1 ile uyusur.
Simdi k elemanli her kiimenin 2% alt kiimesi oldugunu varsayalim ve Q, k + 1 elemanli olsun. Q’dan bir x
elemani secip Q' = Q \ {z} diyelim; Q' kiimesi k elemanhdr, dolayisiyla varsayim geregi 2% alt kiimesi
vardir. Q’nin her A alt kiimesi iki tiirden biridir:

x ¢ Aise A C QY olur; bu tirden alt kiimeler tam olarak Q' kiimesinin alt kiimeleridir ve sayilar 2k dur,
x € Aise A’ = A\ {z} kiimesi Q' kiimesinin bir alt kiimesidir ve A = A’ U {x} olarak geri kazanilir.
Tersine, her A’ C ' icin A’ U {x} kiimesi x’i iceren bir alt kiimedir. Oyleyse A+ A\ {z} eslemesi,
x’i iceren alt kiimeler ile Q' kiimesinin alt kiimeleri arasinda birebir ve érten bir eslemedir; bu tiirden alt
kiimelerin sayist da 2% dur.

Toplam 2F + 2F = 2k+1 qlt kiime vardir; timevarim tamamlanir. Sonucun sezgisel nedeni sudur: bir alt
kiime kurmak, 2 ’nin her elemani igin “alinsin” ya da “alinmasin” diye karar vermek demektir; k eleman
icin birbirinden bagimsiz k ikili secim, 2 farkl alt kiime idiretir.

(b) Bir sinif, tanumi geregi, Q’nin alt kiimelerinden olusan bos olmayan bir ailedir; baska bir deyisle
P(Q)’nin bos olmayan bir alt kiimesidir. (a) geregi P () kiimesi 2% elemanhdir; (a)y1 bu kez P ()
kiimesine uygularsak P () 'nin 22" tane alt kiimesi oldugu bulunur. Bunlardan tam olarak biri, hi¢bir alt
kiime icermeyen bos ailedir ve bos aile bir sinif degildir. Geriye 22" 1 sinif kalr.

|
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Formiildeki —1’in nedeni ispatta goriildi: P(2)’mn alt kiimeleri arasinda bos aile de vardir, ama sinif
tanimi bos olmayan aileleri kapsar. Bu ayrim yalmz bir sayma inceligi degildir. Bos aile hicbir olay icermez;
iizerinde olasilik 6l¢iisii tanimlanacak tek bir olay bile sunmaz. Ote yandan {@} sifi bos degildir: tek
elemani imkéansiz olaydir. Sayilan 22" _ 1 sinifin icinde {@} vardir, bos aile yoktur.

Sinif sayis1 6rnek uzayin biyiikligiyle ¢ok hizli bityiir:

| Q| =k | P(Q) | = 2* siuf sayis1 22° — 1
1 2 3

2 4 15

3 8 255

4 16 65535

6 64 264 _1~1,8-10"

Alt1 elemanli zar uzayi tizerinde bile siuf sayisi yirmi basamaklidir. Bir sonraki boliimde bu smiflarin
arasmdan, olasilik dlciisii tanimlamaya elverisli olanlari, o-cebirleri sececegiz; onlarin sayisi ¢ok daha
azdir. Simdi en kiciik ilging durumu, iki elemanli 6rnek uzayi, tam olarak inceleyelim.

Ornek 1.5 (Iki Elemanli Ornek Uzay Uzerindeki Biitiin Smiflar). Q = {a, b} olsun. Q iizerinde
tanimlanabilecek biitiin siniflar1 belirleyiniz.

Cozim.
Once kuvvet kiimesini yazalim. ’nin 22 = 4 alt kiimesi vardur:

P(Q) ={ @, {a}, {0}, 2} .

Bir smif, bu dort olaydan olusan bos olmayan bir ailedir; Onerme 1.2 geregi 2* — 1 = 15 tane suuf
vardir. Bunlar1 eleman sayisina gore siralayarak listeleyelim.

Tek olayl siniflar (d6rt tane):

Uy ={a}, U ={{a}}, U={{b}}, U ={Q}

Iki olayli siniflar (alt1 tane; dort olaydan ikisini se¢menin alt1 yolu vardir):

Us ={@,{a}}, Us={2,{b}}, U;={2,Q},

U = {{a}, )}, Uy = {{a}, 2}, U= {{b},O}.

Uc olayli siniflar (dort tane; her biri, dort olaydan birinin disarida birakilmasiyla elde edilir):

Uy, ={2,{a},{b}}, U, ={2,{a}, 0},

Uy ={2,{b},9}, Uy = {{a}, {0}, Q}.

Dort olaylr sinif (bir tane):

Uy = {Qv {a‘}’ {b},Q} = P(Q).

Toplam 4 + 6 4+ 4 + 1 = 15 sinif bulundu; on altincr aile olan bos aile simif sayilmadigindan liste tamdur.
Bu on bes sinifin tam olarak sekizi Q’y1 igerir: Uy, Uz, Uy, Uy, Uyq, Uqg, Upy ve Ups. Bunun nedeni,
(’y1 iceren bir ailenin geri kalan {i¢ olaydan istenen herhangi bir alt kiimesiyle tamamlanabilmesidir:
23 = 8 secenek.

Bu on bes siniftan yalniz ikisi, 2, = {@, Q} ile U5 = P(Q), bir sonraki boliimde tanimlanacak o-cebir
kosullarini saglar. Ornegin U, = {@, {a}, Q} smifi, {a} olayini icerdigi halde onun tiimleyeni olan
{b} olaym icermedigi i¢in elenecektir.

|

Sonlu bir 6rnek uzayda biitiin alt kiimeleri olay saymanin bir sakincas1 yoktur; sicaklik deneyindeki gibi
sayilamaz bir 6rnek uzayda ise durum degisir.

Alistirmalar

Alistirma 1.1 (Rastgele Deney, Ornek Uzay ve Olaylar Uzerine). a) Biri 1 liralik, 6teki 50 kurusluk
iki madeni para birlikte atiltyor ve her birinin iiste gelen yiizii gézleniyor. Ornek uzay1 yaziniz. E; en az
bir tura gelmesi, E, tam olarak bir tura gelmesi, E'; hi¢ tura gelmemesi olaylar1 olsun. E,, E,, E;, E{
ve E; \ E, olaylarini kiime olarak yaziniz. F,, F;’i gerektirir mi? Bu deneyin kag olay1 ve 6rnek uzayi
tizerinde kag siuf vardir?

Acgik Matematik - acik-matematik.com 18 CC BY-NC-SA 4.0


https://acik-matematik.com
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.tr

1.4 Alistirmalar 19

b) Ornek 1.1'ndeki B = {1, 3,5}, C = {1,2,3} ve D = {6} olaylarii¢cin BU D, B°N C, (BU D)¢, C°\
D ve BN D olaylarim kiime olarak yazip sozle ifade ediniz. B ile D ayrik midir? D olay1 C° olayini
gerektirir mi?

¢) Ornek 1.2'daki gosterimle E turanin en erken iigiincii atista gelmesi, F' turanin tek sayili bir atista
gelmesi ve her n € N i¢in G,, turanin en ge¢ n-inci atista gelmesi olay1 olsun. E, F' ve G, olaylarmi
kiime olarak yaziniz. £ = ({w;} U{w,})¢, F¢ =C, G, = UZ:1{wk}’ UZOZI G, =Qve ﬂf;l Gi=g
oldugunu gosteriniz.

d) Ornek 1.3'ndeki A = (15,25) ve B = {10} olaylar ile yeni bir K = {t : t > 20} olay1 verilsin. AN
K, AUK, A\ K, K\ A, A°N K° ve AN B olaylarini aralik olarak yazip s6zle ifade ediniz.

e) Q ornek uzayinda A ve B olaylar olsun. Sunlar1 ispatlaymiz: (i) AC B, ANB=Ave AUB=DB
dnermeleri birbirine denktir; (ii) A C Bise B¢ C A®dir; (iii) A \ B, AN Bve B\ A olaylar ikiger ikiger
ayriktirve AUB = (A\ B)U (AN B)U(B\ A)’dur.

f) A, B, C g olay olsun. “En az biri gerceklesir”, “hepsi gerceklesir”, “hicbiri gergeklesmez”, “yalniz A
gerceklesir”, “tam olarak biri gerceklesir”, “en az ikisi gerceklesir” ve “en ¢ok biri gerceklesir” olaylarini A,
B, C cinsinden kiime iglemleriyle yaziniz. “Higbiri ger¢eklesmez” olayinin “en az biri gerceklesir” olayinin
timleyeni oldugunu De Morgan kuraliyla dogrulayimiz.

g) Q = {a, b, c} olsun. P(Q)’y1 yazinz. Q tizerinde kag sinif vardir? Bunlardan kagi ’y1 igerir? Kagi hem
@’1 hem Q’y1 icerir? Kag1 yalniz basit olaylardan olusur?

Cozim.
a) Sonucu, birinci harf 1 liralik paranin, ikinci harf 50 kurusluk paranin yiizii olacak bicimde iki harfle
gosterelim:

Q={YY,YT,TY,TT}.

Paralar birbirinden ayirt edilebildigi i¢in YT ile TY farkli sonuglardwr. E; = {YT,TY,TT}, E, =
{YT,TY}ve E; = {YY}dir. Ef = Q\ E; = {YY} = Ej: “en az bir tura” olayinin gerceklesmeme-
si, hi¢ tura gelmemesi demektir. £} \ E, = {TT}: en az bir tura gelip tam olarak bir tura gelmemesi,
iki tura gelmesidir. E, C E,; oldugundan E,, E,’i gerektirir: tam olarak bir tura geldiyse en az bir tura
gelmistir. Ornek uzay 4 elemanl oldugundan Onerme 1.2 geregi 2* = 16 olay ve 216 — 1 = 65 535 sif
vardir.

b) BUD ={1,3,5,6}: tek say1 veya alt1 gelmesi olayl. B® = {2,4,6} oldugundan B°NC =
{2,4,6} N {1,2,3} = {2}: cift ve dortten kii¢iik bir say1 gelmesi, yani iki gelmesi olay1. De Morgan
kuraliyla (BU D) = BN D°® = {2,4,6} N{1,2,3,4,5} = {2,4}: ne tek ne alt1 gelmesi, yani iki
ya da dort gelmesi olayy; Q \ {1,3,5,6} = {2,4} hesab1 da aym sonucu verir. C°\ D = C°N D¢ =
{4,5,6} N{1,2,3,4,5} = {4,5}: dortten kii¢iik olmayan ve alt1 olmayan bir say1, yani dért ya da besg
gelmesi olayr. BN D = {1,3,5} N {6} = &: zar ayn1 anda hem tek hem alt1 gelemez; B ile D ayriktr.
C° ={4,5,6}ve D = {6} C {4, 5,6} oldugundan D, C° olayini gerektirir: alt1 geldiyse dértten kiigitk
bir say1 gelmemistir.

c¢) Turanin en erken tc¢inci atista gelmesi, ilk iki atigin yazi olmasi demektir; bu, n > 3 olan w,,
sonuglarinin kiimesidir: £ = {wy, wy, ws, ... }. F = {w;, w3, ws, ...} ve G,, = {w;,wy, ..., w,, } dir.
{wi} U{wy} = {w;,wy} kimesinin tiimleyeni, ’'min bu ikisi digindaki biitin elemanlaridir, yani
{wsg,wy, ...} = E’dir. F*, indisi tek olmayan, yani ¢ift olan w,,’lerin kiimesidir: F'© = {wq, w,, ...} =
C. UZ: ,{wy} birlesimi, & < n olan w;, sonuglarmin kiimesidir; bu da G,,’dir.

UZO: ) G,, C  aciktir. Tersine herhangi bir w € € alalim; bir m € N i¢in w = w,,,’dir ve w,,, € G,
oldugundan w birlesimdedir. Oyleyse U:O: | G, = dur. Son esitlik icin De Morgan kuralini (Onerme
1.1) kullanalim:

Sozle: “her n i¢in tura n-inci atigtan sonra gelir” olay1 imkénsiz olaydir; ¢linkil 6rnek uzayda her sonug
sonlu bir atigta biter.

d) K = [20,35)’tir. AN K = [20, 25): sicakligin 20 ile 25 arasinda olmasi (20 dahil). A U K = (15, 35):
sicakligin 15 dereceden yiiksek olmasi. A \ K = (15,20): sicakligin 15 ile 20 derece arasinda olmasi.
K\ A =[25,35): sicakligin en az 25 derece olmasi. A°N K¢ = (AU K)¢ = (—10, 15]: sicakligin 15
dereceyi gecmemesi; De Morgan kurali burada iki tiimleyenin kesisimini hesaplamay: tek bir tiimle-
yene indirger. AN B = (15,25) N {10} = &: A ile B ayriktir.
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e) (i) A C Bolsun. AN B C A her zaman dogrudur; tersine w € A ise A C B geregi w € B, dolay1-
stylaw € AN B olur. Oyleyse AN B = A.Simdi AN B = Aolsun. B C AU B her zaman dogrudur;
tersinew € AU Biseyaw € B'diryadaw € A= AN B C B'dir; her halde w € B. Oyleyse AU B =
B. Son olarak AU B = B olsun; A C AU B = B olur. Boylece ti¢ dnerme birbirini déngiisel olarak
gerektirir ve denktir.

(i) A € Bvew € B°olsun;w ¢ B'dir.w € Aolsaydi A C B geregiw € B olurdu; celiski. Oyleyse w ¢
A, yaniw € A°. Sozle: A gerceklesince B de gerceklesiyorsa, B’nin gerceklesmemesi A’nin gercekles-
memesini gerektirir.

(ii) A\ B C B°ve AN B C B oldugundan (A \ B) N (AN B) C B°N B = &; benzer bicimde B\
A C A°ve AN B C A oldugundan (B\ A) N (AN B) = &; son olarak A\ BC Ave B\ A C A°
oldugundan (A \ B) N (B\ A) = @. Ug olay ikiser ikiser ayriktir. Esitlik i¢cin Onerme 1.1 (f)yi iki kez
uygulayalim: AUB =AU (B\ A) ve A= (AN B)U (A\ B); yerine koyunca AUB = (A\ B)U
(AN B) U (B\ A) elde edilir. Bu ayrigtirma, A U B olayin “yalniz A”, “hem A hem B” ve “yalniz B”
parcalarina béler.

f) Tabloya gore geviri yapalim. En az biri: A U B U C. Hepsi: A N B N C. Higbiri: A° N B¢ N C°. Yaliz
A: AN B¢ N C¢. Tam olarak biri, “yalniz A”, “yalniz B”, “yalniz C” olaylarinin birlesimidir:

(ANBNC°) U (A°NBNC) U (A° N B°NC).

En az ikisi, herhangi iki tanesinin birlikte ger¢eklesmesidir: (A N B) U (AN C) U (B N C). En ¢ok biri,
“en az ikisi” olayinin tiimleyenidir; De Morgan kuraliyla

((ANB)U(ANC)U(BNC)) = (A°UB) N (A°UC®) N (B°UC®),

Dogrulama: De Morgan kuralini i¢ olaya uygularsak (kural, A; = A, Ay = Bven >3icin A, =C
alinarak genel bicimden gikar) (AU B U C)¢ = A° N B¢ N C*€ olur; sol taraf “en az biri gerceklesir”
olaymnn tiimleyeni, sag taraf “hicbiri gerceklesmez” olayidur.

g) Q ii¢ elemanli oldugundan 23 = 8 alt kiimesi vardir:

‘IP(Q) = { g, {CL}, {b}a {C}, {a, b}, {aa C}, {b,c}, Q } .

Sinif says1 28 — 1 = 255’tir. ’y1igeren bir simif, ©’ya geri kalan yedi olayin herhangi bir alt kiimesinin
eklenmesiyle elde edilir; bu alt kiime bos da olabilir, ¢iinkii {2} tek basina bir simiftir. Dolayisiyla
Q’y1 iceren 27 = 128 simif vardir. Hem &’i hem Q’y1 iceren smiflar, bu ikisine geri kalan alt1 olayin
herhangi bir alt kiimesinin eklenmesiyle elde edilir: 26 = 64 tane. Yalniz basit olaylardan olusan siniflar,
{{a}, {b},{c}} ailesinin bos olmayan alt kiimeleridir: 23 — 1 = 7 tane.

n

Bu bélimde bir deneyin sonuglarini, olaylarini ve olaylar tizerindeki islemleri kiime kuramimin diline
tagidik; olaylarin toplandigr sinif kavramini ve en bityiik siuf olan kuvvet kiimesini tanidik. Siradaki
bolimde bir olaylar sinifinin, iizerinde olasilik 6l¢iisti tanimlanabilmesi i¢in hangi kapalilik kogullarini
saglamasi gerektigini belirleyecegiz: Cebirler, o-Cebirler ve Borel Cebri.
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2.1

2.2

2. Cebirler, o-Cebirler ve Borel Cebri

Rastgele Deney, Ornek Uzay ve Olaylar béliimiinde bir rastgele deneyin biitiin olabilir sonuclarini 6rnek
uzay €’da topladik ve ’nin alt kiimelerine olay dedik (Tanim 1.3). Olaylar1 “veya”, “ve”, “degil” baglacla-
riyla birlestirip yeni olaylar kurduk: AU B, AN B, A°. Ornek uzayim baz alt kiimelerinden olusan bir
topluluga smnif adini verdik (Tanim 1.5); biitiin alt kiimelerin sinifi da kuvvet kiimesi 2 () idi (Tarum 1.6).
Simdi su soruyu soruyoruz: bir deneyde “olay” diye adlandiracagimiz alt kiimelerin sinif1 nasil
bir sinif olmalidir? En azindan sunu isteriz: iki olaydan “veya”, “ve”, “degil” ile tiiretilen kiimeler de
olay olsun; yani sinif bu islemlere gore kapali olsun. Bir madeni paranin tura gelinceye kadar atilmasi
gibi sonsuz sonuglu deneylerde ise “tura ¢ift numarali bir atista gelir” gibi olaylar, sayilabilir sonsuz tane
olayin birlegimidir; 6yleyse sinifin sayilabilir birlesime de kapali olmas1 gerekir. Bu iki istegin kesin bi¢imi
cebir ve o-cebir kavramlaridir.

Bu bolimde sunlar1 6grenecegiz: cebir ve o-cebir tanimlari ve aralarindaki fark; o-cebirlerin kesisim,
fark gibi iglemlere de kapali oldugu; verilen bir sinifi kapsayan en kiigiik o-cebirin, yani iiretilen o-
cebirin varlig1 ve somut 6rneklerde nasil hesaplandigi; bir olaya kisitlanmis iz o-cebiri; ve 6rnek uzay R
oldugunda olasilik teorisinin standart olay sinifi olan Borel cebri. Borel cebrini tanittiktan sonra, 6rnek
uzay R iken neden her alt kiimeye olasilik verilemeyecegini sezgisel olarak aciklayacagiz. Bu yapi, bir
sonraki boliimde olasilik dl¢iistiniin tanim kiimesi olacaktur.

Cebirler

Bir olaylar sinifindan istedigimiz en temel sey, “veya” ve “degil” islemlerine kapali olmasidir. “Ve” islemini
ayrica istemeye gerek yoktur; birazdan goérecegimiz gibi De Morgan kurali onu 6tekilerden tretir. Bir de
kesin olayi, yani {2’nin kendisini sinifin iginde isteriz.

Tanim 2.1 (Cebir). Q # & bir kiime ve U, 2 Gizerinde bir sinif olsun. & simnifi
@HQel,

{)AelU = A ecl,

(ii)A,BelU=AUBeclU

kosullarini saghyorsa U siifina 2 tizerinde bir cebir denir.

Kosul (i) kesin olayin sinifta oldugunu, (ii) sinifin timleyen almaya, (iii) ise iki kiimenin birlesimini almaya
kapali oldugunu soyler. Bu ii¢ kosuldan bagka kapaliliklar da hemen c¢ikar:

« & = 1° € U; yani imkénsiz olay siiftadur.

« A,B € Uise A°, B € U ve dolayisiyla A° U B¢ € U; De Morgan kurali (Onerme 1.1) geregi AN B =
(A€ U B°)° € U. Yani cebir kesisime de kapalidir.

« A\B=ANB°el.

« Timevarmmla: By, ...,B,, € U ise By U---UB,, € U ve B, N---N B, € U. Gergekten m kiime icin
dogruysa B; U--UB,,.; = (B, U--UB,)UB,,,; yazilir ve (iii) uygulanir; kesigim i¢in aym yol
izlenir.

Demek ki bir cebir, U, N, \ ve tiimleyen iglemlerinin sonlu kez uygulanmasina kapalidir. Sonsuz sonuglu
deneylerde bu yetmez.

c-Cebirler

Bir madeni paranin tura gelinceye kadar atilmasi deneyinde (Ornek 1.2) Q=
{T, YT, YYT,YYYT,..} = {w;,wy,ws, ...} idi; w,,, n —1 tane Y’nin ardindan T gelen sonugtur.
A, = {w,}, “tura n-inci atista gelir” olay1 olsun: A; = {T'}, A, = {YT}, A; = {YYT} ve béyle siirer.
“Tura ¢ift numarali bir atista gelir” olay1
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22 Boliim 2. Cebirler, 6-Cebirler ve Borel Cebri

k=1

bi¢imindedir; yani sayilabilir sonsuz tane olayn birlesimidir. Boyle olaylar: da olay saymak istiyorsak, si-
nifin sayilabilir birlesime kapali olmasini istemeliyiz. Tanimdaki (iii) kosulunu bu yénde gii¢lendiriyoruz.

Tanim 2.2 (6-Cebir). Q # & bir kiime ve U, €2 tizerinde bir sinif olsun. ¥ sinifi

HQel,

(i)A el = A el,

(iii*) A, € U (n=1,2,...) bir kiime dizisiise |7~ 4, €U

kosullarini sagliyorsa U sinifina (2 tizerinde bir o-cebir (sigma cebri) denir. Bir o-cebirin elemani olan
kiimelere olay denir; (2, I/) ikilisine de 6l¢iilebilir uzay denir.

Bu tanumdan sonra “olay” sozctigi daha dar bir anlam kazanir: 2'nin her alt kiimesi degil, secilen o-cebir
U’nun elemani olan alt kiimeler olaydir. Sonlu ya da sayilabilir 6rnek uzaylarda &/ = P () alnir ve iki
anlam cakisir; farkin gercekten 6nemli oldugu durum €2 = R gibi sayillamayan 6rnek uzaylardir.
Adindaki o harfi sayilabilir birlesimi animsatir. Ilk soru, iki kavram arasindaki iliskidir.

Onerme 2.1 (Her o-Cebir Bir Cebirdir). 2 iizerindeki her o-cebir bir cebirdir. Bunun tersi genel olarak
dogru degildir: Q0 = N iizerinde, cebir oldugu halde o-cebir olmayan bir sinif vardr.

ispat.

Birinci kisim. U bir o-cebir olsun. Cebir tanimindaki (i) ve (ii) kosullari o-cebir tanimindakilerle aynidir;
yalnizca (iii) kosulunu gostermek gerekir. A, B € U olsun. Ay = Aven > 2 i¢in A, = B alalim. (A,,).
U ’da bir kiime dizisidir ve

(@

A,=AUBUBUBU--=AUB

n=1

olur. (iii*) geregi AU B € U ’dur. Demek kil bir cebirdir.
Ikinci kisim: bir karsi 6rnek. Q = N = {1,2,3,...} ve

U={ACN: A sonluyada A° sonlu}

olsun. Once U nun bir cebir oldugunu gosterelim.

(i) N® = & sonludur; 6yleyse N € U.

(i) A € U olsun. A sonluysa A nin timleyeni (A°)¢ = A sonludur, dolayisiyla A° € U. A°® sonluysa A°
dogrudan tanim geregi U 'dadur.

(iii) A, B € U olsun. Iki durum vardir. Her ikisi de sonluysa A U B sonludur ve U 'dadir. Degilse en az biri,
diyelim A, sonsuzdur; A € U oldugundan A° sonludur ve

(AUB)® = A°N B¢ C A°

oldugundan (A U B)® sonlu bir kiimenin alt kiimesidir, dolayisiyla sonludur; yine AU B € U.
Simdi U nun o-cebir olmadigini gésterelim. n = 1,2, ... icin A, = {2n} olsun. Her A,, tek elemanli,
dolayisiyla sonludur; 6yleyse A,, € U. Ama

fj A ={2,4,6,..}
n=1

¢ift sayilar kiimesidir. Bu kiime sonsuzdur; tiimleyeni olan tek sayiuar kiimesi {1, 3,5, ...} de sonsuzdur.
Oyleyse Un A, & U ve (iii*) saglanmaz. U bir cebirdir ama o-cebir degildir. Ayni kurgu, sayilabilir sonsuz
bir alt kiime iceren her sonsuz S iizerinde de ¢aligir.
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2.2 o-Cebirler 23

A, ={2n}: A = {2}, A, = {4}, A, = {6}, ... her biri sonlu cebirde
& - ® - ® - ® - ® - ®
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
sonlu birlegim: AL A, Ay birlesimi = {2, 4, 6} sonlu cebirde
® ( { ° { ® { ] ® ® ® ® ® ®
sayilabilir birlesim: butiin An'lerin birlesimi = {2, 4, 6, 8, ...} sonsuz cebirde DEGIL
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tumleyeni {1, 3, 5, ...} de sonsuz: ne kendisi ne tiimleyeni sonlu

Sekil 2.1: Q = N iizerinde "sonlu ya da tiimleyeni sonlu" kiimelerin sinifi bir cebirdir ama o-cebir degildir.

A, = {2n} kiimelerinin her biri sonludur ve siniftadir; sonlu tanesinin birlesimi yine sonludur ve sinifta

kalir. Biitiin A, 'lerin sayilabilir birlesimi ise ¢ift sayilar kiimesidir: hem kendisi hem tiimleyeni sonsuz

oldugundan sinifin disina ¢ikar. Cebir ile o-cebir arasindaki fark tam olarak bu sayilabilir birlesim
adimidir.

Kars1 6rnekteki sorun, dizideki sonsuz tane farkli kitmenin birlesiminin siniftan ¢cikmasidir. Ornek uzay
sonluysa bir dizide ancak sonlu tane farkli kiitme bulunabilir; bu ytizden fark ortadan kalkar.

Onerme 2.2 (Sonlu Ornek Uzayda Her Cebir Bir 6-Cebirdir). ) sonlu bir kiime ise Q iizerindeki her
cebir bir o-cebirdir.

Ispat.

U, Q iizerinde bir cebir olsun. (i) ve (ii) hazirdwr; (iii*) kosulunu géstermeliyiz. | Q | = k olsun. Q’nin tam
2% tane alt kiimesi vardir (Onerme 1.2); dolayistyla U 'nun en cok 2% elemani vardr.

(A,,), U da herhangi bir kiime dizisi olsun. Dizinin terimleri I ‘nun elemanlari oldugundan, dizide en ¢ok
2F tane farkl kiime gecer. Bu farkli kiimeler By, ..., B, olsun (m < 2%). Her A, bu kiimelerden biridir
ve her B; dizide en az bir kez geger. Oyleyse

\JA,=BUB,U-UB,
n=1

olur: soldaki birlesimin her elemani bir A,, ’de, dolayisiyla bir Bj ‘dedir; sagdaki birlesimin her elemani bir
B;de, dolayistyla bu B;’ye esit olan bir A, ‘dedir. Sag taraf U nun sonlu tane elemaninin birlesimidir ve
bir onceki alt boliimde gordiigiimiiz gibi cebirler sonlu birlesime kapalidir. Demek ki Un A, el;yanill
bir o-cebirdir.

n

Demek ki sonlu drnek uzaylarda “cebir” ile “o-cebir” arasinda fark yoktur; fark ancak sonsuz €2’da ortaya
cikar. Simdi kiiciik bir 6rnek uzayda gesitli siniflar1 inceleyelim; amag, tanimdaki kosullarin somut bir
sinifta nasil denetlendigini ve hangilerinin bozulabildigini gérmek.

Ornek 2.1 (Dort Elemanli Bir Ornek Uzayda Siniflar). Q = {a,b, ¢, d} olsun. Asagidaki siniflardan
hangileri 2 iizerinde bir o-cebirdir?

U, = { @,{a},{b,c,d},Q }7 Uy = { {a}, {b},{c}, {d} }’

Us ={>,Q}, Uy ={ @,{a}, {b},{a,c,d},{b,c,d}, Q2 } .
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24 Boliim 2. Cebirler, 6-Cebirler ve Borel Cebri

Cozim.

Q sonlu oldugundan, Onerme 2.2 geregi bir smifin o-cebir olmasi icin cebir olmas yeterlidir; yani
yalnizca (i), (ii) ve iki kiitmenin birlesimi i¢in (iii) kosullarini denetlemek yeter.

U, bir o-cebirdir. (i) € U;. (ii) Timleyenler: ¢ = Q, {a}¢ = {b,¢,d}, {b,c,d}¢ = {a}, Q° = &;
hepsi U dedir. (iii) @ U X = X ve QU X = Q oldugundan yalmzca {a} U {b, c,d} = Q birlesimine
bakmak yeter; o da U, dedir. Bu o-cebir, deneyde yalmzca “a geldi mi, gelmedi mi?” sorusunun yanit-
lanabildigi duruma karsilik gelir.

U, bir o-cebir degildir. Q ¢ U, oldugundan (i) saglanmaz. Ayrica {a}¢ = {b,c,d} ¢ U, ve {a} U
{b} = {a,b} ¢ U,; yani (ii) ve (iii) de bozulur. I, bir cebir bile degildir.

U 5 bir o-cebirdir. (i) Q € U;. (i) F°=0ve Q° =@ (i) U=, gUN =Q, QUQ = Q. By,
her 6rnek uzay tizerindeki en kii¢iik o-cebirdir ve asikar o-cebir diye anilir; deney hakkinda higbir
sey gozlenemedigi duruma karsilik gelir.

U 4, bir o-cebir degildir. (i) saglanir. (ii) de saglanir: {a}° = {b,¢,d}, {b}° = {a,c,d}, {a,c,d}* =
{b}, {b,c,d}° = {a} ve ° = Q, Q° = &. Ama {a}, {b} € U, oldugu halde {a} U {b} = {a,b} ¢ U,;
(iii) bozulur.

Ozetle U, ii¢ kosulu birden, I, ise yalnizca ii¢iinciisiinii bozar. Yalnizca ikinci kosulu bozan bir siif da
vardir: Uy = { 7, {a}, Q } siifinda Q vardir ve herhangi iki elemaninin birlesimi yine siniftadir, ama
{a}® = {b,c,d} ¢ Us. Demek ki (ii) ile (iii) birbirinden bagimsizdir. Buna kargilik (i), bos olmayan bir
siuf i¢in (ii) ve (iii) ‘ten ¢ikar: herhangi bir A € U alinirsa A € U ve Q = AU A€ € U olur. Tammda
(i) kosulunu yazmak, bos sinifi digarida birakmaya ve 2’y1 en bastan goriinir kilmaya yarar.

|

Bir 6rnek uzay tlizerindeki en biiytik siif kuvvet kiimesidir. Onun da bir o-cebir oldugunu gostermek
kolaydir; sonlu ve sayilabilir 6rnek uzaylarda hep bu o-cebiri kullanacagz.

Onerme 2.3 (Kuvvet Kiimesi Bir 6-Cebirdir). Q # & bir kiime olsun. Kuvvet kiimesi P(2) = {A :
A C Q}, Q iizerinde bir o-cebirdir. Ayrica Q) iizerindeki her o-cebir P () ‘min bir alt sinifidir; yani P(Q2), Q
tizerindeki en biiyiik o-cebirdir.

ispat.

(i) © C Q oldugundan Q € P(Q).

(ii) A € P(Q) olsun; yani A C Q. O zaman A® = Q\ A C Q, dolayisiyla A® € P(Q).

(iii*) (4,,), P(Q) da bir dizi olsun; yani hern icin A, C Q. x € U:il A, iseenazbirniginz € A, C
Q, dolayisiylaz € Q. Demek kil A, CQ, yani|J A, € P(Q).

Son iddia tanimdan ¢ikar: bir o-cebir, tanim geregi 2’min alt kiimelerinden olusan bir siniftir; {2’nin her
alt kiimesi P(Q) 'da oldugundan U C P(Q) dur.

]

n

Ornegin bir zarm atilmasi deneyinde Q = {1,2,3,4,5,6} ve U = P(£2) alinir; bu o-cebirde 26 = 64 olay
vardir.

o-Cebirlerin Temel Ozellikleri

o-cebir tanimi yalnizca ’y1, tiimleyeni ve sayilabilir birlesimi anar. Oysa olaylarla calisirken “ve” (kesi-
sim), “ama degil” (fark) ve sonlu islemleri de siirekli kullaniriz. Asagidaki teorem, biitiin bu iglemlerin bizi
o-cebirin disina ¢ikarmadigini soyler; ispatin anahtari, cebirlerde oldugu gibi, De Morgan kurallaridur.

Teorem 2.1 (6-Cebirlerin Temel Ozellikleri). 2, Q iizerinde bir o-cebir olsun.
(@) cl.

(b) (4,,), U da bir kiime dizisi ise ﬂ:il A, el.

() Ay,..,A, el iseUZl:1 A, el ve ﬂ?:l A, el

d A, A, elUise A\ Ay, € U.

I spat.

(a) (i) geregi ) € U; (ii) gerefi Q¢ = & € U.
(b) Hern igin A,, € U olsun. (ii) geregi hern icin AS, € U; (iii*) geregi U:Lo:l AS € U; yeniden (ii) geregi
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oo

(

olur. Bu kiimenin ﬂn A, ye esit oldugunu gérelim. Herhangi bir x € (Q i¢in

1A$l)c eu

n=

o0 oo oo
xE(UAfL)C@xﬁ UA%(:)her n i¢in x ¢ A% < her n i¢cin z€ A, &z € ﬂAn.
n=1 n=1 n=1

Bu, Onerme 1.1 (e) ‘deki De Morgan kuralinin sayabilir bigimidir. Demek ki ﬂn A, el.
(c) Ay, ..., A,, € U olsun. Sonlu birlesim icin diziyi bos kiimeyle uzatalim: i > n i¢cin A, = & olsun. (a)
gere§i @ € U, dolayisiyla (A;);~, U da bir dizidir. Bos kiime birlesime hicbir eleman katmadigindan

a0
=1 =1

olur ve (iii*) geregi bu kiime U *dadur.
Sonlu kesisim icin diziyi § ile uzatalim: i > n icin A, = Q olsun; (i) geregi Q € U. QN X = X oldu-
gundan

D}

&:é&

i=1

olur ve (b) geregi bu kiime U *dadur.

(d) A\ Ay = A, NASdir:- ¢ € Ay \ Ay olmasy, x € A, ve x ¢ Ay, yani x € A, ve x € A§ olmas
demektir. (ii) geregi A5 € U; (c) geregi A; N AS € U.

|

Kisaca: o-cebirler U, N, \ ve tiimleyen islemlerinin sonlu ya da sayilabilir sonsuz kez uygulan-
masina gore kapali stmiflardir. Ornegin simetrik fark A A B = (A \ B) U (B \ A) da o-cebirdedir.

© Tanim1 kesigimle de verebilirdik

(i), (ii) ve “sayilabilir kesisime kapalilik” kogullarimi saglayan bir sinif, ayn1 De Morgan hesabiyla
sayilabilir birlesime de kapalidir, yani bir o-cebirdir. Tanimda birlegimi se¢mek yalnizca bir gelenektir.

o-Cebirlerin Arakesiti ve Uretilen o-Cebir

Uygulamada ise genellikle bir o-cebirle degil, olay olmasin istedigimiz kiimelerin bir sinifiyla baslariz:
Q = R i¢in araliklar, Q = {a, b, ¢, d} i¢in “gdzleyebildigimiz” birkag alt kiime gibi. Bu smif ¢ogu zaman
o-cebir degildir. Dogal soru sudur: verilen bir sinifi kapsayan en kiicitkk o-cebir var midir? Yanit
evettir ve yap1 ¢ok basittir: sinifi kapsayan bitiin o-cebirlerin arakesitini (kesisimini) aliriz. Bunun ise
yaramasl i¢in dnce arakesitin o-cebir oldugunu bilmeliyiz.

Teorem 2.2 (6-Cebirlerin Arakesiti Bir 6-Cebirdir). I # & bir indis kiimesi ve her i € I icin U;,
tizerinde bir o-cebir olsun. O zaman

U:mUi:{AQQ:her i€l icin Ael;}

iel
sinift da Q iizerinde bir o-cebirdir. (I sonlu, sayiabilir ya da sayilamaz olabilir.)

ispat.

Ug kosulu sirayla denetleyelim.

(i) Her i € I igin U; bir o-cebir oldugundan Q € U, dir. Oyleyse Q biitiin U, 'lerde, dolayisiyla arakesitte
bulunur:QQ € U.

(if) A € U olsun. O zaman heri € I icin A € U, dir. U; tiimleyene kapali oldugundan her i i¢in A¢ € U;;
yani A € U.
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26 Boélium 2. Cebirler, 6-Cebirler ve Borel Cebri

(iti*) (A,,), U ’da bir dizi olsun. Her n ve heri € I i¢in A,, € U, dir. i yi sabitleyelim: (A,,), o-cebir olan
U, de bir dizidir, dolayisiyla Un A, € U;. Bu heri € I igin dogru oldugundan Un A, el
|

Birlesim i¢in benzer bir sonu¢ yoktur: iki o-cebirin birlesimi genel olarak bir cebir bile degildir. Somut
bir 6rnegi boliim sonundaki aligtirmalarda gorecegiz. Sebep sudur: birinden alinan bir kiime ile 6tekinden
alinan bir kiimenin birlesimi, iki sinifin hicbirinde bulunmak zorunda degildir.

Tanim 2.3 (Kiiciitk ve Biiyiik 6-Cebir). U ve U, €2 iizerinde iki o-cebir (ya da iki cebir) olsun. Z; C
U, ise U, e U, den kiigiik, U, ye U, den biiyiik o-cebir denir.

Bu bir kismi siralamadir; tam siralama degildir: iki o-cebirden biri 6tekinden kiiciikk olmak zorunda
degildir. Bununla birlikte iki u¢ nokta her zaman vardir: asikar o-cebir {&, Q} her o-cebirden kiigiiktiir
(¢linkii her o-cebir & ile Q’y1 igerir) ve () her o-cebirden bityiiktiir (Onerme 2.3).

Simdi boliimiin ana yapi tagina geliyoruz.

Teorem 2.3 (Uretilen 6-Cebir). £, () iizerinde herhangi bir sinif olsun. £ ’yi kapsayan biitiin o-cebirlerin
arakesiti o (L) ile gosterilsin. O zaman:

(a) o(L), Q iizerinde bir o-cebirdir ve £ C o (L) dir.

(b) U, L’yi kapsayan herhangi bir o-cebir ise (L) C U dur.

(c) (a) ve (b) ézelliklerini tasiyan tek o-cebir o( L) dir.

o(L)’ye £ sintfinin iirettigi o-cebir ya da £’yi kapsayan en kiigiik o -cebir denir; £’ye de o(£) nin
bir tireteci denir.

ispat.
G, L’yi kapsayan biitiin o-cebirlerin ailesi olsun:

S ={U:U,Q iizerinde bir o -cebir ve £ C U}.

£, Q’min alt kiimelerinden olusan bir sinif oldugundan £ C P(Q)’dwr; Onerme 2.3 geregi P(Q) bir o-
cebirdir. Oyleyse P(Q) € & ve & #+ @&. Tanum geregi

o(L) = m u.

UeS

(a) G bos olmayan bir indis kiimesi ve her elemani bir a-cebir oldugundan, Teorem 2.2 geregi o(£) bir o
-cebirdir. Her U € & igin £ C U oldugundan £, arakesitin de icindedir: £ C o(L).

(b) U, £’yi kapsayan bir o-cebir olsun; yani Ul € &. Bir ailenin arakesiti ailenin her iiyesinin i¢inde
oldugundan o(£) = ﬂvee vCcu.

(c) V de (a) ve (b) ozelliklerini tasiyan bir o-cebir olsun: £ C V ve £’yi kapsayan her o-cebir U i¢in V C
U. V’nin (b) ozelligini U = o (L) igin uygularsak V C o (L) ¢ikar. o(£) nin (b) ézelligini U =V igin
uygularsak o(£) C V ¢gikar. Oyleyse V = o(L).

n

Teoremin verdigi tarif, “biitiin o-cebirlerin arakesiti”, pratikte hesap yapmaya elverigli degildir; ama (a) ve
(b) birlikte ¢cok kullanigh bir hesap yontemi sunar: o(£) igin bir aday V bulunur, sonra iki sey gosterilir.

+ V’nin her eleman: £’nin elemanlarindan o-cebir igslemleriyle elde edilir; boylece V C o(£).

« V bir o-cebirdir ve £ C V’dir; boylece (b) geregi a(L£) C V.

Iki kapsama birlikte o(£) =V verir. Ayrica £ kendisi bir o-cebirse o(£) = £ olur ve X C M ise
o(X) C o(M)’dir; bunlar aligtirmalarda ispatlanmaktadir.

Ornek 2.2 (Uretilen 6-Cebirin Hesab1). €2 = {a,b, c,d} olsun. Asagidaki siniflarin iirettigi o-cebirleri
bulunuz.

() £ ={ {a} ).
(b) £ ={ {a}, {0} }.
() € ={ {a}, {0}, {c} {d} }.

Acgik Matematik - acik-matematik.com 26 CC BY-NC-SA 4.0


https://acik-matematik.com
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.tr

2.4 5-Cebirlerin Arakesiti ve Uretilen o-Cebir 27

Cozim.

(a) Aday: V = g@, {a}, {b,c,d}, };bu, Ornek 2.1°daki ; smifidir.

VY C o(L).0(L) bir o-cebirdir ve {a} € o (L) dir. (i) geregi Q € o(L), Teorem 2.1 (a) geregi & € o (L),
(ii) geregi {a}® = {b,c,d} € o(L). Béylece V’nin dort elemani da o (L) dedir.

a(£) C V. V’nin bir o-cebir oldugunu Ornek 2.1°'da gésterdik ve £ C V’dir. Teorem 2.3 (b) geregi
o(L)CV.

Demek ki o ( {{a}} ) ={ @,{a},{b,c,d}, 2 }.

(b) Simdi {a} ve {b} birlikte veriliyor. {a} U {b} = {a, b} ve bunun tiimleyeni {¢c, d} de o(£)’de olmak
zorundadir. {a}, {b}, {c, d} kiimeleri 2’y1 parcalar; bunlara atomlar diyelim. Aday, atomlarin biitiin
birlesimlerinden olugan siniftir:

V={2,{a}, {b}, {c,d}, {a,b},{a,c,d}, {b,c,d}, Q2 } .

Ug atomun her alt kiimesine bir birlesim karsilik geldiginden 7’nin 23 = 8 elemani vardur.

o({{a},{b}}) = atomlarmn biitiin birlesimleri

Q={a b cd o(L)'nin sekiz elemani
{a} | {b} a b a b a b a b
®q i ) c d c d c d —ﬁﬁﬁ;ﬁﬁﬁdﬁﬁﬁﬁ
7777777777777777 z fa) (b} fe.d)
o od a b B AaA 77777 o . N I aA 77777 b -
{c, d} c d c d c d c d
atomlar: {a}, {b}, {c, d} {a, b} {a, c, d} {b, c, d} Q

Sekil 2.2: Q = {a, b, ¢, d} lizerinde L = {{a}, {b}} sinifinin tirettigi o-cebir. {a} ve {b} verilince timleyen

ve birlesim islemleri {c, d} kiimesini de zorunlu kilar; bu ii¢ kiitme Q'y1 parcalayan atomlardir. 6(L)'nin

sekiz elemani, atomlarin altkimelerinin birlegimleridir: hicbir atomu almayan @'den {i¢iini de alan
Q'ya kadar 2° = 8 kiime. cile d hi¢bir olayda birbirinden ayrilmaz.

VY C o(L). Her elemani {a} ve {b}’den o-cebir iglemleriyle iretelim: {a,b} = {a} U {b}; {c,d} =
{a,b}%; {a,c,d} = {b}°; {b,c,d} = {a}°; & ve Q her o-cebirdedir. Oyleyse sekiz kiime de o (L) dedir.
o(£L) CV. Vnin bir o-cebir oldugunu goésterelim. (1) Q € V. (ii) Timleyen ciftleri (&, ),
({a},{b,c,d}), ({b},{a,c,d}), ({c,d},{a,b}) bicimindedir ve her ciftin iki iiyesi de V’dedir. (iii)
Atomlarin birlesimi olan iki kiimenin birlegsimi yine atomlarm bir birlesimidir; dolayisiyla 1’dedir.
2 sonlu oldugundan Onerme 2.2 geregi V bir o-cebirdir. £ C V oldugundan Teorem 2.3 (b) geregi
a(L)CV.

Demek ki o ( {{a}, {b}} ) = V; sekiz olaylik bu o-cebir, “a geldi mi?” ve “b geldi mi?” sorularmmn
yanitlarindan karar verilebilen biitiin olaylar1 icerir; ¢ ile d birbirinden ayirt edilemez.

(c) 2’mun her alt kiimesi, elemanlarinin tek nokta kiimelerinin birlegimidir: A # @& i¢in A = Uwe A{:r},
ve bu en ¢ok dort kiimenin birlegimidir. Tek nokta kiimeleri £ C o(£)’de oldugundan, Teorem 2.1 (c)
geregi bos olmayan her A C Q i¢in A € (£); @ da Teorem 2.1 (a) geregi oradadir. Oyleyse P (Q) C
o (). Ote yandan o(£), ’nin alt kiimelerinden olustugundan o(£) C P (). Demek ki

o ({{a},{b},{c}, {d}} ) = P(®),

on alt1 elemanli kuvvet kiimesi. Dikkat: £, Ornek 2.1’daki U, smifidir; kendisi o-cebir olmadig: halde
en buyiik o-cebiri iiretir.
| ]

Bir o-cebiri bir olaya kisitlamak da sik gereken bir iglemdir; 6rnegin “B olayinin gergeklestigi biliniyor”
durumunda deneyin ornek uzayi fiilen B’ye kiigiliir (kosullu olasilik, Tanim 6.1). O zaman B tizerinde
hangi o-cebirle ¢alisilacagi sorusu dogar.
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Onerme 2.4 (iz 6-Cebiri). U, Q iizerinde bir o-cebir ve & #+ B C Q olsun.
Ug={A:A=BnC,CelU}={BNnC:Cel}
sinifi, B iizerinde bir o-cebirdir. U g ye U 'nun B iizerindeki izi ya da iz o -cebiri denir. Ayrica B € U ise
Ug={AclU: :AC B}
olur; yani iz, U 'nun B’nin i¢inde kalan elemanlarindan olusur.

Ispat.

Burada érnek uzay roliinii B oynar; dolayisiyla bir A C B kiimesinin tiimleyeni B \ A’dwr ve o-cebir
kosullar1 B’ye gire denetlenir. Once U g nin gergekten B’nin alt kiimelerinden olustugunu gérelim: B N
C C B her zaman dogrudur.

(i) Q € U oldugundan B=BN QN € Up.

(ii) A € Ug olsun; A = BN C olacak bigimde bir C € U vardw. A’min B’ye gore tiimleyeni B \ A’dir ve

B\(BNnC)=BncCe

esitligi gecerlidir- x € B\ (BN C) olmasy, x € B vex ¢ BN C olmasi demektir; z € B olduguna gore
z ¢ BNC ancak x ¢ C ile miimkiindiir; yani x € B ve x € C°. Ters yon de aymi adimlarin tersidir.
C° € U oldugundan B\ A= BNC*° € Up.

(iti*) (A,,), Ug de bir dizi olsun. Her n i¢cin A,, = BN C,, olacak bicimde C,, € U secelim. Kesisimin
birlesim iizerine dagilmasindan

DAn: G(Bmcn):Bm fj c,
n=1 n=1 n=1

olur: x’in soldaki kiimede olmasi, birn i¢in x € B ve x € C,, olmasy; sagdakinde olmasi, © € B ve birn
icinz € C,, olmasi demektir; bunlar ayni seydir. U bir o-cebir oldugundan C' = Un C, el ve Un A, =
BN C € Ug. Boylece Uy, B iizerinde bir o-cebirdir.

Soniddia. B € U olsun. A= BNC € Ugise B,C € U oldugundan Teorem 2.1 (c) geregi A € U, ayrica
AC B.TersineAcl veAC Bise A= BN A yazilir; C = A € U alinarak A € U bulunur. Demek
kilg={AelU:AC B}

|

Borel Cebri

Sicaklik gozlemi gibi deneylerde 6rnek uzay 2 = R ya da R’nin bir araligidir ve dogal olaylar araliklardur:
“sicaklik 15 ile 25 derece arasindadir” olay1 (15, 25) araligidir. Agik araliklar sinifi

£, ={(a,b):a,b e R, a < b}
ve yar1 acik araliklar sinifi
Ly ={(a,b] : a,b € R,a < b}

o-cebir degildir; hatta cebir bile degildir. Gercekten R sinirhi bir aralik olmadigindan R ¢ £;; ayrica
(a,b)¢ = (—o0,a] U [b,00) bir aralik degildir ve (0,1) U (2,3) de bir aralik degildir; yani (i), (ii), (iii)
kosullarinin hicbiri saglanmaz. £, i¢in de ayn1 gerekgeler gecerlidir. Ama Teorem 2.3 geregi bu siflar
kapsayan en kii¢iik bir o-cebir vardir. Olasilik teorisinde R tizerinde hep bu o-cebirle calisilir.

Tanim 2.4 (Borel Cebri). R iizerindeki agik araliklar sinifi £, = {(a,b) : a,b € R, a < b} olsun. £,’in
urettigi o-cebire R tizerindeki Borel cebri denir ve B ya da B(R) ile gosterilir:

BR)=0(£) =0 ({(a,b):a<b}).

B(R)’nin elemanlarina Borel kiimeleri denir.
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Tanim geregi her agik aralik bir Borel kiimesidir ve Borel kiimelerinden tiimleyen, sayilabilir birlesim ve
sayilabilir kesisimle elde edilen her kiime yine Borel kiimesidir. Asagidaki 6nerme en 6nemli 6rnekleri
toplar; ispatin araclar1 o-cebir igslemleri, Arsimet 6zelligi (her pozitif gercel sayi i¢in ondan kiigiik bir %
vardir) ve son sikta rasyonel sayilarin yogunlugu ile sayilabilirligidir.

tiimleyen ve
e sayilabilir birlesim e
(sayuabilir kez)

acik araliklar
(a,b)

o(acgik araliklar)
=B(R)

en kiigiik o-cebir: araliklardan tiimleyen ve sayilabilir birlesimle diretilen her kiime Borel'dir

kapali aralik [a, b] tek nokta {a} rasyoneller Q
O O n-1
oO——0 -
n=2 q3 q; q, qy

C ®*—— @ > e ee o0 © 0600 00 O -

a b a
{a}, (a, b) ve {b} kiimelerinin i¢ ice (a - 1/n, a + 1/n) agik sayilabilir tane tek noktanin

birlesimi araliklarinin kesisimi birlesimi

Sekil 2.3: Borel cebrinin kurulusu. Acik araliklar sinifindan baslanir; tiimleyen ve sayilabilir birlesim

islemleri (dolayisiyla sayilabilir kesisim de) sayilabilir kez uygulanarak ulagilan her kiime Borel kiimesidir

ve bu kiimelerin smufi, acik araliklar1 kapsayan en kiigiik o-cebir olan B(R)'dir. Altta {i¢ 6rnek: kapal

aralik [a, b] iki tek nokta ile bir ac¢ik araligin birlesimi, tek nokta {a} daralan acik araliklarin kesisimi, Q
ise sayilabilir tane tek noktanin birlesimi olarak Borel'dir.

Onerme 2.5 (Borel Kiimelerine Ornekler). a,b € R vea < b olsun.

(a) Tek nokta kiimesi {a} bir Borel kiimesidir. Dolayisiyla R ’nin her sonlu ya da sayilabilir sonsuz alt kiimesi
(6rnegin {a, b}, N, Z, Q) Borel kiimesidir.

(b) [a, b], [a, b) ve (a,b] Borel kiimeleridir.

(c) (—o0, a], (—o0, a), (a,00), [a, 00) ve R Borel kiimeleridir.

(d) R’nin her agik alt kiimesi ve her kapali alt kiimesi Borel kiimesidir.

ispat.
(a)n=1,2,... igcin

Anz(a—l,a+l)

n n

olsun. Her A,, bir acik aralik oldugundan A, € B(R) dir. Iddia:
o0
A, = {a}.
n=1

D: hern igina — % <a<a-+ % yania € A,,; 6yleyse a kesisimdedir. C: x kesisimde olsun; o zaman
hern icin | x —a | < L’dir © # a olsaydi | x — a | > 0 olur ve Arsimet ozelligi geregi + < |z —a

olan bir n bulunurdu; bu, x € A,, ile gelisir. Demek ki x = a.
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Aj=(a-La+1) (o, O
A,=(a-1/2a+172) O O
Ag=(a-1/3a+1/3) o0
Ay=(a-1/4,a+1/4) o——O

R
f @ >
a-1 a a+1

nA,=n(a-1/n,a+1/n)={a}

Sekil 2.4: Tek nokta kiimesi {a}, i¢ ice daralan agik araliklarin kesisimidir. Her A,, = (a - 1/n, a + 1/n) arali§
a'yt icerir; a'dan farkly her nokta ise Arsimet ozelligi geregi yeterince biiyiik n icin araligin disinda kalr.
Boylece kesisimde yalnizca a kalir ve {a} bir Borel kiimesidir.

Bdéylece {a}, Borel kiimelerinden olusan bir dizinin kesisimidir; Teorem 2.1 (b) geregi {a} € B(R).

D = {d;,d,,ds, ...} bos olmayan sayilabilir bir kiime ise D = Un{dn}, Borel kiimelerinin sayilabilir
birlesimidir; (iii*) geregi D € B(R). D sonluysa birlesim sonludur ve Teorem 2.1 (c) kullanilir; D = & ise
Teorem 2.1 (a) yeter.

(b) [a,b] = {a} U (a,b) U{b}: z € [a,b] ise yax = a, yaa < x < b, ya da x = b’dir; tersi agiktir. Sag
taraf ii¢ Borel kiimesinin birlesimidir, (a) ve Teorem 2.1 (c) geregi Borel'dir. Benzer bigcimde [a,b) = {a} U
(a,b) ve (a,b] = (a,b) U {b} Borel kiimeleridir.

(c) Iddia:

(—o0,a] = D[a —mn,al.

D: her n igin [a — n,a] C (—o0,a]. C: x < a olsun. Arsimet ézelligi geregi n > a — x olan birn € N
vardir; 0 zaman a —n < z < a, yani & € [a — n, a|. Her [a — n,a] kapali araligy (b) geregi Borel'dir;
saylabilir birlesim de Borel'dir. Ayni yolla (—o0,a) = Uzozl (a —n,a) agik araliklarin birlesimi olarak
Borel’dir. Tiimleyen alarak (a, 00) = (—00,al® ve [a, 00) = (—00, a)° Borel kiimeleridir. R ise (i) geregi
her o-cebirdedir.

(d) G C R acik bir kiime olsun. G = @ ise iddia (a) geregi aciktir; G # & olsun. Agiklik tanimi geregi her
x € Gigin(x — e,z + €) C G olacak bicimde bire > 0 vardir. Rasyonel sayilar R de yogun oldugundan
xr—e<p<z<qg<z+eolanp,q € Q segilebilir; 0 zaman z € (p,q) C G. Demek ki

G=Hp.a):paeQp<q(pa G}

Sagdaki birlesimdeki araliklar rasyonel sayi ¢iftleriyle indislenir; Q x Q sayuabilir oldugundan bu, sayi-
labilir tane agik araligin birlesimidir ve (iii*) geregi Borel'dir. F kapali ise F'¢ agiktir, dolayisiyla Boreldir;
(ii) geregi F = (F°)¢ de Borel'dir.

|

Onermenin (d) sikki, Borel cebrinin acik kiimelerin iirettigi o-cebir olarak da tanimlanabilecegini
gosterir: acik kiimeler smifi G olsun; her agik aralik agik kiime oldugundan £; C G ve dolayisiyla
0(£;) Co(9);(d)geregi § C o(L;) ve dolayisiylao(G) C o(£;). Ayrica aligtirmalarda gorecegimiz gibi
{(—o0,a] : a € R} smifi da Borel cebrini iiretir; bu, rastgele degiskenleri incelerken (X < a) bigimindeki
olaylarin neden yeterli oldugunu agiklayacaktir.

Buraya kadar Borel cebrinin ne kadar zengin oldugunu gordiik. Dogal soru sudur: madem neredeyse her
kiime Borel’dir, neden P(R) ile caligmiyoruz?
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| Neden her alt kiime olay olamaz?

Q = [0,1] aralifindan “rastgele bir nokta se¢me” deneyini diigiinelim. Dogal olasilik, bir araligin
uzunlugudur: P ( (a,b) ) = b — a.Bu P’yi [0, 1]’in olabildigince ¢ok alt kiimesine, su ii¢ dogal istegi
koruyarak genigletmek isteriz: P([0, 1]) = 1; ayrik kiimelerden olugan bir dizinin birlesiminin olasi-
111 olasiliklarin toplamidir (sayilabilir toplamsallik); bir kiimeyi kaydirmak olasiligini degistirmez
(6teleme degismezligi).

1905'te Giuseppe Vitali, bu ti¢ istegi birden saglayan ve [0, 1]’in biitiin alt kiimelerinde tanimh bir
P’nin var olamayacagini gosterdi. Fikir sudur: [0, 1)’deki iki sayiyi, farklar1 rasyonel ise “ayni
sinifta” sayalim; bu, [0, 1)’i sayilamayan ¢oklukta sinifa boler. Her siniftan bir temsilci segip (se¢im
aksiyomu) bunlari bir V' kiimesinde toplayalim. V’nin rasyonel sayilar kadar, yani sayilabilir coklukta
otelenmisi (1’1 agan kisim basa sarilarak) [0, 1)’ ayrik parcalar halinde érter ve 6teleme degismezligi
geregi her parganin olasiligy P(V)’dir. P(V') = 0 olsayd1 bu par¢alarin olasiliklar: toplami 0, P(V') >
0 olsaydi toplam oo olurdu; oysa toplam, ortiilen [0, 1) kiimesinin olasiligina, yani 1’e esit olmalidir.
Oyleyse V’ye tutarh bir olasilik verilemez; V 6l¢iilemeyen bir kiimedir.

Bu yiizden olasilik 8l¢iisti (Tanim 3.1) P(Q2) tizerinde degil, bir o-cebir tizerinde tanimlanir. B(R) bu
is icin tam uygundur: araliklari, agik ve kapali kiimeleri, sayilabilir kiimeleri ve bunlardan sayilabilir
islemlerle tiireyen her seyi icerir; ama Vitali kiimesi gibi tuhaf kiimeleri disarida birakir. Sonlu ya da
sayilabilir 6rnek uzaylarda bdyle bir sorun ¢ikmaz ve P(2) rahatca kullanilir.

Birden ¢ok sayinin birlikte gozlendigi deneylerde, 6rnegin iki zarin atilmasi ya da bir noktanin diizlemde
secilmesi durumunda, érnek uzay R? ya da genel olarak R™’dir. Arahigin ¢ok boyutlu karsiligi agik
dikdortgendir ve Borel cebri ayni kalipla kurulur.

Tanim 2.5 (Cok Boyutlu Uzayda Borel Cebri). n €N olsun. a = (a,4ay,...,a,) ve b=
(b1, bg, ..., b,,) € R™, her i icin a; < b; olacak bi¢imde verilsin.

(Q)l_)) = {(xlax2; 7xn) eR™: a; <z < biv i = 172a ,n} = (al,bl) X (a2ﬂb2) X X (a b )

kiimesine R™’de bir acik dikdortgen (agik kutu) denir. Acik dikdortgenler sinifi
jn = {(gal_)) : (_l’al_) € Rn7 a; < bz}

olmak tizere, 7, ’in irettifi o-cebire R™ tizerindeki Borel cebri denir ve B(R™) = o(7,) ile gosterilir.
Ozel olarak R? = R x R iizerinde

B(RQ)ZU({(a,b) X (c,d) a<bec<d})

olup tiretecler diizlemdeki acik dikdortgensel bolgelerdir.

n = 1 icin acik dikdértgenler acik araliklardir ve tanim Tanim 2.4'ye indirgenir. R?’de de bir boyuttaki
biitiin sonuglarin karsiliklar1 gecerlidir: kenarlar1 kapali ya da yar1 acik dikdértgenler, dogru parcalari,
tek noktalar, acik ve kapali diskler Borel kiimeleridir; 6rnegin diizlemdeki bir agik kiime, icinde kalan
rasyonel koseli acik dikdortgenlerin sayilabilir birlesimidir. Bu o-cebir, rastgele vektorlerin dagilimlarin
incelerken kullanilacaktir.

Alistirmalar

Aligtirma 2.1 (Cebirler, o-Cebirler ve Borel Cebri). (a) Q = {a,b} tizerindeki biitiin o-cebirleri
belirleyiniz.

(b) 2 ={a,b,c} ve = { @,{a},{b},{a,b},{c},Q } olsun. U bir o-cebir midir? ¢(¥)’yu bulunuz.

(c) 2 =Nve £ = {{n}:n € N} olsun. 0(£) = P(N) oldugunu gosteriniz.

(d) © = R olsun ve “sayilabilir” sézciigii “sonlu ya da sayilabilir sonsuz” anlaminda kullanilsin.
U={ACR: A saylabilir ya da A° sayilabilir}
sinifinin bir o-cebir oldugunu ve & C B(R) oldugunu gosteriniz.

() @={a,b,c}, Uy ={ &, {a},{b,c},Q } ve Uy = { &, {b},{a,c},Q } olsun. U; ve Uy’nin o-cebir
oldugunu, U; U U, nin ise cebir bile olmadigim gésteriniz. o(U; U U,) nedir?
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() £ = {(—o0, ] : ¢ € R} olsun. o(£L) = B(R) oldugunu gosteriniz.
(8) X C M ise o(X) C o(M) oldugunu; her siuf £ icin o ( 0(£) ) = o(L) oldugunu; ayrica U bir o-
cebir ise o(U) = U oldugunu gésteriniz.

Cozim.

(a) Her o-cebir & ve ’y1 igerir. ’'nin 6teki alt kiimeleri {a} ve {b}’dir ve bunlar birbirinin tiimleye-
nidir. Bir o-cebir {a}’y1iceriyorsa (ii) geregi {b}yi de icerir ve P(§2)’ya esit olur; {b} yi iceriyorsa ayni
sey olur. Ikisini de icermiyorsa {&, 2} dir. Bu iki sinifin gercekten o-cebir oldugunu biliyoruz (Ornek
2.1'daki Uy ile ayn1 gerekge ve Onerme 2.3). Demek ki Q = {a, b} tizerinde tam iki o-cebir vardir:

{2,9} ve P(Q)={2{a},{b},0}.

(b) {a} € U ama {a}° = {b,c} ¢ U; (ii) bozulur, & bir o-cebir degildir. o(U), {a}, {b} ve {c} tek
nokta kiimelerini igerir; 2’'nin bog olmayan her alt kiimesi bu tek nokta kiimelerinden bazilarinin
birlesimi oldugundan, Ornek 2.2 (c)‘deki gerekgeyle P(Q) C o(U) C P(Q). Oyleyse o(U) = P(Q),
sekiz elemanli kuvvet kiimesi.

(c) (L) C P(N) agiktur. Tersi i¢in A C N herhangi bir kiime olsun. A = @ ise A € 0(£)’dir. A #+ &
ise A sonlu ya da sayilabilir sonsuzdur; elemanlarint A = {n,,n,, ...} diye siralayalim. O zaman

A= U{nk}

sonlu ya da sayilabilir tane tek nokta kiimesinin birlesimidir. Her {n;} € £ C ¢(£) oldugundan, (iii*)
ya da Teorem 2.1 (c) geregi A € o(£). Demek ki 0(£) = P(N).

(d) (i) R® = & sayilabilirdir; R € U. (ii) A € U olsun. A sayilabilirse (A°)¢ = A sayilabilirdir, dolay1-
siyla A° € U; A° sayilabilirse A° dogrudan U dadur. (iii*) (A,,), & da bir dizi olsun. Biitin A, ler
sayilabilirse Un A,,, sayilabilir tane sayilabilir kiimenin birlesimi olarak sayilabilirdir ve %/ dadur.
Degilse en az bir A,,, sayilamaz; A, € U oldugundan A¢, sayilabilirdir ve

(GAn)cz ﬁA;—;gA:n
n=1

n=1

sayilabilir bir kiimenin alt kiimesi olarak sayilabilirdir; yine Un A,, € U. Oyleyse U bir o-cebirdir.

U C B(R): A sayilabilirse Onerme 2.5 (a) geregi Borel'dir; A€ sayilabilirse A¢ Borel'dir ve A = (A°)¢
de Borel’dir. Esitlik yoktur: (0,1) € B(R) ama (0, 1) sayilamaz ve tiimleyeni (—oo,0] U [1,00) da
sayllamaz; yani (0,1) ¢ U. Demek ki C B(R).

(e) Uy igin: Q € U ; timleyen ciftleri (&, Q) ve ({a}, {b, c}); birlegimler {a} U {b, ¢} = Q diginda hep
elemanlardan birine esittir. {2 sonlu oldugundan Onerme 2.2 geregi U, bir o-cebirdir. I, i¢in a ile b'nin
rolleri degisir; ayni gerekce gecerlidir.

Uy VUy ={ @, {a}, {b},{b,c},{a,c},Q } smifinda {a} ve {b} vardir ama {a} U {b} = {a, b} yok-
tur; (iii) bozulur, siuf bir cebir degildir.

o(U; UU,), {a} ve {b}yi, dolayisiyla {a, b} = {c} yi icerir. Ug tek nokta kiimesini iceren bir o-cebir,
(b) sikkindaki gerekceyle P(Q)’dir: o(U; UU,) = P(Q).

() o(£) C B(R): Onerme 2.5 (c) geregi her (—oo, ¢] Borel'dir; yani £ C B(R). B(R) bir o-cebir
oldugundan Teorem 2.3 (b) geregi o(£) C B(R).

B(R) C o(L): Her agik araligin o(£)’de oldugunu gostermek yeter; o zaman o (£), £,’i kapsayan bir
o-cebir olur ve Teorem 2.3 (b) geregi B(R) = o(£;) C 0(£). a < b olsun. Once

(a’ b] = (_OO’ b] \ (—OO, a’]

yazilir: < bve £ a olmasi, a < z < b olmasi demektir. Teorem 2.1 (d) geregi (a, b] € o(L). Sonra

(a,b) = G(a,b—%]

n=1

esitligini gosterelim; burada b — % < a olan n’ler igin sagdaki kiime bostur ve birlesime katkis1 yoktur.
Dia<z<b—1I<bisex€(ab). C:x€(a,b)ise b— x> 0; Arsimet zelligi geregi + <b—=
olan bir n vardir ve 0 zaman a < z < b— 1, yani z € (a,b— L7 Her (ab— L | kiimesi o(£)’de
(bos olanlar Teorem 2.1 (a) geregi) oldugundan (iii*) geregi (a,b) € o(L). Demek ki o(£) = B(R).
Aynui iki adim, yar1 agik araliklar simfi £, = {(a,b] : a < b} icin de o(&,) = B(R) verir: her (a, b],
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Onerme 2.5 (b) geregi Borel’dir, dolayisiyla o(£,) C B(R); tersine her acik aralik, yukaridaki esitlik
geregi £,’deki kiimelerin sayilabilir birlegimidir, dolayisiyla B(R) C o(4,).

() X C M olsun. o(M), M’yi, dolayisiyla K’y1 kapsayan bir o-cebirdir; Teorem 2.3 (b) geregi
a(X) C a(M).

Ikinci iddia icin: o(£), kendisini kapsayan bir o-cebirdir; (b) geregi o ( 0(£) ) C o(£). Ote yandan
(a) geregi her simif trettigi o-cebirin icindedir: 0(£) C o ( 0(L) ). Tki kapsama esitligi verir.

Son iddia, ikinci iddianin genel halidir ve aymi iki adimla dogrudan ¢ikar: & bir o-cebirse, U’yu
kapsayan o-cebirlerden biri kendisidir; (b) geregi o(U) C U, (a) geregi U C o(U)’dur.

|

Artik olaylarin hangi siifta yasadigini biliyoruz; sirada bu olaylara say1 atayan fonksiyonun, olasilik
dl¢iisiiniin kurallar: var: Olasilik Olciisii ve Olasilik Uzayn.
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3.1

3. Olasilik Olgciisii ve Olasilik Uzay1

Cebirler, o-Cebirler ve Borel Cebri bolimiinde bir rastgele deneyin olasi sonuglarini 6rnek uzay 2 ile,
“olasilif1 sorulabilecek” olaylar: ise €2 iizerindeki bir o-cebir U ile modelledik. Boylece elimizde (2, %)
ikilisi var; ama hentiz hicbir olaya bir say1 atamadik. Bu boliimde eksik kalan {iciincii bileseni, olasilik
olciisii P’yi tanimliyoruz.

Olasilig1 tanimlamanin eski yollar1 — eg olasilikli sonuglar: saymak ya da bir deneyin ¢ok sayida tekrarinda
gozlenen goreli sikliga bakmak — belli durumlarda iyi calisir, ama genel bir kuram i¢in yetersizdir. 1933'te
Kolmogorov, olasilif1 “ne oldugu” ile degil “hangi kurallara uydugu” ile tanimlamay1 onerdi: olasilik,
olaylar o-cebri lizerinde tanimli ve {i¢ basit aksiyomu saglayan bir fonksiyondur. Bu bakis agis1 hem sayma
yoluyla hem de goreli siklikla elde edilen olasiliklar1 kapsar ve olasilik teorisini 6l¢ii teorisinin saglam
zeminine oturtur.

Boliimde 6nce aksiyomlari ve olasilik uzay1 kavramim verecegiz. Ardindan yalnizca ii¢ aksiyomdan yola
cikarak olasilik hesaplarinda her giin kullanilan kurallar1 — tiimleyen kurali, monotonluk, toplama kurals,
icerme—disarma formiilii, Boole esitsizligi — tam ispatlariyla tiiretecegiz. Bolimiin sonunda, sayilabilir
toplamsallik aksiyomunun asil giiciini gosteren olasiligin siirekliligi 6zelligini ispatlayacagiz.

Kolmogorov Aksiyomlari

Bir olasilik &l¢iisiinden ne bekleriz? Birincisi, higbir olayin olasilig1 negatif olmamali. Ikincisi, kesin olay
Q’nin olasihig1 1 olmals; olasiliklar: 0 ile 1 arasina yerlestiren élgek budur. Uciinciisii, birbirini diglayan
olaylardan “en az birinin” gerceklesme olasiligy, tek tek olasiliklarin toplami olmali. Bu ii¢iincii kurali
yalnizca iki olay i¢in degil, sayilabilir ¢oklukta olay icin istemek, kuramin limit islemleriyle uyumlu
olmasini saglar; nedenini boliimiin sonunda gérecegiz.

Tanim 3.1 (Olasilik Olgiisii (Kolmogorov Aksiyomlar1)). € # @& bir 6rnek uzay ve U,  iizerinde
bir o-cebir olsun.

P:U—>R, A P(A)

fonksiyonu asagidaki ii¢ kosulu sagliyorsa P’ye U tizerinde bir olasilik 6l¢iisii denir:

(A1) Her A € U i¢in P(A) > 0.

(A2) P(Q) = 1.

(A3) U’ daki ikiser ikiser ayrik olaylarin her (4,,),,~, dizisi i¢in (yani i # jiken A; N A; = & oldugunda)

(00) -

P(A) sayisina A olayinin olasili1 denir. (A3) kosuluna sayilabilir toplamsallik (o-toplamsallik) denir.

Tanimda birka¢ noktaya dikkat edelim. & bir o-cebir oldugundan (A3)‘teki sayilabilir birlegim yine
U’dadir; yani esitligin sol tarafi anlamlidir. Sag taraf ise negatif olmayan terimli bir seridir; (A3) bu serinin
yakinsak ve toplaminin tam olarak P (J 4, z oldugunu sdyler. Ayrica tanimda P’nin degerlerinin [0, 1]
araliginda oldugu varsayilmamaistir; bunu aksiyomlardan ¢ikaracagiz.

P(A) sayisimin yorumu sudur: deney bir kez yapildiginda A olayiin gerceklesme “sans1” P(A)’dwr. P(A)
say1st 1’e ne kadar yakinsa A’nin gerceklesmesini o kadar ¢ok, 0’a ne kadar yakinsa o kadar az bekleriz.
Aksiyomlar bu sezgiyi, deneyin ¢ok sayida tekrarindaki géreli sikliklarin uydugu kurallardan alir: goreli
siklik negatif olamaz, kesin olayin goreli siklig1 1’dir ve ayrik olaylarin géreli sikliklar: toplanir.

Tanim 3.2 (Olasilik Uzay1).  # & bir 6rnek uzay, U,  tzerinde bir o-cebir ve P, U {izerinde bir
olasilik 6l¢iisti olsun. (2, U, P) tgliisiine olasilik uzayi denir.
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36 Béliim 3. Olasilik Olgiisii ve Olasilik Uzay1

Olasilik uzayinin g bilegeni bir rastgele deneyin ii¢ yéninii modeller: {2 deneyin olas1 sonuc¢larini, 2/
deney hakkinda sorabilecegimiz sorulari (olaylar1), P ise bu sorularin yanitlarini (olasiliklari) verir.
Bundan sonra “olay” dedigimizde her zaman /’nun bir elemanini kastedecegiz; & digindaki bir Q alt
kiimesinin olasiligindan s6z edilemez.

1 Sonlu 6rnek uzaylarda olasilik 6lciisii

Q ={wyq,...,w,} sonlu bir kiime, & = P(Q) ve py, ..., p; toplam1 1 olan negatif olmayan sayilar
olsun. Her A C Q i¢in

P(A):Zpi

w;€A

tanimlansin. (A1) aciktir; (A2) P(Q2) = p; + ... + p;, = 1 esitligidir. (A3) icin ikiser ikiger ayrik bir
(A,,) dizisi alalim. Bog olmayan ayrik kiimeler €’nin farkli elemanlarini icermek zorunda oldugundan
dizide en ¢ok k tane bos olmayan kiime vardir; 6tekiler @g’dir ve P(@) = 0’dir (bos toplam). Bos
olmayan ayrik kiimelerin birlesimi tizerindeki toplam, her bir kiimenin toplamlarinin toplamidir;
dolayisiyla (A3) saglanir. Demek ki sonlu bir 6rnek uzayda olasilik 6l¢iisii vermek, her sonuca toplam
1 olan bir “agirlik” vermekten ibarettir. Bir para atis1 icin Q@ = {Y, T’} (yaz1 ve tura), p; = p, = 3
alinur; hileli bir para icin p; = p, p, = 1 — p alinabilir. Bu tiir uzaylarin ayrintili incelemesi sonraki
bolimdedir.

Olasilik Ol¢iisiiniin Temel Ozellikleri

Aksiyomlar P(@) nin degerini, A nin olasilifini, hatta P(A) < 1 olup olmadigimni dogrudan séylemez.
Biitiin bunlar aksiyomlardan c¢ikar; asagidaki teorem bu temel sonuclar1 toplar. Her hesapta bunlari
kullanacagimuz icin ispatlar1 dikkatle izlemek gerekir.

Teorem 3.1 (Olasilik Olciisiiniin Temel Ozellikleri). (Q, 2, P) bir olasilik uzay: olsun.
a) P(z) = 0.
b) (Sonlu toplamsallik) A, A,, ..., A,, € U ikiser ikiser ayrik olaylar ise

P (U Ai) => P(4,).
i=1 i1
¢) (Tiumleyen kuraly) Her A € U i¢in P(A°) =1 — P(A).
d) (Monotonluk ve fark kuraly) A,B € Ul ve A C B ise
P(A) < P(B) ve P(B\ A) = P(B)— P(A).
e)Her Ae U icin0 < P(A) < 1.

ispat.
a) Ay =Qven >2icin A, = & alalim. Bu dizi ikiser ikiser ayriktir: i + j iken kiimelerden en az biri
bostur, dolayisiyla kesisim bostur. Birlesimleri Q2 ’dir. (A3) geregi

1= P(Q) = p([j An) —Y P(A) =P+ P@) =1+ P@).
n=1 n=1 n=2 n=2

Sagdaki serinin biitiin terimleri ayni P(&) > 0 sayisidir. P(&) > 0 olsaydi kismi toplamlar sinirsiz biiyiir
ve seri wraksardy; oysa (A3) serinin yakinsak oldugunu soyler. Demek ki P(&) = 0’°dir. Burada dogrudan
1=P(QU @)= P(Q) + P(&) yazmak yeterli olmazd.: iki ayrik olay icin toplamsallik heniiz elimizde
degildir; onu (b)'de, (a)’y1 kullanarak ispatlayacagiz. Bu yiizden (a) dogrudan (A3)‘ten ¢ikarilmalidur.
b)A,, ..., A, ikiserikiser ayrik olsun. Diziyi bos kiimelerle sonsuza uzatalim: n’den biiyiik heri i¢in A, =
& olsun. Yeni (A;);>, dizisi de ikiser ikiser ayriktir ve

oo

U= U4
=1 =1
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3.2 Olasilik Olgiisiiniin Temel Ozellikleri 37

olur. (A3) ve (a) geregi

P(O Ai> :P(DAZ.) = ‘oo P(A,) :iP(Ai)-i- f: P(2) :iP(Ai).

¢) AU A° = Q ve AN A° = & oldugundan (b) ve (A2) geregi
1=P(Q)=P(AUA") = P(A) + P(A°),

yani P(A°) =1— P(A)’dur.
d) A C B olsun. B’nin her elemani ya A’dadir ya da A’da degildir; 6yleyse

B=AU(BNA°) =AU (B\A)
ve bu iki kiime ayriktir B\ A = BN A° € U oldugunu biliyoruz. (b) geregi
P(B)=P(A)+ P(B\ A).

(A1) geregi P(B\ A) > 0 oldugundan P(B) > P(A) elde edilir; esitligi yeniden diizenlersek P(B \
A) = P(B) — P(A) bulunur.
e)Her A € U i¢cin @ C A C Qduwr. (d)deki monotonluk, (a) ve (A2) ile

0=P(®) < P(A) < P(Q) =1

olur.

Teoremin (d) sikkindaki fark kuralinda A C B kosulu gereklidir; genel A, B i¢in P(B\ A) = P(B) —
P(AN B) yazili, ¢inkit B\ A= B\ (AN B) ve AN B C B’dir. Bu bi¢imi asagidaki érneklerde sik
kullanacagiz.

Sifir olasilik imkéansizlik demek degildir

P(&5) = 0ve P(R2) = 1 oldugunu gosterdik. Bunlarin tersleri dogru degildir: P(A) = 0 olan bir olay
bos kiime olmak zorunda degildir ve P(A) = 1 olan bir olay 2’ya esit olmak zorunda degildir. Sonraki
bélimde [0, 1] araligindan rastgele bir nokta se¢gme deneyini inceleyecegiz; orada tek bir noktadan
olusan her olayin olasilif1 0 olacaktir, oysa deney her seferinde bir nokta iiretir. Bu yiizden P(A) = 0
olan olaylara “imkénsiz” degil, hemen hemen imkéansiz; P(A) = 1 olan olaylara da hemen hemen
kesin denir.

Toplama Kurali ve icerme-Disarma Formiilii

Sonlu toplamsallik yalnizca ayrik olaylar igin gegerlidir. A ile B ortak sonuglar igeriyorsa P(A) + P(B)
toplami A N B’yi iki kez sayar; bu fazlalig1 geri almak gerekir.

Teorem 3.2 (Toplama Kurali). (Q,U, P) bir olasilik uzay1 ve A, B € U olsun. O zaman
P(AUB)=P(A)+ P(B)— P(AN B).
Ozel olarak her A, B € U igin P(AU B) < P(A) + P(B)dir.

ispat.
A U B’nin bir elemani ya A’dadir ya da A’da olmayip B dedir. Oyleyse

AUB=AU(A°NB)
ve sagdaki iki kiime ayriktir (A ile A° N B kesisemez). Teorem 3.1 (b) geregi
P(AUB) =P(A) + P(A°N B).
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38 Béliim 3. Olasilik Olgiisii ve Olasilik Uzay1

Simdi B’yi de A’ya gore parcalayalim: B’nin her elemani ya A’dadir ya da degildir, yani
B=(ANB)U(A°NB)
ve bu iki kiime ayriktir. Yine sonlu toplamsallikla
P(B)=P(ANB)+ P(A°NB), yani P(A°NB)=P(B)— P(ANB).
Bunu ilk esitlikte yerine koyarsak
P(AUB)=P(A)+ P(B)—P(ANB)

elde edilir. Son olarak (A1) geregi P(A N B) > 0 oldugundan P(AU B) < P(A) + P(B)dir.
|

AN B = @ise P(AN B) = 0 olur ve toplama kurali sonlu toplamsallia indirgenir; yani toplama kuraly,
iki olay i¢in sonlu toplamsalligin ayrik olmayan olaylara genellemesidir. Simdi bu kurallarla neler hesap-
lanabildigini gérelim.

Ornek 3.1 (ki Olay Uzerine Olasilik Hesaplari). (2,2, P) bir olasilik uzay1, A, B € U ve
P(A)=0,6, P(B)=0,5, P(ANB)=0,3

olsun. Asagidaki olasiliklar1 hesaplayiniz:
a) P(AUB); b) P(A°) ve P(B¢); c) P(A\ B) ve P(B\ A); d) P(A° N B); e) P(A°U B°); f) A ile
B’den tam olarak birinin gerceklesme olasiligy; g) P(A° U B).

Cozim.
a) Toplama kurali (Teorem 3.2) ile

P(AUB) =P(A)+ P(B)— P(ANB) =0,6+0,5—0,3=0,8.

b) Timleyen kurali (Teorem 3.1 ¢) ile P(A°) =1—0,6 =0,4ve P(B°)=1—0,5=0,5.
¢) A\ B=A\ (AN B)ve AN B C A oldugundan fark kurali (Teorem 3.1 d) ile

P(A\B)=P(A)—P(ANB)=0,6—0,3=0,3, P(B\A)=P(B)—P(ANnB)=0,5—-0,3=0,2.
d) De Morgan kurali ile A° N B¢ = (AU B)®dir. Timleyen kural ve (a) ile
P(A°NB*)=1—P(AUB)=1-0,8=0,2.

Bu, “A da B de gerceklesmez” olayinin olasiligidir.
e) Yine De Morgan ile A° U B¢ = (AN B)¢, dolayisiyla

P(A°UB°)=1—P(ANB)=1-0,3=0,7.

Ayni sonuca toplama kuraliyla da varilir: P(A¢) + P(B¢) — P(A°NB°) =0,4+0,5—0,2=0,7.
f) “Tam olarak biri gerceklesir” olay1 (A \ B) U (B \ A) ayrik birlesimidir (A’nin B digindaki kismu ile
B’nin A disindaki kismui kesigemez). Sonlu toplamsallik ve (c) ile

P ((A\B)U(B\4))=0,3+0,2=0,5.

Buna A ile B’nin simetrik farki A A\ B denir; genel olarak P(AA B) = P(AU B) — P(A N B)’dir
(Alistirma 3.1, (c) sikka).
g) (A°UB)¢ = AN B® = A\ B oldugundan

P(A°UB)=1-P(A\B)=1-10,3=0,7.

Kontrol: 2, dért ayrik pargaya ayrilir: AN B, A\ B, B\ A ve A°N B°. Olasiliklar1 0,3 + 0,3 +
0,2+ 0,2 =1 = P(Q)’dur; hesaplar tutarlidir. Biitiin sorularin yanit: bu dért parganin olasiliklarindan
toplama ile okunabilir.
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3.3 Toplama Kurali ve igerme-Disarma Formiilii 39

0,2 0,2
yalniz B ne A ne B

P(Q)=03+03+02+02=1

Sekil 3.1: P(A) = 0,6, P(B) = 0,5, P(A n B) = 0,3 olan iki olayin Venn semas1. Dikdortgen 6rnek uzay Q'y1

gosterir ve dort ayrik pargaya ayrilir: yalniz A (A \ B), hem A hem B (A n B), yalniz B (B \ A) ve ikisi

de degil (A° n B°). Parcalarm olasiliklar1 0,3; 0,3; 0,2 ve 0,2'dir; toplamlar1 1 = P(Q) eder. Ornekteki her
soru, bu dort sayidan uygun olanlar toplayarak yanitlanir.

Toplama kuralimi ti¢, dort ya da daha ¢ok olaya genisletirken ayni diisiince gecerlidir: fazladan sayilan
kesisimleri cikarir, fazla ¢ikardiklarimizi geri ekleriz. Sonuc¢ icerme—-disarma formiiliidir.

Teorem 3.3 (Icerme--Disarma Formiilii). (Q,U, P) bir olasihk uzayi ve A, A,, ..., A, € U ayrik
olmalari gerekmeyen olaylar olsun. O zaman

P (U Ai> =Y P(A)— > PANA)+ > PANANA)— ..+ ()" IPA NAN.NA,).
i=1 i=1 1<i<j<n 1<i<j<k<n
Kisaca, k = 1, ..., n icin k’l kesisimlerin olasiliklar toplami

S, = > P (A, NA N..NA )

1<y <ip<...<ip<n
ile gosterilirse
(04 =30 .
i=1 k=1
Ozel olarak n = 3 igin, A, B, C' € U olmak iizere
P(AUBUC)=P(A)+P(B)+ P(C)—P(ANB)—P(ANC)—P(BNC)+ P(ANBNCQC).
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40 Béliim 3. Olasilik Olgiisii ve Olasilik Uzay1

P(A veya B veya C) =
+P(A) + P(B) + P(C)
-P(AnB)-P(AnC)-P(BnCQC)
+P(AnBnCQC)

her bolge tam bir kez sayilir:
tek olayda: 1 - 0 + 0 = 1 kez
iki olayda: 2 - 1 + 0 = 1 kez
i¢olayda:3 -3 +1=1Kkez

(taral bolge ¢ ikili kesisimde de ¢ikarilir,

ticlii kesisimde bir kez geri eklenir)
sayilar: P(A) + P(B) + P(C)'de kag kez sayildig

Sekil 3.2: Ug olay icin icerme—disarma formiiliiniin Venn semast. Ornek uzay Q icindeki A, B, C daireleri

yedi ayrik bolge olusturur; her bolgedeki sayi, o bolgenin P(A) + P(B) + P(C) toplaminda kag kez saydigini

gosterir. Ikili kesisimler cikarilinca iki olaya ait bolgeler 2 - 1 = 1 kez, ortadaki taral bélge ise 3 - 3 = 0 kez

sayumis olur; tiglii kesisim geri eklenince o da 1'e tamamlanir. Béylece formiil, birlesimin her parcasini tam
bir kez sayar.

Ispat.

n dizerinde tiimevarim yapalhim. n =1 ic¢in formiil P(A;) = S; = P(A;) der; dogrudur. n =2 icin
formill P(A; U Ay) = P(A;) + P(Ay) — P(A; N A,) bicimini alir; bu da Teorem 3.2"dir.

Simdi formiiliin herhangin olay icin dogru oldugunu varsayalim ve Ay, ..., A, A, , € U olsun. B =
U::l A; diyelim; B € U dur. Toplama kurali ile

P (Dl Ai) =P(BUA, ;) =P(B)+ P(A,;) —P(BNA,).

Sagdaki ii¢ terimden ilkine ve sonuncusuna tiimevarim varsayimini uygulayacagiz.
P(B) terimi. Ay,...,A, icin timevarim varsayimi P(B) = Zzzl(—l)k’ls’k verir; burada Sy,
Ay, ..., A, olaylarimin k’li kesisim toplamudr.

P(BN A, _,) terimi. Kesisimin birlesim iizerine dagilma ozelligi ile

n

BNA,,=JAn4,.,)
=1

C,=A;,NA, . (i=1,..,n)olaylarina timevarim varsayimini uygulayahm. C; N..NC; = A; N

. NA; NA, . oldugundan '

n

P(BNA,.,) =) (DT,  To= > P(A, N.NA NA,, ).

k=1 1<i; <..<iz<n

Yani Ty, A, ., i iceren (k + 1) li kesisimlerin olasiliklar: toplamidir.
Toplamlarm karsilastirilmasi. A, ..., A, olaylarinin k’li kesisim toplamini S}, ile gosterelim. S, 'deki
her terim {1, ...,n + 1} den secilmis k indisin kesisimidir. Bu terimleri ikiye aywalim: indisler arasinda
n + 1 yoksa terim S}, ’nin bir terimidir; n + 1 varsa terim, {1, ..., n} 'den se¢ilmisk — 1 indisile A, ; 'in
kesisimidir, yani T},_ ’in bir terimidir. Boylece

S1=5+PA,1), Sp=585+T, (2<k<n), mi1 =T,
olur; sonuncusu, n + 1 indisin hepsini almanin tek yolu oldugundan gelir.
Simdi toplama kuralindan gelen esitligi yazalim ve ikinci toplamda k yerinem = k + 1 koyalim:
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P ( U Ai) = Z(_l)k_lsk +P(A,) — Z(_l)k_lTk
i=1 k=1
n+1

k=1
= (—1)F 1S, + P(A,41) + (=)™ 'T,
k=1 m=2
=[S1+P(A0) |+ D (D)™ [ S + Ty |+ (DT,
m=2
=S+ > (-1)mS;, + (—1)"S)
m=2
n+1
Yy,
m=1

Bu,n + 1 olay i¢in icerme—disarma formuliidiir. Tiimevarim ilkesi geregi formiil her n igin dogrudur.n =
3 i¢in S; = P(A)+ P(B)+ P(C), Sy=P(ANB)+ P(ANC)+ P(BNC) ve S3=P(ANBN
C) yazilarak ii¢ olayl bigim elde edilir.

|

Formiiliin ad1 yontemi anlatir: tek tek olasiliklar: toplarken ikili kesisimler iki kez igerilir, bunlar ¢ikari-
larak disarida birakilir; ama bu kez iiclii kesisimler fazla cikarilmis olur, geri eklenir ve béyle siirer. Uc
olayli bicimin sayisal bir uygulamasi1 Aligstirma 3.1'nun (b) sikkindadur.

Boole Esitsizligi

Cogu uygulamada kesisimlerin olasiliklar1 bilinmez; yalnizca tek tek olasiliklar elimizdedir. Bu durumda
birlesimin olasilifini tam hesaplayamayiz ama yukaridan sinirlayabiliriz. Toplama kuralinin P(A U B) <
P(A) 4+ P(B) sonucunu sonlu sayida olaya genisletelim.

Teorem 3.4 (Boole Esitsizligi). (Q,U, P) bir olasilik uzayive A;, A,, ..., A,, € U ayrik olmalar: gerek-
meyen olaylar olsun. O zaman

o(0Ja) <$ s

1=

ispat.
Birlesimi ayrik parcalara ayiracagiz. By = A, vei = 2, ...,n i¢gin

B, =AfNASN...NAS [ NA,

olsun; B;, “Ay, ..., A,_, gerceklesmez, A, gerceklesir” olayidir. Dort seyi gosterelim.

(i) Her B; € U’dur: U tiimleyen ve sonlu kesisim altinda kapalidir.

(ii) B; C A, dir: B;, A, ile baska kiimelerin kesisimidir.

(iii) By, ..., B, ikiser ikiser ayriktir:i < j olsun. B; C Af (¢inkiii < j—1)ve B; C A; oldugundan B; N
B; C A, N Af = @'dir.

(iv) U:Zl B, = U?Zl A, ’dir: (ii) geregi soldaki kiime sagdakinin icindedir. Tersine, w € | J A, olsun ve
i, w € A;  olan en kiigitk indis olsun. O zaman i < iy i¢cinw ¢ A;, yani w € Af dir; dolayisiyla w €
B, ‘dw.

Simdi Teorem 3.1 (b) ve (d) ile

P(Ql Ai> —P (O Bi> = ZH:P(Bi) < ZH:P(AZ-).
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Ispattaki B; kiimelerine birlesimin ayriklagtirilmas1 denir; bu yapiy1 olasiligin siirekliligini ispatlarken
yeniden kullanacagiz. Boole esitsizligi timleyenlere uygulandiginda kesisimlerin olasilig i¢in bir alt sinir
Verir.

Ornek 3.2 (Kesigsimin Olasilig1 icin Alt Sinir). (Q, U, P) bir olasilik uzay1 ve A, B € U olsun.
P(ANB)>1— P(A°) — P(B°)

oldugunu gosteriniz. Bunu kullanarak, her biri 0, 9 olasilikla ¢aligan iki parcanin ikisinin birden ¢aligma
olasiliginin en az 0, 8 oldugunu gosteriniz.

Coziim.
De Morgan kurali ile (A N B)¢ = A° U B®dir. Tiimleyen kurali ve toplama kurali ile

P(ANB)=1-P ((ANB)*)=1-P(A°UB°)=1-—P(A°) — P(B°) + P(A° N B°).
(A1) geregi P(A° N B¢) > 0 oldugundan
P(ANB)>1— P(A°) — P(B°)

elde edilir. Ayni sonuca, son adimda toplama kurali yerine dogrudan Boole esitsizligi P(A° U B¢) <
P(A°) + P(B¢) uygulanarak da varilir. Tiimleyen kuraliyla esitsizlik

P(ANB) > P(A)+ P(B) -1

bi¢ciminde de yazilabilir.
Uygulama: A birinci parcanin, B ikinci par¢anin ¢alismasi olay1 olsun. P(A) = P(B) = 0,9 ise
P(A°®) = P(B°®) =0,1ve

P(ANB)>1-0,1—0,1=0,8

olur. Bu alt sinir, A ile B arasindaki iliski hakkinda hi¢bir bilgi kullanmadan elde edilmistir; iki par¢canin
arizalar1 ne kadar i¢ ice olursa olsun gegerlidir.
|

Bu esitsizligin n olaya genellemesi olan P(ﬂ?: ) Ai) >1— 27: | P(AY) esitsizligi Alistirma 3.1'nun (d)
sikkindadir.

Olasiligin Siirekliligi

Simdiye kadarki her sonug, (A3) yerine yalnizca sonlu toplamsallik istenseydi de ispatlanabilirdi. Peki
sayilabilir toplamsallik ne getirir? Yamt: olasilik 6l¢iisti, kiimelerin limitleriyle uyumlu ¢aligir. Bunu
sOyleyebilmek icin 6nce bir olay dizisinin limitinin ne demek oldugunu, en basit durum olan monoton
diziler icin belirleyelim.

Tamim 3.3 (Monoton Olay Dizisi ve Limiti). (2,2, P) bir olasihik uzay1 ve (A,,),~;, & da bir olay
dizisi olsun.

« A, C Ay C...CA, C .. isediziye artan denir ve limiti lim, , A, = U;’;l A,, olarak tanimlanir.

n
. .. . . ey T oo
« A; D A4, D ... D A, D ...ise diziye azalan denir ve limiti lim,, ., A, =("_, A, olarak tanimlanir.

U bir o-cebir oldugundan her iki limit de 2/’dadur.

Bu tanim dogal bir “limit” kavramidir: artan bir dizide w € | J A,, olmasi, w’nin bir yerden sonra biitiin
A, ’lerde bulunmasi demektir; azalan bir dizide w € (| 4,, olmasi, w’nin hi¢bir zaman dizinin digina
¢tkmamast demektir. Ornegin Q = R iizerinde A,, = (—o0, a — 1] artan bir dizidir ve limiti (—oco, a)’dur;
A, = (—o0,a + 1] azalan bir dizidir ve limiti (—oo, a]'dur.

Gergel degiskenli bir fonksiyonda “limit ile fonksiyonun yer degistirebilmesi” stirekliligin ta kendisidir.
Asagidaki teorem olasilik dlciistiniin bu anlamda siirekli oldugunu sodyler: monoton bir olay dizisinin
limitinin olasiligl, olasiliklarin limitidir.

Teorem 3.5 (Olasihigin Surekliligi). (Q,U, P) bir olasilik uzayi ve (A,,),,>1, U da bir olay dizisi olsun.
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3.5 Olasiligin Siirekliligi 43

a) (A,) artan iselim,_, . P(A,) = P(U:;l An) = P(lim,, . A,).
b) (A,) azalan iselim, ,  P(A,) = P(ﬂn A ) = P(lim A).

—1%n n—o0
Her iki durumda da soldaki limit vardur.

Ispat.
a) (A,) artan olsun. Birlesimi ayrik “halkalara” ayiwralim: By = A; ven > 2 igin

Bn = An \An—l = An n A7C’Lfl
olsun. Dizi artan oldugundan A{ N ...N AL _, = AS_, dir; yani B, ler, Boole esitsizliginin ispatindaki
ayriklastirmanin bu 6zel durumdaki bicimidir. Sunlari gosterelim.
(i) B, ler ikiser ikiser ayriktir m < n ise B,, C A,, C A,,_; ve B, C AS_, oldugundan B,, N B, =
@ dir.
(ii) Her n icin U:L:I B, = A, dir:n =1 icin agiktwr. U?;ll B, =A,_, ise

olur, ¢iinkii A,,_; C A,,dir.
(iii) U:;l B, = U:il A, dir: B, C A, oldugundan soldaki sagdakinin icindedir; (ii) geregi her A,

soldakinin icindedir.

BI = A1’ Bn = An n An—lc

halkalar ikiser ikiser ayrik

B, ..., B, 'nin birlesimi = An

lim A = biitiin A, 'lerin birlesimi

P(A,)=P(B,) +... + P(B,)
P(B) = P(A;) - P(A;_,)
teleskopik toplam: P(A, )'ye sadelesir

Sekil 3.3: Artan bir olay dizisi A, ¢ A, c A; c A, c - ve onu olusturan halkalar. En icteki bolge B, =

A,, sonraki halkalar B, = A, \ A, B; = A; \ A, B, = A, \ A;'tiir. Halkalar ikiser ikiser ayriktir ve ilk

n halkanin birlesimi A,'yi verir; biitiin halkalarin birlesimi ise dizinin limiti UA,'dir. Bu yiizden P(A,) =
PB,) + - + P(B,) olur ve n — oo alininca siireklilik teoremi ¢ikar.

Simdi sirasvyla (iii), (A3), serinin tanimi, sonlu toplamsallik ve (ii) uygulanirsa
P(U An> = P(U Bn) =Y P(B) = lim Y P(B,) = lim P(U Bi) = lim P(A,)
n=1 n=1 =1 [ nree s \is neo
elde edilir. Buradaki iigiincii esitlik serinin tanimidir: bir serinin toplami, kismi toplamlar dizisinin limi-

tidir. Bu zincir ayni zamanda lim P(A,,) limitinin var oldugunu da gosterir; nitekim P(B;) = P(4;) —
P(A,_,) (fark kurali) oldugundan kismi toplam
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44 Béliim 3. Olasilik Olgiisii ve Olasilik Uzay1

A, azaliyor: her A, ., A, nin icinde

daireler kii¢iiliir, tonlar koyulasir

kesisim =lim A = biitiin A, 'lerin
ortak kismi (tarali bolge)

P(A,) — P(kesisim)

timleyenleri artan bir dizidir: A, biiyiir

1-P(A,)=PA,)— 1- P(kesisim)

(a) sikki tiimleyenlere uygulanir

kesisim

Sekil 3.4: Azalan bir olay dizisi: A,, A,'yi, 0 da A;'ii kapsar ve dizi boyle siirer. Daireler kiigiildiikce tonlar

koyulagir; ortadaki tarali bolge biitiin A, 'lerin ortak kismu, yani dizinin limiti nA,, 'dir. Stireklilik teoreminin

(b) sikki P(A,)'nin bu limitin olasihgina yaklastigini séyler. Ispat icin tiimleyenlere gegilir: A,° artan bir
dizidir, (a) sikki ona uygulanir ve P(A,) = 1 - P(A,°) esitligi sonucu verir.

biciminde agilir (teleskopik toplam) ve ( P(A,,) ) dizisi monotonluk geregi arttigindan ve Teorem 3.1 (e)
geregi 1 ile stnirli oldugundan zaten yakinsaktir.
b) (A,,) azalan olsun. Timleyenlere gecelim: A,, O A, . ise AS, C A¢ ., 'dir, yani (AS,) artan bir dizidir.

De Morgan kurali ile
L 4c = ( An) :
n=1 n=1

Simdi (a) sikkini (AS) dizisine uygulayalim ve iki yanda tiimleyen kuralim kullanalim:
lim (1-P(A,))= lim P(4;) = P(HA;) =1 —P(DlAn)

Soldaki limit var oldugundan lim P(A,)) de vardir ve

lim P(A,) =P (ﬂ An>

olur.
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| Azalan dizide sonluluk gereklidir

Teoremin (b) sikkinin ispati P(AS) = 1 — P(A,,) esitligine, yani P(2) = 1 olmasina dayanir. Top-
lam 6l¢iisti sonsuz olan él¢iilerde (b) bozulabilir: R iizerinde uzunluk él¢iisiintive A, = [n, 00) azalan
dizisini diisiinelim. Her A, ’nin uzunlugu sonsuzdur, ama (] A,, = @’dir ve uzunlugu 0’dir. Olasilik
ol¢tisiinde bu sorun ¢ikmaz, ¢iinkii biitiin degerler [0, 1] igindedir. (a) sikk: ise P(€2) = 1 kosulundan
bagimsizdir: ispatin ana zincirinde yalmzca sayilabilir toplamsallik ve P(&) = 0 kullanilmistir; bu
ytzden uzunluk 6l¢iisii gibi toplam 6l¢iisii sonsuz olan 6lgiilerde de gecerlidir.

Siureklilik teoremi, (A3)‘tin sonlu toplamsalliga goére fazlasin tam olarak agiklar: sonlu toplamsallik ile
artan dizilerde siireklilik birlikte (A3)’e denktir (Alistirma 3.1, (f) sikki). Simdi teoremin ilk sonucunu,
Boole esitsizliginin sonsuz siiriimiinii verelim.

Sonug 3.1 (Sayilabilir Alt Toplamsallik). (2,2, P) bir olasilik uzayi ve (A,,), >, U ‘da ayrik olmalar
gerekmeyen herhangi bir olay dizisi olsun. O zaman

o0 o)
P ( UJ An) <> P(4,).
n=1 n=1
Ozel olarak, olasiligi 0 olan sayilabilir ¢oklukta olayn birlesiminin olasihigi 0 dr.

Ispat.
Sagdaki serinin terimleri negatif olmadigindan seri ya yakinsar ya da 400 a iraksar; iraksiyorsa esitsizlik
apagik dogrudur. Yakinsadigini varsayalim ve

C,=J4, n=12..
i=1
olsun. (C,,) artan bir olay dizisidir ve U:O:1 C, = U:o:l A, ’dir. Her n i¢in Boole esitsizligi (Teorem 3.4) ile
P(C,) <) P(4) <) P(4))
=1 =1

olur; ikinci esitsizlik terimlerin negatif olmamasindan gelir. Olasiligin siirekliligi (Teorem 3.5 a) ile

p(fj An> = lim P(C,) < iP(Ai).

i=1

Hern i¢in P(A,) = 0 ise sag taraf 0’dir; (A1) ile birlikte birlesimin olasilig1 0 olur.
|

Bu sonug, sonraki boliimlerde siirekli olasilik modellerinde sik kullanilacaktir: tek bir noktanin olasilig:
0 olan bir modelde sayilabilir bir nokta kiimesinin, 6rnegin biitiin rasyonel sayilarin, olasilig1 da 0’dur.

Alistirmalar

Alistirma 3.1 (Olasilik Olgiisii Uzerine). Biitiin siklarda (Q, 2, P) bir olasilik uzay1, ad1 gecen biitiin
olaylar ise Z/’nun elemanlaridir.

a) P(A) =0,6 ve P(B) =0,5 olsun; P(AN B) bilinmiyor. 0,1 < P(ANB) <0,5 ve 0,6 < P(AU
B) < 1 oldugunu gosteriniz. Sinirlarin her birine ulagilabilecegini bir 6rnekle gosteriniz.

b) P(A) =0,5 P(B)=0,4, P(C)=0,3, P(ANB)=0,2, P(ANC)=0,15, P(BNC) =0,1 ve
P(ANBNC)=0,05 olsun. U¢ olaydan en az birinin, hicbirinin, tam olarak birinin ve tam olarak
ikisinin gerceklesme olasiliklarini bulunuz.

c) AANB=(A\ B)U (B\ A) simetrik farki icin P(AA B) = P(A) + P(B) —2P(ANB) = P(AU
B) — P(AN B) oldugunu gosteriniz.

dA,,...,A, elUiginP (ﬂrzl Ai) >1-37"  P(Af)oldugunu gosteriniz. Her biri en az 0, 99 olasilikla
calisan bes parcanin hepsinin birden calisma olasiliginin en az 0, 95 oldugunu ¢ikariniz.
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e) Her nigin P(A,)) = 1 ise P(ﬂ:ozl An) = 1 oldugunu gosteriniz.

f) @ : U — R fonksiyonu (A1) ve (A2)‘yi saglasin, sonlu toplamsal olsun (ayrik A, B i¢in Q(A U B) =
Q(A) + Q(B)) ve artan her (C,)) dizisi icin Q(| JC,,) = lim Q(C,,) olsun. @’nun (A3)ii sagladigini, yani
bir olasilik 6l¢iisii oldugunu gosteriniz.

g)Q=N={1,23,..} vell = P(N) olsun. Her n icin P({n}) = c olacak bicimde (yani “her dogal say1
esit olasilikli” olacak bicimde) bir olasilik dl¢iisiiniin var olmadigini gosteriniz.

Cozim.

a) AN B C B oldugundan monotonlukla P(A N B) < P(B) = 0, 5tir. Alt sinir i¢in Ornek 3.2'ndeki
esitsizligi kullanalim: P(AN B) > P(A) + P(B) —1 =0, 1. Birlesim i¢in A C AU B oldugundan
P(AUB) > 0,6dir; Teorem 3.1 (e) ile P(A U B) < 1. (Toplama kuraliile P(AU B) = 1,1 — P(AN
B) oldugundan bu iki simur ¢ifti birbirine denktir.)

Ulasilabilirlik: © = {1,2, ..., 10} ve her sonucun agirlig1 - olsun (bsliim basindaki nota gére bu bir
olasilik 8l¢iisii verir). A = {1,...,6}, B={1,...,5} alimirsa B C A olur, P(AN B) = 0,5 ve P(AU
B)=0,6dir. A=1{1,...,6}, B={6,...,10} alimirsa AN B = {6} olur, P(ANB) =0,1ve P(AU
B) = 'dir.

b) icerme-disarma (Teorem 3.3, n = 3):

P(AUBUC)=0,5+0,4+0,3—0,2—0,15—0,1+0,05 = 0, 8.

Higbiri gerceklesmez: P(A°NB°NC°)=1—P(AUBUC) =0,2.
Oteki iki soru i¢in Q’y1 {i¢ olayin belirledigi ayrik parcalara bélelim. “Yalniz A” olay1r A \ (B U C)’dir;
fark kurali ve toplama kurali ile

P(A\(BUC))=P(A)—P (AN(BUC))=P(A)—[ P(ANB)+P(ANC)—P(ANBNC)]=0,5—0,2—0,15+0,05=0,2.

Ayni bicimde “yalmiz B” i¢in 0,4 — 0,2 — 0,14 0,05 = 0, 15 ve “yalniz C” i¢in 0,3 — 0,15 — 0,1 +
0,05 = 0, 1 bulunur. Tam olarak biri: 0,2 + 0,154+ 0,1 = 0, 45.

Tam olarak ikisi: “A ve B ama C degil” olay1 (AN B) \ (AN BN C)dir ve olasilig1 0,2 — 0,05 =
0, 15’tir; benzer bicimde A, C'i¢in 0,15 — 0,05 = 0,1 ve B,C'i¢in 0,1 — 0,05 = 0, 05. Toplam 0, 15 +
0,140,05=0,3.

Kontrol: tam olarak biri, tam olarak ikisi ve ti¢ii birden olaylar1 ayriktir ve birlesimleri A U B U C"dir:
0,45+ 0,3 4+ 0,05 = 0, 8. Tutarlidur.

c) A\ Bile B\ A ayriktir; AN B C Ave AN B C B oldugundan fark kurali ile

P(AAB)=P(A\B)+P(B\A)=[P(A)—P(ANB) |+ [ P(B)—P(ANB) | = P(A) + P(B)—2P(AN B).
Toplama kuralina gére P(A) + P(B) = P(AU B) + P(AN B) oldugundan bu ifade P(AU B) —

P(AnN B)’ye esittir. .
d) De Morgan kurali ile (ﬂ?z L Ai) = U:L: | Ai’dir. Timleyen kurali ve Boole esitsizligi ile

P( Ai) =1—P<OA§> > 1—iP(A§).

A,, ¥’inci parcanin ¢aligmasi olayi olsun. P(4;) > 0,99 ise P(A$) < 0,01 ve n = 5 igin

)=

1

P(A;N...NA;)>1—5-0,01=0,95.

e) P(A,) = lise tiimleyen kuraliile P(A¢) = 0’dir. Sonuc 3.1 geregi P(J A%) < Y~ P(A%) = 0, yani
P(JAS) = 0. De Morgan ve tiimleyen kural ile

p(ﬁA) zl_p(gAg> -

f) (4,,), Wda ikiser ikiger ayrik bir dizi olsun. C, = U:l: | A; diyelim. (C,,) artan bir dizidir ve
JC, = JA, dir. Sonlu toplamsallik, tiimevarimla n ayrik kiimeye genisler: C, = C,,_; U A,, ayrik
bir birlesimdir, dolaysiyla Q(C,,) = Q(C,,_1) + Q(A,,) ve buradan Q(C,,) = >°7 | Q(A;). Sireklilik

varsayimi ile
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3.6 Aligtirmalar 47

@ (f] An) - Q(D cn> = lim Q(G,) = Jim 3 Q4) = > Q(4)
n=1 n=1 i=1 i

=1

Bu (A3)‘tiir. Demek ki sonlu toplamsallik ile artan dizilerde siireklilik birlikte, sayilabilir toplamsalliga
denktir; ters yon Teorem 3.1 (b) ve Teorem 3.5 (a)’dur.

g) Boyle bir P oldugunu varsayalim. {1}, {2}, {3}, ... tek elemanl kiimeleri ikiser ikiser ayriktir ve
birlesimleri N = {’dir. (A2) ve (A3) geregi

1=P(N) = iP({n}) = ic.

n=1 n=1

¢ = 0 ise sag taraf 0’dir; ¢ > 0 ise seri raksar. Her iki durumda da esitlik saglanamaz; celigki. Demek
ki “rastgele bir dogal say1 se¢mek” ifadesinin biitiin dogal sayilar esit olasilikli yapan bir modeli
yoktur. Ayni hesap, P(N) tizerindeki her olasilik dl¢iisiiniin p,, = P({n}) sayilariyla belirlendigini ve
bu sayilarin ZZO: | P = 1 kosulunu saglamas: gerektigini gésterir.

|

Bu boliimde olasilif ii¢ aksiyomla tanimladik ve hesaplarda kullanilan biitiin temel kurallar1 bu aksiyom-
lardan tiirettik. Siradaki boliimde bu soyut yapiy1 somut modellerle dolduracagiz: Olasilik Uzay1 Ornekleri
ve Geometrik Olasilik.
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4.1

4. Olasilik Uzay1 Ornekleri ve Geometrik
Olasilik

Olasilik Olciisii ve Olasilik Uzay1 béliimiinde olasilik dl¢iisiinii Kolmogorov aksiyomlariyla (Tanim 3.1)
tanimladik ve bir olasilik uzayinin (Tanim 3.2) genel 6zelliklerini aksiyomlardan ¢ikardik. O bolimde P
soyut bir nesneydi. Bu bolimde soruyu tersine ¢eviriyoruz: somut bir rastgele deney verildiginde onu
modelleyen olasilik uzayi nasil kurulur?

Yanit, 6rnek uzayin biyiikligine gore ti¢ bigim alir. 2 sonlu ya da sayilabilir sonsuz ise her sonuca bir
agirlik vermek yeter; olasilik 6l¢iisti bu agirliklarin toplanmasiyla elde edilir. Agirhiklarin esit oldugu 6zel
durum bizi Laplace olasilik uzayina ve klasik “uygun durum sayisi boli olasi durum sayist” formiline
gotirir. Q = R oldugunda ise noktalara agirlik vermek ise yaramaz; bunun yerine olasiigin R iizerine
nasil y1gildigini tek bir fonksiyonla, dagilim fonksiyonuyla betimleriz. Dagilim fonksiyonunun ti¢ temel
ozelligini olasiligin siirekliliginden yararlanarak ispatlayacagiz; bu teorem ilerleyen béliimlerde rastgele
degiskenler i¢in siirekli kullanilacaktr.

Son kisimda uzunluk, alan ve hacimle kurulan geometrik olasilik uzaylarini ele alacagiz. Burada
“rastgele bir nokta se¢mek” s6ziiniin ne anlama geldigini belirlemek gerekir: para-silindir 6rneginde ayni
deneyi iki bicimde modelleyip iki farkli yanit alacagiz ve hangisinin dogru oldugunu tartisacagiz.

Sonlu Ornek Uzaylar

En basit durum €2’nin sonlu olmasidir. Bu durumda o-cebir olarak kuvvet kiimesi (Tanim 1.6) alinir: ’nin
her alt kiimesi bir olaydir. Olasilik 6l¢iisii kurmak icin her sonuca negatif olmayan bir agirlik vermek ve
agirliklarin toplamini 1 yapmak yeter; asagidaki 6nerme bunu soyler.

Onerme 4.1 (Sonlu Ornek Uzayda Agirliklarla Olasilik Olgiisii). Q = {w;,ws,...,w, } sonlu bir
ornek uzay ve l = P(Q) olsun. Her w; sonucuna

*()p;, >0,i=1,2,...,n,
@) pi=1

kosullarini saglayan bir p; sayisi karsilik getirilsin. Bu durumda

P:U—R, PA)=) p

w;€A

fonksiyonu U iizerinde bir olasilik olgiisidiir. Burada A = & igin toplam bostur ve O sayilir; yani P(@) =
0°dir. Ozel olarak her i icin P({w,}) = p, dir.

ispat.

Kolmogorov aksiyomlarini (Tanim 3.1) tek tek dogrulayalim.

(A1) Her A € U i¢in P(A), negatif olmayan sayilarin sonlu bir toplamidir; dolayisiyla P(A) > 0’dwr.
(A2) Q’min biitiin elemanlari toplama girer: P(Q) = Zn P =1

(A3) (Ap)k>1, U icinde ikiser ikiser ayrik olaylarin bir dizisi ve A = U | Ay, olsun. Bu dizide en ¢ok n
tane bos olmayan terim vardir: bos olmayan A, ’larin her birinden birer eleman secilirse, kiimeler ayrik
oldugundan segilenler birbirinden farklidir ve Q)’nin yalnizca n elemani vardir. Bos terimlerin katkisi 0
oldugundan 3 ° P(A;) aslinda sonlu bir toplamdr.

A’min her w; elemami, kiimeler ayrik oldugundan, A, ’lardan tam olarak birine aittir. Oyleyse A
uzerindeki toplam, A, lar iizerindeki toplamlara gruplanabilir:

— Y = z S pi= > P4y,
k=1

w;€A =lw;€A,
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Sonlu bir toplamin terimlerini yeniden gruplamak toplami degistirmez; bu yiizden ortadaki esitlik gecer-
lidir. Boylece (A3) saglanir.
]

Onermenin tersi de dogrudur: sonlu Q {izerindeki her olasilik &l¢iisii bu bicimdedir. Gergekten, p, =
P({w;}) alinirsa A = lee A{wi} sonlu ayrik birlesimi ve sonlu toplamsallik (Teorem 3.1) P(A) =

ZwE 4 P verir. Demek ki sonlu bir 6rnek uzayda olasilik 6l¢iisii kurmak ile agirhk vektori (P1y s D)
segr;iek ayni seydir.

Ornek 4.1 (Alt1 Sonuclu Agirlikli Uzay). Q = {w;,wsy,ws,w,,ws,wg}, U = P(Q) ve sonuglara
karsilik getirilen agirliklar sirasiyla

b :0717 Y2 20727 p3 :0737 Py :0>2a Ps :0517 p6:031
olsun. A = {w;,ws,ws} ve B = {ws,wg} olaylan icin P(A), P(B), P(AN B), P(AU B) ve P(A°)

degerlerini bulunuz.

Cozim.
Agirliklarin hicbiri negatif degildir ve toplamlar
0,14+0,240,3+0,2+0,14+0,1=1

oldugundan Onerme 4.1 uygulanir: P(A) = bir olasilik ol¢iisiidiir. Buna gore

wieApi
P(A)=p, +p3+p;=0,14+0,34+0,1=0,5,
P(B)=ps+ps=0,1+0,1=0,2,
P(ANB) = P({ws}) =ps = 0,1,
P(AUB) = P({w,,ws,ws5,wg}) =0,14+0,3+0,1+0,1=0,6

bulunur. Son deger toplama kuraliyla (Teorem 3.2) da tutarlidir: 0,5 + 0,2 — 0,1 = 0, 6. Tiimleyen icin
A¢ = {wy,wy,we} ve P(A°) =0,2+0,240,1 =0,5=1— P(A) olur (Teorem 3.1). {leride tanim-
1

lanacak kogullu olasilik (Tanim 6.1) i¢in de not edelim: P(A | B) = Pl(;(‘g])g) = 8% = 5.
|

Bir olasilik uzaymin matematiksel olarak tutarli olmasi ile bir deneyi dogru modellemesi ayr1 seylerdir;
agirliklarin nereden geldigi bir modelleme sorusudur.

Ornek 4.2 (Torba Modeli ve Esit Agirliklar). a) Ornek 4.1'deki olasilik uzay1 hangi deneyi modellemek
i¢in kullanilabilir?

b) Bir torbada alt1 farkli renkten esit sayida top bulunuyor; bir top cekilip rengi gozleniyor. Bu deney
icin bir olasilik uzay1 kurunuz.

Cozim.
a) Icinde 1 beyaz, 2 siyah, 3 mavi, 2 yesil, 1 sar1 ve 1 kirmizi olmak tizere 10 top bulunan bir torbadan
bir top cekilip renginin gézlenmesi deneyini diisiinelim. Sonuglar renklerdir:

Q = {beyaz, siyah, mavi, yesil, sar1, kirmiz1},
ve wy, ..., wg bu renklere sirasiyla kargilik gelsin. Toplar iyice karistirilmigsa her topun ¢ekilme sansi
aynidir; bir rengin olasilig1, o renkteki top sayisinin toplam top sayisina oranidir:

1 2 3 2 1 1

p1:E, p2:1_0a p3:1_07 p4:E7 p5:1_07 p6:1_0

Bunlar tam olarak Ornek 4.1'deki agirhiklardir. Ornegin A = {w;, ws, w; }, “cekilen topun beyaz, mavi

ya da sar1 olmas1” olayidir ve olasilig1 0, 5’tir.
b) Her renkten r top varsa toplam 6r top vardir ve her rengin olasihig1 &~ = % olur. Oyleyse
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4.1 Sonlu Ornek Uzaylar 51

Q= {wy, ..., wg}, Uu=2r19Q), Pl =Py = =Pg =

alinir ve Onerme 4.1 geregi

= 5=

w;EA

bir olasilik él¢iisiidiir; burada n(A), A’nin eleman sayisidir. Ayni uzay, Q = {1, ..., 6} alinarak diizgiin
bir zarin atilmasi deneyini de modeller.
|

Esit agirhiklar durumu o kadar sik karsimiza ¢ikar ki ayri bir ad tagir.

Tanim 4.1 (Laplace Olasilik Uzay1). ) sonlu bir 6rnek uzay, & = P(£2) ve her w € Q i¢in

P} = o

olacak bi¢imde kurulan (Q,%, P) olasilik uzayina Laplace olasilik uzayi denir. Burada n(Q) (kimi
zaman | § | ile de gosterilir), ’nin eleman sayisidir. Bu P 6lgiisiine 2 tizerindeki diizgiin dagilim da
denir.

Tanimdaki P gercekten bir olasilik dl¢iisiidiir: Onerme 4.1'da p; = ﬁ almirsap;, > 0ve ) p, = 1 olur.
Laplace uzayinda olasilik hesab1 bir sayma isine indirgenir; bunu soyleyen formiil olasilik teorisinin
tarihsel baslangi¢ noktasidir.

Onerme 4.2 (Laplace Formiilii). (Q,, P) bir Laplace olasilik uzayi ve A C Q olsun. Bu durumda

P(4) = %

yani P(A), “A i¢in uygun durumlarin sayisi” bolii “olast durumlarin sayisi”dir.

ispat.
A = @& ise iki taraf da 0’dwr. A # & ise A, tek elemanli olaylarin sonlu ve ayrik birlesimidir:

A= U{w}

weA
Sonlu toplamsallik (Teorem 3.1) ve tanim geregi

P = Y P = 3 o = )

weA weA

elde edilir.
| ]

Laplace formiilii yalnizca esit olasilikli sonlu uzaylarda gecerlidir

iki diizgiin zar atilip toplama bakildiginda = {2, 3, ..., 12} alip “toplamin 7 olmasi olasilig1 1—11’dir”
demek yanlistir; bu 11 sonug esit olasilikli degildir. Dogru Laplace uzayz, 36 sirali ikiliden olusan £ =
{(z,y) : z,y € {1, ...,6}} uzayidur; toplamu 7 yapan (1, 6), (2, 5), (3,4), (4,3), (5,2), (6, 1) ikilileri
6 tane oldugundan olasilik ??—6 = %’dlr. Hangi sonuglarin esit olasilikli oldugu deneyin fiziksel yapi-
sindan okunur.
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Sayilabilir Ornek Uzaylar

Q = {w;,wy, ..., w,,, ...} sayilabilir sonsuz oldugunda da aym fikir igler; ancak artik toplamlar birer
seridir. Agirliklarin negatif olmamasi burada belirleyici rol oynar: terimleri negatif olmayan bir serinin
toplamui terimlerin siralamigina bagh degildir ve indis kiimesinin sonlu alt kiimeleri tizerinden alinan sonlu
toplamlarin supremumuna esittir. Ispatta yalnizca bu gercegi kullanacagiz.

Onerme 4.3 (Sayilabilir Ornek Uzayda Agirliklarla Olasilik Olgiisii). Q = {w;,wy, ..., w,,, .-}
saylabilir sonsuz bir érnek uzay ve il = P(Q) olsun. Her w; sonucuna

c (1)p; >0,i=1,2,..,
c @)Y P =1

kosullarini saglayan bir p; sayisi karsilik getirilsin. Bu durumda

P:U—R, PA)= ) p,

fonksiyonu U iizerinde bir olasilik él¢iisiidiir. (A sonsuz ise toplam, w; € A olan p; lerin artan indis sirasiyla
olusturdugu seridir; bos toplam 0 sayilir.)

Ispat.

BPC Qicin S(B) =Y.  _pp; yazalim. Terimler negatif olmadigindan S(B), B’nin sonlu alt kiimeleri
F iizerinden alinan Ew;Fpi toplamlarinin supremumudur ve S(B) < S(Q) = 1 olur. Ozel olarak her
A icin P(A) = S(A) iyli tamiml bir gercel sayidir ve 0 < P(A) < 17dir.

(A1) Yukanidaki gozlem geregi P(A) > 0’dw.

(A2 P(Q) =Y p, =1

(A3) (Ap)g>1, U iginde ikiser ikiser ayrik olaylarin bir dizisi ve A = UZil A, olsun. P(A) =
2211 P(A,) esitligini iki esitsizlikle gosterecegiz.

Birinci esitsizlik: P(4) <>, P(Ay). F' C A sonlu olsun. F’nin her elemani A} ’lardan tam olarak

birine aittir ve F' sonlu oldugundan F' yalnizca sonlu sayida A, ile kesisir; diyelim k < N olanlarla. O
zaman

N N o
Zpizz Z PiSZP(Ak)SZP(Ak)-
k k=1

w,EF k=1lw;eFNA, =1

Sol taraf F' iizerinde supremum alinarak P(A)’ya cikar; 6yleyse P(A) < }° P(Ay).
Ikinci esitsizlik: >, P(Ap) < P(A). N € N vee > 0 verilsin. Supremum tanimi geregi her k < N icin
€

ZpiZP(Ak> N

w;EF

olacak bi¢imde sonlu bir F;, C A, vardir. F = F} U---U Fy kiimesi A’nin sonlu bir alt kiimesidir ve
parcalart ayriktir. Dolayisiyla

N N
PA)>Y p=>> p,>> P(A)—e
k=1

w,EF k=1lw,€F,

Oncee — 0, sonra N — oo alinirsa P(A) > Zi’;l P(A,) bulunur.
Iki esitsizlik birlikte (A3)‘ii verir.
]

Sonlu durumdaki gibi burada da tersi dogrudur: sayilabilir  iizerindeki her olasilik dl¢iisii, p; = P({w; })
agirliklariyla bu bicimde yazilir; ¢iinkit A = Uwe A{wi} sayilabilir ayrik bir birlesimdir ve (A3) dogrudan
istenen esitligi verir. '

Ornek 4.3 (Agirliklar1 Geometrik Dizi Olan Uzay). Q = {w;,wy,ws, ...}, U = P(Q) ve agirliklar
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1 1 1

pl = 57 p2 = 2_27 p3 = 2_37 eeey pz = ?a

olsun. A = {w;,ws, ws, ...} ve B = {w;,wg } olaylan icin P(A), P(B), P(AN B), P(AU B) ve P(A°)
degerlerini bulunuz. Bu olasilik uzay1 hangi deneyi modeller?

Cozim.
Agirliklar pozitiftir ve geometrik seri formuliiyle

S L
o2t 1-1/2

i=1

oldugundan Onerme 4.3 uygulanir. A, tek indisli sonuclardan olugur; ilk terimi %, orani }L olan
geometrik seriyi toplayarak

bulunur. Oteki degerler:

1 1 2+1 3 1 1
PB)=g5+5%="3 ~er FTANB=P{ws})=g5=25

Toplama kurali (Teorem 3.2) ile

2 3 1 128 9 6 131
P(AUB)ZP(A)-FP(B)—P(AQB):§+6—4—3—2:@4‘@—@:1—92.

Bunu dogrudan da dogrulayabiliriz: A U B = A U {wg} ayrik bir birlesimdir, dolayisiyla P(A U B) =

2, 1 _ 12843 _ 131 c _ o e s s .
$t+5= "5 = 103 Timleyen A® = {w,, w,, wg, ...} ¢ift indisli sonuglardan olugur:

o 1,1 141
PA) =g+t =13 =3=1-PA)

fleride tanimlanacak kosullu olasilik (Tanim 6.1) icin de not edelim:

_P(ANB) 1/32 64 2
PA]B) = P(B) ~ 3/64 96 3

Modellenen deney. Diizgiin bir para, ilk kez tura gelinceye kadar atiliyor ve iiste gelen yiizler gozle-
niyor. Yaziy1 Y, turay1 T ile gosterirsek sonuglar

Q={TYTYYTYYYT,.}

“ilk turanin i-inci atista gelmesi” sonucudur. Bu sonuca =5 agirligi vermek

kiimesini olusturur; w,, 37

dogaldir: 7 atighk 2* tane Y-T dizisi diizgiin para i¢in esit olasiliklidir ve iclerinden yalnizca biri
(YY--YT) w,’ye karsilik gelir; Laplace formiilii (Onerme 4.2) 2i verir. Agirliklarin toplamimin 1
cikmasi, paranin hi¢ tura gelmemesi olasiliginin 0 oldugunu soyler; bu ylizden YY'Y'--- sonsuz dizisini
(’ya almaya gerek yoktur. A, “turanin tek sayili bir atigta gelmesi”, B ise “ilk turanin beginci ya da
altinci atigta gelmesi” olayidir.

Gergel Sayilar Uzerinde Olasilik Olgiileri

Olciim sonucu bir gergel say1 olan deneylerde (bir ampuliin émrii gibi) 6rnek uzay Q = R ya da R’nin bir
alt kiimesidir. Bu durumda o-cebir olarak kuvvet kiimesi yerine Borel cebri B(R) (Tanim 2.4) alinur; Borel
cebri her tiirden aralig1 icerir ve ilgilendigimiz olaylar zaten aralik bi¢imindedir.

Agirlik yontemi burada c¢oker: R sayilamaz sonsuzdur; biitiin noktalara ayni pozitif agirlign vermek
istesek, sayilabilir bir nokta kiimesinin bile olasilig1 1’i agardi. Bunun yerine olasiligin R iizerine nasil
y1gldigini tek bir fonksiyonla betimleyecegiz.
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Tanim 4.2 (Borel Olasilik Olgiisii (Olasilik Dagilimi)). Q =R ve & = B(R) olsun. Borel cebri
iizerinde taniml bir

P:B(R) - R, A P(A)

olasilik dlciistine R tizerinde bir Borel olasilik dl¢iisii ya da kisaca R tizerinde bir olasilik dagilimi
denir. (R, B(R), P) bir olasilik uzayidir ve P(R) = 1’dir: bir birim olasilik gercel sayilar tizerine dagitil-
mustir.

Ornek uzay olarak bir Borel kiimesi @ C R almrsa & = {A € B(R) : A C Q} aluur; her B € B(R) igin
P(B) = P(B N Q) konularak bu él¢ii, ¢ kitmesine 0 olasilig1 veren, R iizerinde bir Borel olasilik 6l¢iisii
gibi gorilebilir.

Tanim 4.3 (Olasilik Ol¢iisiiniin Dagilim Fonksiyonu). P, B(R) iizerinde bir olasilik dlciisii olsun.
F:R —J0,1], F(z) =P ((—o0,z])

fonksiyonuna P olasilik dlciisiine karsilik gelen dagilim fonksiyonu (birikimli dagilim fonksiyonu)
denir.

Tanim anlamlidir: (—oo, 2] kapali bir yar1 dogru oldugundan Borel cebrindedir (Tanim 2.4). F(x),
olasiligin = noktasma kadar birikmis kismidir. Peki P’den gelen boyle bir F' hangi 6zellikleri tasimak
zorundadir? Asagidaki teorem ii¢ Ozellik verir; ispati olasiligin siirekliligine (Teorem 3.5) dayanir ve
ilerleyen boliimlerde rastgele degiskenlerin dagilim fonksiyonlari i¢in de aynen kullanilacaktir.

Teorem 4.1 (Dagilim Fonksiyonunun Ozellikleri). P, B(R) iizerinde bir olasilik dl¢iisii ve F(z) =
P ( (—00,x] ) ona karsilik gelen dagilim fonksiyonu olsun. Bu durumda

a) F azalmayandir: x; < zy = F(z,) < F(z,);

b) F sagdan siireklidir: her v € R i¢in lim,_,+ F(z + h) = F(z);

¢) lim F(z) =0 velim F(z) =1.

T——00 T—>+00

Ispat.

a) x, < Ty ise (—00, x| C (—00, z,] dir. Olasilik dlgiisiiniin monotonlugu (Teorem 3.1) geregi F(x,) =
P ((—00,31] ) < P ( (—00,25] ) = F(xy) olur

b)x € Rsabitolsun.n € Nigin A, = (— 00, T + = ] olaymni tammlayallm = azaldlgmdan A DAy D
Ag D -+ azalan bir dizidir. Kesisimini bulallm Y < x ise hern iciny < x + =, yaniy € A, dir; tersine
y butun A, lerde ise hern iciny < x + - Lodir ven — oo alinaraky < x bulunur Demek kl

ﬂ A, = (—o0, z].

Azalan diziler i¢in olasiligin siirekliligi (Teorem 3.5) geregi

. 1
Jm o) = m P4, %’ﬂf‘ )

Bu, limitin yalmzca h = X dizisi boyunca almdlglm soyler; keyfi h — 0% icin (a) sikkini kullanacaglz
€ > 0 verilsin. Yukarldakl llmlt geregl(lf + ) < F(x) + ¢ olacak bigimde bir N vardw.0 < h < 5 ise
r<z+h<z+% N oldugundan (a) geregi

F(ac)SF(:c—i—h)S@-i—%) < F(z)+e

yani| F(z + h) — F(z) | < €’dur. Oyleyselim,, o+ F(xz + h) = F(z).
¢) Once —oo daki limit. B, = (—oco, —n] olsun; B; D B, D -+ azalandir ve kesisimi bostur: her n igin
y < —n olan biry gercel sayisi yoktur. Azalan diziler icin siireklilik ve P(&) = 0 (Teorem 3.1) geregi

lim F(—n) = lim P(B,) = P(@) =0.

n—0o0
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e > 0 verilsin; F(—N) < € olacak bigimde N segelim. ©x < —N ise (a) geregi 0 < F(z) < F(—N) <
e’dur. Bu,lim,_, _ F(x) = 0 demektir.
Simdi 400 daki limit. C,, = (—oo,n] olsun; C; C C, C --- artandir ve birlesimi R ‘dir: her y gercel sayisi,
y < n olan birn icin C,, 'dedir. Artan diziler icin siireklilik geregi

nh—{{olo F(n) = nh_)r{.lo P(C,) =PR)=1.
€ > 0igin F(N) > 1 — € olacak bicimde N segilirse, z > N olan her x icin1 > F(z) > F(N) > 1—
€ olur. Bu dalim F(z) = 1 demektir.
|

T—>+00

1 Neden sagdan siireklilik

F azalmayan ve siurh oldugundan her z noktasinda soldan limiti F'(x~) = lim,_,+ F'(z — h) de
vardir; ama teorem F'(z~) = F(x) demez. Birazdan gorecegimiz gibi F'(x) — F(x ™) farki tam olarak
P({z})’tir. Sagdan siirekliligin nedeni, tanimda (—oo, z] yar1 dogrusunun sag ucunun kapali alinma-
sidur.

Teoremin tersi de dogrudur: bu ii¢ 6zelligi tasiyan her fonksiyon bir Borel olasilik 6l¢iistiniin dagilim
fonksiyonudur ve bu 6l¢ii tektir. Sonucun ispat1 6l¢ii teorisinin genisleme teoremlerini gerektirdiginden
burada yalnizca ifadesini veriyoruz.

Teorem 4.2 (Borel--Stieltjes Teoremi). F : R — [0, 1] fonksiyonu azalmayan ve sagdan siirekli olsun;
ayrica lim F(z) =0 velim F(z) = 1 olsun. Bu durumda B(R) iizerinde, her x € R i¢in

P ((—o00,2] )= F(z)

T——00 T—>+00

olan bir ve yalniz bir P olasilik 6l¢iisii vardir. Bu P’ye F’nin belirledigi Borel-Stieltjes él¢iisii denir.

Teorem 4.1 ile Teorem 4.2 birlikte sunu soyler: dagilim fonksiyonlar: ile Borel olasilik 6l¢iileri arasinda
F « P bire bir eslemesi vardir. R tizerinde bir olasilik dagilimi vermek i¢in F’yi vermek yeter; yar1 dog-
rulara ayni olasilig1 veren iki 6lcii biitiin Borel kiimelerinde aynidir. Oyleyse Fden yola ¢ikarak araliklarin
ve tek noktalarin olasiligini hesaplayabilmeliyiz; asagidaki 6nerme bu hesabin kurallarin toplar.

Onerme 4.4 (Araliklarin ve Tek Noktalarin Olasiligi). P bir Borel olasilik élgiisii, F onun dagihm
fonksiyonu ve F(a™) = lim;,_,o+ F'(a — h) olsun. a < b gercel sayilar igin

a) P ( (a,b] ; = F(b) — F(a),
b)P ( (a,00) ) =1— F(a),
¢) P({a}) = F(a) — F(a™),

d) P ( (~00,a) ) = Fla"),

e)P (la,b])=F(®)—F(a~), P((ad))=F(®b")—F(a), P(la,d))=F(Ob")—F(a)
esitlikleri gegerlidir. Ozel olarak, P({a ) = olmasz zgm gerek ve yeter kosul F'’nin a noktasinda siirekli
olmasidir.

ispat.

F azalmayan ve simirl oldugundan F (a™) soldan limiti vardir ve F(a™) = sup{F(y) : y < a} dir; ozel
olarak F(a — L) — F(a™) dir.

a) (—o0,a] C (—o0,b] ve (a,b] = (—00,b] \ (—o0, a] dir. Fark kurali (Teorem 3.1) geregi P ( (a,b] ) =
F(b) — F(a).

b) (a,00) = ( (—o0, a])® oldugundan tlimleyen kurali P ( (a,00) ) =1 — F(a) verir.

¢)D, = ( a— l a ] olsun. D; D D, D -+ azalandir ve kesisimi {a} dir: biitiin D, ’lerde bulunan bir y

icin hern’dea — = < y < a olur, bu da y = a demektir. Azalan diziler icin siireklilik (Teorem 3.5) ve (a)
geregi

P({a}) = lim P(D,) = lim [F(a) —@— 1)] — F(a)— F(a).

n— o0 n—oo n
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d) {a} C (—o0,a] ve (—o0,a) = (—o0,a] \ {a} oldugundan fark kurali ve (c) ile P ( (—o0,a) )=
F(a) — S?F(a) — F(a‘)2 = F(a™).
e) Ayrik birlesimler ve farklar iizerinden, (a) ve (c) kullanilarak:
P ([a,b] )=P({a})+ P ((a,b] )= (F(a)—F(a™) )+ ( F(b)—F(a) )= F(b) — F(a™),
P ((a,b) ) =P ((a,0] )= P({b})=(F(b)—F(a))—(FO)—FO"))=F(b")—F(a),
P ([a,b))=P({a}) + P ((a,b))=(F(a)—F(a™) )+ (F(b")—F(a))=F(b")— F(a).

Son iddia: F' her noktada sagdan siirekli oldugundan (Teorem 4.1), F’nin a’da siirekli olmasi F'(a™) =
F(a) olmasiyla, bu da (c) geregi P({a}) = 0 olmasiyla esdegerdir.
]

Onermenin (c) sikki grafigi okumanin anahtaridir: F’nin a noktasindaki sigramasi tam olarak a nokta-
sinin olasiligidir; F' stirekli oldugunda araligin uglarinin agik ya da kapali olmasi olasiligi degistirmez.
Simdi iki temel 6rnek gorelim; ilki siirekli, ikincisi basamakl bir dagilim fonksiyonudur.

Ornek 4.4 (Birim Aralik Uzerinde Diizgiin Dagilim). F : R — [0, 1] fonksiyonu

0,z <0
Flz)=<z,0<z <1
l,z>1

ile tanimlansin. F’nin bir dagilim fonksiyonu oldugunu gosteriniz ve F’nin belirledigi P olasilik dl¢iisii
icin P({1}), P ( (=2, 1] ), P ( (3,4 ) P ( [£,3] ) P( (3,00) ) degerlerini ve 0 < a <b <1 igin
P ((a,b] )’yi hesaplayimz.

Coziim.

Dagilim fonksiyonu 6zellikleri. F' {i¢ par¢anin her birinde azalmayandir (sabit 0, egimi 1 olan dogru,
sabit 1) ve parcalarin birlestigi noktalarda degerler uyusur: « — 0~ iken F'(z) - 0= F(0), z — 1~
iken F(z) — 1 = F(1). Dolayisiyla F biitiin R {izerinde azalmayan ve siirekli bir fonksiyondur; 6zel
olarak sagdan siireklidir. z < 0 i¢in F(z) = 0 ve > 1 i¢in F(z) = 1 oldugundan limit kogullar1 da
saglanir. Teorem 4.2 geregi F', B(R) tizerinde tek bir P olasilik l¢iisii belirler.

F(x)

F(x)=1

P({a}) = F(a) - Fla ) = 0

sigrama yok

Sekil 4.1: [0, 1] tizerindeki diizgiin dagilimin dagilim fonksiyonu: x < 0i¢in 0, 0 < x < 1 i¢in x, x > 1

icin 1. Fonksiyon azalmayan, sagdan siirekli ve limit kosullarini saglayan bir dagilim fonksiyonudur;

istelik her yerde siireklidir. Bu yiizden a noktasinda sigrama yoktur: P({a}) = Fa) - Ka") = 0 ve bir
araligin olasilig1 yalnizca uzunlugudur.
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Hesaplar. Onerme 4.4'ni kullaniyoruz. F siirekli oldugundan her a € R i¢in P({a}) = F(a) —
F(a™) = 0’dur; 6zel olarak P({1}) =1 — 1 = 0. Ayrica

1 1 1 1
P((-21])=F(})-F-2)=1-0=1,
11 1 1 1 1 1
P =F(=)—F(=)==—===
(Ga)=FG)-F)=3—3=1,
1 1 1 2
P([53])=F@)—F(—)=1->=2=
(138])= F@) ~ F(z-) =13 = >
1 1 1 2
P —1-F()=1-—-=2
((Goo))=1-F()=1-3="
0<a<b<1icn P ((a,b] F(b) — F(a) = b— a, yani araligin uzunlugudur; u¢ noktalarin
olasihig1 0 oldugundan [a, b] ,b) Ve [a b) icin de olasilik b — a’dir. Ote yandan P ((—00,0) )=
F(07)=0ve P ((l,00))=1— = 0’dur: biitiin olasilik [0, 1] araligindadir ve orada diizgiin
yayilmistir. Bu olguye [0,1] uzerlndekl duzgi'm dagilim denir.
n

Ornek 4.5 (Basamakli Bir Dagilim Fonksiyonu). F : R — [0, 1] fonksiyonu

Flg) = 0, z<l1
(x) = - n<z<n+l, n=12,..

ile tanmimlansin. F’nin bir dagilim fonksiyonu oldugunu gosteriniz ve F’nin belirledigi P i¢in
P ((=00,1]), P({n}) (n = 1,2,...), P(Z*), P ( (—00,2) ) ve P ( (1,3] ) degerlerini hesaplayimniz.

Cozim.
Dagilim fonksiyonu 6zellikleri. F’nin degerleri [1,2) iizerinde 3, [2,3) iizerinde 2 [3 4) uzerinde
%, genel olarak [n,n + 1) tizerinde 1 — — dir. Her par¢ada sabit oldugundan vel — +1 <1l-— n—+2

oldugundan F' azalmayandir. Sagdan surekhhk z € [n,n+1) ise F, [x,n+ 1) arahfinda sabittir,
dolayisiyla b — 07 iken F(z + h) = F(z)’tir; z < liginde F, [z, 1) lizerinde 0’dir. Ancak F siirekli
degildir: n > 1 tam sayisinda

=1—
n n+1

olur(n=1iin F(17)=0=1—+ olduguna dikkat ediniz; formiil n = 1 de de gecerlidir). Limitler:
z < 1icin F(z) = 0 oldugundan 11rn$%7C><> F(z) =0,z >ni¢in 1 — —5 < F(r) <1 oldugundan
ve n — 0o iken sol taraf 1’e gittiginden lim F(z) = 1. Boylece F' bir dagilim fonksiyonudur ve
Teorem 4.2 geregi tek bir P belirler.

Tr—+00
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F(x)
1 !
—8
o0
3/4 —0
2/3 o—0
I P({2) = 1/6

1/2 o—OQ—

(0 |m—O

X
0 1 2 3 4 5 6

Sekil 4.2: Basamakli dagilim fonksiyonu: x < 1 igin F(x) =0, n < x< n+ 1 igin A(x) =1 - 1/(n + 1). Her

pozitif tam sayida bir sicrama vardir ve sicramanin yiiksekligi o noktanin olasiligidir: P({n}) = 1/(n(n

+ 1)), 6rnegin P({2}) = 1/6. Fonksiyon sagdan stireklidir (her basamagin sol ucu dolu, sag ucu bostur);
basamaklar kiiciilerek kesikli ¢izgiyle gosterilen y = 1 diizeyine yaklasur.

Hesaplar. Onerme 4.4 ile:

P((—oo,l]):F(l):%.

Her n = 1,2, ... i¢in tek noktanin olasiligi, F’nin n’deki sicramasidir:
1 1 1 1 1
P =F —F(n7)=(1- —(1—-—==—-— = .
({n}) (n) (n7) ( n+1) ( n) n n+l nn+1)

7t = UZO: ,{n} sayilabilir ayrik bir birlesim oldugundan (A3) ve teleskopik toplam ile

P =3 ey () ()

n=1 n=1

Demek ki P(R\ Z*) = 0: biitiin olasilik pozitif tam sayilar iizerinde, n noktasina @ agirhigt

diigecek bicimde toplanmustir; bu, Onerme 4.3 durumunun R icine gémiilmiis halidir. Ayrica

ayni sonu¢ P ( (—o0,2] ) — P({2}) = 2 — 1 = 1 biciminde de bulunur. Son olarak

P((1,3])=F() - FQ) = — 3 = 7 = P({2}) + P({3})

ciinkii (1, 3] araligindaki tam sayilar yalnizca 2 ve 3’tir.
|
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@ ki 6rnek, iki tiir dagilim

ik 6rnekte F siireklidir ve olasilik bir aralik iizerine yayilmustir; ikincisinde F' parca parca sabittir
ve olasiligin tamami sayilabilir bir nokta kiimesinde, sicramalar olarak toplanmistir. Bu iki davranis
ilerleyen boliimlerde siirekli ve kesikli rastgele degiskenler olarak yeniden karsimiza ¢ikacaktur.

Ol¢ii ve Geometrik Olasilik

Uzunluk, alan ve hacim olasilik 6l¢iisityle ayn1 yapisal 6zellikleri tasir: negatif degildirler, bos kiimede
sifirdirlar ve ayrik parcalarin birlesiminin biiytikliigii parcalarin bitytikliklerinin toplamidir. Tek fark,
toplam buytikligin 1 olmak zorunda olmamasi, hatta sonsuz olabilmesidir. Bu ortak yap1 6l¢it kavramidir.

Tanim 4.4 (Ol¢ii). Q # & ve U, Q iizerinde bir o-cebir olsun. [0,00] = {t € R : t > 0} U {oo} olmak

uzere

m: U — [0, 00], A m(A)

fonksiyonu

« (1) her A € U icinm(A) > 0,

* (2)m(2) =0,

+ (3) (4,)), U i¢inde ikiger ikiger ayrik kiimelerin bir dizisi ise @Uzo: L An) = Z:O: L ™m(A,) (iki taraf da

oo olabilir)

ozelliklerini sagliyorsa m’ye U tizerinde bir él¢ii, (2, U, m) i¢liisiine bir 6l¢ii uzayi denir. m(2) =1
olan bir 6l¢ii, tam olarak bir olasilik 6l¢isiidir.

Olasilik aksiyomlarinda P(&) = 0 ayrica istenmemisti; P(2) = 1 ile birlikte (A3)‘ten ¢ikiyordu (Teorem
3.1). Genel ol¢iide m(£2) = oo olabildiginden bu kosul ayrica konur; aksi hilde her kiimeye oo veren
fonksiyon da (1) ve (3)’i1 saglard.

Bizim i¢in énemli {i¢ 6rnek: B(R) iizerinde her araliga uzunlugunu veren uzunluk él¢iisii; B(R?)
iizerinde her dikdortgene kenarlarinin garpimini veren alan él¢iisii; B(R?) {izerinde hacim 6l¢iisii. Bu
oOlctlerin biitiin Borel kiimelerine tek bigimde genisletilebildigi 6lcii teorisinin temel sonuglarindandir
(Lebesgue 6l¢iisii); burada bu gercegi kabul ediyoruz.

Bir 6l¢iiden olasilik 6l¢iisii iiretmenin en dogal yolu, dl¢iiyii toplam biiytkliige bolerek normallestirmektir.

Tanim 4.5 (Geometrik Olasilik). k € {1,2,3} ve m, B(RF) iizerinde sirasiyla uzunluk, alan ya da
hacim 8lgiisii olsun. € B(RF) kiimesi 0 < m(2) < oo kosulunu saglasm ve & = {4 € B(RF): A C
1} olsun.

P:U R, P(A)=——

ile tanimlanan (2, U, P) olasilik uzayina bir geometrik olasilik uzayi, P’ye de 2 tizerindeki diizgiin
dagilim denir. A kiimesinin uzunlugunu, alanini ve hacmini sirasiyla uzunluk (A), alan (A), hacim (A)
ile gosterirsek acik olarak:

« (1) k = 1: ¢ < d olmak iizere Q = [c,d] ve A = [a,b] C Q bir aralik ise P(A) = %ﬁgé; _ Z:ac;
« (2) k = 2: Q C R? sonlu alanh bir kiime ise P(A) = :ﬁﬁ Eég;
« (3) k = 3: Q C R sonlu hacimli bir kiime ise P(A) = 129- (A4)

~ hacim (92)°

Tanimdaki P gercekten bir olasilik 6l¢iisiidiir: 2 Borel oldugundan I, €2 iizerinde bir o-cebirdir; m(A4) >
0 ve m(2) > 0 oldugundan P(A) > 0 (Al); ayrica A C Q i¢in @ = AU (Q\ A) ayrik birlesimi ve (3)
geregi m(A) < m(Q), yani P(A) <1 olur; P(Q) = 1 (A2); m’nin (3) 6zelligi m(Q2)’ya bolinerek (A3)
elde edilir. Bu 6lgiiler, bir birim olasiligin Q iizerine diizgiin yayildig1 durumlar1 modeller: bir olayin
olasilig1 yalmizca biyiikligine bagldir, konumuna degil. Tek bir noktanin uzunlugu, alani ve hacmi 0
oldugundan P({w}) = 0’dir; araliklarin uclarm, bélgelerin sinirlarimi olaya katip katmamak olasiligt
degistirmez. k = 1 ve Q = [0, 1] i¢in elde edilen 6l¢ii, Ornek 4.4'ndaki 6lciidiir.
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Rastgele sozciigii tek basina bir model belirlemez

“Rastgele bir nokta seciliyor” demek, hangi {’nin alinacagin ve diizgiinligiin hangi dlgiiye gore
olacagini sdylemeden anlamsizdir. Farkli secimler farkli yanitlar verebilir; bu bir celigki degil, modelin
eksik belirlenmis olmasidir (klasik 6rnek Bertrand paradoksudur). Asagidaki 6rnek bunu somut
olarak gosterir.

Ornek 4.6 (Para ve Silindir Tabani). Yaricap1 1 birim olan madeni bir para, taban yaricap1 3 birim olan
bir silindirin i¢ine atiliyor ve tabana yatay olarak diisiiyor. Paranin tabanin merkezini 6rtmesi olasilig
nedir? Deneyi (a) uzunluk 6l¢isiiyle ve (b) alan dlciisityle modelleyiniz; hangi modelin deneyi dogru
betimledigini agiklayiniz.

Cozim.

Kurulum. Tabanin merkezi O, paranin merkezi M ve d = | OM | olsun. Para silindirin i¢inde kaldi-
gindan tabanin sinirin1 agamaz: paranin her noktasit M’ye en ¢ok 1 birim uzaklikta oldugundan d +
1 < 3,yanid < 2 olmalidir. Oyleyse d € [0, 2]dir. Para O noktasimni d < 1 oldugunda érter (d = 1 sinir
durumunun olasilig1 0°dir; esitligi katmak ya da katmamak sonucu degistirmez).

a) Uzunluk modeli. Sonuc olarak yalnizca d uzakligini alalim:

Q= {d:0<d<2) =02, U ={AcBR):ACQ) R(4)= "

Merkezin értiillmesi olay1 A; = {d : 0 < d <1} =[0,1] ve

b) Alan modeli. Tabanda baslangic noktast O olan bir dik koordinat sistemi alalim ve paranin
merkezini (z,y) ile gosterelim. d < 2 kosulu, merkezin yaricap: 2 olan diskte kalmasi demektir:

O, ={(z,y): 22 +12 <4}, Uy={A€BR}):ACQ,}, B(A)= ;fj((g‘?) = alazﬂ(A).

Merkezin értiilmesi olay1 Ay = {(z,y) : 2 + y? < 1} birim disktir ve

12 1
‘F)Z(A2):ﬂ_'22 :Z
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uzunluk modeli (yanhs) alan modeli (dogru)

taban: yaricap 3

Q. =[0, 2
=02 para: yaricap 1, merkezi M
A, =[0, 1] | Q,: d = 2 (merkezin bolgesi)
| 1 1 d
0 1 2

Ay d = 1(0 ortiliir)

P,(A,) = uzunluk oran
P,(A,) = alan oram

=1/2 =m1? /w22 =1/

Sekil 4.3: Yaricap: 1 olan para, taban yaricap: 3 olan silindirin tabanina diisiiyor; paranin merkezi M

taban merkezine d < 2 uzaklikta kalir ve merkez ancak d < 1 iken ortiiliir. Solda yalnizca d uzakligini

kaydeden uzunluk modeli, [0, 1] araliginin [0, 2] icindeki pay1 olarak 1/2 verir. Sagda paranin merke-

zinin diigebilecegi bolge (kesikli disk) ve merkezin 6rtildigii bolge (turuncu disk) goriiliir; sansin alanla

orantili oldugu dogru modelde olasilik alan orani 1/4'tir. Fark, merkezden uzak konumlarin yakin
konumlardan daha ¢ok yer kaplamasindan gelir.

Hangi model dogru? Fiziksel deneyde para gelisigiizel atilir; merkezinin izin verilen bélgenin (yari-
cap1 2 olan diskin) herhangi bir par¢asina diisme sans1 o parcanin alaniyla orantilidir. Bu tam olarak (b)
modelidir. (a) modeli ise d uzakliginin [0, 2] iizerinde diizgiin dagildigini varsayar; bu varsayim fiziksel
tablodan ¢ikmaz, hatta onunla celisir. Gergekten, alan modelinde 0 < r < 2 icin

7T7"2 7"'2

Bldsn="1o=7

iken uzunluk modeli P,(d <r) = § verir. Fark suradan gelir: merkezden r ile r + A uzakliktaki
halkanin alan yaklagik 2777 A’dir ve r ile bityiir; merkezden uzak konumlar yakin konumlardan “daha
coktur”. Uzunluk modeli her uzakliga esit agirlik vererek merkeze yakin konumlar1 oldugundan fazla
sayar. Sonug olarak deneyin dogru modeli alan modelidir ve aranan olasilik %’tﬁr. Uzunluk modeli
bagka bir deneyi modeller: tabanin merkezinden baglayan 2 birim uzunlugundaki bir dogru parcasi
(paranin merkezinin diigebilecegi uzakliklar aralig1) iizerinde rastgele bir nokta sec¢ilmesini.

Geometrik olasilik problemlerinde izlenecek yol hep aynidir: sonucu bir nokta olarak kodla, §2 bélgesini
yaz, olayi € icinde bir bélge olarak betimle, buiytikliikleri oranla. Kalan ti¢ 6rnek bu yolu izler.

Ornek 4.7 (Carpimui Yarimdan Kiiciik Tki Say1). (0, 1) araligindaki gercel sayilardan rastgele iki say1
seciliyor. Carpimlarinin %’den kiigtik olmasi olasilify nedir?

Cozim.

Secilen sayilar x ve y olsun; sonug (x,y) noktasidir. “Rastgele” séziint, (z,y) noktasinin birim kare
tizerinde diizgiin dagilmas: olarak anliyoruz: her iki say1 (0, 1) tizerinde diizgiin seciliyor ve birinin
secimi Gtekini etkilemiyor. Buna gére

_alan (A)

Q= (0, ].) X (0, 1), U= {A S B(R2) A C Q}, P(A) = m = alan (A)

alinir; birim karenin alani 1°dir. Sorulan olay

A={(x,y)€(2:my<%}.
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Bolgeyi x’e gore inceleyelim. 0 < z < % ise y < 1 oldugundan zy < =z < % kendiliginden saglanir: bu

seritte butiin y degerleri A’dadur. % <z <lisezy< % kosulu y < % ile esdegerdir ve % € (%, 1)
oldugundan bu gercek bir kisittir. Demek ki A, (0, 3] x (0, 1) dikdortgeni ile z € (4, 1) iizerinde y =
ﬁ hiperboliiniin altinda kalan bolgenin birlesimidir.

y
1
xy>1/2
P=1/2+(1/2)In2
~ 0,847
0,51 y = 1/(2x)
S taranan alan / kare alani
0,5 1 X

Sekil 4.4: (0, 1) araligindan rastgele secilen iki saymin ¢arpiminin 1/2'den kiiciik olmasi olay1. Ornek
uzay birim karedir; olay, y = 1/(2x) hiperboliiniin altinda kalan bolgedir. Olasilik, alanlarin oranidir: 1/2
+(1/2) In 2 = 0,847.

Alani hesaplayalim:

1 S| 11 11 1 1 1
lan (A) == -1 —dr=-+=[lnz]t, == -( —1 -):- ZIn2.
alan (4) =3 +/1/22xx 33 [z =g+a(0g) =5t

Oyleyse

11 1 +1n2
P(A) =+ 52 = +2n ~ 0, 8466.

Ornek 4.8 (Dogru Parcas1 Uzerinde Bélme Orani). & uzunlugunda bir AB dogru parcast iizerinde
rastgele bir C' noktasi isaretleniyor. ¢ > 0 verilmis bir say1 olmak tzere, ﬁ oraninin a’dan kiiciik
olmasi olasiligini bulunuz.

Coziim.
A noktasini baglangic alip C’nin konumunu z = | AC | € [0, k] ile kodlayalim. “Rastgele” isaretleme,
2’in [0, k] Gizerinde diizgiin dagilmas: demektir:

uzunluk (D)

Q =10, k], U={DeBR):DcCQ}, P(D)= p

z =k (yani C' = B) durumunda oran tanimsizdir; ama tek bir noktanin olasilig1 0 oldugundan bu
durumu géz ard edebiliriz ve | BC | = k — x > 0 alabiliriz. Sorulan olay

E:{me[o,k):kix <a}.

k — x > 0 oldugundan esitsizlik paydayla carpilabilir:
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x ak
—<aszr<ak—z)ezrz(lta)<akez< .
k—x ( ) ( ) 1+a
a > 0icin ﬂ—’“a < k oldugundan F = [O, %) bir alt araliktir ve
1 ak a
P(E)=—- = .
(E) k 1+a 1+4a
AB iizerinde rastgele C noktasi oran |AC|/|BC| = x/(k - x)
oran
| JAC| = x \ IBC| =k - x | oran artar,
| | | x — k iken co'a gider
A C B
[ ® O ®
0 x ak/(1+a) k

oran > a

oran <a

[
E ={x:x/(k - x) < a} = [0, ak/(1+a)) i
[
\
\

P(E) = uzunluk(E)/k = a/(1+a)

ak/(1+a) k X

Sekil 4.5: k uzunlugundaki AB dogru pargasi iizerinde rastgele bir C noktasi: konumu x = |A(] ile

kodlanir ve [0, k] tizerinde diizgiin dagilir. Solda, |AC|/|BC| < a olayimin tam olarak [0, ak/(1+a)) alt aralig1

oldugu gorulir; olasiligl uzunluk orani a/(1+a)'dir ve k'ye bagh degildir. Sagda oran fonksiyonu x/(k-x)

cizilidir: sifirdan baglayip artarak sonsuza gittiginden a diizeyinin altinda kaldig1 kiime bir baslangi¢
araligidir.

Sonug k’ye bagli degildir. Saglama: a = 1 i¢in P(E) = ; bu, “C’nin A’ya B’den daha yakin olmas1”
olayidir ve simetri geregi % olmalidir. @ — 0% iken P(E) — 0, a — oo iken P(E) — 1 olmasi da
beklendigi gibidir.

|

Ornek 4.9 (Iki Rastgele Nokta ve Yakinlik). k uzunlugundaki AB dogru parcast iizerinde rastgele
L ve M noktalar1 isaretleniyor. L noktasinin M noktasina, A noktasina oldugundan daha yakin olmasi
olasiligini uygun bir olasilik uzay1 kurarak bulunuz.

Cozim.

£=| AL | ve m=| AM | olsun; sonu¢ (¢,m) € [0, k| x [0, k] noktasidir ve kenar1 k olan kare
tizerinde diizgiin dagilir; olasilik 6l¢iisii alan bélii k2’dir. Hesab1 sadelestirmek icin u = £/k, v = m/k
olgeklemesini yapalim: (u, v) noktasi birim kare = [0, 1] X [0, 1] tizerinde diizgiin dagilir (6lcekleme
biitiin alanlar1 ayni carpanla carptigindan oranlar degismez) ve P(D) = alan (D) olur.

Sorulan olay | LM | < | AL |, yani | £ —m | < ¢; 8lgekli degiskenlerle | u — v | < w’dur. Mutlak
degeri acalim:

lu—v|<ue —u<v—u<us0<v<u

v > 0 zaten saglandigindan ve v = 0 dogrusunun alani 0 oldugundan olay
E={(u,v) € Q:v < 2u}

bélgesidir. Tiimleyeni E¢ = {(u,v) € Q: v > 2u} = {(u,v) € Q : u < v/2}, koseleri (0,0), (0,1) ve
(3, 1) olan iicgendir; alant
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11 1
alan (E¢)=—--=--1=-.
( ) 2 2 4
v
1/2 (1/2, 1)
1
B alan(E)=1/2-1/2 - 1= 1/4
v=2u
PE)=1-1/4=3/4
E:v<2u olasilik = taranan alan
(kare alani 1)
0,5 1 u

Sekil 4.6: Bir dogru parcas: tizerinde rastgele secilen iki nokta i¢in 6l¢ekli sonu¢ uzayi: birim kare,

olasilik ol¢iisii alan. L'nin M'ye A'dan daha yakin olmasi olay1 |u — v| < 4, yani v < 2u bélgesidir (taralz).

Tumleyeni, koseleri (0, 0), (0, 1) ve (1/2, 1) olan ii¢gendir; alani 1/4 oldugundan aranan olasilik 3/4'tiir
ve par¢anin uzunlugundan bagimsizdir.

Dolayisiyla
1 3
P(E)=1—-="°
(E) 1= 1
Sonug k’den bagimsizdir.
|
Alistirmalar

Alistirma 4.1 (Olasilik Uzay1 Ornekleri). a) Hileli bir zarda ¢ yiiziiniin gelme agirhg p; = o, i =
1,...,6 olsun. Bunun bir olasilik uzay: tamimladigini gosteriniz; ¢ift say1 gelme, 5 ya da 6 gelme ve asal
say1 gelme olasiliklarini bulunuz.

b) @ = {wy,wy, ...} ve p; = c(£)", i = 1,2, ... olsun. c sabitini belirleyiniz ve cift indisli sonuglar kiime-
sinin olasiligini bulunuz. Bu uzay hangi deneyi modeller?

¢) F(z) =0(x <0), F(z) =% (0<x <2), F(z) = 1 (z > 2) fonksiyonunun bir dagilim fonksiyonu
oldugunu gésteriniz; belirledigi P icin P ( (1,2] ), P({2}), P ( [1,1) ) ve P ((3,00) ) degerlerini
hesaplayiniz.

) Flz) =0z <0) F( )—i(
P({1}), P((2}), P ((0,2) ). P ( [
deneyi modeller?

e) Birim kareden rastgele bir (z,y)
olasiliklarimi bulunuz.

f) k£ uzunlugundaki bir cubuk rastgele bir noktasindan kiriliyor. Uzun parcanin kisa parg¢anin en az iki kati
olmasi olasilig1 nedir?

<z < 1), Fiz) =3 1<z <2), F(z) =1 (z > 2) olsun. P({0}),
[1,00) ) ve P ( R\ {0, 1,2} ) degerlerini bulunuz. Bu dagilim hangi

y | <3 ve y> z? olaylarimin

Coziim.

a) Agirliklar pozitiftir ve Z i1 QL g— = 1 oldugundan Onerme 4.1 uygulanir. Cift say1: 2+4+6
2 =15yada6: 50 = 2—1 As say1(2,3,5): 28348 = 10,

b) Geometrlk ser1 11e ( ) 2/ 3 =2; toplamm 1 olmasi igin ¢ = % olmalidir. Béylece p;, =
%(%)z = %( ) let 1ndlsler

Acik Matematik - acik-matematik.com 64 CC BY-NC-SA 4.0


https://acik-matematik.com
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.tr

4.5 Aligtirmalar 65

=1

i%<_> ;g(g)jzédi/j/g:%'

Model: diizgiin bir zar, ilk kez 5 ya da 6 gelinceye kadar atiliyor; w;, “ilk 5 ya da 6’nin i-inci atigta
gelmesi”. i atislik 6° esit olasilikli diziden uygun olanlar 4:~1 - 2 tanedir; Laplace formiilii Q'Aéjl =
3(3 1 Verir.

c) £-, [0,2) tzerinde artandir ve 0’dan 1’e gider; parca uglarinda F(0) = 0 ve lim,_,,- F(z) =1=
F(2) oldugundan F' stireklidir, dolayisiyla sagdan siirekli ve azalmayandir; z < 0 igin 0, > 2 i¢in
1 oldugundan limit kosullar1 saglanir. Hesaplar: P E (L2])=F(2)-F(1)=1- 1 =2, F siirekli

oldugundan P({2}) = 0; P ( [5,1) ) = F(17) — F(3 i—15=15P ((30))=1-F3)=

) =i 161
0.
d)  Scramalar  P({0}) = F(0)— F(0) =3, P{Ih=2-1=1 P{2p=-1-23-1
P((0,2))= F2)—F0)=3—-1=1 , ki bu P({1})’e esittir. P ([1,00) )=1—F(17)=1—
3 = 2. Uc noktanin olasiliklar1 1’e toplandlgmdan P (R\{0,1,2} ) = 0. Model: iki diizgiin para
at111p gelen tura sayisit gozleniyor; {YY, YT, TY ,TT} Laplace uzayinda 0, 1, 2 tura sayilarinin olasi-

liklar1 }l, %, }L’tur
e) Q birim kare, P alan. z +y < 1: késeleri (0,0), (1,0),(0,1) olan ii¢gen, alam 1. |z —y | < ?
1 1

tumleyeni y —z > 5 ve :17 —y>1 5 bolgeleridir; her biri dik kenarlarl 5 olan bir u(;gendu alanlar1 ¢;
2

olasilik 1 — 2 = 2.y > 2 paraboliin iistiinde kalan bélge, alan1 f 1—z?)de=1—3=23.

f) Kirllma nokta31 z € |0, k] diizgiin dagilsin; parcalar x ve k—z, klsa parca s = mln(x k — ), uzun
parca k — s K0§ul k — 52> 2s, yani s < k ;budaz <k 3 yada x> 2’“ demektir. Uygun kiimenin
uzunlugu g + g = olasﬂlk £

|

Laplace formiilii olasilik hesabini n(A) ve n(f2) sayilarini bulmaya indirger; 6rnek uzay biiytidiigiinde bu
sayma icin sistematik yontemler gerekir: Sayma Teknikleri.
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5.1

5. Sayma Teknikleri

Olasilik Uzay1 Ornekleri ve Geometrik Olasilik béliimiinde Laplace olasilik uzayini tanimladik (Tanim
4.1): 6rnek uzay sonlu ve her sonug esit olasilikli oldugunda bir A olayinin olasiligl, uygun durumlarin
sayisinin biitiin durumlarin sayisina oranidir (Onerme 4.2):

P(4) = '|i|.
Burada | A |, 6nceki boliimde n(A) ile de gosterdigimiz eleman sayisidir; bu bolimde yalnizea | A |
yazacagiz. Bu formiil olasilik hesabini iki sayma igine indirger: {2’'nin eleman sayisin1 ve A’nin eleman
sayisint bulmak. Bir zar, iki para gibi kii¢iik deneylerde bu sayilar elle bulunur. Ama 6rnek uzay binlerce
ya da milyarlarca noktadan olusuyorsa tek tek saymak olanaksizdir. Bir siniftaki 23 kisinin dogum giinleri
i¢in 36523 olasi liste vardir; bunlarin icinde en az iki kisinin dogum giiniiniin cakistig1 listeleri saymak,
sistemli bir yontem olmadan yapilamaz.
Bu bolimde biitiin sayma yo6ntemlerinin dayandig: iki temel kurali, toplama ve carpma kurallarim
ispatlayacagiz; ardindan bunlardan permiitasyon, kombinasyon, tekrarli permiitasyon (¢ok terimli
katsay1) ve tekrarli kombinasyon (yildiz—¢ubuk) formiillerini tiiretecegiz. Yol istiinde binom teoremi-
ni timevarimla ispatlayacak, genellestirilmis binom katsayisini tanimlayacagiz. Her formulii somut
sayma problemleriyle sinayacak, sonunda da Laplace uzayinda olasilik hesaplarina dénecegiz. Burada
kurulan araglar yalnizca bu boliimiin degil, ileride binom, hipergeometrik ve negatif binom dagilimlarinin
da temelidir.

Toplama ve Carpma Kurallar:

Her sayma yontemi iki basit gbzleme dayanir. Birincisi, birbirini diglayan secenekleri sayarken sayilarin
toplandigini séyler; ikincisi, art arda yapilan secimleri sayarken sayilarmn carpildigin séyler. ikisini de
ispatlariyla yaziyoruz, ¢iinkii sonraki her formiil bu ikisine indirgenecektir.

Onerme 5.1 (Toplama Kurali). Bir is iki farkli yoldan yapilabilsin: birinci yol n, farkh bicimde, ikinci
yolnq farkli bicimde gerceklestirilebilsin ve iki yolun ortak hicbir bi¢imi olmasin. O zaman is ny + nqy, farkh
bicimde yapilabilir.

Daha genel olarak, birbirini dislayan k yol sirasiyla nq,no, ..., n;, bicimde gerceklestirilebiliyorsa is n, +
Ny + -+ + ny, farkl bicimde yapilabilir.

Ispat.

Birinci yolun bigimlerinin kiimesi A, ikincininki A, olsun; | A; | = ny, | Ay | = ny ve varsayim geregi
A, N A, = @. Isi yapmanin biitiin bigimleri A, U A, kiimesini olusturur. Ayrik iki sonlu kiimenin birle-
siminin eleman sayisi, eleman sayilarinin toplamidir: A, ’in elemanlarini 1,2, ..., ny sayilariyla, Ay’ nin
elemanlarini ny + 1, ...,ny + ny sayiariyla numaralayalim. Kiimeler ayrik oldugundan hicbir eleman
iki numara almaz ve her numara tam bir elemana gider; boylece A, U A, ile {1,2, ...,n, + ny} arasinda
birebir ve orten bir esleme kurulmus olur. Oyleyse | A; U Ay | = ny + n,.

k yol icin ifade k iizerinde tiimevarimla ¢ikar: A; U --- U A, = (A, U - U A,_,) U A, yazilir. Parantez
icindeki kiime A,, ile ayriktwr; iki kiime i¢in kanitlanan sonug ve timevarim hipotezi birlikte | A; U---U
A, | = (ng 4+ +ny,_q) + ny verir.

]

Toplama kurali “ya biri ya oteki” bi¢imindeki secimleri sayar. Bir se¢imin ardindan bir bagka sec¢im
geliyorsa ihtiya¢ duyulan kural farklidir.

Onerme 5.2 (Carpma Kurali). Bir is art arda iki adimda yapilsin. Birinci adim n, farkl bicimde
yapilabilsin ve birinci adim hangi bi¢cimde yapilmis olursa olsun ikinci adim nq farkli bicimde yapilabilsin.
O zaman is nyn, farkh bicimde yapilabilir.

Acik Matematik - acik-matematik.com 67 CC BY-NC-SA 4.0


olasilik-uzayi-ornekleri.qmd
https://acik-matematik.com
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.tr

68 Boliim 5. Sayma Teknikleri

Daha genel olarak, k adimli bir iste i-inci adim, onceki adimlar nasil yapilmis olursa olsun, n,; farkl bicimde
yapulabiliyorsa is nyny---n,, farkl bicimde yapilabilir.

ispat.
Birinci adimin bigimlerinin kiimesi A = {al, Qg ..., anl} olsun. Birinci adim a, biciminde yapidiginda
ikinci adimin bigimlerinin kiimesi B; olsun; varsayim geregi heri icin| B; | = ny. Isi yapmanin bir bigimi,

b € B, olmak iizere bir (a;, b) ciftiyle belirlenir. Bu ciftlerin kiimesi

n

{(a;,0) :i=1,..,n;,be B} =J({a;} x B))

i=1

bigiminde yazilir. Sagdaki n, kiime, ilk bilesenleri farkli oldugundan ikiser ikiser ayriktir ve her birinin
ny elemani vardir. Toplama kuralina gore (Onerme 5.1) birlesimin eleman sayist

Ny +Ng + -+ Ny =nyny

ny terim

olur.

k advm icin yine tiimevarim: ilk k — 1 adim tek bir “birinci adim” gibi goriiliir. Tiimevarim hipotezine gore
bumnny-ny_, bicimde yapilir; ardindan k-inc1 adim, éncekilerden bagimsiz olarak, n,, bicimde yapilir.
Iki adim igin kanitlanan sonu¢ nyny--n;_; - ny, verir.

1. admm: n; = 3 bicim 2. adim: n, = 2 bicim sonuglar
(ag, by)
(a, b,)

(ay by)

basla
(ay by)

(a3, b))

(ag, by)

n, n, =3-2=6sonug

Sekil 5.1: Carpma kuraly igin agag diyagrami. Birinci adim a,, a,, a; bicimlerinden biriyle yapilir (n, = 3
dal); hangisi segilmis olursa olsun ikinci adimb, ya dab, bicimiyle yapilir (n, = 2 dal). Her yaprak bir (a;,
b;) ciftine, yani isin bir yapilis bicimine karsilik gelir; yaprak sayisi dal sayarinin ¢arpimi 3 - 2 = 6'dir.

© Toplama mu, carpma mi?

Sorudaki bagla¢ yol gosterir. “Matematik kitaplarindan ya da fizik kitaplarindan bir kitap se¢” (3
matematik, 4 fizik kitab1): secenekler birbirini dislar, toplama kurali, 3 + 4 = 7. “Bir matematik ve bir
fizik kitab1 se¢”: secimler art arda yapilir ve ikincinin secenek sayisi birincinin se¢iminden etkilenmez,
carpma kuraly, 3 - 4 = 12.

Carpma kuralindaki kogula dikkat edilmelidir: ikinci adimin secenek sayis1 birinci adimdan bagimsiz
olmalidir; seceneklerin kendileri degisebilir. Bir torbadan iade etmeden iki top ¢ekerken ikinci ¢eki-
liste hangi toplarin kaldig: ilk cekilise baglidir, ama kalan top sayist hep bir eksiktir; kural uygulanir.
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Permiitasyon

En sik kargilagilan sayma sorusu sudur: n farkli nesneden r tanesi secilip bir siraya dizilecekse kag dizilis
vardir? Siranin 6nemli oldugu bu diizenlemelere ad verelim.

Tanim 5.1 (Permiitasyon). n farkli nesneden olusan bir kiimenin tamaminin ya da bir kisminin
belirli bir siraya dizilmesine bir permiitasyon denir. n nesneden r tanesinin (0 < r < n) secilip siraya
dizilmesiyle elde edilen diizenlemeye n nesnenin bir r-li permiitasyonu denir; secilen bir nesne yeniden
kullanilmaz (yinelemesiz permiitasyon). Bu permiitasyonlarin sayis1 P(n, r) ile gosterilir.

Permiitasyonda sira 6nemlidir: a, b, ¢ nesnelerinin 2-li permiitasyonlar1 ab, ba, ac, ca, be, cb olmak tizere
alt1 tanedir; ab ile ba farkli sayilir. Bu say1y1 genel olarak veren formiil, carpma kuralinin ilk dogrudan
uygulamasidir.

Teorem 5.1 (Permiitasyon Sayis1). n farkli nesnenin r-li permiitasyonlarinin sayist

P(n,r) = nln—1)(n—2)~(n—r+1) = 7

dir. Ozel olarak n nesnenin tiimiiniin siralanislarinin sayist P(n,n) = n! ve P(n,0) = 1°dir. Burada 0! =
1 kabul edilir.

Ispat.

Birr-li permiitasyon r adimda kurulur: birinci yere konacak nesne secilir, sonra ikinci yere konacak nesne,
..., sonunda r-inci yere konacak nesne. Birinci yer i¢in n secenek vardir. Birinci yer nasil doldurulmus
olursa olsun, kullanilan nesne bir daha kullanilmayacagindan ikinci yer icin n — 1 secenek kalir. Genel
olarak i-inci yere gelindiginde i — 1 nesne kullanilmistir ve n — i + 1 secenek vardir; r-inci yer i¢inn —
r + 1 secenek. Her adimdaki secenek sayisi onceki adimlarin nasil yapildigina bagh olmadigindan ¢arpma
kurali (Onerme 5.2) uygulanir:

P(n,r) =n(n—1)-(n—r+1).
Sag tarafi (n — r)! ile carpip bélelim:

C)e(m— _nn—1-(r—r+)(n—r)n—r—1)-2-1 _ nl
n(n —1)-( +1) T ot

r=mnigin (n —n)! = 0! = 1 oldugundan P(n,n) = n! ¢ikar. v = 0 igin hi¢bir yer doldurulmaz; tek bir
(bos) diizenleme vardir ve formiil n!/n! = 1 verir.
|

Ornek 5.1 (Kitapliktaki U¢ Bos Yer). 7 farkli kitap arasindan segilen 3 kitap, bir kitapliktaki 3 bos
yere kac farkli bicimde yerlestirilebilir?

Cozim.

Ug bos yer birbirinden farklidir: soldaki, ortadaki ve sagdaki. Dolayisiyla hangi kitabin hangi yere
kondugu 6nemlidir, yani sira énemlidir. Aranan say1 7 nesnenin 3-lii permiitasyonlarimin sayisidir
(Teorem 5.1):

7!
P(7,3) =765 = = 210.

Carpma kuraliyla dogrudan da goriilir: birinci bos yer icin 7, ikincisi i¢in 6, Gigiinciisti i¢in 5 segenek

vardir.
||
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Kombinasyon

Cogu zaman sira 6nemli degildir. 10 kisiden 3 kisilik bir komite secerken komitenin kimlerden olustugu
onemlidir, kimin once secildigi degil. Bu durumda saydigimiz sey dizilis degil, alt kiimedir.

Tanim 5.2 (Kombinasyon). n farklinesneden r tanesinin (0 < r < n) siraya bakilmaksizin secilmesine,
yani n elemanl bir kiimenin r elemanl bir alt kiimesine, n nesnenin bir r-1i kombinasyonu denir. Bu
kombinasyonlarin sayis1 C(n,r) ya da (7') ile gosterilir ve binom katsayis1 diye adlandirilir.

a, b, ¢ nesnelerinin 2-1i kombinasyonlari {a, b}, {a, c}, {b, ¢} olmak iizere {i¢ tanedir; 2-1i permiitasyonla-
rin alt1 tanesi, her kombinasyonun iki bicimde siralanmasiyla olugur. Bu gézlem genel formiiliin ispatinin
ta kendisidir.

Teorem 5.2 (Kombinasyon Sayis1). 0 < r < n icin

n) n! P(n,r)

C(n,r) = (

rl(n—r)! 7!
dir. Ayrica (") = (,,",) ve () = (1) = L'dir.

Ispat.

n nesnenin her r-li permiitasyonu iki adimda kurulabilir: énce hangi r nesnenin kullanilacag segilir
(bir r-li kombinasyon; C(n,r) bicimde), sonra secilen v nesne siraya dizilir (P(r,r) = 7! bi¢imde). Her
permiitasyon bu yolla tam bir kez elde edilir, ¢iinkii bir permiitasyon hem hangi nesnelerin kullanildigini
hem de siralarini belirler. Ikinci adimdaki secenek sayisi birinci adimdaki secimden bagimsiz oldugundan
carpma kurali (Onerme 5.2)

P(n,r)=r!-C(n,r)
verir. Buradan Teorem 5.1 ile

P(n,r) n!
7! rl(n—r)!

bulunur.

Simetri ozelligi: v elemanli bir alt kiime segmek, disarida birakilacak n — r elemani segmekle ayni seydir;
alt kiimeyi tiimleyenine gonderen esleme birebir ve értendir. Oyleyse (") = (," ). Ayni sonug formiilden
de okunur: r ilen — r yer degistirince payda degismez. r = 0 icin tek alt kiime &, r = n igin tek alt kiime
kiimenin kendisidir; formiil de 0! = 1 ile 1 verir.

|

Binom katsayilarinin en 6nemli 6zdesligi, binom teoreminin ispatinda gereksinim duyacagimiz Pascal
6zdegligidir. Bu 6zdesligin bir sayma yorumu vardir; ispati da toplama kuralina dayanir.

Lemma 5.1 (Pascal Ozdesligi). 1 < r < n icin
n+1 n
("7 =)+
r r—1 r
ispat.

n + 1 elemanh bir S kiimesi ve bunun belirli bir x elemani alalim. S’nin r elemanh alt kiimeleri iki
ayrik sinifa ayrilir: x’i igerenler ve icermeyenler. ©’i iceren bir alt kiime, S \ {z} kiimesinden segilen r —
1 elemanla belirlenir; S \ {x}’in n elemani oldugundan bunlar (,",) tanedir. z’i icermeyen bir alt kiime,
S\ {z}’inr elemanl bir alt kiimesidir; (") tane. Toplama kurali (Onerme 5.1) iki sayiy: toplar ve S nin
r elemanli alt kiimelerinin sayist olan ("1’1 ) 'yi verir.

Cebirsel dogrulama da kisadir:

r—1 r - -

() )= e ()
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satwr satwr toplami
n=0 1 20=1
n=1 1 1 2l 9
2
n=2 1 2 1 2%=4
3
n=3 1 3 3 1 2P=38
4
i @@
n=5 1 5 10 5 1 2° =32
n=6 1 6 15 20 15 6 1 20 = 64

C(n+1,r)=C(n,r-1) + C(n, r)
C(5,2)=C(4,1) +C(4,2) =4 +6 =10

Sekil 5.2: Pascal ii¢geninin 0'dan 6'ya kadar olan satirlari; n-inci satirda C(n, 0), ..., C(n, n) binom katsa-

yiulary durur. Pascal 6zdesligi her saywnin, bir iist satirda sol ve sag iistiindeki iki sayinin toplami oldugunu

soyler: vurgulu érnekte C(5,2) = C(4, 1) + C(4, 2) = 4 + 6 = 10. Sagdaki toplamlar, binom teoreminin a = x
= 1 halinden ¢ikan X, C(n, r) = 2" esitligini gosterir.

Tekrarli Permiitasyon ve Cok Terimli Katsay1

Permiitasyon formiilii nesnelerin birbirinden farkli oldugunu varsayar. Oysa GAZIANTEP sézciigiiniin
harflerini siralarken iki A harfi birbirinden ayirt edilemez; A’larin yerini degistirmek yeni bir sozciik
vermez. Bu tiir sayimlar icin formiilii diizeltmek gerekir.

Teorem 5.3 (Tekrarli Permiitasyon (Cok Terimli Katsay1)). n nesnenin r; tanesi birinci gesitten,
ro tanesi ikinci gesitten, ..., r), tanesi k-inci gesitten olsun; r{ + ro + --- + 1, = n. Ayni cesitten nesneler
birbirinden ayirt edilmesin. Bun nesnenin tiimiiniin bir siraya farkl dizilislerinin sayisi

( n ) n!
T4y Ty -y Tg rylrglr!

dir. Bu sayrya ¢ok terimli katsayt denir. k = 2 i¢in (m;ir) = (7)dir.
Ispat.
Aranan sayr N olsun. Ayni gesitten nesneleri gegici olarak etiketleyip birbirinden ayirt edilir kilalim: birinci
cesitten nesnelere 1, ..., 7, ikinci cesittekilere 1, ..., 74 etiketleri verilsin ve boyle devam edilsin. Artik n
farkly nesne vardir ve Teorem 5.1 geregi bunlarin n! siralanisi bulunur.
Etiketli siralaniglari s0yle de sayabiliriz: once etiketsiz bir siralanis se¢ilir (N bigimde); sonra bu siralanista
birinci ¢esidin kapladigi r, yere etiketler dagitilir (r,! bicimde), ikinci ¢esidin kapladigi ry yere etiketler
dagitilir (ry! bigimde), ..., k-inci gesidin ), yerine etiketler dagitilir (r},! bicimde). Her etiketli siralanis bu
yolla tam bir kez elde edilir: etiketler silinince hangi etiketsiz siralanistan geldigi, silinmeden dnce de her
cesit icinde etiketlerin nasiu dagitildig1 bellidir. Carpma kurali (Onerme 5.2)

nl=N-r{lrylr.!

verir; N gekilince istenen formiil ¢ikar.
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Ikinci bir yol formiilii kombinasyonlarla kurar. n yerden birinci geside ayrilacak ry yer (:1 ) bi¢imde segilir;
kalann — r, yerden ikinci ceside ayrilacak ro yer (n;:l ) bicimde secilir; bu boyle siirer ve sonunda kalan

r, yer k-inci geside verilir. Carpma kurali ve Teorem 5.2 ile

(n)(n—m) (rk) n! (n—ry)! ! n!
= . — :
Ty Ty T ril(n—r))! rl(n—ry—ry)l 7100 rlrgler,!

ara faktoriyeller ikiser ikiser sadelesir.
|

Ornek 5.2 (GAZIANTEP Sozciigiiniin Harfleri). (a) GAZIANTEP sozciigiindeki dokuz harfin tiimii
kullanilarak, anlamli olup olmadigina bakilmaksizin, ka¢ farkli sozciik yazilabilir?
(b) Bu harflerden yedi tanesi kullanilarak kag¢ farkli yedi harfli sdzciik yazilabilir?

Cozim.

GAZIANTEP sozctuglinde dokuz harf vardir: G, A, Z, I, A, N, T, E, P. A harfi iki kez gecer; Oteki yedi
harf (G, Z, 1, N, T, E, P) birer kez gecer.

(a) Dokuz nesnenin ikisi ayni ¢esittendir (A), kalan yedisi birer cesittir. Teorem 5.3 ile

9! 9! 362880

== = 181440.
2rararatarararnr 2 2

(b) Yedi harf secilip siralanacaktir. Harflerin tiimii farkli olsayd: yanit P(9,7) olurdu; ama iki A birbi-
rinden ayirt edilemediginden, secilen yedi harf arasinda ka¢ A bulunduguna gére durumlar: ayirmak
gerekir. U¢ durum birbirini dislar; toplama kuraliyla (Onerme 5.1) toplanir.

Iki A da kullanilir. Kalan bes harf, A disindaki yedi farkli harften secilir: (g) = 21 bi¢imde. Segilen yedi
harfin ikisi 6zdes oldugundan siralanis sayisi ;—: = 2520°dir. Bu durumdaki s6zciik sayis1 21 - 2520 =
52920.

Tam bir A kullanilir. A disindaki yedi harften altisi secilir: ((75) = 7 bigimde. Yedi harfin hepsi farklidir:
7! = 5040 siralanig. Bu durumdaki s6zciik sayst 7 - 5040 = 35280.

Hi¢ A kullanilmaz. A disindaki yedi harfin timi alinir: (;) =1 bicimde; 7! = 5040 siralans. Bu
durumdaki s6zciik say1st 5040.

Yedi harfli sozciiklerin sayis1

52920 + 35280 + 5040 = 93240

olur.

Cok terimli katsaymin ikinci yorumu, farkli nesneleri belirli bitytikliikte gruplara ayirmaktir: n nesneyi,
birincisinde r, ikincisinde 7, ... nesne olan k etiketli gruba b6lmenin yollarinin sayis: da (Tl’ﬁrk)’dir.
Nesneleri siraya dizip her birine grubunun etiketini yazinca bu yorum tekrarli permiitasyona doéniisiir.
Ornek 5.3 (Sekiz Ogretmen, Dort Okul). (a) 8 6gretmen 4 okula kac farkli bicimde yerlestirilebilir?
Bir okula istenildigi kadar 6gretmen verilebilir; bazi okullar bos kalabilir.

(b) Her okula tam 2 6gretmen diisecek bigimde kag farkli dagitim yapilabilir?

Cozim.

Ogretmenler de okullar da birbirinden farklidir; bir dagitim, her 6gretmenin hangi okula gittigini
sOyleyen bir listedir.

(a) Birinci 6gretmen i¢in 4 okul secenegi vardir; ikinci 6gretmen igin de, birincinin se¢iminden bagimsiz
olarak, 4 secenek; bu béyle siirer ve sekizinci 6gretmen icin de 4 secenek vardir. Carpma kurali (Onerme
5.2):

444 =48 = 65536.

(b) Ogretmenleri 1, ..., 8 diye numaralayalim. Bir dagitim, i-inci yerine i-inci dgretmenin okulunun
numarasi yazilmis sekiz uzunlugunda bir dizidir; her okula tam iki 6gretmen diiseceginden dizide
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1,2, 3, 4 etiketlerinin her biri tam iki kez geger. Boyle dizilerin sayisi, dordii ikigerli dort cesitten olusan
sekiz nesnenin tekrarli permiitasyon sayisidir (Teorem 5.3):

8 8! 40320
(2,2,2,2) C2l21212l 16 2520.

Aymni sonu¢ adim adim kombinasyonla da bulunur: birinci okulun iki 6gretmeni (3) = 28, ikincininki
kalan alt1 kisiden (g) = 15, ii¢iinciintiinki (g) = 6, dordunciininki (g) = 1 bicimde secilir; 28 - 15 -
6-1=2520.

Binom Teoremi

(™) sayilarina binom katsayis1 denmesinin nedeni, (@ + x)™ agiliminin katsayilar1 olmalaridir. Bu teorem
sayma dinyasiyla cebir diinyasini birbirine baglar ve ileride binom dagiliminin olasiliklarinin toplaminin
1 oldugunu gostermek icin gerekecektir.

Teorem 5.4 (Binom Teoremi). n=0,1,2,... vea,z € R (ya da C) i¢in

(1)

r=0

(@ +a)"

Ispat.

n iizerinde tiimevarim yapalim. n = 0 icin iki taraf da 1°dir; n = 1 icin sag taraf(é)a + (})m =a+
x olur.

Esitlik birn > 1 igin dogru olsun. O zaman

n

(a+z)""'=(a+z)(a+2)" = Z(Z)a”“”aﬂ + i(?)a””x’“.

r=0 r=0
Ikinci toplamda s = r + 1 yazalhim:
n n+1
Z(n)an—rxr-H — Z( n )an-&-l—sxs.
r s—1
r=0 s=1
Birinci toplamin r = 0 terimi a1, ikinci toplamin s = n + 1 terimi "t dir; geri kalan terimler 1 <

r < n icin birlestirilir:

(a + z)"*! :an+1+i[(:> i (Til)]anﬂfrl.r_i_mnﬂ.
r=1

Pascal 6zdesligi (Lemma 5.1) koseli parantezi (
de ayni bigime girer:

n+1 n+1) — (n+1

M ) yapar. ( b n+1) = 1 oldugundan uc terimler

n+1

(a+z)" = Z (n + 1)a"+1_’"x’".

r=0 r

Bu, n + 1 icin istenen esitliktir.

Ayni sonug bir sayma yorumuyla da goriiliir. (a + )" = (a + z)(a + z)---(a + x) carprmi agildiginda
her terim, n ¢arpanin her birinden a ya da x secilerek olusur. x’in tam r carpandan se¢ildigi terimlerin
her biri a™ " x" "ye esittir ve hangir ¢carpandan segilecegi (") bicimde belirlenir; katsaywnin (") olmasinin
nedeni budur.

|
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1 Binom teoreminin iki sonucu

a=z=1 ahmrsa Z (") =2" cikar: n elemanl bir kiimenin biitiin alt kiimelerinin sayisi

2™’dir; bu, 2q el esitliginin (Onerme 1.2) sayma ispatidir. @ =1, £ = —1 alirsa
Z:: o (=17 ( T) = 0 glkar (n > 1): eleman sayisi ¢ift olan alt kiimelerin sayisi, eleman sayisi tek olan

alt kiimelerin sayisina esittir; her ikisi de on—Ldjr,

Binom katsayisinin tanimindaki n yerine herhangi bir gercel say1 konabilir; formiildeki ¢carpim yine
anlamlidir.

Tanim 5.3 (Genellestirilmis Binom Katsayis1). a € Rvek =1,2,3, ... icin

(f) -sesblesgriacten (5

sayisina genellestirilmis binom katsayisi denir. « = n negatif olmayan bir tam say1 oldugunda k < n
icin bu say1 (7) ile akisir; k£ > n icin ¢arpanlardan biri (o — n = 0) sifir oldugundan (7 ) = 0 olur.

1 Genellestirilmis binom serisi

a€Rve| z| <1olanher z € Cigin

o0

wrr =S

k=0

dir. Bu, (1 + 2)“ fonksiyonunun Taylor ac¢ilimudir; ispati analizin konusudur ve burada yalnizca
ifadesi kullanilacaktr. | z

yakinsar. & = n negatif olmayan bir tam say1 oldugunda k > n terimleri sifirdir ve seri binom
teoremine indirgenir. o = —1icin () = (—1)* olur ve seri geometrik seriye, ﬁ = Zzio(—l)kzk
esitligine doner. Genel olarak n € N i¢in

(—kn) _ (_1)k(n—|—:—1)

dir (aligtirmalarda ispatlanacaktir); bu 6zdeslik negatif binom dagilimimin adinin kaynagidur.

Tekrarli Kombinasyon: Yildiz—Cubuk Yontemi

Kombinasyonda her nesne en ¢ok bir kez secilir. Ama bir pastaneden ii¢ cesit kurabiyeden yedi tane
alirken ayni ¢esitten birkag tane alabiliriz; sira 6nemsizdir, tekrar serbesttir. Ayni soru bagka kiliklarda da
karsimiza ¢ikar: x + y 4+ z = 7 denkleminin negatif olmayan tam say1 ¢6ziimlerini saymak, ya da 7 6zdes
nesneyi 3 farkli kutuya dagitmak. Ug sorunun yanit1 aynidir ve zarif bir kodlamayla bulunur.

Teorem 5.5 (Tekrarl1 Kombinasyon (Yildiz--Cubuk)). n > 1 ver > 0 tam sayular olsun.
(a) z, + T4 + -+ + x,, = r denkleminin negatif olmayan tam sayardaki (z; € {0,1,2,...}) ¢éziimlerinin

sayisi
(n—l—r—l) _ (n—l—r—l)
r N n—1
dir. Bu say1 ayni zamanda n gesit nesneden tekrara izin vererek r nesne segmenin ve r 6zdes nesneyin farkl
kutuya dagitmanin yollarinin sayisidir.

(b) r > n ise ayni denklemin pozitif tam sayilardaki (x; > 1) ¢éziimlerinin sayis (2:11) “dir.
ispat.

(a) Bir (x4, ...,x,,) ¢oziimiinii séyle kodlayalim: x, tane yildiz, bir cubuk, x, tane yildiz, bir ¢ubuk, ...,
bir ¢ubuk, x,, tane yildiz. Orneginn = 3, r = 7 i¢in (2,4, 1) ¢bziimii
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Kok | kk kx| K

dizisine, (0,7,0) ¢éziimii | * x *x x x % x | dizisine karsilik gelir. Dizide toplam r yudiz ve n — 1 ¢ubuk,
yanin + r — 1 simge vardiwr. Tersine, r yildiz ilen — 1 ¢ubuktan olusan her dizi tam bir ¢oziim belirler:
cubuklar diziyin parcaya béler vei-inci par¢adaki yildiz sayisi x, 'dir; bos parca x; = 0 demektir. Oyleyse
coziimler ile bu diziler arasinda birebir ve Orten bir esleme vardir. Boyle bir dizi, n + r — 1 yerden yildiz-
larin konacagi r yeri secmekle belirlenir; Teorem 5.2 ile (”*:71) bicimde. Cubuklarin yerlerini secmek de
ayni seydir: ("1771).

Oteki iki yorum dogrudan eslesir: n cesit nesneden tekrarlir nesne segmek, her cesitten kag tane alindigini
(x;) séylemektir; r 6zdes nesneyi n kutuya dagitmak, her kutuya kag nesne diistiigiinii séylemektir. Ikisi
dexy + - + z,, = r denkleminin negatif olmayan ¢oziimleriyle birebir eslesir.

(b) z;>1 kosulunu y, =x;,—12>0 donisumiyle kaldwalim. (z,...,x,) pozitif bir ¢oziimse
(Y15 -y Yn)s Y1 + - + Y, = r — n denkleminin negatif olmayan bir ¢éziimiidiir; tersine her boyle (y;)
dizisi x, =y, + 1 ile pozitif bir ¢oziim verir. Esleme birebir ve ortendir. (a) sikkiyla say:

(Y=o

olur.

* k| * x x x| * —ea

7 yildiz + 2 ¢ubuk = 9 yer C(9,7)=C(9,2) =36

Sekil 5.3: Yiuldiz—¢ubuk kodlamasi. x +y + z = 7 denkleminin her ¢oziimi, 7 yildiz ile 2 ¢ubuktan

olusan 9 simgelik bir diziye karsilik gelir: cubuklar diziyi ii¢ parcaya boler, her parcadaki yildiz sayisi bir

bilinmeyenin degeridir; bos parca 0 demektir. Dizi, 9 yerden yildizlarin (ya da cubuklarin) yerini segmekle
belirlenir, dolayisiyla ¢oziim sayist C(9, 7) = C(9, 2) = 36'dwr.

Ornek 5.4 (Bir Denklemin Céziim Sayis1). z,y,2 € {0,1,2,...} olmak iizere x + y + z = 7 denkle-
minin kag farkli ¢éziimii vardir? Coziimler pozitif tam sayilarla sinirlanirsa say1 ne olur?

Coziim.
n = 3 bilinmeyen, toplam r = 7. Teorem 5.5 (a) ile

(7T~ 2)- ()2

Dogrudan sayarak dogrulayalim: = k sabitlenince y 4+ z = 7 — k denkleminin 8 — k ¢6ziimii vardir
(y=0,1,...,7 — k ve z buna gore belirlenir). k = 0,1, ..., 7 izerinden toplam 8 + 7 + --- + 1 = 36.
Pozitif ¢6ziimler icin (b) sikka: (g:}) = (g) = 15.

|
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Ornek 5.5 (Sekiz Ozdes Beyaz Tahta). (a) 8 6zdes beyaz tahta 4 okul arasinda kac farkli bicimde
paylastirilabilir? Bir okul hi¢ tahta almayabilir.
(b) Her okul en az bir tahta alacaksa kag paylagtirma vardir?

Cozim.

Tahtalar 6zdes oldugundan bir paylastirma yalnizca her okula ka¢ tahta distigiyle, yani z; + x4 +
x5 + x, = 8 denkleminin bir ¢éziimiiyle belirlenir. Bu, 6gretmen érneginden (Ornek 5.3) temel bir
farktir: orada 6gretmenler birbirinden farkliydi ve kimin nereye gittigi 6nemliydi.

(a) Negatif olmayan ¢oziimler (Teorem 5.5):

(4+8—1) _ (11) _ (11) :11'10.92165.
8 8 3 6

(b) Pozitif ¢oziimler: (Zj) = (g) = 35. Ayni sonug s0yle de goriliir: once her okula birer tahta verilir,

kalan 4 6zdes tahta 4 okula serbestge dagitilir: (4+‘41*1> = (Z) = 35.
]

© Hangi formiil?

Bir sayma sorusunda iki sey sorulur: sira 6nemli mi ve tekrar var mi. n farkli nesneden r tanesi
icin yanitlar s6yle 6zetlenir:

sira onemli sira dnemsiz
tekrarsiz  P(n,r) = (nﬁ!rﬂ $\dbinom{n}{r}$
tekrarlh  n” $\dbinom{n+r-1}{r}$

Sol alt hiicre carpma kuralinin dogrudan sonucudur: r yerin her biri igin n secenek vardir (6gretmen
ornegindeki 4% gibi). Nesnelerin bir kismi 6zdegse ve tiimii siralaniyorsa tekrarli permiitasyon
(Teorem 5.3) devreye girer. Ugiincii bir soru, nesnelerin ayirt edilip edilmedigidir; asagidaki iki
ornek, bu soruya verilen yanitin sonucu nasil degistirdigini gosterir.

n farkli nesneden r tanesini secmek

tekrarl (iadeli) tekrarsiz (iadesiz)
s \ a
n" P(n, r) = n!/(n-r)!
carpma kurali permiitasyon
sira 6nemli
! n=3,r=2:9secim n=3,r=2:6secim
(sirah) aa ab ac ab ac ba
ba bb be becacb
cacb cc
. J . J
C(n+r-1,r1) C(n, r) = n!/(r!(n-r)!)
tekrarli kombinasyon kombinasyon
sira onemsiz
n=3,r=2:6secim n=3,r=2:3secim
(sirasiz) aa ab ac ab ac be
bb be cc
. J . J

Sekil 5.4: n farkli nesneden r tanesini se¢gmenin dort yolu. Siitunlar tekrara (iadeye) izin verilip
verilmedigini, satirlar siranin 6énemli olup olmadigini ayirir; her hiicrede sayma formilii ve a, b, ¢
nesnelerinden ikisinin secilmesi 6rnegi (n = 3, r = 2) vardir. Sirali secimler 9 ve 6, sirasiz segimler 6 ve
3 tanedir; sira 6nemsizlesince ab ile ba ayni1 se¢im sayilir, tekrar yasaklaninca aa gibi secimler diiser.
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Karma Sayma Problemleri

Gergek problemlerde kurallar tek bagina degil, birlikte kullanilir: durumlar toplama kuraliyla ayrilir, her
durum ¢arpma kurali ve kombinasyon formiilleriyle sayilir. Ayrica sorunun hangi diizenlemeleri “farkli”
saydig1, yani varsayimlar, sayimdan 6nce acikca belirlenmelidir.

Ornek 5.6 (Yedi Siyah ve Yedi Beyaz Top). 7 siyah ve 7 beyaz top, her kutuda ikiser top olacak bicimde
7 kutuya kag farkli bicimde dagitilabilir? Kutular birbirinden farkli (numarali), ayn1 renkli toplar 6zdes
kabul edilecektir.

Cozim.

Varsayimlar sayimi belirler: kutular numarali oldugundan hangi kutuda ne oldugu 6nemlidir; ayni
renkli toplar 6zdes oldugundan bir kutunun icerigi yalnizca renk bilesimiyle belirlenir. Her kutuda
iki top olacagindan bir kutunun igerigi u¢ tiirden biridir: iki siyah (SS), bir siyah bir beyaz (SB), iki
beyaz (BB).

Bir dagitim, i-inci kutudaki siyah top sayisi s; € {0, 1,2} olmak iizere (s, ..., s;) dizisiyle belirlenir;
kutudaki beyaz sayis1 2 — s, olarak kendiliginden bulunur. Toplam siyah sayis1 7 olmalidir: s; + --- +
s7 = 7. Bu durumda toplam beyaz sayis1 14 — 7 = 7 olur; ikinci kosul kendiliginden saglanir.

SS kutularimin sayisi a, SB kutularinin sayisi b, BB kutularinin sayisi ¢ olsun. O zaman

a+b+c=1, 2a+b="1.

Ikinci denklemden b = 7 — 2a, birinciden ¢ =7 —a — b = a cikar. b > 0 olmasi icin a < 3 gerekir;
olasi (a, b, ¢) tclilleri

(0,7,0), (1,5,1), (2,3,2), (3,1,3)

dir. Her ticli icin hangi kutularin SS, hangilerinin SB, hangilerinin BB olacagini se¢mek gerekir; bu, 7
kutunun a, b, c tane olacak bigcimde ti¢ ceside ayrilmasidir ve Teorem 5.3 ile #:c, bicimde yapilir:

(a,b,c) dagitim sayist
(0,7,0) g =1
(1,5,1)  ghg; =42
(2,3,2) 5k =210
(3,1,3)  grhg =140

Dort durum birbirini diglar; toplama kuraliyla
1+42+ 210 + 140 = 393

farkli dagitim vardur.
Varsayim degisirse sonu¢ degisir. 14 topun tiumi birbirinden farkli (6rnegin numaralr) sayilsaydi, 14

topu 7 numarali kutuya ikiser ikiser dagitmanin sayisi Teorem 5.3 ile 14 = 681080400 olurdu.

@7
||

Ornek 5.7 (Safari Turu). 9 kisi, kapasiteleri 2, 4 ve 5 yolcu olan 3 aracla safari turuna ¢ikacaktir ve biitiin
araclar kullanilacaktir. 9 kisi araclara kag farkli bicimde dagilabilir? Su varsayimlarla ¢éziiniiz: kisiler ve
araclar birbirinden farklidir; bir arag igindeki koltuklar ayirt edilmez, yalnizca kimin hangi aracta oldugu
onemlidir; “biitiin araglar kullanilacak” demek her aracta en az bir kisi bulunacak demektir.

Coziim.
Toplam kapasite 244 45 = 11 oldugundan iki koltuk bog kalacaktir. Araclardaki kisi sayilar
(nq,ny,ng) olsun;

ny +ng +n3 =9, 1<n; <2, 1<ny,<4, 1<n3<5.
ny =2 ise nyg+ng =7 olmaldir: (ny,ng) € {(2,5),(3,4),(4,3)}. n; =1 ise ny+ng =8:
(ng,n3) € {(3,5), (4,4)}. n; = 0 birinci arac1 bos birakacagindan diglanir. Bes dagilim bigimi vardir.
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Belirli bir (nq,n4,n4) icin 9 kisiyi araclara ayirmak, 9 kisiyi nq, ny, ng kisilik ¢ etiketli gruba

bolmektir; Teorem 5.3 ile n1+2'|ng, bi¢imde yapilir:
(nq,nq,n5) yolsayist
(2,2,5) Jrars; = 756
(2,3,4) oot = 1260
(2,4,3) ot = 1260
(1,3,5) ok = 504
(1,4,4) b = 630

Durumlar birbirini digladigindan toplama kuraliyla
756 + 1260 + 1260 + 504 + 630 = 4410

farkli yol vardir.

Varsayimlarin etkisi: “Her aragta en az bir kisi” kogulu kaldirilsaydi (0, 4, 5) durumu da eklenir (4,—? =
126) ve toplam 4536 olurdu. Koltuklar da ayirt edilseydi 11 farkhi koltuga 9 kisi P(11,9) = % =
19958400 bigimde oturur; bunlardan birinci araci bos birakanlar (iki bog koltugun ikisi de birinci
aragtadir ve 9 kisi kalan 9 koltuga 9! = 362880 bi¢cimde oturur) ¢ikarilinca 19595520 bulunurdu. Hangi
saymin dogru oldugu, sorunun hangi diizenlemeleri farkli saydigina baglidir; bu yiizden varsayimlar
bastan soylenmelidir.

]

9!

Laplace Uzayinda Olasilik Hesaplari

Sayma araclar1 hazir olduguna gére boliimiin basindaki amaca donebiliriz. Laplace uzayinda (Tanim 4.1)
bir olayn olasiligl, olayin ve érnek uzayimn eleman sayilarinin oranidir (Onerme 4.2); iki say1 da artik bu
bolimiin formiilleriyle bulunur. Dikkat edilecek tek nokta, 6rnek uzayi biitiin sonuglar: esit olasilikl
kilacak bicimde se¢mektir: iki zarin toplamini sayarken {2, ..., 12} kiimesi esit olasilikli degildir, ama
sirali ikililerin kiimesi esit olasiliklidur.

Ornek 5.8 (Sayma ile Olasilik Hesaplar1). (a) Iki zar atiliyor. Uste gelen sayilarin toplaminin 7 olma
olasilig1 nedir?

(b) 10 kisilik bir topluluktan rastgele 5 kisilik bir komite seciliyor. Topluluktaki belirli iki kisinin ikisinin
de komitede olma olasilig1 nedir? Yalnizca birinin komitede olma olasilig1? Hi¢birinin olmama olasilig1?
(c) (Dogum giinii problemi) Bir odada n kigi vardir. Yilin 365 ginii oldugunu ve n kisinin dogum giinle-
rinden olugan 365" sirali listenin her birinin esit olasilikli oldugunu varsayalim. En az iki kiginin dogum
giiniiniin ayn1 olma olasiligini bulunuz; n = 23 i¢in hesaplayimiz.

Coziim.
Ug deneyde de sonuglar sonlu ve esit olasiliklidir; Laplace formiilii (Onerme 4.2) P(A) =| A | /| Q|
kullanilir.

@ Q={(4):14,5€{1,...,6}}; carpma kuraliyla | Q | = 6 - 6 = 36 ve zarlar hilesizse her siral ikili
esit olasiliklidir. Toplami 7 yapan ikililer

(1,6), (2,5), (3,4), (4,3),(5,2), (6,1)

olmak iizere alt1 tanedir. Oyleyse

6
P(toplam 7) = 36 =

| =

(b) €, 10 kisinin 5 elemanli alt kiimelerinin kiimesidir: | Q | = (150) = 252; rastgele secim her alt

kiimeyi esit olasilikli kilar. Belirli iki kisiye A ve B diyelim.
Ikisi de komitede. A ve B komitede olduguna gore kalan 3 iiye teki 8 kisiden segilir: (g) = 56 komite.

Olasilik % = %.
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Yalnizca biri komitede. A'min olup B’nin olmadig1 komitelerde A alinir, kalan 4 {iye B disindaki 8 kisiden
secilir: () = 70. B'nin olup A'nin olmadig1 komiteler de 70 tanedir. Iki durum ayrik oldugundan
toplama kuraliyla 140 komite; olasilik égg = g.

Higbiri komltede degll 5 iyenin timi 6teki 8 kisiden secilir: ( ) = 56; olasilik 25562 = %.
Saglama: 2 5 —I— + 2 5 = 1; tic olay {2’nin bir parcalanigidir.

()2 n k1§.1n1n dogum giinlerinin siral listelerinin kiimesidir: Q = {1, ...,365}" ve carpma kuraliyla
| Q| = 365™; varsayim geregi her liste esit olasiiklidir. A, en az iki kisinin dogum giiniiniin aymn
olmasi olay1 olsun. Dogrudan saymak zordur; tiimleyeni saymak kolaydir. A€, biitiin dogum giinlerinin
farkli olmasi olayidir ve eleman sayisi 365 giinden n tanesinin sirali se¢imidir: P(365,7n) = 365 -

364---(365 — n + 1). Teorem 3.1 ile

. 364 _ 1 n_l ;
P(A):1—P(AC):1—365 36 3(6356n5 n+ ):1_H<1—L)-
=0

n > 365 i¢in 365 - 364---(365 — n + 1) carpiminda 365 — 365 = 0 carpamu yer aldigindan pay sifirdir
ve P(A) = 1 olur: 366 kisi arasinda ¢akigma kesindir. n = 23 i¢in ¢arpim 0, 4927 verir; dolayisiyla

P(A) ~ 1—0,4927 = 0,5073.

Yani yalnizca 23 kisilik bir odada en az iki kiginin dogum giintiniin ¢akigmasi, ¢akismamasimdan daha
olasidir. Birkag deger daha: n = 10 igin P(A) ~ 0,117; n = 30 i¢in 0, 706; n = 50 i¢in 0, 970.
|

Esit olasilikli 6rnek uzay secilmelidir

Laplace formilii ancak ©'nin her noktas: esit olasilikliysa gegerlidir. (a) sikkinda “toplam 7 olur
ya da olmaz, iki sonug, olasilik %” demek yanlistir; iki sonug esit olasilikli degildir. Ayni bicimde
(b) sikkinda komiteleri sirali 5-liler olarak da sayabilirdik (| © | = P(10,5) = 30240); pay da sirali
sayildig1 siirece (P(5,2) - P(8,3) tiirlinden) oran degismez. Onemli olan, pay ile paydanin ayni
tiirden nesneleri saymasidir.

Alistirmalar

Alistirma 5.1 (Sayma Teknikleri). (a) 5 kisi bir siraya kag farkli bicimde oturabilir? Belirli iki kisinin
yan yana oturdugu dizilis sayis1 kagtir?

(b) MATEMATIK sézciigiiniin harflerinin tiimii kullamilarak kag farkl sozciik yazilabilir?

(c) z; + 4 + x5 + 4, = 10 denkleminin negatif olmayan tam say1 ¢6ziimlerinin sayisin1 bulunuz. Her
x; > 2 kogulu altinda ¢6ziim sayis1 kagtir?

(d) (2z — y)5 aciliminda 2%y? teriminin katsayisini bulunuz.

(e) Bir torbada 5 kirmizi, 4 mavi top vardir; rastgele 3 top cekiliyor. Uciiniin de kirmizi olma olasiligi ile
tam ikisinin kirmizi olma olasiligini bulunuz.

(f) Uc zar atlhyor Ug zarm da farkli say1 gosterme olasiligi nedir?

@®) () ve (1/ ) genellestirilmis binom katsayilarini hesaplaymiz; n € N icin (7*) = (—1)* ("'Hk“l)
e§itligini gosteriniz.

Cozim.

(a) 5! = 120 dizilis vardir (Teorem 5.1). Yan yana oturacak iki kisiyi tek bir blok sayalim: 4 nesne (3
kisi ve blok) 4! = 24 bigimde dizilir, blok i¢inde iki kisi 2! = 2 bi¢imde siralanir; ¢arpma kuraliyla 24 -
2 =48.

(b) MATEMATIK dokuz harflidir: M, A, T ikiser kez; E, I, K birer kez. Teorem 5.3 ile =7 g: 5T = @ =
45360.

(¢) Teorem 5.5 (a) ile (**107") = (1) = 286. z > 2 k0§ulu i¢in y; = x; — 2 > 0 konursa y; + yy +
Y3 + Y, = 2 denklemi elde edilir: (**27! ) =

(d) Binom teoremi (Teorem 5.4) ile (2x — ) Z ( )(22)° " (—y)". x?y? terimi r = 3’e karsihk
gelir: (5)-2%-(—=1)3=10-4- (1) = —40.
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e ]| ]= (9) = 84. Ucii kirmuzr: ( ) = 10 cekilis, olasilik 10 42 Tam ikisi kirmizi: iki kirmizi
(g) = 10, bir mavi (‘11) = 4 bigimde secilir; carpma kuraliyla 40 cekilis, olasilik =¢ 40 10

()| Q | = 63 = 216. Ugii farkls: birinci zar iin 6, ikincisi icin 5, iigiinciisii icin 4 deger P(6 3) = 120;
olasilik === 120 2 o

@® (5 ) 2% =24 — _4ve (1/2) () —2. Genel olarak paydaki k carpanin her

6
birinden —1 d1§ar1 alinir:

(—n)(—n—1)(—n—k+1) nn+1)-(n+k—1) (n+k—1)! n+k—1
): k! = (-1 k! =05y (n—1)! :(_1)k( k )
[

Sayma araclar1 elimizde olduguna gore, bir olayin gergeklestigi bilgisinin 6teki olaylarin olasiligini nasil
degistirdigine gecebiliriz: Kosullu Olasilik, Toplam Olasilik ve Bayes Teoremi.
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6.1

6. Kosullu Olasilik, Toplam Olasilik ve
Bayes Teoremi

Sayma Teknikleri bolimiinde Laplace uzayinda olasilik hesabini uygun durumlarin sayilmasima indirge-
dik. Bu béliimde yeni bir soru soruyoruz: deney hakkinda kismi bir bilgi edinildiginde olasiliklar
nasil degisir? ki zar atildigini ve toplamin 4’ten biiyiik oldugunu 6grendigimizi diisiinelim. Bu bilgi,
toplamin ¢ift olma olasiligini degistirir mi? Hesabin yeniden yapilmasi gerekir: toplami 4 ya da daha kiiciik
olan sonuglar artik olanaksizdir; olasilik, geriye kalan sonuclar arasinda hesaplanmalidir.

Bu “yeniden hesap” fikrini kesinlestiren kavram kosullu olasiliktir. Once tanimi verecegiz ve B olay1
sabit tutuldugunda A  P(A | B) eslemesinin kendi basina bir olasilik dl¢iisii oldugunu gosterecegiz;
boylece olasilik 6l¢iileri icin bildigimiz her 6zellik kosullu olasiliklar icin de gegerli olacak. Ardindan
tanimu tersine gevirip kesigimin olasiligini kosullu olasiliklarin ¢carpimi olarak yazan ¢arpma teoremini
ispatlayacagz.

Boliimiin ikinci yarisinda 6rnek uzayi parcalara ayirip bir olayin olasiligini parcalar tizerinden toplayan
toplam olasilik formiiliinii ve “sonug¢ gozlendiginde nedenin olasiligi’n1 veren Bayes teoremini ele
alacagiz. Bayes teoremi, olasilik teorisinin giindelik sezgiyle en c¢ok catistigi yerlerden biridir; bunu
bolimiin sonundaki tibbi test 6rneginde acikca gorecegiz.

Kosullu Olasilik

Once fikri Laplace uzayinda (Tanim 4.1) yakalayalim.  sonlu ve biitiin sonuglar esit olasilikli olsun.
B olaymin gerceklestigini 6grendigimizde B’nin digindaki sonuclar elenir; artik olabilecek sonuglarin
kiimesi B’dir. Bu bilgi altinda A olayi, ancak A N B’deki bir sonug gerceklesmisse gerceklesir. Oyleyse
“B biliniyorken A’nin olasilif1” i¢in dogal aday, uygun durumlarin yeni érnek uzaydaki payidir:

n(ANB) n(ANB)/n(Q) P(ANB)
n(B) — n(B)/n(Q) —  P(B)

Sagdaki ifade yalnizca olasiliklar: igerir; sayma yapilamayan uzaylarda da anlamlidir. Genel tanimi bu
ifadeyle veriyoruz.

Tanmim 6.1 (Kosullu Olasilik). (2, U, P) bir olasilik uzayi, B € U ve P(B) > 0 olsun. A € U olay1i¢in

P(AN B)

P(A|B) = =55

sayismna A olaymin B olayina gore kosullu olasilig: ya da B olay: biliniyorken A olayinin
gerceklesme olasilig: denir.

Tamimda P(B) > 0 kosulu zorunludur; P(B) = 0 olan bir olaya gére kosullu olasiik tanimlanmaz.
Gosterim olarak her zaman P(A | B) yazacagiz; egik cizgili P(A/B) yazimu bélme izlenimi verdiginden
kullanilmaz. Dik ¢izginin ters bolityle karistirilmamasi da ayrica 6nemlidir.
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Ornek uzay Q Yeni 6rnek uzay: B
Q
B
A B
B biliniyor
>
Q yerine B
P(A) = alan(A) / alan(Q) P(A | B) = P(A n B)/ P(B)
A'nin Q igindeki payt = alan(A n B) / alan(B): pay: B'ye gore

Sekil 6.1: Kosullu olasilik, 6rnek uzayin daraltilmasidir. Solda A ve B olaylar1 Q iginde durur; Bagik, An B

koyu renkle taranmustir ve P(A), A'min Q i¢indeki payidir. Bnin gerceklestigi 6grenilince Q'nin B disindaki

kismui elenir ve sagda B yeni 6rnek uzay olur; A artik ancak A n B tizerinden gergeklesebilir. P(A | B) = (A
n B) / P(B) bolmesi, olasiliklar1 Bnin toplami 1 olacak bi¢imde yeniden dlgekler.

Kosullu olasilik ile fark kiimesinin olasilig1 ayni sey degildir

P(A | B) ifadesi kosullu olasiligi, P(A\ B) ifadesi ise fark kiimesinin olasiliini gosterir.
Bunlar birbirinden biitiiniiyle farkli sayilardir:

(AN B)

P(A|B)=PP(B) ,  P(A\B)=P(ANB°) = P(A)— P(AN B).

Diizgiin bir zar atilsin; A = {1,2,3} ve B = {2, 3,4} olsun. AN B = {2, 3} oldugundan

2/6 2 1
PA|B)===== P(A\ B)=P({1}) = =
(1B =32 =5 PA\B)=P(1}) =
bulunur. flki “zar 2, 3 ya da 4 geldiyse 3 ya da daha kiiciik olma olasilig1”dir; ikincisi “zarmn A’da olup
B’de olmama olasilig1”dir. Dik ¢izgi | ile ters bélii \ birbirine karigtirllmamalidir.

Tanimdan hemen c¢ikan birkag¢ gézlem:

« Tanim, P(AN B) = P(B) P(A | B) bigiminde de yazlabilir. Bu yazim, kesigimin olasiligini hesapla-
manin en sik kullanilan yoludur ve birazdan ¢arpma teoremine genellesecektir.

« ANB=gise P(A| B) = 0’dur: B gerceklestiyse B ile ayrik bir olay gerceklesemez.

« BC Aise AN B = Boldugundan P(A | B) = 1’dir; 6zel olarak P(Q2 | B) = P(B | B) = 1.

« Laplace uzaymda Onerme 4.2 geregi P(A | B) = n(nf(ng’) "dir; yani kosullu olasilik, 6rnek uzay1 B’ye

daraltip yeniden saymaktan ibarettir.

6.1.1 Kosullu Olasilik Bir Olasilik Ol¢iisiidiir

B sabit tutuldugunda A - P(A | B) eslemesi, U iizerinde taniml yeni bir fonksiyondur. Bu fonksiyonun
bir olasilik 6l¢iisii oldugunu gostermek istiyoruz. Bunu neden istiyoruz? Ciinkii olasilik dlciileri igin
ispatladigimiz her sonug (tiimleyen kurali, toplama kurali, Boole esitsizligi, siireklilik) o zaman kosullu
olasiliklar i¢in de yeniden ispat gerektirmeden gecerli olur.

Teorem 6.1 (Kosullu Olasilik Bir Olasilik Ol¢iisiidiir). (Q, %, P) bir olasilik uzay, B € U ve P(B) >
0 olsun.
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P(-|B): U - R, A|—>P(A|B):%

fonksiyonu U o-cebiri iizerinde bir olasilik 6l¢iisiidiir.

Ispat.

Tanim 3.1'ndaki ii¢ aksiyomu dogrulayacagiz. Once fonksiyonun iyi tamiml olduguna dikkat edelim:
A, B € U ise U kesisime kapali oldugundan (Teorem 2.1) AN B € U dur; dolayisiyla P(A N B) tamm-
lidir ve P(B) > 0 oldugundan bélme yapilabilir.

(A1) Negatif olmama. Her A € U i¢cin P(AN B) > 0 ve P(B) > 0 oldugundan

P(ANB
P(A|B) = % >0
olur.
(A2) Normlama. Q) N B = B oldugundan
_P(QNB) P(B)
PRIB="pE ~PB) !

bulunur.
(A3) Sayilabilir toplamsallik. A, A, ... € U ikiser ikiser ayrik olaylar olsun. Her n i¢cin A, N B €
U dur ve bu kiimeler de ikiser ikiser ayriktir: n = m igin

(A,NB)N(A,,NB)CA,NA, =
Kesisimin birlesim iizerine dagilma ozelliginden
(UAn)mBz J@,nB)
n=1 n=1

yazilir. Simdi P icin (A3) uygulanabilir:

o0 P UZ‘;A NB P(U~,(4,nB)
p(0)a.]p)- 2 i )P (Um0 ?)

>0 P(A, °°PAmB >
- 505 ; (B ZP A, | B).

Son adimda yakinsak bir seriyi sabit bir sayrya bélmenin terim terim yapuabildigini kullandik. Ug aksiyom
da saglandigindan P( - | B) bir olasilik olgiisiidiir.
|

1 Olasilik dlciisiiniin her 6zelligi kosullu olasiliga aktarilir

Teorem 6.1 sayesinde Teorem 3.1, Teorem 3.2, Teorem 3.4 ve Teorem 3.5, P yerine P( - | B) konularak
aynen kullanilabilir. Ornegin P(B) > 0 olan her B ve her A, C € U igin

P(A°|B)=1-P(A|B), P(AUC|B)=P(A|B)+P(C|B)—P(ANC|B)

ve A C Cise P(A| B) < P(C | B) olur. Bunlarin hi¢birini yeniden ispatlamak gerekmez.

Kosullu Olasilik Uzay:

Kosullu olasiliga ikinci bir gozle de bakilabilir: 6rnek uzay: {2’dan B’ye daraltmak. Bunun i¢in B’nin alt
kiimelerinden olusan bir o-cebir ve bu o-cebir iizerinde bir olasilik 6l¢iisii gerekir. Dogal adaylar

Up={ANB:AclU}
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smifi ile C € Uy icin Pz(C) = P(C)/P(B) olcusudiir. U, U’daki olaylarin B’ye “izleri”nden olusur;
U’da olup B’nin icinde kalan kiimelerin siifina esittir. Gergekten C € & ve C C Bise C =CNB €
Ug; tersine A N B hem U’dadir hem de B’nin alt kiimesidir.

Teorem 6.2 (Kosullu Olasilik Uzay1). (Q,U, P) bir olasilik uzayi, B € U ve P(B) > 0 olsun. Ug =
{ANB:AeclU} ve

P(C

olmak iizere (B, Ug, Py) bir olasilik uzayidir. Ayrica her A € U i¢in Ps(AN B) = P(A | B)dir.

Ispat.

Tanim 3.2'na gore g sey gosterilmelidir: B # @&, Uy’ nin B iizerinde bir o-cebir oldugu ve Pg’nin Uy
iizerinde bir olasilik ol¢iisii oldugu. Son adimda da teoremin ikinci iddiasini dogrulayacagiz.

Adim 1: B #+ . Teorem 3.1 geregi P(&) = 0°dir; oysa P(B) > 0. Oyleyse B #+ &.

Adum 2: U g bir o-cebirdir. Uy, U 'nun B iizerindeki iz o-cebiridir; bunun bir o-cebir oldugu Onerme
2.4'nde gosterilmisti. Kisaca hatirlatalim. B = QN B ve Q € U oldugundan B € Ug’dir C = AN B €
Ug ise C’nin B’ye gore tiimleyeni

B\C=BnN(ANB)*=BnN(A°UB°) = A°NB

olur ve A° € U oldugundan B\ C € Ug’dir. Son olarak C,, = A, "B € Uy (n = 1,2, ...) ise
e, = ( L 4, )m B
n=1 n=1

ve Un A, € U oldugundan Un C,, € Ug’dir. Boylece Tanim 2.2'in ii¢ kosulu saglanir.

Adim 3: Pg bir olasilik él¢iisiidiir. Once Py iyi tammhdir: C = AN B € Uy ise C € U dur, dolay1-
siyla P(C') tanimhdr. Simdi aksiyomlar:

(i) Her C € Ug i¢in P(C) > 0 ve P(B) > 0 oldugundan Pz(C) = P(C)/P(B) > 0.

(ii) B, bu uzaywn érnek uzayidir ve Pg(B) = P(B)/P(B) =1

(iii) C}, Gy, ... € Up ikiser ikiser ayrik olsun. Adim 2 geregi Un C,, € Ug’dir. Her C,, ayni zamanda U ’da
oldugundan P icin (A3) uygulanir:

oo C [ 00
P (UG )= UGl Z“ =ZP<C"=ZPB<Cn>~

- P(B) = P(B) =
Demek ki (B, Up, Pg) bir olasilik uzayidir.
Adim 4: Kosullu olasilikla bag. A € U icin AN B € Ug ve
P(AN B)
Py;(ANB ————~=P(A|B
olur.
|

Iki bakis acis1 ayni bilgiyi tagir. P( - | B) élciisii  {izerinde tanimlidir ve B’nin digina sifir olasilik verir;
Py ise dogrudan B iizerinde tanimhidir. “B olay1 gergeklesti” bilgisi, olasilik uzayini B’ye daraltmak ve
olasiliklar1 P(B) ile bolerek yeniden 1’e dlgeklemek demektir.

Ornekler

Ornek 6.1 (Toplam1 Dértten Bityiik Olan Iki Zar). Iki diizgiin zar atiliyor. Uste gelen sayilarin
toplaminin 4’ten bityiik oldugu biliniyorsa, toplamin ¢ift say1 olmas: olasilig nedir?

Coziim.
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6.1 Kosullu Olasilik 85

Ornek uzay Q = {(z,y) : z,y € {1,2,3,4,5,6}} ve n(Q) = 36°dur; zarlar diizgiin oldugundan bu bir
Laplace uzayidir. A toplamin 4’ten biiyiik olmasi, B toplamun ¢ift olmasi olay1 olsun. Aranan olasilik
P(B| A)dur.
Once A’y1 sayalim. Toplami en ¢ok 4 olan sonuclar

AC = {(1’ 1>7 <17 2), (Zv 1)’ (17 3), (27 2)? (3, 1>}
olup n(A°) = 6; dolayisiyla n(A) = 30 ve P(A) = 23 = 2’dur.

=3
Simdi A N B’yi, yani toplam1 4’ten bityiik ve ¢ift olan sonugclar: sayalim. Olasi toplamlar 6, 8, 10, 12’dir:

toplam  sonuclar say1
6 (1,5),(2,4),(3,3),(4,2),(5,1) 5
8 (2,6),(3,5),(4,4),(5,3),(6,2) 5
10 (4,6),(5,5),(6,4) 3
12 (6,6) 1

Toplam n(A N B) = 14 ve P(AN B) = 35. Tanim 6.1 geregi
P(ANB) 14/36 14 7

P(B|4) = P(A)  30/36 30 15

Ayni sonug, 6rnek uzay1 A’ya daraltarak da goriiliir: A’daki 30 sonucun 14’1 ¢ift toplamlidur, % = 1—75
Sonucu kosulsuz olasilikla kargilagtiralim: 36 sonucun 18’i ¢ift toplaml oldugundan P(B) =
%’dir. Bilgi, olasilig1 %’den % ~ 0,467’ye diisiirmiistiir. Nedeni sudur: elenen 6 sonucun 4’ii

((1,1),(1,3),(2,2), (3,1)) cift toplamliydy; eleme, ¢ift toplamlari tek toplamlardan daha ¢ok azaltmgtir.
|

Ornek 6.2 (Béliinebilme). 1’den 100’e kadar olan tam sayilardan biri rastgele seciliyor. Secilen sayinin
2 ile bolinebildigi biliniyorsa, 3 veya 5 ile boliinebilmesi olasiligini bulunuz.

Cozim.

Q= {1,2,...,100} bir Laplace uzayidir. A,, A5 ve A; sirasiyla secilen sayin 2, 3 ve 5 ile béliinebil-
mesi olaylar1 olsun. Aranan olasihik P(A; U Ay | A,)’dir.

Ay ={2,4,...,100} oldugundan n(A,) = 50 ve P(A,) = 2} diir. Kesisimin birlesim iizerine dagil-
masiyla

(A3 UAs5) N Ay = (Ay; N Ag) U (Ay N A;g)
yazilir; toplama kurali (Teorem 3.2) ile
P ((A3UA5)NAy )= P(A;NAg) + P(A;NA;) — P(A; N AN Aj).

Buradaki olaylar sirasiyla 6 ile, 10 ile ve 30 ile boliinebilme olaylaridir. 1 ile 100 arasinda 6’nin
[100/6] = 16, 10’un 10 ve 30’un 3 kat1 vardir. Oyleyse

P((A;UA)NA A8y 103 93
P(A3UA5|A2): (( 3P<A25)) 2):10 3 _%

Ayni1 hesabi Teorem 6.1'un goziiyle de yapabiliriz: P( - | Ay) bir olasilik él¢iisii oldugundan toplama
kurali ona dogrudan uygulanir,

16 10 3 23
P(A3UA5|A2):P(A3|A2)+P(A5|A2)_P(A30A5‘A2):%+%_%:%~

Burada P(A; | A,) = ”(;?(fj?‘) = 18 ve otekiler de aym bicimde hesaplanmustir.
|
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Ornek 6.3 (iki Dersten Basarisizlik). Bir siniftaki 6grencilerin %45°i Istatistik, %35’i Bilgisayar ve
%251 hem Istatistik hem de Bilgisayar dersinde basarisizdir. Rastgele segilen bir 6grencinin

a) Bilgisayardan basarisiz oldugu biliniyorsa Istatistikten de basarisiz olma,

b) Istatistikten basarisiz oldugu biliniyorsa Bilgisayardan da basarisiz olma,

¢) bu iki dersten en az birinden basarisiz olma

olasiligini bulunuz.

Cozim.
I Istatistikten, B Bilgisayardan basarisiz olma olay1 olsun. Verilenler

P(I)=0,45, P(B)=0,35, P(INB)=0,25.
2

_ PUINB) _ 0,25 _ 25 _ 5
D) T RE B
b)PB|I)="F7 =5 =3 =53

c) Toplama kurali (Teorem 3.2) ile
P(IUB)=P(I)+P(B)—P(INB)=0,45+0,35—0,25=0,55.
(a) ile (b) siklariin farkl ¢iktigina dikkat edelim: P(I | B) # P(B | I). Kosullu olasilik, kogulun

yoniine baghdir; pay her ikisinde de P(I N B)’dir ama payda kosul olayina gére degisir.
|

Carpma Teoremi

Kosullu olasiligin tanimi P(A N B) = P(B) P(A | B) bigiminde yazildiginda bir hesap aracina doniigiir.
Art arda yapilan deneylerde kosullu olasiliklar ¢cogu zaman dogrudan bilinir: bir torbadan ilk top siyah
cekildiyse ikincinin siyah ¢ikma olasilig1, torbanin yeni iceriginden hemen okunur. Kesigimin olasiligia
bu yoldan ulagmak, sayma yapmaktan daha kolaydir. Ug olay icin bu fikir

P(A;NA;NA3) = P(A) P(Ay | A) P(Ag | A N Ay)
esitligini verir; genel hali asagidaki teoremdir.
Teorem 6.3 (Carpma Teoremi). (Q,U, P) bir olasilik uzayi ve A;, A,, ..., A,, € U (n > 2) olaylan
P(Ai;NnA,Nn-+NA,_;)>0

kosulunu saglasin. O zaman
P (ﬂ A; ) = P(A;) P(4; | Ay) P(A3 | AN AQ)“'P(An | Ay N4 NN An—l)
i=1

olur.
I'“spat.
Once sag taraftaki kosullu olasiliklarin hepsinin tanimh oldugunu gorelim. 1 < k < n — 1 igin
AN-NA,2A N-—NA,_;
oldugundan, olasiligin monotonlugu (Teorem 3.1) geregi
PA,Nn-NA,)>PA N-NA,_1)>0

olur. Yani her kosul olayinin olasilig pozitiftir.
Simdin iizerinde tiimevarim yapalim.
Temel adim (n = 2). P(A;) > 0 oldugundan Tanim 6.1 geregi

P(AINA .
Py A) = DO i p(a 0 A) = P4 P4, | A)).
P(A,)
Titmevarim adimu. n > 3 olsun ve teoremin n — 1 olay i¢in dogru oldugunu varsayalim: P(B; N---N
B,,_5) > 0 kosulunu saglayan her By, ..., B, _; i¢in
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P(Bl RS mBn—1) = P(B1)P(Bz | Bl)'"P(Bn—l ‘ B1 AR an—z)-

Ay, .., A, olaylant P(A; NN A,,_;) > 0 kosulunu saglasin. C = A, N--N A, _; diyelim; P(C) >
0°dir. Temel adimi C' ve A,, olaylarina uygularsak

P (@Ai ) =P(CNA,) =PQC)P(A,|C).

Ote yandan A4, ..., A,,_; olaylann P(A; NN A,_5) > P(C) > 0 kosulunu sagladigindan tiimevarim
varsayimi bunlara uygulanir:

P(C)=P(A; N-NA, ;)=P(A)P(Ay | A))P(A,_1 | A N+NA, ).

Bu ifadeyi bir onceki esitlikte yerine koyunca
P (ﬂ A; ) = P(A;) P(4, | A1)"'P(An—1 | AN An—2)P(An | Ay NN An—l)
i=1

elde edilir. Tiimevarim ilkesi geregi esitlik her n > 2 icin dogrudur.
]

Teoremde olaylarin yazilig siras1 6nemli degildir: ilk » — 1 olaymn kesisiminin olasihig1 pozitif kaldig:
stirece teorem A, ..., A, 'nin herhangi bir siralanigina uygulanabilir. Uygulamada bu sira deneyin zaman
strasidir: 6nce ilk gekilis, ardindan ilkin sonucu biliniyorken ikinci ¢ekilis, sonra ti¢tinciisii.

Ornek 6.4 (Iadesiz Ug Siyah Top). Bir torbada 3 siyah ve 5 beyaz top vardir. fadesiz olarak art arda 3
top ¢ekiliyor. Cekilen ti¢ topun da siyah olmasi olasilig1 nedir?

Cozim.
S;, i-inci ¢ekilen topun siyah olmast olayi olsun (¢ = 1,2, 3). Aranan olasiik P(S; NS, N Sy) tir.
Kosullu olasiliklar torbanin igeriginden okunur:

« {lk cekiliste 8 topun 3’ii siyahtir: P(S;) = 3.
« Ilk top siyah cekildiyse torbada 2 siyah, 5 beyaz olmak iizere 7 top kalr: P(S, | S;) = 2.
« Tlk iki top siyah cekildiyse torbada 1 siyah, 5 beyaz olmak iizere 6 top kalir: P(S5 | S; N .S,) = ¢.

P(S; NS, = % . % = 2—38 > 0 oldugundan Teorem 6.3 uygulanabilir:

P(5; N8N 83) = P(S) P(Sy | S1) P(S3 | S1N8) =25 = e

Sonucu sayarak dogrulayalim. fadesiz ii¢ gekiliste 8 - 7 - 6 sirali sonug esit olasiliklidir ve her sirasiz iiglii
bunlardan 3! = 6 tanesine kargilik gelir; 6yleyse sirasiz ticliiller de esit olasiliklidir. Sira gozetilmeden
8 toptan 3’iinlin secilmesi (g) = 56 yolla olur (Teorem 5.2); ti¢liniin de siyah olmasi i¢in 3 siyah
topun tamamu se¢ilmelidir, bu (g) = 1 yolla olur. Laplace formiilii (Onerme 4.2) yine % verir. Carpma
teoremi, sayma yapmadan ayni sonuca daha kisa yoldan ulastirmistir.

|

Sonlu Parcalanma ve Toplam Olasilik Formiilii

Bir olayn olasiligini dogrudan hesaplamak ¢ogu zaman giictiir; ama deneyin hangi “durumda” oldugu
bilindiginde hesap kolaylasir. Hangi torbanin secildigi bilinirse beyaz top ¢ekme olasiligi hemen yazilir;
hangi paranin cekildigi bilinirse dort kez yazi gelme olasiligi hemen yazilir. Toplam olasilik formiili,
bu kosullu olasiliklar1 durumlarin olasiliklariyla agirliklandirip toplar. Once “durumlar”in ne oldugunu
kesinlegtirelim.

Tanim 6.2 (Ornek Uzayin Sonlu Parcalanmasi). (Q, 2, P) bir olasihik uzayi ve A;, A,, ..., A, € U
olsun. Eger

(@) heri=1,2,...,nicin P(4;) >0,

(b)1 <i<j<nigin A; N A; = (olaylar ikiser ikiser ayrik),
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(c)AUA,U-—-UA, =0
ise A;, Ay, ..., A, olaylarina Q 6rnek uzayinin bir sonlu parcalanmasi denir.

Parcalanmanin her w € €2 sonucunu tam olarak bir A,’ye koyduguna dikkat edelim: (c) geregi en az birine,
(b) geregi en cok birine diiger. Ayrica sonlu toplamsallik (Teorem 3.1) geregi

zn:P(Ai) :P(QAi):P(Q) =1

olur. En basit parcalanma, 0 < P(B) < 1 olan bir B olayi i¢in { B, B°} ikilisidir. Ayn1 tanim, sayilabilir
sonsuz bir A;, A, ... ailesi i¢in de kelimesi kelimesine kurulur ve asagidaki iki teorem o durumda da
gecerlidir; ispatlarda sonlu toplamsallik yerine (A3) kullanilur.

Teorem 6.4 (Toplam Olasilik Formiilii). (Q, U, P) bir olasilik uzayi ve A, A,, ..., A,, olaylar Q’nin
bir sonlu parcalanmas olsun. Her B € U igin

:ip P(B| A,)

=

olur.

A A dort dilim ikiser ikiser ayrik, o yiizden
PB) =3, PBnA)

P(BnA,)=P@A,)PB|A,)

P(B n A,) = P(A,) P(B | A,)

B pBnA,)=PA,)PEB|A,)

2 pBnAy)=PA)PEB|A

Q| P(B)=%;P(A)PB[A)

Sekil 6.2: Toplam olasilik formiiliiniin Venn semasi. Diisey ¢izgiler 6rnek uzay Q'y1 ikiser ikiser ayrik A;, A,,
A, A, pargalarina béler; B olay: da bu cizgilerle dort ayrik dilime B n A; ayrilir. Ayrik dilimlerin olasiliklar:
toplanarak P(B) bulunur; her dilimin olasilig1 ise kosullu olasihigin tanimiylaP(A;) P(B | A;) biciminde yazilir.

ispat.
B = BN Q ve par¢alanma taniminin (c) kosulu ile, kesisimin birlesim iizerine dagilmasindan

B:Bm(UAi): JBNA)=(BNA)U(BNA,)U-U(BNA,)
i=1 i=1
yazilir. BN A; kiimeleri U dadir ve ikiser ikiser ayriktir: i # j icin
(BNA,)N(BNA;) CANA; =02
Sonlu toplamsallik (Teorem 3.1) geregi
=Y P(BNA,)
i=1

Pargalanma tanmiminin (a) kosulu P(A;) > 0 verir; dolayisiyla Tanim 6.1 geregi her i icin P(BN A;) =
P(A,) P(B | A,) dir. Yerine koyunca
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znjp P(B| A,

=1

elde edilir.
| ]

Iki parcali 6zel durum en sik kullanilanidir: 0 < P(A) < 1 ise her B icin
P(B)=P(A)P(B|A)+ P(A°) P(B | A°).

1 Hipotez zayiflatilabilir

Teoremde A; U---U A, = Q kosulu yerine daha zayif olan Z , P(4;) = 1 kosulu da yeter. Ger-
cekten D = J, 4; dersek P(D) = 3_. P(A;) = 1, dolayisiyla P(DC) =0dw. B=(BND)U(BN
D¢) ayrik birlesiminde ikinci parcanin olasiligi monotonluk geregi P(B N D) < P(D¢) = 0°dir;
dyleyse P(B) = P(B N D) veispat aynen siirer. Benzer bicimde, P(A4;) = 0 olan parcalar toplamdan
atilabilir; formiil geri kalan pargalar tizerinden dogru kalir.

Bayes Teoremi

Toplam olasilik formiiliinde bilgi akigi “neden”den “sonu¢”a dogrudur: par¢alanmanin olasiliklar1 P(A,)
ile her durumda sonucun olasitligt P(B | A;) biliniyorken P(B) hesaplanir. Uygulamada ¢ogu zaman
tersi sorulur: sonug B gozlenmistir, hangi durumdan geldigini merak ediyoruz; yani P(A; | B) isteniyor.
Kosullu olasiligin tanimu ile toplam olasilik formiilii yan yana getirildiginde yanit hemen ¢ikar.

Teorem 6.5 (Bayes Teoremi). (Q,U, P) bir olasihk uzay, Ai,A,,..., A, olaylari Q’nin bir sonlu
parcalanmasi ve B € U, P(B) > 0 olsun. Her j = 1,2, ..., n igin

P(A)P(B|4;)  P(A4)PB[4))

P(A; | B) =

P(B) X P(4;) P(BA)
olur.
ispat.
P(B) > 0 oldugundan Tamim 6.1 geregi
P(A; N B)

Pay: yeniden yazalim: pargalanma tanimi P(A;) > 0 verdiginden, kosullu olasiligin tanimi (ya da Teorem
6.3'ninn = 2 hali) ile

P(A;NB)=P(A;) P(B| A;).
Payday ise Teorem 6.4 ile agcalim:
=Y P(A,)P(B| A,).
i=1

Ikisini yerine koyunca teoremdeki esitlik elde edilir.
|

Teoremdeki bityiikliiklerin adlari vardir. P(A;) sayisina, B gozlenmeden onceki bilgiyi yansittigindan
Aj’nin énsel olasilig (a priori olasilik); P(A; | B) sayisina, gozlemden sonraki bilgiyi yansittigindan
sonsal olasilig1 (a posteriori olasilik) denir. Bayes teoremi, 6nsel olasiliklar: gézlem 1s15inda sonsal
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olasiliklara giinceller. Sonsal olasiliklarin toplami 1°dir. Bu, Teorem 6.1 ile par¢alanma tanimindan ¢ikar;
dogrudan da gériiliir: j iizerinden toplandiginda paylar tam payday: verir.

I Bayes teoremi kosulun yoniinii cevirir

P(B| A;)ile P(A; | B) farkh sayilardir ve giindelik dilde siirekli birbirine karistirihr. “Hastalarin
%99’unda test pozitif ¢ikar” ciimlesi P(pozitif | hasta) hakkindadir; “testi pozitif ¢ikan kisi %99
olasilikla hastadir” ciimlesi ise P(hasta | pozitif) hakkindadir ve birincisinden ¢ikmaz. Ikinciye
ulagmanin tek yolu Bayes teoremidir ve yanit, 6nsel olasiliga giiclii bicimde baglidur.

Ornek 6.5 (Ug Torba). Uc torbada beyaz ve kirmizi toplar vardir: I. torbada 1 beyaz, 3 kirmizs; I1. torbada
2 beyaz, 2 kirmuzy; IIL. torbada 3 beyaz, 1 kirmizi top bulunmaktadir. Rastgele secilen bir torbadan bir top
cekiliyor. Cekilen top beyaz ise bu topun L. torbadan c¢ekilmis olma olasilig1 nedir?

Coziim.
A;, secilen torbanin i-inci torba olmasi olay1 olsun (i = 1, 2, 3). Bu ii¢ olay €’nin bir sonlu parcalan-
masidir: tam olarak bir torba secilir ve torba rastgele secildiginden
1
P(A,) = P(Ay) = P(4;) = 3

B ¢ekilen topun beyaz olmasi olay1 olsun. Hangi torbanin seg¢ildigi bilinirse beyaz ¢ekme olasiligi
torbanin iceriginden okunur:

1 2 3
P(B|A1):Z, P(B‘Az):Za P(B|A3):Z~

1/4 beyaz: 1/3 - 1/4 = 1/12

kirmizi: 1/3 - 3/4 = 3/12

13 Torba II 2/4 beyaz: 1/3 - 2/4 = 2/12

torba se¢ 2/4 kirmizi: 1/3 - 2/4 = 2/12

1/3 beyaz: 1/3 - 3/4 = 3/12

Torba III

1/4 kirmizi: 1/3 - 1/4 = 1/12

P(B) = 1/12 + 2/12 + 3/12 = 1/2 P(I|B)=(1/12)/(1/2) = 1/6

Sekil 6.3: Ug torba problemi icin agac diyagrami. Birinci dallanma torbanin segilmesi, ikincisi topun

cekilmesidir; bir yapragin olasilig1 yol izerindeki olasiliklarin carpimidir. Beyaz top ¢ekilmesi olasilig:

beyaz yapraklarin toplamidir (toplam olasilik formiilit); cekilen top beyazken torbanin I olmas: olasilig,
ilgili yapragin bu toplama oramdir (Bayes teoremi).

Adim 1: P(B). Teorem 6.4 ile

3
11 12 13 16 1
PB) =) PAIP(BIA) =5 3+53 193173 1 2
Adim 2: P(A, | B). Teorem 6.5 ile
P(A)P(B| A 3.1 112 1
P(A1|B): (1) ( | 1):3l4: / = .
2
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Ayni yolla 6teki sonsal olasiliklar da bulunur:

. 1 %% 1
2 2

W=
N[N

Toplamlari % + % + % = D’dir. Top cekilmeden 6nce ii¢ torba esit olasilikliyds; beyaz topun gézlenmesi,
beyazi en ¢ok olan III. torbay1 en olasi, en az olan I. torbayi en az olasi duruma getirmistir.
|

Ornek 6.6 (Iki Yiizii Yaz1 Olan Para). Bir cantada ii¢ madeni para vardur: ilk ikisi diizgiindiir, iiciincii-
stiniin ise iki yiizii de yazidir. Cantadan rastgele bir para cekiliyor ve dort kez atiliyor. Dort atisin hepsinde
yazi1 gelirse, ¢ekilen paranin iki yiizii yazi olan para olma olasilig1 nedir?

Cozim.
A;, i-inci paranin ¢ekilmesi olay1 olsun (¢ = 1, 2, 3). Bu olaylar {2’nin bir sonlu parcalanmasidir ve para
rastgele cekildiginden

B, dort atisin hepsinde yazi gelmesi olay1 olsun. Diizgiin bir para dort kez atildiginda yazi-tura dizile-
rinin sayis1 24 = 16°dir ve bunlar esit olasiliklidir; hepsinin yazi oldugu tek bir dizi vardir. Oyleyse

1 1
P(B|A1):P(B|A2):2—4:E.
Ugiincii paranin her atis1 yazi verir: P(B | A3) = 1.
Adim 1: P(B). Teorem 6.4 ile
3
1 1 1 1 1 1 18 3
P(B) =Y P(A)P(B| A)= 3 1c+3 cts =7 o=2
; 3 16 3 16 3 3 16 8
Adim 2: P(Ag | B). Teorem 6.5 ile
P(A)P(BIA) L1 s
P(4; | B) = =S5 =5
P(B) g 9

Onsel olasilik % iken dort yazinin gézlenmesi sonsal olasilig1 %’a cikarmugtir. Geriye kalan %, iki diizgiin
para arasinda esit paylagilir: P(A, | B) = P(A, | B) = %8.
|

Ornek 6.7 (Tibbi Test). Bir hastalik toplumun %1’inde gériilmektedir. Hastalig1 saptamak icin kulla-
nilan bir test, hasta kisilerin %99’ unda pozitif sonu¢ vermektedir (testin duyarliligy); saglikh kisilerin
ise %98’inde negatif sonu¢ vermektedir (testin 6zgiilliigii), yani sagliklilarin %2’sinde yanlis pozitif
cikmaktadir. Toplumdan rastgele secilen bir kisiye test uygulaniyor.

a) Test pozitif ¢ikarsa kisinin hasta olma olasilig1 nedir?

b) Test negatif ¢ikarsa kisinin saglikli olma olasilig1 nedir?

Cozim.
H Xkiginin hasta olmasi olay1 olsun; { H, H¢} 6rnek uzayin bir sonlu par¢alanmasidir ve

P(H)=0,01, P(H®) =0,99.
T testin pozitif ¢cikmasi olay1 olsun. Verilenler kosullu olasilik diliyle
P(T| H)=0,99, P(T°| H°) =0,98
demektir. P(- | H¢) ve P(- | H) birer olasilik 6l¢iisii oldugundan (Teorem 6.1) tiimleyen kurali uygu-

lanir:
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P(T |H®)=1-10,98=0,02, P(T°|H)=1-0,99=0,01.

Birincisi yanlis pozitif, ikincisi yanlis negatif oranidir; asagidaki hesapta yalnizca birincisi kullanila-
caktur.
a) Once Teorem 6.4 ile pozitif sonucun olasilig::

P(T)=PH)P(T|H)+ P(H®)P(T | H°) =0,01-0,99+ 0,99 - 0,02 = 0,0099 + 0,0198 = 0, 0297.
Simdi Teorem 6.5:

P(H)P(T|H) _0,0099 1

PH|T) = - -
(H]T) P(T) 0,0207 3

Test pozitif ¢ikan bir kisi ancak % olasilikla hastadir; % olasilikla sagliklidur.

b) P(T°¢) =1— P(T) = 0,9703. Teorem 6.5 ile

P(H®)P(T°| H®) 0,99-0,98 0,9702
P(T¢) ~0,9703  0,9703

P(H®|T°) = ~ 0,9999.

Negatif sonu¢ neredeyse kesin olarak saglikli demektir.

(a) sikkindaki sonug ilk bakista sasirticidir: duyarlilis %99, dzgilligii %98 olan bir test pozitif ¢ikti-
ginda hasta olma olasilig1 yalnizca 3’tiir. Nedeni, hastaligin 6nsel olasiiginin kiigiikliigiidiir. 10 000
kisilik bir toplulukta diisinelim: 100 kisi hastadir ve bunlarin 99’unda test pozitif ¢ikar; 9900 kisi
sagliklidir ve bunlarin %2’sinde, yani 198’inde test yanlis pozitif ¢ikar. Pozitif ¢ikan 99 4+ 198 = 297
kiginin yalnizca 99’u hastadr: % = % Yanlig pozitiflerin orani kiiciik olsa da saglikli kitle hasta
kitleden c¢ok buiyik oldugundan yanlis pozitiflerin sayis1 dogru pozitiflerin sayisini agar. Bu olgu,
onsel olasilig1 goz ardi ederek P(T' | H) ile P(H | T)’yi karigtirmanin ne kadar yaniltici olabilecegini
gosterir.

10 000 kisi, her kare 10 kisi
I - hasta: 100 kisi (%1), 99'u pozitif

[ saglikli, yanlis pozitif: 9 900 - 0,02 = 198

test pozitif: 297 kisi [] saplikly, negatif: 9 702 kisi

P(T) = 0,01 - 0,99 + 0,99 - 0,02
=0,0099 + 0,0198 = 0,0297

P(H | T) = 99/ (99 + 198)
=99/297 =1/3

pozitif cikan ii¢ kisiden yalnizca biri hasta:
kalin gerceve = pozitif ¢ikanlar; hastalarin 99'u, saghkhlarin 198'i yanlis pozitifler dogru pozitiflerden cok

Sekil 6.4: Tibbi test 6rneginin sayim resmi: 10 000 kisilik toplulukta her kare 10 kisiyi gosterir. Turuncu

kareler 100 hastay1 (%1), actk mavi kareler testi yanls pozitif ¢ikan yaklagik 198 saglikli kisiyi gosterir;

kalin cerceve testi pozitif ¢ikan 297 kisiyi kusatir. Hastalarin %99'unda test pozitif ¢iksa da hasta kitle

kiiciik, saglikli kitle bityiik oldugundan yanls pozitiflerin sayis1 dogru pozitifleri asar ve P(H | 1) =
99/297 = 1/3 kalir. Bayes teoremi bu sayimin olasilik diliyle yazilmis halidir.
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Alistirmalar

Alistirma 6.1 (Kosullu Olasilik, Toplam Olasilik ve Bayes Teoremi Uzerine). a) Diizgiin bir zar
atiltyor. A uiste gelen sayinin ¢ift olmasi, B iste gelen sayinin en az 3 olmasi olay1 olsun. P(A | B), P(B |
A) ve P(A\ B) sayilarini hesaplayimiz ve kargilagtiriniz.

b) (2, U, P) bir olasilik uzayi, A, B € U ve P(B) > 0 olsun. Teorem 6.1’a bagvurmadan, dogrudan Tanim
6.1 ve Teorem 3.1 ile sunlar %ostermlz () ANB=gise PLA|B)=0;(ii)) BC Aise P(A|B)=1;
(iii) A C Bise P(A| B) = P(A);(iv) P(A° | B)=1—P(A| B).

c) Iyi karigtirilmig 52 kartlik b1r desteden iadesiz olarak art arda iic kart cekiliyor. Ugiiniin de kupa olmasi
olasiligini carpma teoremiyle bulunuz ve sonucu sayma yoluyla dogrulayiniz. (Destede 13 kupa vardur.)
d) I. torbada 2 beyaz, 3 siyah; II. torbada 4 beyaz, 1 siyah top vardir. I. torbadan rastgele bir top cekilip
bakilmadan II torbaya atiliyor, ardindan II. torbadan bir top cekiliyor. II. torbadan ¢ekilen topun beyaz
olma olasilig1 nedir?

e) Bir fabrikada iiretimin %50’si birinci, %30’u ikinci, %20’si ii¢iincii makineden ¢ikmaktadir. Bu maki-
nelerin iirettigi parcalarin sirastyla %1°i, %2’si ve %5’i kusurludur. Uretimden rastgele secilen bir parga
kusurlu bulunuyor. Bu par¢anin ii¢iincii makineden ¢ikmis olma olasilig1 nedir? Kusurlu parcanin en olasi
kaynag1 hangi makinedir?

f) Ornek 6.6’daki ¢antadan cekilen para n kez atiliyor ve hepsinde yaz1 geliyor. Cekilen paranin iki yiizii
yaz1 olan para olma olasiligini n cinsinden bulunuz; n = 4 i¢in sonucu 6rnekle karsilagtiriniz ve n — oo
iken limiti yorumlayiniz.

g) P(A) > 0ve P(B) > Oolsun. P(A | B) > P(A) olmasiicin gerek ve yeter kosulun P(B | A) > P(B)
oldugunu gosteriniz. (B bilgisi A’y1 daha olas1 kiliyorsa A bilgisi de B’yi daha olas1 kilar.)

Coziim.
a)Q ={1,2,3,4,5,6} Laplace uzayinda A = {2,4,6}, B = {3,4,5,6} ve AN B = {4,6} dur.
2/6 1 2/6 2

PAIB)=Te=5 PBIA=FE=5 PA\B=P(2)=¢

Uc say1 da farklidur: iki kosullu olasilik kosulun yéniine gére degisir, fark kiimesinin olasilig1 ise
bambaska bir olayin olasihgidir. Ote yandan P(A) =  ve P(B) = £ oldugundan P(A | B) = P(A)
ve P(B | A) = P(B)’dir: burada B bilgisi A’nin olasiligini hi¢ degistirmemistir. Bu durumun ad1 bir
sonraki boliimiin konusudur.

b) (i) AN B=gise P(AN B) = P(g) = 0, dolayisiyla P(A | B) = 0/P(B) = 0.

(i) B C Aise AN B = B, dolayisiyla P(A | B) = P(B)/P(B) =

(i) ACB ise ANB=A, dolayisiyla P(A|B)=P(A)/P(B). 0 < P(B) <1 oldugundan
P(A)/P(B) > P(A).

(iv) AN B =B\ (AN B) ve AN B C B oldugundan Teorem 3.1'nin fark kuraliyla P(A° N B) =
P(B) — P(AN B).Buradan

P(B)—P(ANB) . P(ANB)

PATE=="5G =" "rm

—1-P(A|B).

¢) K;, i-inci kartm kupa olmasi olay1 olsun. P(K;) = 52, ilk kart kupaysa 51 kartin 12’si kupadir,
P(K2 | Ky) = £2; ilk ikisi kupaysa 50 kartin 11'i kupadir, P(K; | K; N K,) = . P(K; N K,) =
F5== > 0 oldugundan Teorem 6.3 ile

13 12 11 1716 11
PK,NK,NK;) = —.—=.— -
(K, 2N Ky) = 52 51 50 132600 850

286

Sayma ile dogrulama: sirasiz ii¢ kart ( ) = 22100 yolla, ¢ kupa ( ) = 286 yolla segilir; 55555 =

11

d) W L. torbadan ¢ekilen topun beyaz olmasi, B IL torbadan cekilen topun beyaz olmasi olay1 olsun.
{W,W*¢} bir parcalanmadir: P(W) = 2, P(W¢) = . Aktarilan top beyazsa II torbada 5 beyaz, 1
siyah; siyahsa 4 beyaz, 2 siyah top olur:
5 4
P(B|W):6’ P(B|WC):6'

Teorem 6.4 ile
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_1o+12_22_11
30 30 30 15

e) M,, M,, M; parcanin ilgili makineden ¢ikmasi olaylar1 olsun; bunlar bir sonlu par¢alanmadir,
P(M;) =0,5,P(M,) =0,3, P(M;) = 0,2. D parcanin kusurlu olmasi olay1 i¢cin P(D | M;) = 0,01,
P(D| M,)=0,02, P(D| M) =0,05. Teorem 6.4 ile

P(D)=0,5-0,0140,3-0,02+0,2-0,05= 0,005 + 0,006 + 0,010 = 0, 021.

Teorem 6.5 ile

0,2-0,05 0,010 10

P(M, | D) = = -
(My | D) 0,021 0,021 21

Otekiler P(M, | D) = 8:8% =2 ve P(M, | D) = % = 2 dir; toplam 1’dir. Uretimin yalnizca
beste birini yapmasina karsin kusurlu parcanin en olasi kaynag: tigtincti makinedir, ¢iinki kusur orani
oOtekilerden cok daha yiiksektir.

f) B,,, n atisin hepsinde yaz1 gelmesi olay1 olsun. Diizgiin para i¢in 2™ esit olasilikli dizinin yalmzca

biri timiiyle yazidir: P(B,, | A;) = P(B,, | A;) = 27™; ayrica P(B,, | A;) = 1. Teorem 6.4 ile

1 1 1 2-27" 41 242"
PB,)==z-2""4--27"4+-.1= = .
(B.) 3 + 3 + 3 3 3.2m
Teorem 6.5 ile
1
1.1 9n
T 2" 42
n =4 igin % = %, ornekteki sonugtur. n — oo iken % = M% — 1: art arda gelen yazilar uza-

dikea hileli paranin sonsal olasilig1 1’e yaklasir; diizgiin bir paranin ¢ok uzun bir yazi dizisi iiretmesi
giderek daha az inandirict olur. Buna karsin hi¢bir sonlu 7 i¢in olasilik tam 1 olmaz, ¢linkii diizgiin
para da ilkece n yazi tiretebilir.

g) P(B) > 0 oldugundan P(A | B) = PI(D’?;?); her iki taraf P(B) ile carpilirsa

P(A| B) > P(A) & P(AN B) > P(A) P(B).

Ayni bicimde P(A) > 0 oldugundan
P(B| A)> P(B) < P(ANB) > P(A) P(B).

Iki denklik ayni kosula baglandigindan P(A | B) > P(A) < P(B | A) > P(B). Ayn akil yiiriitme
“>” yerine “<” ve “=" i¢in de gegerlidir; 6zellikle P(A | B) = P(A) olmas1 P(AN B) = P(A) P(B)
olmasina denktir. Bu son esitlik, bir sonraki béliimiin konusudur.

|

Bu bélimde B bilgisinin A’nin olasiligini nasil degistirdigini inceledik. Siradaki béliimde bu bilginin hi¢bir
sey degistirmedigi, yani P(A | B) = P(A) olan durumu ele aliyoruz: Bagimsiz Olaylar.
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7.1

7. Bagimsiz Olaylar

Kosullu Olasilik, Toplam Olasilik ve Bayes Teoremi béliimiinde bir olayin gergekle%{igi bilgisinin bagka bir
olayin olasilifini nasil degistirdigini inceledik: P(B) > 0 iken P(A | B) = Pl(;(‘g) ) sayisi, B’nin gercek-

lestigi bilindiginde A’ya bicilen yeni olasiliktir. Bu béliimde en ilging 6zel durumu ele aliyoruz: B’nin
gerceklesmesi A’nin olasiligini hi¢ degistirmiyorsa ne olur? Bu durumda A ile B olaylarina bagimsiz
diyecegiz.

Bagimsizlik, olasilik teorisinin en ¢ok kullanilan kavramlarindan biridir. Bir zarin ardigik iki atiligi, bir
torbadan iadeli cekilisler, farkli makinelerin arizalari gibi “birbirini etkilemeyen” olgular1 modellerken
hep bu kavrama basvururuz. Kavramin giicti suradadir: bagimsiz olaylarin kesisiminin olasilig, olaylarin
olasiliklarimin ¢arpimidir; dolayisiyla karmagik bir olayin olasilif basit parcalarin olasiliklarindan hesap-
lanabilir.

Bu boliimde sunlar1 6grenecegiz: iki olaymn bagimsizhiginin tanimi ve kosullu olasilikla iligkisi; ayrik
ile bagimsiz kavramlariin neden birbirine karistirilmamasi gerektigi; bir olay ¢iftinin bagimsizliginin
tiimleyenlere ge¢mesi; P(A | B) = P(A | B°) esitliginin bagimsizlikla denk olmasi; ikiden ¢ok olay i¢in
ikili, ti¢lii, n-1i ve tam bagimsizlik kavramlar: ve bunlarin birbirini gerektirmedigini gosteren 6rnekler.

Bagimsizligin Tanimi

P(B) > 0 olsun. B’nin ger¢eklesmesinin A’nin olasiigini degistirmemesi, P(A | B) = P(A) demektir.
Kosullu olasiligin tanimi (Tanim 6.1) geregi bu esitlik
P(ANB)

(B) = P(A), yani P(ANB) = P(A)P(B)

bi¢iminde yazilabilir. Sagdaki esitlik P(B) > 0 kosulunu igermez ve A ile B’ye gore bakisimlidir (simet-
riktir). Bu ylizden bagimsizlig1 kosullu olasilikla degil, dogrudan bu ¢arpim esitligiyle tanimlamak daha
uygundur.

Tamim 7.1 (Bagimsiz Olaylar). (€2, U, P) bir olasilik uzay1 ve A, B € U olsun. Eger
P(ANB)=P(A)P(B)

ise A ile B olaylarina bagimsiz olaylar denir. Bu esitlik saglanmiyorsa A ile B olaylarina bagimli
olaylar denir.

Tanim bakisimlidir: A, B’den bagimsizsa B de A’dan bagimsizdir. Bu yiizden kisaca “A ile B bagimsizdir”
deriz. Tanimda olasiliklarin pozitif olmas: istenmedigine dikkat edin; olasilig1 sifir olan olaylar i¢in de
tanim anlamhidir. Ilk gézlemimiz bunun en ug iki 6rnegidir.

Onerme 7.1 (Bos Kiime ve Ornek Uzay Her Olaydan Bagimsizdir). (9,4, P) bir olasilik uzay:
olsun.

(a) & ve Q olaylari her A € U olayindan bagimsizdur.

(b) Daha genel olarak, P(B) = 0 ya da P(B) = 1 olan her B € U olay: her A € U olayindan bagimsizdir.

ispat.
(a) A € U herhangi bir olay olsun. 3 N A = & ve P(&) = 0 oldugundan (Teorem 3.1)

P(@gnNA)=P(@)=0=0-P(A) = P(@) P(A)
olur; yani & ile A bagimsizdwr. Benzer bicimde QN A = A ve P(Q) = 1 oldugundan
PQXNA)=P(A)=1-P(A)=P(Q) P(A)

olur; yani Q) ile A bagimsizdr.
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(b) Once P(B) = 0 olsun. AN B C B oldugundan olasilijgin monotonlugu (Teorem 3.1) geregi
0<P(ANnB) < P(B)=0,

yani P(ANB)=0%dwr. Ote yandan P(A)P(B)= P(A)-0=0di. Demek ki P(ANB)=
P(A) P(B) olur.

Simdi P(B) =1 olsun. O zaman P(B¢) =1 — P(B) = 0’dw. A olayi, aynk AN B ve AN B¢ olayla-
rinin birlesimidir; toplamsallik geregi

P(A)=P(ANB) + P(AN B°).
AN B¢ C B¢ ve P(B®) = 0 oldugundan, ilk paragraftaki gibi P(A N B°) = 0 olur. Béylece
P(ANnB)=P(A)=P(A)-1=P(A) P(B)

elde edilir. Her iki durumda da A ile B bagimsizdur.
]

Bu 6nerme, bagimsizlifin “olaylar birbirine hi¢ dokunmaz” gibi kiimesel bir kavram olmadigim gésterir:
her olay1 kapsadigi halde her olaydan bagimsizdir. Bagimsizlik kiimelerin degil, olasiliklarin arasindaki
bir iligkidir.

Simdi tanima giden yoldaki kosullu olasilik yorumunu bir 6nerme olarak kaydedelim. Bu 6nerme, bagim-
s1zlig1 hesaplarken en sik kullanacagimiz aractir.

Onerme 7.2 (Bagimsizlik ve Kosullu Olasilik). (Q, U, P) bir olasilik uzay;, A, B € U ve P(B) > 0
olsun. O zaman
A ile B bagmsizdir & P(A | B) = P(A).
Ayrica P(A) > 0 da ise bu kosullar P(B | A) = P(B) esitligine de denktir.
ispat.

P(B) > 0 oldugundan P(A | B) = PJ(;E;;B) tanimhdir.
(=) A ile B bagimsiz olsun; yani P(AN B) = P(A) P(B). O zaman
(AnB) P(A)P(B)

P(A|B):PP(B) = =@ =W

(<) P(A | B) = P(A) olsun. Carpma teoremi (Teorem 6.3) geregi
P(ANB)=P(B)P(A|B)=P(B)P(A)=P(A)P(B)

olur; yani A ile B bagimsizdur.

Son iddia i¢in P(A) > 0 olsun. Yukanidaki akul yiiriitmede A ile B nin rollerini degistirirsek, A ile B nin
bagimsiz olmasinin P(B | A) = P(B) esitligine denk oldugu goriliir. Bagimsizlik tanmimi bakisiml
oldugundan ii¢ kosul birbirine denktir.

|

Onermenin sozel anlami sudur: A ile B bagimsizsa, B'nin gerceklestigini 6grenmek A hakkindaki
bilgimizi degistirmez; kosullu olasilik kosulsuz olasilia esit kalir. Tersine, P(A | B) # P(A) ise B’nin
gerceklesmesi A’nin olasilifini artirmus ya da azaltmustir ve olaylar bagimlidir.

Bagimsiz ve Ayrik Olaylar

Ogrencilerin en sik diistiigii yanilgilardan biri, “ayrik” ile “bagimsiz” sdzciiklerini esanlamli sanmaktur.
Oysa bu iki kavram neredeyse birbirinin kargitidir.
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Ayrik ile bagimsiz ayn sey degildir

Ayriklik kiimelerle ilgili bir kavramdir: AN B = &, yani A ile B birlikte gerceklesemez. Bagim-
s1zlik ise olasiliklarla ilgili bir kavramdir: P(A N B) = P(A) P(B).

Iki olay ayriksa, birinin gerceklestigini 6grenmek 6tekinin kesinlikle gerceklesmedigini sdyler;
bu, olabilecek en giiglii ters yénlii bagimliliktir. Ornegin diizgiin bir zar atilsin; A = {1,2,3} ve D =
{4,5,6} olsun. A ile D ayriktir; D gergeklesmisse A gerceklesmemistir: P(4 | D) =0 # 1 = P(A).
Ote yandan A = {1,2,3} ile B = {3,4} ayrik degildir, ama bagimsizdir:

P(ANB) =P({3}) = é - — P(A) P(B).

1
3

N | =

Asagidaki teorem, olasilif1 pozitif olan olaylar icin ayriklik ile bagimsizligin birlikte bulunamayacagim
soyler.

Teorem 7.1 (Pozitif Olasilikl1 Ayrik Olaylar Bagimsiz Degildir). (2, U, P) olasilik uzayinda A, B €
U,P(A) > 0veP(B) > 0olsun. A ile B ayrik (AN B = @) ise A ile B bagimsiz degildir.

ispat.
AN B = & oldugundan

P(ANB)=P(2)=0
olur. Ote yandan P(A) > 0 ve P(B) > 0 oldugundan, iki pozitif sayinin ¢arpimi olarak
P(A)P(B) >0

dir. Demek ki P(AN B) = 0 # P(A) P(B); yani bagimsizlik tanimindaki esitlik saglanmaz. A ile B
bagimsiz degildir.

ayrik: kesisim bos (bagimli) bagimsiz: P(A) = p, P(B) = q
Q B Q
P A
B gergeklestiyse A gerceklesmemistir
A
q
P(AnB)=0+PA)PB)>0 P(A n B) = p-q =P(A)P(B) > 0

Sekil 7.1: Ayriklik ile bagimsizlik farkly kavramlardir. Solda A ile B ayriktir: birlikte gerceklesemezler,

dolayisiyla P(A n B) = 0 iken P(A)P(B) pozitiftir; olaylar bagimlidir. Sagda érnek uzay birim karedir ve

olasilik alanla ol¢iliir: yiiksekligip olan yatay serit A ile genisligi q olan diisey serit B, alanipq =P(A)P(B)
olan bir dikdirtgende kesisir; olaylar bagimsizdir ve kesisimleri bos degildir.

Ayni sonuca kosullu olasilikla da ulasilir: P(B) > 0 oldugundan P(A | B) = % =0# P(A) olur
ve Onerme 7.2 geregi olaylar bagimhdur.
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Teoremdeki P(A) > 0, P(B) > 0 varsayim gereklidir: & ile herhangi bir A olay1 hem ayrik hem de

bagimsizdir (Onerme 7.1). Teoremin karsit tersi sik kullanilan bir sonugtur.

Sonug 7.1 (Bagimsiz Olaylar Ayrik Degildir). (Q,U, P) olasihik uzayinda A,B € U, P(A) > 0 ve
P(B) > 0 olsun. A ile B bagimsiz ise A ile B ayrik degildir; dahast P(A N B) > 0’dw.

ispat.

A ile B bagimsiz oldugundan P(A N B) = P(A) P(B) ve bu ¢carpim, P(A) > 0 ile P(B) > 0 oldugun-
dan pozitifti. P(AN B) > 0 ise AN B #+ & olmak zorundadir; ¢iinkit AN B = & olsaydi P(AN B) =
P(&) = 0 olurdu. Demek ki A ile B ayrik degildir.

|

Timleyenlerin Bagimsizlig:

B’nin gerceklesmesi A'nin olasilifini degistirmiyorsa, B’nin gergeklesmemesi de degistirmemelidir; ben-
zer bicimde A’nin gerceklesmemesi de B’den etkilenmemelidir. Bu sezgiyi dogrulayan teorem, bagimsiz
olay ciftlerinden tiimleyen alarak yeni bagimsiz ciftler tiretmemizi saglar.

Teorem 7.2 (Tiimleyenlerin Bagimsizlig1). (Q,U, P) olasilik uzayinda A ile B bagimsiz olsun. O
zaman

(a) A° ile B bagimsizdir;

(b) A ile B¢ bagimsizdur;

(c) A¢ ile B¢ bagimsizdwr.

ispat.
Varsayim geregi P(AN B) = P(A) P(B)’dir. Ug ispatta da aymi fikir kullanilir: bir olay, bir olayn
gerceklestigi ve gerceklesmedigi iki ayrik parcaya boliiniir ve toplamsallik uygulanir.

B B, iki ayrik parcanin birlesimi:
AnBve A°nB
A°nB o yiizden

P(B) = P(A n B) + P(A° n B)

Sekil 7.2: B olayi, A'nin gerceklesip gerceklesmemesine gore iki ayrik parcaya aynlir. A ile B bagimsizken
P(A nB) =P(A)P(B) yerine konursa, kalan parcanin olasiigi (1 - P(A))P(B) = P(A)P(B) ¢cikar: tiimleyen
de B'den bagimsizdr.

(a) B olayi, A’nin gerceklestigi ve gerceklesmedigi iki parcaya ayrilir:
B=(ANnB)U(A°N B), (ANB)N (AN B) = @.
Toplamsallik (Teorem 3.1) geregi P(B) = P(AN B) + P(A° N B) olur. Buradan
P(A°NB) = P(B)— P(ANB) = P(B) — P(A)P(B) = (1—P(A) ) P(B) = P(A°) P(B)

elde edilir; son adimda P(A°) = 1 — P(A) kullanildi. Demek ki A€ ile B bagimsizdr.
(b) Bu kez A olayini B’ye gore parcalayalim:

A=(ANB)U (AN B°), (ANB)N (AN B =@.
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Toplamsallik geregi P(A) = P(AN B) + P(A N B¢) ve dolayisiyla
P(AN B°) = P(A) — P(AN B) = P(A) — P(A) P(B) = P(A) (1 — P(B) ) = P(A) P(B°)

olur. Demek ki A ile B¢ bagimsizdir. (Bagimsizlik bakisimli oldugundan (b), (a)'da A ile B’nin rolleri
degistirilerek de elde edilebilir.)

(c) De Morgan kurali geregi A°N B® = (AU B)¢ olur. Toplama kurali (Teorem 3.2) ve bagimsizlik
kullanilarak

P(AUB) = P(A)+ P(B)— P(ANB) = P(A) + P(B) — P(A) P(B)
bulunur. Oyleyse

P(A°NB°) =P ((AUB)®)=1—P(AUB)
=1- P(A)— P(B) + P(A) P(B)
=(1-P(4)) (1—P(B))=P(A°) P(B°)

olur; yani A° ile B¢ bagimsizdr.

Ayni sonuca (a) ile (b) art arda uygulanarak da ulasilabilir: A ile B bagimsiz oldugundan (a) geregi A°
ile B bagimsizdir; simdi (b) sikkini A€ ile B c¢iftine uygularsak A¢ ile B¢ nin bagimsiz oldugu ¢ikar.

|

Teoremin pratik anlamu sudur: bagimsiz A ile B olaylar i¢in {4, A°} simifindan bir olay ile { B, B®} sini-
findan bir olaym kesisiminin olasilig1 her zaman ilgili olasiliklarin ¢arpimidir. Ornegin A ile B bagimsiz,
P(A) =2 ve P(B) = § ise

2
2 1 1 3 1 3
P(ANB)==.-===, P(A°NB)=—=--=- = —
(AN B) 5 2 5 (42N B) 5 2 10’
2 1 1 3 1 3
PANBS) == .~ =2 pacnBey=2.2_ 3
(AN B 5 2 5 (4°N B?) 5 2 10

olur ve bu dort saymin toplami, olmas: gerektigi gibi, 1’dir.

Kosullu Olasiliklarin Esitligi ve Bagimsizlik

Onerme 7.2, bagimsizhigt P(A | B) ile kosulsuz P(A) arasindaki esitlikle karakterize etti. Uygulamada
bazen P(A) bilinmez; onun yerine B gerceklestiginde ve gerceklesmediginde A’nin olasiliklari, yani
P(A | B) ile P(A | B®) bilinir. Bu iki sayinin esit olmas1 da bagimsizlifa denktir.

Ornek 7.1 (ki Kosullu Olasiligin Esitliginden Bagimsizlik). (£, 2, P) bir olasilik uzayi, A, B € U
ve 0 < P(B) < 1 olsun.

(a) P(A| B) = P(A | B°) ise A ile B’nin bagimsiz oldugunu gésteriniz.

(b) Tersine, A ile B bagimsiz ise P(A | B) = P(A | B¢) = P(A) oldugunu gosteriniz.

(c) Bir fabrikada tretilen parcalarin %’i giindiiz vardiyasinda iiretilmektedir. Giindiiz tretilen parcalarin
%’u, gece Uretilen parcalarin da 1—30’u kusurludur. Rastgele secilen bir par¢anin kusurlu olmasi olay ile
gindiiz tretilmis olmasi olayr bagimsiz midir? Par¢anin hem giindiiz iiretilmis hem de kusurlu olmas:

olasilig1 nedir?

Coziim.

0 < P(B) < 1 oldugundan P(B°) =1— P(B) > 0’dir; dolayisiyla P(A | B) ve P(A | B®) kosullu
olasiliklarmin ikisi de tanimlidur.

(a) A olayi, B’nin gerceklestigi ve gerceklesmedigi iki ayrik parcaya ayrilir:

A=(ANB)U (AN B°), (ANB)N (AN B =@.
Toplamsallik ve ¢arpma teoremi (Teorem 6.3) geregi

P(A) = P(AN B) + P(AN B°) = P(B) P(A | B) + P(B°) P(A | B°).
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Bu, {B, B°} par¢alanmasina uygulanmis toplam olasilik formiiliidiir (Teorem 6.4). Varsayim geregi
P(A| B°) = P(A| B) oldugundan

P(A) = P(B) P(A | B) + P(B°) P(A| B) = ( P(B) + P(B°) ) P(A| B)=1-P(A| B) = P(A| B)

P(A
elde edilir. Boylece P(A | B) = P(A) olur ve P(B) > 0 oldugundan Onerme 7.2 geregi A ile B ba-
gimsizdir. Acikca yazarsak, P(A | B) = P(A) esitligi % = P(A),yani P(AN B) = P(A) P(B)
demektir.
(b) A ile B bagimsiz olsun. P(B) > 0 oldugundan Onerme 7.2 geregi P(A | B) = P(A)’dir. Teorem

7.2 (b) geregi A ile B¢ de bagimsizdir ve P(B¢) > 0 oldugundan yine Onerme 7.2 ile P(A | B®) =
P(A) olur. Demek ki

P(A|B)=P(A)=P(A| B°).
(a) ile (b) birlikte sunu séyler: 0 < P(B) < 1 iken
A ile B bagmsizdir <& P(A | B) = P(A | BY).
(c) A parganin kusurlu olmasi, B giindiiz iiretilmis olmasi olay1 olsun. Verilenler P(B) = % P(B°) =

2 P(A|B)= 3 ve P(A| B°) = 3’dur. 0 < P(B) < 1ve P(A| B) = P(A | B°) oldugundan (a)
geregi A ile B bagimsizdir. Toplam olasilik formiiliyle

P(A)ZP(B)P(A|B)+P(BC)P(A|BC):%%_}_%E:E

bulunur; beklendigi gibi P(A) = P(A | B)dir. Istenen olasilik
3 3 9
P(ANB)=P(A)P(B)=— - =—
(ANB) = P P(B) = 355 =

olur.

Coklu Bagimsizlik

Ikiden ¢ok olay icin bagimsizlik kavramy, ilk bakista sanildigindan daha incedir. Ug olayin “birbirini
etkilememesi” icin yalnizca ikiser ikiser bagimsiz olmalar1 yetmez; herhangi ikisinin birlikte gercekles-
mesi de t¢iinciiyil etkilememelidir. Bu yiizden 6nce alt kiimeler tizerinden tanimlanan k-li bagimsizlik
kavramini, sonra bunlarin hepsini birden isteyen tam bagimsizlik kavramini veriyoruz.

Tanim 7.2 (ikili, Uglit, n-li ve Tam Bagimsizlik). (9,2, P) bir olasilik uzay1, A, A, ..., A,, € U ve
2 < k < n olsun.

« 1 <4y <1y < - < iy < nolan her indis se¢imi igin

P(A; NA; N-NA,; )=PA;)P(A,)P(4;)

31 12

oluyorsa A;, A,, ..., A, olaylarina k-li bagimsiz denir. k = 2 i¢in ikili bagimsiz, k = 3 icin tclii
bagimsiz denir. k¥ = n i¢in tek bir kosul vardir:

P(A;NAyN--NA,) = P(A;) P(Ay)-P(A,);
bu saglandiginda olaylara n-li bagimsiz denir.

o« A, A,, ..., A, olaylari her k = 2,3, ..., n igin k-li bagimsiz ise bu olaylara tam bagimsiz (karsilikli
bagimsiz) denir. Bagka bir deyigle, en az iki elemanli her I C {1,2, ..., n} indis kiimesi i¢in

P(N4)=[TP@)

el el

olmalidur.
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Sonsuz bir A,, A,, ... olaylar dizisi, her sonlu alt ailesi tam bagimsiz oldugunda tam bagimsiz olarak
adlandirilir.

Agikea yazilirsa ikili bagimsizlik icin (%), ticlii bagimsizlik igin (%) kosul vardir ve tam bagimsizlik,

toplam 2" — n — 1 kosulun hepsinin saglanmasini ister. n = 2 i¢in tam bagimsizlik, iki olay i¢in verilen
bagimsizlikla (Tanim 7.1) ayni seydir. n = 3 igin ise dort kosul gerekir:

P(A1 mA2) = P(A1)P(A2)a P(A1 ﬂAs) = P(A1)P(A3)7
P(AQ ﬂA3) = P(AQ)P(Ag)aP(Al NA, ﬂAs) = P(AI)P(AQ)P(AS)'

Bu dort kosulun hicbiri 6tekilerden ¢ikarilamaz; asagidaki 6rnekler bunu gosterir.

I k-li bagimsizlik m-li bagimsizlig1 gerektirmez

k # m olmak tizere k-li bagimsiz olaylar m-li bagimsiz olmak zorunda degildir. Bunun iki yonii de
vardir: ikili bagimsiz oldugu halde t¢lii bagimsiz olmayan olaylar ve ticli bagimsiz oldugu halde ikili
bagimsiz olmayan olaylar vardir. Asagidaki iki 6rnek bu iki durumu gosterir. Dolayisiyla tam bagim-
sizlig1 dogrulamak icin biitiin alt kiimelere bakmak gerekir; yalnizca ikili kosullar1 ya da yalnizca n
-li kosulu denetlemek yetmez.

Ornek 7.2 (Ikili Bagimsiz Ama Tam Bagimsiz Olmayan Ug Olay). Diizgiin bir zar ardisik olarak
iki kez atilsin. A ilk atista 2 gelmesi, B ikinci atigta 5 gelmesi ve C' gelen sonuglarin toplaminin 7 olmasi
olay1 olsun. A, B ve C olaylarinin tam bagimsiz olup olmadigini inceleyiniz.

Cozim.

Ornek uzay Q = {(z,y) : z,y € {1,2,...,6}} olup n(Q2) = 36°dir. Zar diizgiin oldugundan biitiin
sonuglar esit olasiliklidir; (Q, P(Q2), P) bir Laplace uzayidir (Tanim 4.1) ve her E C Q i¢in P(E) =
%’dlr (Onerme 4.2).

Olaylar: acik¢a yazalim:

A={(21),(2,2),(2,3),(2,4),(2,5),(2,6)}, n(A) =6,
B ={(1,5),(2,5),(3,5),(4,5),(5,5),(6,5)}, n(B) = 6,
C= {((E, y) x+y=T}= {(17 6)> (27 5)7 (3, 4)? (473)7 (5> 2>7 <67 1)},71(0) =
Buradan
P(4) = P(B) = P(C) = % - %
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ikinci zar (y)

6 A:x = 2 (siitun)

B:y =5 (satir)
° @ C:x +y =7 (cember)
‘ O

her biri 6/36 = 1/6

3 O ikili kesisimler tek nokta: 1/36 = 1/6 - 1/6
AnBnC={2 5):1/36 # 1/216

1 2 3 4 5 6

birinci zar (x)

Sekil 7.3: Iki zar atisiin 36 sonucu. A (ilk zar 2) bir siitun, B (ikinci zar 5) bir satir, C (toplam 7) bir

kosegendir; tictiniin de olasilig 1/6'dir ve her ikili kesigim tek bir kareden olusur, yani olaylar ikiser

ikiger bagimsizdir. Ama ticlii kesisim de ayni tek kare (2, 5)'tir: 1/36 # (1/6)°, dolayisiyla tigii birlikte
bagimsiz degildir.

ikili kesisimler. A N B, ilk atista 2 ve ikinci atista 5 gelmesi olayidir: AN B = {(2,5)}. AN C icin
ilk atig 2 ise toplamin 7 olmasi igin ikinci atig 5 olmalidir: AN C = {(2,5)}. BN C ig¢in ikinci atig 5
ise ilk atig 2 olmalidir: BN C' = {(2,5)}. Demek ki

P(AﬂB):P(AﬂC):P(BﬂC):%.

Ote yandan

oldugundan
P(ANB)=P(A)P(B), P(ANC)=P(A)P(C), P(BNC)=P(B)P(C)

esitliklerinin ti¢ti de saglanir: A, B ve C ikili bagimsizdur.
Uglii kesisim. AN BN C = {(2,5)} oldugundan P(AN BN C) = 55’dir. Ancak

1 11 1 1

Demek ki A, B ve C gl bagimsiz degildir; dolayisiyla tam bagimsiz degildir.

Sonucun yorumu aciktir: A ile B birlikte gerceklestiginde, yani sonug (2, 5) oldugunda, toplam kesin-
likle 7°dir. Yani P(C | AN B) =1+ & = P(C); A ve B tek tek C hakkinda bilgi vermez, ama ikisi
birlikte C’yi tiimiiyle belirler.

]

Ters yon de miimkiindiir: ii¢lit kosul saglanirken ikili kosullarin higbiri saglanmayabilir.

Ornek 7.3 (Uclii Bagimsiz Ama ikili Bagimsiz Olmayan Ug Olay). 1’den 8’e kadar numaralanmis
sekiz toptan biri rastgele ¢ekiliyor. A = {1,2,3,4}, B = {1,5,6,7} ve C = {1,2, 3,8} olsun. A, Bve C

olaylarimin ticlii bagimsiz oldugunu, ama ikili bagimsiz olmadigini gosteriniz.
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Cozim.
0 =1{1,2,..,8} veher E C Qi¢in P(E) = @’din Ug olayin da dért elemani oldugundan

P(AOBOC’):%:%-%é:P(A)P(B)P(C)

olur; A, B ve C ugcli bagimsizdir.
ikili kesisimler. AN B = {1}, ANC = {1,2,3} ve BN C = {1} oldugundan

P(AﬂB)z%, P(AﬂC)zg, P(BnC):é.

Oysa her cift i¢in olasiliklarin ¢carpimi % . % = ‘—11"[1'11" ve
1 1 3,1 1,1
71 371 871

oldugundan iic ¢iftin hicbiri bagimsiz degildir. Demek ki A, B ve C t¢lii bagimsizdir, ama ikili bagimsiz
degildir; dolayisiyla tam bagimsiz da degildir.
]

Son olarak, uiclii kosul ile ikili kosullarin ikisi saglanirken tigtincii ikili kosul da saglanmayabilir. Yine 2 =
{1,2,...,8} tizerinde esit olasilikli cekiliste A = {1,2,3,4}, B ={1,2,3,5} ve C = {1,4,5,6} alinsin.
P(A)=P(B)=P(C)=%ANC ={1,4}, BNC ={1,5} ve AN BN C = {1} oldugundan

1 11
P(AﬁC)—P(BﬂC)—4—2 5 $=3' 33
olur;jama AN B = {1,2,3}ve P(ANB) = 2 # 1
sey her ikili kosul icin soylenebilir.

Birinci 6rnek ile son 6rnek birlikte, n = 3 i¢in yukaridaki dort kogulun (Tanim 7.2) hi¢birinin Gtekilerden
cikarilamayacagini gosterir: her kosul, oteki iicii saglanirken bozulabilir. Tkinci érnek ise daha ug bir
durumu, tcli kosul saglanirken tig ikili kosulun birden bozulabilecegini ortaya koyar. Tam bagimsizlik,
ancak biitiin kosullar tek tek dogrulanarak ya da deneyin yapisindan ¢ikarilarak kurulur. fkinci yolun
tipik 6rnegi, iadeli cekilislerdir.

Ornek 7.4 (Iadeli Cekiliste U¢ Siyah Top). Bir torbada 3 siyah ve 5 beyaz top vardir. Torbadan iadeli
olarak, yani her cekilen top torbaya geri konarak, art arda 3 top ¢ekiliyor. Cekilen 3 topun da siyah olmasi
olasilig1 nedir?

P(A) P(B)’dir. Olaylarin adlar1 degistirilerek ayni

Cozim.
Toplar1 I’den 8’e kadar numaralayalim; 1, 2, 3 siyah, 4, 5, 6, 7, 8 beyaz olsun. Her cekiliste torbada ayn1
sekiz top bulundugundan deneyin 6rnek uzayi

Q = {(wy,wy,ws3) :w,; €{1,2,...,8}}, n(Q) =8 =512
dir ve her tiglii esit olasiliklidir: P(E) = %
S;, i-inci ¢ekilen topun siyah olmasi olay1 olsun (i = 1, 2, 3):

S, = {(wy,wq,ws) € Q:w; € {1,2,3}}.

S, ’in elemanlarini sayalim: w; igin 3, w, ve wy igin 8’er secenek vardir; n(S;) =3 -8-8 = 192. Aynu
bicimde n(S,) = n(S;) = 192 olur ve

P(S) = P(S,) = P(S,) = 12 = +.
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Olaylar tam bagimsizdir. S; N S, i¢in w; ve wy 'nin 3’er, wy’tin 8 secenegi vardir: n(S; N S,) =3 -
3-8="T2ve

72 9 3 3
P =—=—=—-.-=P P(S,).
($118,) = o = o = 2% = P(S;) P(Sy)
Ayni hesap S; NSy ve S, NS5 icin de gegerlidir; olaylar ikili bagimsizdir. Uglii kesisim igin her
koordinatin 3 segenegi vardir: n(S; NS, N S3) = 3% = 27 ve

3
PS8, N8y) = =0 = (5) = P(S) P(S,) P(Sy).

Demek ki S, S5, S5 tam bagimsizdir. Istenen olasilik

3\* 27
P(S,NS,NS,) = (5) -
dir.
Karsilastirma. Cekiligler iadesiz olsaydi, carpma teoremiyle (Teorem 6.3)
3 2 1 1
P(5, N8y NS5) = P(Sy) P(Sy | 1) P(Ss | 51052)25-?-6:%

bulunurdu. Tadeli cekiliste her ¢ekilis torbay1 baslangic durumuna déndiirdiigiinden kosullu olasiliklar
kosulsuz olasiliklara esittir ve carpma teoremi, tam bagimsizliktaki ¢carpim kuralina indirgenir. Genel
olarak, iadeli ¢ekilislerde farkl cekilislere iliskin olaylar tam bagimsizdir; bu, iadeli ¢ekilisleri iadesiz
cekilislerden ayiran temel 6zelliktir.

|

Bagimsizlik Hesaplari

Bu bolimde 6grendiklerimizi birka¢ hesapta birlestirelim. Asagidaki 6rnegin ilk iki sikki, bagimsizhigin
“olaylar birbiriyle ilgisizdir” sezgisine her zaman uymadigini da gdsterir: ayni olay bir olaydan bagimsiz,
ona ¢ok benzeyen bir bagka olaydan bagimli olabilir.

Ornek 7.5 (Bagimsizlik Hesaplar1). Diizgiin bir zar iki kez atilsin; A ilk atigin ¢ift gelmesi, B toplamin
7 olmas1 ve C' toplamin 8 olmasi olay1 olsun.

(a) A ile B bagimsiz midir?

(b) A ile C bagimsiz midir?

(c) Bir olasilik uzayinda F ile F olaylar1 P(E) = 1, P(F) = 1 ve P(E U F) = 2 esitliklerini saghyorsa
bagimsiz midir?

(d) Bagimsiz E ile F olaylar icin P(E) = 2 ve P(F) = § olsun. P(EUF), P(E°N F°), P(E | F) ve
P(F | E°) olasiliklarini hesaplayiniz.

Coziim.

[k iki sikta @ = {(z,y) : z,y € {1, ...,6}} olup n(2) = 36dur ve bir olayin olasilig1, eleman say1simnin
36’ya bolimidiir. Son iki sik ise herhangi bir olasilik uzayinda gecerlidir.

(@ A={(z,y):z€{2,4,6}} olup n(A)=3-6=18 ve P(A)=2Ldir B=
{(1,6),(2,5),(3,4),(4,3),(5,2),(6,1)} olup P(B) = 5= = &+ dur. Kesisim, ilk bileseni cift olan topla-
mu 7 ¢iftlerinden olusur:

ANB={(25),(4,3),(6,1), PANB) ===

P(A)P(B) = - t+ = 15 = P(AN B) oldugundan A ile B bagimsizdur. Sezgisel agiklama: ilk zar ne

gelirse gelsin, toplamin 7 olmast i¢in ikinci zarm almasi gereken tam bir deger vardir; bu yiizden P(B |
A) = % = P(B).
(b) C = {(2,6), (3,5), (4,4), (5,3), (6,2)} olup P(C) = 5 dur. Kesisim
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3 1
AOC_{(2a6)7(4»4)7(6,2)}7 P(AOC)_%_E
dir. Oysa
1 5 5 6 1
P(A)PC) =5 5= # =5 =15 = P(ANC).
Demek ki A ile C bagimsiz degildir. Gergekten P(C | A) = 11/% = ¢ > 2 = P(C): ilk zarm cift

gelmesi toplamin 8 olma olasiligini artirir, ¢iinkii toplami 8 yapan bes ciftin ¢ ¢ift sayiyla baslar.
(c) Toplama kurali (Teorem 3.2) geregi

1 1 2 1
P(ENF)=P(E)+ P(F)—P(EUF) ==+ - — - =~
2 3 3 6
olur. P(E) P(F) = } -+ = £ = P(E N F) oldugundan olaylar bagimsizdar.
(d) Bagimsizlik geregi P(E N F) = 2 - 1 = L. Toplama kuraliyla
2 1 1 7
P(EUF)=24-—--"L
(EVF) 5 + 2 5 10

Teorem 7.2 (c) geregi E° ile F° bagimsizdir; P(E°) = 2 ve P(F°) = ; oldugundan

P(E°NF°) =

ot W

Bu sonu¢ P(E°N F°) =1— P(EUF) =1— & = 3 ile uyumludur. Onerme 7.2 geregi
P(E|F)=P(E)=-.
Son olarak Teorem 7.2 (a) geregi E° ile F bagimsizdir ve P(E°€) = % > 0 oldugundan

P(F | E°) = P(F) = -.

Alistirmalar

Alistirma 7.1 (Bagimsiz Olaylar). (2, %, P) bir olasilik uzay1 olsun.

(a) A € U olayinin kendisinden bagimsiz olmasi i¢in gerek ve yeter kosulun P(A) =0yada P(A) =1
oldugunu gosteriniz.

(b) A C Bve Aile Bbagimsiz ise P(A) = 0 yada P(B) = 1 oldugunu gdsteriniz.

(c) A ile B bagimsiz ise P(AU B) = 1 — P(A°) P(B°) oldugunu gésteriniz. P(A) = § ve P(B) = 1
icin P(A U B)’yi hesaplayiniz.

(d) Ay, Ay, ..., A, tam bagimsiz ise, bu olaylardan istenilen kadarinin yerine tiimleyeninin konmasiyla
elde edilen ailenin de tam bagimsiz oldugunu gésteriniz. Buradan

oldugunu ¢ikariniz. Ug atic1 bir hedefe birbirinden bagimsiz olarak birer atis yapryor; isabet olasiliklart
strastyla 3, 2 ve 1—7O’dur. Hedefin en az bir kez vurulmasi olasilig1 nedir?

(e) Diizgiin bir zar iki kez atilsin. A ilk atisin tek, B ikinci atigin tek ve C' toplamin tek olmasi olayi olsun.
A, B, C olaylarinn ikili bagimsiz oldugunu, ama tam bagimsiz olmadigini gosteriniz.

(f) 3 siyah ve 5 beyaz top bulunan torbadan (Ornek 7.4) iadeli olarak 3 top cekiliyor. Tam olarak bir topun
siyah olmasi ve en az bir topun siyah olmas olasiliklarini hesaplayimiz.

(g) A, B, C tam bagimsiz ise A ile BU C olaylarimin ve A ile BN C olaylarmin bagimsiz oldugunu
gosteriniz.
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106 Boliim 7. Bagimsiz Olaylar

(h) A ile B ayrik, P(A) = § ve P(B) = § olsun. P(A | B) ve P(A | AU B) olasiliklarini hesaplayiniz;
A ile B’nin bagimsiz olmadigini dogrulayimiz.

Coziim.

(a) A'nin kendisinden bagimsiz olmasi, A N A = A oldugundan, P(A) = P(AN A) = P(A) P(A) =
P(A)? demektir. P(A)? = P(A) esitligi P(A) ( P(A)—1) =0 biciminde yazilir; bu da ancak
P(A) =0 yada P(A) =1 iken saglanir. Tersine P(A) € {0,1} ise P(A)? = P(A) oldugundan A
kendisinden bagimsizdir.

(b) A C B oldugundan AN B = A’dir. Bagimsizlik geregi P(A) = P(AN B) = P(A) P(B), yani
P(A) (1—P(B) ) = 0 olur. Bir carpim sifirsa carpanlardan biri sifirdir: ya P(A) = 0 ya da P(B) =
1

(c) Teorem 7.2 (c) geregi A° ile B¢ bagimsizdir. De Morgan kuraliyla (A U B)¢ = A° N B¢ oldugundan
P(AUB)=1—P(A°NB°) =1— P(A°) P(B°).
P(A) =

W=

, P(B) = 1 i¢in P(A°) = 2, P(B°) = 3 ve

Toplama kuraliyla dogrulama: P(A UB) =3 Ly ;11 — % : }L = 4+132 1 = %

(d) Once tek bir olayin, diyelim A ’in, yerine A§ kondugunda ailenin tam bagimsiz kaldigini gésterelim.
I C{1,...,n} en az iki elemanl b1r indis kume51 olsun. 1 ¢ I ise ilgili kosulda A; gecmez ve kosul
varsayim geregi saglanir. 1 € I'ise J = I'\ {1} diyelim (J # @) ve D =1),_; A; olsun. D olay1, ayrik

A; N Dve A{ N D parcalarina ayrildigindan

P(A§ N D) = P(D) — P(4, n D) = [[ P(4,) - P(4) [ P(4) = (1 - P(4) ) [ P(A) = P(A5) ] P(4)

icJ icJ icJ icJ

olur; burada P(D) ve P(A; N D) i¢in tam bagimsizlik kullamildi. Demek ki A§, A,, ..., A,, tam bagim-
sizdir. Indis ad1 énemli olmadigindan ayni akil yiiriitme herhangi bir A ; icin gegerlidir; ayrica sonug her
uygulamada tam bagimsiz bir aile verdiginden, iglem istenilen sayida olay i¢in art arda uygulanabilir.
Boylece istenilen olaylarin tiimleyeniyle degistirilmesi tam bagimsizlig1 korur.

Ozel olarak AS, ..., AS tam bagimsizdir ve De Morgan kuraliyla

P(Alu-.-uAn):1—P(A§m.-.mA;):1—ﬁp(A§):1—f[(1—

=1 i=1

Aticilar i¢in A,, i-inci aticinin isabet ettirmesi olay1 olsun; A;, Ay, A5 tam bagimsizdir. Hedefin en az
bir kez vurulmast 4; U A, U A5 olayidir ve

1 3 7 12 3 3 41
P(AJUAUA) =1—(1—-Z)(1-Z)[1—-=]=1-2-2 - = =1——=_"=0,9%.
(A4 U4, U4;) ( 2)( 5)( 10) 2 5 10 50 50 00

() Q= {(z,y): =,y € {1,...,6}}, n(Q) = 36. A’da z icin 3, y icin 6 secenek vardir: P(A) = 32 = 1
benzer bicimde P(B) = §. Toplamin tek olmas icin zarlardan biri tek, oteki ¢ift olmalidir: n(C) = 3 -
3+3:-3=18ve P(C) = %

Ikili kesisimler: A N B iki zarmn da tek gelmesidir, n(AN B) =9; AN C ilk zarn tek, toplamin tek,
yani ikinci zarin ¢ift gelmesidir, n(A N C) = 9; B N C ikinci zarin tek, ilk zarn ¢ift gelmesidir, n(B N
C) = 9. Oyleyse

W=

P(ANB) = P(ANC) = P(BNC) = =+ =

1
36 4 2’

DN =

yani olaylar ikili bagimsizdir.

Ulii kesisim: iki zar da tek gelirse toplam cifttir ANBNC =@ ve PLANBNC) =0+ § =
P(A) P(B) P(C). Demek ki olaylar tiglii bagimsiz degildir, dolayisiyla tam bagimsiz degildir.

(f) S,, i-inci topun siyah olmast olay1 olsun; Ornek 7.4 geregi S, Sy, S3 tam bagimsizdir ve P(S;) =
3, P(S5) = g’dir. Timleyenler de (d) sikki geregi tam bagimsiz oldugundan, tam olarak bir siyah top
cekilmesi olasilig1
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7.7 Alistirmalar 107

P(Slmszms3)+P(Sl052053)+P(Sl052053):3~§~§«§:m

dir (ii¢ olay ayriktir). En az bir siyah top cekilmesi, hi¢ siyah cekilmemesinin tiimleyenidir:

3 12
P(S1U52US3):1—P(SfﬁS§ﬁS§):1—(§) 1— 5 _ 387

8 512 512
(g) Tam bagmsizik geregi P(ANB)= P(A)P(B), P(ANC)=P(A)P(C), P(BN(C) =
P(B)P(C) ve P(ANBNC)=P(A)P(B)P(C)dir. Dagilma ozelligi ile AN(BUC)= (AN

B) U (AN C) olur ve toplama kurali geregi
P(AO(BUC’)) P(ANB)+P(ANC)—P(ANBNC)
P(A) P(B) + P(A) P(C) — P(A) P(B) P(C)
= P(A)( P(B)+ P(C) - P(B) P(C) )
=P(A)(P(B)+P(C)—P(BNC))=PA)PBUC).

Demek ki A ile B U C bagimsizdir. Ote yandan
P (AN(BNC))=P(ANBNC) = P(4) P(B) P(C) = P(4) P(BNC)

oldugundan A ile BN C' de bagimsizdur.
(h) AN B = & oldugundan P(AN B) =0 ve
P(ANB) 0

Ayriklik geregi P(AUB) = P(A)+ P(B) =3+ 1=5Lve AN (A

U
P4 1/3 4
P<A|AUB)_P(AUB)_7/12_?

B) = A oldugundan

P(ANB)=0+ 4 = (A) P(B) oldugundan A ile B bagimsiz degildir; bu, Teorem 7.1'in bir drne-
gidir. P(A | B) = 0 # 3 = P(A) esitsizligi de ayn1 sonucu verir.
]

Bu bolumle olasilik uzaylari tizerine ilk kismu tamamlamis olduk: olaylari, olasilik dl¢iisiini, kosullu
olasilig1 ve bagimsizlig: tanidik. Bundan sonra olaylar: tek tek incelemek yerine, deneyin sonucuna sayisal
degerler atayan fonksiyonlari, yani rastgele degiskenleri ele alacagiz. Kitabin ikinci kisminin ilk boliimii:
Rastgele Degisken.
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8.1

8. Rastgele Degisken

Bagimsiz Olaylar boliimiiyle birlikte kitabin ilk kismu tamamlandi. Elimizde artik bir olasiik uzay:
(Q, U, P) var: rastgele deneyin biitiin sonuglarini toplayan érnek uzay €2, olasilif1 sorulabilecek olaylar:
toplayan o-cebir U ve her olaya bir say1 karsilik getiren olasilik dl¢iisii P. Bu {iclii, olasilik teorisinin
biitiin sorularimin soruldugu zemindir.

Ama uygulamada bir deneyin sonucunun kendisiyle nadiren ilgileniriz; ilgilendigimiz sey ¢ogunlukla o
sonuca bagli bir sayidir. U¢ para atildiginda yazi ve turalarin hangi sirayla geldigi degil, kag tura geldigi;
iki zar atildiginda hangi ytizlerin geldigi degil, tist yiizlerin toplami; bir ampuliin nasil bozuldugu degil, kag
saat dayandig1 sorulur. Bu say1yi lireten sey, ornek uzayin her noktasina bir gercel say1 kargilik getiren bir
fonksiyondur: X : 2 — R. Boyle bir fonksiyon, deneyin sonuglar1 hakkindaki sorular1 say1 dogrusundaki
sorulara cevirir. “Kag tura geldi?” sorusu “X’in degeri nedir?” sorusuna, “en ¢ok bir tura gelmesi” olay1
ise {w € @ : X(w) < 1} kiimesine déniisiir.

Bu ¢evirinin ise yaramasi i¢in tek bir kosul gerekir: say1 dogrusunda sorulan her makul sorunun 2’daki
karsilig1 bir olay olmali, yani &’nun eleman: olmalidir; aksi hilde P o kiimeye bir olasilik veremez.
Bu kosulu saglayan fonksiyonlara rastgele degisken denir. Bu boliimde rastgele degiskenin tanimini,
olay kisaltmalarini ve deger kiimesini verecegiz; hangi fonksiyonlarin rastgele degisken oldugunu somut
orneklerde inceleyecegiz; tanimdaki kosulun aslinda biitiin Borel kiimeleri i¢in gecerli oldugunu séyleyen
Borel olciitiini ispatlayacagiz; son olarak bir rastgele degiskenin R'nin Borel cebri tizerinde yeni bir
olasilik dl¢iisi, yani bir olasilik dagilimi tanimladigini gérecegiz. Kitabin ikinci kisminin geri kalani bu
dagilimin incelenmesine ayrilmigtir.

Rastgele Degiskenin Tanimi

Birazdan verecegimiz tanim yalnizca {w : X (w) < a} kiimelerinin olay olmasini ister; bu kosulun bi¢imi
ilk bakista keyfi goriinebilir. Neden yalnizca bu kiimeler? Nedeni pratiktir. Say1 dogrusunda sorulabilecek
sorularm en basiti “X en ¢ok a midir?” sorusudur; bu béliimiin ilerleyen kisminda (Onerme 8.2) bu basit
sorularin olay olmasinin, “X bir Borel kiimesine diiser mi?” bi¢imindeki biitiin sorularin olay olmasini
zaten gerektirdigini gérecegiz. Yani tanimda en az sey istenir, en ¢ok sey elde edilir.

Tanim 8.1 (Rastgele Degisken). (2,2, P) bir olasilik uzayi (Tanim 3.2) ve
X: Q=R wh X(w)
bir fonksiyon olsun. Her a € R i¢in
(X<a)={we: X(w)<a}el

ise X fonksiyonuna bir rastgele degisken (rasgele, tesadiifi, raslant1 ya da rassal degisken de denir) ad:
verilir.

Tarmumla ilgili birka¢ gozlem:

+ Rastgele degiskenler genellikle X,Y, Z, V, W, ... gibi biiyiik harflerle, aldiklar1 degerler ise z, y, z, ...
gibi kiigtik harflerle gosterilir.

+ Adindaki “rastgele” sozciigiine kargin X rastgele bir sey degildir; {2’dan R’ye tumiiyle belirli, siradan
bir fonksiyondur. Rastgele olan, deney sonucunda hangi w’nin gerceklesecegidir; w belli olunca X (w)
say1si da bellidir.

« Bir fonksiyonun rastgele degisken olup olmamasi yalnizca €2’ya ve o-cebir U ya baghdir; olasilik 6l¢iisii
P’nin tanimda higbir rolii yoktur. & = P () ise her alt kiime bir olay oldugundan, © iizerindeki her
gercel degerli fonksiyon bir rastgele degiskendir. Kosulun gercekten kisitlayici oldugu durumlar, 2/ nun
kuvvet kiimesinden kiicitk oldugu durumlardir; bunlar: asagida goérecegiz.
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110 Boliim 8. Rastgele Degisken

Tanimda goriilen (X < a) yazimi, bolim boyunca kullanacagimiz bir kisaltma ailesinin ilk 6rnegidir.
Bu kisaltmalar1 ve bunlarin kiime islemleriyle nasil uyustugunu simdi toplu halde verelim; teoremlerin
ispatlarinda hep bunlara bagvuracagiz.

Onerme 8.1 (Olay Kisaltmalar1 ve Ters Goriintii Ozellikleri). X : Q — R bir fonksiyon ve A C R
olsun. A’min X altindaki ters goriintiisii kisaca

(XeA) ={weQ: X(w)e A} = X"1(A)
ile gosterilir. Ozel olarak a,b € R, a < b i¢in

(X=a)={weQ: X(w) =a}, (X <a)={weN: X(w) <a},
(X<a)={we: X(w) <a}l, (X >a)={weQ: X(w)>a},
(X>2a)={weQ: X(w)>a}l,la< X <b)={weQ:a< X(w) <b}

yazilir; (a < X <b), (a < X <b), (a < X <b) kisaltmalari da ayni bigimde anlasilir. Bu kiimeler U "nun
elemani oldugunda olasiliklart P(X € A), P(X = a), P(a < X < b) biciminde yazilir. Ters goriintii kiime
islemleriyle uyusur: A, B, A, A,, ... C R i¢in

(i) (X € A°) = (X € A)¢; burada soldaki tiimleyen R’ye (A° = R \ A), sagdaki Q’ya gore alinir;

(i) (X eUr A,)=U",(Xed,)ve (X", A4,)=N" (XA,

(iii)( X e A\B)=(Xe€A)\(XeB)veAC Bise(X € A) C (X € B);
(ivVANB=gise(X € A)N (X € B) = @.

Ispat.

Biitiin maddeler tanimin dogrudan sonucudur; hepsi “w sol taraftadir < w sag taraftadir” bigiminde
gosterilir.

(i) Tiimleyenin tanimini iki yanda da agcalim:

we(XeA) e X(weA e Xw) ¢A
SwE(XeA)swe (X eAe

(i)w € (X ey, An) < X(w) e, A, & enazbirn icin X(w) € A, < enazbirnicinw € (X €
A,) < well (X € A,). Kesisim icin “en az birn” yerine “her n” yazilr.

(iii) A\ B = AN B¢ oldugundan (i) ve (ii)den (X € A\ B)=(X € A)N(X € B)*=(
(X € B) bulunur. A C B ise X(w) € A olan her w i¢in X(w) € B olur; bu da (X € A) C
demektir.

(iv) (ii)‘ye gore (X € A)N (X € B) = (X € AN B) = (X € &) olur. Highir w i¢in X (w) € & olama-
yacagindan bu kiime bostur.

]

XeA)\
(X e B)

Onermenin (iv) maddesi, ayrik kiimelerin ters goriintiilerinin ayrik olaylar oldugunu soyler; bu, ileride
o-toplamsallig1 aktarirken Kkilit rol oynayacak. Simdi bir rastgele degiskenin hangi sayilari alabildigini
adlandiralim.

Tanim 8.2 (Deger Kiimesi). X : 2 — R bir rastgele degisken olsun. X’in goriintii kiimesi
Dy=XQ)={z€eR:bir weQ i¢in X(w) =2z}

kiimesine X’in deger kiimesi denir.

X deger kiimesinin diginda hicbir deger alamaz: B C R i¢in (X € B) = (X € BN Dy) olur, ¢iinkii
X(w) € B ise zaten X (w) € D tir. Bu basit gozlem hesaplarda ¢ok is gériir; Dy sonlu oldugunda her
sorunun yanitt sonlu sayida noktaya bakilarak verilir. Deger kiimesi sonlu ya da sayilabilir olan rastgele
degiskenlere ileride kesikli rastgele degisken diyecegiz (Tanim 10.1); deger kiimesi bir aralik olanlarin
onemli bir sinifi ise olasilig1 bir yogunluk fonksiyonunun integraliyle verilen siirekli rastgele degisken-
lerdir (Tanim 11.2). $imdilik her iki tiirden de 6rnek gorelim.
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8.1 Rastgele Degiskenin Tanimi 111

DX =10, 1, 2, 3} sonlu: ti¢ atista tura sayist
@ @ L @ I >

0 1 2 3 4
Dy={1,23, ..} sayilabilir: ilk turaya kadar atis sayisi
f L L @ o— ... >

0 1 2 3 4
Dy =0, 1] sayilamaz: X(w) = o’ Q= [-1, 1]
m———— t } | >

0 1 2 3 4

Sekil 8.1: Ug rastgele degiskenin deger kiimesi Dx ayn1 say1 dogrusunda. Ug para atisinda tura sayisi sonlu

bir kiime, ilk turaya kadar yapilan atig sayis: sayilabilir sonsuz bir kiime, [-1, 1] izerinde »? ise bir aralik

verir. 11k iki tiir kesikli rastgele degiskenlerin, {iciinciisii siirekli rastgele degiskenlerin 6rnegidir; X deger
kiimesinin diginda hicbir deger almaz.

I1k Ornekler

Asagidaki ii¢ 6rnekte bir fonksiyonun rastgele degisken oldugunu tanimin istedigi gibi, yani a’nin biitiin
gergel degerleri icin (X < a) kiimesini acik¢a bulup ’da oldugunu gorerek gosterecegiz. a, deger
kiimesinin altinda my, iki deger arasinda mi, yoksa tistiinde mi kaliyor; (X < a) kiimesi buna gore degisir.
Bu yiizden hesap her zaman a ekseni araliklara boliinerek yapilir.

Ornek 8.1 (Bir Para Atisinda Tura Sayisi). Bir para bir kez atiliyor. Ornek uzay Q = {Y, T} (Y yazi,
T tura), U = P(Q) ve her A € U i¢in P(A) = % (Laplace uzayi, Tanim 4.1) olmak iizere (2, U, P)
olasilik uzay1 alinsin.

O,w=Y

X: Q5 R, X(w):{lw:T

fonksiyonunun bir rastgele degisken oldugunu gosteriniz; deger kiimesini ve P(X <0), P(X =1)
olasiliklarimi bulunuz.

Coziim.
X yalmzca 0 ve 1 degerlerini aldigindan Dy = {0,1}’dir.a € Ri¢in (X <a) ={w € Q: X(w) < a}

kiimesini a’nin konumuna gore bulalim.

+ a < 0 ise hi¢bir w i¢in X (w) < a olamaz, ¢iinkit X in en kiiciik degeri 0°dir: (X < a) =g € U.
+ 0 <a<lise X(w) < akosulunu yalmzca X (w) = 0 saglar: (X <a) ={Y} € U.
+ a > 1iseher iki deger de a’y1agsmaz: (X <a)={Y, T} =Q € U.

Her a € R i¢in (X < a) € U oldugundan X bir rastgele degiskendir. X, atigta gelen tura sayisini
sayar. Olasiliklar Laplace formiiliiyle (Onerme 4.2)

P(X <0) = P({Y}) = % P(X =1) = P4T}) = %

olarak bulunur.
| ]

Ayni yontem birden ¢ok atis igin de gecerlidir; yalnizca incelenecek aralik sayisi artar.

Ornek 8.2 (Ug Para Atisinda Tura Sayis1). Bir para ii¢ kez atiliyor. Ornek uzay
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Q={YYY,YYT,YTY,YTT,TYY,TYT,TTY,TTT},

U=P() ve P(A) = @ olmak tizere (Q,U, P) olasilik uzay1 alinsin. X : Q@ — R fonksiyonu her
sonugtaki tura sayis1 olsun:

0,w=YYY
Lwe {YYT,YTY,TYY}
2,we {YTT,TYT,TTY}
3,w=TTT.

X(w) =

X’in bir rastgele degisken oldugunu gésteriniz; P(X < 0), P(X < 1), P(X = 2) olasiliklarini hesapla-
yimz ve x € Dy icin P(X = x) degerlerini bir tabloda veriniz.

Cozim.
Dy ={0,1,2,3}’tir. a € Rigin (X < a) kiimesi, X degeri a’y1 agmayan sonuglarin kiimesidir:

ca<0ise (X <a)=gel.
c0<a<lise(X<a)=(X=0)={YYY}el.
c1<a<2ise(X<a)=X=0UX=1)={YYY,YYT,YTY,TYY} € U.
+2<a<3ise(X<a)=(X=0)0UX=1)UX=2)=0Q\{TTT} lU.
ca>3ise (X <a)=Qel.

2 < a < 3 durumundaki birlesimin elemanlar: agik¢a sunlardir:
(X=0)u(X=1)u(X=2)={YYY,YYT,YTY, TYY,YTT,TYT,TTY }.

Demek ki X bir rastgele degiskendir. Simdi istenen olasiliklar, olay kisaltmalarini agip Laplace formii-
lini uygulayarak bulunur:

P(X <0) = P(fw € Q: X(w) < 0}) = P({YYY}) = %

4 1
P(X <1)=P({YYY . YYT,YTY,TYY}) = o =5

P(X =2)= P{YTT,TYT,TTY}) = g

)

Deger kiimesinin her noktasi i¢in P(X = z) olasilify, z tura igeren sonuglarin sayisinin 8’e béliimiidiir:

T 0 1 2 3
P(X =1x) % % % %

Tablodaki dért saymin toplami 1°dir; bu bir rastlanti degildir, ¢iinkii (X = 0), (X =1),(X =2),(X =
3) olaylar1 ayriktir ve birlesimleri €2’dir. Boyle bir tablo, bir rastgele degiskenin olasilik fonksiyonu
kavraminin ilk 6rnegidir (Tanim 10.2).
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X:Q—R

(X < 1) = {YYY, YYT, YTY, TYY}: bir olay

X=<1)

=

v

X(w) = tura sayisi

Sekil 8.2: Rastgele degisken, drnek uzayin her sonucuna bir say1 esleyen fonksiyondur; burada ti¢ para

atisinda tura sayist. "X < 1" gibi bir kosul, say1 dogrusunda bir yar1 dogruya, drnek uzayda ise oraya

giden sonuglarin kiimesine karsilik gelir. Tanim, bu kiimelerin hepsinin birer olay (o-cebrin elemani)
olmasini ister; olasiliklar: ancak o zaman anlamlidir.

Ornek uzay sonsuz, hatta sayllamaz oldugunda da tanim aymi bicimde uygulanir; yalnizca (X < a)
kiimeleri artik sonlu listeler degil, araliklardur.
Ornek 8.3 (Kare Déniigiimii). = [—1,1], ¥ = B(Q) (’nin Borel alt kiimelerinin o-cebiri) ve 4 €
U i¢in
P(4) = uzunluk (A) _ uzunluk (A)

uzunluk (Q) 2

olmak iizere (2,U, P) olasilik uzay1 alinsin (geometrik olasilik, Tanim 4.5). X : @ = R, X (w) = w?
fonksiyonunun bir rastgele degisken oldugunu gésteriniz; deger kiimesini bulunuz ve 0 < a <1 igin
P(X < a) olasiligini hesaplayiniz.

Coziim.
w € [—1,1] iken w? € [0, 1] olur ve [0, 1]’deki her z degeri w = /z € (2 noktasinda alinir; dolayistyla
Dy = [0,1]'dir. a € Ri¢in (X < a) = {w € [-1,1] : w? < a} kiimesini bulalim.

« a < 0ise w? < a esitsizliginin ¢dziimii yoktur: (X < a) = @ € U.
c0<a<lisew? <a< —/a<w< /aolurve/a < 1oldugundan bu aralik Q’nin icindedir:

(X <a)={we[-1,1]: —Va<w< Va} = [-Va,Va].

Kapali bir aralik bir Borel kiimesidir (Onerme 2.5), dolayisiyla [—/a, \/a] € U.
« a > 1ise Q’mn her noktasindaw? < 1 < a oldugundan (X < a)=Q € U.
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X(w)
X(w) = &*

1 -
X =<a)=[-va, va]

bir olay olmali (U iginde)

«w
Q=[11]

Sekil 8.3: Rastgele degisken kosulunun geometrisi: Q = [-1, 1] tizerinde X(w) = »® alinmigtir. "X < a"

sorusu, egrinin a diizeyinin altinda kaldig1 o noktalarini, yani [-va, va] araligini secer. Tanim, her a

icin bu ters goriintiiniin o-cebir Unun bir eleman: olmasini ister; burada kapali aralik bir Borel kiimesi
oldugundan kosul saglanir ve P(X < a) = Ya olur.

Her a i¢in (X < a) € U oldugundan X bir rastgele degiskendir. 0 < a < 1 i¢in
a— (—+va
HXSGF:HPVaVa%=i;%¥£2=VE

bulunur. Ornegin P (X < 1) = 5 ve P ( <X< 1) =1- % = %’dir Burada onceki iki 6rnekten
farkli olarak, her a icin tek bir noktanin olasiligy sifirdir: 0 < a < 1 iken (X ={—Va,\a},a=
0 iken (X = 0) = {0}, 6teki a degerleri i¢in ise (X = a) = @&’dir; sonlu b1r kumemn uzunlugu sifir
oldugundan her durumda P(X = a) = 0 bulunur.

|

Hangi Fonksiyonlar Rastgele Degiskendir?

Yukaridaki érneklerin ilk ikisinde & = P(Q) oldugundan kosulun saglanacag: bagtan belliydi; ii¢iincii-
siinde U Borel cebriydi ve kosul yine saglandi. Kosulun gercekten eleyici oldugunu gérmek icin o
-cebirin kuvvet kiimesinden kii¢iik oldugu bir uzay almak gerekir. Asagidaki 6rnek bunu yapar: dort
fonksiyondan ikisi rastgele degiskendir, ikisi degildir.

Ornek 8.4 (Hangileri Rastgele Degiskendir). Q = {w;,w,, w3},
U={& {w,w} {ws}, 2}

ve P({ws}) = # (dolayisiyla P({w;,w,}) = ) olmak iizere (2, U, P) olasilik uzay1 verilsin. Asagidaki
fonk51yonlardan hangileri rastgele deg1§kend1r?

a) X(w;) =1, 1=1,2,3;

b)Y (w;) =0, i= 1,2,3,

) Z(wy) = Z(wy) =1, Z(ws) = 0;

d) V(w) =V(ws) =1, V(wy) =0.

Cozim.

Once U’ nun gergekten bir o-cebir oldugunu not edelim: {w, , ws } ile {w} birbirinin tiimleyenidir, & ile
Q da 6yledir ve bu dort kiimenin her birlesimi yine bu dort kiitmeden biridir. &/ nun elemani olmayan
alt kiimeler {w; }, {wy}, {wy,ws} ve {wy,ws} tir. Bir fonksiyonun rastgele degisken olmamas: i¢in
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tek bir a degerinde (X < a)’nin bu dért kiimeden birine esit ¢ikmasi yeter. Olasilik dl¢iisit P’nin bu
soruda higbir rolii yoktur.
a) X(w;) =1, X(wy) = 2, X(w3) = 3 oldugundan Dy = {1, 2,3} tiir. a = 1 alalim:

(X<1)={weQ: X(w) <1} ={w} ¢ U.

Tek bir a icin kosul bozuldugundan X rastgele degisken degildir. (Oteki araliklara bakmaya gerek
yoktur; ama bakilirsaa < li¢in@,1 < a < 2i¢in {w; },2 < a < 3ic¢in {w;, wy }, @ > 3icin Q bulunur;
yalmzca 1 < a < 2 aralig1 sorun ¢ikarir.)

b) Y sabit sifir fonksiyonudur, Dy = {0}. a € R i¢in

_Jg,a<0
(Yga)_{gz,azo

olur ve &, ) € U’dur. Demek ki Y bir rastgele degiskendir. Ayni akil yiiriitme her sabit fonksiyon
icin gecerlidir: sabit fonksiyonlar her olasilik uzayinda rastgele degiskendir.
c) D, = {0,1}dir ve Z, 0 degerini yalnizca wy’te alir. a € R i¢in

g, a<0
(Z<a)=<{w3},0<a<1
Q a>1.

)

Ug kiime de U/’nun elemanidir; Z bir rastgele degiskendir.
d) D,, = {0,1}’dir ve V, 0 degerini yalnizca w,’de alir. a = 0 i¢in

(V<0)={weQ:V(w) <0} = {w,} ¢ U

Dolayisiyla V rastgele degisken degildir. (0 < a < 1 araliginin tamaminda (V' < a) = {w, } olur.)
Sonug: yalnizca Y ve Z rastgele degiskendir. Z ile V' arasindaki fark 6greticidir: ikisi de yalmizca 0
ve 1 degerlerini alir, ama Z degerlerini 2/’ daki kiimeler tizerinde sabit tutarken V, &/ nun bolemedigi
{wy,wy } kiimesini ikiye ayirmaya caligir. o-cebir bu ayrim1 “géremedigi” i¢in Vye olasilik sorulamaz:
P(V =0) = P({w,}) tanumh degildir.

|

1 Rastgele degisken olmak yalnizca fonksiyona degil, -cebire de baghdir

Ayni X : Q — R fonksiyonu bir o-cebire gore rastgele degisken olabilir, bir bagskasma gore olmaya-
bilir. 1ki u¢ durum bunu iyi gosterir.

« U =P(Q) (en bityiik o-cebir) ise (X < a) kiimesi ne olursa olsun % dadir; 2 tizerindeki her
fonksiyon rastgele degiskendir.

« U ={@,Q} (en kigiik o-cebir) ise yalnizca sabit fonksiyonlar rastgele degiskendir. Gergekten,
X iki farkli ¢; < ¢, degeri aliyorsa (X < ¢;) kiimesi ¢, ’i veren noktay1 igerir, ¢,’yi veren noktay1
icermez; yani ne bostur ne (’dir, dolayisiyla 2 da degildir.

Ornek 8.4 bu iki ucun arasindadir: &, ’y1 yalnizca {w;,w,} ve {w3} parcalarina ayirabildiginden,
rastgele degiskenler tam olarak bu parcalarin her biri {izerinde sabit olan fonksiyonlardir. Genel kural
da budur: bir fonksiyon, ancak o-cebirin ayirt edebildigi kadar ayrinti tasiyorsa rastgele
degiskendir.

Borel Olciitii

Tanim yalnizca (X < a) kiimelerinin olay olmasini ister. Oysa uygulamada (X = a), (a < X <), (X >
a) gibi kiimelerin, hatta “X rasyonel mi?” gibi sorularin olasiligini da sormak isteriz. Asagidaki énerme
bu kaygiy1 ortadan kaldirir: tanimdaki kosul, R’nin biitiin Borel kiimeleri i¢in ters goriintiiniin olay
olmasina denktir. Bu sonuca ihtiyacimiz iki yonlidir. Bir yandan olay kisaltmalarinin hepsine olasilik
verebilmemizi saglar; 6te yandan bu béliimiin son kismunda Py (B) = P(X € B) ifadesinin her Borel B
i¢in anlaml oldugunu bu 6nerme garanti edecektir.
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Onerme 8.2 (Borel Olgiitii). (9,2, P) bir olasilik uzay: ve X : Q — R bir fonksiyon olsun. Asagidaki
iki kosul birbirine denktir:

(i) her a € R igin (X < a) € U, yani X bir rastgele defiskendir;

(ii) her Borel kiimesi B € B(R) i¢in (X € B) = X 1(B) € U.

Ozel olarak X bir rastgele degisken ve a < b ise

(X<a),(X>a),(X>a),(X=a),a<X<b),@a<X<h),(a<X<b),(a<X<h)
kiimelerinin her biri bir olaydir.

Ispat.

(ii) = (i). Her a € R i¢in (—oo, a] yar1 dogrusu bir Borel kiimesidir (Onerme 2.5 (c)). (i) ‘ye gore (X <
a) = (X € (—o0,a]) € U olur.

(i) = (ii). Bu yon asul igeriktir; ii¢ adimda ispatlayacagiz. Boyunca (i) nin saglandigini varsayiyoruz ve
Onerme 8.1°ndaki ters goriintii 6zelliklerini kullaniyoruz.

Adim 1: Yar1 dogrular, araliklar ve tek noktalar. I bir o-cebir oldugundan tiimleyene, sayilabilir birlesime
ve kesisime kapalidir (Teorem 2.1). a < b olsun.

c(X>a)=(X<a)ell

*(X<a)= UZO:I(X <a—1). Gergekten, X (w) < a isea — X (w) > 0 oldugundan 1 < a — X (w)
olacak bicimde bir n vardir, yani X (w) < a — 1; tersine X(w) < a — L ise X(w) < a’dir. Sa§ taraf
U daki kiimelerin sayilabilir birlesimi oldugundan (X < a) € U.

e (X>a)=(X<a)el.

c(X=a)=(X<a)N(X>a)el.

c(a< X <b)=(X<b)N(X > a) € U; benzer bicimde (a < X <b) = (X <b)N(X >a),(a<
X<bh)=X<b)nN(X>a)ve(a< X <b)=(X <b)N(X > a) kiimeleri de U dadur.

Boylece 6nermenin son ciimlesi ispatlanmais oldu. Ayni zamanda sunu gostermis olduk: I C R hangi tiirden
olursa olsun bir araliksa ((—o0, al, (—o0, a), (a, 00), [a, ), (a,b], [a,b], (a,b), [a,b) ya da tek noktal
{a} =[a,a]) (X €I) € U dur.

Adim 2: Ters goriintiisii olay olan kiimelerin sinifi bir o-cebirdir.

D={BCR:(XeB)elU}
sinifini tamimlayalim. D ’nin R dizerinde bir o-cebir oldugunu (Tanim 2.2) gosterelim.

* (X €R)=Q €U oldugundanR € D.

* B € D olsun. Onerme 8.1 (i) ‘ye gore (X € B®) = (X € B)° ve U tiimleyene kapali oldugundan (X €
B¢) € U; yani B® € D.

* By, B,,... € D olsun. Onerme 8.1 (ii) ‘ye gore (X ey, Bn) = U, (X € B,) vell sayilabilir birlesime
kapali oldugundan bu kiime U ’dadir; yani Un B, e D.

Demek ki D bir o-cebirdir. Adim 1’e gore R’nin her araligi D nin elemanidir.

Adim 3: Borel cebri 2’nin icindedir. Borel cebri, agik araliklar sinifi £, = {(a,b) : a < b} in direttigi o-
cebirdir (Tanim 2.4): B(R) = o(£,), yani £, ’i kapsayan en kiigiik o-cebir. Adim 1'e gére her agik aralik
D’nin elemamdir, yani £; C D; Adim 2’ye gore D bir o-cebirdir. Teorem 2.3 (b) geregi £,’i kapsayan
her o-cebir o(£,)’i kapsar; 6yleyse B(R) C D dir. Bu da tam olarak (ii)dir: her B € B(R) i¢in (X €
B)el.

]

Onermenin iki pratik sonucu vardir. Birincisi, tanimda (X < a) yerine (X < a), (X > a) yada (X >
a) kiimeleri kullanilsaydi aym rastgele degisken kavramina ulagilirdi. Adim 1°deki esitlikler, (X < a)
kiimelerinin olay olmasindan 6teki ti¢iiniin olay olmasini ¢ikarir; ters yon i¢in

(Xéa):(X>a)C=ﬁ<X<a+%), (X <a)= (X >a)°

n=1

esitlikleri yeter (ilk esitlikteki kesisim, X (w) < a ile “her n i¢in X (w) < a + %” kosullarinin denk olma-
sindan gelir). Boylece dért kosul birbirine denktir. Ikincisi, X bir rastgele degiskense ve B herhangi bir
Borel kiimesiyse P(X € B) olasilig1 anlamlidir; R’nin uygulamada karsilagilan her alt kiimesi (araliklar,
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sayilabilir kiimeler, acik ve kapali kiimeler) Borel oldugundan, bir rastgele degisken hakkinda sorulabi-
lecek her makul sorunun bir olasilig1 vardir.

@ Sonlu deger kiimesi icin pratik dlciit

Dy sonlu ya da sayilabilir ise X’in rastgele degisken olmasi igin gerek ve yeter kosul, her € Dy
icin (X = z) € U olmasidir. Gereklilik Onerme 8.2'ten gelir. Yeterlik icin

x<a= | (x=o

z€Dy, z<a

yazmak yeter: sag taraf 2/’daki sonlu ya da sayilabilir ¢oklukta kiimenin birlesimidir, dolayisiyla
U dadir. Ornek 8.4’e bu gdzle bakilirsa yanit aninda goriiliir: Z igin (Z = 0) = {w3} ve (Z =1) =
{wy,wy} olaydir; V icin (V = 0) = {w,} olay degildir.

Rastgele Degiskenin Olasilik Dagilimi

Bir rastgele degiskenin asil iglevi, olasilig1 {2’dan say1 dogrusuna tagimaktir. Borel dl¢iitii sayesinde her
Borel kiimesi B icin P(X € B) sayisi tamumlidir; bu sayiya “X’in B’ye diisme olasiligr” deriz. B
P(X € B) kurali, R’nin Borel kiimeleri iizerinde taniml bir fonksiyondur. Asagidaki teorem bu fonksi-
yonun bir olasilik 6l¢iisii oldugunu séyler; yani X, elimizdeki (€2, &, P) uzayindan R iizerinde yepyeni bir
olasilik uzayi iiretir. Bu teoreme ihtiya¢ duymamizin nedeni agiktir: kitabin bundan sonraki boliimlerinde
’y1 hemen hemen unutup yalnizca say1 dogrusu tizerindeki bu 6l¢iiyle calisacagiz; bunun mesru olmasi

i¢in o 6l¢tiniin Kolmogorov aksiyomlarini sagladigini bir kez kesin olarak gormemiz gerekir.

Teorem 8.1 (Rastgele Degiskenin Urettigi Olasilik Olgiisii). (Q, 2, P) bir olasilik uzayive X : Q —
R bir rastgele degisken olsun.

Py : B(R) = R, Py(B)=P(X€B)=P ({weQ: X(w) € B})
fonksiyonu B(R) iizerinde bir olasilik él¢iisiidiir. Dolayisiyla (R, B(R), Py ) bir olasilik uzayidir.

Ispat.

Once Py ’in iyi tamiml oldugunu gérelim: B € B(R) icin Onerme 8.2’e gore (X € B) € U dur, dolayisiyla
P(X € B) sayisi tamimhdir. Simdi Py ’in olasilik 6l¢iisii aksiyomlariny (Tanim 3.1) sagladigini gosterelim.
(A1) Negatif olmama. Her B € B(R) i¢in (X € B) bir olaydir ve P her olaya negatif olmayan bir say
verir: Py(B) = P(X € B) > 0.

(A2) Normlama. X ’in her deferi R 'de oldugundan (X € R) = Q’dir; dolayisiyla Px(R) = P(Q) = 1.
(A3) Sayilabilir toplamsallik. B, B,, ... € B(R) ikiser ikiser ayrik Borel kiimeleri olsun. Borel cebri
sayilabilir birlesime kapali oldugundan|J B, € B(R) dir ve Px (Un Bn) tamimlidir. Onerme 8.1 (i) ‘ye
gore

(Xe GBH> = G(XeBn).

m # n igin B,, N B, = & oldugundan Onerme 8.1 (iv)'e gore (X € B,,) N (X € B,)) = &; yani (X €
B,),(X € B,), ... olaylari da ikiser ikiser ayriktir. P ’nin sayilabilir toplamsalligi (aksiyom (A3)) bu ayrik
olay dizisine uygulanirsa

Py (fj Bn) - P(fj(x e Bn>) ~ S P(XeB) =Y PB,)
n=1 n=1 n=1 n=1

elde edilir.

Ug aksiyom da saglandigindan Py, B(R) iizerinde bir olasilik dlgiisiidiir; B(R) de R iizerinde bir o-cebir
oldugundan (R, B(R), Py) bir olasilik uzayidir (Tanim 3.2).

|

Teoremdeki 6l¢iiniin ad1 vardir ve bundan sonraki boliimlerin ana nesnesi odur.
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Tanim 8.3 (Olasilik Dagilimi). X bir rastgele degisken olsun. Teorem 8.1'nde tanimlanan, B(R)
izerindeki

Py(B)=P(X€B), Be3R)

olasilik olciisiine X rastgele degiskeninin olasilik dagilimi (ya da X’in olasiik 6lgtisi) denir.
(R, B(R), Py) uzayina da X in iirettigi olasilik uzay denir.

Tanimla ilgili ti¢ not:

« Py bir olasiik ol¢iisii oldugundan, olasiik o6lgiileri icin ispatlanmis her sey ona da uygula-
nir: Py (B°) =1— Py(B), Px(@) =0, AC B= Pyx(A) < Py(B), toplama kurali Py(AU B) =
Py (A) + Py(B) — Px(AN B) (Teorem 3.1, Teorem 3.2) ve artan ya da azalan Borel kiimesi dizileri i¢in
siireklilik (Teorem 3.5).

+ Dy bir Borel kiimesiyse, X deger kiimesinin digina diisemediginden her B € B(R) i¢in Py (B) =
Py (BN Dy) ve 6zel olarak Py (Dy) = 1 olur; yani Py biitiin kiitlesini Dy iizerinde tasir. Bu kitapta
karsilagilan biitiin deger kiimeleri (sonlu ya da sayilabilir kiimeler ve araliklar) Borel'dir.

o Py, iki farkli 6rnek uzayda tanimh rastgele degiskenleri karsilagtirmay: miimkiin kilar: X ile Y farkli
deneylere ait olsa bile ikisinin dagilimi da B(R) iizerinde birer 6l¢iidiir ve dogrudan karsilagtirilabilir.

Dagilimi somut 6rneklerde hesaplayalim. Deger kiimesi sonlu oldugunda her Borel kiimesinin olasiligs, o
kiimeye diisen degerlerin olasiliklar1 toplanarak bulunur; deger kiimesi bir aralik oldugunda ise uzunluk
hesabina dondliir.

Ornek 8.5 (Olasilik Dagilimi Hesab1). a) Ornek 8.2'ndeki tura sayis1 X i¢in Py ({1, 2}), Py ((—00,1]),
Py((1,3)), Px([3,3]) ve Px(R\{0,1,2,3}) degerlerini hesaplaymniz. Genel bir B € B(R) icin
Py (B)’yi veren formiilii yaziniz.

b) Ornek 8.3'deki X (w) = w? rastgele degiskeni icin Py ([0, 1]), Px((%,%]) ve Px({3}) degerlerini
hesaplayiniz.

Cozim.
a) Her durumda Py (B) = P(X € B) tanimun agip B’ye diigen sonuglar1 sayacagiz.

P({1,2}) = P(X € {1,2}) = PUYYT,YTY,TYY,YTT,TYT,TTY}) = g - Z.
B = (—00,1] i¢in X (w) < 1 olan sonuglar aranir:
Py((~00,1]) = P(X <1) = P{YYY,YYT,YTY,TYY}) = % - %
B = (1, 3) agik araligina Dy 'ten yalnizca 2 diiger:
Pe((1,3) = P(1< X < 3) = P(X =2) = g

B

[3, 2] araligina Dy ten 1 ve 2 diiser; BN Dy = {1, 2} oldugundan
15 3
Pe(]2,2]) = Pe(f1,2)) = 2.

Son olarak B=R\{0,1,2,3} =R\ Dy i¢cin BN Dy = @’dir, dolayisiyla (X € B) =& ve
Py (B) = 0. Ayni sey Py (R) = 1 ile timleyen kuralindan da goriiliir: Py(Dy) =t +2+ 34+ ¢ =1.
Genel formill: B € B(R) i¢in (X € B)= (X € BNnDyx)= (X = z) olur ve bu birlesim en
cok dort ayrik olaydan olusur. P’nin toplamsalligiyla

xe€BNDy
Py(B)= Y, P(X=u),
2€Bn{0,1,2,3}

yani Py tiimiiyle Ornek 8.2'ndeki tablo tarafindan belirlenir. Bu, kesikli rastgele degiskenlerin dagili-
munin olasilik fonksiyonuyla belirlenmesinin ilk 6rnegidir.
b) Q = [—1,1] ve P uzunlugun yarisidir. B = [0, 1] icin
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(XGB):{we[—l,l]:OSwzgi}: [—%%] P(B) =5 1=,

B= (3 5] i¢in 3 <w? < % & 1 <|w]<3 oldugundan

3 1 13 1/1 1 1

(XeB)= [ 4 2) U (2’4}’ Fx(B) = 2(4+4) 4
Ay sonug Py ((1, 35)) = P(X < 55) — P(X < q) = § —
P(X < a) = y/a formiiliinden de elde edilir.
Tek nokta icin (X € {1}) = (X = 1) = {3, 3} ve iki noktali kiimenin uzunlugu sifir oldugundan
PX({%}) = 0. Burada dagilim tek tek noktalara degil, araliklara kiitle yiikler; bu, siirekli rastgele
degiskenlerin tipik davranigidir.
]

= % biciminde, Ornek 8.3’de bulunan

1 Ayni dagilim, farkl rastgele degiskenler

Py, rastgele degiskeni belirlemez. Ornek 8.2'ndeki uzayda Y (w), w sonucundaki yazi sayis1 olsun;
Y =3 — X’tir ve Y de bir rastgele degiskendir. x yaz1 iceren sonuclarin sayisi,  tura iceren sonug-
larin sayisina esit oldugundan

P(Y =0) == P(Y:l):g, P(Y=2)==%, P(Y=3)=

yani her Borel B i¢in B, (B) = Px(B), kisaca B, = Px. Oysa X # Y: 6rnegin X(TTT) = 3 iken
Y(TTT) = 0’dir. Dagilim, rastgele degiskenin hangi olasilikla hangi degeri aldigini soyler;
hangi sonucta aldigini sdylemez. Olasilik teorisinin biyiik b6liimi icin bu bilgi yeterlidir; iste bu
yizden €2 ¢ogu zaman arka planda kalir.

—~

Alistirmalar

Alistirma 8.1 (Alistirmalar). a) fki zar atibyor: Q = {(4,5) : 4,5 € {1,2,3,4,5,6}}, U = P(),
P(A) = %. X(i,7) =i+ 7 (ust yiizlerin toplami) olsun. X’in bir rastgele degisken oldugunu goste-
riniz; Dy 1 bulunuz; Py ({7}), Px ([10,00)) ve Py ((—0o0, 3]) degerlerini hesaplayiniz.

b) 1 = {wy, wy, w3, wy} vell ={ &, {wy,wy }, {ws, ws}, @ } olsun. Asagidaki fonksiyonlardan hangileri
rastgele degiskendir?

X(wy) = X(wy) =—1, X(ws) = X(wy) = 5;
Y(w) =1, Y(wy) =2, Y(wy)="Y(wy)=3;
Z(w;) = (~1)

c) Q=10,1], ¥ = B(Q) ve P(A) = uzunluk (A4) olsun. X(w) = 2w — 1 i¢in her a € R’de (X < a)
kiimesini bulunuz, X in rastgele degisken oldugunu gésteriniz ve PX( [0, %] )’yi hesaplayiniz.

d) (c)‘deki uzayda X (w) = min{w, 1 } olsun. X’in rastgele degisken oldugunu gésteriniz; Dy i, Px ({3 })
ve Px ([0, ;]) degerlerini bulunuz.

e) X bir rastgele degisken ve ¢,d € R olsun. Y = ¢X + d fonksiyonunun, yani Y (w) = ¢X(w) + d ile
tanimlanan Y : Q — R’nin bir rastgele degisken oldugunu gosteriniz.

f) X ve Y ayni olasilik uzayinda taniml iki rastgele degisken olsun. M (w) = max{X(w),Y (w)} ve
m(w) = min{ X (w), Y (w)} fonksiyonlarinin rastgele degisken oldugunu gosteriniz.

g) X bir rastgele degisken olsun. | X | ve X? fonksiyonlarinin rastgele degisken oldugunu gésteriniz.

Coziim.

a) U = P(Q) oldugundan ’nin her alt kiimesi, 6zel olarak her (X < a) kiimesi &’ dadir; X bir rastgele
degiskendir. i 4 j toplami 2’den 12’ye kadar her tam say1 degerini alir: Dy = {2, 3, ..., 12}. Toplam1 7
yapan ciftler (1,6), (2, 5), (3,4), (4,3), (5,2), (6,1) olmak iizere alt1 tanedir:
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6 1
P, =PX=7)=—=-.
(7)) = PX=T) = o = ¢
[10,00) N Dy = {10,11, 12} dir; toplami 10 yapan i cift ((4,6),(5,5),(6,4)), 11 yapan iki ¢ift
((5,6), (6,5)), 12 yapan b1r cift ((6, 6)) vardur:

3+24+41 6 1
Py (10 =PX>10)=———=—=—.
4 (10,00)) = P(X 2 10) = 2F2HL_ 02
(—00, 3] N Dy = {2, 3} tiir; toplam1 2 yapan bir ¢ift ((1, 1)), 3 yapan iki ¢ift ((1,2), (2,1)) vardur:
142 1
Py ((— =PX<3)="—=—.
(00,8 = Px <3) = L2 L

b) &’ nun elemani olmayan alt kiimelerin her biri {w;,w,} ya da {ws3,w,} kitmelerinden en az birini
boler. Dy = {—1,5} olmak iizere

9, a<-—1
(X <a)=<{w,wy},-1<a<5
Q, a>5

kiimelerinin {icii de 2/ ’dadir; X rastgele degiskendir. Y icin @ =1 alimursa (Y <1) = {w,} ¢ U;
Y rastgele degisken degildir. Z(w;) = —1, Z(w,y) = 1, Z(w3) = —1, Z(w,) = 1 oldugundan (Z <
—1) = {wy,w3} ¢ U; Z de rastgele degisken degildir.

) X(w)<ae2w—1<asw< L we|0,1] oldugundan

z, a<—1
(X <a)=141[0,%],-1<a<1
Q, a>1

Bos kiime, kapali aralik ve © Borel kiimeleri oldugundan her « i¢in (X < a) € U; X bir rastgele
degiskendir ve Dy = [—1,1]'dir. 0 < 2w —1 < 1 < 1 <w < 3 oldugundan

(b2 -#( ) -3

d)w < 1 ise X(w) = w,w > 3 ise X(w) = 3dir; dolayisiyla Dy = [0, 3]. a € Riicin

g, a<0
(X<a)=<[0,a,0<a<3
Q, ax>j,

cinkii 0 < a < % iken min{w, %} < a kosulu tam olarak w < a demektir, a > % iken ise her w i¢in
saglanir. Ug kiime de Borel’dir; X bir rastgele degiskendir.

1 1 1 1 1 1 1
rl{z)) =rle=3)=r(l5)) =5 wllod])-#(Pi]) -3
Ornek uzay bir aralik oldugu halde Py tek bir noktaya 3 kiitle yiiklityor: 3’den bityiik her sonug ayni
degere sikigtirilmugtir. Béyle bir rastgele degisken ne ke31khd1r ne surekhdlr deger kiimesi bir aralik,
1

ama dagilimin kiitlesinin yarisi tek bir noktada toplanmustir (kalan yarisi [0, 5) tizerine yayilmustir).
e) Uc durum vardar.

cc>0:cX(w)+d<ae X(w) <24, dolayisiyla (Y < a) = (X

+ ¢ < 0: c ile boliince esitsizlik yén deg1§t1r1r cX(w)+d<as X(w )
(X > “%d) ve Onerme 8.2’e gére bu kiime 4/ dadur.

+ ¢ = 0:Y sabit d fonksiyonudur; a < di¢in (Y < a) = @, a > dicin (Y < a) = Q ve ikisi de I/’ dadur.

(Y <a)=

Her durumda Y bir rastgele degiskendir.
f) max{X(w),Y(w)} < a olmasi, X(w) < ave Y(w) < a olmasina denktir:
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M<a)=(X<a)n(Y<a)el,

ciinkii & kesigsime kapalidir. min{X (w),Y (w)} < a olmasi ise X(w) < a veya Y (w) < a olmasina
denktir:

(m<a)=(X<a)U(Y <a)€el.

Demek ki M ve m rastgele degiskendir. Aym akil yiiriitme sonlu sayida rastgele degiskenin en buyiigii
ve en kiigiigii i¢in de gecerlidir.

g) a < 0ise | X(w) | < a higbir w i¢in saglanmaz: (| X |<a)=@F€lU.a>0ise | X(w) |<a &
—a < X(w) < a, dolayisiyla

(|X|<a)=(a<X<a)=(X<a)N(X>—a)ell

(Onerme 8.2). Benzer bicimde a < Oigin (X? < a) = @;a > 0igin X (w)? < a & | X(w) | < v/a,yani
(X? <a) = (| X | <+/a) ve bu kiime az énce gosterildigi gibi & dadir. Oyleyse | X | ve X? rastgele
degiskendir. (Genel kural, bir rastgele degiskenin siirekli bir fonksiyonunun yine rastgele degisken
oldugudur: Teorem 12.1.)

|

Bir rastgele degiskenin dagilimi Py, Borel kiimelerinin tamami {izerinde tanimli bir 6l¢iidiir; ama bu
olgliyil elde tutmak igin her Borel kiimesine ne verdigini bilmek gerekmez. Yalmizca (—oo,a] yari
dogrularina verdigi degerler, yani a = P(X < a) fonksiyonu, Py’i biitiiniiyle belirler. Bu tek degiskenli
fonksiyon, kitabin bundan sonraki ana aracidir: Dagilim Fonksiyonu.
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9.1

9.2

9. Dagilim Fonksiyonu

Rastgele Degisken béliimiinde bir olasilik uzay1 tizerinde taniml ve her (X < a) olayim ¥ i¢inde tutan
fonksiyonlari rastgele degisken diye adlandirdik (Tanim 8.1). Ardindan her rastgele degiskenin, Py (B) =
P(X € B) kuraliyla, reel sayilarin Borel cebri tizerinde bir olasilik ol¢iisii dogurdugunu gordiik (Teorem
8.1); bu dl¢tiye X’in olasilik dagilimi dedik (Tanim 8.3). Py, X ile ilgili biitiin olasilik bilgisini tagir: “X
hangi Borel kiimesine hangi olasilikla diiser?” sorusunun her yanit1 Py in icindedir.

Ne var ki Py bir 6l¢tidiir; onu bilmek demek, sayilamayan ¢oklukta Borel kiimesinin her birinde degerini
bilmek demektir. Bununla ¢alismak zordur. Bu boliimde ayni bilgiyi tek bir reel fonksiyona sikistirtyoruz:
her z € R igin Fy (z) = P(X < z) sayisin1 veren dagilim fonksiyonu. Bu fonksiyon yalnizca (—oo, ]
bi¢imindeki kiimelerin olasiligini kaydeder; ama bu kadarinin, Borel cebri tizerindeki biitiin olasiliklar:
geri kazanmaya yettigini gorecegiz.

Boliimiin akis1 sdyledir. Once tanimi veriyor ve dért somut érnekte, sonlu bir érnek uzaydan baslayip bir
aralik tizerindeki uzunluk 6l¢iisiine kadar, Fx’i parca parca hesapliyoruz. Sonra her dagilim fonksiyonu-
nun tagidig1 ti¢ yapisal 6zelligi (azalmayanlik, sagdan stireklilik, ug limitler) rastgele degisken diliyle ifade
edip ispatliyoruz. Bunun ardindan asil kullanigh sonuca geciyoruz: P(a < X < b), P(X = a), P(X < a)
gibi biitiin aralik ve nokta olasiliklarinin yalmzca FY ’in degerleri ve sol limitleriyle hesaplanmasi. Béliimii,
dagilim fonksiyonunun olasilik dagilimini tek bi¢imde belirledigini gosteren 6nermeyle ve alistirmalarla
kapatiyoruz.

Dagilim Fonksiyonunun Tanimi

X bir rastgele degisken olsun. Rastgele degisken tanimi geregi her x € R i¢in (X <z)={weQ:
X (w) < 2} kiimesi &’ nun bir elemanidir; dolayisiyla P(X < z) sayisi anlamlidir. Bu say1y1 2’in fonksi-
yonu olarak gérmek, bélimiin butiin fikridir.

Tanim 9.1 (Rastgele Degiskenin Dagilim Fonksiyonu). (Q,, P) bir olasilik uzay1ve X : Q@ — R
bir rastgele degisken olsun.

Fy :R — [0,1], Fy(z)=P(X<z)=P ({weN: X(w)<z})=Px ((—00,2])

fonksiyonuna X rastgele degiskeninin dagilim fonksiyonu (birikimli dagilim fonksiyonu) denir.

Tanimdaki ii¢ esitlik ayn1 saymn iic yazimidir. Ilki olay kisaltmasidir; ikincisi bu olay1 acik kiime
olarak yazar; igiinciisti ise Py’ in tanimini kullanir: (X < z) = (X € (—o00, z]) oldugundan P(X < z) =
Py ((—o0, z])’tir. Bu son yazim 6nemli bir gozlemi hemen verir: Py, B(R) iizerinde bir Borel olasilik
olcusudir (Tanim 4.2, Teorem 8.1) ve Fy, tam olarak bu 6l¢iiye karsiik gelen, Tanim 4.3 anlamindaki
dagilim fonksiyonudur: z - Py ((—00, z]). Yani rastgele degiskenin dagilim fonksiyonu yeni bir kavram
degildir; Olasilik Uzay1 Ornekleri ve Geometrik Olasilik béliimiinde Borel olasilik &lgiileri i¢in tanimladi-
gimiz kavramin Py 6l¢iisiine uygulanmis halidir. Olgiiler icin ispatladigimuz her sey Fy icin de gegerlidir
ve bu boliimde bunlar rastgele degisken diline ¢evirecegiz.

Baglamdan hangi rastgele degiskenin s6z konusu oldugu belliyse Fy yerine kisaca F' yazilir. Fy’in tanim
kiimesi her zaman biitiin R’dir; X in deger kiimesi Dy ne olursa olsun, Fy () her reel z i¢in hesaplanir. z,
X’in alabilecegi biitiin degerlerin altindaysa (X < z) bos olaydir ve Fi(z) = 0 olur; z biitiin degerlerin
iistiindeyse (X < x) = Q ve Fy(z) = 1 olur. Ilging olan, aradaki bélgedir.

Dagilim Fonksiyonu Ornekleri
Dagilim fonksiyonunu hesaplamanin tek yolu vardir: her z icin (X < z) olaymi ’nin bir alt kiimesi

olarak agikca belirlemek ve P ile 6l¢mek. Olayin bigimi «’in bulundugu bolgeye gore degistiginden, F
hemen her zaman parcali tanmimh ¢ikar. Asagidaki dort 6rnek bu hesabin tipik durumlarini gosterir.
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Ornek 9.1 (Ug Para Atisinda Tura Sayisinin Dagilim Fonksiyonu). Bir para ii¢ kez atiliyor. Ornek
uzay

Q={YYY,YYT,YTY,YTT,TYY,TYT,TTY,TTT},

U=2P(Q)veher A € Uigin P(A) = % olsun (Tanim 4.1). Gelen tura sayisini sayan
0,w=YYY

l,we {YYT,YTY,TYY}

2,we {YTT, TYT,TTY}

3, w=TTT

X(w) =

rastgele degiskeninin dagilim fonksiyonunu bulunuz.

Cozim.

X’in deger kiimesi Dy = {0, 1, 2, 3} 'tiir. Verilen bir z i¢cin (X < z) olay1, X in 2’i asmayan degerlerini
aldig1 sonuclardan olusur; bu yiizden x’in 0, 1, 2, 3 sayilarina goére nerede durduguna bakmak yeter.

x < 01ise X’in hicbir degeri z’i asmaz; (X < z) = @ ve Fx(z) = P(g) = 0.

0 < z < 1ise yalmizca 0 degeri z’i agsmaz:

1
(X <2)=(X=0)={YYY}, Fylo)=c.
1 <2 < 2ise0vel degerleri ’i agmaz:
4 1
(X<z)=(X=0UuU(X=1)={YYY,YYT,YTY,TYY}, Fy(z) = 3 =3

2 < z < 3 ise 3 disindaki butiin degerler z’i asmaz:
7
(X<a)=O\{TTT},  Fe(x)=1.

x > 3 ise her sonug olaya girer: (X < z) = Qve Fy(z) = 1.
Parcalar1 bir araya getirirsek

0,z<0
%,O§x<1

[
VANV
8 8
VANIVAN
w N

— ool o=

“R
VAl
w
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Fx(x)
1 P
7/8 o0
P(X=2)=3/8
4/8 o0
1/8 o
—_—0
X
0 1 2 3

Sekil 9.1: Diizgiin bir paranin ti¢ kez atilmasinda tura sayisi1 X'in dagilim fonksiyonu. Basamaklar 0,
1, 2, 3 noktalarindadir; her basamagin yiiksekligi o noktanin olasiligidir (A(X = 2) = 3/8). Fonksiyon
sagdan siireklidir: her basamakta sag u¢ dolu, sol u¢ bostur.

F bir basamak fonksiyonudur: X in almadig1 degerler boyunca sabit kalir, X in aldig1 her degerde
yukar1 sigrar. Sigramalarin boylari %, %, %, %’dir ve bunlar tam olarak P(X =0),P(X =1),P(X =
2), P(X = 3) olasiliklaridir; bu gézlemi ileride genel bir teoreme déniistiirecegiz. Her sigrama nokta-
sinda Fy’in degeri iist basamaga aittir: ornegin Fy (1) = %’dir, L degil. Bunun nedeni tanimdaki
esitsizligin < olmasidir; (X < 1) olay1 X = 1 sonuglarini igerir.

|

Simdi sonsuz bir 6rnek uzaya gecelim. Bir aralik iizerinde uzunluk 6l¢iisiiyle kurulan olasilik uzayimda
(Tarum 4.5) (X < z) olay bir aralik (ya da birkag araligin birlegimi) olacak ve olasilig1 uzunlugundan
okunacaktir. Bu uzunluk yéntemi ii¢c adimdan olusur:

1. z verilmigken {w € Q : X(w) < z} kiimesini, X (w) < z esitsizligini w i¢in ¢ozerek bul.

2. Bu kitmenin uzunlugunu hesapla.

3. Uzunlugu 2’nin uzunluguna bél; Fy (z) budur.

Geometrik olarak: X (w)’nin grafigi ¢izilir, z diizeyinde yatay bir dogru ¢ekilir, grafigin bu dogrunun
altinda kaldig1 w’lar w ekseninde igaretlenir; isaretli parcanin uzunlugu, {¥’nin uzunluguna béliniince
Fx (z)’i verir. Asagidaki ii¢ kisa soru yontemi en yalin halinden baslayarak alistirir; asil érnek (Ornek 9.4)
bunlarn tistiine kurulur.

Ornek 9.2 (Uzunluk Yontemine Alisma: U¢ Istnma Sorusu). Asagidaki her siktall = B(Q) ve A €
U igin P(A) = % alimiyor.

a) 2 = [0, 1] ve X (w) = w olsun. Fy’i bulunuz.

b) Q@ = [0, 3] ve X(w) = 2w olsun. Fy’i bulunuz.

c) Q =[-1,1] ve X(w) = | w | olsun. F’i bulunuz.
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X(w) = o X(w) =20 X(w) = |o|
A X(w) A X(w) A X(w)

> -
x 1 w w
uzunluk = x uzunluk = x/2 uzunluk = 2x
F(x)=x/1=x F(x)=(x/2)/3 =x/6 F(x)=2x/2=x

Sekil 9.2: Uzunluk yontemi: bir aralik tizerinde uzunluk 6l¢iistiyle kurulan olasilik uzayinda Fx), (X

< x) olaymin uzunlugunun Q'nin uzunluguna oranidir. Her panelde x diizeyinin altinda kalan o'lar ©

ekseninde taranmigtir; bu araligin uzunlugu x'e bagl olarak okunur ve Q'nin uzunluguna (1, 3, 2) bolinir.

Ayni x icin tarali kiime fonksiyona gore degisir: dogru icin tek parca, mutlak deger icin 0'a gére simetrik
bir aralik.

Cozim.

a)w € [0,1] iken X (w) = w € [0,1]; Dy = [0, 1].

Adim 1. X(w) < z esitsizligi burada dogrudan w < z demektir. z < 0 i¢in hi¢bir w bunu saglamaz:
(X<r)=g.0<z<licih (X <z)={we|0,1]:w <z} =10,z]. z > 1icin her w saglar: (X <
z) = Q.

Adim 2-3. |0, z] aralifinin uzunlugu z, ’nin uzunlugu 1°dir:

0,z <0
Fy(z)=<z,0<z<1
1,z >1.

Grafik, [0, 1] tizerinde 45°’lik bir dogru pargasidir: sonucun kendisi w olan bir deneyde “X < z olma
olasilig1” tam olarak z’tir. Bu, Ornek 4.4'ndaki diizgiin dagilimdir.

b) w € [0, 3] iken 2w € [0, 6]; Dy = [0, 6].

Adm12w<z o w< 3. Oyleyse 0 < z < 6i¢in (X < ) = [0, %], ¢linkii § < 3 oldugundan aralik
’nin iginde kalir.

Adim 2-3. Uzunluk % ’nin uzunlugu 3:

0,z<0
Fx(z)=4¢50<z<6
1,z >6.

Denetim: x = 6’da % = 1, siirekli bir gecis. Olceklemenin etkisi goriilityor: X in degerleri w’ninkinin
iki kat1 oldugundan (X < x) olay1 w ekseninde yar1 hizla biiyiir ve F, 6 birimlik bir aralifa yayilarak
yiikselir.

c)w € [—1,1] iken | w | € [0,1]; Dy = [0, 1].

Adim 1. Buradaki yenilik esitsizligin iki yana ¢oziilmesidir: | w | <z < —2 <w <z.0 <z < ligin
[z, z] C [-1,1] oldugundan (X < z) = [—=z, z].

Adim 2-3. Uzunluk  — (—z) = 2z, {¥’nmin uzunlugu 2:

0, z <0
Fy(z) =<2 =z0<z<1
1, r > 1.

Acik Matematik - acik-matematik.com 126 CC BY-NC-SA 4.0


https://acik-matematik.com
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.tr

9.2 Dagilim Fonksiyonu Ornekleri 127

Grafikte X (w) = | w | bir V harfidir; z diizeyinin altinda kalan parca 0’a gore simetrik [—z, z] arali-
g1dir. Sonug (a) ile ayni ¢iktr: wile | w | birbirinden farkli fonksiyonlardir, ama ayni dagilima sahiptirler.
Dagilim fonksiyonu degiskenin kendisini degil, olasilig1 nasil dagittigini betimler.

Ug soruda da (X < z) tek bir arahikt1 ve Q'nin icinde kald1. Asil 6rnekte araligm bir ucu ’nin sinirina
takilacak; formiil bu ytizden parcalara ayrilacak.

|

Once simetrik olmayan araliga gegmeden, w?’yi Q’nin tek yanl oldugu bir aralikta ele alalim.

Ornek 9.3 (Aralik Uzerinde Karenin Dagilim Fonksiyonu). Q = [0,2], & = B(Q) ve A € U igin

A 'nin uzunlugu
Pl =—7—

olmak iizere (2, U, P) olasilik uzay1 alinsin. X (w) = w? ile tanimlanan X : Q2 — R fonksiyonunun bir
rastgele degisken oldugunu gosteriniz ve dagilim fonksiyonunu bulunuz.

Cozim.

X bir rastgele degiskendir. w € [0, 2] icin w? € [0, 4] oldugundan Dy = [0,4]’tiir. a € R olsun.
a<0ise ( X<a)=gel.

0 < a < 4ise, w> 0 oldugundan w? < a esitsizligi w < \/a ile aynidir ve v/a < 2 oldugundan

(X<a)={we0,2]:w? <a}=1[0,va] €U.

a>4ise (X <a)=Qe€el.

Her durumda (X < a) bir Borel kiimesidir; Tanim 8.1 geregi X bir rastgele degiskendir.
Dagilim fonksiyonu. Yukaridaki olaylar1 P ile 6l¢mek yeter.

x < 0igin Fy(z) = P(&) = 0.

0 <z <4icin

Fe(@)=P ([0.va])= L0 Y2
z > 4icin Fy(xz) = P(Q) = 1.
Boylece

0, <0
Fx(z)=4q%,0<z<4
1, =>4.
Parcalarin birlesim noktalarina bakalim: z = 0’da @ =0ve z=4te ‘/TZ = I’dir. Yani bu kez Fy
hi¢ sigramaz; R iizerinde siireklidir ve [0, 4] boyunca 0’dan 1’e kesintisiz yiikselir. Bir énceki érnekle
aradaki fark carpicidir: orada olasilik dért noktaya yigilmisti, burada [0, 4] aralifina yayilmigtir.
|

Ayni fonksiyonu simetrik olmayan bir aralikta tanimlarsak (X < z) olay1 Q’nin sinirina takilir ve Fy bir
parca daha kazanur.

Ornek 9.4 (Simetrik Olmayan Aralikta Karenin Dagilim Fonksiyonu). Q = [—1,2],4 = B(Q) ve
A € U icin

A 'nin uzunlugu

P(A) :

olmak iizere (2, U, P) olasilik uzay1 alinsin. X (w) = w? rastgele degiskeninin dagilim fonksiyonunu
bulunuz.

Cozim.
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w € [—1,2] iken w? en kiiciik degerini w = 0’da (0), en bilyiik degerini w = 2’de (4) alir; Dy =
[0, 4]’tiir. > 0 igin

W<z —Vr<w<Vr

oldugundan (X < z) olay1 [—+/z, /7] araligimin Q = [—1,2] ile kesisimidir. Bu kesisimin bi¢imi,
—+/7’in —1’in altina inip inmedigine bagldir; /= ise z < 4 oldugu siirece 2’yi agsmaz. Uzunluk yonte-
minin geometrisi bunu dogrudan gosterir: paraboliin  diizeyinin altinda kalan parcasi, = kiiciikkken
’nin icinde iki yana uzanan bir araliktir; = biiytiytince bu araligin sol ucu €’min sinir1 olan —1’de
takilir.

0<x<1 1<x<4
A X(w) A X(w)

Q burada
biter

|

e
|

Q-[-12] 2w

uzunluk 2vx — F(x) = 2v/x/3 uzunluk 1+ vx — F(x) = (1 + Vx)/3

Sekil 9.3: Q = [-1, 2] iizerinde X(w) = w? igin (X = x) olay1, [-Vx, Vx] araliginin Q ile kesigimidir. x

< 1 iken aralik Q'nin icine sigar ve olayin uzunlugu 2vVx olur; x = 1 olunca sol u¢ Q'nin s -1'e

takilir, olay yalnizca sag uctan biiyiir ve uzunluk 1 + vx'e diiger. Dagilim fonksiyonunun x = 1'de formiil
degistirmesi bu takilmanin sonucudur.

x < 0i¢in (X < z) = @ ve Fx(x) =0.
0 <z < ligin v/ < 1, dolayisiyla —1 < —/; araligin tamami Q’nin igindedir:

Fela) = P ([-VE.Va] ) = YL V8 2V

1 <z < 4igin —/z < —1; araligin sol ucu ’nin digina tagar ve kesisim [—1,1/z ] olur:

Fe@) =P ([-1,ya])= YorL

3
z >4icin (X <z)=Qve Fy(z) =1
Sonug:
0, z <0
Fi(2) N 0<z<1
xTr) =
X 1+3‘/E A<xe<4
1, T > 4.
Birlesim noktalarini denetleyelim. z = 1°de birinci formiil % ikincisi % = % verir; x = 4’te ikinci
formiil % = 1 verir. Fx yine her yerde stireklidir. + = 1 noktasinda formiiliin degismesi bir sicrama

degil, yalnizca egimin degismesidir: o ana kadar (X < x) olay1 iki ugtan birden biiyiirken, z = 1’den
sonra sol u¢ —1’e takilir ve olay yalnizca sag uctan biiyiir; bu yiizden Fy daha yavas artar.
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9.2 Dagilim Fonksiyonu Ornekleri 129

Fx(x)

F(x)=2Vx/3

2/3 |

F(1)=2/3 F(x)=(1+x)/3

stirekli: sigrama yok, egim degisir

Sekil 9.4: Q = [-1, 2] tizerinde X(w) = w*nin dagilim fonksiyonu. 0 < x < 1 iken (X < x) olay1 iki uctan
birden biiyiir ve Fhizla yiikselir; x > 1'den sonra sol ug¢ —1'e takilir, olay yalnizca sag uctan buiyiir ve F
yavaslar. Iki parca x = 1'de ayn1 degeri (2/3) verir: fonksiyon siireklidir, degisen yalnizca egimdir.

Son 6rnekte X bir parabol olsun; (X < z) olayini belirlemek i¢in 6nce paraboli tam kareye tamamlamak
gereKkir.

Ornek 9.5 (Paraboliin Dagilim Fonksiyonu). Q = [—1,2],U = B(Q)ve P(A) = M olmak
iizere (2,U, P) olasilik uzay1 almsin. X (w) = w? — 2w rastgele degiskeninin dagilim fonksiyonunu
bulunuz.

Coziim.

Deger kiimesi. Tam kareye tamamlayalim: X (w) = (w—1)? — 1. w € [~1,2] iken w — 1 € [-2,1]
ve (w— 1)% € [0, 4] tiir; en kiigitk deger w = 1’de (X (1) = —1), en bityiik deger w = —1’de (X (—1) =
3) alinir. Oyleyse Dy = [—1, 3].

(X < @) olayr. x > —1 olsun ve r = v/z + 1 > 0 yazalim. O zaman

Xw<<rze w—1)?<z+lel-—r<w<ltr

olur; yani (X < z), [1 —r,1 + r] araliginin Q = [—1, 2] ile kesisimidir. Bu araligin merkezi 1°dir; sag
ucu r > 1i¢in ’nin sag sinir1 olan 2’ye ulasir ya da onu asar, sol ucu ise ancak r > 2 i¢cin —1’in altina
iner. Bu iki esik z cinsinden z = 0 ve z = 3’tiir.

z < —ligin (X < z) = @ ve Fx(x) =0.

—1<z<0icin0<r<1;1—r>0vel+r < 2oldugundan aralik {2’nn i¢indedir:

2r  2v/zx+1
Fy(z)=P ([1—r1 _r_svrro
k(@)= P ([L-r14r] )= 2 = V2
0<z<3ic¢inl <r<2;solu¢cl—re(—1,0] hala @’ nn i¢indedir, ama sag u¢ 1 + r > 2 oldugun-
dan kesigim [1 — r, 2] olur:

2—(1—r) 14++vVz+1
3 B 3 '

Fy(z)=P ([1—-r2])=

x>3iginr > 2;[1 —r,14+7r] D[-1,2] oldugundan (X < z) = Qve Fx(z) = 1.
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130 Boliim 9. Dagilim Fonksiyonu

Sonug:
0, z<—1
2Vl
2rEEL 1<z <0
(o) =4 et o
—3 0<z <3
1, T > 3.
Birlesim noktalarinda x = 0 i¢in %I = % = 1+T‘ﬁ ve ¢ = 3 igin %Z = 1 oldugundan FY siireklidir.

Sonucun Ornek 9.4 ile benzerligi rastlanti degildir. X = Y — 1 yazilirsa, burada Y (w) = (w — 1)?’dir
ve w > w— 1 dénigtimil [—1,2]’yi [—2, 1]’e tasir; [—2, 1] tizerindeki kare fonksiyonu ise, w — —w
yansimasiyla, [—1, 2] iizerindeki kare fonksiyonuyla ayni dagilima sahiptir. Dolayisiyla -, Ornek
9.4"deki fonksiyondur ve Fy (z) = P(Y — 1 < z) = F,(x + 1) elde edilir; bu da Fy-’nin formiillerinde
z yerine x + 1 konmug halidir.

]

Buraya kadar iki u¢ gérdiik: olasiligin birkag noktaya yigildigi basamakli F ve bir araliga yayildig siirekli
Fy. Ikisi ayn1 degiskende bir arada da bulunabilir.

Ornek 9.6 (Para ve Diizgiin Say1:: Karma Bir Rastgele Degisken). Diizgiin bir para atiliyor. Yazi
gelirse X = 0 almmyor; tura gelirse X, (0, 1) araligindan uzunluk 6l¢iisiiyle (diizgiin olasilikla) segilen
bir say1 oluyor. X’in dagilim fonksiyonunu bulunuz; P(X = 0), (B <X< %) ve (EX = %) olasiliklarim
hesaplayiniz.

F(x)

1 4
1/2 egim 1/2: siirekli parca
P(X=0)=1/2
sigrama: kesikli kiitle
F=0
0 —o

Sekil 9.5: Karma bir rastgele degiskenin dagilim fonksiyonu: para yazi gelirse X = 0, tura gelirse X (0,

1) Gizerinde diizgin segilir. x = 0'daki sicrama P(X = 0) = 1/2 kesikli kiitlesidir; (0, 1) izerindeki egimi 1/2

olan rampa ise olasiligin geri kalan yarisinin araliga yayildigini gosterir. Fonksiyon ne basamakli ne de
diizdiir: sicrama ile rampa bir aradadir.

Coziim.

Model. Y (yaz1) ve T (tura) olaylar1 ayrik, P(Y) = P(T) = . Tura geldiginde Xin (0, 1) iizerinde
diizgiin secilmesi, her 0 < z < 1 i¢in P(X < z | T) = = demektir (Ornek 9.2 (a)); yaz1 geldiginde ise
X = O kesin oldugundan z > Oi¢in P(X <z |Y) =1, z < 0 i¢in 0°dr.

Dagilim fonksiyonu. (X < z) olaym Y ve T’ye gore parcalayalim (Kosullu Olasilik bliimiindeki
toplam olasilik kurali):
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9.2 Dagilim Fonksiyonu Ornekleri 131

Fy(z)=P(X<2)=P(Y)P(X <z |Y)+P(T)P(X <z |T).

x < 0 i¢in iki kogullu olasilik da 0’dir: Fy (z) = 0.
0 < x < 1 icin birincisi 1, ikincisi z’tir:

1 1 1 =z
Fy() == 14=--2=-+2.
xo) =g 1t e=5+3
x > 1 igin ikisi de 1’dir: Fy (z) = 1. Sonug:
0, z <0
Fy(z)=<3:+%20<z<1

1 z>1.

Olasiliklar. P(X = 0) i¢in para yazi gelmeli ya da tura gelip diizgiin say1 tam 0 ¢ikmalidir; ikincisinin
olasilig1 tek bir noktanin uzunlugu, yani 0’dur:

P(X:O):P(Y)~1+P(T)-0:%.

Bu deger grafikte = 0’daki sicramanin boyu olarak goriiniir: Fy, 0’mn hemen solunda 0, 0’da ise
%’dir, Aralik olasilig1 dagilim fonksiyonundan okunur:

p<x<i)=fe)-mO=32-1=%

denetim icin dogrudan hesap: tura gelmeli (%) ve diizgiin say1 (0, %] 'ye diigmeli (%) carpim %. Son

olarak X = % olmasi i¢in tura gelip saymmn tam 5 ¢ikmasi gerekir; bunun olasilig %'0 = 0’dir.

Grafikte de z = %’de sicrama yoktur.
Siiflandirma. Fy ne basamakli ne de siireklidir: # = 0’da % boyunda bir sigrama yapar (kesikli kiitle),
ardindan (0, 1) boyunca % egimiyle diizglin yikselir (slirekli parca). Boyle bir X’e karma rastgele
degisken denir; olasiliginin yarisi tek bir noktada, 6teki yarisi bir araliga yayilmis durumdadir.

F(x)

F(x) F(x)

kesikli siirekli karma
11 [ S 1| 11
3/4 —0
sigramalar 0.5 kirilma var,
sigrama yok
1/3
1/4 ' O sigrama
1/3
-—) X X —) X

Sekil 9.6: Ug dagilim fonksiyonu tiirii. Kesikli tiirde F basamaklidir ve olasilik sicramalarda toplanir;

stirekli tirde Fhic sigramaz, olasilik araliga yayilir; karma tiirde hem sicrama hem egimli parga vardir.

Ucii de aynu ii¢ 6zelligi tagir: azalmayan, sagdan siirekli, ug limitleri 0 ve 1. Fark yalnizca sicramalarin
varligindadir.
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1 Dagilim fonksiyonunun bigimi rastgele degiskenin tiiriinii ele verir

Ornekler ii¢ farkli davranig gosterdi. Sonlu deger kiimeli X’in dagilim fonksiyonu basamaklidir:
degerler arasinda sabittir, her degerde sicrar. Bir aralik tizerinde deger alan w, Jw? ve w? —
2w’'nin dagilim fonksiyonlari ise sitireklidir ve olasilik bir araliga yayilmigtir. Bu iki tiir, sonraki iki
bolimiin konusu olan kesikli ve siirekli rastgele degiskenlerdir. Son 6rnekteki gibi ikisinin karigimi
da miimkiindiir; Ornek 9.8'te bir karma 6rnek daha gorecegiz.

Dagilim Fonksiyonunun Temel Ozellikleri

Bir fonksiyona bakinca onun bir rastgele degiskenin dagilim fonksiyonu olup olamayacagini séyleyebil-
mek isteriz; ayrica ileride Fy 'ten olasilik hesaplarken sol limitlerin varligina ihtiyacimiz olacak. Bunun
icin Fi’in her zaman tagidig1 yapisal 6zellikleri belirlemeliyiz. Bu 6zellikleri Olasilik Uzay1 Ornekleri ve
Geometrik Olasilik bolumiinde, Borel olasilik 6l¢iilerine kargilik gelen dagilim fonksiyonlar: i¢in ispatla-
mustik (Teorem 4.1); Fx de Px ol¢iisiiniin dagilim fonksiyonu oldugundan ayni sonu¢ ona da uygulanir.
Asagida teoremi rastgele degisken diliyle yeniden ifade ediyor ve ispat1 bu dile ceviriyoruz. Ispatin motoru
olasilik olciistintin siirekliligidir (Teorem 3.5): i¢ ige olaylar dizisinin olasiligi, limit olayin olasiligina
yakinsar.

Teorem 9.1 (Dagilim Fonksiyonunun Temel Ozellikleri). X bir rastgele degisken ve Fy onun dagilim
fonksiyonu olsun.

(a) Fx azalmayandir: ©; < £ = Fx (1) < Fx(z,).

(b) Fx sagdan siireklidir: her z € R iginlim,,_,o+ Fx(x + h) = Fx ().

(©)lim,_,  Fy(x) =0velim,_,  Fy(z)=1

ispat.
(@) z, < x4 olsun. X (w) < x4 ise X (w) < x4 de dogrudur; yani (X < z,) C (X < x,). Olasilik él¢iisii
monotondur (Teorem 3.1), dolayisiyla

Fx(z,) = P(X <z,) < P(X < zy) = Fx(x).

(b) z € R sabit olsun ven = 1,2, 3, ... icin
1 1
A, = (X§m+ﬁ> z{wEQ:X(w)Sx—G—E}

olaylarini alahm. z + -5 < ac+ = oldugundan (a)daki gerekceyle Ay D Ay D Ag D - olur; dizi
azalandir. Kesisimleri (X S x) tir: X( )<=z + = esitsizlifi her n lgm saglaniyorsa n — oo alinarak
X (w) < z bulunur; tersine X (w) < x ise her n u;m X(w) <z + L7dir. Azalan diziler igin siireklilik
(Teorem 3.5) geregi

, 1
lim He + n) = lim P(4, %ﬂ A ) P(X < ) = Fx(x).

Bu, sagdan limitin X dizisi boyunca Fy(x)’e e§lt oldugunu gésterir; keyfi h — 0% icin (a)n1 kullanlrzz.
€ > 0 verilsin; yukarldakl limit geregi l@p + ) < Fx(z) + € olacak bigimde bir N vardir. 0 < h < N
icin azalmayanliktan

Fe(@) < Fy(o+h) < Ifo + ) < Fx(a) +2

olur. Demek kilim,_,o+ Fx(z 4+ h) = Fy(z).
(c)n=1,2,3,...icin B, = (X < —n) olsun. B; O B, D - azalan bir dizidir ve kesisimi bostur: X (w)
bir reel say1 oldugundan hern i¢in X (w) < —n olamaz. Siireklilikten

Tim Fy(~n) = lim P(B,) = P(2) =0.
Keyfi & — —oo igin yine (a)ya basvururuz: x < —n ise 0 < Fx(z) < Fx(—n) olur ve sag taraf 0’a
gittiginden lim Fy(z) =0dir.

T——00
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Simdi C,, = (X < n) olsun. C; C C, C - artan bir dizidir ve birlesimi Q’dir: her w i¢in X (w) bir reel
saydir, dolayisiyla X (w) < n olacak bicimde bir n vardwr. Artan diziler i¢in siireklilikten

nh—>12<> Fx(n) = nh_)lgo P(C,) = E’G C’n> =P(Q)=1.

x > nigin Fy(n) < Fx(x) < 1 oldugundanlim,_, . Fx(x) = 1 elde edilir.
|

Teoremin {i¢ 6zelligi birlikte, Fy’in grafiginin nasil goriindiigiinii sdyler: soldan 0 diizeyinden gelir, hic
asag1 inmeden yiikselir, sagda 1 diizeyine yaklagir; yiikselirken sigrayabilir, ama her sigramada degeri st
basamaga aittir. Bu ozellikler yalnizca gerekli degil, ayni zamanda yeterlidir: (a), (b), (c)‘yi saglayan her
fonksiyon bir rastgele degiskenin dagilim fonksiyonudur. Bunu Onerme 9.1°de gdsterecegiz.

Sagdan surekli, ama soldan stirekli olmak zorunda degil

Ornek 9.1'ndaki dagilim fonksiyonunda z — 1~ iken Fy(z) =g, © — 17 iken Fy(z)=1 ve
Fx(1) = %’dir. Sag limit fonksiyonun degerine esittir, sol limit degildir. Sagdan siirekliligin kaynagy,
tanimdaki (X < z) olaymn 2’1 icermesidir; x’e sagdan yaklagirken (X < z 4 h) olaylan (X <
x)’e kii¢iiliir, ama soldan yaklasirken (X < z — h) olaylar1 (X = z) olayin1 hi¢ yakalayamaz. Dag1-
lim fonksiyonu P(X < z) diye tanimlansayd: soldan siirekli olurdu; bu bir gelenek sec¢imidir ve bu
kitapta hep P(X < z) kullanilir.

Sagdan stirekliligin yani sira, her noktada sol limitin de var oldugunu bilmek gerekir; bu, sonraki
teoremde kullanacagimiz bir gosterimi tanimlamamuza olanak verir. Fy azalmayan ve [0, 1] icinde siirh
oldugundan, her a € R i¢in ¢ — o~ iken Fy (z)’in limiti vardir ve

Fx(a™) = hlirgl+ Fx(a—h) =sup{Fx(z) : z < a}

ile gosterilir. Azalmayanliktan Fy (a~) < Fx(a)’dur; esitlik tam olarak F’'in a’da siirekli oldugu durumda
saglanir. Fy (a) — Fy(a™) farky, grafigin a noktasindaki sigramasidar.

Dagilim Fonksiyonundan Olasilik Hesabi

Dagilim fonksiyonu tanim geregi yalmzca (X < z) bicimindeki olaylarin olasilifini verir. Uygulamada
ise “X’in a ile b arasina diigme olasilif1”, “X’in tam olarak a olma olasilif1” gibi sorular sorulur. Asagidaki
teorem biitiin bu olasiliklarin yalnizca Fy’in degerleri ve sol limitleriyle hesaplandigini gosterir; aym
formiilleri Olasilik Uzay1 Ornekleri ve Geometrik Olasilik béliimiinde 6lcii dilinde gérmiistiik (Onerme
4.4); simdi onlar1 rastgele degisken diliyle ve eksiksiz olarak ispatliyoruz. Ispatlarda ii¢ arac yeter: olaylar1
ayrik parcalara bolip toplamsalligi (A3) kullanmak, tiimleyene gecmek ve nokta olasilig i¢in l¢tiniin

siirekliligine bagvurmak.

Teorem 9.2 (Dagilim Fonksiyonuyla Aralik ve Nokta Olasiliklar1). X bir rastgele degisken, F' =
Fx onun dagilim fonksiyonu ve a < b reel sayilar olsun. O zaman asagidaki esitlikler saglanir:
(@) Pla< X <b)=F(b)— F(a),
(B PX ) = Flo) = F),
=F

c)P(X <a (a™),
@dP(X>a)=1—F(a)veP(X>a)=1—F(a™),
(e Pla< X <b)=F(b)—F(a™),
f)Pla< X <b)=F(")—F(a),
@Pla<X<b)=Fb)—F(a)

ispat.

(a) (X < b) olayini, X’in a’y1 asip asmadigina gore ikiye bolelim:
(X<b)=(X<a)U(a< X <h).
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134 Boliim 9. Dagilim Fonksiyonu

Sagdaki iki olay ayriktir, ¢iinkii X (w) ayni anda hem a’y1 asmayip hem de a’dan biiyiik olamaz. Toplam-
sallik (A3) geregi

Fb)=P(X<b)=P(X<a)+Pla<X<b)=F(a)+ Pla< X <)),
buradan P(a < X <b) = F(b) — F(a).
(b)n=1,2,3, ... icin
A, = (a—l<X§a—|—l)
n n

olaylanini alalim. n biiyiiditk¢e aralik daralir; A} D Ay D -+ azalan bir dizidir. Kesisimi (X = a) dir:
hern igina — 1 < X(w) <a+ L isen — 0o alinarak a < X (w) < a, yani X (w) = a bulunur; tersine
X(w) = aise hern igina — % <a<a+ % saglanir. Siireklilik (Teorem 3.5) ve (a) geregi

PUC=a) = fim P4, = Jim [l 1) o 1)

Sagdan siireklilik (Teorem 9.1) gereg“i(E + %) — F(a); a — % dizisi a’ya soldan yaklasti§indan ve sol
limit var oldugundan (il — 1) — F(a™). Iki limiti birlestirince P(X = a) = F(a) — F(a").
F(x)

x | a: F(x) — F(a)

sagdan siirekli /
F(a) }

x [ a: F(x) — F(a")
P(X =a)=Fa)-Fa)

T

F(a’) |

Sekil 9.7: Bir dagilim fonksiyonunun a noktasindaki sicramasi. Soldan yaklasirken F(x), deger olarak
alinmayan sol limit F(a")'ye (bos nokta) gider; sagdan yaklasirken fonksiyonun gercek degeriF(a)'ya (dolu
nokta) gider: sagdan siireklilik budur. Sigramanin yiiksekligi P(X = a) = F(a) - F(a") nokta olasiligidir.

(c) (X <a) = (X < a)U (X = a) ayrik bir birlesimdir; (A3) ve (b) ile
P(X<a)=P(X<a)—P(X=a)=F(a)—(F(a) —F(a”) )= F(a).
(d) (X > a) olay1 (X < a) olaymn tiimleyenidir; Teorem 3.1geregi P(X >a)=1—P(X <a)=1-—
F(a). Benzer bicimde (X > a) = (X < a)° oldugundan (c)ile P(X > a) =1— F(a™).
(e)(a < X <b)= (X =a)U(a <X <) ayrik birlesiminden, (b) ve (a) ile
Pla< X <b)=(F(a)—F(a™) )+ ( F(b)—F(a) )= F(b) — F(a™).
f) (a < X <b) = (a < X <b)U(X =b) ayrik birlesiminden, (a) ve (b) ile
Pla< X <b)=(F(0b)—F(a) )= (F(b)—F(®b7))=F(Ob")—F(a).

(g)(a <X <b)=(X=a)U(a <X <Db) ayrik birlesiminden, (b) ve (f) ile
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9.4 Dagilim Fonksiyonundan Olasilik Hesab1 135

Pla< X <b)=(F(a)—F(a) )+ ( F(b") — F(a) ) = F(b7) — F(a").

Formiilleri ezberlemek yerine kurali akilda tutmak daha kolaydir. Sag ug b araliga dahilse F'(b), harigse
F(b™) alir; sol ug a dahilse F'(a™), harigse F(a) ¢ikarilir. Ornegin [a, b) araliginda sag ug haric, sol ug
dahildir; formil F'(b~) — F(a™) olur.

| Nokta olasilig1, dagilim fonksiyonunun sicramasidir

Teoremin (b) maddesi bu béliimiin en ¢ok kullanilacak sonucudur: P(X = a), Fy grafiginin a
noktasindaki sicrama boyudur. Bundan iki sonug ¢ikar. Birincisi, F bir ¢ noktasinda siirekliyse
P(X = a) = 0°’dir; Fy her yerde siirekliyse hicbir tek noktanin pozitif olasilig1 yoktur. Ornek
9.3'de X (w) = w? i¢in P(X = 1) = 0’dir; oysa X’in 1 degerini almasi (w = 1) miimkiindiir. Olasilig1
sifir olan olay imkansiz olay demek degildir. Ikincisi, Fy siirekliyse (c)—(g)‘deki biitiin sol limitler
fonksiyon degerlerine doniigiir ve < ile < arasindaki fark kaybolur: P(a < X < b) = P(a < X <
b) = Fx(b) — Fx(a). Sigcramali dagilim fonksiyonlarinda ise bu fark tam olarak ug noktalarin olasilig1
kadardir ve goz ardi edilemez.

Simdi teoremi iki 6rnekte uygulayalim: once siirekli bir dagilim fonksiyonunda, sonra sicramali bir
dagilim fonksiyonunda.

Ornek 9.7 (Ustel Dagilim Fonksiyonuyla Olasilik Hesab1). X rastgele degiskeninin dagilim fonk-
siyonu

0, z<0
FX(x):{l—e—x,xEO

olsun. P(X < -1), P(X<0), P(X<1), P(X=1), PO<X<1), PO<X<1)ve P(X >2)
olasiliklarini hesaplayiniz.

Coziim.
Once fonksiyonu taniyalim. z > 0 icin 1 — e~%, 0’dan baglayip 1’e yaklasan, kesin artan bir fonksi-
yondur; x = 0°’dadegeri 1 — e = 0 oldugundan iki parca siirekli bicimde birlesir. Dolayistyla FY biitiin
R iizerinde siireklidir ve her a igin Fy(a™) = Fx(a)’dir; Teorem 9.2'nin (b) maddesi geregi her nokta
olasilig: sifirdir. Bu fonksiyon ileride iistel dagilim adiyla karsimiza ¢ikacaktir.
Simdi teoremi maddeler halinde uygulayalim.
PX<-1)= FX(—l) =0, cinkd —1 < 0.

P(X<0)=Fy(0)=1—¢"=0.

P(X<1)=F¢(1)=1—e1~0,632.

P(X =1) = Fx(1) — Fx(17) = 0, ¢iinkii Fy stireklidir.

P(0< X< H=F1)-F0)=(1-elH—0=1—¢"1

P(0< X <1)=Fx(17) — Fx(0) = Fy(1) — Fx(0) = 1 — e !; siireklilik nedeniyle bir énceki ola-
silikla aynidir.
PX>2)=1-F;(2)=1—(1—e?)=e2~0,135.
[k iki sonu¢ X’in negatif deger alma olasiliginin sifir oldugunu, hatta P(X < 0) = 0 oldugunu séyler:
biitiin olasilik (0,00) araligma yayilmistir. Son sonug ise X’in 2’yi asma olasihigmin yalnizca e—2
oldugunu, yani kiitlenin bityiik boliminin 0’a yakin toplandigini gésterir.
|

Ornek 9.8 (Sigramali Dagilim Fonksiyonundan Olasilik Hesab1). F : R — [0, 1] fonksiyonu

0, =<0

z+10<x<1
Fla)=93" "1 -, 29

47 —

1, zz>2
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ile verilsin. F”nin Teorem 9.1'ndeki ti¢ 6zelligi tasidigini dogrulayimiz. F’yi dagilim fonksiyonu kabul eden
bir X rastgele degiskeni i¢in P(X =0), P(X =1), P(X =2), P(X <1),P(X<1),PO< X <1),
(B < X <3),P(X >1)ve P(X > 1) olasiliklarin hesaplayiniz. Son olarak asagidaki toplami bulunuz:

P(X=0+PO0<X<1)+P(X=1)
+P(1< X <2)+P(X=2).

Cozim.

Ozelliklerin dogrulanmast. Parcalar sirasiyla 0, 2 ten 5 ye artan dogru parcast, 3§ 3 sabiti ve 1 sabitidir;
her parca bir 6ncekinin bittigi yerin tstiinden ya da ayni diizeyden baglar, oyleyse F azalmayandur.
Sagdan siireklilik yalnizca parca siirlarinda denetlenmelidir: x — 0% iken “”—H — 1 1=F(0);z—
17 iken F(z) = 3 = F(1); 2 — 2% iken F(z) = 1 = F(2). Ug limitler aglktlr x < 0 icin F(x) =0,
x > 2 icin F(x) = 1. Oyleyse F bir dagilim fonksiyonudur (Onerme 9.1 bunu bir rastgele degiskenle
gerceklestirmenin miimkiin oldugunu garanti edecek).

Sol limitler. F(07) =0, F(17) =lim, ,; £ =1 F(27) = 2. Baska hicbir noktada sigrama

yoktur.
Nokta olasiliklar1. Teorem 9.2 (b) ile
1 _ 3 1 1 _
:F(O)—F(O)—Z, P(X:1):F(1)_F(1):Z_§:Z’ PX=2)=F(2)—F(2 )=1-—
Oteki olasiliklar.

P(X <1)=F(17)=1ve P(X <1) = F(1) = 3; aradaki fark P(X = 1) = *’tiir

PO<X<1)=F(1)-F0)=3—-1=1%

B<X<3)-@)-B)=1-121

P(X>1)=1-F(1 )=2%veP(X>1)=1-F(1)=1.

Toplam. P(1< X <2)=F(27)—F(1) = % —-3=0,F bu aralikta sabit oldugundan X oraya hi¢

dismez. Boylece

1 1 1 1
P(X=0)+P(0<X<1)+P(X:1)+P(1<X<2)+P(X:2):Z+Z+Z+O+Z=1.
Bu bes olay ayrik olup birlesimleri (0 < X < 2)’dir; toplamin 1 ¢ikmasi, X in biitiin olasiliginin [0, 2]
araliginda oldugunu dogrular. Dagilimin yapisi da ortaya ¢ikmustir: X, 0, 1 ve 2 degerlerinin her birini
;i olasilikla alir, geri kalan ;i’lﬁk olasilik ise (0, 1) araligina diizgiin bicimde yayilmugtir. Bu X ne kesikli
ne de siireklidir; karma tiirdendir.

]

Dagilim Fonksiyonu Olasilik Dagilimini Belirler

Bolume, Py’in tasidig: bilgiyi tek bir fonksiyona sikistirma vaadiyle baglamistik. Teorem 9.2 bu vaadin
araliklar i¢in tutuldugunu gosterdi. Ama Borel cebri araliklardan ¢ok daha zengindir; Fy bilinince Py (B)
her Borel kiimesi B icin belirlenmis olur mu? Bu sorunun yanit1 Olasilik Uzay1 Ornekleri ve Geometrik
Olasilik boliimiindeki Borel-Stieltjes teoreminde saklidir: (a), (b), (c) 6zelliklerini tasiyan bir fonksiyon,
Borel cebri tizerinde P((—o0, z]) = F(z) kosulunu saglayan bir tek olasilik 6l¢iisii belirler (Teorem 4.2).
Bunu rastgele degisken diline ¢evirelim.

Onerme 9.1 (Dagilim Fonksiyonu Olasilik Dagilimini Tek Bigimde Belirler). (a) X veY, ayni ya
da farkli olasilik uzaylari iizerinde tanimli iki rastgele degisken olsun. F, = Fy ise Py = B, dir; yani her
B € B(R) i¢in X ’in B’ye diisme olasiligi ile Y 'nin B’ye diisme olasihii esittir. Tersi de dogrudur.

(b) F : R — [0, 1], Teorem 9.1'ndeki (a), (b), (c) ézelliklerini tasryan herhangi bir fonksiyon olsun. O zaman
dagilim fonksiyonu F olan bir rastgele degisken vardur.

ispat.

(a) Once kolay yon: Py = B, ise her x i¢in Fy (z) = Py ((—o0,x]) = B, ((—00, z]) = F(z) tir.
Simdi Fy, = F, olsun. Py ve B, B(R) iizerinde birer olasilik él¢iisiidiir (Teorem 8.1) ve her x igin

Py ((—00,7]) = Fx(z) = i (z) = B ((—00, z])
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saglanir. Fy,, Teorem 9.1 geregi (a), (b), (c) ozelliklerini tasir; Teorem 4.2°e gére bu ozellikleri tasiyan bir
fonksiyon igin P((—o0,z]) = Fx(z) kosulunu saglayan Borel olasilik élgiisii tektir. Py ve P, bu kosulu
sagladigindan Py = B, dir.

(b) Teorem 4.2, F’ye karsilik gelen bir Pp Borel olasilik élgiisii verir: her x i¢in Pp((—o00,z]) = F(z).
(R, B(R), Pg) olasihk uzaymni alalim ve X : R — R, X(w) = w dzdeslik fonksiyonunu tamimlayalim.
Her a igin (X < a) = (—o00,a] € B(R) oldugundan X bir rastgele degiskendir ve

Fx(z) = Pp(X <) = Pp((—o0,2]) = F(z)

bulunur.
]

Onermenin (a) maddesi, “ X in dagilimini bilmek” ile “ Fy'i bilmek” ifadelerinin esanlamli oldugunu séyler;
bundan béyle bir rastgele degiskenin dagilimim verirken ¢ogunlukla dagilim fonksiyonunu ya da ondan
tireyen daha kullanigh bir nesneyi (kesikli durumda olasilik fonksiyonunu, siirekli durumda yogunluk
fonksiyonunu) verecegiz. (b) maddesi ise tersini soyler: (a), (b), (c) 6zellikleri dagilim fonksiyonu olmak
icin gerekli ve yeterlidir. ki madde birlikte, bu ii¢ 6zelligi tagiyan fonksiyonlarin kiimesi ile B(R) iizerin-
deki olasilik 6l¢iilerinin kiimesi arasinda bire bir bir esleme kurar: her dagilim fonksiyonuna bir tek Borel
olasilik 6l¢iisii, her Borel olasilik 6l¢iisiine bir tek dagilim fonksiyonu karsilik gelir. Bir fonksiyonun bu
¢ 6zelligi tagidif1 dogrulaninca, “dagilim fonksiyonu su olan bir X rastgele degiskeni” ifadesi megrudur;
Ornek 9.7 ve Ornek 9.8'te tam olarak bunu yaptik.

© Ayni dagilim, farkl: rastgele degiskenler

Fyx = F, olmast X =Y olmasi demek degildir. U¢ para atiginda X tura sayisi, Y =3 — X yaz
sayist olsun. X # Y’ dir; hatta hicbir w i¢in X(w) = Y (w) olmaz, ¢linkii toplamlar1 tek say1 3’tir.
Ama P(Y = k) = P(X =3 —k) = P(X = k) oldugundan (k = 0,3 icin §, k = 1,2 i¢in 3) Fy =
. ’dir. Boyle rastgele degiskenlere ayni dagilimli denir. Olasilik teorisinin pek ¢ok sonucu yalnizca
dagilima baglhdir; bu ytizden bir rastgele degiskeni cogu zaman iizerinde tanimlandigi €2’y1 hic
anmadan, dogrudan dagilim fonksiyonuyla veririz.

Alistirmalar

Aligtirma 9.1 (Dagilim Fonksiyonu Aligtirmalar1). (a) Bir para bir kez atihyor: Q = {Y, T}, U =
P(Q), P{Y}) = P({T}) = 3. X(Y) =0, X(T) =1 olsun. Fy'i bulunuz ve P(X =0), P(X =1)
degerlerini Fy’in sicramalarindan okuyunuz.

(b) Q=[-1,1, ¥ = B(Q), P(A) = w ve X (w) = w? olsun. Fy'i bulunuz ve (B < X < 1)
olasiligini hesaplayiniz.

©Q=1[0,2, U =B(Q),PA) = M ve X(w) = | w—1 | olsun. Fy’i bulunuz.

(d) X rastgele degiskeninin dagilim fonksiyonu z < 1 i¢in Fy (z) = 0,z > 1 i¢in Fy(z) = 1 — % olsun.
P(X <2),P(X >3),P2< X <3), P(X =2)ve P(X > 2) olasitliklarini hesaplayiniz.

(e) Asagidaki fonksiyonlardan hangileri bir rastgele degiskenin dagilim fonksiyonudur? Olanlar i¢in
P(X =1) ve P(X > 0) olasiliklarini bulunuz.

0,z<0

z 0,2<0
Gi(z)=<35,0<z<1 Gg(m)={1m>0
1, z>1, ’ ’
1 0, <0
GS(.CL') = H——ﬂ’ G4<£U) = 2£U,0 <z < 1
e
1, z>1.

(f) Ornek 9.1'ndaki dagihim fonksiyonunu kullanarak P(X < 2), P(1 < X <2), P(X > 1) ve P(0,5 <
X < 2,5) olasiliklarini hesaplayiniz.

(g) Bir dagilim fonksiyonunun siireksiz oldugu noktalarin kiimesinin en ¢ok sayilabilir oldugunu goste-
riniz.
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Cozim.
@ Dx ={0,1}.z2<0icin (X <z)=0<z<ligin (X <z)={Y}z>1liin (X <z)=Q.
Oyleyse

0,x<0
Fy(r)=<10<z<1
1,z >1.

Sigramalar: P(X = 0) = Fy(0) — Fx(07) =2 —0=31ve P(X =1) = Fyx(1) — Fx(17) =1—
1

5.

(b) w e [-1,1] icin w? € [0,1]; Dy =[0,1]. 0<z<lighw? <z —/z<w< VT ve yz <1
oldugundan [—/z, /x| C Q; dolayisiyla

D=

Fe(e) = P ([-vE.va]) = 22 = Vi

x < 0igin Fy(z) = 0,2 > licin Fy(z) = 1 (z = 1’de /1 = 1 oldugundan F siireklidir). Teorem 9.2

(a) ile
fexsd) =) )10

(c)we0,2]igin|w—1]€]0,1; Dx =1[0,1].0 <z < 1igin

lw—1|<zel-z<w<l+z

ve0<1—2,1+ 2 <2oldugundan [1 —z,1+ ] C Qdur:
2
FX(m):P([l—x,l—}—x]):?x::r.

Boylece

0,z <0
Fy(z)=<z,0<z<1
1,z > 1.

X, olasihif [0, 1] araligina diizgiin yayan bir rastgele degiskendir: P(a < X <b) =b— a olur (0 <
a<b<l).

dz>1iginl— # stirekli ve artandir, z = 1’de 0 degerini alir, x — oo iken 1’e yaklasir; Fx her
yerde siireklidir. O halde

1 1
PX<2)=F(@)=1-7=3 P(X>3)=1-E(@)=g
8 3 32-—-27 5
P2< X< = F —F2)==—-= = —
(<X <3 =F@) - FEx(@)=5 5= =2
_ _ 3 1

(e) Uc bzelligi tek tek deneriz.

G,: 0’dan %’ye artan bir dogru parcasi, sonra 1 sabiti; azalmayandir. G;(0) =0 = lim,_,+ 5 ve
G;(1) =1=1lim, 1+ G;(x); sagdan siireklidir. U¢ limitler 0 ve 1’dir. Dagilim fonksiyonudur.
PX=1)=G(1)-G(17)=1-1=1veP(X>0)=1—-G,(0) =1.

G,: azalmayandir ve ug limitleri dogrudur, ama G,(0) = 0 iken lim,, 5+ G,(h) = 1’dir; 0’da sagdan
siirekli degildir. Dagilim fonksiyonu degildir. (Tanimi z < 0 i¢in 0, > 0 i¢in 1 olarak degistirilirse
olur: bu, P(X = 0) = 1 olan bir rastgele degiskenin dagilim fonksiyonudur.)

Gy: her z icin 0 < G5(z) < 1; e™* azalan oldugundan Gj artandir; siirekli oldugundan sagdan
stireklidir; z — —oo iken €% — oo ve G3(z) — 0, z — +00 iken e7* — 0 ve G3(z) — 1. Dagilim

fonksiyonudur. Siirekli oldugundan P(X = 1) = 0; P(X > 0) =1—G3(0) =1— 3 = 1.
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G, ¢ — 17 iken 2z — 2 > 1 = G,(1); fonksiyon 1’de diiser, azalmayan degildir. Ustelik < z < 1
icin G4(z) > 1 oldugundan degerleri [0, 1]’in digina ¢ikar. Dagilim fonksiyonu degildir.

(f) Fx icin Ornek 9.1'ndaki basamak fonksiyonunu ve sol limitleri Fy(17) =3, Fx(27) =3,
Fy(2,57) = F(2,5) = % kullaniriz.

P(X <2)=Fy(27) = L.

P(1§X§2):FX(Q)_FX(1_>:§—§:%~
PX>1)=1-F(l)=1-1=1
P(0,5< X <2,5) = Fy(2,57) — Fx(0,5) =L —1 =3

Sonuclar dogrudan sayimla uyusur: P(1 < PX=1)+P(X=2)=2+3=3 ve
(0,5 < X <2,5)=(1<X <2)dir.

(g) F bir dagilim fonksiyonu ve X dagilim fonksiyonu F olan bir rastgele degisken olsun (Onerme 9.1).
F sagdan siirekli oldugundan, a noktasinda siireksiz olmasi demek p, = F(a) — F(a~) > 0 olmasi,

yani Teorem 9.2 (b) geregi P(X = a) > 0 olmasi demektir. n € N i¢in
1
Dn:{aER:pa>—}
n

kiimesini alalim. D,, icinden birbirinden farkli a4, ..., a; noktalar secilirse (X = a;), ..., (X = a,)
olaylar1 ayriktir ve toplamsallik ile

k
— <Pa, ot p,, =P (X E€{ay,a} ) <1

olur; yani k < n. Demek ki D,, en ¢cok n — 1 elemanlidir, sonludur. Siireksizlik noktalariin kiimesi

D:{a:pa>0}:ijn

n=1

sonlu kiimelerin sayilabilir birlesimidir, dolayisiyla en ¢ok sayilabilirdir. Sonug olarak bir dagilim
fonksiyonu en ¢ok sayilabilir coklukta noktada sicrayabilir; geri kalan her noktada siireklidir.
|

Dagilim fonksiyonu her rastgele degisken icin vardir ve dagilimi tek bicimde belirler. Orneklerde onun iki
temel bicimde ortaya ciktigini gordiik: basamakl ve siirekli. Ikisinin karisimi da miimkiindiir. Bir sonraki
boliimde birinci bicimi, yani sayilabilir coklukta deger alan rastgele degiskenleri ele aliyor ve dagilim
fonksiyonunun sicramalarini bir tabloya doniistiiren olasilik fonksiyonunu tanimliyoruz: Kesikli Rastgele
Degiskenler ve Olasilik Fonksiyonu.
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10.1

10.2

10. Kesikli Rastgele Degiskenler ve Olasilik
Fonksiyonu

Dagilim Fonksiyonu bélimiinde bir rastgele degiskenin olasilik dagilimin tek bir gercel fonksiyonla,
Fy(z) = P(X < z) dagilm fonksiyonuyla betimlemeyi 6grendik. Dagilim fonksiyonu her rastgele
degisken icin tanimlidir; azalmayan, sagdan siirekli ve uglarda 0 ile 1’e yaklasan bir fonksiyondur. Ne var
ki uygulamada karsilasilan rastgele degiskenlerin biiyiik béliimii iki ana siiftan birine diiser ve her siif
icin dagilimi betimlemenin daha somut, daha kullanigh bir yolu vardur.

Bu bélimde ilk sinifi ele aliyoruz: deger kiimesi sonlu ya da sayilabilir sonsuz olan kesikli rastgele
degiskenler. Zarin gosterdigi sayi, li¢ para atiginda gelen tura sayisi, bir kutudan cekilen kusurlu parca
sayisl, bir santrale bir saatte gelen ¢agr1 sayist: bunlarin hepsi kesiklidir. Boyle bir degiskenin dagilimim
anlatmak i¢in, alabilecegi her degere ne olasilikla ulagildigini séylemek yeter. Bu bilgiyi tasiyan fonksi-
yona olasilik fonksiyonu diyecegiz.

Bolumde sunlar1 6grenecegiz: kesikli rastgele degiskenin ve olasilik fonksiyonunun tanimi; olasilik fonksi-
yonunu niteleyen iki 6zellik ve bunlarin Kolmogorov aksiyomlarindan nasil ¢iktig1; olasilik fonksiyonuyla
dagilim fonksiyonu arasinda iki yonli gecis (F' toplamla, f sicramayla elde edilir); ve bu gecisleri somut-
lagtiran alt1 ¢6ztimli 6rnek. Bolimiin sonunda kesikli degiskenlerin ayirt edici 6zelligini, tek bir noktanin
olasiliginin sifirdan farkl olabilmesini, bir sonraki bolumiin stirekli degiskenleriyle karsilagtirmaya hazir
olacag1z.

Kesikli Rastgele Degisken

Bir X rastgele degiskeninin deger kiimesi Dy = X () = {X(w) : w € 2} idi (Tanim 8.2). Rastgele
degiskenleri siniflandirmanin en dogal yolu bu kiitmenin buytikligine bakmaktir.

Tanim 10.1 (Kesikli Rastgele Degisken). (2,U, P) bir olasiik uzay1 ve X : Q@ — R bir rastgele
degisken olsun. X’in deger kiimesi Dy sonlu ya da sayilabilir sonsuz ise X’e kesikli rastgele
degisken, X’in belirledigi Py olasilik dagilimina da (Tanim 8.3) kesikli dagilim denir.

Tanimdaki kosul, Dy ’in elemanlarinin bir dizi halinde siralanabilmesi demektir:
Dy = {zy, 24,23, ...}

Sonlu durumda dizi bir yerde biter ve Dy = {zy,...,z,,} olur; sayilabilir sonsuz durumda ise bitmez.
Asagidaki gozlemler tanimi yerine oturtur.

+ Sonlu ya da sayilabilir bir drnek uzay iizerinde tanimli her rastgele degisken kesiklidir; ¢iinkii X (2)
gorintil kitmesinin eleman sayist {2’'ninkini asamaz. Zar atma, para atma, torbadan bilye ¢cekme gibi
biitiin sayma deneyleri bu sinifa girer.

« Ornek uzayin sonsuz olmasi degiskenin kesikli olmasina engel degildir. Bir para ilk tura gelene kadar
atilsin ve X atig sayisim gostersin. Ornek uzay sonsuzdur; ama Dy = {1,2,3,...} = N sayilabilir
oldugundan X kesiklidir.

+ Deger kiimesinin tam sayilardan olusmasi gerekmez. Dy = {%, i, %, } gibi bir kiime de sayilabilirdir.
Onemli olan, degerlerin bir dizi hilinde siralanabilmesidir.

Kesikli bir degiskenin dagilimini ayirt eden sey, toplam 1 birimlik olasilifin sayilabilir sayida noktaya
“y1g1lmus” olmasidir. Bu yigilmayi nokta nokta kaydeden fonksiyonu simdi tanimliyoruz.

Olasilik Fonksiyonu
Kesikli bir X degiskeninin alabilecegi her x degeri i¢cin (X = z) = {w € Q: X(w) = z} kiimesi bir

olaydir: {z} bir Borel kiimesidir (Onerme 2.5) ve Borel él¢iitii geregi (Onerme 8.2) her Borel kiimesinin
ters goriintiisii U ya aittir. Dolayisiyla P(X = z) olasilig1 anlamlidir.
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Tanim 10.2 (Olasilik Fonksiyonu). X kesikli bir rastgele degisken olsun.
fx :Dx = R, fx(@)=P(X=2)=P ({weQ: X(w) =z})

fonksiyonuna X rastgele degiskeninin olasilik fonksiyonu (olasilik kiitle fonksiyonu) denir. Baglam
acikken fy yerine kisaca f yazilir.

Adlandirmadaki “kiitle” sézciigii su benzetmeye dayanur: toplam 1 birimlik olasilik kiitlesi Dy ’in nokta-
larina dagitilmigtir ve f(x), tam olarak x noktasina konan kiitledir.
Cogu zaman f’yi, Dy disinda 0 degerini alacak bi¢imde biitiin R’ye genisletmek uygun olur:

f@) = {éf(X:x)’i S0

Bu genisletme yeni bir bilgi eklemez; z ¢ Dy i¢in (X = z) = & oldugundan P(X = z) = 0 zaten
dogrudur. Ama f’yi R tizerinde taniml bir fonksiyon olarak gérmek, toplamlarin siirlarini yazmayi ve
bir sonraki bolumdeki kesikli-siirekli karsilagtirmasini kolaylagtirir. Bundan sonra f’yi ihtiyaca gore iki
bi¢imde de kullanacagiz.

Hangi fonksiyonlar bir olasilik fonksiyonu olabilir? Asagidaki énerme iki basit kosulun gerekli oldugunu
sOyler ve buna, olasilik fonksiyonunun dagilimi tiimiiyle belirledigini gosteren tigiincii bir 6zellik ekler.
Hemen ardindan iki kosulun yeterli de oldugunu gérecegiz.

Onerme 10.1 (Olasilik Fonksiyonunun Ozellikleri). X kesikli bir rastgele degisken ve f onun olasilik
fonksiyonu olsun. O zaman:

(1) Her z € Dy igin f(z) > 0.

@, , f@)=1

(3) Her B € B(R) Borel kiimesi igin

P(XeB)=P(B)= Y. f()

r€BNDx
Ozel olarak X ’in olasilik dagilimi Py, olasilik fonksiyonu f tarafindan tiimiiyle belirlenir.

Ispat.

Dy ={zy,2q,...} yazalimvei = 1,2, ... igcin A, = (X = z;) olaylarini diisiinelim. Sonlu durumda dizi
n terimde biter; asagidaki hesaplar sonlu toplamlarla aynen gecerlidir.

(1) f(z) = P(X = z) bir olaywn olasilyfidir; Tanim 3.1'ndaki (A1) aksiyomu geregi negatif olamaz.

(2) Once A; olaylarinin ikiser ikiser ayrik oldugunu gorelim.w € A; N A; olsaydi hem X (w) = x; hem
X(w) = = olurdu; X bir fonksiyon oldugundan bu ancak x; = x;, yanii = j iken miimkiindiir. Demek
kii#jicinA;NA; =@

Sonra A; olaylarinin birlegsiminin Q2 oldugunu gérelim. Her w € Q i¢in X (w) € X () = Dy 'dir; yani
X(w) = z; olan biri vardir vew € A, dir. Oyleyse

a=]4,
Sayilabilir toplamsallik aksiyomu (A3) ve P(Q) = 1 (A2) ile

1=P@) =P (Ud)= X PA) =Y f@) = 3 f@.

€Dy

(3) B bir Borel kiimesi olsun. w € (X € B) olmasi, X (w) € B olmasi demektir; X (w) zaten Dy te
oldugundan bu, X (w) € BN Dy demekle aymdir. Oyleyse

XeB= |J x=z)= |J A.

z,€BNDy z,€BNDy

Sagdaki birlesim, Dy ’in bir alt kiimesi iizerinden alindigindan sayilabilir; olaylar ikiser ikiser ayrik
oldugundan (A3) uygulanir:
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P(XeB)= Y PA)= Y. f(.

r,€BNDy r€BNDy

BN Dy = @ ise sagdaki toplam bos toplamdir ve 0’a esittir; bu da (X € B) = & ile uyumludur. Son
olarak Py (B) = P(X € B) esitligi olasulik dagilimimin tanimidir (Tanim 8.3); dolayisiyla Py in her Borel
kiimesindeki degeri yalnizca f’ye baghdur.

|

Onermenin (3) maddesi kesikli degiskenlerle calismanin temel aracidir: bir olayin olasiligi, o olaya
diisen degerlerdeki olasilik fonksiyonu degerlerinin toplamidir. Bir aralifin, bir tek sayilar
kiimesinin, bir esitsizligin olasilig1 hep ayni yolla hesaplanir. Bu bolimdeki biitiin érnekler bu ilkenin
uygulamasidir.

1 Bu iki 6zellik yeterlidir

D = {xzy,x,,...} sayilabilir bir gercel say: kiimesi ve g: D — R, her x € D i¢in g(z) > 0 ve
ZZE D g(z) = 1 kosullarin saglayan bir fonksiyon olsun. O zaman g, kesikli bir rastgele degiskenin
olasilik fonksiyonudur. Ger¢ekten, Q@ = D, U = P (D) alalim ve A C D i¢in

P(A)=) g

€A

tanimlayalim. g > 0 oldugundan P(A) > 0; P(Q) = P(D) = ZmeD g(x) = 1; ikiser ikiser ayrik
Ay, Ay, ... kimeleriicin P (|J4; ) = ZmEUAi g(z) =3, EmeAi g(z) = 3_, P(4;), clinkii negatif
olmayan terimli bir seride toplama sirasi degigtirilebilir. Demek ki P bir olasilik dl¢iistidiir. X (w) =
w dzdeglik fonksiyonu alinirsa Dy, = D ve P(X = z) = P({z}) = g(z) olur.

Bu gozlemin pratik sonucu sudur: olasilik fonksiyonu, olasilik uzaymdan bagimsiz olarak kendi
basina bir nesnedir. Negatif olmayan ve toplami 1 olan bir say1 tablosu vermek, kesikli bir dagilim
vermek demektir. Bu yiizden ileride dagilimlar1 ¢cogu zaman altta yatan deneyi anmadan, dogrudan
olasilik fonksiyonuyla tanitacagiz.

Olasilik Fonksiyonu ile Dagilim Fonksiyonu

Bir rastgele degiskenin olasilik dagilimini dagilim fonksiyonu Fy (z) = P(X < z) ile betimlemeyi 6gren-
mistik (Tanim 9.1). Kesikli degiskende artik elimizde ikinci bir betimleme, olasilik fonksiyonu var. Ikisinin
aymi bilgiyi tagidigini, birinden 6tekine kolayca gecilebildigini gostermek gerekir; yoksa ayni nesne i¢in
iki ayr1 dil kullanmig oluruz. Asagidaki 6nerme bu gegisi iki yonde de verir. Gosterimde F'(z~), F’nin z
noktasindaki sol limitini gosterir:

F(z7) = lim F(t).

t—x~

F azalmayan ve [0, 1] i¢inde sinirli oldugundan bu limit her noktada vardir (Teorem 9.1).

Onerme 10.2 (Kesikli Degiskende Dagilim Fonksiyonu). X kesikli bir rastgele degisken, Dy =
{z, s, ...} deger kiimesi, f olasilik fonksiyonu ve F' dagilim fonksiyonu olsun. O zaman:
(1) Her x € R igin

F@)=P(X<z)= Y. f(z).

(2) Her z € R icin

F@)=PX<az)= >  f(=z)

r,€Dx,x;<T
(3) Herz € R icin P(X = z) = F(z) — F(x™); zel olarak
f(z) =F(zx) — F(z™), z € Dy,
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ve x ¢ Dy noktalarinda F siireklidir.
(49) Dy = {zq,...,x,} sonluvex, < x4 < ... < x,, ise F bir basamak fonksiyonudur:

0, T <x
Fz)=< flz))+ ...+ flzp), o, <z <zpp,k=1,...,n—1
1, T >z,

ispat.
(1) Onerme 10.1'nin (3) maddesini B = (—oo, | Borel kiimesine uygulayalim. (X € B) = (X < x) ve
BN Dy ={z; € Dy : z; <z} oldugundan

Fl@)=P(X<z)= Y flz)

z,€EDx,x; <z

(2) Once F(z~) = P(X < x) esitligini gosterelim. n=1,2,... i¢cin C, = (X <z — L) olaylarm
alalhm. x — % sayilary n ile birlikte arttifindan C; C Cy, C ... olur; yani (C,,) artan bir olay dizisidir.

Birlesimi (X < z) olayidir: X (w) < x ise x — X(w) > 0°dir ve + < x — X (w) olan bir n vardwr, yani
we C,;tersinew € C, ise X(w) <z — % < z’tir. Olasilik ol¢iisiiniin siirekliligi (Teorem 3.5) geregi

. . 1
P(X<z)=P (gon):nlggop(cn) = lim —ﬁ).
F azalmayan oldugundan sol limiti F(x™) vardwr ve x’e soldan yaklasan her dizi boyunca F ’nin limiti
bu degere esittir; ozel olarak lim,,_, (B — L) = F(x™). Boylece F(z~) = P(X < x) bulunur. Simdi
Onerme 10.1'nin (3) maddesini B = (—oo, x) kiimesine uygulamak toplam ifadesini verir.

(3) (X < z) olayy, ayrik (X < x) ve (X = z) olaylarinin birlesimidir. Sonlu toplamsallik (Teorem 3.1) ile
Fz)=P(X<z)=P(X<z)+P(X=2)=F(z7)+P(X =1),

yani P(X = z) = F(z) — F(z™). Bu, Teorem 9.2'de her rastgele degisken icin verilen esitligin ta kendi-
sidir. © € Dy ise sol taraf f(x)’tir x ¢ Dy ise (X = x) = & oldugundan F(z) — F(x~) = 0, yani
F(z~) = F(x) olur; F zaten sagdan siirekli oldugundan (Teorem 9.1) F, x noktasinda siireklidir.
(4) (1) maddesindeki toplami ii¢ durumda degerlendirelim. x < x; ise z; < x kosulunu saglayan hicbir
x; yoktur; toplam bostur ve F(x) = 0 olur. x), < x < ;. ise x; < = kosulunu tam olarak ., ..., x,
saglar ve F(z) = f(zy) + ... + f(z},) olur. © > =, ise biitiin x, 'ler kosulu saglar ve Onerme 10.1'nin (2)
maddesi geregi F(z) = f(z;) =1 olur.
z,€EDx
|
Onermenin séyledigi sudur: f verilmisse F', degerleri soldan saga biriktirerek bulunur; F verilmigse
f, F’nin sigcramalarini okuyarak bulunur. Sigramanin biyiikligi F'(z) — F(z~) noktanin olasiligidir;
F’nin sirekli oldugu noktalarin olasilig: sifirdir. Bu iki islem birbirinin tersidir, dolayisiyla kesikli bir
degiskenin dagilimini vermek icin f’yi (cogu zaman bir tablo halinde) yazmak yeterlidir.
Grafiklerde durum séyle goriinir. f’nin grafigi, Dy noktalarina dikilmis, yiikseklikleri f(z;) olan ¢ubuk-
lardan olusur; ¢ubuklarin toplam yiiksekligi 1°dir. F'nin grafigi ise bir merdivendir: iki ardigik deger
arasinda yataydur, her z; noktasinda f(z;) kadar yukari sigrar ve sagdan siirekli oldugu i¢in her basamagin
sol ucu dolu, bir 6nceki basamagin sag ucu bostur. (4) maddesi, sonlu deger kiimesi i¢cin bu merdivenin
denklemini verir; Dy ’in noktalar1 artan bir dizi halinde siralanabiliyorsa — bu béliimdeki biitiin 6rnek-
lerde durum budur — sayilabilir sonsuz deger kiimesinde de merdivenin sonsuz sayida basamag1 vardir
ve yiitkseklikleri 1’e yaklagur.
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fe) olasilik fonksiyonu f F) dagilim fonksiyonu F
gtfbuklar toplt?ml 1 a
3/8 3/8 t 18
3/8 7/8
soldan saga biriktir
f—F 3/8
1/2
1/8 1/8
3/8
1/8 sigrama = cubuk
1/8 ———oO
}us
—_—0
= = x X
0 1 2 3 0 1 2 3

Sekil 10.1: Olasilik fonksiyonundan dagilim fonksiyonuna gecis; ti¢ para atisinda tura sayisi. Soldaki

cubuklar degerleri soldan saga biriktirilince sagdaki merdiven ¢ikar: F(1) = 1/8 + 3/8 = 1/2. Her ¢ubuk,

sagda ayni noktadaki sigramanin yiiksekligi olarak yeniden goriiniir; bu yiizden Fverildiginde sigramalar
okumak fyi geri verir.
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© Kesikli degiskende kavramlar nasil birbirine baglanir

Bir kesikli X degiskeni i¢in karsimiza ¢ikan nesneler ve aralarindaki gegisler soyle 6zetlenebilir.

+ X : Q — R fonksiyonu (2, U, P) olasilik uzayin (R, B(R), Py) uzayma tasir; tagima kurali
Py(B) = P(X € B)dir.

+ Py ile F' birbirini belirler: F'(z) = Px ( (—o0,z] ) ve Px ( (a,b] ) = F(b) — F(a).

+ Py ile f birbirini belirler: f(x) = Py({x}) ve Px(B) =,

« File f birbirini belirler: Fi(x) =

r€BNDx f(x)

f(@;) ve f(z) = F(z) — F(z7).

T, <z

X
(Q, U P) ——» (R, B(R), P,) J

f(x) = Py ({x})

ayni dagilim Py(B) = = f(x) (x B i¢inde)

F(x) = X f(x;), x; = x

f(x) = F(x) - F(x)
dagilim fonksiyonu olasilik fonksiyonu

Sekil 10.2: Kesikli bir rastgele degiskenin dagilimini betimleyen ii¢ nesne. X fonksiyonu olasilik

uzayini say1 dogrusuna tasir ve Px ol¢iisiinii dogurur; bu 6l¢ii, dagilim fonksiyonu F ve olasilik fonk-

siyonu fbirbirini belirler. Kenarlardaki formiiller her gecisin iki y6niinii verir: fden Fye biriktirerek,
Fden fye sicramalar1 okuyarak gegilir.

Ugii de ayni dagilimi betimler; hangisinin kullanilacagi soruya baghdir. Tek tek degerlerin olasiligt
soruluyorsa f daha kullanighdir; “en ¢ok”, “en az”, “arasinda” bigimindeki sorularda ise F isi kolay-
lagtirir.

| Kesikli degiskende tek bir noktanin olasilig1 sifirdan farkli olabilir

Kesikli bir degisken i¢in P(X = x) = f(z)’tir ve z € Dy noktalarinda bu deger genellikle pozitiftir.
Bunun iki 6nemli sonucu vardir.
Birincisi, u¢ noktalar 6nemlidir. ¢ < b i¢in dort olasilik

Pla< X <b)=F(b)— F(a), Pla< X <b)=F(b)—F(a),
Pla<X<b)=F0b)—F(a), Pla<X<b=F0b)—F(a)

birbirinden farkl: olabilir (Teorem 9.2). Diizgiin bir zaricin P(1 < X < 2) = 2ama P(1 < X < 2) =
0’dir. Bir olasilik hesaplarken esitsizliklerin “<” mi “<” mi olduguna her zaman bakilir.

Ikincisi, dagilim fonksiyonu siireksizdir: F, olasilik tastyan her noktada sigrar ve grafigi bir
merdivendir.

Bir sonraki bliimde gorecegimiz siirekli rastgele degiskenlerde durum tam tersidir: her z icin P(X =
x) = 0 olur, dort aralik olasihif1 cakisir ve F siirekli bir fonksiyondur. Kesikli ile siirekli arasindaki
ayrim, en kisa héliyle, “tek bir noktaya kiitle konabilir mi?” sorusunun yamtidir.
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Ornekler

Once en basit kesikli dagilimla, bir zarin dagilimiyla baslayalim; olasilik fonksiyonu ve dagilim fonksiyonu
burada yan yana gorilir.

Ornek 10.1 (Diizgiin Bir Zarin Olasilik Fonksiyonu). Diizgiin bir zar atiliyor ve gelen nokta say1s1 X

rastgele degiskeniyle gosteriliyor. X in olasilik fonksiyonunu ve dagilim fonksiyonunu bulunuz; ikisinin
grafigini ¢iziniz.

Cozim.

Deneyin 6rnek uzay1 Q = {1, 2, 3,4, 5, 6} ve zar diizgiin oldugundan olasilik uzay1 bir Laplace uzayidir
(Tanim 4.1): her w i¢in P({w}) = 3. X(w) = w aliirsa deger kiimesi

Dy = X(Q2) ={1,2,3,4,5,6}

sonludur; dolayisiyla X kesikli bir rastgele degiskendir. Her z € Dy i¢in (X = z) = {z} oldugundan
olasilik fonksiyonu

fz) = P(X = z) = P({z}) = % z€{1,2,3,4,5,6}

olur. Tablo halinde:

z 1 2 3 4 5 6

_ 1 1 1 1 1 1
flz) = 5 5 5 3 § §
P(X =z)

Biitiin degerler negatif olmayan sayilardir ve toplamlar1 6 - % = 1’dir; Onerme 10.1'nin iki kosulu sag-

lanir. Biitiin degerlerin esit olasilikli oldugu bu dagilima {1, ..., 6} tizerinde kesikli diizgiin dagilim
denir.

Dagilim fonksiyonu icin Onerme 10.2'nun (4) maddesini kullanalm. = < 1 icin hicbir deger =i asmaz,
Fz)=0k<z<k+1(k=1,..,5)i¢in z’i asmayan degerler 1, ..., k’dir ve F(x) = % olur. x > 6
icin biitin degerler toplanir ve F'(z) = 1’dir:

(O,:E<1

Hl<z<2
22<z<3
F(z)=<33<z<4
24<z<5
25<z<6
1,z > 6.

Kisaca, 1 <z <6 icin F(z) = %’dlr; burada |z], z’i asmayan en bilyiik tam sayidir. Ornegin
F(2,7)=P(X <2,7)=P(X e{1,2}) =2

F’nin sigramalarindan f’yi geri okuyabiliriz: f(3) = F(3) — F(37) = 3 — 2 = 1. Aralik olasiliklar1
da F’den okunur: P(2 < X < 5) = F(5) — F(2) = 3 — 2 = 2 gercekten de bu olaya 3, 4, 5 degerleri
diser.
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fx) olasilik fonksiyonu Ft) dagilim fonksiyonu

1 @ —

5/6 —0
1/6 | 4

—0
3/6
sigrama = f(4) = 1/6
*—0
1/6 —0

Sekil 10.3: Diizgiin bir zarda gelen say1 X. Solda olasilik fonksiyonu: alt1 noktada esit kiitle 1/6. Sagda
dagilim fonksiyonu: her tam sayida 1/6'lik bir basamak. iki gosterim birbirini belirler — basamagin
yiiksekligi kiitleyi, kiitlelerin birikimi basamaklari verir.

Simdi deger kiimesi dogrudan érnek uzay olmayan, degiskenin sonuglar1 “sikistirdig1” bir 6rnege gegelim.

Ornek 10.2 (Isaretli Paranin Son Iki Atistnin Toplami). Diizgiin bir paranin bir yiizii 1, diger yiizi
2 ile isaretlenmistir. Bu para ii¢ kez atiliyor ve X, son iki atista gelen sayilarin toplamini gésteriyor. X in
olasilik fonksiyonunu ve dagilim fonksiyonunu bulunuz.

Cozim.
Her atisin sonucu 1 ya da 2’dir; deneyin 6rnek uzayi

Q= {172}3 = {(w1, wy,w3) 1 w; € {1,2}}

kiimesidir ve 23 = 8 elemani vardir. Para diizgiin ve atislar birbirinden bagimsiz oldugundan her iiclii
esit olasilikhdir: P({w}) = . Rastgele degisken

X(wy,wy,w3) = wy + wy
ile tammlidir; ilk atig Xi etkilemez. w, + w4 toplamienaz 1 + 1 = 2, en ¢cok 2 + 2 = 4 olabildiginden
Dy ={2,3,4}
bulunur; X kesiklidir. Her deger i¢in olay1 elemanlariyla yazip sayalim:

e (X=2)={w:wy =1,wy =1} ={(1,1,1),(2,1,1)}, iki eleman;
e (X =3) = {w: {wpywy} = {1,2}} yani {(1,1,2), (1,2,1), (2,1,2), (2,2, 1)}, dort eleman;
s (X =4) ={w:wy, =2,w3 =2} ={(1,2,2),(2,2,2)}, iki eleman.

Laplace formiilii (Onerme 4.2) ile

4
f@=i=p @ =g=3 [W=:=7
x 2 3 4
f@)=P(X=z) § § 1

Toplam 411 + % + % = 1’dir. Ayni sonuca bagimsizlikla da varilir: ikinci atisin 1 gelmesi ile iiciincii atigin
1 gelmesi bagimsiz olaylardir (Tanim 7.1) ve her birinin olasilig %’dir; dolayisiyla P(X = 2) = % 1=
3. X = 3icin iki ayrik yol, (wy, wg) = (1,2) ve (wy,w3) = (2,1), vardir ve P(X =3) =2+ 1 =
Dagilim fonksiyonu, degerleri soldan saga biriktirerek bulunur:

Nl
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0,z <2
1.2<z<3
%,3Sx<4
1,z >4.

Siradaki 6rnekte olaylari tek tek listelemek yerine sayma tekniklerini kullanacagiz.

Ornek 10.3 (Torbadan Iadesiz Bilye Cekme). Bir torbada 4 sar1 ve 2 kirmiz bilye vardir. Torbadan,
cekilen bilye geri konmaksizin art arda 3 bilye ¢ekiliyor ve X, cekilen kirmiz1 bilye sayisini gosteriyor.
X’in olasilik fonksiyonunu ve dagilim fonksiyonunu bulunuz.

Cozim.

Bilyeler geri konmadigindan ii¢ cekilisin sonucu, torbadaki 6 bilyeden secilmis 3 elemanli bir alt
kiimedir; gekilis siras1 X'i etkilemediginden 6rnek uzay: bu alt kiimelerin kiimesi olarak alabiliriz.
Kombinasyon sayisi (Teorem 5.2) geregi

.5.4
‘Q|=(6)=65 0
3/ 3.2-1

ve bilyeler rastgele cekildiginden her alt kiime esit olasiliklidir; olasilik uzayi Laplace uzayidur.
Torbada yalnizca 2 kirmizi bilye oldugundan X en ¢ok 2 olabilir; X > 0 da aciktir. Ote yandan X =0
mimkiindir, ¢iinki ti¢ sar1 bilye cekilebilir. Demek ki

Dy = {0,1,2}.

X = z olayy, 2 kirmizidan z tanesinin ve 4 saridan 3 — z tanesinin se¢ilmesi demektir. Kirmizilarin
secimi sarilarin secimini kisitlamadigindan carpma kuraliyla (Onerme 5.2) bu olaym eleman sayisi
(2 ) ( 4 )’tir. Laplace formiilii (Onerme 4.2) ile

T 3—x

fle)=PX=x)= M, z €{0,1,2}.

Degerleri hesaplayalim:

(0)(s) _1-4 1 (1)) _2:6_3 (3)(G) 1.4 _1
I0="0 -~ -5 W="g" "5 O-"% "%
T 0 1 2
f@)=P(X=2) } § 3

Toplam % + % + % = 1’dir. Bu bigimdeki dagilima hipergeometrik dagilim denir; genel halini ileride
ayrica inceleyecegiz.

Sonucu kosullu olasilikla (Tanim 6.1) da denetleyebiliriz. X = 0 olmast i¢in ii¢ ¢ekiligin de sar1 gelmesi
gerekir. Ik cekiliste sar1 gelme olasilig1 4; sar1 ¢iktiysa torbada 3 sar1, 2 kirmuzi kalir ve ikinci cekiliste
sar1 olasilig1 %; iki sar1 ¢iktiysa 2 sar1, 2 kirmizi kalir ve ticiinciide sar1 olasiligy %. Carpma teoremiyle
(Teorem 6.3)

sayma yoluyla buldugumuzla aynidir.
Dagilim fonksiyonu:
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F(r)=<7%

Ornegin “en ¢ok bir kirmiz1” olasilign P(X < 1) = F(1) = 2, “en az bir kirmiz1” olasiligt P(X > 1) =
1—P(X =0) = 3tir.
|

Deger kiimesi biraz daha kalabalik olan bir 6rnek: bir tablo yardimiyla saymak burada en giivenli yoldur.

Ornek 10.4 (iki Zarin Mutlak Farki). Diizgiin iki zar atiliyor ve gelen nokta sayilar1 arasindaki mutlak
fark X ile gosteriliyor. X in olasilik fonksiyonunu ve dagilim fonksiyonunu bulunuz. P(X > 2) ve P(1 <
X < 3) olasiliklarini hesaplayiniz.

Cozim.
Ornek uzay, sirali ikililerden olusur:

Q={(,j):i,je{l,..,61}, |Q|=36,

ve zarlar diizgiin oldugundan her ikili 5= olasihklidir. Rastgele degisken X(i,j) = | i —j | olarak
tanimlidir. Fark en az 0 (iki zar ayni), en ¢ok | 6 — 1 | = 5 olabildiginden

Dy ={0,1,2,3,4,5}.

Her ikili igin | ¢ — j | degerini bir tabloya yazalim; satirlar birinci zari, sittunlar ikinci zar1 gésterir.

i\j 1 2 3 4 5 6
1 0 1 2 3 4 5
2 1 0 1 2 3 4
3 2101 2 3
4 3 2 1 0 1 2
5 4 3 2 1 0 1
6 5 4 3 2 1 0

Tablo, kosegene gore simetriktir. Késegen iizerinde 6 tane 0 vardir. k£ > 1 icin k degeri, kosegenin k
adim {stiindeki ve k adim altindaki késegenlerde yer alir; bu késegenlerin her birinde 6 — £ hiicre
bulunur. Oyleyse k degerini alan hiicre sayisi 2(6 — k)’dir:

2(6 — 122
f(0) = %, f(k) = (636 k) _ % k7 k=1,2,3,4,5.
z 0 1 2 3 4 5
My ® . s " “
Sadelestirilmis halleriyle f(0) = & f(1) = &, f(2) = 2 f(3) = &, f(4) = §, (5) = &. Toplam

w 36 = D’dir. En olas1 fark 1’ d1 d il; unku iki zarin esit gelmesinin alt1 yolu varken
farkin 1 olmasmm on yolu vardir.
Dagilim fonksiyonu, olasiliklar1 biriktirerek bulunur; ara toplamlar 6, 16, 24, 30, 34, 36’dur:
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0, <0
6
%,OS$<1

$1<z<?
Flz)y=<¢22<z<3

30
%,3§I<4

34

1, x>5.

fix) F(x)

olasilik fonksiyonu dagilim fonksiyonu

10/36 1 | ca—
10/36 ® ® O

8/36 —0

24/36 | —0
6/36 6/36

6/36
436 16/36 | —0
sigrama = f(1) = 10/36
3 4

2/36
—0

]
x X
5 0 1 2 3 4 5

Sekil 10.4: Diuizgiin iki zarin gosterdigi sayilarin mutlak farki X = |i - j|. Solda olasilik fonksiyonu:

kiitleler esit degildir, en olasi fark 0 degil 1'dir (10/36). Sagda dagilim fonksiyonu: basamak yiikseklikleri

de esit degildir; her basamak o noktanin kiitlesi kadardir ve merdiven 6/36'dan baslayip 16/36, 24/36,
30/36, 34/36 diizeylerinden gecerek 1'e ulagir.

Istenen olasiliklar:

1 2
P(X>2)=1-P(X<1)=1-F1)=1-20_20_5
36 36 9
10+8+6 24 2
P1<X<3)=f(1 2 Tt _ = _Z
(1<X<3)=f1)+7(2)+ f3) = 20 =2 2

Ikincisi F ile de hesaplanabilir:

30 6 24
(1<X<3)=F@)-F(17)=FQ) - F(0) =55 — 5= 55

Burada sol u¢ 1 olaya dahil oldugu i¢in F'(1) degil F(17) = F(0) ¢ikarilmugtir.
|

Buraya kadar hep f’den F’ye gittik. Simdi ters yoni gorelim: verilen bir merdiven grafiginden olasilik
fonksiyonunu okumak.

Ornek 10.5 (Dagilim Fonksiyonundan Olasilik Fonksiyonuna). X rastgele degiskeninin dagilim
fonksiyonu
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0,z < —1
-1<z<1

F(z)=43,1<z<3
%,3§x<5
L,z >5

olarak veriliyor. X’in olasilik fonksiyonunu bulunuz; P(X < 2), P(X > 1) ve P(—1 < X < 3) olasilik-
larini hesaplayiniz.

Coziim.

F bir basamak fonksiyonudur: dért noktada sicrar, aralarda sabittir. Onerme 10.2'nun (3) maddesine
gore her z igin P(X =z) = F(z) — F(z~)’dir. F’nin sabit oldugu bir araligin i¢ noktalarinda
F(z~) = F(z) oldugundan bu noktalarin olasilif1 sifirdir; olasilik yalmizca sigrama noktalarinda
toplanir. Sigrama noktalar1 —1, 1, 3, 5’tir.

Her sigramanin biyiikliigiinii hesaplayalim. F' sagdan siirekli oldugundan F'(x) basamagn sol ucun-
daki (yeni) deger, F'(z™) ise bir 6nceki basamagin degeridir:

P(X:—l):F(—l)—F((—l)_)2}1—0:}1,
P(X=1)=F()~F(I') =5 — 3 = 1,
P(X:3):F(3)—F(3*):%—%:%,
P(X:5):F(5)—F(5‘):1—%:;l.

Bu dort olasiligin toplami 1’dir; demek ki biitiin kiitle bu dort noktadadir, bagka hi¢bir noktaya kiitle
kalmaz ve Dy = {—1,1, 3, 5} tir. Olasilik fonksiyonu:

x —1 1 3 5
f@)y=P(X= % i i i

Yani X, dort noktas: esit olasilikli bir kesikli diizgiin dagilima sahiptir. Saglama olarak f’den F’yi
yeniden kurabiliriz: —1 < z < 1 i¢in F(z) = f(—1) = 1,1 <2 < 3icin F(z) = f(—-1) + f(1) = }
ve boyle devam eder; verilen F' elde edilir.

Istenen olasiliklar:

1
P(X<2)=F(2) = 3 (2 sayis1 [1,3) basamagindadir),
1 1
P(X>1)=1—P(X§1):1—F(1):1—§:5,
P(1<X<3)=F3)—F((-1) )=+ 0=1
< = ( )= 5 =35

Sonuncusu, olaya diisen degerlerin olasiliklarini toplayarak da dogrulanir: —1 < x < 3 kosulunu
Dy’ten —1 ve 1 saglar, f(—1) + f(1) = 3.
|

Son ornek, tablo halinde verilen bir olasilik fonksiyonundan dagilim fonksiyonunu kurmay1 ve ikisi
arasmdaki tutarhilifi denetlemeyi gosterir.

Ornek 10.6 (Olasilik Fonksiyonundan Dagilim Fonksiyonuna). X rastgele degiskeninin olasilik
fonksiyonu agagidaki tabloyla veriliyor.
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€T 1 2 3
fla)=P(X=2) § L1 1

X’in dagilim fonksiyonunu bulunuz; P(X > 2), P(X < 3) ve P(1 < X < 3) olasiliklarini hesaplayiniz.
Cozim.

Once tablonun gercekten bir olasilik fonksiyonu tanimladigini denetleyelim: degerler negatif degildir
ve

=1

[« N )
+
S| =

1
o=+

“Bu iki 6zellik yeterlidir” notunda gorildagii gibi, bu iki kogul tablonun kesikli bir dagilim tanimlamasi
icin yeterlidir; Dy = {1, 2, 3} tiir.

Dagilim fonksiyonunu Onerme 10.2'nun (4) maddesiyle kuralim. z < 1i¢in F(z) = 0.1 < z < 2 igin
yalnizca 1 degeri «’i asmaz: F(z) = f(1) = 1. 2 < z < 3 i¢in 1 ve 2 degerleri toplanir: F(z) = 5 +
3+ = 2.z > 3 icin biitiin degerler toplanir: F(z) = 1.

0,z<1

%, 1<z<?2

%, 2<z<3

1, x> 3.

Saglama: sicramalar F'(1) — F(17) = % F2)—F((2 )= % — % = % FB3)—F(3 )=1-— % = %'

tablo geri gelir.
Istenen olasiliklar:

P(X22)=1-P(X<)=1-F()=3 (=f@2)+/3)),

PX<H)=F@)=2 (=f0)+f@),

1 1
P(1<X£3)=F(3)—F(1):1—§:§ (=f2)+f3)).
Son iki hesapta u¢ noktalara dikkat edilmelidir: P(X < 3) icin F(3) =1 degil, F(37) = 2 alr;

P(1 < X < 3) ise 1 degerini disarida biraktig1 icin F'(3) — F/(1)’dir, F/(3) — F(17) = 1 degil.
|

Alistirmalar

Alistirma 10.1 (Kesikli Rastgele Degiskenler). (a) Diizgin iki para atiliyor ve X gelen tura sayisim
gosteriyor. X in olasilik fonksiyonunu ve dagilim fonksiyonunu bulunuz.

(b) Bir yiizii 1, diger ytizii 2 ile isaretlenmis diizgiin bir para ti¢ kez atiliyor ve X gelen ti¢ sayinin toplamin
gosteriyor. X in olasilik fonksiyonunu bulunuz ve F(4,5) degerini hesaplayiniz.

(c) X rastgele degiskeninin olasilik fonksiyonu f(z) = cz, z € {1, 2, 3,4} bi¢imindedir. ¢ sabitini bulu-
nuz; P(X > 3) ve F(2) degerlerini hesaplayniz.

(d) X rastgele degiskeninin olasilik fonksiyonu f(z) = (%)z, z € {1,2,3,...} olsun. Bunun bir olasilik
fonksiyonu oldugunu gésteriniz; dagilim fonksiyonunu bulunuz; P(X > 3) ve P(X ¢ift) olasiliklarin
hesaplayiniz.

(e) Ornek 10.3'deki torbadan bu kez gekilen bilye her seferinde geri konarak ii¢ bilye ¢ekiliyor ve X
cekilen kirmizi bilye sayisini gosteriyor. X in olasilik fonksiyonunu bulunuz ve iadesiz durumla kargilas-
tirmiz.

(f) Diizgtin iki zar atiliyor ve X gelen sayilarin biyiik olanini (ikisi esitse ortak degeri) gosteriyor.
Once F (k) = P(X < k) degerlerini k € {1, ..., 6} icin hesaplayiniz, sonra buradan olasilik fonksiyonunu
bulunuz.

(g) X rastgele degiskeninin dagilim fonksiyonu
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0,x<0
10<z<1
Flz)=431<z<2
%,2§x<3
1,z>3

ise X’in olasilik fonksiyonunu bulunuz; P(X > 1) ve P(0 < X < 3) olasiliklarim hesaplayiniz.

Coziim.
(a) Ornek uzay Q = {YY,YT,TY,TT} dort esit olasiikli sonugtan olusur ve Dy = {0, 1,2} dir.
(X=0={YY}L(X=1)={YT,TY}, (X = 2) = {TT} oldugundan

T 0o 1 2

fl@) 1 3%

=

Dagilim fonksiyonu: < 0 i¢in F(z) = 0;0 < z < licin F(z) = ;1 <z <2i¢cin F(z) = 3;2 > 2
icin F(z) =

(b) Q = {1,2}3 sekiz esit olasilikli {icliiden olusur ve X (w) = w; + wy + w;’tiir. Toplam en az 3, en
¢ok 6 olabilir: Dy = {3,4,5,6}. Toplamuin 3 + m olmasi i¢in tam m atista 2 gelmelidir; bunun (31)
yolu vardir. Oyleyse

fA=g  SW=2  fE)=2. 6=

<45)=fB)+f4)=5+5=73
verir; ¢ = 10 c>0 oldugundan negat1f olmama k0§ulu

(c) Toplamkosuluc(l + 2+ 3 +4) = 1
+%_10VEF() f()+f()_ 120 Sag'

da saglanir. P(X > 3) = f(3) + f(4)
lama: P(X >3) =1—F(2) = -~.
(d) Degerler pozitiftir ve geometrik seri toplami

O 1\® 1
(3) =757
=1 175

oldugundan f bir olasilik fonksiyonudur; Dy = N sayilabilir sonsuzdur. < li¢in F'(z) = 0.n < z <
n + 1 (n € N) icin 2’i agmayan degerler 1, ..., n’dir ve

Toplam 135341 — 1°dir. F(4,5) = P(X
10c

3
10

(]

Kisaca, z > 1icin F(z) =1 — (%) =1, Merdivenin sonsuz sayida basamagi vardir ve yﬁkseklikler131’e
yaklasir; F'(z) = 1 olan hicbir  yoktur ama lim,,_, . F(z) = I'dir. P(X >3)=1—-F(3) = (3) =
%. Cift degerler i¢cin

=55 (8)" -5 () - -4

1
k=1 k=1 1

(e) Bilye gerl kondugundan her cekiliste torbada 4 sar1, 2 kirmizi vardir; her cekiliste kirmizi gelme

olasﬂlgl = é, sar1 gelme olasilif1 5 tiir ve cekiligler bagimsizdir. Artik ug kirmizi da miimkiindir:

Dy = {0, 1,2, 3}. Tam z kirmuzi iceren belirli bir siralamanin olasilig ( ) (2)3_ ve bu siralamalarin

3
sayist (2) oldugundan

.ﬂx)zz(i)<%)z(§)3z, z €{0,1,2,3}.

~
—

5
~
Slee
Ml»—\
o
Ko
SE
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8+124641 — 1°dir. fadesiz durumda degerler 1,3, 1 idi ve X = 3 imkéansizdi. fadeli cekiliste

Toplam S 5 E

kiitle daha ¢ok yayilir: X = 0 olasilig1 % = 0,20°den 2% ~ 0,30’a cikar, X = 1 olasilig1 0, 60’tan ~
0,44’e diiser. Bu dagilima ileride binom dagilimi adini verecegiz.

() (X < k) olayy, iki zarin da k’yi asmamasi demektir. Bu olaya diisen ikililer {1, ..., k}? kiimesidir, k2
tane; Gyleyse

ke{l,..,6},

x < ligin F(z) = 0ve z > 6 i¢in F'(x) = 1. Olasilik fonksiyonu sicramalardan okunur:

k2 —(k—1)? 2k—1

kE)=Fk)—F(k—-1)= = k 1,....6}.

f(k) = F(k) — F(k—1) 56 5 e{1,...,6}

x 1 2 3 4 5 6

f(z) 35 = 35 35 36 %6
143454749411

Toplam = 1’dir. Bu aligtirma, baz1 sorularda F’yi dogrudan hesaplayip f’ye sonradan
ge¢menin daha kolay oldugunu gosterir.
(g) Sigrama noktalar1 0, 1, 2, 3’tiir ve sigramalar

FO)=g-0=5, fl)=g-z=2

8 8
Toplam 1 oldugundan Dy = {0, 1,2, 3} tiir; bu, diizgiin ii¢ para atiginda gelen tura sayisinin dagili-
mdir. P(X >1)=1—F(0)=1—%=IveP(0<X <3)=f(1)+ f(2) = 2 + 2 = 3; ikincisi F
ile F(37) — F(0) = L — & = 2 olarak da bulunur.
]

Kesikli degiskenlerde olasilik kiitlesi sayilabilir noktalara yigilmist: ve her hesap bir toplama indirgeni-
yordu. Olasiligin bir aralik boyunca siirekli bicimde yayildig1 durumda toplamlarin yerini integraller,
olasilik fonksiyonunun yerini yogunluk fonksiyonu alir: Stirekli Rastgele Degiskenler ve Yogunluk Fonk-
siyonu.
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11.1

11. Siirekli Rastgele Degiskenler ve
Yogunluk Fonksiyonu

Kesikli Rastgele Degiskenler ve Olasilik Fonksiyonu bélimiinde deger kiimesi sonlu ya da sayilabilir
sonsuz olan rastgele degiskenleri inceledik. Boyle bir degiskenin biitin olasilik bilgisi, fy(z) = P(X =
x) olasilik fonksiyonunda toplaniyordu: dagilim fonksiyonu bu degerlerin toplamiyla elde ediliyor, olaylar
da ilgili noktalarin olasiliklar1 toplanarak hesaplaniyordu. Ne var ki uygulamada karsilastigimiz pek ¢ok
rastgele degisken bu cerceveye sigmaz. Bir elektronik parcanin 6émri, bir yolcunun duraga geldigi an,
rastgele secilen bir noktanin koordinati ya da bir 6l¢iimiin hatasi bir araliktaki her gercel degeri alabilir;
deger kiimesi sayillamazdir.

Bu béliimde iste bu tiir degiskenleri ele aliyoruz. Toplamlarin yerini integraller, olasilik fonksiyonunun
yerini olasilik yogunluk fonksiyonu alacak. Yogunluk fonksiyonu f, tek bir noktanin olasiligini degil,
“birim uzunluga diigen olasiligr” dlger: X’in [a, b] araligina diisme olasiligl, f’nin grafigi altinda a ile b
arasida kalan alandir. Bu bakis ac¢isinin ilk sagirtict sonucu, stirekli bir rastgele degiskenin herhangi bir
sabit degeri alma olasiliginin sifir olmasidir; ikincisi de yogunlugun kendisinin bir olasilik olmamasidir,
hatta 1’i asabilmesidir.

Bolim boyunca sunlari 6grenecegiz: siirekli ve mutlak siirekli rastgele degiskenin tanimi; yogunluk
fonksiyonunun iki belirleyici 6zelligi; dagilim fonksiyonunun siirekli oldugu ve nokta olasiliklarinin sifira
esit oldugu; aralik olasiliklarinin integralle hesabi; dagilim fonksiyonu verildiginde yogunlugun tiirevle
bulunmasi. Sonra bu araglar siniis, parcali sabit, iicgen ve tstel bi¢imli yogunluklar tizerinde sonuna
kadar calistiracagiz.

Siirekli Rastgele Degisken ve Yogunluk Fonksiyonu
Bir rastgele degiskenin (Tanim 8.1) deger kiimesi Dy = X (Q) idi (Tanim 8.2). Kesikli degisken i¢in bu
kiime en ¢ok sayilabilir sonsuzdu (Tanim 10.1). Bunun karsitiyla basliyoruz.

Tanim 11.1 (Siirekli Rastgele Degisken). (Q,4, P) bir olasilik uzay1 ve X : Q — R bir rastgele
degisken olsun. X’in deger kiimesi Dy sayilamaz bir kiime ise X e siirekli rastgele degisken denir.

Bu tanim yalmizca deger kiimesinin bityiikliigiine bakar; olasiliklarin bu kiime tizerinde nasil dagildig:
hakkinda bir sey séylemez. Kesikli durumda dagilimi P(X = z) sayilar belirliyordu. Sayilamaz bir deger
kiimesinde bu yol kapanir: birazdan gérecegimiz gibi, yogunlugu olan bir degiskende P(X = z) sayila-
rinin hepsi sifirdir ve toplanacak bir sey kalmaz. Onun yerine olasilif1 “yayilmis” bicimde, bir yogunlukla
anlatiriz.

Tanim 11.2 (Mutlak Siirekli Rastgele Degisken ve Olasilik Yogunluk Fonksiyonu). X bir rastgele
degisken ve F' : R — [0, 1] onun dagilim fonksiyonu olsun. Eger

@) >0 eR), ()] flo)do=1
ozelliklerini tagiyan bir f : R — R fonksiyonu i¢in her x € R’de
F(z) = / f@t)de

yazilabiliyorsa X’e mutlak siirekli rastgele degisken, f’ye de X’in olasilik yogunluk fonksiyonu
(kisaca yogunluk fonksiyonu ya da yogunlugu) denir. X’in yogunlugu f ile de gosterilir.

Iki noktaya dikkat edelim. Birincisi, integral degiskeni olarak ¢ kullandik; iist sinir  oldugundan integralin
icinde de x yazmak yaniltic1 olur. Ikincisi, mutlak siirekli bir degisken zorunlu olarak siireklidir: F’nin
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bir integral olmas1 onu siirekli kilar (bunu az sonra ispatlayacagiz), stirekli bir F' ise sayilabilir bir deger
kiimesiyle uyusmaz, ¢iinkii kesikli bir degiskende 3 _ Dy fx(xz) =1 oldugundan fy(z) > 0 olan en
az bir z € Dy vardir ve dagilim fonksiyonu bu noktada fy () kadar sigrar (Onerme 10.2). Tersi dogru
degildir: dagilim fonksiyonu siirekli oldugu halde hicbir yogunluga sahip olmayan rastgele degiskenler
vardir; ama bunlar bu kitabin disinda kalan, yapay 6rneklerdir. Bu kitapta “siirekli rastgele degisken”
dendiginde her zaman yogunlugu olan, yani mutlak siirekli bir degisken kastedilir.
Yogunlugun anlamini sezmek i¢in F’nin tanimin kiigiik bir aralikta okuyalim. Kisa bir [z, 2 4 h] aralif:
icin

z+h
P(x<X§x+h):F(x~|—h)—F(x):/ F(t)dt ~ f(z)h

olur. Yani f(x),  civarindaki birim uzunluga diisen olasiliktir; f biiyiikse X’in oraya diisme ihtimali
buyiiktiir. Bu ylizden adi “yogunluk”tur. Ayni okuma bir uyariy1 da beraberinde getirir.

Yogunluk bir olasilik degildir

Kesikli durumda fy(z) = P(X = z) bir olasilikty; dolayisiyla 0 < fy(z) <1 idi. Stirekli durumda
f(x) bir olasilik degildir ve 1’i agabilir. Ornegin

f@) = 322,0<z <1
10, diger durumlarda

fonksiyonu f >0 ve fio flz)dx = fol 3z2dx = 1 kosullarmi saglar, dolayisiyla bir yogunluk
fonksiyonudur; ama f(0,9) = 2,43 > 1’dir. Hatta yogunluk sinirsiz bile olabilir: (0, 1] tizerinde ﬁi
ile verilen fonksiyon 0’a yaklasirken sonsuza gider, yine de bir yogunluktur (bkz. Alistirma 11.1).
Olasilik olan sey f’nin degeri degil, f'nin grafigi altinda kalan alandir: her aralik tizerindeki

alan 0 ile 1 arasindadir, toplam alan tam 1’dir. Yukaridaki 3z% yogunlugu asagida ayrintili olarak
incelenecektir (Ornek 11.1).

Dagilim Fonksiyonunun Siirekliligi ve Nokta Olasiliklar:

Dagilim fonksiyonunun genel 6zelliklerini biliyoruz (Teorem 9.1): artan (azalmayan), sagdan surekli,
—oo’da 0’a ve +o00’da 1’e giden bir fonksiyon. Kesikli degiskende F' basamakliyd: ve basamaklarin
ytksekligi nokta olasiliklarini veriyordu. Yogunlugu olan bir degiskende ise F’ bir integraldir ve integraller
“sigramaz”. Bu gozlem, stirekli degiskenlerin biitiin hesap kurallarinin kaynagidir; o yiizden onu dikkatle
ispatlayalim.

Teorem 11.1 (Siirekli Rastgele Degiskenin Dagilim Fonksiyonu Siireklidir). X, yogunlugu f olan
stirekli bir rastgele degisken olsun. O zaman X ’in dagilim fonksiyonu

P(z) = / " fya

R’nin her noktasinda sitreklidir. Ayni sonug, f > 0 ve ffooo f =1 kosullarini saglayan her f icin, bu
integralle tanimlanan F' hakkinda gecerlidir.

ispat.
a € R sabit bir nokta ve h > 0 olsun. Integralin aralik iizerinde toplanabilirliginden

a a+h
Fla)— Fla—h) = / f(t)dt,  Fla+h)—F(a) = / F() dt
a—h

a

yazilir ve f > 0 oldugundan iki fark da negatif degildir. Gostermemiz gereken, h — 0% iken bu iki
integralin de 0’a gitmesidir; o zaman F(a~) = F(a) = F(a%) olur ve F, a’da siirekli ¢ikar. Iki farkin
toplami f::r: f(¢) dt oldugundan bu toplamin 0°a gittigini gostermek yeter.

Durum 1: f, a’nin bir komsulugunda sinirhdir. Oyle bir§ > 0 ve M > Q olsun ki|t —a | < 6 igcin0 <
f(t) < M olsun. O zaman 0 < h < § icin
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a+h a+h
Og/ f(t)dtg/ M dt = 2Mh
a—h a—h

olur ve sag taraf h — 07 iken 0’a gider. Stkistirma ile integral de 0’a gider.
Durum 2: f, a’nin higbir komgulugunda smirli degildir. Bu durumda f’nin [a — 1, a + 1] iizerindeki
integrali a noktasinda bir has olmayan (improper) integraldir; fio f yakinsak oldugundan bu integral

de yakinsaktir. Has olmayan integralin yakinsak olmasi, tanim geregi,

a—h a a+1 a+1

lim f&)dt = / f(¢)dt, lim f@&)dt = / ft)de
h=0% a—1 a—1 h=0% a+h a

demektir. Birinci esitlik f;_h f(®)dt — 0, ikincisi f;+h f(t) dt — 0 anlamina gelir; toplamlari da 0’a

gider.

Her iki durumda da F(a — h) — F(a) ve F(a + h) — F(a) bulundu; F, a’da siireklidir. a keyfi oldu-

Fundan F, R iizerinde siireklidir. Ispatta f hakkinda yalnizea f > 0 ve integralin yakinsakhgi kullanildy;

bu, son ciimledeki genel ifadeyi de verir.

|

Bu teoremin ilk ve en 6nemli sonucu, kesikli durumla en keskin ayrilig1 gosterir: siirekli bir degiskende
hicbir tek nokta pozitif olasilik tagimaz. Bunun pratik yansimasi, aralik uclarinin olasilik hesabinda hig
O6nem tagimamasidir.

Onerme 11.1 (Nokta Olasilig1 Sifirdir; Aralik Olasiliklar1). X, yogunlugu f ve dagilim fonksiyonu
F olan siirekli bir rastgele degisken olsun. Her a € R icin

diwr. Bunun sonucu olarak, her a € R icin
P(Xga):P(X<a):F(a):/ f(z)dz, P(XZa):P(X>a):1—F(a):/ f(z)dx
ve hera < b i¢in
b
P(a<XSb)=P(a<X<b)=P(a§X§b)=P(a£X<b)=F(b)fF(a)=/ f(z)dx

olur.

ispat.
Dagilim fonksiyonu ile nokta olasilig1 arasindaki bagint1 (Teorem 9.2)

P(X =a)=F(a)— F(a™), Fla™) = hli_%l+ F(a—h)

bicimindedir. Teorem 11.1 geregi F, a’da siireklidir; dolayisiyla F(a~) = F(a) ve P(X = a) = F(a) —
F(a) =0 olur.
Aralik formilleri icin (X < a) = (X < a) U (X = a) ayrik birlesimini yazalim. Toplama kuraliyla

P(X<a)=P(X<a)+P(X=a)=P(X <a)
bulunur; P(X < a) = F(a) ise dagilim fonksiyonunun tanimidir (Tanim 9.1) ve F(a) = ffoo f, yogun-
lugun tammidir. Timleyene gecerek P(X > a) =1—F(a)ve P(X > a)=P(X >a)+ P(X =a) =
1 — F(a) elde edilir; 1 — F(a) = f_oooo f- fjoo f= f:o f olur.

a <b olsun. Pla < X <b)=F(b) — F(a) esitli§i Teorem 9.2’den bilinmektedir. Oteki ii¢c olay bu
olaydan yalnizca a ya da b u¢ noktasinin eklenip ¢ikarimasiyla elde edilir:

(<X <bh)=(<X<b)U(X =a), (a<X<b)=(<X<bh)\ (X =0b), (<X <bh)=(<X<bhU(X =a).

Eklenen ve ¢ikarilan olaylarin olasihgi 0 oldugundan dérdiiniin olasihigi da F(b) — F'(a) dir. Son olarak

Acik Matematik - acik-matematik.com 159 CC BY-NC-SA 4.0


https://acik-matematik.com
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.tr
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a b
fayde— [ f@)do= [ f(o)ds
integralin toplanabilirliginden gelir.

yogunluk f(x) = x e™™
Ay Ay

0,4 1

dagilim fonksiyonu F(x)

Pla<X<b)

= tarali alan ~ 0,35

0,2 1
F(b)

Fa)

I
I
I
|
I
|
I
I
|
I
I
I
I
|
1
a

=V

Sekil 11.1: Aralik olasihginin iki goriiniimii. SoldaP(a <X <b), yogunluk egrisinin altinda a ileb arasinda

kalan alandir; sagda ayni sayr dagilim fonksiyonunun iki degeri arasindaki fark F(b) - F(a) olarak

okunur. Siirekli degiskende ug noktalar sifir olasilik tasidigindan araligin agik ya da kapali olmasi sonucu
degistirmez; dort aralik olasilig1 da bu alana egittir.

Acik Matematik - acik-matematik.com 160 CC BY-NC-SA 4.0


https://acik-matematik.com
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.tr

11.2 Dagilim Fonksiyonunun Siirekliligi ve Nokta Olasiliklar: 161

1 Sifir olasilik ile imkansizlik ayni sey degildir

X her deneyde bir deger alir; alacagi deger a olsun. P(X = a) = 0 olmast “X = a olay1 gercekle-
semez” demek degildir; sadece, sayilamaz ¢oklukta aday deger arasinda tam olarak a’nin secilmesine
olasilik dl¢iistiniin sifir agirlik verdigi anlamina gelir. Geometrik olasilikta (Tanim 4.5) bir noktanin
alaninin sifir olmasiyla aynmi durumdur. Buna karsilik a’nin cevresindeki her aralik pozitif olasilik
tagtyabilir: P(a —h < X < a+h) = f:j: f > 0 olabilir, ama h — 0 iken bu say1 0’a cekilir.

A
alan ~ 2h-f(a)
0
| h — 0:
I
} : fla) alan — 0,
I
|
= P(X=a)=0
02+ 1 |
I
I
L ama fla) > 0
N
I
I
|
|

Sekil 11.2: Siirekli bir degiskende tek noktanin olasiligi sifirdir. a ¢cevresindeki [a - A, a + h] araliginin

olasilig1 egri altindaki tarali alandir, yaklasik 2h-f{a); h kictildikee (0,5; 0,25; 0,1) bu alan sifira ¢ekilir

ve limitte P(X = a) = 0 kalir. Oysa f{a) sifir degildir: yogunluk bir olasilik degil, birim uzunluga diigen
olasiliktir.

Kesikli ve siirekli degiskenlerin kargilastirmasi séyle 6zetlenebilir:

kesikli X

surekli X

dagilimi belirleyen fonksiyon

normallestirme

dagilim fonksiyonu

nokta olasilig1

aralik olasilig1

F’den fy’e doniig

olasilik fonksiyonu fy(z) =
P(X =x)

ZzeDX fx(@) =1

Fla)= %, _, fx(x)). basa-
makli

P(X =a)=F(a)— F(a),
Dy ’te pozitif

Pla< X<
=3, ., fx(@)

fx(z) = F(z) — F(z7)

Tablonun son satir1 bu boliimiin ikinci ana sonucudur ve birazdan ispatlanacaktr.

yogunluk  fonksiyonu
fx (z) bir olasilik degil

ffzo Ix(z)dz =1

F(z) = ffoo fx(t) dt, stirekli

fx

f: fx () dz, uglar énemsiz

fx(x) = F'(x) (tirevin var
oldugu yerde)

Nokta olasiliklarinin sifir olmasinin nasil kullanildigini ilk tam &rnekte gérelim. Ornek ayni zamanda

yukaridaki uyariy1 da somutlagtirir.

Ornek 11.1 (Bir Yogunlukla Olasilik Hesaplar1). X rastgele degiskeninin yogunluk fonksiyonu
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f(z) = {32:2,0 <z<l1
0, diger durumlarda
olsun.
a) f’nin bir yogunluk fonksiyonu oldugunu dogrulayimz ve f(z) > 1 olan x degerlerini bulunuz.
b) X’in dagilim fonksiyonunu bulunuz.
c)(EX > %)(%’ <X< %)(EK = %) Ve(P( > % | X > }1) olasiliklarini hesaplayiniz.
d) P(X < m) = 1 olan m sayismni (dagilimin medyanini) bulunuz.

Coziim.
a) Her z i¢in f(x) > 0’dir ve

/oo f(w)dx=/013x2dx:[x3](l):1

olur; f bir yogunluk fonksiyonudur. 0 <z <1 icin 322 > 1< z? > % Sz > \/Lg ~ 0,577dir.
Demek ki (\/Lg, 1) aralifinda yogunluk 1’den biiyiiktiir; f(17) = 3’e kadar ¢ikar. Bu, f’nin olasilik
olmadigini bir kez daha gosterir.

b)z < 0icin F(z) = [* _0dt =0.0 <z < licin

0 T
F(x):/ Odt—l—/ 3t2dt=[t3]g=x3.

—oo 0

x > 1igin F(z) = fol 3t dt + flm 0dt = 1. Boylece

0, <0
Flz)=<z3,0<z<1
1, z>1.

F’nin 0 ve 1 noktalarinda siirekli olduguna dikkat edelim: F(0) =0 = 0% ve F(1) = 1 = 13.

¢) Onerme 11.1'i kullaniyoruz:
1 1 7
— = — = 1 —_— = =
pe>3)=B)= 5=

€<X<3>_G3)7@1)_2771_26_13
4 = “\4 4) 64 64 64 32

(P( = %) = (’dir; bunu aym formiille de gérebiliriz:(]% <X< %) = fll//;

icin (Tanim 6.1) (X > %) - (X > %L) oldugundan

X > L 7
T
>Z) l—5; 8 63 9

322 dz = 0. Kosullu olasilik

d) F, (0,1) iizerinde kesin artan ve siirekli oldugundan F(m) = 3 denkleminin bu aralikta tek bir
¢oziimil vardir: m® = %, yanim = 2713 = % ~ 0,794. X bu degerin altina ve iistiine esit olasilikla
diser.

Hangi Fonksiyonlar Yogunluk Olabilir?

Orneklerde sik sik “f(z) = c g(x) bir yogunluk olacak bicimde ¢’yi bulunuz” sorusuyla karsilasacagiz.
Béyle bir soruda yaptigimiz sey [ f = 1 denklemini ¢ézmektir; ama bu denklem ¢ziildiigiinde gercekten
bir rastgele degiskenin var oldugundan emin miyiz? Yani tanimdaki (i) ve (ii) kosullari, bir fonksiyonun
yogunluk olmasi i¢in yalnizca gerekli mi, yoksa yeterli mi? Asagidaki 6nerme yeterli oldugunu soyler ve
¢ bulma aligkanligimizi saglam bir zemine oturtur.
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Onerme 11.2 (Yogunluk Fonksiyonunun Belirleyici Ozellikleri). f:R — R bir fonksiyon olsun.
f’nin bir rastgele degiskenin yogunluk fonksiyonu olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

) f(@) >0z eR) ve (i) / ” fa) do =

olmasidwr. Bu durumda F(z f f t)dt fonksiyonu azalmayan, siirekli, lim F(z)=0 ve
lim, . F(z) =1 olan bir dagllzm fonkszyonudur ve yogunlugu f olan bir rastgele degiskenin dagilim

fonksiyonudur.

T——00

Ispat.

Gereklilik tanimin kendisidir: yogunluk, tanim geregi (1) ve (ii) yi saglar.

Yeterlilik icin (i) ve (ii)‘yi saglayan bir f alalm ve F(x f f t) dt koyalim. F’nin dagilim fonksi-
yonu oOzelliklerini (Teorem 9. 1) ta§zdlgmz gosterelim.

Azalmayan: z < y i¢in F(y) fy t)dt > 0, giinkii f > 0.

Sinirlar: f f =1 lntegralznzn yaklnsak olmast tamim geregi, lim_, f f t) dt = 1 demektir; yani
F(z) — 1. Aynl yaklnsaklzkhmm_, o f t) dt = 0 verir; yani F(z) — 0. Ayrica f > 0 oldugundan
herx i¢in0 < F(z <f f—l’dzr

Sagdan stireklilik: Teorem 11 1'in ispati yalnizea (i) ve (ii) ‘yi kullandy; dolayisiyla F' her noktada, ozellikle
sagdan, siireklidir.

Béylece F bir dagilim fonksiyonudur. Borel-Stieltjes teoremine (Teorem 4.2) gére B(R) iizerinde her x
i¢in Py ( (—00,z] ) = F() olan tek bir olasilik dl¢iisii Py vardir. Q = R, U = B(R), P = Py olasilik
uzayinda X (w) = w birim fonksiyonunu alalim. X bir rasigele degiskendir, ¢iinkii her B € B(R) i¢in
XY B) = B € U’dur; dagilim fonksiyonu da

Fe(o) = P(X <) = B ((—o0,5] ) = Fo) = [ f0)a

olur. Tamim geregi f, X ’in yogunluk fonksiyonudur.
|
Onermenin kullanim bicimi sudur: negatif olmayan bir g i¢in f (z) dz = I sonlu ve pozitifse f = I g

bir yogunluktur ¢’yi bul” sorularinin yaniti hep ¢ = 1 dir. [ g = oo ise higbir sabit ise yaramaz; drnegin
g(z) = 2 (z > 1) fonksiyonundan bir yogunluk elde edllemez

Yogunlugun Dagilim Fonksiyonundan Elde Edilmesi

Tanim, yogunluktan dagilim fonksiyonuna ge¢menin yolunu verdi: integral al. Ters y6nde, dagilim fonk-
siyonu verildiginde yogunlugu nasil buluruz? Kesikli durumda yanit sigrama yiikseklikleriydi: fy(z) =
F(z) — F(z™) (Onerme 10.2). Siirekli durumda sicrama yoktur; onun yerini tiirev alir. Bu, analizin temel
teoreminin olasilik dilindeki kargilifidir: “degisken tist sinirli integralin tiirevi, integrandin kendisidir.”
Teoremi kitap boyunca karsilasacagimiz biitiin yogunluklari kapsayan bir varsayim altinda ispatlayacagiz:
yogunlugun her siirli aralikta sonlu sayida nokta disinda siirekli olmasi. Parcalari siirekli formiil-
lerle verilen her yogunluk, parca uglar: disinda siireklidir ve bu varsayimi saglar. Herhangi bir yogunluk
icin teorem yine dogrudur, ama ispat1 Lebesgue integrali gerektirir.

Teorem 11.2 (Yogunluk Dagilim Fonksiyonunun Tirevidir). X, dagilim fonksiyonu F' olan siirekli
bir rastgele degisken ve A, F’nin tiirevienebildigi noktalarin kiimesi olsun. O zaman

F'(x),x € A
g(ZL‘)Z{()’( )l‘¢A

fonksiyonu X ’in bir yogunluk fonksiyonudur; yani g > 0, f_oooo = 1ve herx i¢in F(z) = ffoo g(t) dt’dir.
Ozel olarak X ’in herhangi bir f yogunlugu ., noktasinda siirekli ise z, € A ve F'(xy) = f(z,) dwr.
ispat.

f, X'in bir yogunlugu olsun; varsayimimiza gore f her simirly aralikta sonlu sayida nokta disinda siirek-
lidir. E, f’nin siireksiz oldugu noktalarin kiimesi olsun.
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Adim 1: f’nin siirekli oldugu her xy noktasinda F'(xq) = f(x,) dir.€ > 0 verilsin. Siireklilikten
oyle bird > Q0 vardirki| t —x, | < icin| f(t) — f(zg) | <e€olur0 < | h| < § alaim. h > 0 ise

T — F(z zoth Toth Toth
F( 0+h}1 F(z,) _f(xo):%/x f(t)dt_%/x f(xo)dt:%/x (f(t) = flzo) )at

0

0 0

olur ve mutlak degeri % f;‘ﬁh edt = ¢’u agsmaz. h < 0 igin ayni hesap f;OJrh ile yapilir ve yine € sinin
0 0

¢ikar. Demek ki fark orani h — 0 iken f(z) a gider: F, z da tiirevlenebilirdir ve F'(x,) = f(z,). Bu,
analizin temel teoremidir; yalnizca tiirev alinan noktada siireklilik gerektirdigine dikkat edelim.

Adim 2: g ile f yalnizca E iizerinde farkl olabilir. Adim 1’e gogre R\ E C Avex ¢ E icin g(z) =
F'(z) = f(z)tir. Yani {z : g(z) # f(z)} C E.

Adim 3: g bir yogunluktur. Her sinirl [u, v] araliginda E sonlu oldugundan g ile f bu aralikta sonlu
sayiwda nokta disinda ¢akisir; sonlu sayida noktada degeri degistirilen bir fonksiyonun integrali degismez.
Oyleyse heru < v igin f: g= f: f olur ve uw — —oo limitiyle her x icin

/ ;gu) at— [ ;f(t) dt = F(z)

elde edilir; x — oo limitiyle de ffooo g =1. Son olarak g > 0°dir: x ¢ A i¢in g(z) =0; x € A i¢in F
azalmayan oldugundan fark oranlar w > 0’dwr ve limitleri F' (z) > 0 olur. Boylece g tanimin
(i) ve (ii) kosullarini saglar ve F’yi iiretir; X ’in bir yogunlugudur. Son ciimledeki 6zel durum Adim 1'dir.

Teoremin ¢ noktasini vurgulayalim.

Yogunluk tek degildir. Bir yogunlugun sonlu sayida noktadaki degerini degistirirsek integraller,
dolayistyla F ve biitiin olasiliklar ayn1 kalir; yeni fonksiyon da X’in bir yogunlugudur. Ornegin [0, 1]
tizerinde 1, disinda 0 olan yogunlukla (0, 1) tizerinde 1, disinda 0 olan yogunluk ayn degiskeni anlatir.
Bu yiizden pargali tanimlarda ug noktalar1 hangi parcaya kattigimiz 6nemsizdir; teoremdeki “A diginda
0” anlagmasi yalnizca ¢’yi her yerde tanimh kilmak i¢indir. Tiirevin var olmadig1 noktalar tipik olarak
F’nin grafiginin koseleridir ve bunlar her siirl aralikta sonlu sayidadir.

Tiirev yalnizca F’nin tiirevlenebildigi yerde alinir. Uygulamada F' parcali formiillerle verilir; her
parcanin icinde tiirev alinir. Bir parca ucunda sol ve sag tiirev cakisiyorsa F' orada tiirevlenebilirdir
ve g bu ortak degeri alir; cakigsmiyorsa F' orada tiirevlenemez ve g = 0 konur. Sonlu sayidaki bu ug
noktalarda hangi degerin se¢ildigi hicbir olasilig1 degistirmez.

Siirekli F' tek basina yetmez. Teorem “X siirekli (yogunlugu var)” varsayimiyla baglar. Her yerde
stirekli oldugu ve tiirevinin var oldugu her noktada tiirevi 0 oldugu hélde 0’dan 1’e yiikselen dagilim
fonksiyonlar1 vardir; bdyle bir F igin f_xoo F’(t)dt = 0 # F(x) olur ve tiirev bir yogunluk vermez. Bu
tur degiskenler bu kitapta karsimiza ¢ikmayacaktir.

Sonug olarak, yogunlugu olan bir degisken i¢in F' ile f ayni bilgiyi tasir: f’den F’ye integralle, F’den
f’ye tirevle gegilir; olasiliklar da ya F’nin fark: ya f’nin integrali olarak hesaplanir. Bu zincir

integra’ b
(U1, P)sPoF o f, Pla< X <b) = F(b)— Fla) = / (@) dz

tiirev

biciminde 6zetlenir; Py, X in olasilik dagilimidir (Tanim 8.3).
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X'in olasilik dagilimi

( wswry )

Px(B)ZIBf
f£20,[f=1

F(x) = Py((-00, x])
Py((a, b]) = F(b) - F(a)

. F(x)=[_ " f(t) dt R

f = F’ (kirilma noktalar1 diginda)
dagilim fonksiyonu yogunluk fonksiyonu

P(X = a) = 0: tek nokta olasilik tasimaz, aralik uglar: 6nemsizdir

Sekil 11.3: Stirekli bir X i¢in ti¢ nesne ayni dagilimi anlatir: olasilik dagilimi Px, dagilim fonksiyonu F

ve yogunluk f. Kenarlardaki kurallar birinden 6tekine nasil gecilecegini séyler: F, fnin integrali; f, Fnin

turevidir; olasiliklar ya Fnin farki ya fnin integralidir. Kesikli durumdan farki, hicbir tek noktanin olasilik
tagimamasidr.

Ornekler

Asagidaki orneklerde iki yonii de calisacagiz: yogunluktan dagilim fonksiyonuna (integral) ve dagilim
fonksiyonundan yogunluga (tiirev). Her 6rnekte F’nin siirekliligini ve [ f =1 esitligini denetlemek,
hesap hatalarini yakalamanin en kestirme yoludur.

Yogunluktan Dagilim Fonksiyonuna

Ornek 11.2 (Siniis Bi¢imli Yogunluk). X rastgele degiskeninin yogunluk fonksiyonu

flz) = csinz,0<z<m
10, diger durumlarda

bi¢iminde veriliyor.

a) c¢ sabitini bulunuz.

b) X’in dagilim fonksiyonunu bulunuz.

c)(EX < %) VC(FZ <X< ?ﬂf) olasiliklarimi hesaplayiniz.

Cozim.
a) [0, 7] tizerinde sin x > 0 oldugundan f > 0 kosulu ¢ > 0 gerektirir. Normallestirme kosulu

1=/ f(:c)dx=/ csinxd:czc[fcosx]gzc(—cosw—i—cosO):c(l—i—l):Zc
—00 0

sinz (0 < z < 7) gercekten bir yogunluktur.
.0< z < 7migin

. 1 A .
verir; ¢ = 5. Onerme 11.2 geregi f(z) =

1
2
b) z < 0 i¢in f sifir oldugundan F'(z) =0

F()_/xl'tdt—l fe=1(1
w—0251n —2[ 008]0—2( cosm).

x> migin F(z) = foﬂ%sintdt—}-o = 1. Demek ki
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Denetim: F'(0) =

tizerinde F'(x) =
c)cos g = 1 oldugundan

1-1

2

0,
F(z) =
L,

<0

l1—coszx
ez 0 < <o

x > .

=0ve F(m) = 1_(2_1) = 1; par¢a uglarinda degerler cakigir, F' sireklidir. (0, )

258 = f(x)’tir (Teorem 11.2).

red)-6) -5t
-3/ \3) 2 4
Ikinci olasilikta uclarin dahil olmas: sonucu degistirmez (Onerme 11.1); cos § = %2 ve cos SQT” = —\/75
ile
s 3 V2 V2
@_TSXS3_7T>:@)_Q£):COSZ—COST:T+T:\/_§m0’707
4 4 4 4 2 2 2

Sintis egrisi 5 cevresinde yogunlagtigindan, uzunlugu toplam araligin yarisi olan bu orta parca olasi-
ligin %70’inden fazlasin tagr.
|

Ornek 11.3 (Parcali Sabit Yogunluk). X rastgele degiskeninin yogunluk fonksiyonu

1,0<z<1
fl@) =49 13<2<5
0, diger durumlarda

olsun. X’in dagilim fonksiyonunu bulunuz; (}%’ <X<L 4), P(1 < X < 3) ve P(X > 4) olasiliklarin:
hesaplayiniz.

Coziim.
Once f’nin bir yogunluk oldugunu dogrulayalim: f > 0 ve

° 1 51 1 2
= z Zdr=-+42=1.
/_ f(z)dz /0 2dw+/3 4dx 2+4

Simdi F(z) = ffoo f(t) dt’yi f’nin parcalarina gore hesaplayalim.

« z<0:F(z)=0.
-nggLFmﬁaq%ﬁzg.

s 1<z <3 F(r)= [ %dt+ff0dt:%,
+3<a<5F(z)=5+ [ jdt =5+ =20
crz>hF(z)=1+2=1

Toplu halde

SESIENT )

1
4
1

)

—1

z <0
0<z<1
1l<zr<3
, 3z <H
T > 5.

Denetim: F (1) = %, F(3) = 3T =1, F(5) = % = 1; F siireklidir. F"nin grafigi [0, 1] izerinde egimi

£ olan bir dogru parcas, (1, 3) iizerinde yatay bir ¢izgi, 3, 5] iizerinde egimi + olan bir dogru parcasidir;

H

yogunlugun sifir oldugu yerde F sabit kalir, yogunlugun biiyiik oldugu yerde daha dik yiikselir.

Olasiliklar:
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11.5 Ornekler 167

=0, P(X>4):1—F(4):1f§:

Pl<X<3)=F@3)—F(1) = 1 i

P(1 < X < 3) =0 sonucu dogaldir: yogunluk bu aralikta sifirdir, dolayisiyla X’in buraya diisme
olasiligy sifirdir. Siirekli bir degiskende sifir olasilikli olay yalnizca tek noktalar degildir; yogunlugun
sifir oldugu her bolge de sifir olasilik tagir.

]

Ornek 11.4 (Uggen Yogunluk). X rastgele degiskeninin yogunluk fonksiyonu

f($>:{é7_|m|’|x|<1

diger durumlarda
olsun. X’in dagilim fonksiyonunu bulunuz ve (}P X |< %) olasiligini hesaplayiniz.

Cozim.

f'nin grafigi koseleri (—1,0), (0,1) ve (1,0) olan bir {icgendir; altinda kalan alan 1 -2-1 = 1'dir,
dolayisiyla f bir yogunluktur. Mutlak degeri acalim: —1 < z < O i¢in f(z) =142, 0 <z < 1i¢in
flz)=1—=z.

cx<—1:F(z)=0.

« 1<z <0
F(@Z/j(l+t)dt=[t+§]fl:x+%2_(_1+%):%2+x+%:(14;5)2.
c0<z<1LF(0) = % lizerine saf parcanin integrali eklenir:
F(x):% /()x(l—t)dt:%+x—%2=1—(1_2x>2

cz>1:F(z)=1
Boylece

0, ] z<—1

(1+z) B

o= 12“#,0250
1, x> 1.

Denetim: F(—1) = 0, iki orta parcanin formiilleri z = 0’da ayn1  degerini verir (bu yiizden 0 noktasini
hangi parcaya kattigimiz 6nemsizdir), F'(1) = 1. F sireklidir; (—1,0) tizerinde F’(z) = 1+ z, (0,1)
tizerinde F'(z) = 1 — z, yani F/ = f (Teorem 11.2). F’nin grafigi [—1, 0] iizerinde yukar1 biikey, [0, 1]
izerinde asag1 bitkkey bir “S” egrisidir; en dik oldugu yer, yogunlugun tepe noktasi olan x = 0’dir. Ayrica
f ift fonksiyon oldugundan F'(—z) = 1 — F(z) bakigimi vardur.
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yogunluk f(x) = 1 - [x] dagilim fonksiyonu F(x)
y y

1 T

Fla) =082 -~

toplam alan 1

F(a)

Sekil 11.4: Uggen yogunluk ve dagilim fonksiyonu. Solda F(a) = P(X < a), yogunlugun a'nin solunda
kalan alanidir; sagda ayni deger egri tizerinde okunur. Yogunluk kirik oldugu halde dagilim fonksiyonu
stireklidir ve F' = fbagintis1 kirilma noktalar: disinda gegerlidir.

Olasilik icin uclar1 katmak katmamak fark etmez:

1 1 1 1 1 1 3
X — = |[—— X — = |[f— — — = 1 —_ = _— = -,
fxi<z)=fg<x<3) @) F3)=(1-5) 51

Geometrik denetim: —% <z < % izerindeki alan, buiytik ticgenden iki uctaki kiiciik ticgenler cikari-

larak bulunur; kiigiik iiggenlerin her birinin taban1 2, yiiksekligi <, alani %’dir. 1-2. % = %.
n

Dagilim Fonksiyonundan Yogunluga

Ornek 11.5 (Verilen Dagilim Fonksiyonundan Yogunluk). X rastgele degiskeninin dagilim fonksi-
yonu

0, r<—1
Itz 1 <«
Flz) = 1i$27 1<z<0
57—, 0<r<1
1, r>1

ise X’in stirekli oldugunu gosteriniz, yogunluk fonksiyonunu bulunuz ve (P—% <X< %) olasiligini iki
yolla hesaplayimiz.

Cozim.

F’nin incelenmesi. Par¢a uclarinda soldan ve sagdan degerlere bakalim:
» £ = —1: sol parga 0, sag parca # =0.

« & = 0: sol parca 22 = 1, sag parca 110 = 1.

» x = 1:sol parca =2= = 1, sag parca 1.

Her ugta degerler ¢akisir; F' siireklidir, dolayisiyla hicbir noktada sigramaz ve P(X = a) = F(a) —
F(a™) = 0’dir. Parcalarin her biri azalmayan oldugundan F' azalmayandir; z — —oo iken 0, z — oo
iken 1’dir. Yani F, sigramasi olmayan bir dagilim fonksiyonudur.

Yogunluk. Teorem 11.2'yi uyguluyoruz. Par¢alarin icinde tiirev alalim:

0,z <—1
3,—-l<z<0
z,0<z <1
0,z > 1.

F'(z) =
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Kose noktalarmd% F tiirevlenebilir degildir: « = —1’de sol tiirev 0, sag tiirev % ; £ = 0’da sol turev %,
sag tirev %(“’Tx) lz—o = 0; x = 1’de sol tiirev 1, sag tiirev 0. Dolayisiyla A = R\ {—1,0,1} ve bu

ii¢c noktada yogunluga 0 degeri verilir:

flz)=qz,0<z<1
0, diger durumlarda.

. oS} 0 1 T T T
Denzetlm: f_oo flz)dz = f—1 5dz + fo zdr =141 =1 Ayrica f_l sdt =2 ve £ + fo tdt =
2~ oldugundan bu f’nin integrali gercekten verilen Fyi geri verir; X siireklidir ve yogunlugu f°dir.
Yogunlugun —1, 0 ve 1 noktalarindaki degerlerinin hi¢bir olasilig1 etkilemedigini bir kez daha not
edelim.

Olasilik, iki yolla. Dagilim fonksiyonuyla:

1 1 1 1+ 1—-1 5 1 3
> = X Ju Y ) . ~) = 4 2:_7_:_'
(pz< <2) @) le) 3 5 ~8 418

1 1 0 1 1/2 1 1 3
——<X<—):/ —d:c+/ zdr=-+4+-=-.
@2 2 122 o 48 8

Yogunlukla:

Iki yol ayn1 sonucu verir; hangisinin kullanilacagi, elde F’nin mi f’nin mi olduguna baghdr.
u

Bir Omiir Modeli

Surekli degiskenlerin en yaygin kullanim alanlarindan biri, bir siirecin ne kadar siireceginin modellen-
mesidir. Asagidaki yogunluk, iistel dagilimin bir 6rnegidir; ilerleyen bolimlerde ayrintili olarak
incelenecektir. Burada ana 6zelligini bir hesapla kesfedecegiz.

Ornek 11.6 (Bir Elektronik Parcanin Omrii). X rastgele degiskeni belli bir tiir elektronik parcanin
y1l olarak dayanma siiresini gdstersin ve yogunluk fonksiyonu

fla) = {cew/s,x >0

0, diger durumlarda

bi¢iminde verilsin.

a) f’nin bir yogunluk fonksiyonu olmasi i¢in ¢ degerini bulunuz.

b) X’in dagilim fonksiyonunu bulunuz.

¢) Parcanin 5 yildan uzun dayanma olasiligini ve 2 ile 8 yil arasinda bozulma olasiligini hesaplayiniz.

d) 5 y1l dayanmus bir par¢anin en az 5 yil daha dayanma olasiligini hesaplayimiz ve sonucu yorumlayimiz.

Cozim.

a) e */> > 0 oldugundan f > 0 icin ¢ > 0 gerekir. Has olmayan integrali hesaplayalim:

/ f(m)dxz/ ce®Pdr =c lim [—56_“”/5](1)”20 lim (5—56_M/5)=5C.
—00 0

M—o0 M—oco

5¢ = 1 olmaly; ¢ = £. Onerme 11.2 geregi f(z) = te~®/® (z > 0) bir yogunluktur.
b) z < 0i¢in F(z) = 0.z > 0 i¢in

1
F(ZL‘)Z/ Ze 5 dt = —e_t/5§=1—e_””/5.
3 [~

Boylece

0, z <0
F(z) = {1 —eu/5, 2 > 0.
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170 Bolim 11. Siirekli Rastgele Degiskenler ve Yogunluk Fonksiyonu

Denetim: F/(0) = 1 — 1 = 0, F siireklidir; z — oo iken F(z) — 1;z > Oicin F'(z) = Le=2/% = f(x).

-x/5

yogunluk f(x) = ™5 dagilim fonksiyonu F(x) =1 - e
y y

toplam alan 1

Fla)= 0,63 [————~

05T

a N 15 U a 10 15 20 x

Sekil 11.5: Ustel yogunluk f{x) = e /5 (x = 0) ve dagilim fonksiyonu Fx) = 1 - e . Solda Ha), yogun-
lugun a'nin solunda kalan alanidir; sagda ayni deger egri tizerinde okunur. Yogunluk sifirda 1/5'ten
baslayip soner; F siirekli olarak artar, 1'e yaklagir ama hicbir noktada 1'e ulasmaz.

¢) Parcanin 5 yildan uzun dayanmasi (X > 5) olayidur:
P(X>5)=1—F(5) =e!~0,368.
2 ile 8 y1l arasinda bozulma (2 < X < 8) olayidir; uclar 6nemsizdir:
P2<X<8)=FQB) —F2)=(1-e®)—(1-e?")=e25—e8/5~0,670—0,202 = 0,468.

d) istenen, kosullu olasilik (Tanim 6.1) P(X > 10 | X > 5)’tir; uclar 6nemsiz oldugundan (Onerme
11.1) bunu P(X > 10 | X > 5) olarak hesaplayabiliriz. (X > 10) C (X > 5) oldugundan

P(X>10) 1-F(10) e

PX>101X>5) = 5555 T8 o1

=e 1 ~0,368.

Bu, tam olarak P(X > 5)’e esittir: 5 yil calismug bir parcanin 5 yil daha dayanma olasiligi, yeni bir
parcanin 5 yil dayanma olasiligiyla aynidir. Ayni hesap her s,¢ > 0 i¢in

e—(s+t)/5

PX>s+t|X>s)= s

=e M =P(X >t)

verir. Parca “yaglanmaz”, ge¢misini unutur; tistel dagilimin bu hafizasizlik 6zelligi, onu yipranmanin
ihmal edilebildigi 6miir ve bekleme siiresi modellerinin standart se¢imi yapar.

|

11.6 Alistirmalar

Alistirma 11.1 (Siirekli Rastgele Degiskenler ve Yogunluk Uzerine). a) f(z) =cz (0 <z < 2),
diger durumlarda O, bir yogunluk fonksiyonu olacak bigimde ¢’yi bulunuz. Dagilim fonksiyonunu yaziniz;
P(X>1) Ve(l%’ <X < %) olasiliklarimi hesaplayiniz.

b) f(z) = 5 (z > 1), diger durumlarda 0, i¢in ¢’yi bulunuz. Dagilim fonksiyonunu yaziniz ve P(2 <
X < 4)’ti hesaplaymniz.

) f(z) = #5 (0 < z < 1), diger durumlarda 0, fonksiyonunun smnirsiz olmasina karsin bir yogunluk

oldugunu gosteriniz. Dagilim fonksiyonunu bulunuz ve (]X < i)u hesaplayiniz.

d) F(z) =1—e* (z >0), F(z) =0 (z < 0) fonksiyonunun siirekli bir rastgele degiskenin dagilim
fonksiyonu oldugunu gésteriniz; yogunlugu bulunuz; P(X > 1) ve P(1 < X < 2)’yi hesaplayiniz.

e) g(z) =| z | (=1 <z < 1), diger durumlarda 0, bir yogunluk mudur? Oyleyse dagilim fonksiyonunu
bulunuz ve (P% <X < %)’yi hesaplayniz.

f) Fiz) =0 (z <0), F(z) =5 (0< 2 <1), F(z) =1 (z > 1) bir dagilim fonksiyonudur. Bu dagilima
sahip bir X siirekli midir? P(X = 1) ve P(X < 1)’i bulunuz.
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11.6 Alistirmalar 171

g) f(z) =ce” 1%l (x € R) icin ¢’yi bulunuz, dagilim fonksiyonunu yaziniz ve P(| X | > 1)’i hesapla-
yniz.

Cozum
a)f cmdx—c[%2]322c:lverir;c:%VefzOsaglanlr.0§x§2iginF(a:)zf;%dtz%2;
dolay151yla

0, <0

Flz)=4Z,0<2<2

1, z>2.
PX>1)=1-F(1)=1—-1=3v e]%<X<%):g1§2’3 -B)=%-%=1.
b) flooz%dx:climM_,oo —%]1 =climy, ,(1—57 )=¢ oyleyse c=1. x> 1 i¢in F(z) =
JFEdt=1—1 2 <1icin F(z) = 0. F(1) = 0 oldugundan F siireklidir.

P(2<X<4):F(4)—F(2)=(1—}1)—<1—%)=L-i.

c)z — 0% iken ﬁ; — o0; f siirsizdir ve integral 0°’da has olmayan integraldir:

1
—d = li der = li 1 1— =1.
/0 2\/_ = si%* - 2\/_ = sim \/—] lm ( \/E)

f>0 da saglandigindan Onerme 11.2 geregi f bir yogunluktur. 0 <z <1 icin F(z) =
lim, o+ f: ﬁ{ dt = \/z; dolayisiyla

0, <0
Flz)=<z,0<z<1
1, z>1.

F siireklidir (yogunlugun sinirsizlig1 F’nin siirekliligini bozmaz, yalnizca 0’daki egimini sonsuz yapar).
<)==+ 2

d) F(0 ) =1-¢€"= O oldugundan F, 0’da siireklidir; z > 0 iizerinde 1 — e~ siirekli ve kesin artan-
dir; & — oo iken 7% — 0, yani F'(z) — 1. F siirekli bir dagilim fonksiyonudur. z # 0 noktalarinda
tiirev hemen bulunur: z > 0 icin F/(z) = 2ze~*", z < 0 icin F’ (z) = 0. Yogunluk

flz) = {2mem2,xw> 0

0, diger durumlarda

olur; f > 0’dir ve foo 2we™® dz = limy, , | — e M =1 oldugundan F gercekten f’nin integra-
lidir; X siireklidir. (z = 0’da aslinda F’(0) =0 da vardr, ¢iinkii sag tiirev 2 -0 - €% = 0 ve sol tiirev

0’dir; bu noktadaki deger zaten nemsizdir.)
PX>1)=1—-F(1)= e 1~ 0,368, Pl<X<2)=F((2)—F(1) = el —e*x0,350.

e) g > 0’dir ve f_11| x|dxr =2 fol x dz = 1; evet, g bir yogunluktur. Dagilim fonksiyonu: —1 < z <
0 i¢in

F(z) = /j(—t) =]~ g]fl 1 _sz;

0<z<licin F(z) = —+f tdt = H’” ;¢ < —1icin 0, z > 1i¢in 1. U¢larda F'(—1) = 0, F(0) =
%, F(1) = 1 degerleri iki taraftan da gak1§1r. Bu F, Ornek 11.5'teki dagilim fonksiyonuna benzer ama
ayni degildir: orada sol parca dogrusal, burada paraboliktir.

1 1 1 1+ 1= 5 3 1
(p2< <2) @) le) 7 5 8 8 4
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Geometrik denetim: | z |’in [— 1 l] tizerindeki grafigi altinda iki kiigiik tiggen vardir, her birinin alam

1.1.1= %; toplam i. Yogunhfk 12nerkezde sifir oldugundan bu aralik, uzunlugu toplam araligin yarisi
olmasina karsin olasiligin yalnizca dortte birini tagir.

f) 2 =1 noktasinda F(17) =lim,_,; £ =1 ve F(1) =1'dir; F burada i yiiksekliginde sicrar.
Teorem 9.2 geregi

1
P(le)zF(l)—F(l’)zl——zi7 P(X<1)=F(1’)=§.
P(X =1) > 0 oldugundan X’in yogunlugu yoktur; yani X, bu kitaptaki anlamiyla siirekli degildir
(Onerme 11.1). Deger kiimesi [0, 1] sayilamaz oldugu halde bu béyledir; Tanim 11.1°deki kosul tek
bagina yogunlugun varligini giivence altina almaz. Kesikli de degildir: [0, 1) araligindaki her nokta
1

deger kiimesindedir ve P(0 < X < 1) = 5 olasihg1 bu sayilamaz kiimeye yayilmustir; [0, 1) tizerinde

F’(z) = +°dir ama fol 1dz = 1 # 1 oldugundan tiirev bir yogunluk vermez. X, olasiigmmn yarisini
[0,1) tizerine diizgiin yayan, 6teki yarisimi 1 noktasinda toplayan karma bir degiskendir. (Boyle bir
degiskeni sdyle diisiinebiliriz: [0, 2] aralifinda diizgiin secilen bir U sayisi i¢in X = min(U, 1).)

g) e | =1 ¢ift fonksiyondur:

/ ce"w|d:c=2c/ e Fdx =2c lim(l—e’M)=20;
—00 0

M—oc0

c=3 ¢<0iin F(z) = [* je'dt=%522>0icin F(z) =g+ ['jetdt=5+ 15" =1~

e’ ® :
5 Yani

F(.’E):{%’ $<0

1—-%,z>0.

& = 0°da iki parca da § verir; F siireklidir. (| X | > 1) = (X < —1) U (X > 1) ayrik birlesimi i¢in

e ! e !

P(X|>1)=F(-1)+(1-F1) )=+ =" ~0,368.

Bu boliimde siirekli bir rastgele degiskenin biitiin olasiik bilgisinin yogunluk fonksiyonunda sakl
oldugunu, F'ile f arasinda integral ve tiirevle gidilip gelindigini gérdiik. Siradaki dogal soru sudur: X’in
yogunlugu biliniyorsa Y = g(X) déniigiimiiniin, érnegin X2'nin ya da eX’in, yogunlugu nedir? Yanut,
bu boliimdeki tiirev alma fikrinin bir adim 6tesidir: Rastgele Degiskenin Fonksiyonunun Dagilimi.
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12.1

12. Rastgele Degiskenin Fonksiyonunun
Dagilimi

Stirekli Rastgele Degiskenler ve Yogunluk Fonksiyonu boliimiinde bir rastgele degiskenin dagilimini iki
bi¢imde tanimay1 6grendik: kesikli degiskende olasilik fonksiyonu f, siirekli degiskende olasilik yogun-
luk fonksiyonu fy ve her iki durumda da dagilim fonksiyonu Fy. Uygulamada ¢ogu zaman elimizdeki
degiskenin kendisi degil, ondan tiretilmis bir buytiklik ilgimizi ¢ceker: bir 6l¢iimiin karesi, bir sicakligin
baska bir birime c¢evrilmis hali, bir bekleme siiresinin logaritmasi, rastgele bir acinin tanjanti. Bunlarin
hepsi Y = g(X) bi¢imindedir.

Bu béliimde iki soruya yanit verecegiz. Birincisi kuramsal: g(X) gercekten bir rastgele degisken midir,
yani (g(X) < a) kiimeleri olay mudir? Yanitin “evet” olmasi i¢in g’nin Borel-6l¢iilebilir olmasi yeter;
siirekli, monoton ya da pargali siirekli her fonksiyon bu kosulu saglar. Ikincisi hesaba déniik: X in dagilim1
biliniyorken Y = g(X)’in dagilimi nasil bulunur? Kesikli durumda yanit bir toplamdir. Yogunlugu olan
stirekli durumda iki yol vardir: her zaman isleyen dagilim fonksiyonu teknigi ve g parcali monoton
oldugunda dogrudan bir formil veren doniigiim teoremi.

Yol boyunca kare, dogrusal, iistel, tam deger ve tanjant doniisiimlerini tek tek isleyecegiz; siirekli
bir degiskenin dontstiminiin kesikli ¢ikabilecegini, kesikli bir degiskenin déniisiimiiniinse asla siirekli
olamayacagini gorecegiz. Tanjant doniisiimil bizi olasilik teorisinin inlii dagilimlarindan birine, Cauchy
dagilimina goturecek.

Rastgele Degiskenin Fonksiyonu

Rastgele degiskenin tanimini hatirlayalim (Tanim 8.1): X :  — R fonksiyonu, hera € Ri¢in (X < a) =
{w € Q: X(w) < a} kilmesi U da bir olay oldugunda rastgele degiskendir; bu kogul, her Borel kiimesi
B € B(R) i¢in X !(B) € U olmasma denktir. Simdi g : R — R herhangi bir fonksiyon olsun ve

Y=goX:0-R, Y(w)=9(Xw))
bilegkesini alalim. Bir w sonucu énce X ile X (w) sayisina, sonra g ile g(X(w)) sayisina gider. Y nin
rastgele degisken olmasi i¢in (Y < a) kiimelerinin olay olmas1 gerekir. Bunu X’e degil, ¢’ye bir kosul
koyarak garanti edecegiz: g, Borel kiimelerinin ters goriintiisiinii Borel kiimesine gétiirsiin. Neden bu

kosul? Ciinkii (Y < a) kiimesini X’in bir ters goriintiisii olarak yazabiliyoruz ve X yalmzca Borel
kiimelerinin ters goriintiisiinii olay yapmay1 taahhiit eder.

Teorem 12.1 (Rastgele Degiskenin Fonksiyonu Rastgele Degiskendir). X, (Q,U, P) olasilik uza-
yinda bir rastgele degisken ve g : R — R, her Borel kiimesi B € B(R) igin

g 1(B)={z eR:g(z) € B} € B(R)

kosulunu saglayan bir fonksiyon olsun (béyle bir g ’ye Borel-él¢iilebilir fonksiyon denir). O zamanY = g o
X = g(X) de (Q, U, P) uzayinda bir rastgele degiskendir. AyricaY ’nin olasilik dagilimi, her B € B(R) i¢in

R(B)=P(YeB)=P (Xeg'(B))=Py (g7(B))
ile verilir.
Ispat.
a € R sabit olsun. Y (w) < a olmast g(X (w)) < a, yani g(X (w)) € (—o0,a] demektir; bu da X (w) €
g 1 ((—o0, a)) ile ayni seydir. Oyleyse
(Y<a)={weQ:gX(w)<a}={weQ: X(w) g ((—o0,a])} = X1 (g—l ((—o0,a]) ) .
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(—o0, a] bir Borel kiimesidir (Onerme 2.5). g iizerindeki kosul geregi C = g~'((—o0,a]) de bir Borel
kiimesidir. X rastgele degisken oldugundan X~'(C) € U olur. Boylece her a € R icin (Y < a) € U;
Tanim 8.1 geregi Y bir rastgele degiskendir.

Y = g(X), Y(w) = g(X(w))

g7(=e2,y] (-o0, y1
> L ———> > @ >
X'in degerleri y

Y'nin degerleri

X (g7 (=0, ),

olay = Borel kiimesi — Borel kiimesi

Sekil 12.1: BileskeY = g - X, bir sonucu énce X ile bir sayiya, sonra g ile ikinci bir sayiya gotiiriir. (Y s y)

olayt sagdan sola geri ¢ekilerek bulunur: (-co, y|] Borel kiimesidir, g Borel-6l¢iilebilir oldugundan g ((-oo,

y]) de Borel kiimesidir ve X rastgele degisken oldugundan onun ters gorintiisii bir olaydir. Kosulun X'e
degil g'ye konmasinin nedeni budur.

Ayni hesap (—o0, a] yerine herhangi bir B € B(R) ile yapilirsa
(Y € B)={w:g(X(w)) € B} ={w: X(w) g7/ (B)} = (X €g7'(B) )

bulunur. Iki tarafin olasilig1 alininca, olasilik dagiliminin tanimiyla (Tanim 8.3), B,(B) = P(Y € B) =
P(X € gY(B)) = Px(g71(B)) elde edilir.
]

i Hangi fonksiyonlar Borel-6l¢iilebilirdir?

Pratikte karsilagilan her fonksiyon bu kosulu saglar. Stirekli her g Borel-6l¢iilebilirdir: agik kiimenin
stirekli fonksiyon altindaki ters goriintiisii agiktir, acik kiimeler Borel cebrini iirettiginden (Tanim
2.4) kosul biitiin Borel kiimelerine tasinir. Monoton her g Borel-dlgiilebilirdir: g~!((—o0,a]) her
zaman bir aralik ya da bog kiimedir. Sonlu ya da sayilabilir parcada siirekli fonksiyonlar, tam deger
fonksiyonu |z, bir aralifin gésterge fonksiyonu da bu simiftadir. Borel-6lgiilebilir fonksiyonlarin
toplamu, carpimi ve bileskesi yine Borel-6l¢iilebilirdir. Bu kitapta kullanacagimiz her g bu siniftadir;
bundan sonra kosulu her seferinde anmayacagiz.

Teoremin ikinci kismi bu bélimiin biitiin hesaplarinin ortak ilkesidir; ona ters goriintii ilkesi diyelim:
Y ile ilgili her olasihk, X ile ilgili bir olasiliga cevrilir; Y 'nin B’ye diismesi, X ’in g~*(B)’ye diismesidir.
Bolumin geri kalani bu tek ctimlenin kesikli ve siirekli durumda somutlagtirilmasindan ibarettir.

Kesikli Rastgele Degiskenin Doniisiimii

X kesikli olsun (Tanum 10.1): deger kiimesi Dy sayilabilir, P(X € Dy ) =1 ve olasilik fonksiyonu
fx(x) = P(X =),z € Dy (Tanum 10.2). Bu durumda ¢’nin yalmzca Dy tizerinde tanimli olmas: yeter.
Y = ¢(X)’in y degerini almasi, X’in g(x) =y olan x degerlerinden birini almas1 demektir; dyleyse
Y’nin olasilik fonksiyonu X in olasilik fonksiyonunun “ayni gériintiiye giden degerler izerinden toplan-
masiyla” bulunur.
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Onerme 12.1 (Kesikli Déniisiimiin Olasilik Fonksiyonu). X, deger kiimesi Dy ve olasilik fonksiyonu
fx olan kesikli bir rastgele degisken, g : Dy — R herhangi bir fonksiyon olsun. O zamanY = g(X) kesikli
bir rastgele degiskendir; deger kiimesi

Dy = g(Dx) = {g(z) : x € Dx}
ve olasilik fonksiyonu

fy(y) =P =y) = Z fx (@), y € Dy

2€Dxig(w)=y
dir.

Ispat.

Once Y 'nin bir rastgele degisken oldugunu gérelim. Dy sayilabilir oldugundan bir Borel kiimesidir
(Onerme 2.5). g’yi Dy disinda 0 olarak genisletelim; her B € B(R) i¢in g~ (B), ya Dy ’in sayilabilir bir
alt kiimesidir ya da boyle bir kiimeyle R \ Dy ’in birlesimidir; iki durumda da Borel kiimesidir. Teorem
12.1 geregi Y rastgele degiskendir.

Simdi y € R sabit olsun ve A, = {x € Dx : g(z) = y} yazalim. Her w i¢in X (w) € Dy oldugundan,
Y (w) = y olmas1 X (w) € A, olmasi demektir; yani

Y=y =(Xed)=JX=na).

TEA,

Sagdaki birlesim, A, C Dy sayiabilir oldugundan sayilabilir, farkh x’ler i¢in (X = x) olaylari ayrik
oldugundan ayrik bir birlesimdir. Sayilabilir toplamsallikla (Tanim 3.1)

PY=y)=) PX=x)= Y  fx()

TEA, z€Dx: g(x)=y

y & Dy ise Ay = @ ve P(Y = y) = 0°dwr. Y "nin deger kiimesi Dy =Y () = g(X(2)) = g(Dx), sayi-
labilir bir kiimenin goriintiisii olarak sayabilirdir; 6yleyse Y kesiklidir (Tanim 10.1) ve fy- onun olasilik
fonksiyonudur (Tanim 10.2). Saglama olarak toplamin 1 oldugunu gérelim: A, kiimeleri (y € Dy) Dx’i

parcaladigindan
Z fy(y) = Z Z fx(@) = Z fx(z) =1,

yeDy yeDy z€A, €Dy

yani P(Y € Dy) = 1; bir olasilik fonksiyonundan beklenen budur.
|

Toplamin anlami sudur: g, Dy tzerinde birebir ise her y € Dy icin toplamda tek terim vardir ve
fy(g(x)) = fx(x) olur; tablo yalnizca yeniden etiketlenir. g birebir degilse ayni gériintiiye giden deger-
lerin olasiliklar1 toplanir. Tkisini de ayn1 6rnekte gérelim.

Ornek 12.1 (Kesikli Bir Degiskenin Karesi, Dogrusal Déniisiimii ve Kiipii). X rastgele degiske-
ninin olasilik fonksiyonu

1
fx(x) = 5 z € {-2,-1,0,1,2}

olsun. Y = X?%, Z = 3X + 1 ve W = X3 rastgele degiskenlerinin olasilik fonksiyonlarini bulunuz.

Cozim.
Y = X?2. g(x) = z? fonksiyonu Dy’i {0, 1,4} kiimesine gétiiriir; Dy, = {0, 1,4}. Onerme 12.1 ile

fr(0) = fx(0) = % Ffr(D) = fx(=1) + fx(1) = g Fy(4) = fx(=2) + fx(2) = %
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y 0 1 4
fry) =PY =y) % 2

(SN

Toplam % + % + % = 1’dir. 1 ve 4 degerlerinin olasilig1 ikiye katlanmigtir, ¢iinki kare fonksiyonu 41’1
ve £+2’yi ayni1 noktaya gotiriir.

fx(x) = 1/5, her x i¢in fy(y), Y = x?
- L L s' >
2/5+ e -7 2/5+ y
R JOias x ile -x
o ot ayni y'ye gider
/ - Fl-1) fil-2)
II l'
U5+ g ; 15+
£ @)
x y
-2 -1 0 1 2 0 1 2 3 4

Sekil 12.2: X, {-2, -1, 0, 1, 2} iizerinde her degeri 1/5 olasilikla alirken Y = X*'nin olasilik fonksiyonu.

Kare fonksiyonu x ile -x'i ayn1 noktaya gétirdiigiinden negatif degerlerin olasilig1 pozitif olanlarin

astiine katlanir: fy(1) = fx(-1) + fx(1) = 2/5 ve f(4) = 2/5. Yalnizca 0'in tek ters goriuntiisi vardir; f4(0) =
1/5 olarak kalir ve toplam yine 1'dir.

Z=3X+41. g(z) =3z +1 birebirdir; D, = {-5,—2,1,4,7} ve her z€ D, icin f,(z) =
fx () =13

z —5 —2 1 4 7

)= 3 3 5 5 5

P(Z =2)

W = X3. g(z) = > de Dy iizerinde birebirdir (kare fonksiyonundan farkli olarak isareti korur);
Dy, = {—8,-1,0,1,8} ve her w € Dy, i¢in fy (w) = i. Dogrusal déniisiimde oldugu gibi tablo
yalnizca yeniden etiketlenmistir.

|

Dagilim Fonksiyonu Teknigi

X, olasilik yogunluk fonksiyonu fy olan siirekli bir rastgele degisken olsun (Tanim 11.1, Tanim 11.2).
Bu durumda her z i¢in P(X = z) = 0’dir (Onerme 11.1); kesikli durumdaki toplam formiilii ise yaramaz,
clinkii toplanacak her terim sifirdir. Yogunluk fonksiyonu noktalarin degil araliklarin olasiligini verir;
Oyleyse Y'nin dagilimina aralik olasiliklari izerinden, yani dagilim fonksiyonu iizerinden ulagmaliyiz.
Ters goriintii ilkesi burada su bigimi alir:

Fy)=PY <y =P (9gX)<y)=P(Xef{r:g9(=)<y}).
Sag taraf X e iliskin bir olasiliktir ve fy’in {z : g(z) < y} kiimesi tizerindeki integraliyle hesaplanir. F,
bulunduktan sonra tiirev alarak fy- elde edilir (Teorem 11.2).

Tanim 12.1 (Dagilim Fonksiyonu Teknigi). X, olasilik yogunluk fonksiyonu fy olan siirekli bir

rastgele degisken, Dy, C A ve g: A — R olsun. Y = g(X)’in dagilimimi asagidaki ti¢ adimla bulmaya
dagilim fonksiyonu teknigi denir.
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12.3 Dagilim Fonksiyonu Teknigi 177

1. Deger kitmesi. Dy- = g(Dy ) belirlenir; Dy alttan ya da istten sinirliysa Fy-, bu kiimenin solunda 0,
saginda 1 degerini alir.
2. Dagilim fonksiyonu. Her y € Dy icin

Ry) =P (g(X)<y) =/ fx(@)dz

{z: 9(z)<y}

hesaplanir; bunun i¢in g(x) < y esitsizligi « i¢in ¢oziilir.
3. Tiirev. Fy siirekli ve sonlu sayida nokta disinda tiirevlenebilir ¢ikarsa Y nin bir olasiik yogunluk
fonksiyonu vardir ve

fy(y) = K (y), y € Dy

(diger durumlarda fy (y) = 0) alinwr. F}, sigrama yapiyorsa Y 'nin yogunlugu yoktur; sicrama noktalar:
Y’nin pozitif olasilikli degerleridir.

Teknigin 6zii ikinci adimdaki esitsizligi cozmektir. g artan ise g(z) <y <z < g 1 (y) ve F(y) =
Fy(g7(y)); g azalan ise g(z) <y <z > g (y) ve Fy(y) = 1 — Fx (g1 (y)) olur (Fy siirekli oldugun-
dan u¢ noktanin dahil olup olmamas: fark etmez). Birebir olmayan g’de ters goriintii birden ¢ok parcadan
olugur; kare doniisimtinde bunu gérecegiz.

g artan g azalan
y

Fy(y) =1-Fx(g™'(y))

Fy(y) = Fx(g™'(y))

g”'(y) x

x=g7(y)

Sekil 12.3: Dagilim fonksiyonu tekniginin 6z g(x) < y esitsizligini x icin ¢dzmektir. g artan ise ¢6zim
kiimesi g"'(y)'nin solundaki yar1 dogrudur ve Fy(y) = Fx(g"*(y)); g azalan ise sagindaki yar1 dogrudur ve
Fr(y) = 1 - F(g'(y)). Fx suirekli oldugundan u¢ noktanin dahil olup olmamasi sonucu degistirmez.

Ornek 12.2 (Dogrusal Déniisiim). X rastgele degiskeninin olasilik yogunluk fonksiyonu

2z,0<z <1
0, diger durumlarda

xte) = {

olsun. Y = 3X + 1 rastgele degiskeninin olasilik yogunluk fonksiyonunu bulunuz.

Coziim.

Deger kiimesi. 0 < z < 1 iken 1 < 3z + 1 < 4; dyleyse Dy = (1,4). y < 1l icin F(y) =0,y > 4
icin Fy (y) = I’dir.

Dagilim fonksiyonu. 1 < y < 4 i¢in 3X 4+ 1 < y esitsizligi X < y%l ile aynidir ve 0 < y%l <1
oldugundan

Fy(y):P(3X+1£y)=P(X<y—_1>:/32xdx:[x2]g31:u.
0

Tiirev. 1 < y < 4icin fy (y) = Ky (y) = =5~
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0, diger durumlarda.

el 1 <y<a
fY(y):{ 9 o~V

Saglama: f42y U dy = <y91> 1=1

Ayni hesap genel olarak a > 0i¢gin Y = aX + b ddniisiimiine fy( )=1fx (& )Verlr yogunlugun
grafigi a kat genisler, b kadar kayar ve alan1 1°de tutmak i¢in = Lile (;arplhr
|

Ornek 12.3 (Ustel Déniisiim). X, dnceki 6rnekteki gibi fy(z) = 2z (0 < z < 1) yogunluklu rastgele
degisken olsun. Y = eX rastgele degiskeninin olasilik yogunluk fonksiyonunu bulunuz.

Cozim.

Deger kiimesi. 2 - e azalandir; 0 < z < 1iken e™! < e < 1. Oyleyse Dy = (e71,1);y < e !
icin Fy-(y) =0,y > lic¢in Fy (y) = 1.

Dagilim fonksiyonu. e ! <y < 1 olsun. Her iki tarafin logaritmasi almirsa (logaritma artan
oldugundan esitsizligin yonii korunur) e X < y< —X <Ilny< X > —Iny bulunur; ayrica 0 <
—Iny < I’dir. Buna gore

1
Fy(y) = Ple X <y)=P(X>—Iny) = /

—Ilny

2z dx :[ 2] ny = =1—(Iny)%

Uglarda siireklilik kontrolii: y — e~! iken 1 — (—1)2 = 0, y — 1 iken 1 — 0 = 1; beklendigi gibi.
Tiirev. e 7! < y < 1icin

’ 1 21ny
fyly) = K(y)=—2Iny- 5 — s

Bu aralikta Iny < 0 oldugundan fy (y) > 0’dir. Béylece

21
o T<y<xl1
Fr) {0, diger durumlarda.

Saglama: u = In y doniisiimiyle f:ﬁl _21;1y dy = ffl —2udu = [— u2]91 =1
]

Simdi birebir olmayan bir déniisiime gecelim. Kare fonksiyonu z ile —z’i ayn1 noktaya gotiriir; Y =
X?’nin dagilimina ters goriintiiniin iki dalindan, negatif ve pozitif karekok dallarindan katki gelir.

Ornek 12.4 (Simetrik Aralikta Kare Doniisiimii). X rastgele degiskeninin olasilik yogunluk fonksi-
yonu

0, diger durumlarda

f (as)-{%"x”:S2
X - )

olsun. Y = X? rastgele degiskeninin olasilik yogunluk fonksiyonunu bulunuz.

Cozim.

Deger kiimesi. —2 < z < 2 iken 0 < 22 < 4; Dy, = [0, 4].

Dagilim fonksiyonu. 0 < y < 4 i¢in X 2<ye —/¥ < X < \/y; ters goriintii tek bir araliktir ama
iki daldan gelir. [—/y, /9] C [—2, 2] oldugundan

VUl 2/ U
Fly) = P(X2<y) = P(—\5 < X < i) = / de:Tf:§
VY

y < 0i¢in - (y) =0,y > 4icin F - (y) = V'dir; y = 4’te ‘/TZ = 1 ile uyumludur.

Acik Matematik - acik-matematik.com 178 CC BY-NC-SA 4.0


https://acik-matematik.com
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.tr

12.3 Dagilim Fonksiyonu Teknigi 179

Tiirev. 0 < y < 4 icin fy (y) = s = . Boylece

Saglama: f(;l ﬁg dy = ‘/TEJ‘.% = 1. Yogunluk y — 0% iken smursiz biiyiir; bir olasilik yogunluk fonk-

siyonu sinirli olmak zorunda degildir, integralinin 1 olmas: yeter. Sinirsizligin nedeni, kare fonksiyo-
nunun 0 yakininda = eksenindeki genis bir aralig1 y ekseninde ¢ok dar bir araliga sikistirmasidir.
|

Simetrik aralikta +,/% dallar esit katki verdi. Aralik simetrik degilse bityiik y degerleri i¢in dallardan biri
tanim bolgesinin disina diiser ve toplama yalnizca bir dal katk verir; asagidaki gibi diizgiin bir yogunlukta
bu, yogunlugun yariya inmesi demektir.

Ornek 12.5 (Simetrik Olmayan Aralikta Kare Doniisiimii). X rastgele degiskeninin olasilik yogun-
luk fonksiyonu

0, diger durumlarda

i <x>—{%’_1§”’§2
X - oy

olsun. Y = X? rastgele degiskeninin olasilik yogunluk fonksiyonunu bulunuz.

Coziim.

Deger kiimesi. —1 < z < 2iken 0 < x? < 4; Dy, = [0, 4].

Dagilim fonksiyonu. 0 < y < 4 i¢in yine X? <y < —,/y < X < ,/y, ama bu araligin [—1,2] ile
kesisimi y’ye baghdir.

Durum 0 <y < 1: —1 < —,/y oldugundan [—/y, \/y] C [—1,2] ve
V¥ 2./7
Ry = [ gao=20
VY

Durum 1 <y < 4: —/y < —1 oldugundan X > —,/y kosulu kendiliginden saglanir; (X2 < y) =
(-1<X < \fy)ve

V¥ 1 y+1
F(y) :/ gdw: \/_3 .
-1

Siireklilik kontrolii: y = 1°de iki ifade de 2 5 verir; y — 4 iken 2“ =1
Tiirev. Parcalara ayr1 ayri tirev alinur:

3f’0 <y<l1
rW) = sml<y<4
0, diger durumlarda.

(Fy, y = 1’de siirekli ama tiirevlenemez; sol turev , sa tiirev g L>dur, Tek bir noktadaki deger yogunlugu
degistirmez.) Saglama:

/O_y+/ oy Y \3/_] [\/—] ; 251:1'

1 < y < 4 icin yogunlugun yariya inmesinin nedeni aciktir: X hicbir zaman —1’in altina diismedigin-
den x = —,/y dah katki vermez, yalmzca x = ,/y dali kalir.
|
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Doniisiim Kesikli mi, Siirekli mi?

Buraya kadar kesikli X’in dontsiimii kesikli ¢ikty; yogunlugu olan X’in dénisiimiinin de yogunlugu
ciktr. fIki her zaman dogrudur; ikincisi degildir. Bu farki agikca kaydedelim. Bunun icin kesikli (deger
kiimesi sayilabilir) ile siirekli (deger kiimesi sayillamaz) ayrimini, yogunlugun var olup olmamasindan ayri
tutmak gerekir.

Onerme 12.2 (Déniisiimiin Tiirii). (i) Kesikli bir rastgele degiskenin herhangi bir fonksiyonu yine
kesiklidir; kesikli bir defiskenin dontisiimii hicbir zaman siirekli bir rastgele degisken vermez.

(i) Yogunlugu olan bir rastgele degiskenin fonksiyonu yogunlugu olan bir degisken olabilir, kesikli olabilir
ya da deger kiimesi sayilamaz oldugu halde yogunlugu olmayabilir.

Ispat.

(i) Onerme 12.1'da gésterildi: Dy, = g(Dx) saydabilirdir, dolayistyla Y kesiklidir. Siirekli bir rastgele
degiskenin deger kiimesi sayilamaz oldugundan (Tanim 11.1) Y siirekli olamaz. Daha fazlasi da séylene-
bilir: Y ’nin yogunlugu da olamaz. Yogunlugu olan bir degisken icin sayilabilir bir kiimenin olasiligi, tek
noktali olaylarin olasiliklarinin toplami olarak 0°dir (Onerme 11.1); oysa P(Y € Dy) = 1'dir.

(ii) Her ii¢ durum igin birer érnek yeter. Onceki 6rneklerde yogunlugu olan X ’in déniisiimlerinin yogun-
lugu cikti. Asagidaki Ornek 12.6'nde yogunlugu olan X’in tam degeri kesikli ¢ikacak. Ugiincii durum
icin X, (—1,1) iizerinde fx(x) = % yogunluklu olsun ve Y = max(X,0) alinsin. Y ’nin deger kiimesi
[0,1) sayilamaz oldugundanY siireklidir, kesikli degildir. Ote yandan P(Y = 0) = P(X < 0) = 1 dir;
yogunlugu olan bir degiskende her noktanin olasihgi0 oldugundan (Onerme 11.1)Y ’nin yogunlugu yoktur.
Dagihm fonksiyonu bunu agik¢a gosterir: Fy,(y) =0 (y < 0), F-(y) = P(X <y) = %1 O<y<1)
E(y)=1@wy>1);F,h04da % kadar sigrar, sonra egik bir dogru parcast boyunca artar.

|

Stirekli degiskenin dontisiimii icin tiirii bagtan varsaymayin

Dagilim fonksiyonu tekniginin tigiincii adimi bu yiizden “tiirev al” degil, “6nce Fy-’ye bak” der. Fy
stirekli ve parcali tiirevlenebilir ise Y’ nin yogunlugu vardir ve tiirev onu verir; F5- basamakl ise Y
kesiklidir ve sigramalar olasilik fonksiyonunu verir; ikisi karigiksa Y kesikli degildir ama yogunlugu
da yoktur. g’nin bir aralig1 tek bir noktaya ¢6kertmesi (sabit kalmasi) kesikliligin tipik kaynagidir.

Ornek 12.6 (Tam Deger Déniisiimii). X rastgele degiskeninin olasilik yogunluk fonksiyonu

s (x)_{g,ogxg
(@) =

0, diger durumlarda

olsun. Y = | X | (X’in tam degeri, yani X i agmayan en bilyiik tam say1) rastgele degiskeninin dagilimini
bulunuz.

Coziim.
X, 1 olasilikla [0, 5] i¢inde deger aldigindan Y ’nin alabilecegi degerler 0,1,2,3,4,5 tam sayilaridir;
Y kesikli bir rastgele degiskendir. Her k i¢in | X | = k < k < X < k + 1 oldugundan, £ = 0,1,2,3,4

icin

k+1
P(Y:k):P(k§X<k+1):/ fdo =1
k

k=5iginise (5 < X < 6) = (X = 5) ve X'in yogunlugu oldugundan (Onerme 11.1)
PY=5)=P(X=5)=0.

KW =PY =y =5  ye{0,1,234)
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dir. Toplam 5 - % = 1’dir. Y’nin dagilim fonksiyonu, 0, 1,2, 3, 4 noktalarinin her birinde + & sicrayan bir
basamak fonksiyonudur (Onerme 10.2): Fy-(y) = 0 (y < 0), FY( ) = k+1 k<y<k+1,k=0,..,3),
E (y) =1 (y > 4). Siirekli bir degiskenden kesikli bir degisken elde ettlk tam deger fonk51yonu her
[k, k + 1) araligim tek bir noktaya ¢okertir ve o araligin olasilif1 o noktada birikir.

|

12.5 Doniisiim Teoremi

Dagilim fonksiyonu teknigi her zaman igler ama her seferinde g(z) < y esitsizligini ¢ézmeyi, integrali
kurmay1 ve tiirev almay1 gerektirir. Orneklere geri bakinca hesabin hep ayni iskelete oturdugu goriiliir:
g monoton pargalara ayrilir, her parcada ters fonksiyon alinir, zincir kuralyla tiirev, fy(g; *(y)) ile ters
fonksiyonun tiirevinin ¢arpimi olarak ¢ikar. Bu iskeleti bir kez ispatlayip sonra dogrudan formﬁl olarak
kullanmak ¢ok zaman kazandirir. Formilii 6nce sezgisel olarak gorelim: g artan ve tirevlenebilir olsun.
y ile y + dy arasina diisme olasilig1 fy (y) dy’dir; bu olay, X in ters goriintii aralig1 [z, 4+ dz]’e diisme-
siyle aymudir (z = g7 (y), dz = (¢g7!) (y) dy), olasihig1 fy () dz’tir. Oyleyse fy (y) dy = fx () dz, yani
fy (W) = fx(g7(y)) Z—;. Azalan g’de dx negatif ¢ikar, mutlak deger gerekir. Birebir olmayan g’de her
monoton par¢a kendi katkisini getirir ve katkilar toplanir.

Teorem 12.2 (Doniisitm Teoremi). X, olasihk yogunluk fonksiyonu fx olan siirekli bir rastgele
degisken olsun; f, (a,b) aralifinin disinda sifir ve (a, b) iizerinde sonlu sayida nokta disinda siirekli olsun.
(ay,b1), (ag,by), ..., (ay, by) ikiser ikiser ayrik agik araliklar: (a,b)’yi sonlu sayida nokta disinda ortsiin.
g : (a,b) = R fonksiyonunun her (a;,b;) araligina kisitlanisi g; icin sunlar saglansin:

e g, siirekli ve kesin monotondur (artan ya da azalan); dolayisiyla (a;, b;) *yi bir (c;, d;) acik aralygina birebir
ve orten bicimde gétﬁriir
e ters fonksiyonu g;! : (c;,d;) — (a;,b;) siirekli tiirevlenebilirdir.

71

O zaman'Y = g(X)’in bir olasilik yogunluk fonksiyonu vardir ve bu fonksiyon

’dg{l(y) ‘

W)= > fx(9'W) a7

i:c;<y<d,;

dir; toplam, y’yi gorintii araliginda bulunduran i’ler iizerindendir ve highir (c;,d;) ye diismeyen y igin

fy (y) = 0°dir. Ozel olarak biitiin g, ler ayni (c, d) araligina orten ise, c < y < d igin

k -1
1 d 7
= ;fx (') ’—gdy(y)‘

olur.

Ispat.

Ispat, her parcaya dagilim fonksiyonu teknigini uygulaylp zincir kuraliyla tiirev almaktan ibarettir.
Adim 1: Fy.’yi parcalara ayirma. N, (a,b) nin U a;,b;) disinda kalan sonlu sayidaki noktasinin
kiimesi olsun. X’in yogunlugu oldugundan P(X € N) =0 (Onerme 11.1) ve fx, (a,b) disinda sifir
oldugundan P(X ¢ (a,b)) = fR\(a b fx(xz)dz =0dwr. (a; < X <b;) olaylart ayriktir ve olasiliklar:

toplami 1°dir. Oyleyse hery € R icin

k
F(y) =P (9(X)<vy) ZP 0; <X <b,g(X)<y)=> Hy), Hly)=P(a;<X<b,g(X)<y).

=1 =1

Adwm 2: Her H,’nin hesabu. g, 'nin gorintiisii (c;, d;) oldugundan ii¢ durum vardir.

e y <, ise g;(X) <y olayr imkansizdwr: H,(y) = 0.

e y>d, iseg;(X) <y kesindir: H;(y) = P(a; < X <b;) = Fx(b;) — Fx(a;).

e ¢; <y < d, ise ters fonksiyon devreye girer. g, artan oldufunda x € (a;,b;) i¢in g;(z) <y <z <
g7 (y); Teorem 9.2 ile

Hi(y)=P(a; <X <g;7'(y))=Fx (6" (v) ) — Fx(a,).
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g; azalan oldugunda g;(x) <y < x > g;* (y); siirekli degiskende ug¢ noktalar olasilik tasimadigindan
Hi(y) =P (g;7'(y) X <b; )= Fx(b;) —Fx (g;'(v) ) -

Adim 3: Fy siireklidir. X ’in yogunlugu oldugundan F siireklidir (Teorem 11.1), g;* siireklidir vey —
¢t yaday — d; iken g;'(y) ilgili uca yaklasir (g; artansa ¢ igin a;’ye, d; icin b, ye; azalansa tersi).
Bu yiizden Adim 2'deki ii¢ parca c; ve d;’de birbirine eklenir ve H; biitiin R iizerinde siireklidir. Sonlu
toplam olan F, de siireklidir; demek ki'Y ’nin pozitif olasilikli noktasi yoktur.

Adim 4: Zincir kurali. c; < y < d; olsun ve f, g; ! (y) noktasinda siirekli olsun (bu kosul sonlu sayida
y disinda saglanr, ciinkii fy ’in siireksizlik noktalart sonludur ve g;' birebirdir). Teorem 11.2 geregi
Fx ( g:(y) )=rx ( g:(y) ) ve zincir kuraliyla, artan durumda

dg; ' (y)

dg; *(y)
dy ’ ’

Hi(y)=fx (9:')) i

azalan durumda  Hj(y) = —fx (9:'(v) )

. . . . . dg;?t e g odgit
Artan fonksiyonun tersi artan, azalanin tersi azalan oldugundan ilk durumda g; > 0, ikincide g;

0°dir. Iki durumda da

<

i) = fx (670)) ‘dgd—y(y)\

y & [c;, d;] icin H; sabittir ve tiirevi 0°dur.
Adim 5: Toplama. Adim 41 i iizerinden toplayinca, sonlu sayida y disinda

1
Ry = Y fx(%'®) —dgidy(y)‘

irc;<y<d;

bulunur. Fy siirekli, sonlu sayida nokta disinda tiirevlenebilir ve tiirevi sonlu sayida nokta disinda stirekli
oldugundan (her terim, siirekli fonksiyonlarin carpimidir) Fy (y) = [Y  F/(t) dt saglanir. Ayrica Fy, >
0’dwr ve ffooo F(t)dt = lim,_, ., Fy (y) = 1dir. Demek ki fy = Fy, Y 'nin bir olasilik yogunluk fonksi-
yonudur (Tamum 11.2). Higbir (c;, d;) ’ye diismeyen y’de biitiin H, ler sabit oldugundan f, (y) = 0’dir.

|

© Monoton déniisiim: k = 1 durumu

g, Dx = (a, b) iizerinde kesin monoton ve g~ ! siirekli tiirevlenebilir ise, y € g ( (a,b) ) icin

dg_l(y) _ fx() r=g1
ay “|g'<x>|’ =W

frly)=fx (97®) ’

olur; ikinci esitlik ¢’ (z) # 0 oldugunda ters fonksiyonun tirev kuralindan gelir. Dogrusal ve iistel

doniisiim 6rnekleri bu formiille tek satirda ¢oziiliir. Ornek 12.2'de g7 (y) = y%l, tiirevi 1: fy (y) =
% : yT_l 1= #. Ornek 12.3'de g~ *(y) = — In y, tiirevi —i, mutlak degeri i: fy(y) =2(—=Iny) -

v = —21%. Her iki sonug da dagilim fonksiyonu teknigiyle buldugumuzla aynidir.

Formiilin asil giicii birebir olmayan doéniisimlerde ortaya cikar. Kare dontisimiinii simdi formiille
yeniden ele alalim; simetrik durumda sonucun Ornek 12.4 ile drtiistiigiinii gérecegiz, sonra ayni teknigi
daha genis bir araliga uygulayacagz.

Ornek 12.7 (Kare Déoniisiimii Doniisiim Teoremiyle). (a) X’in olasilik yogunluk fonksiyonu
fx(x) = }1 (=2 < x < 2; diger durumlarda 0) olsun. ¥ = X%'nin olasilik yogunluk fonksiyonunu
Teorem 12.2 ile bulunuz.

(b) X’in olasilik yogunluk fonksiyonu fy(z) = % (—2 < z < 3; diger durumlarda 0) olsun. Y = X?’nin
olasilik yogunluk fonksiyonunu bulunuz.

Cozim.
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12.5 Dontligiim Teoremi 183

(a) g(z) = 22, (—2,2) lizerinde monoton degildir; ama 0 noktas1 ¢ikarilinca (—2, 0) iizerinde azalan,
(0, 2) tizerinde artandir (P(X = 0) = 0 oldugundan noktanin ¢ikarilmasi bir sey degistirmez). Parca-
lar1 ve terslerini yazalim:

dgi*(y) 1
:(—2,0 0,4 = g2 ~1.(0,4 —2.0). g7 (y) = — 1 — )
91 ( ’ )_>(7 )7gl(x) ) 91 (7 )_>( ) );gl (Z/) \/ﬂ, dy 2\/§,
- _ dgz'(y) 1
:(0,2) = (0,4), go(z) = 22, 1:00,4) = (0,2), 95 (y) = Vy, 22— =_—_.
921 (0,2) = (0,4), g2(x) 92 :(0,4) = (0,2),95" () = vy 0y NG
Iki parca da ayni (0, 4) araligina értendir; 0 < y < 4 icin
1 1 1 1
R Rl R A R R
Boylece
O<y<4
Fr) {O, diger durumlarda

olur; Ornek 12.4 ile aymidir, ama integral kurmadan ve tiirev almadan bulunmugtur.
(b) Simdi (—2, 3) aralig1 0 noktasiyla (—2, 0) ve (0, 3) parcalarina ayrilir:

91 (_2’0) - (074)’ gfl(y) = _\/g; g2 (0’3) - (079)’ ggl(y) = \/Z_J

Goriintii araliklar: farklidir: (¢, dy) = (0,4), (¢q,dy) = (0, 9). Formiildeki toplam, y’yi iceren gériintii
araliklar1 tizerindendir.
0 < y < 4:iki parca da katk: verir:

L1111
209 5 2y 5y

4 < y < 9:yalmzcea gy katkr verir, ¢linkit —,/y < —2 artik X’in tanim bélgesinin digindadir:

frl) =5

1 1 1
W) =5 5= o
5 2y 10/y
Sonug:
L
5V O<y<4
fY(y): 10\/»74<y<9
0, diger durumlarda.
Saglama:

14 9 4 9 0 —
A ARG S M R At

Ik parcanin olasihigs 3 = P(—2 < X < 2), ikincininki + = P(2 < X < 3)’tiir; beklendigi gibi.
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184 Boliim 12. Rastgele Degiskenin Fonksiyonunun Dagilimi

y = x%, X diizgiin (-2, 3) Y'nin yogunlugu
y 0z

9+

)| > 4: tek dal

4+

y < 4: jki dal
Y 02t Y(5Vy)

1/(104y)

Sekil 12.4: X, (-2, 3) lizerinde diizgiin dagilirken Y = X*nin yogunlugu. 0 < y < 4 i¢in hem —vy hem
Vy tanim araligindadir: iki dal katki verir ve yogunluk 1/(5V) olur. 4 < y < 9 i¢in yalnizca vy kalir ve
yogunluk yariya, 1/(10Vy)'ye diiser; y = 4'te yogunluk sicrar.

Son olarak, monoton bir doniisiimiin bizi yepyeni bir dagilima gotiirdiigii bir 6rnek goérelim. (—7, 7)
araliginda diizgiin dagilan bir a¢inin tanjanti, biitiin gercel eksene yayilan, kuyruklari ¢cok agir bir dagilim
Verir.

Ornek 12.8 (Tanjant Déniisiimii ve Cauchy Dagilimi). X rastgele degiskeninin olasilik yogunluk
fonksiyonu

0, diger durumlarda

1 _ = s
fx(fv)Z{”’ S

olsun. Y = tan X rastgele degiskeninin olasilik yogunluk fonksiyonunu bulunuz.

Cozim.

Doniisiim teoremiyle. g(x) = tanz, (-3, 7) lizerinde siirekli ve kesin artandir; x — —5% iken
—o0’a, ¥ — 5= iken +o0’a gittiginden bu araligi R = (—o0, 00)’a birebir ve orten bicimde gotiiriir.
Ters fonksiyonu

dg'(y) _ 1
dy 1492

g '(y) = arctany,

her yerde siirekli tirevlenebilirdir. Tek par¢a vardir (k = 1); her y € R i¢in

1 1
1+y2 w1492

1
o

() = Flosctany)|

Burada —% < arctany < 7 oldugundan fy(arctany) = %’dir.
Dagilim fonksiyonu teknigiyle saglama. tan artan oldugundan tan X < y & X < arctany ve

arctany 1 1 1 t
Fy(y)zP(Xgarctany)z/ —dx=;(arctany+g)=—+w, y € R.

a2 T 2 T

Tirevi m’dir; iki yol ortiisiir. Toplam olasilik:

/00 dy —1 arctan y|>© —1 W—i—ﬂ =1
,mﬂ(1+y2)_ﬂ[ y]*“’_W< )_'

2o |
2

Buldugumuz
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12.5 Dontligiim Teoremi

185

fy ()

%yQ gibi, yani ¢ok yavas soner: arctanl =

RN

1 arctan
y€R, 4 a2y

2 ™

dagilimina Cauchy dagilimi denir. Yogunluk 0 etrafinda simetrik ve ¢an bigimlidir, ama kuyruklar:

Z oldugundan P(Y >1)=1—-1=1

5 — 3 = 7 Ve simetriyle
P(|Y |>1)=1; P(] Y |>10) =1— 2arctan 10 ~ 0,064. Geometrik yorumu sudur: (0, 1) nok-
tasindaki bir 151k kaynag1 diiseyle rastgele bir X acis1 yaparak bir 1s1n gonderirse, 1sin = eksenini

tan X noktasinda keser; kesim noktas: Cauchy dagilimlidir. Agir kuyruklar, kaynagin neredeyse yatay
gonderdigi 1smlarin eksenin ¢ok uzagina diismesinden gelir.

Diizgiin X ve y = tan x

) Y = tan X: Cauchy yogunlugu
y
0,4 \
,/ \ Standart normal
|\
\
1n=0318 | M\
03 AW
fx(x)=1n I’ \\
-m/2 1 7 /2 / \OP(Y)=1)=1/2
¥ 0,2 |
\
y = tan x \

0,1

Sekil 12.5: Tanjant doniisimi ve Cauchy yogunlugu. Solda X, (-m/2, /2) araliginda diizgiin dagilir:

yogunlugu 1/nt yitksekligindeki dikdortgendir; y = tan x egrisi bu aralig1 biitiin gergel eksene gerer,

uclara yaklagtik¢ca diklesir. Sagda Y = tan Xin yogunlugu 1/(m(1 + j?)) ile kesikli standart normal

yogunluk karsilastirilmistir: tepe 1/m ~ 0,318 normalinkinden alcaktir, ama kuyruklar ¢ok daha agirdir;
taral1 |Y] > 1 bolgesinin olasilig1 1/2'dir.

12.6 Bir Yogunlugun Bastan Sona Incelenmesi

Boliimiin araclarini bir arada kullanan iki érnekle bitirelim. flkinde bir yogunluk fonksiyonu dogrula-
nacak, kosullu olasilik hesaplanacak, dogrusal déniisiimiin yogunlugu bulunacak ve X’in dagilim

fonksiyonu kurulacak.

fonksiyonu kurulacak. Ikincisinde parcali bir yogunluktaki bilinmeyen sabit belirlenecek ve dagilim

yogunluk fonksiyonu

Ornek 12.9 (Yogunluk, Kosullu Olasilik ve Dogrusal Doniigiim). X rastgele degiskeninin olasilik

Frolz) = {%,O<x<2

0, diger durumlarda

olsun.

(a) fx’in bir olasilik yogunluk fonksiyonu olup olmadigini inceleyiniz.
(b) P(X <1)ve P ( i<Xx<3|Xx<1 ) olasiliklarin1 hesaplaymiz.
(c) Y = 3X + 2 rastgele degiskeninin olasilik yogunluk fonksiyonunu bulunuz

(d) X’in dagilim fonksiyonunu bulunuz.

Coziim.
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186 Boliim 12. Rastgele Degiskenin Fonksiyonunun Dagilimi

(a) Yogunluk fonksiyonu olmanin iki kosulu vardir (Tanim 11.2): fx > 0 ve toplam integral 1.0 < z <
2icin £ > 0, diger durumlarda fx = 0; ilk kosul saglanr. Ikincisi:

r

—0o0

2

fx(fﬂ)d$=/02gd:r=[%]g:1.

Demek ki fy bir ollasmk yogunluk fonk31yonudur
(b) P(X <1) = [ § da 6[%!0 = i

Kosullu olastlik i¢in (Tanim 6:1) Kesisim olayina bakalim: ( % <X< g )N (X <1)=( % <X<1)
ve
1 'z z? 1 1 3
(2< < ) /1/22‘” [4]1/2 416 16
Boylece

P(%<X<1):3/16:§.
P(X<1) 1/4 4

P(%<X<%|X<1):

()0 <z <2iken2 < 3z +2 < 8; Dy = (2,8). g(x) = 3z + 2 artan, g ' (y) = nyz, tiirevi £. Dénii-
sum teoremiyle (k = 1), 2 < y < 8 igin

y—2 1 1 y—2 1 y—2
fr(w) = fX( )5_5‘ 3 3 18

Dagilim fonksiyonu teknigiyle de ayni sonug ¢ikar: Fy (y) = P ( X < TQ )= 3 ( T)z =L,
tirevi 2. Demek ki

2<y<8
= 18>
Ty ) {O, diger durumlarda.

Saglama: f; 2y = (ygg) ]2 =30 =1
(d) FX( )= fm fx(£)dt (Tamm 9.1). < 0 icin integral 0’dir. 0 < = < 2 i¢in Fy(z) = [ S dt =
.z > 2ig¢in FX( ) = 1. Béylece

0, <0
Fx(-’ﬂ): %,OSZ<2
1, x>2.

FY siireklidir, 0°dan 1’e artar ve tiirevi fy tir (Teorem 9.1, Teorem 11.2). (b)‘deki P(X < 1) = Fx (1) =
;11 degeri buradan da okunur.
]

Ornek 12.10 (Parcali Yogunlukta Sabitin Belirlenmesi ve Dagilim Fonksiyonu). X rastgele
degiskeninin olasilik yogunluk fonksiyonu

r+1, —1<z<0
fx@)=<2x—6,3<z<c
0, diger durumlarda

olsun.

(a) ¢ sabitini bulunuz.

(b) P(X = 2) olasiligini hesaplaymiz.

(c) Fx dagilim fonksiyonunu olusturunuz.

Coziim.
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12.6 Bir Yogunlugun Bastan Sona Incelenmesi 187

(a) Once isaret kosulu: —1 < z < 0 i¢in £ + 1 > 0; ¢ > 3 olmak iizere 3 < z < ¢ icin 2x — 6 > 0.
Toplam integral 1 olmalidir:

/j(x—l—l)dmz[@]%:%, /30(2:8—6)dx:[x2—6:c]§:c2—6c+9:(c—3)2.

2 + (¢ — 3)? = 1 denkleminden (¢ — 3)? = 1, ¢ > 3 oldugundan

1 V2
c=3+—==3+—~=3,71L
V2 2

(b) X’in yogunlugu vardir; Onerme 11.1 geregi P(X = 2) = 0. (Burada ayrica fy(2) = 0’dir, ama
sonucun nedeni bu degildir: P(X = x) = 0 esitligi fy(z) > 0 olan noktalarda da gecerlidir.)
(c) Fx(z) = ffoo fx(t) dt’yi parca parca hesaplayalim.

« z < —1: Fy(z) =0. ,
z+1

c 1< 2 <0 Fy(o) = [ (t+1)dt = 5

+ 0 < x < 3:buaralikta fy = 0 oldugundan FY sabittir; Fy (z) = Fy(0)

»3<z<aFx(e) =5+ [[(2t—6)dt =5+ (z—3)

e x> Fy(z)=1.

=1
=z

Yani
0, z<—1
(@t1? —1<z<0
Fy(z) =< 3 0<z<3
1+ (z—3)%3<z<3+%
1, z >3+ L2

Sureklilik kontroli: x = 0’da % r = 3’te % r = c’de % + % = 1; parcalar birbirine eklenir. [0, 3] iize-
rindeki yatay basamak, P(0 < X < 3) = 0 oldugunu sdyler: yogunlugun sifir oldugu bolgede dagilim
fonksiyonu yerinde sayar.

12.7 Alistirmalar

Alistirma 12.1 (Déniigiimler). (a) X, hilesiz bir zarin gosterdigi say1 olsun. Y = (X — 3)? rastgele
degiskeninin olasilik fonksiyonunu bulunuz.

(b) X’in olasiik yogunluk fonksiyonu fy(z) =2z (0 <z < 1) olsun. Y = X%*nin (0,1) iizerinde
diizgiin dagildiginy, yani fy (y) = 1 (0 < y < 1) oldugunu gosteriniz.

(¢) X’in olasilik yogunluk fonksiyonu fy(z) =€ * (z > 0) olsun. Y =1 —e X’in (0,1) iizerinde
diizgiin dagildigini gosteriniz.

(d) X’in olasihk yogunluk fonksiyonu fy(z) = 3 (—1 <z < 1) olsun. Y = | X ['in olasilik yogunluk
fonksiyonunu déniisiim teoremiyle bulunuz.

(e) X, (0,1) uzerinde diizgiin dagilsin: fx(z) =1(0 < < 1). Y = —21In X’in olasilik yogunluk fonksi-
yonunu bulunuz.

(f) X’in olasilik yogunluk fonksiyonu

r+1,—-1<x<0
fx@)=<3z, c<z<3
0, diger durumlarda

olsun. ¢ sabitini ve Fy dagilim fonksiyonunu bulunuz.

(g) X, (0,1) tizerinde diizgiin dagilsin. Y = |4X | rastgele degiskeni kesikli midir? Olasilik fonksiyonunu
bulunuz.
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188 Boliim 12. Rastgele Degiskenin Fonksiyonunun Dagilimi

Cozim.
(a) Dy ={1,2,3,4,5,6}, her deger  olasilikli. g(z) = (z — 3)? degerleri: 1+ 4,2~ 1,3+ 0,4 >
1,5+ 4,6+ 9. Dy = {0,1,4,9} ve Onerme 12.1 ile

y 0 1 4 9
Ty () % % % %

Toplam%—i—%—i—%—i—%:l.
(b) Dy = (0,1). X > 0 oldugundan X? <y < X < ,/yve 0 <y < ligin

VY
Fy(y)=P(X < y) = / 2z dx = y.
0

( ) = Fy(y) =1 (0 <y < 1). Déniisiim teoremiyle de: g~*(y) = /¥, tiirevi ﬁg fy(w) =2y-
2\[ =1
() X >0iken0 < e X < 1, dolaysiyla0 < 1 —e X < 1; Dy = (0,1). 0 < y < 1icin

l—-eX<yseX>l-ye -X>h(l-y) < X< —In(l—y)

ve —In(1 — y) > 0 oldugundan
In(1-y)
E (y) = / edr=1—en(l-v) =1 — (1—-y)=y.
0

Oyleyse fy(y) =1 (0 < y < 1): Y diizgiin dagilir. Burada g(z) = 1 — e~ tam olarak X’in dagilim
fonksiyonu FY ’tir; dagilim fonksiyonu siirekli olan her X i¢in Fy(X)’in (0,1) tzerinde diizgiin
dagilmasi genel bir olgudur.

(d) g(x) = | = |, (—1,0) tizerinde azalan (g7 ! (y) = —y, tiirevi —1), (0, 1) iizerinde artandir (g5 (y) =
y, tirevi 1); her ikisi de (0, 1)’e értendir. 0 < y < 1 igin

1 1
Fr@) = Fx() | =1+ Fx(@) [ 1] = 5+ 5 =1
Y =| X |, (0,1) tizerinde diizgiin dagilir.
(e) g(z) = —2Inz, (0,1) iizerinde kesin azalandir ve (0,00)’a 6rtendir; g~ (y) = e ¥/2, tirevi
f% Y/2 4 > 0 icin
—y/2 | |-
Frw) = fx (e72) | = ge | = ge

Saglama: Fy (y) = P(—2In X <y)=P ( X > e /2 )=1-— e¥/2, tiirevi Se~¥/2. Bu, parametresi
olan tistel dagilimdur.
(f) Isaret kosulu icin 3z > 0, yani ¢ > 0 gerekir. {lk parcanin integrali f . (x+1)dx = 1 , ikincininki

fc 3vdr =3(9—c?). 3+ 3(9—c?) = 1denkleminden 9 — ¢? = }, ¢ = 26vec>01le

3’ 3
2% V78
‘TV3 T3 ’

(:n+1

Dagilim fonksiyonu: ¢ < —1i¢in 0; —1 <z < Oi¢in —5—;0 <z < ¢ 1g1n ;e < a < 3igin

1 _1.3 26\ 3z —25
F == = - — 2 _ — = ————:G:
x > 3i¢in 1. Kontrol: Fx(c) = 26225 = FX(3) 27225 — 1
@0<X<liken0<4X <4, dolay1s1yla [4X| € {0,1,2,3}; Y kesiklidir. K = 0, 1, 2, 3 i¢in
k k+1 1
= = < — — < - = .
PY =k =Pk<4X <k+1) p<4_x< 4 ) ;
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Y, {0, 1,2, 3} tizerinde diizgiin dagilan kesikli bir rastgele degiskendir; siirekli bir degiskenden kesikli
bir degisken elde edilmistir.
|

Buraya kadar hep tek bir rastgele degiskenle calistik. Bundan sonra ayni deneyde birden ¢ok rastgele
degiskenin birlikte davranisini, yani ortak dagilimlarini inceleyecegiz: Rastgele Vektorler ve Ortak Dagi-
limlar.
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13.1

13. Rastgele Vektorler ve Ortak Dagilimlar

Rastgele Degiskenin Fonksiyonunun Dagilimi boliimiiyle birlikte tek bir rastgele degiskenin incelenme-
sini tamamladik: bir rastgele degiskenin dagilim fonksiyonunu, kesikli durumda olasilik fonksiyonunu,
sirekli durumda yogunluk fonksiyonunu tanidik ve bu araglarla X’e bagli her olayin olasiligini hesap-
lamay1 6grendik. Ne var ki bir rastgele deneyde ¢cogu zaman tek bir say1 degil, birden ¢ok say1 gozlenir.
Bir hastanin boyu ile kilosu, bir parcanin ¢apr ile agirligy, ii¢ para atisinda gelen toplam tura sayisi ile ilk
iki atigtaki tura sayis1 ayni deneyin sonucuna bagh biiyiikliklerdir. Bu bityiiklitkler birbirini etkileyebil-
diginden her birini ayr1 ayr1 incelemek yeterli degildir; birlikte davranislarini anlatan bir araca ihtiyac
vardir.

Bu béliimde bu araci kuruyoruz. Ayni 6rnek uzayda tanimli n tane rastgele degiskeni yan yana yazip
elde edilen (X, X, ..., X,,) nesnesine rastgele vektor diyecegiz. Tek degiskenli kuramda yaptigimiz her
seyin bir karsilig1 burada da vardir: rastgele vektoriin bir olasilik dagilimi, bir ortak dagilim fonksiyonu,
kesikli durumda bir ortak olasilik fonksiyonu, siirekli durumda bir ortak yogunluk fonksiyonu vardir.
Yeni olan iki sey var: tek boyutta kargilig1 bulunmayan dikdoértgen formiilii ve ortak dagilimdan tek bir
bilesenin dagilimina inmeyi saglayan marjinal dagilim.

Kesikli durumda ortak olasilik fonksiyonunun tablo gosterimini, siirekli durumda ise ortak yogunlugun
tanim bolgesi lizerinde integral almayi iki ayrintili 6rnekle isleyecegiz. Bagimsizlik ve kosullu dagilim
kavramlar bir sonraki béliimiin konusudur.

Rastgele Vektor ve Olasilik Dagilimi

Bir rastgele degisken, her a € Ri¢in (X < a) kiimesini olay yapan bir X :  — R fonksiyonuydu (Tanim
8.1). Bunun n boyutlu karsiliginda {¥’dan R™’e giden bir fonksiyon alinir ve her bilesen icin aym anda
konan esitsizliklerin olay tanimlamasi istenir.

Tanmim 13.1 (Rastgele Vektor). (Q,U, P) bir olasilik uzay1 ve X;, X5, ..., X, : Q@ — R fonksiyonlar
olsun.

(X17X27 a3 Xn) Q= Rna W= ( Xl(w)vXQ(w)v (s} Xn(W) )
fonksiyonu, her (a, as, ..., a,,) € R™ i¢in

{weQ: X (w) <ay, Xy(w) <agy ..., X,,(w) <a,} €U

kogulunu saglyorsa (X;, X, ..., X,,) fonksiyonuna n-boyutlu rastgele vektor (n-boyutlu rastgele
degisken) denir. Rastgele vektoriin aldig1 degerlerin kiimesi

D(Xum,Xn) = {(Xl(w)v aXn(UJ>) TweE Q} CR™

rastgele vektoriin deger kiimesidir. Yukaridaki olay kisaca (X; < a4, ..., X,, < a,,) ile gosterilir.

Tanimdaki kosul ile “her bilesenin bir rastgele degisken olmasi” kosulu aymi seydir. Bu, uygulamada
rastgele vektor kurmanin yolunu agar: ayni deney tizerinde tanimli rastgele degiskenleri yan yana yazmak
yeter.

Lemma 13.1 (Rastgele Vektor ve Bilesenleri). X, ..., X, : @ — R fonksiyonlarolsun. (X, ..., X,,) in
bir rastgele vektor olmast igin gerek ve yeter kosul, heri = 1, ..., n i¢in X, 'nin bir rastgele degisken olmasidir.

ispat.
Her X, rastgele degisken olsun. (ay, ..., a,,) € R™ verildiginde

(X1 <a,.0X,<a,) = ﬂ(Xz < a;)
i=1
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192 Boliim 13. Rastgele Vektorler ve Ortak Dagilimlar

yazilir. Sagdaki her kiime U *dadir ve U bir o-cebir oldugundan sonlu kesisimlere kapalidir; 6yleyse soldaki
kiime de U ’dadwr. Demek ki (X1, ..., X,,) bir rastgele vektordiir.

Tersine (X, ..., X,,) bir rastgele vektor olsun; X, ’in rastgele degisken oldugunu gosterelim (6teki bilesenler
icin akil yiiritme aymidir). a; € R verilsin. Her w i¢in X,(w), ..., X,,(w) birer gercel say1 oldugundan
yeterince bityiik bir k € N icin hi¢biri k’y1 asmaz; bu yiizden

o0
(X, <a)=J(X,<a, X, <k, .., X, <k)
k=1

olur. Sagdaki kiimelerin her biri rastgele vektor tanimi geregi U dadir; U sayilabilir birlesimlere kapali
oldugundan (X, < a;) € U bulunur. Yani X, bir rastgele degiskendir.
|

Tek boyutta rastgele degisken, 6rnek uzaydaki olasilig1 gercel sayilara tagiyordu: Py (B) = P(X € B) bir
olasilik dl¢tisiydii (Teorem 8.1). Rastgele vektor de ayni isi R™ tizerinde yapar. Bu sonug, vektorle ilgili
her olasiligin R™’in Borel kiimeleri tizerinde taniml tek bir 6l¢iiden okunabilecegini sdyler; boliimiin geri
kalani bu 6l¢iiyt elle tutulur bigimlerde (fonksiyon, tablo, integral) yazma c¢abasidir.

Teorem 13.1 (Rastgele Vektoriin Olasilik Dagilimi). (Q, U, P) bir olasilik uzayive (X4, ..., X,,) birn
-boyutlu rastgele vektor olsun. Her B € B(R™) i¢in {w € Q : (X;(w), ..., X,,(w)) € B} kiimesi bir olaydir
ve

Bx,..x,)  BR") =01,  Fx,  x,)B)=P({we: (X(w),.,X,(w)) €B})

fonksiyonu B(R™) iizerinde bir olasilik dlgiisiidiir. Bu élgiiye (X, ..., X,,) rastgele vektoriiniin olasilik
dagilimi denir.

X Y):Q—R?

0 = (X(w), Y(w))

tarali olay: (X, Y) B i¢inde P(XY)(B) = P((X, Y) B icinde)

Sekil 13.1: Rastgele vektor, ornek uzayin her sonucuna bir say: ¢ifti (bir diizlem noktas) esleyen fonksiyondur.

Diizlemde bir B Borel kiimesi (burada bir dikdortgen) alindiginda, goriintiisii B'ye diisen sonuglarin kiimesi

Q'da bir olaydir: (X, Y) € B) onimaji. Vektoriin dagilimi Py, her B'ye bu énimajin olasiligini verir; boylece
Q dizerindeki olasilik diizleme tasinir.

ispat.

Kisalik i¢in X = (X1, ..., X,,) yazalim; B C R™ i¢cin X }(B) = {w : X(w) € B} ters goriintii kiime-
sidir.

Adim 1: X~1(B) her Borel kiimesi icin bir olaydur. Ters goriintiisii olay olan kiimelerin sinifini

¢e={BCR":X (B eu}

ile gosterelim. Ters goriintii alma islemi tiimleyen ve birlesimle uyumludur:

Acik Matematik - acik-matematik.com 192 CC BY-NC-SA 4.0


https://acik-matematik.com
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.tr

13.2

13.1 Rastgele Vektor ve Olasilik Dagilimi 193

o0

X1(B) = (XY(B))F, X! ( B, ) = G X1(B,).
k=1 k=1

U bir o-cebir oldugundan bu esitlikler, C 'nin tiimleyene ve sayiabilir birlesime kapali oldugunu soyler;
X1 (R") = Q € U oldugundan R™ € C’dir. Yani C, R" iizerinde bir o-cebirdir. Ote yandan a =
(ag,-,a,) € R"icin K(a) = (—o0,a;] X -+ X (—00, a,,| yazarsak, rastgele vektor tanimi bu bigcimdeki
her “kése kiimesinin” C’de oldugunu séyler. Kose kiimelerinden o-cebir islemleriyle agik dikdorigenlere
ulasilir. a; < b; olmak iizere yari agik dikdortgen

n

(ag,b1] X =+ % (ay,b,] = K(b) \ U Kby, 01,05, 0415, by)

i=1

bigiminde yazilir: bir nokta K (b) de olup sagdaki birlesimin disinda kaliyorsa heri icin a; < x; < b, dir.
Acik dikdortgen ise yari acik dikdortgenlerin sayilabilir birlesimidir:

(a,b1) X - x (a,,b,) = U (al,bl—%] X---x(an,bn—%];

k>kq

burada k, her i icin b, — % > a, olacak kadar biiyiik secilir. Demek ki her acik dikdortgen C’dedir.
B(R™), agik dikdortgenlerin direttigi en kiigiik o-cebir oldugundan (Tanim 2.5) B(R™) C C elde edilir. Bu,
Py (B) nin her Borel kiimesi i¢in taniml oldugunu gosterir.

Adim 2: Kolmogorov aksiyomlari.. P bir olasihk &lgiisii oldugundan her B ig¢in Px(B) =
P(X7Y(B)) > 0’dir ve P¢(R") = P(Q) = 1dir. By, By, ... € B(R") ikiser ikiser ayrik olsun. Bir w
ayni anda iki farkh By ’ye diisemeyeceginden X~ 1(B,), X (B,), ... olaylar da ikiser ikiser ayriktir.
P’nin sayilabilir toplamsalligindan

oo

Bo(UB )= (Ux3B))=2P (X (8)) =3 BB
k=1 k=1 k=1 k=1

bulunur. Ug aksiyom da saglandigindan Py bir olasilik élgiisiidiir.
]

Bundan béyle Fix . x ,(B) yerine daha okunakliolan P ( (X, ..., X,,) € B ) yazacag1z. Boliimiin geri
kalaninda iki boyutlu rastgele vektérleri, yani (X,Y) ya da (X, X,) ciftlerini ele alacagiz. Yapilan her
islem, indis sayisini artirmaktan bagka bir degisiklik gerektirmeden n-boyutlu rastgele vektorlere genisler.

Ortak Dagilim Fonksiyonu

Tek boyutta Py ol¢iisiinitin biitiin bilgisini Fy () = P(X < z) dagilim fonksiyonu tagiyordu (Tanim 9.1).
Iki boyutta ayni rolii, késesi (, y) noktasinda olan sol-alt ¢eyrek diizlemin olasilig1 oynar.

Tanim 13.2 (Ortak Dagilim Fonksiyonu). (X,Y) bir rastgele vektor olsun.
Fyy :R? = [0,1], Fyy(@,y)=P(X<z,Y<y)=P ((X,Y) € (—00,2] x (—00,y] )

fonksiyonuna (X,Y") rastgele vektoriiniin dagilim fonksiyonu ya da X ile Y rastgele degiskenlerinin
ortak dagilim fonksiyonu (ortak birikimli dagilim fonksiyonu) denir. Burada (X < z,Y < y) yazimu
(X <2)N (Y <y) olaymin kisaltmasidir. X ve Y’nin kendi dagilim fonksiyonlar1 Fy ve F’'ye bu
baglamda marjinal dagilim fonksiyonlari denir.

Tek degiskenli dagilim fonksiyonunun temel 6zellikleri (monotonluk, sinirlar, sagdan siireklilik) burada
da gecerlidir; ayrica ortak dagilim fonksiyonundan marjinal dagilim fonksiyonlar: okunur. Yeni olan, bir
dikdértgenin olasiligin veren formiildiir: bu formiil, tek boyuttaki “F'(b) — F'(a)” isleminin yerini alir ve
dort kose degerinin isaretli toplami olarak ¢ikar.

Onerme 13.1 (Ortak Dagilim Fonksiyonunun Ozellikleri). F = Fy y, (X,Y) rastgele vektoriiniin
ortak dagilim fonksiyonu olsun.
(i) F' her degiskeninde azalmayandir: x; < x4 ise F(x1,y) < F(29,y); y; < yy ise F(z,y;) < F(x,y,).
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(ii) Her sabit y icin lim
oo iken F(z,y) — 1.
(iii) Marjinal dagilim fonksiyonlar: F’den okunur:

F(z,y) = 0; her sabit x i¢in lim,_, . F(z,y) = 0; ayricax — 0o vey —

Tr——00

T—00

(iv) ' her degiskeninde sagdan siireklidir.
(v) (Dikdortgen formiilit) a < b ve c < d igin

Pla< X <bec<Y <d)=F(b,d) — F(a,d)— F(b,c)+ F(a,c).
Ozel olarak sag taraf her zaman > 0’dur.

Ispat.

Biitiin ispatlar olasilik 6l¢iisiiniin iki 6zelligine dayanir: monotonluk ve fark kurali (Teorem 3.1) ile artan ya
da azalan olay dizileri igin olasiligin siirekliligi (Teorem 3.5); yani A; C Ay C -+ ise P(A;) — P(Uk Ap)
ve Ay 2 Ay 2 - ise P(Ay) — P([, Ap)-

(i) 21 <zy ise (X <z,,Y <y) C(X <z,,Y <y) oldugundan monotonluk geregi F(x,,y) <
F(z4,y) dir. Ikinci degisken icin akil yiiriitme aynidur.

(ii) y sabit olsun ve A, = (X < —k,Y <vy), k € N, olaylarini alalim. Bu dizi azalandir ve kesisimi
bostur: X (w) bir gercel sayr oldugundan yeterince biiyiik k i¢in X (w) < —k saglanamaz. Siireklilikten
F(—k,y) = P(A;,) - P(@) =0 olur. F(-,y) azalmayan oldufundan x — —oc iken limit vardir ve
bu dizisel limite esittir; yani lim,_, . F(z,y) = 0. Ikinci limit ayni bigimde goriiliir. Son olarak B), =
(X <k, Y <k) olaylari artandir ve birlesimleri Q’dir (her w icin X(w) ve Y(w) sonlu saydardir);
siireklilikten F'(k, k) = P(B,) — P(Q2) = 1.z > k vey > k oldugunda (i) geregi F(k, k) < F(z,y) <
1 oldugundan x,y — oo iken F(z,y) — 1 bulunur.

(iii) = sabit olsun. C, = (X < z,Y < k) olaylari artandir ve Y (w) sonlu oldugundan birlesimleri
(X < z) tir. Siireklilikten F (z, k) = P(C,) — P(X < z) = Fx(z). F(z, ) azalmayan oldugundan bu,
lim, ,  F(z,y) = Fx(x) demektir. Fy, igin ayni yol izlenir.

(iv) D, = (X <z ++,Y <vy) olaylari azalandir ve kesisimleri (X < z,Y < y)’dir; siireklilikten
F(z+ t,y) = F(z,y). F(-,y) azalmayan oldugundan bu, F(z",y) = F(z,y) demektir. Ikinci deis-
ken igin ayni.

WE=(X<bY<d),E,=(X<aY <d),E,=(X<bY <c)olaylarinialahm.a < b vec <
d oldugundan E, C E ve E, C E’dir. Istenen olay, E’den E; U E, nin ¢ikarilmasiyla elde edilir:

(a<X<be<Y<d) =E\(E UE,).

Gergekten w € E i¢in ‘w ¢ E,” demek X(w) > a demek, ‘w ¢ E,” demek Y (w) > ¢ demektir. By U
E, C E oldugundan fark kurali uygulanir:

Pla< X <b,c<Y <d) = P(E)— P(E, UE,).

E,NE,=(X <a,Y <c) oldugundan toplama kurali (Teorem 3.2) ile P(E; U E,) = F(a,d) +
F(b,c) — F(a,c) bulunur. Yerine yazinca

Pla< X <b,c<Y <d)=F(b,d)— F(a,d)— F(b,c) + F(a,c)

elde edilir. Sol taraf bir olasilik oldugundan saf taraf negatif olamaz.
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y Terimlerin isaretleri

F(b,d)
X<b,Y<d

Fad) F(b,d)

F(a,d)
X<aYsd

.....

a<X=<b
c<Y<d T F(b,c)
""" Xs<bY=<c

‘ & %(;c} j | F(byc) F(a,c)

PSESENNESENENN ¥ 4 L """ X = a,Y = c (iki kez ¢ikarildi)

e - x Pl@a<X=<b,c<Y=<d)
‘ =F(b,d) - F(a,d) - F(b,c) + F(a,c)

Sekil 13.2: Dikdortgen formiiliiniin icerme—disarma yorumu. Solda koyu taral dikdortgen (a, b] x (c, d]

olayidir; F(b,d) bu dikdortgeni iceren sol-alt ceyrek diizlemin olasiligidir. Egik taramali seritler F(a,d) ve

F(b,c) bolgeleridir; ortak parcalari F(a,c) ¢apraz taralidir ve iki kez cikaridig icin bir kez geri eklenir.
Sagdaki tablo her terimin isaretini gosterir.

Dikdoértgen kosulu tek boyuttan gelen 6zelliklerden ¢ikmaz

Tek boyutta azalmayan, sagdan siirekli ve sinirlar1 0 ile 1 olan her fonksiyon bir dagilim fonksiyo-
nudur. Tki boyutta (i)-(iv) yetmez; (v)‘deki isaretli toplamin negatif olmamasi ayrica istenmelidir.
Ornegin

1,z>0,y>0,z4+y>1
0, diger durumlarda

Gte.) = {

fonksiyonu her degiskeninde azalmayandir, sagdan siireklidir ve —oo’da 0, +o0o’da 1 simirlarina
sahiptir. Ama (0, 1] x (0, 1] dikdértgeni icin

G(1,1)-G(0,1) - G(1,0)+ G(0,0)=1—-1—-14+0=-1<0
oldugundan G hicbir rastgele vektériin ortak dagilim fonksiyonu olamaz.

Tek boyutta oldugu gibi burada da iki ana siif vardir: deger kiimesi sayilabilir olan kesikli vektorler
ve olasilig1 bir yogunluk fonksiyonunun integraliyle verilen siirekli vektérler. Once kesikli durumu ele
aliyoruz.

Kesikli Rastgele Vektorler

Tanim 13.3 (Kesikli Rastgele Vektor). (X, X,) rastgele vektoriiniin deger kiimesi Dy, y,) sonluya
da sayilabilir sonsuz ise (X7, X,) ye kesikli rastgele vektor denir.

Bu kosul, bilesenlerin kesikli olmasiyla aymdir. Gergekten Dy ve Dy , D x, x,) kiimesinin eksenlere
izdustimleridir; sayilabilir bir kiimenin izdiisiimii sayilabilir oldugundan kesikli bir vektoriin bilesenleri
kesikli rastgele degiskenlerdir (Tanim 10.1). Tersine X; ve X, kesikliise Dy x,) C Dx X Dy, ve iki
sayilabilir kiimenin ¢arpimi sayilabilir oldugundan (X, X,) kesiklidir.

Tek degiskenli kesikli durumda Py élgiisti, fx(z) = P(X = z) olasilik fonksiyonuyla (Tanim 10.2)
tiimiiyle belirleniyordu. Iki boyutta aynu isi, her deger ciftinin olasiligini veren fonksiyon goriir.
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Tanim 13.4 (Ortak Olasilik Fonksiyonu). (X, X,) kesikli bir rastgele vektor olsun.
fx, x,(@1,22) = P(Xy = 21, Xy = 7), (z1,22) € Dix, x,)

fonksiyonuna (X, X,) rastgele vektoriiniin olasilik fonksiyonu ya da X ile X, rastgele degiskenle-
rinin ortak olasilik fonksiyonu (ortak olasilik kiitle fonksiyonu) denir. Dy ) disindaki (z1,25) €
R? noktalarinda f X,,%,(T1,T5) = 0 alnr.

Asagidaki sonug, ortak olasilik fonksiyonunun tek degiskenli olasilik fonksiyonunun iki kosulunu sagla-
digin1 ve tipki onun gibi biitiin olasilik dagilimin belirledigini séyler.
Onerme 13.2 (Ortak Olasilik Fonksiyonunun Ozellikleri). (X, X,) kesikli bir rastgele vektor ve
[ = Ix, x, onun ortak olasilik fonksiyonu olsun.
(i) Her (z1,%5) € D x, x,) i¢in f(zq,25) > 0°dir
(i)Y F(zy, ) = Ldir

(w1,%2)ED(x, x,

)
(iii) Her B € B(R?) igin

P((X;,X;)€eB)= Z f(zy,25).

(z1,@2)€BND(x, x,)

ispat.

D = Dx, x,) yazalm. (i) Her olasilik gibi f(z,z5) = P(X; = 71, X, = z5) > 07du.

(iii) B bir Borel kiimesi olsun. Her w i¢in (X, (w), X5(w)) € D oldugundan ( (X, X,) € B ) olay,, BN
D’deki noktalara gore parcalanir:

((X1,X;)€B)= U (Xi=z, Xy=1,) .
(z1,z5)€EBND

Sagdaki olaylar ikiser ikiser ayriktir (bir w, iki farkli noktaya ayni anda eslenemez) ve D sayilabilir
oldugundan birlesim sayilabilirdir. Sayilabilir toplamsallikla

P((X;,X;)€eB)= Z P(X) =z, Xy =2,) = Z f(zy,25)

(z1,22)€BND (z1,z2)€BND
bulunur.
(ii) (iii) te B = R? alinirsa sol taraf P(Q)) = 1, sag taraf D iizerindeki toplamdr.
n

(iii) maddesi, kesikli bir vektorle ilgili her olasiligin, olayin igine diisen deger ciftlerinin olasiliklarim
toplayarak hesaplandigini séyler. Ozel olarak ortak dagilim fonksiyonu

Fxl,xz(thfz) = Z le,Xz (u,v)
(u,v)eD
U<y, v<Ty

toplamidir.

Marjinal Olasilik Fonksiyonlar:

Ortak olasilik fonksiyonu elimizdeyken tek bir bilesenle ilgili olasiliklar nasil bulunur? Ornegin P(X; =
x) i¢in X, nin hangi degeri aldig1 6nemsizdir; X, nin alabilecegi biitiin degerler tizerinden toplamak
gerekir. Bu toplama islemine marjinallestirme denir.

Tanim 13.5 (Marjinal Olasilik Fonksiyonlarr). (X,Y’) kesikli bir rastgele vektor ve fy y ortak
olasilik fonksiyonu olsun.

fx(@) = Z fxy(@y), x€ Dx; fy(y) = Z fxy(@y), y€Dy

yeDy z€Dy

fonksiyonlarina sirasiyla X’in ve Y ’nin marjinal olasilik fonksiyonlar denir.

Acgik Matematik - acik-matematik.com 196 CC BY-NC-SA 4.0


https://acik-matematik.com
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.tr

13.3.2

13.3 Kesikli Rastgele Vektorler 197

Adlandirma, marjinal fonksiyonlarin gercekten X ve Y’nin olasilik fonksiyonlar: olmasini gerektirir;
bunu ispatlayalim.

Onerme 13.3 (Marjinal Olasilik Fonksiyonlar1 Birer Olasilik Fonksiyonudur). (X,Y) kesikli bir
rastgele vektor olsun. Her x € Dy vey € Dy i¢in

fx(@)=P(X ==z), fy(y) =P =y)

olur; yani fy ve fy, sirasiyla X ve Y kesikli rastgele degiskenlerinin olasilik fonksiyonlaridir. Ozel olarak

fX >0, fy >0 ve
> oix@=1 > A =1

z€Dy yeDy

Ispat.
x € Dy sabit olsun. Herw i¢cinY (w) € Dy oldugundan (X = x) olay, Y 'nin degerlerine gore parcalanir:

(X=2)= U (X =2z,Y =y).

y€Dy

Farkli y’lere karsilik gelen olaylar ayriktir ve Dy sayilabilirdir. Sayilabilir toplamsallikla
PX=z)=) PX=zY=y) =) [fxylzy =fx).

y€Dy yEDy

Burada (z,y) ¢ Dx y) olan ciftler icin fy y (z,y) = 0 oldugundan toplami Dy, 'nin tamamu iizerinden
yazmak sakincasizdir. X kesikli bir rastgele degiskendir (Lemma 13.1 ve Dy ’in sayilabilirligi); olasilik
fonksiyonu tamim geregi P(X = x)’tir, dolayisiyla fy bu olasiik fonksiyonudur ve Tanim 10.2'ndaki
iki kosulu saglar. Toplamin 1 oldugu dogrudan da goriliir: negatif olmayan terimlerin toplama sirasi
degistirilebildiginden

Z fx(@) = Z Z fxy(,y) = Z fxy(zy) =1

zeDx zeDx yeDy (z,9)€D(x,v)

(Onerme 13.2). fy icin ispat, X ile Y ’nin rollerini degistirerek aynen yiiriir.
]

Tablo Gosterimi

Deger kiimeleri sonlu oldugunda ortak olasilik fonksiyonu en rahat bir tabloyla verilir: satirlar X’in,
sutunlar Y 'nin degerlerini tagir; hiicrelere fx y(z;, ;) yazilir. Marjinaller ise satir ve siitun toplamlaridir;
tablonun kenarinda (“marjinda”) yer aldiklar1 i¢in bu adi almiglardir.

Onerme 13.4 (Ortak Dagilim Tablosu). (X,Y) kesikli bir rastgele vektor, Dy = {x{,...,x,,} ve
Dy = {y1, .-, Y, } sonluolsun. f = fy y degerleri asagidaki tabloya yerlestirildiginde her satirin toplami o
satirdaki x; icin fx (;) ye, her situnun toplami o situndakiy; icin fy (y;) 've ve biitin hiicrelerin toplami
1’e esittir.

XY — Y1 Ya Yn fx(@)
L1 f(@1,91) f(x1,92) f(@1,9,) Ix ()
) f(z9,91) f(z2,95) f(z2,9,) fx(z2)
fy () fy(y1) fy (y2) fy (yy) 1

Son stitun, X ’in degerleriyle birlikte X ’in marjinal olasilik fonksiyonunu; son satir, Y ’nin degerleriyle birlikte
Y ’nin marjinal olasilik fonksiyonunu verir.
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ispat.
i-inci satirin toplami Z;:l flz;y;) = ZyeD Fxv(x;y) = fx(x;) dir (Tamum 13.5); j-inci siitunun
- I X,
toplami da ayni bicimde fy (y;) dir. Biitin hiicrelerin toplami, D x v C Dy X Dy ve D, x y disinda
f =0 oldugundan Z( W)eD, fxv(z,y) = Vdir (Onerme 13.2). Son siitunun (ya da son satirin)
z, X,Y) ’

toplaminin 1 olmast Onerme 13.3'nun sonucudur.
|

1 Deger kiimesi carpim kiimesi olmak zorunda degildir

Tablo, Dy x Dy carpim kiimesinin bitiin hiicrelerini icerir; ama D,y y) bu carpimin yalnizca
bir alt kiimesidir. Rastgele vektoriin alamadig: ciftlere kargilik gelen hiicrelere 0 yazilir. Asagidaki
ornekte Dy X Dy 'nin 12 elemani varken Dy  x, )'nin yalnizca 6 elemani vardir. Tabloda sifirlarin
bulunmasi, iki bilesen arasinda siki bir bag oldugunun ilk isaretidir; bu gézlem bir sonraki béliimde
bagimsizlik kavramiyla kesinlesecektir.

Ornek 13.1 (Ug Para Atis1: Toplam Tura ve ilk iki Atistaki Tura). Diizgiin bir para iic kez atiliyor.
X, uc atista gelen tura sayisi, X, ilk iki atista gelen tura sayist olsun.

a) (X, X,) rastgele vektoriniin ortak olasilik fonksiyonunu tablo olarak olusturunuz.

b) X; ve X, nin marjinal olasilik fonksiyonlarini bulunuz.

¢) P(X; = 1) olasthigim hem dogrudan 6rnek uzaydan hem de ortak olasilik fonksiyonundan hesapla-
yiniz.

d) Ug atista gelen tura sayisiin ilk iki atigtaki tura sayisina egit olmasi olasiligini bulunuz.

Cozim.
a) Y yaziy1, T turayi gostersin. Ornek uzay
Q={YYY,YYT,YTY,YTT, TYY,TYT,TTY ,TTT}

sekiz elemanlidir ve para diizgiin oldugundan her sonucun olasilig1 %’dir. Her sonug i¢in X; (toplam
tura) ve X, (ilk iki atistaki tura) degerlerini yazalim:

w YYY YYT YTY YIT TYY TYT TTY  TTT
X, (w) 0 1 1 2 1 2 2 3
X,(w) 0 0 1 1 1 1 2 2

Buradan Dy = {0,1,2,3}, Dx, = {0,1,2} ve
D(XI,XZ) = {(07 0), (1?0)7 (17 1),(2,1), (27 2), (3, 2)}

okunur. Her ciftin olasiligy, o ¢ifti veren sonuglarin sayisinin % katidir. Ornegin

fx, x,(0,0)=P(X; =0,X,=0)=P ( {YYY}n{YYY,YYT} ) =P{YYY}) = 3’

fx,x,1,1)=P(X, =1,X,=1) = P{YTY,TYY}) = g

1

fx,,x,(2,1) = PQYTT, TYT}) fx,x,(2,2) = P({TITY}) = ¢.

:§,

D x, x,) disindaki ciftler i¢in fyx y, = 0'dir; rnegin X; = 0 iken X, =1 olamaz. Ortak olasilik
fonksiyonunun tablosu (satir ve siitun toplamlariyla birlikte) soyledir:
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X /Xy = 0 1 2 fx, (1)

0 3 0 0 3

1 5 5 0 5

2 0 5 5 s

3 0 0 z 3

fx, (z2) % % % 1
Hiicrelerin toplami #2224l — 1°dir; Onerme 13.2 saglanr.

b) Satir toplamlar1 X ’in marjinal olasilik fonksiyonunu verir:

T, 0 1 2 3
fx, (@) 5 : : §

Ornegin fx (2) = fx, x,(2,0) + fx, x,(2,1) + le,X%(2,2) =042+ % =2 Bu, Ornek 8.2'nde

bulunan ii¢ atistaki tura sayist dagilimidir: fy (z;) = (El ) 3

Siitun toplamlar1 X5’ nin marjinal olasilik fonksiyonunu verir:

Ty 0 1 2

NI

fXQ(%) % %

Bu da iki atista gelen tura sayisiun dagilimidir: fy, (xzq) = (,52 ) %. Iki marjinalin toplami da 1’dir.
¢) Dogrudan: (X; = 1) = {YYT,YTY,TYY} oldugundan P(X; = 1) = 3.

Ortak olasilik fonksiyonundan: X, nin biitiin degerleri tizerinden toplayarak (Tanim 13.5)

1 2 3
P(X,=1)= Z Ix, x,(Lwa) = fx, x,(L,0) + fx, x,(1,1) + fx, x,(1,2) = 3 + 3 +0= g

a:ZEDX2

Bu, tablodaki z; = 1 satirinin toplamu, yani fx (1) = %’dir; iki yol ayn1 sonucu verir.

d) Istenen olasiik P(X; = X,)'dir. (X; = X,) olayl, B = {(u,v) € R?: u = v} késegeni icin
( (X1, X,) € B) olayidur; Onerme 13.2 geregi BN Dix, x,) = {(0,0),(1,1),(2,2)} tizerinden top-
lanar:

[\

1 1 1
P(X,=X,) = fx, x,00,0) + fx, x,(1,1) + fx, x,(2,2) = 3 +3 33

oo

Sonu¢ sagduyuyla uyumludur: toplam tura sayisin ilk iki atistaki tura sayisina egit olmasi, i¢iincii
atisin yazi gelmesi demektir; bunun olasiligi %’dir.
]

Siirekli Rastgele Vektorler

Tek boyutta siirekli rastgele degisken, deger kiimesi sayillamayan degiskendi (Tanim 11.1); olasilik
hesabini, dagilim fonksiyonu bir yogunlugun integrali olarak yazilabilen mutlak siirekli degiskenler i¢in
yapmustik (Tanim 11.2). Iki boyutta yogunluk, diizlem iizerinde tanimli ve toplam kiitlesi 1 olan negatif
olmayan bir fonksiyondur; olasiliklar bu fonksiyonun bélgeler tizerindeki ¢ift katli integralleridir.

Tanim 13.6 (Iki Degiskenli Olasilik Yogunluk Fonksiyonu). f:R? — R fonksiyonu
(i) her (z,,7,) € R? icin f(z,,75) > 0,

@) J7 7 flzy,25) dzy dzy =1

kogullarini saghyorsa f’ye iki degiskenli olasilik yogunluk fonksiyonu denir.
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Tanim 13.7 (Siirekli Rastgele Vektor ve Ortak Yogunluk). (X, X,) bir rastgele vektor olsun. Ortak
dagilim fonksiyonu, iki degiskenli bir olasilik yogunluk fonksiyonu f yardimiyla her (z;, z5) € R? i¢in

FXI,XZ(xlamz):P(XlS$17X2S$2):/ / f(u,v) dudv

biciminde yazilabiliyorsa (X;, X,)’ye siirekli rastgele vektor (mutlak siirekli rastgele vektor) ve f’ye
(X, X,) rastgele vektoriiniin olasilik yogunluk fonksiyonu ya da X; ile X, nin ortak olasilik
yogunluk fonks1yonu denir; fx x, ile gosterilir. Yogunlugun sifirdan farkl oldugu {(azl,mQ)

Ix, x, (21,29) > 0} kiimesine yogunlugun tanim bolgesi (destegi) denir; bu kiime dizlemde sayila-
mayan bir kiimedir.

Surekli vektorlerde olasilik hesabinin biitiin pratigi tek bir ilkeye dayamir: bir bolgenin olasiligs,
yogunlugun o bolge iizerindeki integralidir. Asagidaki 6nerme bunu ve dogrudan sonuglarini toplar.

Onerme 13.5 (Siirekli Rastgele Vektorde Olasilik Hesab1). (X,Y) siirekli bir rastgele vektor ve f =
fx vy ortak yogunlugu olsun.

()a<b,c<dignPla<X<b, c<Y<d fdfbfx y) dz dy.

(ii) Her B € B(R?) icin P ((X,Y)€B)= ff fx y) dx dy.

(iii) Her (z¢,y,) icin P(X = z,,Y = yo) =0; daha genel olarak her dogru parcasinin olasiligi 0’°dir. Bu
yiizden (i) deki esitsizliklerde < ile < birbirinin ¥§rlne kullanilabilir.

(iv) f nin siirekli oldugu her (z,y) noktasinda ——- TR X (z,y) = f(z,y).

fspat

(i) Dikdortgen Bformulu (Onerme 13.1) ve Fy .~ nm integral gosterimi kullamlir. F(b,d) — F(a,
farks, fil (S fdz—[* fdr)dy= fd f fdxdy’dir. Aymi bicimde F(b,c)— F(a,c)
I f f dr dy olur. Iklsmmfarkl

d)

d b
F(b,d)—F(a,d)—F(b,c)+F(a,c):/ / f(z,y) dzdy

verir.

(ii) (i), iddiayr yari acik dikdortgenler icin ispatlar. Dikdortgenlerin sonlu ayrik birlesimleri i¢in sonug,
olasihigin ve integralin toplamsalligindan ¢ikar. Genel bir Borel kiimesine gegis, her Borel kiimesine bu
tiir birlesimlerle istenildigi kadar iyi yaklasilabilmesine ve iki tarafin da sayiabilir toplamsal olciiler
olmasina dayanir; iki olasilik olciisii B(R?) ’yi iireten dikdortgenler sinifi iizerinde ¢akisiyorsa biitiin Borel
kiimelerinde cakisir. Bu 0l¢ii teorisi sonucunu ispatsiz kullaniyoruz.

(iii) € > 0 i¢in (i) ve monotonluk geregi

Yo
PX=20,Y=yy) <Plzg—e<X<uzgy—e<Y <y, = / / fdzdy

Yo—€ Tog—€

ve € = 0 iken sag taraf 0’a gider (integrallenebilir bir fonksiyonun, alami sifira giden bolgeler
uzermdekl integrali sifira gider). Yatay bir dogru parcasi {(z,y,) : a < x < b} i¢in de aym sikistirma
fyo f fdxdy — 0 verir; dikey parca icin benzerdir. Egik bir dogru parcasi, toplam alani istenildigi
kadar kiiiik olan sonlu sayida dikdortgenle ortiilebildiginden onun olasili§i da 0’dir. Bir dikdortgenin
kenarlarini dahil etmek ya da ¢ikarmak yalnizca sifir olasilikli dogru parcalar: ekleyip cikardigindan
olasilik deg1§mez

(iv) Fx y(z,y) fy (f flu,v) du ) dv yaziminda once y’ye gore tiirev alinirsa analizin temel
teoremi a—(x Y) f - f(u y) du verir; ardindan x’e gore tiirev alinirsa ayni teoremle f(x,y) elde
edilir. Ne var ki bu ardisik tiirev alma, i¢ integralin ikinci degiskende siirekli olmasini gerektirir; bu, f’nin
yalnizca (z,y) ‘nin bir komsulugunda siirekli olmasindan ¢ikmaz. Bu yiizden hesabi dogrudan dikdortgen
formiilii iizerinden yiiriitelim: h, k > 0 i¢in Onerme 13.1 (v) ve (i) geregi

Flx+h,y+k)— F(z,y+ k)— F(x+ h,y) + F(x, 1 [ytk pzth
: = hk) ( Aad y):ﬁ f(u,v) dudv
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olur ve f’nin (x, y) deki siirekliligi geregi sag tarafh, k — 0 iken f(x,y) ye gider. Bu, tek degiskenli Fyx =
fx iliskisinin (Teorem 11.2) iki boyutlu karsiligidur.
|

Marjinal Yogunluk Fonksiyonlar:
Kesikli durumda X’in olasilik fonksiyonu, ortak olasilik fonksiyonunu y iizerinden toplayarak bulunu-
yordu. Siirekli durumda toplamin yerini integral alir.

Tanim 13.8 (Marjinal Olasilik Yogunluk Fonksiyonlar1). (X,Y) siirekli bir rastgele vektor ve fy y
ortak yogunlugu olsun.

fx(ﬁf):/ Ixy(@y)dy, z€eR; fy(y):/ fxy(@,y)dz, yeR

fonksiyonlarina sirasiyla X’in ve Y ’nin marjinal olasilik yogunluk fonksiyonlari denir.

Ortak yogunluk, tanim bélgesi disinda sifir oldugundan bu integraller pratikte yalnizca tanim bolgesinin
ilgili kesiti tizerinden alinir: fy(x) i¢in x sabitlenir ve (x,y)’nin bélgede kaldig1 y degerleri iizerinden
integral almir. Adlandirmanin hakli oldugunu, yani marjinal yogunluklarin gercekten X ve Y’nin
yogunluk fonksiyonlari oldugunu gosterelim.

Onerme 13.6 (Marjinal Yogunluklar Birer Yogunluk Fonksiyonudur). (X,Y) siirekli bir rastgele
vektor olsun. X ve'Y yogunluga sahip (mutlak siirekli) rastgele degiskenlerdir ve yogunluk fonksiyonlari
sirasiyla fy ile fy marjinal yogunluklaridir; yani her x,y € R icin

@)= [ iydu,  B(y) = / " () dv.

Ozel olarak fy > 0, fy > 0 ve f_oooo fx(x)de = f_ozo fy(y)dy = 1dir.

fy(}’) =y/2 flx, y) = xy y boyunca topla
2 2

0 1 Fxxg) = [ fixg, v) dy = 2x,
2 filx) = 2x
x boyunca topla
o) = 32 :
l x
0 Xy 1

Sekil 13.3: Marjinal yogunluk, oteki degiskeni integralle yok ederek bulunur. Ortadaki dikdortgen f(x, y) = xy

ortak yogunlugunun tanim bolgesidir; koseye dogru koyulasan gélge ve xy = sabit diizey egrileri yogunlugun

buyiidiugi yonii gosterir. X = X, diisey seridi iizerinde y'ye gére integral alininca alttaki egrinin bir noktasi,

fx(Xo) = 2%, clkar; y =y, yatay seridi iizerinde x'e gore integral almak da soldaki fy(y) = y/2 egrisinin bir
noktasini verir.
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ispat.

f=fxy yazahm. f >0 oldugundan fx(x)= ffooo f(z,y)dy > 0’dir. Onerme 13.1 (iii) geregi
Fx(z) =lim,_, ., Fx y(z,y) dir. Yogunluk gosterimini yazip negatif olmayan integrandlar igin integral
strasini degistirirsek

Fx y(z,y) :/_: /_:} f(u,v)dudvz/:o (/:o f(u,v)d’u)du

olur. y — oo iken i¢ integral artarak ffooo f(u,v) dv = fx(u)’ya gider ve limit dis integralin i¢ine alina-
bilir (artan negatif olmayan fonksiyon dizileri i¢in limit ile integral yer degistirir). Boylece

F(e) = lim Fyy(e,) = [ fy(adu
—00

Bu, X’in dagilim fonksiyonunun negatif olmayan bir fonksiyonun integrali olarak yazilabildigini soyler;

yani X mutlak sirekli bir rastgele degiskendir ve yogunlugu fx ’tir (Tamim 11.2). £ — oo alinirsa

fio [x(w)du=1lim, ,  Fx(z) =1 bulunur; bu aym zamanda [[ f =1 esitliginin integral sirasi

degistirilerek okunmasidir. Y icin ispat, degiskenlerin rolleri degistirilerek aynen yiiriir.

|

© Tamm bélgesini ¢izmeden integral sinir1 yazmaym

Siirekli vektorlerde yapilan hatalarin hemen hepsi integral siirlarindan kaynaklanir. Bir olasilik he-
saplamadan once ortak yogunlugun tanim bélgesini diizlemde ¢izin, istenen olayin bdlgesini tizerine
tarayin ve integrali yalnizca iki bolgenin kesisimi iizerinden alin. Marjinal yogunluk hesaplarken
de 2’i sabitleyip bolgeyi dikey bir dogruyla kesin; y’nin sinirlari bu kesitten okunur. Bélge bir
dikdortgense smirlar sabittir; degilse en az bir sinir 6teki degiskene baghdir.

Ornek 13.2 (Dikdortgen Uzerinde Sabit Ortak Yogunluk). X ve Y rastgele degiskenlerinin ortak
olasilik yogunluk fonksiyonu

c,0<r<2,2<y<4
Fxy(@y) = {O,diéer durumlarda
olsun.
a) fx, y nin bir olasilik yogunluk fonksiyonu olmast icin ¢ ne olmalidir?
b) X ve Y’nin marjinal olasilik yogunluk fonksiyonlarini bulunuz.
¢) P(X <1,Y < 3) olasiligmn1 hesaplayiniz ve ortak dagilim fonksiyonunu 0 < z < 2, 2 < y < 4 i¢in
yaziniz.
d) P(X +Y < 3) olasitligin1 hesaplayinz.

Coziim.

Yogunlugun tamim bélgesi D = (0, 2) x (2,4) dikdortgenidir; alan1 2 - 2 = 4’tiir.
a) fxy = 0 olmasi icin ¢ > 0 gerekir. Toplam integralin 1 olmasi kosulundan (Tanim 13.6)

0o 0o 4 2 4
1=/ / fX,Y(x,y)d:rdyz/ / cdxdy:c/ 2dy = 4c
—oo ¥ —oo 2 0 2

bulunur; 6yleyse ¢ = ;11. Bu, dikdértgenin alaninin tersidir: (X,Y), D dikdortgeni tizerinde diizgiin
dagilmistir ve D igindeki bir bolgenin olasiligl, o bolgenin alaninin D’nin alanina oranidir. Bu, daha
once gordigumiiz geometrik olasilik modelidir (Tanim 4.5).

b) 0 < z < 2 sabit olsun; (z,y) € D olmasi i¢in 2 < y < 4 gerekir. Tanum 13.8 geregi

> ‘1 1
fX(w):/ fX,Y(fE,y)dyZ/ é_ldyzi’ 0<x <2,
oo 9
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ve xz ¢ (0,2) i¢in fy(z) = 0°dir. Benzer bicimde 2 < y < 4 i¢in

f()—/Qldm—1 2<y<4
Yy_04 _27 Yy )

vey ¢ (2,4) icin fy (y) = 0. Yani

fx(x):{§,0<x<2 fy(y):{%,2<y<4

0, diger durumlarda, 0, diger durumlarda.

X, (0,2) iizerinde; Y, (2,4) tizerinde diizgiin dagilmstir. Her iki marjinalin integrali 2 - 3 = 1'dir
(Onerme 13.6).

¢) (X <1,Y < 3) olaymun bolgesi {z < 1,y < 3} ceyrek diizlemidir; D ile kesisimi (0,1] x (2, 3]
dikdértgenidir. Onerme 13.5 (ii) geregi

P(X<1,Y <3) /3/11dd L2l
S 1 S = —_— :L‘y:—- . = —.
y Jy 4 4 4

Alan yorumuyla: kesigimin alani 1, D’nin alanm 4; oran %. Bu deger Fy y(1,3)’tir. Genel olarak 0 <

r<2,2<y<4igin
v el z(y—2)
FX’Y(:B,y)z//Zdudv:—4
2 Jo

bulunur; x =1, y = 3 i¢in gergekten % cikar. Dogrulama olarak af—zaym(de) = % = fxy(x,y)dir

(Onerme 13.5 (iv)).
d) (X +Y < 3) olaymun bélgesi x + y < 3 yar1 diizlemidir. D ile kesigimini bulalm:y > 2vey <3 —
z olmasi i¢in 3 — x > 2, yani z < 1 gerekir. Demek ki kesigim

{(z,y):0<z<1,2<y<3—2z}

ticgenidir; koseleri (0,2), (1,2) ve (0, 3)’tiir. Integral

P(X+Y§3):/ / Zdyd:v:z/(3—m—2)dxzz/(1—x)dm:
0 J2 0 0

Alan yorumuyla: dik kenarlar1 1 olan ti¢genin alani 1 Drnin alan 4; oran %.

=~ =
N —
0| —
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O rx+vs3)=1/8

f=1/4 I PAX=1,Y=3)=1/4

Sekil 13.4: Dikdortgen tuizerinde sabit ortak yogunluk. Acik tarali D = (0, 2) x (2, 4) dikdortgeni

yogunlugun 1/4 degerini aldig1 bolgedir; D icindeki bir bolgenin olasilig1, alaninin 4'e oranidir. x + y

= 3 dogrusunun altinda kalan koyu ti¢ggenin alani 1/2 oldugundan (X + Y < 3) = 1/8; kesikli ¢izgilerle
smirlanan (0, 1] x (2, 3] karesinin alani 1 oldugundan P(X < 1, Y < 3) = 1/4.

Kesikli 6rnekte tabloda beliren sifirlar, iki bilesen arasinda siki bir bag oldugunu gosteriyordu; bu 6rnekte
ise tersi bir durum gozlenir: ortak yogunluk, marjinal yogunluklarin ¢arpimina esittir (411 = % . %). Bu
esitligin tesadiif olmadig1 ve “bagimsizlik” anlamina geldigi bir sonraki boliimde gosterilecektir.

Alistirmalar

Alistirma 13.1 (Rastgele Vektorler ve Ortak Dagilimlar Uzerine). a) Diizgiin bir zar iki kez atiliyor.
X gelen sayilarin en kii¢iigii, Y en bityiigii olsun. (X, Y') nin ortak olasilik fonksiyonunu formiille yaziniz,
marjinal olasilik fonksiyonlarmni bulunuz ve P(X =Y) ile P(Y — X < 1) olasiliklarini hesaplayiniz.

b) X ve Y rastgele degiskenlerinin ortak olasilik fonksiyonu = € {1,2,3}, y € {1,2} icin fx y(z,y) =
k zy olsun. k sabitini, marjinal olasilik fonksiyonlarini ve P(X + Y < 3) olasiligini bulunuz.

c) Ornek 13.1'taki (X, X,) vektori icin Fy y (1,1) ve Fx y (2,0) degerlerini bulunuz. Ardindan
P0< X; <2,0< X, <1) olasiligint hem dikdértgen formiilityle hem de tablodan dogrudan hesap-
layip kargilagtiriniz.

d) (X,Y) rastgele vektériiniin ortak dagilim fonksiyonu z > 0, y > 0 i¢in Fy y (z,y) = (1 —e™®)(1 —
e Y), diger durumlarda 0 olsun. Marjinal dagilim fonksiyonlarni, ortak yogunluk fonksiyonunu ve P(1 <
X <2,0 <Y <1) olasihifini bulunuz.

e) X ve Y’nin ortak yogunlugu 0 <z < 1,0 <y < 2 icin fy y(=,y) = k xy, diger durumlarda 0 olsun.
k’y1, marjinal yogunluklari, P(X < %, Y <1)ve P(X +Y < 1) olasiliklarimi bulunuz.

f) X ve Y’nin ortak yogunlugu 0 < z <y < 1 icin fy y(z,y) = 2, diger durumlarda 0 olsun. Bunun
bir yogunluk fonksiyonu oldugunu gésteriniz, marjinal yogunluklari bulunuz ve P(Y > 2X) olasilifin
hesaplayiniz.

Coziim.

a) Ornek uzay {1, ..., 6}?’nin 36 elemanu esit olasiliklidir. z < y olan bir (z, y) cifti iki sonugtan ((z, y)
ve (y, )) gelir; = = y cifti tek sonugtan gelir; x > y olamaz. Oyleyse z,y € {1, ...,6} i¢cin
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13.5 Alistirmalar 205

%, <y
—J1 . _
fX,Y(fﬂyy) =\ T=Y
0, z>y.
Marjinaller: z sabitken y € {z,z + 1, ...,6} oldugundan
1 2 13 — 2z

= =1,.
fX(x) 36 + (6 )36 36 ’ T ’ ,67
y sabitken z € {1, ..., y} oldugundan
1 2 _2y-—1
= — —1)— =1,..,6.

Saglama: Z (13 —2z) =78 — 42 =36 ve ZG ,(2y —1) = 36. Olasihiklar: P(X =Y) =6 - > =
(Y —6X< 1) olaylw—yolanﬁglftlley—x—i—lolan5<;1fttenolu§ur PY-X<1)=£+5-

S%IM‘”'H
|

233: 2%7 kzy = k(14 2+ 3)(1+2) = 18k = 1 oldugundan k = ;. Marjinaller:

L1+2+3) =

=1,2.
18 Y )

fX(x) ( +2) Ea 56217273; fY(y):

18
X 4+Y < 3kosulunu saglayan ciftler (1,1), (1,2), (2,1)’dir:

14242 5
PX+Y<3)=—"—"=—.
(X+¥ <3) 18 18
c) Tabloyu kuHanahm Fy x, (1 1) P(X; <1,X, <1)degeri,z; € {0,1} vez, € {0,1} hiicrele-
r1n1n toplam1d1r $4+0+:+2=1Fy x,(2,0), 21 € {0,1,2}, 25 = 0 hiicrelerinin toplamudur: £+
lyo=1.
ledortgen formiili i¢in ayrica F(2,1)=3+0+3+240+2=23 FO,1)=%4+0=1% ve
F(0,0) = § gerekir. Onerme 13.1 (v) ile

1

3
PO<X, <2,0<X, <1)=F2,1) = F0,1) = F2,0) + F(0,0) =5 — o — 2 +

Dogrudan: olay z; € {1,2}, z, = 1 hiicrelerinden olusur; f(1,1)+ f(2,1) = 2+ 2 = 1. 1ki yol
uyusur.

d) Onerme 13.1 (iii) ile x>0 i¢in Fy(z) =1lim, , (1—e®)(1—e¥)=1—¢e"* x <0 icin 0;
simetriyle B, (y) = 1 — e ¥ (y > 0). Ortak yogunluk karma tiirevdir (Onerme 13.5 (iv)): z,y > 0 i¢in

82
fxy(z,y) = 92 0y [A—e®)(1—e¥)]|=e"e?= e~ (@),

diger durumlarda 0. Bunun negatif olmadig1 ve fooo fooo e @t drdy=1-1=1 oldugu goriiliir.
Dikdértgen formuliiyle

PA<X<20<Y<1)=F(21)—F1,1)— F(2,0)+F1,0)=(1—e2)(1—el)—(1—e1)2—0+0.
(1 — e 1) ortak carpani alinirsa sonug su degere iner:

I—eH)[Q-e?)-Q-el)]=0-el)(e " —e?)
=et(1—e1)2~0,147.

Ayni sonug f f e~ (#+y) d:z: dy = (e7! —e72)(1 — e !) integralinden de ¢ikar.

) f f kxy dr dy=Fk-%-2=k oldugundan k= 1. Marjinaller: 0 <z <1 igin fx()
f% Ty dy =2r; 0<y< 2 icin fy(y) = fl rydz = ¥; bolge disinda 0. Saglama: f 2z dr =
fo Ldy=1.

I
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206 Boliim 13. Rastgele Vektorler ve Ortak Dagilimlar

1
2 16

| =

1 1 p1/2 dad
P(X<>Y<1)= zydedy =
(x<3 ) // ydedy

(X +Y < 1) olayin bolge ile kesisimi 0 < z < 1,0 < y < 1 — z ii¢genidir:

1 pl-z 1 2 1
2(1—z) 1 1,1 2 1y 1
P(X+Yg1):// a:ydydx:/—dwz—/(x—2x2+x3)daj:— —— -+ =)=
o /s . 2 2 J, :(273%1)" =

f) Tanim bolgesi, koseleri (0,0), (0,1), (1,1) olan ticgendir; alam %. f >0 ve [[ f=2-
oldugundan f bir yogunluk fonk31yonudur Marjinaller: 0 < z < 1 sabltken y € (z,1) oldugundan
fx(z f 2dy = 2(1 —1);0 < y < 1sabitkenz € (0,y) oldugundan fy (y fy 2dz = 2y; bolge
d1§1nda0 Saglama f 2(1—2)dz =1, f 2ydy = 1.

(Y > 2X) olayi icin bolgede 2r <y < 1 olmaly; bu, z < 5 L gerektirir (y > 2 zaten y > i saglar).
Oyleyse

( ) 1/2 1 1/2 ( ) 12 1 1 1
PY>2X:/ /Qdyd:vz/ 21 —2z)de =2 |z —x =2(-—-)=-.
0 2x 0 [ ]0 (2 4)

Alan yorumuyla: y = 2z dogrusu iicgeni, alanlar: § olan iki parcaya béler; istenen olasilik 2 - § = 3’dir.

Ortak dagilimi bilmek, iki rastgele degiskenin birlikte davranisini bilmek demektir; bir sonraki boliimde
bu bilgiyi iki soruya yo6neltiyoruz: ortak dagilim ne zaman marjinallerin ¢carpimidir ve biri gozlendiginde
6tekinin dagilimi nasil giincellenir: Bagimsiz Rastgele Degiskenler ve Kosullu Dagilimlar.
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14.1

14. Bagimsiz Rastgele Degiskenler ve
Kosullu Dagilimlar

Rastgele Vektorler ve Ortak Dagilimlar b6liimiinde iki rastgele degiskeni bir arada ele almay1 6grendik:
ortak olasilik (yogunluk) fonksiyonu vektoriin tagidig: biitiin olasilik bilgisini igerir; marjinal fonksiyonlar
ise bu bilgiden tek bir bilegene ait olani siizer. Ortaktan marjinale ge¢is her zaman miimkiindiir. Ters yon
ise genel olarak mimkiin degildir: ayni marjinallere sahip pek cok farkli ortak dagilim vardir, dolayisiyla
marjinaller bilinince ortak fonksiyon geri kurulamaz.

Bu béliimde bu boslugu dolduran iki kavramu inceliyoruz. Birincisi bagimsizlik: ortak fonksiyonun
marjinallerin carpimina esit oldugu, yani bir bilesenin aldig1 degerin 6teki bilesen hakkinda hicbir bilgi
tagimadig1 6zel durum. Ikincisi kosullu dagilim: bir bilesenin degeri bilindiginde 6teki bilesenin dagili-
minin nasil giincellendigini anlatan nesne. Bu ikisi birbirinin aynas1 gibidir: kosullu dagilim marjinale
esitse bagimsizlik vardir; bagimsizlik varsa kosullu dagilim marjinale esittir.

Kesikli durumda kosullu olasilik fonksiyonu, kosullu olasilik taniminin dogrudan sonucudur; siirekli
durumda P(X = z) = 0 oldugundan kosullu yogunluk 6nce bir limit diigiincesiyle gerekgelendirilir,
sonra tanim olarak konur. Bolimiin ikinci yaris1 bu araclar: kesikli ve siirekli 6rneklerde kullanir.

Bagimsiz Rastgele Degiskenler

Iki olayin bagimsizligini (Tanim 7.1) P(A N B) = P(A) P(B) esitligiyle tanimlamistik. Rastgele degis-
kenler icin ayni fikri kullanacagiz: X, ’in degeriyle ilgili her olay, X, nin degeriyle ilgili her olaydan
bagimsiz olsun. Bu istegin ortak fonksiyon diliyle karsilifi, ortak fonksiyonun marjinallerin carpim
olmasidir.

Tanim 14.1 (Bagimsiz Rastgele Degiskenler). (X, X,) bir rastgele vektor olsun.
(1) Siirekli durum. (X, X,) siirekli bir rastgele vektor (Tanim 13.7), ortak olasilik yogunluk fonksiyonu
fx,,x, ve marjinal olasilik yogunluk fonksiyonlar1 fx , fx, olsun. Her (71,25) € R? igin

le,X2 (z1,2,) = le (z1) sz €2

ise X, ve X, siirekli rastgele degiskenlerine bagimsiz denir.
(2) Kesikli durum. (X, X,) kesikli bir rastgele vektor (Tanim 13.3) olsun. Her (7, z5) € R? igin

P(Xy) =12,,Xy =12,) = P(X; = 2,) P(X, = 1,), yani le,XZ(xlamz) = fxl(%) fX2<x2)

ise X, ve X, kesikli rastgele degiskenlerine bagimsiz denir.
Bagimsiz olmayan rastgele degiskenlere bagimli denir.

Tanimdaki esitlik her noktada istenir; yalnizca ortak fonksiyonun pozitif oldugu noktalarda degil. Ortak
fonksiyon bir noktada sifir oldugu halde marjinallerin ¢arpimi orada pozitif olabilir; béyle bir nokta
bagimsizlig1 tek basina bozar. Asagidaki iki gozlem, bagimsizli1 ¢cogu 6rnekte hesap yapmadan gérmeyi
saglar.

Acik Matematik - acik-matematik.com 207 CC BY-NC-SA 4.0


rastgele-vektorler-ve-ortak-dagilimlar.qmd
https://acik-matematik.com
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.tr
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© Bagimsizhig hizli gormek: carpanlara ayrilma ve destek

f = fx,y ortak olasilik (yogunluk) fonksiyonu olsun; D = {(z,y) : f(x,y) > 0} kiimesine ortak
fonksiyonun destegi diyelim.
Carpanlara ayrilma. Her (z,y) € R?i¢in f(x,y) = g(z) h(y) olacak bigimde negatif olmayan g ve

h fonksiyonlar1 varsa X ve Y bagimsizdir. Gergekten, ¢, = [ gve ¢, = [ hdersek fx(z) = g(z) ¢y,

fy(W) =hy)c, ve 1= [[ f=c,e, olur; dolaywsiyla fx(z)fy (y) = g(x)h(y) = f(z,y) (kesikli
durumda integraller yerine toplamlar). g ve h’nin marjinallerin kendisi olmas1 gerekmez.

Destek carpim biciminde olmali. X ve Y bagimsizsa D = Dy x Dy olmak zorundadir; ¢linki
f=Ffxfy ise f(z,y) > 0 olmasi tam olarak fy(x) >0 ve fy(y) > 0 olmasi demektir. Oyleyse
destegi carpim kiimesi olmayan, 6rnegin tiggen bir bdlgede pozitif olan ortak yogunluga sahip
degiskenler bagimsiz olamaz: iiggenin disinda ama marjinallerin ikisinin de pozitif oldugu bir (z, y)

noktasinda f(z,y) = 0 # fx(z)fy(y) olur.

carpim kiimesi: bagimsiz olabilir carpim kiimesi degil: bagimsiz olamaz
y y
S y) = g(x) h(y) kesitler farkli: (0, x), (0, x')
her x i¢in kesit (c, d): esit ynin araligs x'e bagh

Sekil 14.1: Destek olciitii. Solda destek D = [a, b]x[c, d] bir carpim kiimesidir: x ne olursa olsun diigey

kesit ayni (c, d) araligidir; yogunluk g(x)h(y) biciminde carpanlara ayrilabilir, yani X ve Y bagimsiz

olabilir. Sagda destek t¢gendir: kesit (0, x), x bityiiditkce uzar; y'nin araligl x'e baghdir. Késegenin

iistiindeki ici bos noktada f= 0 iken iki marjinal de pozitiftir, dolayisiyla f# fx fy: degiskenler bagimsiz
olamaz.

Bagimsizlik tanimu ortak fonksiyon {lizerinden verildi. Ayni 6zellik ortak dagilim fonksiyonuyla (Tanim
13.2) da yakalanabilir; bu, kesikli ve siirekli durumu tek bir ifadede birlestirir.

Onerme 14.1 (Bagimsizligin Dagilim Fonksiyonuyla Karakterizasyonu). (X,Y) kesikli ya da
stirekli bir rastgele vektor; Fx y ortak dagilim fonksiyonu, Fy ve Fy, marjinal dagilim fonksiyonlari olsun.
X veY ’nin bagimsiz olmast igin gerek ve yeter kosul, her (x,y) € R? icin

FX,Y(‘T? y) = Fx(z) Fy(y)
olmasidir.

ispat.
Gereklilik. X veY bagimsiz olsun. Siirekli durumda ortak dagilim fonksiyonunun tanimi ve bagimsizlik
geregi

Fyy(z,y) = //fx ) fy(t dtds—(/ fxls )(/ Frt dt) Fy() Ry (y)

olur. Kesikli durumda integraller yerine s < x, t < y tizerinden toplamlar yazilir; ¢arpanlara ayirma
aymidir.
Yeterlilik. Her (x,y) icin Fx y-(x,y) = Fx(z)E(y) olsun.
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14.1 Bagimsiz Rastgele Degiskenler 209

Kesikli durum. € Dy, y € Dy ve h > 0 olsun. (x — h, z] x (y — h,y] dikdértgenine diisme olasilig1,
ortak dagilim fonksiyonunun kése degerlerinin isaretli toplamidir:

Blz—h<X<zy—h<Y <y)=Fxy(z,y) — Fxy(@—hy) —Fxy(@y—h)+Fxy(@—hy—h).
Carpim bicimini yerine yazip diizenlersek
Pa—h<X<zy—h<Y<y) =[F(z)—Fx(z—h)|[FKy)—FKy—h)]=Pe-h<X<z)Py—h<Y<y)

elde edilir. h — 0% iken dikdortgenler azalarak {(x,y)} noktasina iner; olasilik élgiisiiniin azalan dizi-
lerdeki siirekliligi (Teorem 3.5) geregi sol taraf P(X = z,Y = y) ye, sagdaki ¢arpanlar P(X = x) ve
P(Y = y)’ye yakinsar. Béylece P(X = z,Y =y) = P(X = z) P(Y = y) olur.
Sirekli durum. Ortak yogunluk, oréak dagilim fonksiyonunun karma ikinci tiirevidir: fx y 'nin siirekli
oldugu her noktada fx v (z,y) = 885—’5;/(35, y) olur. Carpim bigimini tiireviersek

2
S [ B By0) | = Fe) B ) = £x) o)

bulunur (Teorem 11.2). Yogunlugun siireksiz oldugu noktalar olasilik hesaplarini etkilemez; ortak yogunluk
bu noktalarda da marjinallerin carpimi olarak secilebilir. Demek ki fx y = fx fy, yani X veY bagim-
sizdir.

]

Bagimsiz X ve Y alahm. Her A, B € B(R) icin P(X € A,Y € B) = P(X € A) P(Y € B) olur; bu,
carpim bicimindeki fonksiyonun A x B iizerindeki integralinin (toplaminin) carpanlara ayrilmasidir.
Bagimsizligin ilk uygulamasi, tek tek bilinen dagilimlardan ortak dagilimi kurmaktir: bagimsiz degisken-
lerin ortak yogunlugu marjinallerin ¢arpimidir.

Ornek 14.1 (Bagimsiz Parcalarin Omiirleri). Belli bir parcanin tiikeninceye kadar gecen omrii (yil
olarak),

f(a) = {%ef”/?’,w 0

0, diger durumlarda
olasilik yogunluk fonksiyonuna sahip olsun. Birbirinden bagimsiz ¢alisan boyle iki parcanin 6miirleri

sirasiyla X ve Y rastgele degiskenleriyle gosterilsin. P(X > 1,Y > 1) ve P(X + Y > 2) olasiliklarin:
hesaplayiniz.

Coziim.
Ortak yogunluk. X ve Y bagimsiz ve her ikisi de f yogunluguna sahip oldugundan (Tanim 14.1)

Le—(@tv)/3 2> 0,y >0

Fry(@,y) = f(z) F(y) = {

0, diger durumlarda.

Birinci olasilik. (X > 1) ve (Y > 1) olaylar1 bagimsiz oldugundan

2
1
PX>1,Y>1)=P(X>1)P(Y >1) = (/ 3 ee/3 dm) = (e—1/3)2 =e 2% ~0,5134.
1

Ikinci olasilik. Tiimleyen olay1 hesaplamak daha kolaydir. (X +Y < 2) olayiz > 0,y > 0,z +y <
2 tiggen bolgesine karsilik gelir:

2 2—x
1
PX+Y<2)= / / 5 e = H/3 dy da.
0 0

I¢ integral
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2—x
/ %e—m/3e—y/3 dy — %e—w/B . 3(1 _ e—(2—z)/3) — (e—a:/B _ e—2/3>
0

W =

olur. Dis integral

21—3 2 a3 a3y _ 2 o 5 a3
PX+Y <2) = —e3dr —Ze /:(1—6 /)——e B =1—2-e23,
0 3 3 3 3
Boylece
5
P(X+Y22):1—P(X+Y<2):§e‘2/3z0,8557.
]

14.2 Kosullu Dagilimlar

Kosullu olasilik (Tanim 6.1), bir B olaymin gerceklestigi bilindiginde olasilik 6l¢iisiiniin nasil giincellen-
digini soyler: P(A | B) = P(AN B)/P(B). Ay fikri bir rastgele vektoriin dagilimina uygulayacagiz:
(X7, X5) vektoriiniin bir A bélgesine diistiigii biliniyorsa vektoriin dagilimi ne olur?

Tanim 14.2 (Rastgele Vektériin Kogullu Dagilimi). (Q, U, P) olasilik uzayinda tanimh (X, X,) iki
boyutlu rastgele vektoriniin olasihk dagilumi F | x, ) olsun (Teorem 13.1). A € B(R?) ve Fx y,)(A) >
0 olsun. B € B(R?) icin

Fx,x,)(ANB) P ((X;,X,) €ANB)
P(XI,XZ)(A) P ( (X1,X,) € A)

P(XI,XQ)(B | A) =

ile tanimlanan B Fx x )(B|A) olasilik ¢lciisiine, (X, X,) € A verilmisken (X;,X,) rastgele
vektoriiniin kosullu dagilimi denir.

Fx, x,) bir olasilik 6l¢iisii oldugundan, A’ya gore kosullu olasilig1 da B(R?) iizerinde bir olasilik 6lgii-
stidiir. En ¢ok kullanilan 6zel durum A = R X {z,}, yani “X, = z, verilmisken” kosuludur. Bu kosulun
olasiligl P(X, = x,) kesikli durumda pozitif olabilir; siirekli durumda ise her zaman sifirdir. Tki durumu
ayr1 ayr1 ele aliyoruz.

14.2.1 Kesikli Durum: Kosullu Olasilik Fonksiyonu

Kesikli bir rastgele vektérde X, = 2, olaymm olasiig1 fx, (z5) marjinal degeridir ve x, € Dy, icin
pozitiftir. Oyleyse kosullu dagilim tanimi dogrudan uygulanir ve sonug tek degiskenli bir olasilik fonksi-
yonudur.

Teorem 14.1 (Kosullu Olasilik Fonksiyonu). (X, X,) kesikli bir rastgele vektér ve ortak olasilik
fonksiyonu fx x_olsun. P(Xy = x5) # 0 olan bir z, igin, Xy = x4 verilmisken X, rastgele degiskeninin
kosullu dagiliminin olasilik fonksiyonu (kisaca kosullu olasilik fonksiyonu)

P(X; =z, Xy = ) _ fXI,X2(I17x2)
P(X, = z,) fxz(f%) ’

Ix| Xy, (T1) = P(Xy =21 | Xy =2,) = z; € Dy |x,

=,

dir; burada Dx |x, o, = {xl € Dx, : fx, x, (zq,25) > 0} kosullu dagilimin deger kiimesidir. Benzer
bicimde, P(X, = z,) # 0 olan bir z; i¢in X, = x, verilmisken X, nin kosullu olasilik fonksiyonu

le,X (z1,75)
Xy x,=a, (T2) = P(Xy =25 | Xy = 3y) = —H 2 ——, Ty € Dx X =,

le (1)
dir.

ispat.
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A =R x {z5} alalim; bu kiime kapali oldugundan B(R?) ye aittir (Tanim 2.5) ve
Fx x)(A) =P ((X;,X,) ERx{z,} )= P(X, =1,) = fx,(z5) >0

oldugundan Tanim 14.2 uygulanabilir. X, ’in z, degerini almasi olay1 B = {z,} x R kiimesine karsilik
gelirve AN B = {(z,,z,)} tek noktadir. Oyleyse

P(X, =x,,Xy = x5) Fx, x,(T1,23)
P B|A)= = '
(x,.x,) (B[ 4) P(X, = x,) fx,(@2)

Sol taraf, olaylar igin kosullu olasilik tanimi geregi tam olarak P(X, = z, | X, = x,) dir. Bu deger
Ty & Dx |x,—s, icin sifirdir; pozitif oldugu noktalar tam olarak Dy |x,_,, kiimesidir. Fonksiyonun bir
olasilik fonksiyonu oldugu asagida Onerme 14.2'nde gésterilecektir; dolayisiyla kosullu dagilim, olasilik
fonksiyonu bu olan kesikli bir dagilimdr. Tkinci formiil, rollerin degistirilmesiyle ayni bicimde elde edilir.
|

Pratikte ortak dagilim tablosunda x,, siitunu alinir ve her say1 siitun toplamina béliintr. X ile ilgili kosullu
olasiliklar bu fonksiyondan toplamla hesaplanir:

P(X, €B|X,=1,) = Z Ix 1 x,=2,(%1)-

xleBﬂDXﬂX2:m2

Siirekli Durum: Kosullu Yogunluk Fonksiyonu

Siirekli bir rastgele vektérde P(X, = z5) = 0 oldugundan Tanim 14.2 dogrudan uygulanamaz. Yine
de “X, = x4 verilmigken X;’in dagilimi” sorusunun anlaml bir yaniti vardir; ona bir limitle ulagilir.
fx,(x3) > 0ve h kiigiikken (z, < Xy < x5 + h) olaymnn olasilig: pozitiftir ve

Fy x,(T1,05 +h) = Fx x, (z1,25)
Fy, (zy +h) — Fx (z5)

PX, <z |z <Xy<zy+h)=

OFx, x,

olur. Pay ve payda h’ye béliiniip A — 0% alinirsa pay a2 (g, g) = f:o fx, x,(t,xy) dt’ye, payda

fx, (z3)’ye gider. Limit

1 fx, x,(t T2)

d
oo fx2 (z3) !

olur; bu, z;’in fonksiyonu olarak bir dagilim fonksiyonudur ve yogunlugu integralin i¢indeki ifadedir. Bu
gozlem asagidaki tanimu gerekcelendirir.

Tanim 14.3 (Kosullu Olasilik Yogunluk Fonksiyonu). (X, X,) siirekli bir rastgele vektor, ortak
olasilik yogunluk fonksiyonu fy . , bu fonksiyonun pozitif oldugu bdlge D ve marjinal yogunluklar

fx,> fx, olsun. fx (x5) # 0 olan bir z, icin
le,XZ(zlva)

Fx Xy, (@) = 4 TxalE) 1S Dx,1x,~s,
0, diger durumlarda

fonksiyonuna X, = z, verilmigsken X rastgele degiskeninin kosullu olasilik yogunluk fonksiyonu
(kosullu marjinal olasilik yogunluk fonksiyonu) denir. Burada

Dy |x,=2, = {z1 €R: (21,7,) € D}
kiimesi, D bélgesinin z, yiiksekligindeki yatay kesitidir. Benzer bicimde, fy (z;) # 0 olan bir z; i¢in
le,Xz(mlva)

fXZ‘Xlzwl (x2) = W, 1'2 e DX2|X1:171
0, diger durumlarda
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fonksiyonuna X; = z; verilmisken X,’nin kosullu olasilik yogunluk fonksiyonu denir;
Dy, x,-2, = {22 € R: (z,,2,) € D}, D'nin z, apsisindeki diisey kesitidir.

Siirekli durumda X ile ilgili kosullu olasiliklar, kosullu yogunlugun integraliyle tanimlanir:

P(X, € B| X, =1,) :/ Ix, Xz, (T1) dTy.
B

En sik yapilan yanlis, integral sinirlarini kosullu deger kiimesine gére kisitlamamaktir. X, = z, verildi-
ginde X yalmzca D’nin o kesitindeki degerleri alabilir; kesitin diginda kogullu yogunluk sifirdur.

ortak yogunluk ve x = x, kesiti kosullu yogunluk le X-=x,
y
flx,)=1x0<y<x<1 fY‘X:xo(y): %o
1/x,
(0, x;) tizerinde
kesit / fy(x,) 14 diizgiin
——

fx(x()> =1

alan =1

kesit disinda 0

Sekil 14.2: Kosullu yogunluk, ortak yogunlugun bir kesitidir. Solda flx, y) = 1/x yogunlugunun ii¢gen

destegi ve x = x, apsisindeki kalin diisey kesit (0, x,) goriiliir. Bu kesit tizerindeki degerler fx(x,) = 1 marji-

naline boliniince sagdaki kogullu yogunluk ¢ikar: (0, x,) Gizerinde sabit 1/x,, kesit diginda 0. Dikdértgenin
alan 1'dir; X = x, verilmigken Y, (0, x,) Gizerinde diizgiin dagilir.

Kesikli ve siirekli tanimlar ayni kaliba uyar: kosullu fonksiyon, ortak fonksiyonun sabit tutulan degiskene
ait marjinale bolinmesidir. Dogal soru, bolme sonucunda gercekten bir olasilik (yogunluk) fonksiyonu
elde edilip edilmedigidir.

Onerme 14.2 (Kosullu Fonksiyonlar Olasilik (Yogunluk) Fonksiyonudur). (a) (X, X,) kesikli bir
rastgele vektor ve fx (z5) > 0 olsun. fx |x, deger kiimesi Dy |x,—,, olan bir olasilik fonksiyonudur:
negatif degildir ve

=Ty’

Z le‘Xzzftz(xl) =1

z1€Dx | Xy=ay

(b) (X1, X,) siirekli bir rastgele vektor ve fx () >0 olsun. fx x, _, bir olasilik yogunluk fonksiyo-
nudur: negatif degildir ve

oo
/ fxl\szz(%)d% =1

Ayni sonuglar fX2|X1 i¢in de gecerlidir.

=z,

ispat.
(a) Pay f Zq,%q) > 0 ve payda fy (z5) > 0 oldugundan boliim negatif degildir. Marjinal olasilik
YIx,,x,\%1, T2 payaa fx, (To g 8 g
fonksiyonunun tanimi (Tanim 13.5) geregi fx, (z5) = - Dy fx, x, (1, 22) olur ve toplama yalnizca
1 1

fx, x,(®1,22) > 0 olan terimler, yani Dx |x__, ’dekiler katki verir. Oyleyse
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B 1 T z) = sz(xz) .
Z Ix,1x,=a, (€1) = T (@) Z fx, x,(@1,35) = Tx. () =1

T
T1EDxX ) |Xp=ay 2 T1EDX ) |Xp=ay

(b) Negatif olmama ayni nedenle agiktir. Marjinal yogunlugun tanimi (Tanmim 13.8) geregi fx_ (x5) =
szo Ix, x, (21, z5) dxy olur; integrale yalnizca Dx | x,-, kesiti katku verir. Oyleyse

sz €2
fX2 (z2)

1

/ Ix,x,=a, (T1) dzy = m/ Ix, x, (%1, 29) dzy =
—0co 2 D

=1

X1|Xg=x9o

Ix,|x,==, i¢in ispat, rollerin deistirilmesiyle ayni bicimde yapilir.
|

1 Carpim kurali: kosullu ile marjinalden ortaga

Kosullu fonksiyonun tanimi ters gevrilirse ortak fonksiyon geri elde edilir:
le,X2 (T1,25) = le (1) fX2|X1:ml (z2) = fX2 (z2) le\Xz,:acZ (z1).

Bu, olaylar i¢in ¢arpim kuralinin (P(A N B) = P(B) P(A | B)) rastgele degiskenlerdeki karsiligidur.
Iki asamali deneylerde ortak dagilim ¢ogu zaman bu yoldan kurulur: énce X ’in dagilimy, sonra X; =
x, verilmigken X,’nin dagilimi yazilir ve ikisi carpilir. Girigte sozii edilen “marjinallerden ortaga
doniis” sorununda eksik olan bilgi, kosullu dagilimdir.

Bagimsizlik ile Kosullu Dagilim Arasindaki iliski

Bagimsizlifin sezgisel anlami, “X’in degerini bilmek Y hakkinda bilgi vermez” idi. Kosullu dagilim ise
tam olarak “X’in degeri bilindiginde Y nin dagilimi”dir. Oyleyse bagimsizlik, kosullu dagilimin kosuldan
etkilenmemesi, yani marjinale esit kalmasi demek olmalidir.

Teorem 14.2 (Bagimsizlik ve Kosullu Dagilimin Marjinale Esitligi). (X,Y) kesikli ya da siirekli
bir rastgele vektor olsun. Asagidaki ii¢ ifade birbirine denktir:

(i) X veY bagimsizdir.

(ii) fx(z) > 0 olan her x ve hery icin fyx_,(y) = fy(y) olur; yani X = x verilmisken Y 'nin kosullu
dagilimi'Y 'nin marjinal dagilimina esittir.

(iii) X = z verilmisken Y ’nin kosullu dagiimi z’e bagh degildir; yani fx(x) > 0 olan her x igin
fyix=2(y) = g(y) olacak bicimde yalniz y’ye bagh bir g fonksiyonu vardur.

Ayni denklikler X ile Y "nin rolleri degistirilerek de gecerlidir: bagimsizlik, fxy_, = fx olmasina denktir.

ispat.
()= (ii). X veY bagimsiz olsun; fx(x) > 0 olan bir z alalim. Kosullu fonksiyonun tanimi ve bagimsizlik
geregi

_Ixy(®y)  fx(@) fr(y)
fY|X:m(y) - fX(m) - fX(x)

= fy(y).

(ii) = (iii). g = fy alinirsa (iii) saglanir.

(iii) = (i). fx(z) > 0 olan her z icin fy|x_,(y) = g(y) olsun. Kosullu fonksiyonun tanimindan, bu
z’ler igin fx v (z,y) = fx(x) g(y) olur. fx(x) =0 olan x’lerde ise fx y(x,y) = 0 alinabilir: kesikli
durumda © ¢ Dy oldugundan bu kesindir; siirekli durumda f_ozo fxy(®,y)dy =0 ve fx > 0%dm

yogunlugun sifir olasilikly bir kiimede degistirilmesi de olasilik hesaplarini etkilemez. Simdi g’yi bulalim;
kesikli durumda

@) =Y fxy@y) =g@) > fx(z)=g),

€Dy r€Dy
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siirekli durumda ayni hesap integralle yapilir: fy (y) = szo fx () g(y) dx = g(y). Demek kig = fy ve

her (z,y) icin fx v (z,y) = fx(x) fy(y): fx(x) > 0ise bu, g = fy ile elde edilen esitliktir; fx(z) = 0
ise iki taraf da sifirdir. Tanim 14.1 geregi X veY bagimsizdir.
]

Pratik sonug: bir 6rnekte kosullu fonksiyon kosula bagli cikiyorsa degiskenler bagimlidir; bagimsiz oldugu
bilinen degiskenlerde ise kosullu olasiliklar dogrudan marjinalle hesaplanir.

Kesikli Ornekler

Tablodan kosullu olasilik fonksiyonu elde etmek icin ilgili satir ya da stitun kendi toplamina béliiniir;
bagimsizlik, her hiicrenin satir ve siitun toplamlarinin ¢carpimina esit olup olmadigina bakilarak sinanir.

Ornek 14.2 (U¢ Para Atisinda Kosullu Dagilim). Diizgiin bir para ii¢ kez atiliyor. X; ii¢ atista gelen
tura sayisini, X, ilk iki atigta gelen tura sayisimi gostersin. (X, X,) rastgele vektoriiniin ortak olasilik
fonksiyonu tablosu Ornek 13.1'ta 6rnek uzayin sekiz es olasilikli sonucu sayilarak kurulmustu:

T \z, 0 1 2 fxl(%)
0 : 0 0 3
Lb o
2 0§ 5 §
3 0 0 3§ %
fa@) ¢ 3 %1

(a) P(X; = 2| X, = 1) kosullu olasiligini hesaplayiniz.

(b) P(1 < X; <21 X, =1) kosullu olasiligini hesaplayiniz.

(c) X, = 1 verilmigken X; in kogullu olasilik fonksiyonunu bulunuz.
(d) X, = 1 verilmigsken X, nin kosullu olasilik fonksiyonunu bulunuz.
(e) X; ve X, bagimsiz midir?

Cozim.
(a) Teorem 14.1 geregi

I (3D 28

P(X,=2|X,=1)= ey _4/8_%.

Sezgisel aciklama: ilk iki atigta bir tura varsa toplamin 2 olmas: ti¢lincii atisin tura gelmesi demektir.
(b) X, tam say1 degerli oldugundan (1 < X; < 2) = (X, = 2) olur:

1
PU<X,<2]X,=1)=P(X;=2| X, =1)= 5.

(¢) x5 =1 sttununda pozitif hiicreler z; =1 ve z; = 2 satirlarindadir; kosullu deger kiimesi
Dy, x,-1 = {1, 2} dir. Siitundaki sayilar1 siitun toplamu fx_(1) = 2’e bélersek

bulunur. Toplam 1’dir (Onerme 14.2).
(d) z; = 1 satirinda pozitif hiicreler z, = 0 ve z, = 1 siitunlarindadur; satir toplamu fx (1) = 3 dir:

sz“Xl:l(O) = % = %a fXZ\Xlzl(l) = Z_Z = ;

Ug atistaki tek tura, % olasilikla ticincii atigtadar.
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(e) Bagimsizlik icin her hiicrenin, satir ve siitun toplamlarinin ¢arpimina esit olmasi gerekir. Tek bir
hicre yeter:

2
3 .

| =

Fax00) =5 fx(0) f,0) =

Esit olmadiklarindan X; ve X, bagimsiz degildir. Destek de bunu gésterir: fx x,(0,2) = 0 oldugu
halde fx (0) >0 ve fy, (2) > 0’dir. Teorem 14.2 ile de goriiliir: (c)'deki kosullu fonksiyon, X;’in
13

marjinalinden (g, %, %, %) farklidir.
|

Ornek 14.3 (U¢ Toptan Ikisi: Toplam ve Fark). Bir kutudaki ii¢ top 1,2, 3 rakamlariyla numaralan-
mustir. Kutudan iadesiz olarak iki top cekiliyor. X cekilen toplardaki sayilarin toplamini, Y ise bu sayilarin
farkinin mutlak degerini gostersin. X ve Y ’nin ortak olasilik fonksiyonunu olusturunuz; kogullu olasilik
fonksiyonlarini bulunuz ve X ile Y nin bagimsiz olup olmadigini belirleyiniz.

Coziim.
Ornek uzay. Cekilis siras1 gozetilirse 6rnek uzay

Q= {(1a 2)7 (2’ 1)? (1)3)7 (3’ 1>a (27 3)’ (37 2)}

alt1 eg olasilikli sonugtan olusur. (1,2) ve (2,1)i¢cin X =3, Y =1;(1,3) ve (3,1) icin X =4,Y = 2;
(2,3) ve (3,2) icin X = 5, Y = 1'dir. Deger kiimeleri Dy = {3,4,5} ve Dy = {1, 2} dir.
Ortak olasilik fonksiyonu. Her (z, y) ¢ifti i¢in o ¢ifti veren sonuglar sayilir:

z\y 1 2 fx(z)
3 ;i 0 3
4 0o 2 2
5 : 0 3
fy () % % 1

Ortak fonksiyonun destegi {(3, 1), (4,2), (5,1)} kiimesidir.
Kosullu olasilik fonksiyonlar1. Y = 1 siitununu toplami %’ya bolersek

2/6 1 1
fX\Y:1(3) = ﬁ = 9 fX\Y:1(5) = 5?

Y = 2 siitununda tek pozitif hiicre vardur: fy|y_5(4) = 1. Saturlara bakarsak
fY\X:s(l) =1, fY\X:4(2) =1, fY|X:5(1) =1L

X bilindiginde Y kesin olarak belirlenir; gercekten Y, X’in bir fonksiyonudur: Y = 2 ancak ve ancak
X = 4. By, bagimsizligin tam karsit1 olan durumdur.

Bagimsizlik. fy y(3,2) = 0 oldugu halde fx(3) fy(2) = 2 - 2 = § # 0’dir. Oyleyse X ve Y bagim-
s1z degildir; kosullu fonksiyonlarin kosula bagli olmasi da ayni sonucu verir.

]

Ornek 14.4 (iki Zar: i1k Say1 ve Farkin Mutlak Degeri). Diizgiin bir zar iki kez atiliyor. X ilk
atista gelen sayiy1, Y ise ikinci atista gelen sayi ile ilk atigta gelen say1 arasindaki farkin mutlak degerini
gostersin. X ve Y nin ortak olasilik fonksiyonunu olusturunuz; marjinalleri, Y = 5 verilmigken X’in ve
X = 1 verilmisken Y nin kosullu olasilik fonksiyonlarini bulunuz; X ile Y’nin bagimsiz olup olmadigim
belirleyiniz.

Coziim.
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Kurulum. Ornek uzay, i ilk ve j ikinci atigin sonucu olmak iizere 36 es olasilikli (i,5) ciftinden
olusur; X =iveY =| j—i 'dir. Dy ={1,...,6}, Dy = {0,1,...,5}. Sabitbir z i¢in | j —z | =y
denkleminin j € {1, ..., 6} icindeki ¢6ziim sayis1 hiicreyi belirler: y = 0 igin tek ¢6ziim (j = x) vardur;
y > 1icin adaylar j = z — y ve j = & + y’dir ve bunlardan 1 ile 6 arasinda kalanlar sayilir.

Ortak olasilik fonksiyonu tablosu.

z\y 0 1 2 3 4 5 fx(x)
1 1 1 1 1 1 1 6
36 36 36 36 36 36 36
1 2 1 1 1 6
2 36 36 36 36 36 0 36
1 2 2 1 6
3 36 36 36 36 0 0 36
1 2 2 1 6
4 36 36 36 36 0 36
1 2 1 1 1 6
5 36 36 36 36 36 0 36
6 1 1 1 1 1 1 6
36 36 36 36 6 36 36
6 10 8 6 2
fy(®) 36 36 36 36 36 36 1

Ornegin z = 3, y = 2 icin adaylar j = 1 ve j = 5'tir, ikisi de gecerlidir: hiicre %. Tz =2,y =0>5Iicin
adaylar j = —3 ve j = 7°dir, hicbiri gecerli degildir: hiicre 0. Her satirin toplami %’dlr (X diizglin zarin
kendisidir); siitun toplamlar1 Y nin marjinalini verir.

Kosullu fonksiyonlar. Y = 5 siitununda pozitif hiicreler x = 1 ve z = 6’dadir; siitun toplam 3—26
oldugundan

1/36 1 1
fX\Y:S(l) = JW = DX fX\Y:S(G) = 9

X =1 satiriin biitiin hiicreleri % ve satir toplami % oldugundan

1/36 1
_ = — == =0,1,...,5.
fY|X71(y) 6/36 6’ Yy 07 ) 75

Buna karsihk X = 3 satu1 icin fyx_5(1) = % =
baghdir.

Bagimsizlik. fy y(1,5) = 3 iken fx(1) fy(5) = & - & = 145 dir. Esit olmadiklarindan X ve Y
bagimsiz degildir. Tablodaki sifir hiicreler de bunu gosterir: destek, Dy x Dy carpim kiimesinin
tamamu degildir.

3 ve fyix=3(4) = 0 olur: kosullu dagilim z’e

Ornek 14.5 (Carpim Bicimindeki Ortak Olasilik Fonksiyonu). X ve Y rastgele degiskenlerinin
ortak olasilik fonksiyonu

2 1

flz,y) =P X =2,Y=y) = (g)zﬂ (g) 2—90—74, z € {0,1},y € {0,1}

olsun.

(a) f’nin bir ortak olasilik fonksiyonu olma kosullarim sagladigini gésteriniz.

(b) X ve Y’nin marjinal olasilik fonksiyonlarini bulunuz.

(c) X ve Y bagimsiz midir?

(d) P(X =z | Y = y) kosullu olasilik fonksiyonunu olusturunuz ve P(1 < X <3 |Y = 1) olasiligim
hesaplayiniz.

Coziim.
(a) Dort deger sunlardir:
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1\ 1 2 1 2 2\ 4
10.0=(5) =5 fAO=sOy=Z-3=2  saD=(5) =5
dir. O

Hepsi negatif degildir ve toplamlar1 % + % + % + % =1 yleyse f bir ortak olasilik fonksiyonudur

(Tanim 13.4).
(b) X’in marjinali i¢in y tizerinden toplanir:
1 T+ 2—x— x 2—x z+1 1—x
2\* 1 Y 2 1 2 1
na=3(5) G -GG 6 G

Ortak carpan (%)x (%)l_w digar1 alinirsa parantez icinde % + % = 1 kalir:

=) (37 rewun

yani fx(0) = %, fx(1) = 2. f, z ile y’ye gére simetrik oldugundan ayn1 hesap Y icin de gecerlidir:

=237 veon

(c) Usleri ayirarak yazalim:

=[] [0 Q)] -

Bu esitlik Dy x Dy ’nin dort noktasinin hepsinde saglanir; tek bir noktada dogrulamak yetmez, tanim
her noktayi ister. Oyleyse X ve Y bagimsizdir: tura olasiligi % olan bir paranin iki bagimsiz atisindaki
“tura” gostergeleridir.

(d) X ve Y bagimsiz oldugundan Teorem 14.2 geregi kosullu fonksiyon marjinale esittir:

PX=21¥ =)= fevey ) = s = () (3) . zeto)

y € {0, 1} hangisi olursa olsun. Dogrudan tanimla da goriiliir: fyy_;(1) = J;fYT == =2=fx(1).
X yalnizca 0 ve 1 degerlerini aldigindan (1 < X < 3) = (X = 1)’dir:

P(ngg3|Y:1):P(X:1|Y:1):fX(1):§.

Onceki 6rnekte destek bir carpim kiimesiydi ve ortak fonksiyon carpanlara ayrildi. Simdi destegi yine
carpim kiimesi olan ama carpanlara ayrilmayan bir ortak fonksiyon gorelim: destek kosulu bagimsizlik
icin gereklidir, yeterli degildir.

Ornek 14.6 (Toplam Bicimindeki Ortak Olasilik Fonksiyonu). X ve Y rastgele degiskenlerinin
ortak olasilik fonksiyonu

flz,y) = {%’x €{1,2,3},y € {1,2}

0, diger durumlarda

olsun.

(a) X ve Y’nin marjinal olasilik fonksiyonlarini bulunuz.

(b) X ve Y bagimsiz midir?

(c) P(X =z | Y = y) kosullu olasilik fonksiyonunu olugturunuz; P(1 < X <3 |Y =1) ve P(X < 2|
Y = 1) olasiliklarini hesaplayiniz.

(d) P(Y = y | X = z) kosullu olasilik fonksiyonunu olusturunuz.

Coziim.
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Once f’nin bir olasilik fonksiyonu oldugunu gorelim: degerler pozitiftir ve

(a) X in marjinali:

2
z+y 2z+4+3
fx@)=> = =5 @e{l23}

yani fx (1) = 2, fx(2) = & = 3, fx(3) = & = 2. Y'nin marjinali:

r+y 6+3y 2+y
=) S =— =" ve{l2}

[\
—_

yani fy (1) = 2, f,(2) = 2. Ortak dagilim tablosu:

z\y 1 2 fx(@)
1 33 or
2 5oar
3 33 ar
fy(y)g_gl%l

(b) Destek {1, 2,3} x {1,2} ¢arpim kiimesidir; destek ol¢iitii karar vermez, hiicreleri sisnamak gerekir:

2 14 5 3 15
f(l’l)zﬁzma fx(l)fy(l)zﬁ'?=m.

Esit degildir; X ve Y bagimsiz degildir. Nedeni yapisaldir: = + y ifadesi g(x)h(y) biciminde ¢arpan-
lara ayrilamaz.
(c) Tarum geregi

flz,y) _ (z+y)/21 _ z+y

Dav=o(®) =300y = v ay/al  6rsy  ©C LB

y=1icin fyy_4(z) = ZHL: degerler 2,2 2.y =2 icin fyy_p(z) = Zt2: degerler <, -5, 5. Her
ikisinin toplami 1°dir ve ikisi birbirinden (ve marjinal %, 2—71, 57 den) farklidir; Teorem 14.2 bagimlilig
bir kez daha dogrular.

(1 € X < 3) olay1 X’in biitiin deger kiimesini kapsar; dolayisiyla

3
2+3+4
P(1§X§3|Y:1):ZfX|Y:1(g;):T:L
=1
Dabha bilgilendirici bir olasilik:
2 3 5
PX<2[|Y=1)= fxy1(1)+ fxy=1(2) = 3t9=o

(d) Satirlar: satir toplamina bolersek

_flzy) _ z+ty
fyix=(y) = Fe@) 2243 y € {1,2}.

Somut olarak: X = 1i¢in %, %; X = 2i¢in %, %; X = 3icin %, g. Her satirin toplami 1’dir; X biytdiikge
Y = 2 olma kosullu olasilig1 azalir.
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Siirekli Ornekler

Is akist hep aymidir: destek bélgesi gizilir; marjinaller kesitler iizerinde integralle bulunur; kosullu
yogunluk yalmizca ilgili kesit iizerinde yazilir; kosullu olasiliklar kosullu yogunlugun kesit icindeki
integralidir. Destek bolgesi bir carpim kiimesi (Dy x Dy-) degilse — 6rnegin bir tiggense — degiskenler
bagimsiz olamaz.

Ornek 14.7 (Dikdortgen Uzerinde Diizgiin Ortak Yogunluk). X ve Y rastgele degiskenlerinin ortak
olasilik yogunluk fonksiyonu

flz y):{c,0<x<2,2<y<4
’ 0, diger durumlarda
olsun.
(a) f’nin bir olasilik yogunluk fonksiyonu olmast i¢in ¢ ne olmalidir?
(b) fx ve fy marjinal yogunluklarini bulunuz. X ve Y bagimsiz midir?
(¢) fy|x=o Ve fx|y—, kosullu yogunluklarini bulunuz.
P2<Y<3|X=1,P2<Y<5|X=1)veP(2<Y <4|X =1)olasiliklarini hesaplayiniz.
(e) P(X <1,Y < 3)ve P(X +Y < 3) olasiliklarin1 hesaplayimniz.

Cozim.
(a) f > 0icin ¢ > 0 gerekir. Destek, kenar uzunluklar1 2 olan bir karedir; alani 4’tur:

oo oo 2 4 )
/ / f(ff,y)dydl”:/ / cdydr =4c=1 = c=-.
—o0 Y —o0 0 Y2 4

(b) Sirasiyla0 < z < 2ve 2 < y < 4 igin

IS
8

1 .
2

)

NG

1 1 2

bu araliklarin diginda marjinaller sifirdir. X, (0, 2) iizerinde; Y, (2, 4) iizerinde diizgiin dagilmigtir. Her
(z,y) icin f(z,y) = fx(z) fy(y) saglanir: destek karesinin icinde ; = 1 - £, disinda iki taraf da 0°dur.

Oyleyse X ve Y bagimsizdur.
(c) 0 < z < 2 i¢in D’nin x apsisindeki diigey kesiti (2, 4) araligidir:

flzy) 174 1
fyix=aW) =F—F~ =75=5  2<y<4
W= ) T T
kesit disinda 0. Benzer bicimde 2 < y < 4icin fx)y_,(z) = %, 0 < z < 2. Kosullu yogunluklar marji-
nallere esittir; Teorem 14.2 ile uyumludur.
(d) X = 1 verilmisken ¥ nin kosullu yogunlugu (2, 4) iizerinde 3 dir:

1
dy = —.
Y¥=3

N

3
P(2<Y<3|X:1):/
2

(2,5) araliginin (2,4) diginda kalan kisminda kosullu yogunluk sifirdir; integral yalnizea (2, 4) tize-
rinde alinir:

4 4
1 1
P(2<Y<5\X:1):/ idyzl, P(2<Y<4\X:1):/ Edyzl.
2 2
(e) Bagimsizlik sayesinde ilk olasilik ¢arpima ayrilir:

P(X<1,Y<3)=P(X<1)P(Y <3) = (/I%dm> (/3%@) :i.
0 2

Ikincisi icin bolgeyi belirleyelim: destek karesi i¢inde  + y < 3 kosulu y < 3 — x demektir; y > 2
oldugundan bu ancak z < 1 iken miimkiindiir. Bélge, koseleri (0, 2), (1, 2), (0, 3) olan dik tiggendir:
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A~ =

1 3—$1
P(X+Y§3)=/ / —dydz =
0o Jo 4

Ornek 14.8 (Kosegen Altindaki Ucgende Kosullu Yogunluklar).

ortak olasilik yogunluk fonksiyonu

lo<y<a<i
flz,y) = {0, diger durumlarda

olsun.

(a) f'nin bir ortak olasilik yogunluk fonksiyonu oldugunu gosteriniz.
(b) X ve Y’nin marjinal yogunluklarini bulunuz.

(c)(}X < %,Y < %) olasiligini hesaplayiniz.

(d) X ve Y bagimsiz midir?

(€) fy|x—z Ve fx|y—y kosullu yogunluklarmni bulunuz.

Cozim.

/01(1—a:)dx:

=
N

| =

X ve Y rastgele degiskenlerinin

x sabit: y, 0'dan x'e 1 X x sabit: y, 0'dan 1 - x'e

Sekil 14.3: Ortak yogunlugun sifirdan farkli oldugu bolge D, marjinal ve kosullu yogunluklar: hesap-
larken integral sinirlarim belirler. Solda D = {0 < y < x < 1}: sabit bir xi¢in y, 0'dan x'e gider. Sagda D =
{x+ y<1}: y,0dan 1 - xe gider. Her iki bolge de birim karenin yarisidir.

Destek. D = {(z,y) : 0 < y < x < 1}, birim karede y = x kdsegeninin altinda kalan tiggendir. Sabit
birz € (0, 1) i¢in diisey kesit 0 < y < z; sabitbiry € (0, 1) icin yatay kesity < z < 1 aralifidir. Seklin
solundaki panel bu bolgeyi gosterir; sagdaki panel ise ayni yontemin uygulanacagi bagka bir ticgen

bélgeye, Ornek 14.10'deki destege aittir.
(a) D tizerinde % > 0’dur. Integral, 6nce y sonra z iizerinden:

1 zl 11 1
//—dyd:cz/ —-mdx:/ ldz = 1.
0 Jo T o T 0

Oyleyse f bir ortak olasilik yogunluk fonksiyonudur (Tanim 13.6).
(b) 0 < x < 1 i¢in diiey kesit iizerinde integral:

1
fX(a:):/ —dy =1, 0<z <l
0 T

X, (0,1) iizerinde diizgiin dagilmistir. 0 < y < 1 i¢in yatay Kesit izerinde integral:

1
1
fy(y)z/ dezlnl—lny:—lny, O<y<1.

Y
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0 <y <1liginlny < 0 oldugundan fy-(y) > 0’dir; ayrica fol(— Iny)dy=[y—yln y][l) = 1 (burada
y — 0" ikenylny — O’dlr).
(c) Olayln bolgesi Dile z < %
y € (0, 1) sabitken z, y’'den 3

/4 172 4 14, 4 In2 1/4
é?(< Y< / / —d:vdy—/ <ln§—lny)dy——T+/ (—Iny) dy.
0 0

Son integral [ y—yln y](l] = F—inz=;+152 ln2 olur. Béylece

1 In2 1 In2 14+1In2
@( ly< 4> e S~ 0,4233

y<1i 7 yari diizlemlerinin kesisimidir. Once z iizerinden integral alalim:

it 5 ve kadar degisir:

(d) Destek bir ticgendir, ¢arpim kiimesi degildir; dolayisiyla X ve Y bagimsiz olamaz. Somut olarak

(z,y) = (4, 2) noktasinday > x oldugundam(f7 2) =0, ama J(xﬁ)fﬁ) =1-In2 +# 0’dir.
(e) 0 < z < 1 i¢in, disey kesit (0, z) tizerinde

/ 1 1
fY\X:ac(y) f(j( y)) # =2 O<y<um

kesit diginda 0. Yani X = z verilmigken Y, (0, z) lizerinde diizgiin dagilir. 0 < y < 1 i¢in, yatay kesit
(y,1) tizerinde

flz,y) _ 1z 1
= — 1'
fX\Y:y( ) fY( ) 71ny xlny’ y<z <l
kesit disinda 0. Saglama: f mlny dx = _Ez = 1. Her iki kosullu yogunluk da kosula baghdir; bu,

(d)‘deki sonucu Teorem 14.2 yoluyla dogrular.

Iki agamali yorum: énce (0, 1) iizerinde diizgiin bir X, sonra (0, X) iizerinde diizgiin bir Y segilir;
carpim kurali f(z,y) = fx (=) fy|x—.(y) = 1- 1 ortak yogunlugu verir.

|

Ornek 14.9 (Aym1 Ucgende Farkli Bir Yogunluk). X ve Y rastgele degiskenlerinin ortak olasilik
yogunluk fonksiyonu

3z, 0<y<z <1
fzy) = {O, diger durumlarda
olsun.
(a) Marjinal olasilik yogunluk fonksiyonlarini bulunuz.
(b) fy|x=s Ve fx|y—, kosullu yogunluklarini bulunuz. X ve ¥ bagimsiz midur?

Coziim.

Destek, Ornek 14.8"deki uggemn aynisidir; kesitler de aynidir. Once f’nin yogunluk oldugunu dogru-
layalim: f f 3z dydr = f 3z2dr = 1.

(a) Slra51yla 0 <z <lvel0<y<licin

N W

x 1
fx@ = [(sody=32, )= [ sedo= 5042,
0 Yy

Saglama: fol 3z2dx = 1ve fol S1—y)dy=3(1-31)=1
(b) 0 < = < 1 icin diigey kesit (0, ) iizerinde

3z

1
fY\X:z(y):y:Ea O0<y<u.

0 < y < 1 i¢in yatay kesit (y, 1) lizerinde
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3x 2x
fxy=y(@) = = , y<z<L
X|Y=y %(1_:,7,2) 1—y2

Saglama: fy 2’” sde = 1 y = 1. Ornek 14.8'deki destek 6l¢iitii burada da gecerlidir: X ve Y bagimsiz

degildir; kogullu yogunluklarm kosula bagl olmas1 bunu ayrica gosterir.

X = z verilmisken Y nin kosullu dagilimi Ornek 14.8'dekiyle aynidir ((0, ) iizerlnde diizgiin); ortak
yogunluklarn farki X’in marjinalinden gelir: f(,y) = fx (@) fy|x—,(y) = 32* - ; = 3x.

|

Ornek 14.10 (Dik U¢gen Bolgede Diizgiin Yogunluk). X ve Y rastgele degiskenlerinin ortak olasilik
yogunluk fonksiyonu

_Je0<z<1lli<y<lz+y<l1
flay) = {O,diger durumlarda
olsun.
(a) ¢ sabitini ve X ile Y nin marjinal yogunluklarini bulunuz.
(b) P(X > 2Y) olasiligini hesaplayiniz.
(©) fy|x—z Ve fxjy—y k0§ullu yogunluklarini bulunuz.
(d)(P <Y<? sl X = ) olasiligini hesaplayiniz.

Coziim.

Destek. D, koseleri (0,0), (1,0), (0, 1) olan iiggendir. Sabit z € (0, 1) icin diisey kesit 0 < y < 1 — z
sabit y € (0, 1) icin yatay kesit 0 < z < 1 — y araligidir. Ornek 14.8°deki seklin sag paneli tam olarak
bu bolgeyi ve di1§ey kesitini gosterir.

(a) Ucgenin alani 1 5 oldugundan yogunlugun integrali ¢ - 5 = 1 olmaldir; ¢ = 2. Dogrudan hesapla:

1-x
// cdyd:v:c/ (1—x)d1‘=£=1 = c=2.
o Jo 0 2

Marjinaller:

11—z 1-y
fX(:z;):/ 2dy=2(1—1z), 0<z<I; fy(y):/ 2dr=2(1—y), O<y<l
0 0

Destek carpim kiimesi olmadigindan X ve Y bagimsiz degildir; 6rnegin( £, %) =0 ama J(/%’) f)%’) =
1 7& 0.

(b) X > 2Y kosulu y < § demektl y = £ dogrusu z + y = 1 dogrusunu
Olayin bolgesi, koseleri ( 0 0), (% 5 olan ti¢gendir: tabani 1, ytiksekli
sabit oldugundan

) noktasmda keser.
alani §. Yogunluk

PxX>2v)=2.2-1

(=)
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X>2Y,yani y < x/2

1 Destek: alan 1/2,
f=2 (sabit)

Olay tggeni: tepe (2/3, 1/3),
. taban 1, yiikseklik 1/3,

— P d
f=2 -~ alan=1/2-1-1/3 =1/6

13 Alan orani:
P(X>2Y)=2-1/6

- ar - (1/6)/ (1/2) = 1/3

Sekil 14.4: Sabit yogunlukta olasilik alan oranina doner. Agik tarali ticgen x + y < 1 destegidir; iizerinde

f=2.X>2Yolay1 y < x/2 demektir: kesikli y = /2 dogrusu destegi (2/3, 1/3) noktasinda keser ve olay,

koseleri (0, 0), (1, 0), (2/3, 1/3) olan koyu tiggendir. Alan1 1/6 oldugundan P(X > 2Y) = 2 - 1/6 = 1/3; yani
olayin alaninin destegin alanina oran.

Integralle dogrulayalim. Diisey kesitin {ist sinir1 z < % iken 3,z > % iken 1 — z’tir:

2/3 px/2 1 1-z 2/3 1
P(X>2Y):/ / Qdydw—l—/ / 2dydx:/ xd:c—l—/ 2(1 —z)dz =
0 0 2/370 0 2/3

(c) 0 < z < 1 i¢in diigey kesit (0,1 — x) {izerinde

2 1

fY\X:m(y) = 2(1_:1;) = 1— 2’

=B V]
+

O<y<l—u;

yani X = z verilmigken Y, (0,1 — z) iizerinde diizgiindiir. Simetriyle, 0 < y < 1 igin
1

, O<z<l—y.
1—-y

fX\Y:y(w) =

Kosullu dagilimlar kosula baghdir: x biiytiditkge Y’ nin sigabilecegi aralik daralir.
d X = % verilmigsken Y nin kosullu yogunlugu (O, %) araliginda ﬁ = %, disinda 0’dir. Istenen

araligin kesit disinda kalan (%, %] parcasi olasiliga katki vermez; integral yalnizca [%, %] iizerinde

alinir:
1 1 2/3 2 1 1
—gYSZ|X:_ :/ §dy:§<_,_>:_'
8 3 12 2 2\3 2/ 4

Siniri %’e kadar gotiirmek 1% gibi yanlis bir sonug¢ verirdi; X = % iken Y, %’ﬁ asamaz.
]

Alistirmalar

Aligtirma 14.1 (Bagimsizlik ve Kosullu Dagilimlar). (a) X ve Y’nin ortak olasilik fonksiyonu
f(z,y) = 35, x,y € {1,2, 3} olsun. Marjinal olasilik fonksiyonlarin1 bulunuz; X ve Y”nin bagimsiz olup
olmadigini belirleyiniz; P(X = 3 | Y = 2) olasiligini hesaplayiniz.

(b) Ornek 14.10"deki ortak yogunluk igin(Pg’ <Y < % | X = %) ve(lX < % Y = %) olasiliklarmi hesap-
layiniz.
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(c) X ve Y’nin ortak yogunlugu f(z,y) = e ¥,z > 0, y > 0 (diger durumlarda 0) olsun. X ve Y’nin
bagimsiz oldugunu gosteriniz; fy)y_, kosullu yogunlugunu yaziniz ve P(X >1|Y = 2) olasihigimn
hesaplayniz.

rnek 14.9'deki ortal ogunluk 1¢im > ve > olasiliKlarimi hesaplayimiz.
(d) Ornek 14.9'deki ortak yogunluk icin(® > 1 | X = 3) ve(® > 1 | Y = 1) olasiliklarmi hesaplay

(e) X ve Y bagimsiz kesikli rastgele degiskenler, g ve h reel degerli fonk51y0nlar olsun.U = g(X)veV =
h(Y) rastgele degiskenlerinin de bagimsiz oldugunu gésteriniz.

Cozim.

(a) Once Z = % = 1, dolayisiyla f bir olasilik fonksiyonudur. Marjinaller:

3
fX<x>:Z@:6—””:f W)=Y sye{l23)h
1

Her (z,y) icin f(z,y) = § - & = fx(z)fy (y) saglanir; destek de {1,2,3}? carpim kiimesidir. X ve Y’
baglmsudlr Teorem 14.2 geregl PX=3]Y=2)=fy3)= dogrudan 32) _ 6/36 _ 1

fy2) — 2/6 — 2
b) X =3 ver11m1§ken Y, (0, %) iizerinde 2 5 yogunluguyla duzgundur [8, 2] aralig1 tamamen kesit

1g1nded1r
@SYSHXZE):?(E_E):%E:&
8 2 3 2\2 8 2 8 16

Y = % verilmigken X, (O, Z) uzerinde

1 11 7iT 3 4 yogunluguyla diizgiindiir:

1 1 1/2 4 2
<= Y:— = —d = —.
QE‘—N 4) /O 39773

(c) f(z,y) =e®-e ¥ carpimdir ve destek (0,00) x (0,00) carpim kiimesidir; ¢carpanlara ayrilma
olciitii geregi X ve Y bagimsizdir. Gergekten fy (z) = fooo e Vdy=e"(x>0),fy(y) =e V(>
0) ve f = fx fy. Bagimsizlik geregi fxy_,(z) = fx(z) = e = > 0 (her y > 0 icin). Boylece

[e9)
P(X>1\Y:2)=/ e ®dz=e! ~0,3679.
1

X = % verilmigken Y, (O, %) tizerinde % yogunluguyla diizgiindiir:

1 3 4 /3 1 1
éy>2| 4) 3(4 2) 3

2 _ 32z 1
1-1/16 T3 1 <o < Ddir:

1 1 1 32z 16 1 4
—lYy==2)= dz 1—2) ==,
QEX>2| 4) /1/2 15 15( 4) 5

(e) (U = u) olayy, g(x) = uolan € Dy’ler i¢in (X = z) olaylarinm ayrik birlesimidir; (V' = v) i¢in
de aynisi gecerlidir. Bagimsizlik geregi

Y = % verilmisken X in kosullu yogunlugu

PU=wV=0)= > > fx@Hw=| > @]|| D @ |=PU=uPV=

z€Dyx ye€Dy €Dy yEDy
g(z)=u h(y)=v g(z)=u h(y)=v

Her (u, v) i¢in bu esitlik saglandigindan U ve V bagimsizdir: bagimsiz degiskenlerin fonksiyonlar: da
bagimsizdir.
u

Bagimsizlik ve kosullu dagilim, bir rastgele vektoriin bilegenleri arasindaki iligkiyi tanimlar; bir sonraki
adim, bu vektoriin fonksiyonlarinin (toplam, oran, en biyiik deger gibi) dagilimini bulmaktir: Rastgele
Vektorlerin Dontigiimleri.
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15.1

15. Rastgele Vektorlerin Doniisiimleri

Bagimsiz Rastgele Degiskenler ve Kosullu Dagilimlar bélimuinde bir rastgele vektoriin ortak dagilimimdan
kosullu dagilimlara nasil gecildigini gordiik. Bu boliimde soruyu bir adim ileri tasiyoruz: (X, X, ) rastgele
vektdrinin ortak dagilimi biliniyorsa, X; + X,, X; X,, X, /X, gibi bilesenlerin fonksiyonlarinin
dagilimi nasil bulunur? Daha genel olarak, Y] = u; (X3, X,) ve Y5 = uy(X;, X,) ile tamimlanan yeni
(Y1,Y,) vektoriiniin ortak dagilimi nedir?

Tek bir rastgele degiskenin fonksiyonu i¢in bu soruyu Rastgele Degiskenin Fonksiyonunun Dagilimi
bolimiinde yanitlamustik: kesikli durumda olasiliklar toplanir, siirekli durumda ya dagilim fonksiyonu
teknigi kullanilir ya da birebir déniisiimler icin fy (y) = fx ( h(y) )| 2'(y) | formiilii uygulanir (Teorem
12.2). Burada aym iki yontemi iki boyuta tasiyacagiz. Kesikli durum yine bir toplama isidir. Surekli
durumda ise | A’ (y) | carpanimnin yerini, ters doniigiimiin kismi tiirevlerinden olusan Jacobian matri-
sinin determinantinin mutlak degeri alir. Bu, blimiin ana teoremidir ve arkasindaki fikir, cok kath
integralde degisken degistirme formiiliinden bagka bir sey degildir.

Bolimde ayrica iki pratik konuya deginecegiz. Birincisi, yalnizca tek bir fonksiyonun, 6rnegin Y = X; +
X5’ nin dagilimi istendiginde ne yapilacag:: ya yapay bir ikinci degisken ekleyip Jacobian yontemini
kullanir ve sonra bu degiskeni integralle atariz ya da dogrudan dagilim fonksiyonu teknigini uygulariz.
Ikincisi, bagimsiz iki degiskenin toplammm yogunlugunu veren konvoliisyon formiiliidiir. Biitiin bu
araclar, bir sonraki kisimda beklenen degeri ve momentleri incelerken ve daha sonra 6nemli dagilimlarin
toplamlarini hesaplarken siirekli karsimiza ¢ikacaktir.

Kesikli Rastgele Vektorlerin Doniisiimleri

Kesikli bir rastgele vektoriin fonksiyonu yine kesiklidir ve olasilik fonksiyonu, tek degiskenli durumda
oldugu gibi, ayni goriintilyi veren biitin noktalarin olasiliklarimin toplanmasiyla bulunur. Bunu bir
onerme olarak yazalim; ispat, kesikli rastgele vektor tanimi (Tanim 13.3) ile olasilik 6l¢iisiiniin sayilabilir
toplamsalligindan ibarettir.

Onerme 15.1 (Kesikli Rastgele Vektoriin Déniigiimii). (X, X,), deger kiimesi D x  y, ve ortak
olasilik fonksiyonu fx  x, olan kesikli bir rastgele vektor olsun. uy, u, : R2 — R fonksiyonlar: icin

Y =y (X, Xp), Yy = uy(Xy, Xp)
olsun. Bu durumda (Y;,Y,) de kesikli bir rastgele vektordiir; deger kiimesi
Dy, v, Z{ (ur(zy,22),up(21,22) ) ¢ (21, %2) € Dix, x,) }

ve ortak olasilik fonksiyonu, (y1,y,) € Dy, y,) i¢in

fyl,y2(y1,y2) = Z le,Xz(xlva)
(z1,%2)€D(x, x4

uy(T1,22)=Y1,uz(T1,22)=Y2

ile verilir. Ozel olarak, tek bir Y = u(X;, X,) fonksiyonu icin
fy(y) = Z fx, x, (21, 22), y € Dy

(z1,22)€D(x, xy)
u(zy,T9)=y

olur.

ispat.
Dx, x,) saydabilir bir kiimedir; Dy, y.) bu kiimenin (uy,u,) altindaki gorintisii oldugundan o da
sayilabilirdir. P ( (X1, X5) € Dix, x,) ) = 1 oldugundan ve her (z1,z,) € Dx, x,) noktast (uy,uy)
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altinda Dy, y,) nin bir noktasina gittiginden P ( (Y1,Y;) € Dy, y,) ) =1 olur. Demek ki (¥;,Y5)

kesiklidir.

Simdi (y1,Y2) € Dy, y,) sabit olsun ve

A= { (21,T2) € Dix, x,) t U1 (T1,T2) = Y1,us(T1,%2) = ¥ }

kiimesini tanimlayalim. (Y; = y1,Y, = y,) olayr ile ( (X, X;) € A) olay, (X, X,) 'nin Dx, x,)
disina diistiigi sifir olasilikli N olayt bir yana, aynidir:

(M=y, Y=y )=( (X1, X)) €A)UN

N C ((X1,X3) € Dix, x,) ), P(N)=0.

A sayilabilir oldugundan, A’daki tek noktali olaylar ayriktir ve olasilik él¢iisiiniin sayilabilir toplamsal-

hgryla

le,Yz(ylva) =

P((X),X,)€A)=

(%1,72)€EA

Y P(X,=z,X,=1,)=

Z le,Xz(xla'T2)

(wlxz2>€A

elde edilir. Tek fonksiyonlu durum, u, ’nin hi¢ kisit koymadigi (Y5 'nin goz ard edildigi) 6zel haldir; ayni

akil yiritme A = {(wl,iEz) € Dix, x,) :

Formiiliin séyledigi sudur: (Y;,Y;) =

u(zq, Ty) =yt kiimesiyle gecerlidir.

(y1,y) olayinin olasiligy, bu degeri tireten biitiin (x4, z5) ¢iftlerinin

olasiliklarinin toplamidir. Uygulamada deger kiimesi kiiciikse en givenli yol, (X, X,) nin biitiin nokta-
larini tek tek dolagip her birini gittigi (y,, ¥, ) hiicresine eklemektir.

Ornek 15.1 (iki Kesikli Degiskenin Toplami). X ve Y rastgele degiskenlerinin ortak olasilik fonk-

siyonu

flz,y) =

Ty
36’

olsun. Z = X + Y rastgele degiskeninin olasilik fonksiyonunu bulunuz.

r E {]‘727 3}’y e {172’3}

Coziim.

Once f’nin gercekten bir olasilik fonksiyonu oldugunu gérelim: Zzy = % = 1. Ayrica
f(z,y) = - £ biciminde carpanlara ayrildigindan X ile Y bagimsizdir ve marjinal olasilik fonksiyon-
lant fx(z) = §, fy(y) = §du.

Z’nin deger kiimesi D, = {2,3,4,5,6} dir. Onerme 15.1'na gére her z i¢in = + y = z olan iftlerin

olasiliklar1 toplanur:

1
P(Z=2) = f(1,1) = g,
2 2 4
P(Z=3) = f(LD)+ f2,1) = oo+ 2 = o0,
3 4 3 10
P(Z=4)=f(1,3)+ f(2,2) + f(3,1) = 36+%+%=%,
6 6 12
P(Z=5) = f(2.3)+ (3,2) = g2 + 3 = 50,
9
P(Z=6)=f(3,3) = 36
z 2 3 4 5 6
P(Z=2) 5 56 36 £ 5
Toplam % = 1 oldugundan sonug tutarhdir.
]
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Ikinci 6rnekte iki fonksiyonu birlikte alip (Y7, Y,) vektdriiniin ortak olasilik fonksiyonunu tablo halinde
cikaracagiz.

Ornek 15.2 (Toplam ve Fark Déniisiimii). (X, X,) rastgele vektoriiniin ortak olasilik fonksiyonu

9 Ti+xq 1 2—x—xTy
f(xlaxQ) = (g) (g) ) Ty € {0,1},$2 € {07 1}

olsun.
a) Y] = X, + X, rastgele degiskeninin olasilik fonksiyonunu bulunuz.
b)Y, =X, + Xy veY, = X; — X, ise (Y], Y;) rastgele vektoriiniin ortak olasilik fonksiyonunu bulunuz.

Cozim.
Once f'nin dért degerini yazalim:

2 4

[SUIR )
W=

JO.0=35,  f0,1)=1(1,0 =

1424244
Toplam —==5=+=

= 1’dir. Ayrica

= 6670

oldugundan X, ile X, bagimsizdir (Tanim 14.1) ve her biri % olasilikla 1, % olasilikla 0 degerini alir.
a)Y, = X; + X, € {0,1,2}. Her degeri iireten ciftleri toplayalim:

PG =0)=f0,0) =5  PH=1=70.0)+f10)=5, PMH=2=f11)=j

Y1 0 1 2
P(Y; =y,) % % %

b) (x4, x,) ciftlerinin (y;,y,) = (z; + x4, T; — ) altindaki géruntiileri:

(0,0) -+ (0,0),  (0,1) > (1,—1),  (1,0)+ (1,1),  (1,1) = (2,0).

(xv x,) kafesi (1> ¥) = (x+x,, x,-x,)
X‘2 yZ
2/9
birebir 10 o (®)
2/9 4/9
1@ {
4/9
L O
1/9 1 2 Vi
1/9 2/9
T 2/9
@ L 10 . O
0 1 X

gorintii kafesi seyrek: y, +y, = 2x, ¢ift

Sekil 15.1: Toplam ve fark doniigiimii. Solda (x;, x,) kafesi {0, 1}* ve her noktaya diisen olasilik; sagda (y;,

Vo) = (% + X, X1 — X) altindaki goriintiileri. Dort nokta dort farkli gériintitye gider, doniisiim birebirdir

ve olasiliklar oldugu gibi tasinir. Goriintii kafesinin yalnizca y; + y. ¢ift olan hiicreleri dolar; ici bog
hiicrelerin olasilig1 sifirdir.
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Dort nokta dort farkli goriintiye gittiginden déniigiim birebirdir ve her hiicreye tek bir olasilik diser;
oteki hiicreler sifirdir. Satirlarda y,, siitunlarda y; olmak iizere ortak olasilik fonksiyonu ve marjinaller
sOyledir:

Y2 \ 11 0 1 2 P(Y,=uy,)
—1 0 2 0 2
0 5 0 5 3
1 0o 2 0 2
P =y) 3 % % 1

Siitun toplamlar a sikkindaki tabloyu verir; bu, marjinal olasilik fonksiyonu taniminin (Tanim 13.5)
bekledigi seydir. Dikkat edilirse X, ile X, bagimsiz oldugu halde Y, ile Y, bagimsiz degildir:
rnegin P(Y; =0,Y, = —1) =0, ama P(Y; =0) P(Y, = —1) = § - 2 # 0. Bagimsiz degiskenlerin
fonksiyonlar1 bagimsiz kalmak zorunda degildir.

]

Siirekli Rastgele Vektorler: Jacobian Yontemi

Suirekli durumda toplama yerine integral, “ayni gériintiiyii veren noktalar” yerine ise déniisiimiin tersi ve
onun alani nasil 6l¢ekledigi devreye girer. Tek degiskenli formiilii hatirlayalim: Y = w(X) birebir ve
X = h(Y) tirevlenebilir ise fy (y) = fx (h(y) )| h'(y) | (Teorem 12.2). Buradaki | h’(y) | carpany, y
ekseninde kiiciik bir dy uzunlugunun z ekseninde | k' (y) | dy uzunluguna karsilik gelmesinden dogar. Iki
boyutta kiiciik bir dy; dy, dikdértgeni, ters doniisiim altinda alani | J | dy; dy, olan kiiciik bir paralel-
kenara gider; J, ters dontgiimiin kismi tiirevlerinden olugan matrisin determinantidir. Teorem tam olarak
bunu séyler.

Teorem 15.1 (Jacobian Doniigsiim Teoremi). (X, X,), ortak olasilik yogunluk fonksiyonu f X,,x, olan
siirekli bir rastgele vektor ve D C R?, disinda fx,,x, nin sifir oldugu (yani P ( (X;,X,) € D ) =1 olan)
agik bir kitme olsun.

Y, = u(Xy, Xy), Y, = uy(Xy, X5)

doniisiimii D iizerinde birebir olsun ve D’yi E = {(uy(x1, %), uq(zq,25)) : (x1,2,5) € D} kiimesine
gotiirsiin. Ters doniisiim

Xl :hl(YLYé)a XQ:hQ(Yi,Y;)

ile gosterilsin ve hy, hy fonksiyonlari E iizerinde siirekli birinci mertebe kismi tiirevlere sahip olsun. Jaco-
bian,

Oh, Oh

J= 9(hy, hy) — det 8yi By;
- a( ) - Ohy, Oh,
Y, Yo By, Ovs

determinanti olsun ve E tizerinde J # 0 olsun. Bu durumda (Y,,Y,) siirekli bir rastgele vektordiir ve ortak
olasilik yogunluk fonksiyonu

f hy(y1,92), o (41, 4 J (Y ye) € E
o0, vs) = x,,%, (P v2), ha(y1,92) )| 7 | (.f 2)
0, diger durumlarda

ile verilir.
ispat.
Ispatin 6zii, cok katl integralde degisken degistirme formiiliidiir. Bu formiil sunu soyler: h = (hy, hy) :

E — D birebir, siirekli kismi tiirevlere sahip ve Jacobian’i sifirdan farkly ise, E’nin her Borel alt kiimesi
B ve integrallenebilir her ¢ igin
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// o(@y,7) dry dxy = // ¥ ( hy (Y1, Y2), ho (Y1, Y2) )| J(y1,92) | dy, dy,
h(B) B

olur. Burada h(B) = {h(y;,¥s) : (y1,Y2) € B} C D, B’nin ters doniisim altindaki gérintiisiidiir.
Formiiliin geometrik anlami yukarida anlatilan alan olgeklemesidir: | J |, h’nin bir noktanmin kiigiik
komsulugundaki alani kag kat buiyiuttiigiini olcer.

Simdi B C E bir Borel kiimesi olsun. Doniisiim D iizerinde birebir oldugundan, (Y;,Y,) € B olay ile
(X1, X3) € h(B) olayimin (X1, X;) € D olayiyla kesisimleri aymdir; P ( (X1, X,) € D ) =1 oldu-
gundan

P((M,Y;)€B)=P ((Xy,X;) €R(B))= // fx, x,(x1,29) dzy dy
h(B)
olur (Teorem 13.1 ve Tanim 13.6). Degisken de§istirme formiiliinii p = fx  x, ile uygularsak

P0G e B) = [[ Fxom, (mnw)ihan) )| I ldndy, = [[ o(ur.0)dv, dy,
B B

elde ederiz. E disindaki Borel kiimeleri icin iki taraf da sifirdir, ¢iinkii P ( (Y1,Y;) € E) =
P ((Xy,X;) € D) = 1'dir. Demek ki (Y,,Y;) 'nin her Borel kiimesine diisme olasilig1, negatif olmayan
g fonksiyonunun o kiime iizerindeki integralidir; bu, (Y}, Y;) nin siirekli oldugu ve yogunlugunun g oldugu
anlamina gelir. B = E alinirsa ffE 9(y1,Ys) dy, dyy, = 1 oldugu da goriiliir.

|

Teoremi uygularken izlenecek adimlar sunlardir:

1. f’nin sifirdan farkl oldugu D bdlgesini yazin.

2. y; = uy (T, T5), Yy = Ug(x;,x5) denklemlerini z,, z, icin ¢dzerek hy, h,’yi bulun; dontisimiin D
izerinde birebir oldugundan emin olun.

3. D’yi tamumlayan egitsizliklerde z; = hy(yq,¥s), T2 = ho(yq, Ys) yazarak goriinti bolgesi E’yi belir-
leyin. En ¢ok hata bu adimda yapilir.

4. Jacobian’1 hesaplayin, mutlak degerini alin.

5.9(y1,Y2) = f (‘hy,hy )| J | yazin; E tizerindeki integralinin 1 oldugunu kontrol edin.

1 Jacobian’i ters matristen hesaplamak

Bazen y;,y,’yi 1,y cinsinden yazmak kolay, ama tersini ¢6zmek zahmetlidir. Ters fonksiyon
teoremine gore, h’nin Jacobian matrisi, u = (u, 45 ) nin Jacobian matrisinin ters matrisidir:

-1

Oh,; Ohy Ou, Ouy
Oy; Oy, | _ |0z Oz,
Ohy, Ohy | = | Quy Ouy (@1,22)=(h1(¥1,Y2), ha(y1,¥2))"
Oy, Oy, Oz, Oz,

Bir matrisin tersinin determinanti determinantin tersi oldugundan

J — a(h17h’2) — 1
(Y1, Y2) %

olur; sag taraf ©; = hy(yq,Ys), To = ho(Yyq, y5) noktasinda hesaplanir. Yani Jacobian’t ileri dénii-
siimiin determinantin1 alip tersini cevirerek de bulabiliriz. Ornegin y; = z; + 75, y, = z; icin

—ggz;;z; = det E (1)] = —1, dolayisiyla J = —1ve | J | = 'dir.

[lk 6rnegimizde déniisiim dogrusaldir ve goriintii bélgesini ¢izmek, teoremin “alan 6lgekleme” yorumunu
dogrudan gérmemizi saglar.

Ornek 15.3 (Birim Kare Uzerinde Toplam ve Birinci Bilesen). (X, X,) rastgele vektoriiniin ortak
olasilik yogunluk fonksiyonu
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1,0<z; <10<2y, <1
0, diger durumlarda

le,XQ(xu%) = {

olsun. Y, = X; + X,, ¥, = X, doniigiimi ile tamimlanan (Y;,Y;) rastgele vektoriiniin ortak olasilik
yogunluk fonksiyonunu bulunuz. Ardindan ¥; = X, 4+ X, nin marjinal yogunlugunu hesaplayiniz.

Cozim.
Bolge ve ters doniisiim. D = {(z,2,) : 0 < z; < 1,0 < 2, < 1} birimkaredir. y; = 2, + x5, yp =
2, denklemlerinden

Ty = hy(Y1,Y2) = Yas Ty = ho(y1,%2) = y1 — Yo

bulunur. Her (y;, y5) i¢in tek bir (1, ) elde edildiginden déniigiim birebirdir.
Goriintii bolgesi. D’'nin esitsizliklerinde 2, = y,, T4 = y; — Yy yazalim:

O<y2<1, 0<y1_y2<1<:>y2<y1<y2+1

Demek ki E = {(y1,¥5) : 0 < yy < Ly, < y; < yy + 1} dir. Bu, kdseleri (0, 0), (1,0), (2,1) ve (1,
olan bir paralelkenardir: birim karenin kogeleri sirasiyla (0, 0) + (0,0), (1,0) — (1,1),(0,1) - (1,
(1,1) — (2,1) noktalarina gider.

1
0),

Birim kare D Paralelkenar E
X2 Y2

|7 = 1: alan korunur

Xy =0 1 X Yy

Sekil 15.2: Y, = X; + X, Y2 = X, dogrusal dontisimi birim kare D'yi paralelkenar E'ye tasir. Koseler

P(0,0) — (0,0), O(1,0) — (1,1), R(1,1) — (2,1), S(0,1) — (1,0) noktalarina gider; D'nin x; = 0 ve x; = 1

kenarlar1 y, = 0 ve y, = 1 dogrularina, x, = 0 ve x; = 1 kenarlar1 y;, = y, ve y, = y, + 1 dogrularina diser.
|71 = 1 oldugundan alan korunur: iki bélgenin de alani 1'dir ve E iizerinde yogunluk 1 kalir.

Jacobian.
dhy 8hy 0 1
dy, O
J=det | g0 5 :det[l _1] =0-(-1)-1-1=-1, [J]|=1
Oy, Oy,

Yogunluk. Teorem 15.1'a gore

LO0<y, <ly, <y; <y +1

g(y17y2) = fX11X2 (y27y1 - y2) | J ‘ = {0 diger durumlarda.

Paralelkenarin tabani 1, yiiksekligi 1 oldugundan alam 1'dir ve || fE 9(yq, Ys) dy; dy, = 1 saglanur;
| J | = 1 olmasi alanin korundugunu séyler.

Yy’in marjinal yogunlugu. Marjinal yogunluk tanmmma (Tamim 13.8) gore gy, (y;) =
J=° g(y1,y,) dy, dir. Sabit bir y; icin g’nin 1 oldugu y, degerleri, 0 <y, <lvey, — 1<y, <y,
kogflllarlm birlikte saglayanlardir.
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+ 0 <y, <lisey; —1<0 oldugundan alt sinir 0, y; < 1 oldugundan ist siir y; olur; kosul 0 <
Yo < yi'einer: gy (y1) = [ 1dy, = yy.

+ 1<y, <2isey; —12>0 oldugundan alt smir y; — 1, y; > 1 oldugundan iist sinir 1 olur; kosul
y; — 1 <yy < Teiner: 9y, (y1) = fyll_l ldyy, =2 —y;.

Boylece

Y1, 0<y; <1

Iy, (Y1) = 92—y, 1 <y <2
0, diger durumlarda.

Bu, grafigi (0,0), (1,1), (2,0) koseli bir iicgen olan ii¢gen yogunluktur; fol vy dy; +f12(2_
1.

y)dy, = 5+3=
[ |

Tek Bir Doniisiim: Yapay Degisken ve Dagilim Fonksiyonu
Teknigi

Cogu zaman elimizde tek bir fonksiyon vardir: Y = u (X7, X,). Jacobian teoremi iki boyuttan iki boyuta
birebir dontistimler i¢in yazildigindan dogrudan uygulanamaz. Bunun iki yolu vardir; son 6rnekte aslinda
birincisini kullandik: ¥; = X; + X, istiyorduk, Y, = X;’i biz ekledik, ortak yogunlugu bulduk ve sonra
Y, yi integralle attik.

Onerme 15.2 (Tek Bir Déniisiimiin Yogunlugu). (X, X,), ortak olasilik yogunluk fonksiyonu f olan
siirekli bir rastgele vektér ve Y = u(X, X,) olsun. Y 'nin yogunlugu asagidaki iki yoldan biriyle bulunur.

(1) Yapay degisken yontemi. (Y, W) doniisiimii Teorem 15.1'un kosullarimi saglayacak bicimde bir W =
v(Xy, X,y) yardimer degiskeni secilir (cogunlukla W = X, ya da W = X,). Teoremle (Y, W) nin ortak
yogunlugu g(y, w) bulunur ve

fy(y) = /OO 9(y, w) dw

—0o0

hesaplanr.
(2) Dagilim fonksiyonu teknigi. Hery € R icin

Bo(y) = P (u(X,,X,) <y)= //{ ( f(y,35) day day

Z1,T0) u(®y,22)<y}

hesaplanir; Fy- siirekli ve sonlu sayida nokta disinda tiirevlenebilir ¢cikarsa Y siireklidir ve tiirevlenebildigi
noktalarda fy (y) = Fy (y) alinr.

Ispat.

(1) Teorem 15.1, (Y, W) nin siirekli oldugunu ve yogunlugunun g oldugunu verir. Siirekli bir rastgele
vektortin birinci bileseninin yogunlugu, ortak yogunlugun ikinci degiskene gore integralidir (Tanim 13.8);
bu tam olarak yazilan formiildiir.

2) (Y <y) olay, (X, X,) nin A, = {(2q,25) : u(wy,7,) <y} kiimesine diismesi olayidur; siirekli
rastgele vektor tanimina gore bu olasilik f’nin A, izerindeki integralidir (Teorem 13.1). Boylece Fy, elde
edilir. 5. siirekli ve sonlu sayida nokta disinda tiirevlenebilir ¢iktifinda tiirevinin bir yogunluk oldugu
Teorem 11.2'den bilinmektedir; Tanim 12.1'nde tek degisken icin yapilan akil yiiriitme aynen gecerlidir.
|

Hangi yolun kolay oldugu probleme baglidir. Déniisiim dogrusal ya da ¢arpim/oran bicimindeyse yapay
degisken yontemi genellikle daha mekaniktir; {u(x,,x,) < y} bolgesi kolay ¢iziliyorsa dagilim fonksi-
yonu teknigi daha kisa olabilir. Asagida birini birinci, 6tekini ikinci yolla ¢6zliyoruz; ikinci 6rnekte sonucu
her iki yolla da dogruluyoruz.
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Ornek 15.4 (Ucgen Bolge Uzerinde Toplamin Yogunlugu). (X, X,) rastgele vektoriiniin ortak
olasilik yogunluk fonksiyonu

2,0<z;, <2,<1
0, diger durumlarda

floren) = {

olsun. Y = X; + X, rastgele degiskeninin olasilik yogunluk fonksiyonunu bulunuz.

Coziim.

D = {(zy,3,) : 0 < zy < x5 < 1} bolgesi, birim karenin késegeninin iistinde kalan alan1 } olan
icgendir; f = 2 oldugundan toplam olasilik 1’dir. (Smuir dogrular: olasilik sifirli oldugundan < yerine
< yazmak sonucu degistirmez.)

Yapay degisken. Y = X, + X, ve W = X, alalm. y = z; + z,, w = x, denklemlerinden

T, =Y —w, Ty =W

bulunur; déniisiim birebirdir. Jacobian

Oz, Oz 11
_ Oy Ow | _ i _
J = det owy Omy —det[0 1}—1
Jy Ow

olup | J | = 1'dir.
Goriintii bolgesi. 0 < z; < x4, < 1 esitsizliklerinde yerine koyarsak

0<y—w<w<1©g<w<yvew<1.

Ik esitsizlik (0 < y — w) w < y, ikincisi (y — w < w) w > ¥ verir. Ayrica y —w > 0 ve w > 0 oldu-
gundany = (y —w) + w > 0; ¥ < w < 1 oldugundan da y < 2 olmahdir. Oyleyse

E:{(y,w):0<y<2,g<w<min(y,1)}

ve E iizerinde g(y,w) = f(y —w,w)| J | = 2’dir.
Marjinal. min(y, 1) ifadesi y’nin 1’den kiiciik ya da biiyiik olmasina gére degistiginden iki durum
vardir.

« 0 <y < lisewarahg (¥,y)dir:

Sonug:
Y, O<y<l1
frly)=492-y1<y<2

0, diger durumlarda.

Dogrulama. Yogunlugun altindaki toplam alan 1’dir:

1 2 1 y? g 3
2— =s+|2—5| =;+(2-5)=1
/Oydy+/1( ydy =5+ |2y—= 1 2+( 2)

Ayrica dagilim fonksiyonu teknifiyle bir noktada kontrol edelim: P(Y <1) = P(X; + X, < 1)
olasilig1, D tiggeninin z; + x4 < 1 dogrusunun altinda kalan parcasi iizerinde f’nin integralidir. Bu
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parca, koseleri (0,0), (0, 1), (%f 1) olan alan1 1 olan ticgendir; yogunluk 2 oldugundan P(Y < 1) =
1. Buldugumuz yogunluktan fo ydy = %, uyusuyor.

Bu yogunluk, Ornek 15.3’de bulunan tiggen yogunlukla aynidir. Yani birim kare tizerindeki diizgiin
dagilim ile ticgen iizerindeki f = 2 dagilimy, birbirinden ¢ok farkli ortak yogunluklar olmalarina karsin,
X, + X, icin ayn1 dagilimu verir. Toplamuin dagilimi ortak dagilimi belirlemez.

]

Ornek 15.5 (Carpimin Yogunlugu). (X,Y) rastgele vektériiniin ortak olasilik yogunluk fonksiyonu

flz,y) = r+y,0<zr<lli<y<l1
70, diger durumlarda

olsun. Z = XY rastgele degiskeninin olasilik yogunluk fonksiyonunu bulunuz.

Coziim.

fol fol (x +y)dydr = fol (z + %)dz = 1 oldugundan f gegerli bir yogunluktur. 0 < X < 1 ve 0 <
Y < 1oldugundan 0 < Z < 1’dir.

Dagilim fonksiyonu teknigi. 0 < z < 1 i¢in F(z) = P(XY < z), birim karenin zy < z hiperbo-
liintin altinda kalan parcasi tizerinde f’nin integralidir. = sabitken zy < z kosulu y < £ demektir; z <
zise £ > 1 oldugundan biitiin y € (0, 1) degerleri uygundur, z > zise yalnizca y < Z olanlar. Oyleyse

FZ(z):/OZ/Ol(x+y)dydx+/:/02/$(x+y)dydx.

[(esDu=5+:
o 2 T2 9

Ikinci integralde i¢ integral f;/ 4y dy =2+ % oldugundan

Birinci integral:

2 3 32
FZ(z)z%+§+§f%=2z—22:z(2—2), 0<z<1.

z < 0ig¢in F,(z) =0, z > 1 igin F,(z) = 1’dir ve F;(1) = 1 ile uyusur. Tiirev alarak
fz(2)=F;(z) =2—22=2(1—z), 0<zxl

ve diger durumlarda f,(z) = 0 bulunur. fol 2(1 — z) dz = 1 oldugu goriiliir.

z

Yapay degiskenle dogrulama. Z = XY, W = X alalm. x = w, y = Z olur; w > 0 oldugundan
doéntistim birebirdir.

or Oz

dz Oz 0 1 1 1
J=det| gz QU =det|; L |=——=, |J]==.

2z ow w T w? w w

Gériintii bdlgesi: 0 <w < 1ve 0 < Z <1, yani 0 < z < w < 1. Boylece g(z,w) = (w+ Z)1 (0 <
z<w<1)ve

fZ(Z)Z/l(le%)dw:(1—z)+z(%—1) =1l-2+4+1-2=2(1—-2), 0<z<lL

Iki yontem ayni sonucu verdi.
]

Acik Matematik - acik-matematik.com 233 CC BY-NC-SA 4.0


https://acik-matematik.com
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.tr

154

234 Boliim 15. Rastgele Vektorlerin Doniisiimleri

© Gorintii bolgesini bulmanin giivenli yolu

Yapay degisken yonteminde en sik yapilan hata, f’nin sifirdan farkli oldugu bolgeyi gorunti bolge-
sine dogru tagtyamamaktir. Giivenli yol sudur: D’yi tamimlayan her esitsizlige z; = h,(y, w), 5 =
hy(y, w) yazin, elde ettiginiz esitsizlikleri w igin ¢6ziin ve w’nin alt—iist siirlarinin y’ye gére nasil
degistigini belirleyin. Smirlar min ya da max iceriyorsa, Ornek 15.4'de oldugu gibi, y’nin araligim
pargalara ayirin. Son olarak buldugunuz fy-’nin integralinin 1 oldugunu kontrol edin; bu kontrol
bolge hatalarimin ¢cogunu yakalar.

Bagimsiz Degiskenlerin Toplami: Konvoliisyon

En sik karsilagilan doniisiim, bagimsiz iki degiskenin toplamidir. Bagimsizlik durumunda ortak yogunluk
marjinallerin ¢arpimi oldugundan (Tanim 14.1), yapay degisken yontemi genel bir formiile indirgenir. Bu
formiil, iki fonksiyonun konvoliisyonu adi verilen islemdir ve ileride 6nemli dagilimlarin toplamlarini
hesaplarken temel arac olacaktir.

Onerme 15.3 (Toplamin Dagilimi: Konvoliisyon Formiilii). X veY bagimsiz rastgele degiskenler ve
Z =X +Y olsun.
(a) X veY, yogunluklan fy ve fy- olan siirekli rastgele degiskenler ise Z stireklidir ve yogunlugu

o= [ " @) fy (e —2) do = / T ey fr) dy

ile verilir.
(b) X veY, olasilik fonksiyonlar: fy ve fy olan kesikli rastgele degiskenler ise

fz(2) = Z fx(@) fy(z — =)

€Dy
olur; buraday = z — x ¢ Dy ise fy- (2 — z) = 0 alimir

Ispat.
(a) Bagimsizlik geregi (X,Y) 'nin ortak yogunlugu f(z,y) = fx(z)fy(¥)dir Z=X+Y veW =X
yapay degiskeni ile x = w, y = z — w olur; doniisiim biitiin R? iizerinde birebirdir ve

% 01
J=detlg_z g_?j}:det[l_l}:—l, | J|=1

Teorem 15.1°a gore (Z, W) nin ortak yogunlugu g(z,w) = fx(w) fy(z — w) dir. Onerme 15.2°e gore
W ’yi integralle atarsak

fz(2) = /°° Ix(w) fy(z —w)dw

elde edilir; bu, ilk formiildiir. Ikinci bicim, integraldey = z — w (dw = —dy, sinirlar yer degistirir) degis-
ken degisikligiyle ¢ikar. Yogunluklar yalnizca sifirdan farkli olduklar: yerde katki verdiginden, integral
pratikte fy(z) # 0 ve fy-(z — ) # 0 kosullarini birlikte saglayan x degerleri iizerinden alinir.
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fA2) = ffx(x) flz - x) dx Z = X + Y tiiggen yogunluk
y fA2)

x + y =z dogrusu
boyunca f'yi topla:
kalin parcanin uzunlugu

fA15)=05
fA05) =05

|
|
|
|
|
|
|
|
}
t

N\
0 Nz=051 x 0,5 1 1,5 2 z

Sekil 15.3: Konvoliisyon formiiliiniin geometrisi. X ve Y bagimsiz, (0, 1) iizerinde diizgiin olsun; ortak

yogunluk birim karedef = 1'dir. f2(z), x +y =z dogrusu boyunca f'nin toplamidir: yalnizca karenin igindeki

kalin parca katki verir ve bu par¢anin x-uzunlugu z = 0,5 ile z = 1,5 igin 0,5'tir. Dogru karede kaydik¢a bu

uzunluk once z, sonra 2 - z olur; sagdaki iicgen yogunluk boyle dogar. Sol panelde agik taralix +y < 0,5
ticgeni Fz(0,5) = 1/8 olasiligidir.

(b) Onerme 15.1'na gore f;(z) = ZHy:Z
Ixy(®,y) = fx(z)fy(y) oldugundan

fz(2) = Z fx(@) fy(z — =)

€Dy

Ixy(®,y); toplamday = z — x oldugundan ve bagimsizlikla

bulunur. z — x ¢ Dy olan terimler sifirdur.
u

Formiilii hemen tanidik bir 6rnekte sinayalim. Ornek 15.3'de birim kare iizerindeki f = 1 ortak yogunlugu
fx,(z1)fx,(x5) biciminde ¢arpanlaria aynldigimdan X, ile X, bagimsizdir ve her biri (0, 1) iizerinde
diizgiin dagilir: fx (¢) =1 (0 <t < 1). Konvoliisyon formiiliinde fx (z)fx,(y; —z) # 0 olmasi i¢in
0<z<lve0<y —z <1, yani max(0,y; —1) < & < min(1,y;) gerekir. 0 < y; < 1 i¢in integral
fé“ ldz =y;, 1 <y, <2 igin fyl , ldz =2—y, olur. Bu, orada Jacobian yéntemiyle buldugumuz
-
iicgen yogunlugun ta kendisidir.
Kesikli bi¢im de Ornek 15.1'yi yeniden verir: orada fx(x) = £, fy(y) = ¥ idi ve 6rnegin P(Z = 4) =

23 x  4—x _ 34443 __ 10
z=1 6 6 — 36 ~ 36"

Iki Kapsamli Ornek

Bu kisimdaki iki 6rnek, boliimiin biitiin araglarini bir arada kullanir. Birincisinde tanim bolgesi dikdortgen
degildir ve yogunluk simetriktir; ikincisinde iki bagimsiz degiskenden bir oran ile bir toplam tretilir ve
elde edilen degiskenlerin bagimsiz olup olmadig1 sorulur.

Ornek 15.6 (Parabolik Bolge Uzerinde Carpimin Yogunlugu). X ve Y rastgele degiskenlerinin
ortak olasilik yogunluk fonksiyonu

21 .2 2

Zriy, it <y<l1
floy) =3 3595 =Y

0, diger durumlarda

olarak tanimlansin. Z = XY rastgele degiskeninin olasilik yogunluk fonksiyonunu bulunuz ve Z’nin

yogunlugunu kullanarak fjooo z f4(z) dz degerini hesaplayimiz. (Bu integral, bir sonraki kisimda tanim-
lanacak olan E(XY') beklenen degeridir.)
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Cozim.
Bolge. 72 < y < 1 kosulu 2% < 1, yani —1 < z < 1 gerektirir. Oyleyse

D={(z,y): —1<z<12®<y<1},

parabol ile y = 1 dogrusu arasinda kalan bolgedir. Yogunlugun gegerliligini kontrol edelim:

Integral yalnizca 0 < x < 1 iizerinden alinsaydi sonug % cikards; bolge = 0 dogrusuna gore simetrik
iki parcadan olustugu icin x araligl (—1, 1) alinmalidur.

Simetri. f(—z,y) = f(z,y) oldugundan (X,Y) ile (—X,Y") aym1 dagilima sahiptir; dolayisiyla Z =
XY ile —Z = (—X)Y ayn: dagilima sahiptir, yani f,(—2) = f;(2). | X | <1ve 0 <Y <1 oldu-
gundan —1 < Z < 1’dir. Bu yiizden yogunlugu yalnizca 0 < z < 1 i¢in hesaplamak yeterlidir; negatif
tarafl simetriyle tamamlariz.

Yapay degisken. Z = XY, W = X alahm: x = w, y = Z. {x = 0} dogrusunun olasihig1 sifir oldu-
gundan onu D’den atabiliriz; kalan acik kiime {izerinde doniisiim birebirdir. Ornek 15.5'de oldugu gibi
| J | = ‘ dlI’ Goriintii bolgesi icin D’nin esitsizliklerinde yerine koyalim:

l<w<l, w<l<l
w

z >0 olsun. Z > w? > 0 olmasi igin w > 0 gerekir; o zaman w? < £ Z esitsizligi w3 < z, yani w <

213, 2 Z <1 e§1t31zhg1 w > zverir. 0 < z < 1icin z < z/3 oldugundan aralik bos degildir:
E, ={(zw):0<z<1lz<w< 23}
Bu bolgede
21 1 21
g(z,w) = Zw2 ga =17

Yogunluk. 0 < z < 1i¢in

1/3
_ - E 21 1/3 _ _21 A3
fae) = [ = Ta(e0 —2) = (A —22),

Simetriyle —1 < z < 0 igin f5(2) = fz(—2) = 2 ((—2)*/3 — 2?). Mutlak degerle tek formiilde:

fz<z>={2z(l 2|48 2),0<| 2| <1

0, diger durumlarda.

Kontrol: f 21( 473 )dz = 241 @ — %) = Tl % = %; simetrik parcayla birlikte toplam 1’dir. Ay-
rica0 < z < 1igin z4/3 > 22 oldugundan f, > 0’ dlr
z2f7(z)dz hesabi f, sinirli ve destegi (— oldugundan [ | 2 fz(2)dz < oo’dur; yani
z z g g 1 z M

integral mutlak yakinsaktir. z f,(2) tek fonksiyondur (f4 cift oldugundan); simetrik (—1, 1) araliginda
integrali sifirdir:

/1 2 fy(2)dz = 0.

Ayni sonucu dogrudan ortak yogunluktan da gérebiliriz: [ oY f(z,y) dz dy integralinde integrand
x’e gore tek, bolge x - —z altinda simetrik oldugundan sonug 0’dir. Yani E(XY") = 0. Bu, X ile Y’nin
bagimsiz oldugu anlamina gelmez; tanim bolgesi dikdortgen olmadigindan bagimsiz degildirler. Bir
sonraki kisimda beklenen degeri tamimladiktan sonra bu ayrima yeniden dénecegiz.

Karsilastirma icin, Z’nin mutlak degerinin ortalamas sifir degildir:
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! 21 [* 21/3 1\ 21
dz=2-— /3 23)d —<——-)=—.
/lz|fZ(z) S /0 (T =2de =515 2) ~ 10

Ornek 15.7 (Oran ve Toplam Déniisiimii). Y] ve Y, bagimsiz rastgele degiskenler ve her birinin
olasilik yogunluk fonksiyonu

0, diger durumlarda

1
S,y >1
fly) = {y2
olsun. U; = % ve Uy =Y, + Y, rastgele degiskenleri tanimlansin. (Bu 6rnekte déntsiimiin girdisi
(11,Y,), eiktust (Uy, Uy) vektoradiir.)
a) (Y7, Y;) rastgele vektoriiniin ortak olasilik yogunluk fonksiyonunu bulunuz.
b) (U;, U,) rastgele vektoriiniin ortak olasilik yogunluk fonksiyonunu bulunuz.

c) U, rastgele degiskeninin olasilik yogunluk fonksiyonunu bulunuz.
d) U; ve U, rastgele degiskenlerinin bagimsiz olup olmadigini inceleyiniz.

Cozim.
Once fnin bir yogunluk oldugunu gérelim: floo y 2dy =1
a) Bagimsizlik geregi (Tanim 14.1)

2127y1 > 1,y2 >1

fyv v, W1, 92) = f(y) f(y2) = {y1 3

0, diger durumlarda.

D ={(y1,42) 1 y1 > 1y, > 1}dir.

b)u, = y1y+2y2’ Uy = Yp + Y, denklemlerini ¢6zelim: Yo = ujuy Ve Yy = Uy — Yy = Uy(1 — uy). Yani

hy(uq,ug) = ug (1 —uy), ho(uy,ug) = uqusy.

Her (uq,u5) icin tek bir (yy, y5) ciktigindan déniisiim birebirdir. Jacobian:

dhy Oh, )
— Ou; Ouy | _ Uy LU — —
J=det |y o —det[ " v = —UjUy — Uy (1 —uy) = —u,, | J | = uy.
R 2 1
Ou; Ouy

Gorunti bolgesi: y; > 1 ve y, > 1 kosullar1
ug(l —uy) > 1, U gy > 1

olur. y;,y, > 0 oldugundan u, >0 ve 0 < u; < I’dir; kosullar u, > ﬁ ve Uy > uil biciminde

yazilir. Oyleyse

1 1
E= :0 1 —_— .
{(ul,uz) <up < lu,y >max<u1,1_u1 )}

up < % iken u% > ﬁ, up > % iken tersi gecerlidir; u; = %’de ikisi esittir: iki smir orada u, = 2

degerinde birlesir ve E’nin her noktasinda u, > 2°dir (ki bu ¥} + Y, > 2 ile uyusur).
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2
yukarvya dogru sinirsiz
6 u,=1/u, u,=1/(1-u,)
E
4 E bir dikdortgen degildir
2

(1

her noktada u,>2
0,5 1

Sekil 15.4: Y;, Y, > 1 bolgesinin U; = Y,/(Y; + Y2), U, = Y; + Y, doniigtimi altindaki gorintisi. 1ki sinir
egrisi (1/2, 2) noktasinda kesisir; E, ikisinin de tistiinde kalan bélgedir ve her noktasinda u, > 2'dir. E iki
araligin carpimi olmadigindan — u,'in alabilecegi degerler u,'ye baghdir — U, ile U, bagimsiz olamaz.

Teorem 15.1'a goére E iizerinde

1 1

g ——
wp(l—u)? wfug 7 Rl —uy)?up

g(uy, ug) = fyl,y2 (u2(1 — Uyp), Up Uy )“2 =

FE disinda g = 0’dur.
¢) U;’in yogunlugu, g’nin u, ye gore integralidir; alt sinir u, ’in %’nin hangi tarafinda olduguna baglidir.
Her iki durumda da faoo uy3 duy = # kullanilir.

1. -1
0<uy < 3:altsmra= e

1 u% 1
U)= —5———— — = ————.
Jo, () B(l—uy)? 2 2(1—u)?
. % <wuy < l:altsmira = 1_1u1,
1 (1 —uy)? 1
Uy) = - = —.
fU1< 1) u2 (1 —uq)? 2 2u?
Sonug:
1 1
—2(1—u1)2’0 <up <3
fu, (w) = ﬁ, 3<u; <1
0, diger durumlarda.
. 1/2 du 1 1 1/2_1 1 1 du; _ 1 111 _ 1 _ 1.
Kontrol: [ ™" s5=y7 = 5[1_u1]0 =32-1=5 ve [ ,53= 5[171]1 ,=3(1+2) =3

toplam 1. Yogunluk u; = 3 etrafinda simetriktir ( fu, (1 —uq) = fy, (uq)) ve orada en bityiik degeri
olan 2’yi alir. Simetri beklenen bir seydir: Y ile ¥, aym dagilimli oldugundan U; = YIT2Y2 ile 1 —
U, = % ayn1 dagilima sahiptir. Ayni nedenle, oranin payinda Y, yerine Y; alinsaydi biitiin sonuglar
degismezdi.
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d) Bagimsiz degildirler. U; ile U, bagimsiz olsaydi her (uy, u,) i¢in g(uy, uy) = fy, (uy1)fu, (us) olmas:

gerekirdi (Tanim 14.1); 6zellikle g’nin sifirdan farkli oldugu bolge iki araligin kartezyen ¢arpimi olurdu.

Oysa E oyle degildir: u, 'nin alabilecegi degerler u, ’e bagldir. Somut bir ¢ift alalim: (u,, u,) = ( 7o )

Burada u_1 =10 > 3 oldugundan (u;,uy) ¢ E ve g(55,3) = 0°'dir. Ote yandan fU1(10) e
10

%>0ve

3) = ,3)duy = — —L >0
fUZ( ) /_Oog(ul ) Uq 27 /1/3 U%(].*Ul)z

(1ntegrand pozitif, aralik bos degil; uy = 3 icin E’nin ke51t1 <u < ¥ 5 tiir). Demek ki g( 67 ) =0#
fu, (& 35 ) fu, (3); Uy ile U, bagimsiz degildir. Sezgisel olarak da aciktir: toplam U, kugukse (2’ye yakinsa)
iki degisken de 1’e yakin olmak zorundadur, dolayisiyla oran U, zorunlu olarak 2 5 ye yakindir; toplam
buiytiditkce oran daha serbestlesir.

]

Bagimsizlik dontisiimle korunmayabilir

Ornek 15.2 ve Ornek 15.7°de girdi degiskenleri bagimsizdi, ama toplam—-fark ve oran-toplam ciftleri
bagimsiz ¢ikmadi. Genel kural sudur: X ile X, bagimsizsa u(X;) ile v(X,) de bagimsizdir; ancak
her ikisi de hem X ’e hem X, ye bagli olan u, (X, X,) ile uy (X;, X,) genellikle bagimsiz degildir.
Bagimsizlig1 korumak icin 6zel bir yap: gerekir; bunun taninmig bir érnegini alistirmalarda, birim
disk tizerinde diizgiin dagilimin kutupsal koordinatlarinda gorecegiz.

Alistirmalar

Alistirma 15.1 (Rastgele Vektorlerin Doniisiimleri Uzerine Alistirmalar). a) Ornek 15.1°deki
f(z,y) = 3% (z,y € {1,2,3}) ortak olasilik fonksiyonu i¢cin W = XY rastgele degiskeninin olasihk
fonksiyonunu bulunuz.

b) X ve Y bagimsiz ve aym dagilimh olsun; P(X = k) = 35, k € {1,2, 3, ...}. Konvoliisyon formiiliiyle
Z = X + Y’nin olasilik fonksiyonunu bulunuz ve olasiliklarin toplaminin 1 oldugunu gésteriniz.

¢) (X7, X,) birim kare iizerinde f = 1 yogunluguna sahip olsun. Y = i{L oranimin yogunlugunu bulunuz.
d) X ve Y bagimsiz olsun ve her birinin yogunlugu f(t) = e™* (t > 0) “olsun. Z = X + Ynin yogunlu-
gunu bulunuz.

e) (X,Y) birim kare iizerinde f = 1 yogunluguna sahip olsun. U = X + Y,V = X — Y déniisiimi i¢in
(U, V)’nin ortak yogunlugunu ve V’nin marjinal yogunlugunu bulunuz

f) (X,Y), birim disk iizerinde diizgiin dagilsmn: f(z,y) = £ (2 + 3> < 1). R= VX2 +Y2ve O, (X,Y)
noktasimin kutupsal acisi olsun (X = Rcos©,Y = Rsin @ 0<O< 27r) (R, ©)’nin ortak yogunlugunu
bulunuz; R ile ©’nin bagimsiz oldugunu gosteriniz ve R’nin yogunlugunu yaziniz.

Coziim.
a) W = XY € {1,2,3,4,6,9}. Her deger i¢in ¢arpimi o degeri veren ciftlerin olasiliklar1 toplanir:
1 4
36 36
6 4
P(W=3)=f(1,3)+ f(3,1) = —,P(W =4)=f(2,2) = 36’
12 9
PW =6)=f(2,3)+f(3,2) = -, P(W=9) = f(3,3) = =
36 36
w 1 2 3 4 6 9
P(W=w) 3 36 36 36 5% 3
Toplam % =1.
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240 Boliim 15. Rastgele Vektorlerin Doniisiimleri

b) Z € {2,3,4,...}. Onerme 15.3 (b) ile, z — x > 1 olmasi i¢in z < z — 1 gerekir:

Toplami dogrulayalim:

X -1 & 1 & 1
Zzgz 222721:52%:5'2:1-

z=2 m=1 m=1 2
Burada | ¢ | < 1igin Zm> ,mg™ = (1—%)2 dzdesligi ¢ = 3 ile kullanulds.
oY = % W =X, alalim: Ty =YW, Ty = W5
J:det[lgﬂ:w, | J | = w(w > 0).

Bolge: 0 < w<1lve0 <yw < 1,yaniy > 0vew < min(l, le) 9(y,w) =1-w = w oldugundan

min(1,1/y) 1 1 %7 0<y<1
fy(y):/ wdwzimin(l,g)zz #,y>1
0 0, diger durumlarda.

Kontrol: % + f 100 QdT% = % + % = 1. Oranin 1’den kii¢iik ya da biiyiik olma olasiliklari esittir; bu, X ile
X5’ nin ayn1 dagilimli olmasindan beklenen simetridir.
d) Konvoliisyon formilinde fx(z)fy(z —x) #0i¢in x > 0 ve z—z > 0, yani 0 < z < z gerekir;

dolayisiyla z > 0 i¢in

fz(2) = / e Te ) dg = / e *dx = ze %,
0 0

z < 01igin f,(z) = 0. Kontrol: fooo ze fdz = [—ze* —e 7] ° = 1.
e)u =z +vy,v =1z —y denklemlerinden x = “'2“’, = %;
101
s = 1 1 1 1
J=det|? 2| =—>—-—-=—-2, J ==
¢ E —51 i 1y 1T1=g

B61ge:0<“7+”< lve0<*5* <1, yani —u <v <2—wuveu—2<wv < u; birlestirince 0 < u <
2 ve | v | < min(u, 2 — u). Bu, koseleri (0,0), (1,1), (2,0), (1,—1) olan bir karedir (alan1 2). Ortak
yogunluk

Lo<u<2)|v|<min(y,2—u)
g(u,v) =4 27"
0, diger durumlarda.

V’nin marjinali: sabit v € (—1,1) i¢inu, | v | < u < 2 —| v | aralifinda dolagir;
27|’U‘ 1 1
fV(v):/ Sdu=g(2-2]v])=1-|v|, —1<v<l

Bu, (—1, 1) tizerinde ortalanmis tiggen yogunluktur; f_ll(l —| v |)dv =1. (U’'nun marjinali de ayni

hesapla 1 — | u — 1 |, yani Ornek 15.3’deki iicgen yogunluktur.)
f) Ters doniisiim z = rcos#, y = rsin 6,

cosf —rsinf

J = det {sin@ T cos 6

]zrcoszﬁ—{—rsinzﬂzr, | J|=r.

(0,1) x (0, 2m) dikdortgeni, § = 0151 disinda (olasiligs sifir) birim diske birebir gider. Ortak yogunluk
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15.6 Alistirmalar 241

g(T,G):—~T:£, 0<r<1,0<0<2m.
™ 0

Marjinaller: f5(r) = fo% Ldo=2r(0<r <1)vefg(h) = fol L dr = 5-(0 < § < 27);buaraliklarin
d1§1nda marjinaller sifirdir. Her (r, ) icin g(r,0) = fr(r) fo(0) saglanir: dikdortgenin iginde Z =
(2r) - 5=, disinda iki taraf da 0°dr. Oyleyse R 1le © bagimsizdir (Tanim 14.1). Yani ac1 (0, 27) tizerinde
duzgun yarigap ise 2r yogunluguna sahiptir; f 2r dr = 1. Yaricapin diizgiin olmamasi dogaldir: diskin
dis halkalarinda daha fazla alan vardir.

|

Rastgele vektorlerin dontusiimleriyle rastgele vektorler kismini tamamlamis olduk. Bundan sonra dagilim-
lar1 tek tek betimlemek yerine onlar1 birkag sayiyla 6zetlemeyi 6grenecegiz: Beklenen Deger, Momentler
ve Varyans.
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16.1

16. Beklenen Deger, Momentler ve Varyans

Rastgele Vektorlerin Dontisiimleri boliimiiyle birlikte bir rastgele degiskenin ya da rastgele vektoriin
dagilimini betimlemenin biitiin araclarini edindik: dagilim fonksiyonu, olasilik fonksiyonu, yogunluk
fonksiyonu ve bunlarin bir déniisiim altinda nasil degistigi. Ancak bir dagilimin tamami ¢ogu zaman
gereginden fazla bilgidir. Bir zarin “ortalama” kag geldigini, bir makine parcasinin émriiniin ortalama ne
kadar stirdigiini, 6l¢cimlerin bu ortalamadan ne kadar saptigini sormak isteriz. Bu béliimde bir dagilimi
birka¢ say1ya sikistiran ilk ve en 6nemli araglari tanitiyoruz: beklenen deger, momentler ve varyans.
Fikir basittir. Bir zar N kez atilsin ve 1,2, ..., 6 degerlerinin sirasiyla nq, ..., ng kez geldigini varsayalim.

Gelen sayilarin aritmetik ortalamasi

1-ny+2-ny+...4+6-ng
=1 2. = 6 —
N N+ N+ - N

biciminde yazilabilir; yani her deger, gozlenme sikligiyla agirhklandirilarak toplanmistir. Atis sayisi

bityiidiikge sikliklarm olasiliklara yaklagsmasim bekleriz. Oyleyse “uzun vadedeki ortalama” i¢in dogal

aday, her degerin kendi olasiligiyla agirliklandirilmis toplami > cp. = fx(z) olur. Beklenen deger tam
relx

olarak budur; siirekli durumda toplamin yerini integral alir.

Bu béliimde sunlar1 6grenecegiz: bir rastgele degiskenin fonksiyonunun beklenen degerinin tanimi ve
bu tanimin anlamli olmasi i¢in gereken mutlak yakinsaklik kosulu; beklenen degeri olmayan rastgele
degiskenlerin gercekten var oldugu; momentler, varyans ve standart sapma; beklenen degerin en ¢ok
kullanilan 6zelligi olan lineerlik; dogrusal bir doniisiimiin beklenen degeri ve varyansi nasil degistirdigi;
varyansi hesaplamanin pratik formiilii; ve varyansin ne 6l¢tiigiinii kesin bir egitsizlige dontstiiren Markov
ve Chebyshev esitsizlikleri.

Bir Rastgele Degiskenin Fonksiyonunun Beklenen Degeri

Beklenen degeri yalniz X i¢in degil, X in bir fonksiyonu g(X) i¢cin tanmimlamak daha kullanighdir; ¢iinki
X2, | X —c |, e!X gibi nesnelerin beklenen degerleri ilerleyen boliimlerde siirekli karsimiza cikacak.
g(X)’in bir rastgele degisken olabilmesi i¢cin her Borel kiimesinin g altindaki ters gérintiisiiniin yine
bir Borel kiimesi olmasi gerekir; bu kosulu saglayan fonksiyonlara Borel 6l¢iilebilir fonksiyon denir.
Surekli fonksiyonlar, parcali siirekli fonksiyonlar ve bunlarin bilegkeleri, toplamlari, carpimlar: hep Borel
olgtlebilirdir; bu kitapta kargilasacagimiz her g bu siniftadir.

Tanim 16.1 (Beklenen Deger). X bir rastgele degisken ve g : R — R, her B € B(R) i¢in {z : g(z) €
B} € B(R) 6zelligini tagtyan bir fonksiyon olsun.
(i) X kesikli bir rastgele degisken ve

Z|9 | fx(z

zeDy
ise

E[g(X)]= ) g(@) fx(x),

r€Dy

(ii) X stirekli bir rastgele degisken ve

/°°|g<x> | () dz < oo

ise

Eo00])= [ g0 Ixle)ds
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244 Boliim 16. Beklenen Deger, Momentler ve Varyans

sayisina g(X) rastgele degiskeninin beklenen degeri denir. Yakinsaklik kosulu saglanmiyorsa g(X)’in
beklenen degeri yoktur denir.

Tanim izerine birkag agiklama gerekir.

g(z) = = secimi E(X)’i verir: kesikli durumda E(X) =3 _ « fx(x), sirekli durumda E(X) =
Telx
ffooo z fx(x) dz. Giristeki “olasilikla agirliklandirilmig ortalama” tam olarak budur.

Kesikli durumda Dy sonlu ise kosul kendiliginden saglanir; toplam sonlu terimlidir. Dy sayilabilir

sonsuzise ) . g(z)fx(x) bir seridir ve D in elemanlarini numaralandirmanin ayricalikli bir yolu
X

yoktur. Serinin degeri siralamaya bagli olmasin diye mutlak yakinsaklik istenir; mutlak yakinsak bir
serinin terimleri hangi sirayla toplanirsa toplansin ayni say1 ¢ikar.

Stirekli durumda integral yalmz Dy {izerinden, yani fD 9(x) fx (z) dz bi¢iminde de yazilabilir; Dy
X

disinda fy sifir oldugundan ikisi aymdir. Mutlak yakinsaklik kosulu burada da integralin “co — 00”
belirsizligine diismemesini saglar.
Yakinsaklik kosulu saglandiginda, licgen esitsizligi geregi | E[g(X)] | < E [ | g(X) | ] olur; yani bek-

lenen deger sonlu bir gercel sayidir.

1 Tanim neden X’in dagilimiyla yaziliyor?

Y = g(X) kendisi bir rastgele degiskendir (Tanim 8.1). Oyleyse beklenen degerini, tanimdaki g(y) =
y secimiyle, Y nin kendi olasilik fonksiyonu fy- iizerinden de yazabilirdik: E(Y) = Zye . Yy ().
Y

iki hesabin ayn1 say1y1 verdigini kesikli durumda gésterelim. Tanim 10.2 geregi

) =PY =y)=P(gX)=y)= >  fx)

€Dy g(a)=y

oldugundan
Soufr=> Y yix@=Y > 9@ ix@=) g fx@
yEDy y€DyzeDy: g(xz)=y y€DyzeDy: g(z)=y zeDy

bulunur. Terimler mutlak toplanabilir oldugundan, yani > __ | g(z) | fx(z) < co oldugundan, iki
relx

katli toplam istenen sirada diizenlenebilir; son adimda Dy, g’nin aldig1 degerlere gore ayrik parcalara
bolinmiistiir. Demek ki E[g(X)]’i hesaplamak i¢in g(X)’in dagilimini bulmaya gerek yoktur; X’in
dagilim1 yeter. Tamimun asil giicii budur: X?’nin ya da e**’in dagilimini hi¢ bilmeden beklenen
degerleri yazilabilir. Siirekli durumda da ayni sonug gecerlidir; ispati1 doniisiim formiiliiniin genel

bicimini gerektirdiginden burada verilmeyecektir.

1 Varlik anlasmasi

Bundan sonra, aksi sdylenmedikge, goz éniine alinan g(X) rastgele degiskenlerinin beklenen deger-
lerinin var oldugu varsayilacaktir. Bir teoremde “E(X) ve E(X?) var olsun” gibi bir hipotez
yazilmamissa, ifadede gecen biitiin beklenen degerlerin var oldugu anlagilmalidir.

Beklenen degerin var olup olmadigina her seferinde tanimdan bakmak zahmetlidir. Asagidaki gozlemler,
cogu durumda varlig1 bir bakista gormeyi saglar.

Onerme 16.1 (Beklenen Degerin Varligi Icin Yeter Kosullar). X bir rastgele degisken, g ve h Borel
olgiilebilir fonksiyonlar olsun.

(a) g sinirlise, yani her x icin | g(x) | < M olacak bigimde bir M varsa, E[g(X)] vardir ve | E[g(X)] | <
M “dir.

(b) Her z € Dy icin| g(z) | < | h(z) | ve E[h(X)] varsa E[g(X)] de vardwr.

(c) Birk € N i¢in E(X*) varsa, her j € {1,2, ..., k} icin E(X7) vardur.

Ispat.
Ispati kesikli durum icin yaziyoruz; siirekli durumda toplamlarin yerine integraller gelir, hicbir adim
degismez.
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@ ,ep | 9@) | fx(@) <MY |, fx() =M < oo. Boylece Elg(X)] vardir ve | E[g(X)] | <
2pep, | 9() | Fx(x) < M olur.

B, 9@ | fx@) <3, | h@) | fx(@) < oo

(c) Her gercel x ve her j < kicin| z |7 < 1+ | x |¥ esitsizligi gecerlidir: | x | < lise| z |7 < 1,| x| >
Lise| z [ < |z |¥ olur. Oyleyse

Dolalix@) < Y fx@)+ Y lalf fxl@)=1+ Y |a|F fx(z) <oo

r€Dy €Dy €Dy €Dy

olur; yani E(X7) vardur.
|

(c) maddesinin karsit tersi de diisiinmeye deger: bir moment yoksa, ondan daha yiiksek mertebeden hicbir
moment yoktur. Asagidaki 6rnek en alt basamagin bile bos kalabilecegini gosterir.

Ornek 16.1 (Beklenen Degeri Olmayan Bir Rastgele Degisken). X siirekli rastgele degiskeninin
yogunluk fonksiyonu

Fy(a) = {w‘l“”l

0, diger durumlarda

olsun. fy’in gercekten bir yogunluk fonksiyonu oldugunu, ama E(X)’in var olmadigini gosteriniz.

Coziim.
fx = 0 agiktir ve

° * dz . 17° . 1
/Oofx<“f>d””—/l 22 [—5]1 —JH&(“Q =1

oldugundan fy bir yogunluk fonksiyonudur (Tanim 11.2). Beklenen deger icin tanimdaki kosula
bakalim; z > 1 i¢in | # | = = oldugundan

/Oo|a:|fx(ac)d:c—/1 m-?daz—/l ?—blggolnb—oo.

Kosul saglanmaz; F(X) yoktur. Onerme 16.1in (c) maddesi geregi X'in hicbir k¥ > 1 mertebeli
momenti yoktur.

Bunun anlamu sudur: X’in dagilimi kusursuz bi¢imde tanimlidir, her a > 1 i¢in P(X > a) =
f:o 7 2dx = % hesaplanabilir; ama bu kuyruk o kadar yavag séner ki “ortalama deger” sonlu bir say1
olarak var olmaz. X’in bagimsiz gézlemlerinin aritmetik ortalamasi, gozlem sayis arttikca bir sayiya
yerlesmez; sinirsiz bityiir.

n

Simetri tek basina beklenen degeri sifir yapmaz

flz) = m, z € R, bir yogunluk fonksiyonudur (Cauchy yogunlugu): szo f(z)dz =
% arctan z|>_ = %(g + %) = 1. Grafigi 0’a gore simetriktir ve x f () tek fonksiyondur; bu yiizden
“E(X) = 0” demek ¢ekicidir. Ama

/oo| | f(z)d 2/00 T gr=1 In(1 + b?)
z | f(z)de = — ———dz=—lim In =00
- 0 1+ z2

T T b—oo
oldugundan E(X) yoktur. Simetriden E(X) = 0 sonucunu ¢ikarmak ancak mutlak yakinsaklik

kosulu saglandiginda gecerlidir: o zaman integral iki yarimin toplami olarak parcalanabilir ve yarim-
lar birbirini gotiiriir. Kosul saglanmiyorsa integral “co — co” bigimindedir ve hicbir deger tagimaz.
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Momentler, Varyans ve Standart Sapma

g fonksiyonunun belirli se¢imleri o kadar sik kullanilir ki 6zel adlar almigtr.

Tanim 16.2 (Momentler). X bir rastgele degisken, ¢ € Rve k € N olsun.
@E[(X—c)t | degerine X’in c’ye gore k. mertebeden momenti,

(b) E [ X* ] degerine X’in k. mertebeden momenti (sifira gore k. moment),

(c) ux = p = E(X) degerine X’in beklenen degeri (birinci moment),

(d) E [ X(X —1)(X —2)(X —k+1) | degerine X’in k. carpimsal momenti

denir. Beklenen degere gore momentlere, yani E' [ (X — w)k | degerlerine, merkezi momentler de denir.

Merkezi momentlerin ilki her zaman sifirdir: birazdan ispatlayacagimiz lineerlik geregi E(X — p) =
E(X) — p = 0. Bilgi tagiyan ilk merkezi moment ikincisidir ve kendi ad1 vardr.

Tamim 16.3 (Varyans). X, beklenen degeri 4 = E(X) olan bir rastgele degisken olsun. X’in beklenen
degerine gore ikinci momentine, yani

0% = 0% = Var (X):E[(X_E(X>>2]

degerine X’in varyansi denir.

Tanim 16.4 (Standart Sapma). X’in varyansinin negatif olmayan karekokiine X’in standart sapmasi
denir ve

ox = +/Var (X)

ile gosterilir.

Bu iki biyiikligiin yorumu soyledir. Kesikli bir dagilimi, say1 dogrusu tizerinde x € Dy noktalarina
yerlestirilmis fy (}r)(aglrhklarlnda kiitleler gibi diisiinelim; toplam kiitle 1°dir. Bu kiitle sisteminin agirhik
zeDy TIX\E

Ton T
dengede durdugu noktadir. Varyans ise kiitlelerin bu merkezden uzakliklarinin karelerinin agirlikli
ortalamasidir, mekanikteki eylemsizlik momentinin karsiligidir: kiitleler merkeze yigimigsa kigik,
merkezden uzaga sacilmigsa buyiiktiir. Varyans, dagilimin merkez etrafindaki “yayiliminin” bir
olciisiidiir. Varyansin birimi X in biriminin karesidir; X santimetreyle 6l¢iilityorsa Var (X) santimet-
rekaredir. Standart sapma karekok alarak X ile ayni birime doner; bu ytizden yayilimi somut olarak ifade
etmek istendiginde o 5 kullanilir.

merkezi = FE(X) noktasidir. Yani beklenen deger, dagilimin “merkezi”, dagilimin
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fx)

|
|
|
|
|
|
|
H X

F—— o kiiciik: [p-o, p+o] dar

I | o biiyiik: aralik genis

Sekil 16.1: Varyans, dagilimin ortalama etrafindaki yayilimini élcer. iki yogunlugun beklenen degeri ayni

p noktasidir; dar egrinin standart sapmasi ¢ = 0,6, genis egrininki ¢ = 1,5'tir. Eksenin altindaki parantezler

[1 - o, u + o] araliklarini gosterir: kiitle merkeze y1gilmigsa varyans kiigiik, merkezden uzaga sagilmigsa
buytiktir.

Bir dagilimin momentleri hakkinda ilk soru, hangilerinin var oldugudur. Onerme 16.1'in (c) maddesi
bunun diizenli bir yap1 tasidigini séyler: E(X*) varsa daha diisitk mertebeli biitiin momentler de vardir.
Ozellikle E(X?) varsa E(X) de vardir ve birazdan gorecegimiz gibi varyans da var olur.

Beklenen Degerin Lineerligi

Beklenen degerin hesaplarda en ¢ok kullanilan 6zelligi, toplamin beklenen degerinin beklenen degerlerin
toplami1 olmasidir. Bu 6zellik olmadan [ (X —p)? ] gibi ifadeleri agmak bile miimkiin olmazdi. Asagi-
daki teoremde g, ..., g,, fonksiyonlarinin toplami da Borel dlciilebilirdir; bu, 6l¢iilebilir fonksiyonlarin
sonlu toplamlarinin 6l¢iilebilir oldugu genel gerceginin bir sonucudur ve burada ispatsiz kullanilacaktr.

Teorem 16.1 (Beklenen Degerin Lineerligi). X bir rastgele defiskenveg, : R — R, i =1,2,...,n, her
B € B(R) i¢in{z : g;(z) € B} € B(R) ézelligini tasryan fonksiyonlar olsun. Heri i¢in E[g;(X)] beklenen
degerivarsay " | g;(X) rastgele degiskeninin beklenen degeri vardir ve

n

ngX)] ~3 B [g(x
=1

i=1

olur.

ispat.
9g=91+ 9+ ...+ g, yazalhim.
X kesikli ise. Once varlik: her x icin iiggen esitsizligi | g(z) | < 2?21‘ g;(x) | verir. Buradan

> 1 g(@) | fx(a ZZI.% | fx(@ ZZIgz | fx(@) <

€Dy €Dy i= i=1 z€Dx

olur; sonlu sayida yakinsak serinin toplami yakinsak oldugundan sonlu toplam ile seri yer degistirebil-
mistir. Demek ki E[g(X)] vardwr. Simdi beklenen degerin kendisini hesaplayalim:

Blo(x z(zgz) -3 Y e = 3B [0k

ze€Dy \ =1 i=1 x€Dy
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Yer degistirme yine gecerlidir, ¢iinkii i¢teki n serinin her biri mutlak yakinsaktir.
X surekli ise. Ayni adimlar integralle yazilir:

" o@) | x@dz <3 [ 1 0:@) | frela)de < oo
/. <X

ve

Elg / 291 _1/_ dm—ZE[%

oo 1=1

Burada da sonlu sayida yakinsak integralin toplami terim terim alinabilir.
|

Lineerligin 6teki yarisi, sabitlerin disar1 alinabilmesidir.

Onerme 16.2 (Sabitin Beklenen Degeri ve Sabitle Carpim). X bir rastgele degisken, c € R ve g Borel
olciilebilir bir fonksiyon olsun.

(a) E(c) = c; yani sabit ¢ degerini alan rastgele degiskenin beklenen degeri ¢ dir.

(b) E[g(X)] varsa E [ cg(X) | devardirve E [ cg(X) | = cE [ g(X) | olur.

Ispat.
(a) g(z) = c sabit fonksiyonu Borel lgiilebilirdir: {x : ¢ € B} kiimesic € B iseR, degilse & dir ve ikisi de
Borel kiimesidir. Kesikli durumda }_ _ | c|fx(z) =] c | < oo oldugundan beklenen deger vardir ve
relix
E(c)=ZcfX —chX =c-l=c
€Dy z€Dy

Siirekli durumda E(c) = [ _cfx(@)dz = 1 fx(@)dz=c

(b)) ,cp, | co(@) | fx(z )= e |Zm€D | 9(@) | fx(x ) < 0o oldugundan Elc g(X)] vardir ve

Elcg(X)]= Y cgl@) fx(z)=c ) g@)fx(z)=cE[g(X)].

€Dy €Dy

Stirekli durum, toplam yerine integralle aynidur.
]

Teorem 16.1 ile Onerme 16.2 birlesince, ¢, ..., ¢,, sabitleri icin

E li ¢ gi(X)] = iciE [9:(X

elde edilir. Bu yiizden beklenen deger, ya da E operatorii, lineer bir doniisitmdiir. Bundan sonraki
hesaplarin ¢ogu bu tek ciimleye dayanur.

Lineerligin en basit ve en sik kullanilan hili, X in yerine a X + b konulmasidir. Bir sicaklik 6l¢iimiinii
Celsius’tan Fahrenheit’a ¢evirmek, bir fiyata sabit bir vergi eklemek, bir 6l¢iimii bagka birime dontistiir-
mek hep bu tiirdendir. Beklenen deger ve varyans bu doniisiim altinda 6ngoriilebilir bicimde degisir.

Teorem 16.2 (Dogrusal Doniisiimiin Beklenen Degeri ve Varyansi). X bir rastgele degisken vea, b €
R olsun.

(a) E(X) varsa E(aX + b) de vardir ve E(aX + b) = a E(X) + b olur.

(b) Var (X) varsa Var (aX + b) de vardir ve Var (aX + b) = a? Var (X) olur.

Ispat.
(a) Once varlik. | ax +b | <|a ||z |+|b | oldugundan kesikli durumda

Yolaztb|fx@ <lal Y lalfx@+]b] Y fx@@) =la|l D |z|fx(@)+]b]<o0

€Dy z€Dy z€Dy €Dy
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16.3 Beklenen Degerin Lineerligi 249

olur; sagdaki seri E(X)’in varlik kosulundan yakinsaktir. Siirekli durumda ayni simir integralle yazilir.
Demek ki E(aX + b) vardiwr. Degeri dogrudan hesaplayalim. X kesikli ise

E(aX +b) = Z (ax+b) fx(z)=a Z zfx(z)+0b Z Ix(@)=aE(X)+b.

r€Dy €Dy €Dy

=E(X) =1

X siirekli ise

E(aX +b) = / (ax +b) fx(z)dx = a/ z fx(z)dx + b/ fx(@)der =aE(X)+0b.
(b) p = E(X) yazalim. (a) geregi E(aX + b) = ap + b oldugundan, varyansin tanimina gére
Var (aX +b)=F [(aX—}-be(aX—f—b)f]:E [(aX—i—bfa,ufbf]:E [aQ(X—u)Q] .
E[(X — p)?] = Var (X) var oldugundan Onerme 16.2’in (b) maddesi sabit a®’yi disart alir:

Var (aX +b) =a’E [ (X — p)* | = a® Var (X).

Sonucun iki yani ayri ayri yorumlanmalidir. b sabitini eklemek dagilimi butiiniiyle b kadar kaydirir:
merkez b kadar kayar, ama yayilim degismez; Var (X + b) = Var (X). aile carpmak ise dagilimi | a | kat
gerer ya da sikistirir; uzakliklar | @ | katina, uzakliklarin kareleri a? katina cikar. Standart sapma cinsinden

yazilirsa 0,y = | @ | ox olur. Bu gozlemin en yararli uygulamas: standartlastirmadir: oy > 0 ise
X — 1
g—2"Hx _ -y HFx
0x Ox Ox

rastgele degiskeni icin E(Z) = %p,x — Z—i = 0ve Var (Z) = & Var (X) = 1 olur. Yani her rastgele
X

degisken, dogrusal bir dontisiimle beklenen degeri 0 ve varyansi 1 olan bir degiskene ¢evrilebilir.

16.4 Varyansin Hesaplanmasi

Varyansi tanimindan, yani » D (x — p)? fx () toplamindan hesaplamak, énce z’yii bulmayi, sonra
relx

her terimde bir fark ve bir kare almay1 gerektirir. Asagidaki formiil buisi F(X) ve E(X?) gibi iki bagimsiz
hesaba indirger; uygulamada varyans hemen her zaman bu yolla bulunur.

Onerme 16.3 (Varyans Hesap Formiilii). X, ikinci momenti E(X?) var olan bir rastgele degisken ve
w= E(X) olsun.
(a) Var (X) vardir ve

Var (X) = B ( X?)— ( B(X))?

olur.
(b) Her c € R igin

E[(X—C)Q]:Var (X) + (u—rc)?

olur. Dolayisiyla c’ye gore ikinci moment en kiiciik degerini yalniz ¢ = p’de alir ve bu en kiigiik deger
Var (X) tir.

ispat.

(a) E(X?) var oldugundan Onerme 16.1'in (c) maddesi geregi E(X) de vardir; p sonlu bir sayidir. (X —

w)? = X? — 2uX + p? agilimindaki iig terimin de beklenen degeri vardir, 6yleyse Teorem 16.1 ve Onerme
16.2 geregi E[(X — p)?] vardir ve

Var (X) =E [ X? = 2uX +p? |=E (X? )= 2uEX)+ > =E ( X*)—20> + > = E ( X* ) — p*.
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250 Boliim 16. Beklenen Deger, Momentler ve Varyans

Kesikli durumda bu hesap agik¢a

Z (1 —p)*fx(z) = Z 2® fx(z) — 2p Z z fx(z) + p? Z fx(a7):E(X2)_ZH'H+#2:E(X2)—N2

€Dy €Dy r€Dy €Dy

bicimindedir; stirekli durumda toplamlarin yerini integraller alir.
(b)) X —c= (X —p)+ (1 — c) yazip kare alalim:

(X =)’ = (X —p)* +2(p—c)(X —p) + (p—)*.
Beklenen deger alindiginda lineerlik geregi
E[(X=c)?|=E[(X—p)?]+2(p—c)E(X —p)+ (u—c)?

olur. E(X — p) = E(X) — p = 0 oldugundan ortadaki terim diiser ve E[(X — ¢)?] = Var (X) + (u —
¢)? kalir. (u — ¢)? > 0 ve yalniz ¢ = p’de sifir oldugundan en kiiciik deger c = p’de alnir.
|

(b) maddesi beklenen degerin “merkez” yorumunu kesinlestirir: X’i tek bir ¢ sayisiyla temsil etmek isteyip
hatay1 (X — ¢)?’nin beklenen degeriyle dlcersek, en iyi secim ¢ = y’diir ve o zaman kalan hata tam olarak
varyanstir.

Bir baska sonug da varlikla ilgilidir: £(X?) varsa varyans vardir. Tersi de dogrudur; u ve Var (X) varsa
X? = (X — p)? 4+ 2pX — p? esitligi £(X?) nin varligin verir. Yani varyansin var olmasi ile ikinci
momentin var olmasi aym seydir.

Varyans, karelerin agirlikli ortalamasi oldugundan negatif olamaz. Bu basit gézlemin hesap formiilityle
birlesmesi, sik kullanilan bir esitsizlik verir.

Onerme 16.4 (Varyans Negatif Olamaz). X, ikinci momenti var olan bir rastgele degisken olsun.
(a) Var (X) > 0.

(b) E ( X2 )= ( E(X))2.

(c) X kesikli ise, Var (X) = 0 olmast icin gerek ve yeter kosul P ( X = E(X) ) = 1 olmasidur.

Ispat.

(al)’u = E(X) olsun. Kesikli durumda Var (X) = ZEGDX (x — p)? fx () toplaminin her terimi, negatif

olmayan (z — p)? ile negatif olmayan fy(z)’in carpimidir; éyleyse toplam > 0’dr. Siirekli durumda

[% (z — p)? fx(z) dx integralinin integrand: her yerde > 0 oldugundan integral > 0’dir.

(b)ooOnerme 16.3 geregi 0 < Var (X) = E(X?) — (E(X))?; taraflar diizenlenince E(X2) > (E(X))?
tkar.

?c) X kesikli olsun ve Dy, olasiligi pozitif olan degerlerden olussun. Var (X) = 0 ise, negatif olmayan

terimlerden olusan ZzeDX (x — w)? fx (z) toplami sifirdir; bu ancak her terim sifirsa olur. fy(x) >0

oldugundan her x € Dy icin (x — p)? = 0, yaniz = p olmalidir. Demek ki Dy = {u} ve P(X = p) =

Fx(p) = 1. Tersine P(X = p) = 1 ise Dy = {u} ve Var (X) = (u—p)? - 1 =0 olur.

|

(c) maddesi varyansin yayilim 6l¢iisit oldugunu en u¢ durumda dogrular: varyansin sifir olmasi, rastgele
degiskenin aslinda rastgele olmamasi, tek bir degere cakilmis olmasi demektir. Siirekli bir rastgele degis-
kenin varyansi higbir zaman sifir olamaz; bunu Chebyshev esitsizliginden sonra gosterecegiz.

16.5 Ornekler

Simdi tanimlar1 ve formiilleri somut dagilimlar Gizerinde isletelim. Her 6rnekte ayni {i¢ adim tekrarlanir:
E(X), E(X?)ve Var (X) = E(X?) — (E(X))2
Ornek 16.2 (Kesikli Diizgiin Dagilimin Momentleri). X kesikli rastgele degiskeninin olasilik fonk-

siyonu

1
fX(m):67 x€{72771a07172a3}
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16.5 Ornekler 251

olsun. E(X), E(X?), Var (X) ve oy degerlerini bulunuz.

Coziim.
Dy sonlu oldugundan biitiin momentler vardir. Beklenen deger:

3
1 1 1 1 1 1 -2-140+14+243 3
E(X) = Zivfx(w)=(—2)'g+(—1)'g+0'g+1'g+2'g+3'g= =6~

1
6 6 2

T=—2

Ikinci moment:

3 2 2 2 2 2 2
=2)+ (=1)*+0“+1*+2°+3 4+14+0+1+44+9 19
E(XQ):E meX(x):( ) (=1) 5 = 5 =5

r=—2

Varyans, Onerme 16.3 ile:

19 (1\* 38 3 35
Var(X):E(XQ)—(E(X))Q:F—(§> — - =

Aymi sonucu tanimdan da dogrulayalim. p :% icin  — p farklarn —2 —%,—%,%, %,%; kareleri

29 119 2ty ve

70 35

1 2549414149425 1 70
6 4 6 4 12

Var (X)

Standart sapma oy = \/% ~ 1,71’dir.

Beklenen degerin % ¢ikmasi sagirtict degildir: %, Dy = {-2,...,3} kiimesinin tam ortasidir; alt1 esit
kiitle —2 ile 3 arasina esit araliklarla dizilmistir ve sistem bu iki ucun ortasinda dengede durur. %’nin
X’in alabilecegi bir deger olmadigina dikkat ediniz; beklenen deger bir “olas1 sonu¢” degil, dagilimin

agirlik merkezidir.

fix)

fx) diizgiin kiitle: E(X) = 1/2 carpik kiitle: E(X) = 0,94

B X EX) x
1 2 3 0 1 2 3 +

Sekil 16.2: Beklenen deger, olasilik kiitlelerinin denge noktasidir: eksen bir cubuk, olasiliklar tizerine

konmug agirliklar gibi diigiiniiliirse cubuk tam E(X) noktasinda dengede durur. Solda simetrik kiitle

ortada dengelenir; sagda kiitle sola yigildigindan denge noktasi sola kayar ve alinan degerlerden
hicbirine esit olmak zorunda degildir.

Ornek 16.3 (Siirekli Diizgiin Dagilimin Momentleri). X siirekli rastgele degiskeninin yogunluk
fonksiyonu

! (x)_{%,0<;c<2
() =

0, diger durumlarda

olsun. E(X), E(X?) ve Var (X) degerlerini bulunuz.
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252 Boliim 16. Beklenen Deger, Momentler ve Varyans

Cozim.
fx sinirli bir aralik disinda sifir oldugundan biitiin momentler vardir. Beklenen deger:

2
2 2
E(X):/x.ldlelw—] _lag
2 2|2 "2

Ikinci moment:

Varyans:
Var (X)=E (X?)— (E(X)?=;—1=

Tanimdan dogrulama: p = 1 i¢in

Var <X>:/02<x_1>zgdx:;[@L:;(g_(_;)) L

Standart sapma oy = \/Lg ~ 0, 58'dir. Beklenen degerin (0, 2) aralifinin orta noktasi olan 1 ¢gikmas,
yogunlugun simetrisinin dogal bir sonucudur.

Teorem 16.2'1 bu 6rnekte deneyelim: Y = 3X — 1 i¢in higbir yeni integral hesaplamadan E(Y) = 3 -
1—1=2veVar (Y)=9-% = 3bulunur.

]

Ornek 16.4 (Kuyrugu Kuvvet Gibi Sénen Bir Yogunluk). X siirekli rastgele degiskeninin yogunluk
fonksiyonu

Fro(z) = 3z~ z>1
X370, diger durumlarda

olsun. E(X), E(X?) ve Var (X) degerlerini bulunuz. X’in hangi mertebeden momentleri vardir?

Cozim.
Once fy’in bir yogunluk oldugunu gérelim: fy > 0 ve

< 1
/ 3z *dz = lim [— :c’3]l{ = lim (1 — —3) =1.
1 b—00 b—00 b

Beklenen deger. Integrand = > 1 iizerinde pozitif oldugundan mutlak yakinsaklik ile yakinsaklik ayni
seydir:

oo [e'e) b
E(X) = / 230 da = / 323 dz — lim [ﬁfz} _3
1 1 2 1

b—oo

Ikinci moment:

R oo
E ( X? ) :/1 22 .3z 4dx =/ 3 2dr = lim [_3w—1]li —3

1 b—oo

Varyans:
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Standart sapma oy = ‘/7§ ~ 0, 87dir.

Uciincii momente bakalim:

o0 003
/ x3-3x_4dm:/ —dxr = lim 3Inb = co.
1

1 T b—oo

Oyleyse E(X?) yoktur; Onerme 16.1'in (c) maddesi geregi k > 3 icin hicbir E(X*) yoktur. Genel
olarak z~* gibi kuvvet biciminde sénen bir kuyruk, ancak sénme hizinin izin verdigi kadar momente
sahiptir: ¥ - x7* integrallenebilir olsun diye k —4 < —1, yani k < 3 gerekir. Ornek 16.1'taki 2
kuyrugu i¢in ayni 6l¢iit £ < 1 verir; bu ylizden orada birinci moment bile yoktu.

]

Ornek 16.5 (Ucgen Yogunlugun Momentleri). X siirekli rastgele degiskeninin yogunluk fonksiyonu

fx(x):{i(2—|$|)7—2§xg2

0, diger durumlarda

olsun. E(X) ve Var (X) degerlerini bulunuz.

Cozim.
,5) ve (2, 0) koseli bir iggen olan bu fonksiyon negatif degildir ve altinda kalan alan
ticgenin alanidir: % 4. % = 1. Integralle de dogrulayalim; f cift fonksiyon oldugundan

21 1 2] 1
dx =2 -2—z)de==|2z——| ==-(4—-2)=1.
[ i@ar=2 [ Go-wa 2[95 2]0 S(4-2)

Beklenen deger. zf(z) tek fonksiyondur ve [—2,2] siirh araliginda integrallenebilir; dyleyse
mutlak yakinsaklik kogulu saglanir ve simetri kullanilabilir: E(X) = 0. Agik hesapla da gorelim:

2
0 2 3 3
2 2— 1 1 4 1 4
0
0

2 T
x+3

L1
4

L, 4 4 4

Tkinci moment. 22 fy (z) cift fonksiyondur:

2
2 2 3 4
1 1 12 1/1 14 2
E(X2)=2/ m2~—(2—m)dﬂc=—/ (222~ )do = 5 | o — = =—(—6—4)=—~—=—.
. 4 2 J, 208 4] 2.3 2 3 3

Varyans. F(X) = 0 oldugundan

2 2
Var(X):E(X2)—02:§, UX:\/;%O,SQ.

Karsilastirma i¢in [—2, 2] {izerindeki diizgiin yogunlugu, f(z) = 1, diisiinelim: beklenen degeri yine
0, ikinci momenti f_2 T dr = 3’tiir. Uggen yogunluk kiitlesini merkeze y1gdigindan varyansi diizgiin
yogunlugunkinin yarisidir. Varyans, ayni aralik tizerindeki iki dagilimi yayilimlarina gore ayirt etmek-
tedir.

]

Markov ve Chebyshev Esitsizlikleri

Varyansin yayilim 6l¢tiigiing sdyledik; ama “kiiciik varyans, merkeze yakin degerler” ciimlesi simdilik
bir slogandan ibarettir. Bunu kesin bir ifadeye cevirmek istiyoruz: varyansi bilinen bir rastgele degiskenin,
beklenen degerinden en az € uzaga diisme olasilig1 en ¢ok ne olabilir? Dagilimin kendisi hakkinda hicbir
sey bilmeden yanit verilebilmesi sasirticidir. Once daha temel bir esitsizlik gerekir.
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254 Boliim 16. Beklenen Deger, Momentler ve Varyans

Teorem 16.3 (Markov Esitsizligi). X, deger kiimesi Dy C [0, 00) olan ve beklenen degeri var olan bir
rastgele degisken olsun. Her a > 0 igin

E(X)

P(X >a)<

olur.

ispat.
X kesikli ise. Dy, teki her x negatif olmadigindan x f (z) > 0°dir; toplamdan x < a olan terimleri
atmak toplami kiigiiltiir ya da degistirmez:

EX)= Y azfx(@)> Y  afx@)> Y afsxl@)=a Y fx@)=aP(X>a).

€Dy z€Dx,x>a z€Dx,x>a r€Dy,x>a

Ikinci esitsizlikte, kalan terimlerde x > a oldugundan x’in yerine daha kiigiik olan a yazilmistir. Her iki
taraf a > 0’a boliiniirse istenen ¢ikar.

X siirekli ise. © < 0 icin fy(x) =0 oldugundan integrand [0, 00) disinda sifirdir ve aymi adimlar
integralle yazilir:

E(X)Z/Oofffx(l")dx2/oofo(m)de/ooan(:c)daczaP(XZa).
0 a a

Markov esitsizligi yalniz beklenen degeri kullanir ve X > 0 kosuluna dayanir. Ornegin ortalama geliri
E(X) olan bir toplulukta, gelirin dagilimi ne olursa olsun, geliri ortalamanin 10 katindan fazla olanlarin
orani %’u gecemez. Simdi bunu (X — u)? rastgele degiskenine uygulayalim.

Teorem 16.4 (Chebyshev Esitsizligi). X, varyanst var olan bir rastgele degisken, u = E(X) ve 02 =

Var (X) olsun. Here > 0 i¢in

[

2
P(\X—M\ZE)SZ—Q, esdeger olarak P(|X—,u|<f—:)21—:—2

olur. Ozel olarak 0 > 0 ve k > 0 icin e = ko alinirsa

1
P(\X—M\Zko)<ﬁ

bulunur.
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16.6 Markov ve Chebyshev Esitsizlikleri 255

k = 2: p £ 20 disindaki kuyruklar k'ya gore: sinir ve gercek olasilik

1/k* (Chebyshev sinir1)

P(X - p| = 20) gercek: 0,046 0,75

2(1 - ®(k)) (normal, gercek)
smir: 1/k% = 0,25

0,5

0,25

p-20 n pH+ 20 X

Sekil 16.3: Chebyshev esitsizligi, beklenen degerden en az ko uzaga diisme olasiligini dagilimdan bagimsiz

olarak 1/k? ile sinirlar. Solda bir yogunlugun p + 20 disindaki iki kuyrugu taralidir: stnir 1/4'tiir, normal

dagilim icin gercek olasilik 0,046'dwr. Sagda k biiyidiikge iki egri de sifira iner; ama sinir (turuncu) gercek
olasiliygin (mavi) hep iistiinde kalir ve aradaki agik, sinirin genelliginin bedelidir.

Ispat.

g(z) = (z — p)? Borel dlciilebilir bir fonksiyondur (siirekli); Y = g(X) = (X — p)? rastgele degiskeni-
nin degerleri negatif degildir ve E(Y) = Var (X) = o vardir. | X —p | > ¢ olayr ile Y > €% olay
aymidw, ¢iinkii her iki taraf da negatif olmayan sayilardir ve kare alma [0, 00) iizerinde artandwr. Y ’ye
a = €2 ile Teorem 16.3 uygulanirsa

P(|X—u|2e)=P(Y2e)< =L

gikar. Ikinci bigim tiimleyen olayn olasihgidur; igiinciisiie = ko yazilarak elde edilir.
u

Chebyshev esitsizligi varyansin anlamini kesinlegtirir: X’in beklenen degerinden 2¢’°dan fazla sapma
olasilig1 en ¢ok %1, 3o0’°dan fazla sapma olasilig1 en ¢ok %’dur. Standart sapma, dagilimin “dogal uzunluk
birimi”dir; merkezden birka¢ o uzaga gidildiginde olasilik kiitlesinin biiyiik béliimi geride kalmak zorun-
dadir. Esitsizligin giicii genelligindedir: X in dagilimi hakkinda p ve 0 disinda hicbir bilgi gerektirmez.
Bedeli de ayn1 genelliktir; somut bir dagilim icin verdigi sinir cogu zaman gercek olasiliktan ¢cok kabadir.
Asagidaki 6rnek her iki yonii de gosterir.

Ornek 16.6 (Chebyshev Esitsizliginin Uygulanmasi). (a) Bir dolum makinesinin doldurdugu paket-
lerin agirhigl X (gram) rastgele degiskeninin dagilimi bilinmiyor; yalmz E(X) = 500 ve oy = 10 oldugu
biliniyor. Bir paketin agirliginin 480 ile 520 gram arasinda olma olasilig1 i¢in bir alt sinir, 500’den en az
30 gram sapma olasilig1 i¢in bir iist sinir bulunuz.

(b) Ornek 16.3'teki X icin Chebyshev esitsizliginin € = 1’de verdigi sinir1 gercek olasilikla kargilagtiriniz.
(c) k > 1 bir tam say1 olmak tizere, X kesikli rastgele degiskeninin olasilik fonksiyonu

P = fx) = g, fx@) =1

olsun. Chebyshev esitsizliginin bu degisken icin € = 1’de esitlikle saglandigini gosteriniz.

Cozim.
(@) p = 500, 02 = 100. 480 < X < 520 olay1 | X — 500 | < 20 olayidir; € = 20 ile
100 3
= —_ > _—_— = —,
P(480<X<520) P(|X 500\<20)_1 100 — 1
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e =230ile

100 1
P(|X—-500|>30)< — =—.
(1 1230) < 900 9
Demek ki makine hakkinda yalniz ortalama ve standart sapma bilinse bile, paketlerin en az dortte
tctiniin 480-520 gram araliginda oldugu ve en ¢ok dokuzda birinin 500 gramdan en az 30 gram saptig1
sOylenebilir.
(b) X, (0, 2) iizerinde diizgiin dagilmisti: p = 1, 02 = % Chebyshev esitsizligi ¢ = 1 i¢in
1 1
P(|X71|21)S£=—
1 3
der. Oysa X degerlerini yalmz (0, 2) aralifinda aldigindan | X —1 | > 1 olay1, yani X < Oyada X >
2 olay, sifir olasiliklidir: gercek olasilik 0°dir. Sinir dogru ama kabadir.
(c) Once fy’in bir olasilik fonksiyonu oldugunu gérelim: degerler negatif degildir ve toplamlar1 # +
# +1-— klz = 1’dir. Beklenen deger, simetri geregi ya da dogrudan,

1 1 1
(1) —+40-([1—==)+1-— =0
w= )2k2+0( k2)+ ogz = U
Varyans

1 1 1 1
PB (X )= B (X = (P ke (1 B e Lo L

€ = 1 i¢in Chebyshev sinir1 ‘;—j = #’dir. Gercek olasilik ise

1 1 1

Tt T

P(|X—p|21)=PX=-1)+P(X=1)
Iki taraf esittir. Demek ki Chebyshev esitsizligindeki ‘;—2 siir1 genel olarak iyilestirilemez: kiitlesini
merkeze ve iki uca dagitan bu dagilim sinir1 tam olarak doldurur.

S6z verdigimiz gibi, siirekli bir rastgele degiskenin varyansinin sifir olamayacagini Chebyshev esitsizli-
giyle gosterelim. X siirekli ve Var (X) =0 olsa, her € > 0 i¢in P(| X —pu | > ¢) <0, yani P(| X —
pl<e)=lolurdu A, =([X—pl|< 1 ) olaylar1 azalan bir dizi olusturur ve kesisimleri (X = p)
olayidir; Teorem 3.5 geregi
P(X=p)= lim P(4,)=1
n—oo

olurdu. Oysa siirekli bir rastgele degiskende her nokta sifir olasiliklidir: P(X = p) = 0. Bu celiski gosterir
ki stirekli bir rastgele degiskenin varyansi her zaman pozitiftir.

Alistirmalar

Alistirma 16.1 (Beklenen Deger, Momentler ve Varyans). (a) X kesikli rastgele degiskeninin olasilik
fonksiyonu fx(z) = &, z € {1,2,3,4} olsun. E(X), E(X?), Var (X) ve 0 x degerlerini bulunuz.

(b) X siirekli rastgele degiskeninin yogunluk fonksiyonu fy(z) = 22 (0 < z < 1), diger durumlarda 0
olsun. E(X), Var (X) ve(E:) degerlerini bulunuz.

(c) X siirekli rastgele degiskeninin yogunluk fonksiyonu fy(z) = e (z > 0), diger durumlarda 0 olsun.
Her k € Nicin E(X*) = k! oldugunu gosteriniz; buradan Var (X)’i bulunuz.

(d) E(X) =2ve Var (X) =5o0lsun. Y = 3X — 2 icin E(Y), Var (Y) ve E(Y?) degerlerini bulunuz.
(e) X kesikli rastgele degiskeninin olasilik fonksiyonu fy (z) = ﬁ z € {1,2,3,...} olsun. fx’in bir
olasilik fonksiyonu oldugunu, ama E(X)’in var olmadigini gosteriniz.

(f) Ikinci momenti var olan her X igin Var (X) = F [ X(X—=1) ]+ E(X)—( E(X))2 oldugunu gos-
teriniz. Ornek 16.2'teki X icin ikinci carpimsal moment E[X (X — 1)]i hesaplay1p formiilii dogrulaymniz.

xr
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(g) Bir 6l¢iim aletinin verdigi deger X icin E(X) = 50 ve ox = 5 biliniyor. P(35 < X < 65) i¢in bir
alt sinir bulunuz. P(] X — 50 | < kox) > 0,99 olmasim garanti eden en kiigiik & tam sayisini ve buna
karsilik gelen aralig1 belirleyiniz.

Cozim.
(a) Zi: 116 = % = 1, gercekten bir olasilik fonksiyonudur.

SR

xr=

_1+4+9+16 30 L, oz 14+8+27+64 100
sraroT 0 Zgg._o sroewerror 8

2 _ _
10 ~ 10 =3 E(X%)= 10 10_10'

c>|8

8

Var gX) =10-3%=1veoy =1
(b) fo 2z dz = 1, bir yogunluktur.

Var(X)z%—%zﬂzi.g(x)ziigin

1 g !
@)z/—-2wdw=/2dw:2.
X o T 0

g fonksiyonu (0,1) uzermde smirsiz oldugu hélde g(x) fx (z) = 2 siirh kaldigindan beklenen deger
vardir. @g) 2# % F(x °lduguna dikkat ediniz; beklenen deger dogrusal olmayan fonksiyonlarin
icine girmez.

(c) I, = f zFe™® dx yazalim; integrand pozitif oldugundan mutlak yakisaklik ile yakinsaklik

aymdir. [, = fo e~ % dz = 1’dir; bu ayn1 zamanda fy’in bir yogunluk oldugunu gosterir. £ > 1 i¢in
u = x¥, dv = e® dz ile kismi integrasyon:

oo
I, = [— z*e -w]oo + k/ e de =0+ kI, ,,
0
¢iinkii 2 — oo iken zFe~® — 0’dir. Timevarimla I, = k - (k — 1)---1 - I, = k! bulunur; yani her mer-
tebeden moment vardir ve F(X*) = k!'dir. Ozel olarak E(X) = 1, E(X?) = 2 ve
Var (X)=2-12=1.

(d) Teorem 16.2ile E(Y) =3 -2 —2 =4ve Var (Y) = 3% - 5 = 45. Onerme 16.3'nii Y icin ters yonde
kullanirsak

E (Y?)=Var (Y)+( E(Y))? =45+ 16 = 61.

Ayni sonuca E(X?) =5 + 4 = 9 ve lineerlik yoluyla da ulagilir: E(Y?) = F(9X? - 12X +4)=9-
9—-12-24+4=061.

(e) Degerler pozitiftir. e +1) = % - +1 oldugundan kismi toplamlar i¢ ice sadelesir:
n 1 " /1 1 1 nooo
I RN o) R A
—rx+l) “ZH\z z+1 n+1

Demek ki fx bir olasilik fonksiyonudur. Beklenen deger i¢in mutlak yakinsaklik kosuluna bakalim;
terimler pozitif oldugundan kosul serinin yakinsamasi demektir:

e P W S S
x—i—l_m:lx—i—l_Z 3 4 Y

z=1

ciinkii bu, harmonik serinin ilk terimi atilmis halidir ve harmonik seri wraksaktir. E(X) yoktur. Bu,
Ornek 16.1"un kesikli karsiligidir: fy (), 272 hiziyla sénmektedir.

() X(X—1)=X?—-X oldugundan lineerlik geregi E[X(X —1)] = E(X?)— E(X), vyani
E(X?) = E[X(X —1)] + E(X)’tir. Bunu Onerme 16.3'nde yerine koyarsak
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258 Boliim 16. Beklenen Deger, Momentler ve Varyans

Var (X)=E (X?)— ( EX))?=E[X(X—1) ]|+ E(X) — ( B(X))%.

Ornek 16.2'te E(X) =3 ve E(X?) =1 bulunmu§tu oyleyse EX(X-1)=2_-1=18-28
Dogrudan da hesaplanabilir: z(z — 1) degerlen r=-2,..,3 i¢in 6,2,0,0,2,6’dwr ve ortalamalar

16 _ 8y .1
5 = 3 tur. Formil:

_3246-3 35

12 12— Var (%)

+

el

w| oo
N | =

Carpimsal momentler, kesikli dagilimlarda E(X?)’den daha kolay hesaplanir; bunun nedenini sonraki
boliimde ¢arpimsal moment iireten fonksiyonla gorecegiz.
(g) 35 < X < 650lay1 | X —50 | < 15 = 30 olayidir. Teorem 16.4 ile

P(35<X<65)>1— 1 _38

( ) 32 9’

P(| X —50| <kox)>1— 7% oldugundan, 1 — 75 > 0,99, yani k* > 100 olmas1 yeter; en kiiciik
tam say1 k = 10’dur. Karsilik gelen aralik | X — 50 | < 50, yani (0, 100)’diir: dagilim ne olursa olsun,
olciimlerin en az ytizde 99’u 0 ile 100 arasindadur.
]

Beklenen deger ve varyans, bir dagilimin iki sayiya sigan 6zetidir; ama dagihimin biitin momentlerini
tek bir fonksiyonda toplamak ve bu fonksiyondan dagilimi geri okumak da miimkiindiir: Karakteristik ve
Moment Ureten Fonksiyonlar.
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17.1

17. Karakteristik ve Moment Ureten
Fonksiyonlar

Beklenen Deger, Momentler ve Varyans boliimiinde bir rastgele degiskenin momentlerini E(XF) tek tek,
her seferinde ayr1 bir toplam ya da integral hesaplayarak bulduk. Bu bolimde biitiin momentleri tek
bir fonksiyonun icine sikistiran ii¢ ara¢ tanitacagiz: karakteristik fonksiyon ¢ (), moment iireten
fonksiyon M (t) ve carpimsal moment iireten fonksiyon Ny (t). Ucii de ayni fikre dayanir: X yerine
e*X, etX ya da t¥X gibi bir iistel ifadenin beklenen degeri alinir ve ¢ degiskeninin bir fonksiyonu elde
edilir. Bu fonksiyonun ¢ = 0 (ya da t = 1) noktasindaki tiirevleri momentleri verir.

Bu araglarin degeri yalnizca hesap kolaylig1 degildir. Karakteristik fonksiyon, bir rastgele degiskenin
dagilimini tek bicimde belirler: iki rastgele degiskenin karakteristik fonksiyonlar1 ayniysa dagilimlar:
da aymidir. Bu yiizden karakteristik fonksiyon, dagilimin bir tir “parmak izi”dir. Bir dagilimi bulmak
i¢in dagilim fonksiyonunu ya da yogunlugu dogrudan hesaplamak yerine karakteristik fonksiyonunu
hesaplayip tanimak ¢ogu zaman c¢ok daha kolaydir. Sonraki béliimlerde bagimsiz rastgele degiskenlerin
toplamini incelerken bu yaklagimin giiciinii gérecegiz.

Bolimde 6nce karakteristik fonksiyonu tanimlayacak, her rastgele degisken i¢in var oldugunu gostere-
cegiz; temel 6zelliklerini ve momentlerle iliskisini ispatlayacak, teklik teoremini ifade edecegiz. Ardindan
moment iireten fonksiyonu, karakteristik fonksiyonla bagini ve moment tiretme mekanizmasini ele ala-
cagiz. Son olarak carpimsal moment iireten fonksiyonu ve ¢arpimsal momentleri inceleyecegiz. Diizgiin,
iki noktal, Laplace, iistel ve Poisson dagilimlarinda biitiin hesaplar1 sonuna kadar yapacagiz.

Karakteristik Fonksiyon

Karakteristik fonksiyon, karmagik degerli bir rastgele degiskenin beklenen degeridir. Bu yiizden 6nce
bir kiiciik hazirlik gerekir. U ve V gercel rastgele degiskenler olmak tizere Z = U + ¢V bicimindeki bir
nesneye karmasik degerli rastgele degisken diyelim. E(U) ve E(V) varsa Z’ nin beklenen degeri

E(Z)=EU)+iE(V)
ile tanimlanur. Euler formiilii e?’ = cos @ + i sin § geregi, her ¢ € R igin
e = cos(tX) + isin(tX)

karmagik degerli bir rastgele degiskendir ve gergel ile sanal kisimlar1 cos(tX) ve sin(¢X)’dir.
Tanim 17.1 (Karakteristik Fonksiyon). X bir rastgele degisken olsun. Her ¢ € R i¢gin

px(t) =(E"X) = E (cos(tX) ) +iE (sin(tX))
ile tamimlanan ¢y : R — C fonksiyonuna X rastgele degiskeninin karakteristik fonksiyonu denir.

Beklenen degerin tanimi (Tarum 16.1) g(x) = cos(tz) ve g(z) = sin(tx) fonksiyonlarina uygulanirsa
karakteristik fonksiyonun hesap formiilleri ortaya cikar. X kesikli ve olasilik fonksiyonu fy ise

px(t) = Z e fx(z);

€Dy

X siirekli ve yogunluk fonksiyonu f ise
ox(t)= [ e (o) da,
—o0

Her rastgele degiskenin karakteristik fonksiyonu vardir. Bunun nedeni | €%® | = 1, dolayisiyla
|cos(tz) | < 1ve |sin(tz) | < 1 olmasidir: kesikli durumda
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3 leosta) | fx(@) < 3 fxla) =1 < oo

z€Dy r€Dy

oldugundan FE(cos(tX)) vardir; sin igin ve siirekli durumda integral i¢in ayni hesap gecerlidir. Bu,
karakteristik fonksiyonu daha sonra tanimlayacagimiz moment iireten fonksiyondan ayiran en énemli
ozelliktir: moment iireten fonksiyon bazi dagilimlar i¢in yoktur, karakteristik fonksiyon ise her zaman
vardir.

Karmagik degerli beklenen degerle ilgili ti¢ basit 6zellige sik sik gerek duyacagiz.

1 Karmagik degerli beklenen degerin ii¢ 6zelligi

Z = U + 1V karmasik degerli bir rastgele degisken ve E(Z) var olsun.

(i) Dogrusallik. ¢ = o + i € C sabit olmak tizere E(cZ) = cE(Z) ve E(Z, + Z,) = E(Z;) +
E(Z,) olur. Gergekten cZ = (aU — BV') +i(aV + BU)’dir. Gergel beklenen degerin dogrusallig:
(Teorem 16.1 ve Onerme 16.2) gergel ve sanal kisimlara ayr1 ayr1 uygulaninca sonug sudur:

E(cZ) = aE(U) = BE(V) +i (aE(V)+BEU) ) = (a+if) ( E(U) +iE(V) ).

(ii) Eslenik. E(Z) = E ( Z ); ¢inkit Z = U — iV ve E(Z) = E(U) —iE(V).

(iii) Modiil esitsizligi. | E?Z) | < E | Z |. Bunu gérmek icin E(Z) = re'® (r > 0) yazalim. (i)
geregir = e WE(Z)=FE (e %2 ) olur. Sol taraf gercel oldugundan sag tarafin sanal kismi sifirdir;
dyleyser = E ( Re (e’iGZg .Her karmasgik say1icin Re w < | w | oldugundanve | e %7 | = | Z
oldugundan r < E | Z | elde edilir.

Temel Ozellikler

Bir fonksiyonun bir karakteristik fonksiyon olup olamayacagini hizla anlamak, karakteristik fonksiyonu
bilinen bir degiskenden a X + b gibi tiiretilmis degiskenlere gegmek ve ileride teklik teoremini kullanmak
icin agagidaki 6zellikler gerekir.

Teorem 17.1 (Karakteristik Fonksiyonun Temel Ozellikleri). X bir rastgele degisken ve ¢ y karak-
teristik fonksiyonu olsun.

(@) px(0) = 1.

(b)Hert € Riigin| px(t) | < 1.

(c) px, R iizerinde diizgiin siireklidir.

(d) a,b € R sabit olmak iizere, hert € R igin

itb

Paxp(t) = e px(at).

(e) Hert € R icin o x(—t) = @ (t). Ozel olarak X ile —X ayni dagilima sahipse o x gergel degerlidir.

ispat.

(a) "X =1 oldugundan ¢ (0) = E(1) = 1.
(b) Modiil esitsizligiile | px(t) | = | E(e"¥) | <
(c)t €R ve h € R olsun. e!H7)X _ oitX — ¢itX
sizligi ile

|<,0X(t+h)—<px(t)|:‘E(eitX(eihX_l))‘SE(|eitX||eihX_1|):E|eihx_1|

X |=B(1) = 1.

B
( ethX 1 ) oldugundan, dogrusallik ve modill esit-

bulunur. Sag taraf t’ye bagh degildir; ona §(h) diyelim. h — 0 iken her w i¢in "X — 1, yani

| e X@) 1| — 0 olur; istelik | e"X — 1| < | e?*X | 4 1 = 2 oldugundan bu fonksiyonlar h’den ba-
Simsiz bir sabitle sinirlidir. Simirly yakinsaklik teoremi (sinirli ve noktasal yakinsayan bir dizinin beklenen
degerinin limite yakinsamasi) geregi §(h) — 0 olur. Oyleyse verilen € > 0 igin | h | < hy oldugunda
d(h) < € olacak bigimde bir hy > 0 vardir ve bu hy hert igin ise yarar: | h | < hy olan hert,t + h ¢ifti
icin| ox(t +h) —px(t) | < e. Bu, diizgiin siirekliligin tanimidur.

(d) M@ XHD) — ¢ith ¢ (a) X yam1lir; €1 bir sabit oldugundan dogrusallik ile

‘PaX+b(t) —E ( eitbei(at)X ) — ¢itt | ( ei(at)X ) — eltd @X(at).
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(€) X = cos(tX) —isin(tX) = e "X oldugundan, eslenik ozelligi ile px(t) = E (e "X
©x(—t). Simdi X ile —X aynmi dagilima sahip olsun. Karakteristik fonksiyon yalnizca dagilima (olasiik
ya da yogunluk fonksiyonuna) bagh oldugundan ¢_x = @x olur. Ote yandan (d) sikkia = —1,b =0
ile p_x(t) = px(—t) = @ x(t) verir. Béylece px (t) = @ x(t), yani px(t) gerceldir.

]

Ozelliklerden (a) ve (b)‘nin pratik bir kullanimi vardir: verilen bir fonksiyon ¢t = 0’da 1 degerini almiyorsa
ya da modiili bir yerde 1’i asiyorsa, o fonksiyon hicbir rastgele degiskenin karakteristik fonksiyonu
olamaz. Ornegin () = 2cost ya da ¢(t) = e’ karakteristik fonksiyon degildir. Bu kosullarin yeterli
olmadigini da not edelim: (a) ve (b)‘yi saglayan ama karakteristik fonksiyon olmayan fonksiyonlar vardur.

Karakteristik Fonksiyondan Momentler

Karakteristik fonksiyonun asil iglevlerinden biri momentleri tiirev alarak tiretmesidir. Bigimsel olarak
e®X’in t'ye gore k. tiirevi (iX)*e! X tir; ¢t = 0°da bu i*X* olur. Tiirev ile beklenen degerin yerinin
degistirilebildigini gérmek ispatin tek isidir.
Teorem 17.2 (Karakteristik Fonksiyondan Momentler). X rastgele degiskeninin n. mertebeden
momenti var, yani E(| X |") < oo olsun. O zaman @, R iizerinde n kez tiirevlenebilirdirvek = 1,2, ...,n
icin
(k) (1) _ k(B it X o *) 0y — sk (myk
ey (t) = i*([EXFeX), 6zel olarak ey (0) = i* (&)
olur. Baska bir deyisle E(X*) = i*kgog?) (0) dur.
ispat.
Once k < n icin E(| X |¥) < oo oldugunu gorelim: her gercel = icin | x |[F < 14| z | oldugundan

(z|<1lise|=x r*<|z|M)E(|X|F)<1+E(]X|") <o
Simdi k = 1 durumunu ele alalim. h # 0 igin fark orani

(t+h) ex(t)  fax e -1
= —

bicimindedir. h — 0 iken herw igin &;)*1 — i X (w) olur (bu, u — X fonksiyonununu = 0’daki

tiirevidir). Ayrica her gercel u igin | €™ — 1 | = 2|sin %| < | u | oldugundan
ihX
ax €t —1 | hX |
< =| X
S s ERr T lEd

olur; sag taraf h’den bagimsizdirve E | X | < oo dur. Baskin yakinsaklik teoremi geregi limit ile beklenen
degerin yeri defistirilebilir ve

Px(t) =(EXe™™) = i(Je"™)

bulunur. Ayni akil yiiriitme X e icin tekrarlanir: bu kezfark orant| X |? ile ssnirhdir ve E(| X |?) <

00 dur; boylece % (t) = zzE(X2 XY olur. k adimda <p(X>( t) = i* B(X*eX) elde edilir. t = 0 konursa
e"0X =1 oldugundan <p(X)(0) = i*E(X*) ¢ikar.

|

Teoremin kullanigh bir sonucu, ¢ ’in ¢ = 0 ¢evresindeki Taylor acilumdir: E(] X |*) < oo ise

00" £ it

Z—E( +o(t") =14t B(X) — —(&?) — —(&3) +
£~ k! 2 6

olur. Bu yiizden ¢ ’in kapali bir formiilii biliniyorsa, momentleri tiirev almak yerine formiiliin kuvvet

serisi agilimindaki katsayilardan okumak cogu zaman daha pratiktir; asagidaki 6rneklerde bunu yapa-

cagiz.
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Teklik ve Fourier Doniisiimii

Karakteristik fonksiyonun kuramsal 6nemi su sorunun yamitindan gelir: ¢ bilindiginde X’in dagilim
bilinmis olur mu? Yamt evettir. Bunun arka planinda karakteristik fonksiyonun bir Fourier doniisiimii
olmas yatar.

1 Karakteristik fonksiyon bir Fourier déniistimiidiir

X stirekli ve yogunlugu fy ise ¢ x (t) = ffooo e f(z) dz, yani ¢ yx tam olarak fy in (isaret ve sabit
uzlagimu bir yana) Fourier doniisiimiidiir. Fourier déniigtimii tersinirdir: ff;\ Px(t) | dt < oo ise
X siirekli bir rastgele degiskendir ve yogunlugu ters Fourier doniisiimii ile geri kazanilir:

T or

fx(z) 1/ e~y (t) dt.

Deger kiimesi tam sayilardan olusan kesikli bir X i¢in de benzer bir formil vardir: fy(z) =

= :T e "% o (t) dt. Her rastgele degiskenin karakteristik fonksiyonu var oldugundan ve bu

doniisiimler icin hazir tablolar bulundugundan, uygulamada dagilimlar ¢cogu zaman karakteristik
fonksiyonlarindan taninir. Asagidaki teklik teoremi bu ters ¢evirme formiillerinin (ve genel dagilim
fonksiyonlar igin gecerli daha genel bir ters ¢evirme formiiliiniin) bir sonucudur.

Teorem 17.3 (Karakteristik Fonksiyon icin Teklik Teoremi). X ve Y rastgele degiskenlerinin
karakteristik fonksiyonlar: her t € R icin esitse, yani @ x(t) = @y (t) ise, X ile Y ayni dagihma sahiptir:
her x € R i¢in Fx(z) = F ().

Teoremin tersi agiktir: karakteristik fonksiyon yalnizca dagilima bagli oldugundan ayni dagilima sahip
iki degiskenin karakteristik fonksiyonlar1 aynidir. Teoremin kendisinin ispat1 ters ¢evirme formiiliine
dayanir ve bu kitabin siurlar disindadir; biz onu bir arag olarak kullanacagiz. Kullanim bigimi sudur: bir
Y rastgele degiskeninin dagilimi araniyorsa ¢y hesaplanir; sonug, dagilimi bilinen bir X’in karakteristik
fonksiyonuyla ¢akigiyorsa Y nin dagilimi X’ inkiyle aynidir.

Karakteristik Fonksiyon Ornekleri

Asagidaki hesaplarda, gercel degiskenli karmasik degerli x — €“*® fonksiyonunun tiirevini ve integralini
kullanacagiz. Gergel ve sanal kisimlar ayr1 ayr tirevlenir:

d e d o . . . . L ita
e e — P (cos(tz) +isin(tz) ) = —tsin(tz) + it cos(ta) = it (cos(tz) + isin(tz) ) = ite™™.

olur. Ayrica e — e ™ = 2isinuve e’ + e " =

eita b eithb_gita
it

Dolayisiyla ¢ # 0 igin f; et dx = [T = €
2 cos u 6zdesliklerini kullanacagz.

Ornek 17.1 (Diizgiin Dagilimin Karakteristik Fonksiyonu). a < b olmak iizere X rastgele degiske-
ninin yogunluk fonksiyonu

Frla) = {ﬁ,a<x<b

0, diger durumlarda

olsun ((a, b) araliginda diizgiin dagilim). ¢ 5’1 bulunuz; 6zel olarak a = —1, b = 1 durumunu yaziniz ve
buradan E(X) ile Var (X)’i okuyunuz.

Coziim.
t # 0 igin

b 1 1 eitT b eibt _ piat
t) = itx dr = _ =
ex(®) /ae b—a™ T b—al it it (b—a)
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17.1 Karakteristik Fonksiyon 263

t = 0 i¢in formiil 3 bicimindedir; ama tanimdan dogrudan ¢ (0) = 1'dir ve Teorem 17.1 (c) geregi ¢ x
siirekli oldugundan formiiliin ¢ — 0 limiti de 1°dir. Ozetle

ibt iat
e —e t#o

t) = it (b—a)
Px(t) {1’ f—0

Ayni1 sonuca Teorem 17.1 (d) ile de ulagilabilir: U, (0, 1) araliginda diizgiin dagilmli ise ¢y, (t) = %

ve (b—a)U+a rastgele deglgkem X ile ayni dagilima sahip oldugundan ¢y (t) = ey, ((b—

¢ eilb-a)t_1
a)t ) = €' Sa—t = St

Ozel durum a = —1,b = 1.t # 0 icin

et —e~t  2igint  sint
t) = = = — 0)=1.
px(ty= S C Bt st )

X ile —X aym dagilima sahip oldugundan sonucun gercel ¢ikmasi Teorem 17.1 (e) ile uyumludur.
Fonksiyon ¢t = 0’da 1 degerini alir,

Px(t)

(pX(0)=1
1

sint/t

Sekil 17.1: (-1, 1) tizerinde diizgiin dagilimin karakteristik fonksiyonu ¢@x(t) = sin ¢/ t. Sifirda 1'e esittir,
her yerde mutlak degerce 1'i asmaz ve sonimlil salimimla sifira gider; 25t'nin katlarinda sifirlanir. Kesikli
zarflar £1/t sontimiin hizim gésterir.

Momentler. sint = ¢ — t3 + %’0 — -+ oldugundan
(t) = sint 2 N ¢

XTI T8 20
Bunupy(t) =1+ it E(X) — S E(X ) °B(X3) + 57 © E'(X4) a(;lhmlyla kargilagtiralim: ¢’nin
katsayist sifir oldugundan E (X ) = 0; 2 nm katsaylsmdan 16 S %, yani BE(X?) = ézbulunur.
Boylece Onerme 16.3 ile Var (X ) =1_0=1 Dogrudan hesap da aym sonucu verir: f G dr = %
Ayni yolla t* katsayisindan ( - 0 yani E(X4) =z okunur
n

Ornek 17.2 (iki Noktali Dagilimin Karakteristik Fonksiyonu). X rastgele degiskeninin olasilik

fonksiyonu P(X = 1) = P(X = —1) = 1 ile verilsin. ¢ 5’1 bulunuz; buradan X’in momentlerini oku-
yunuzve Y = % degiskeninin karakteristik fonksiyonunu yaziniz.

Cozim.
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Kesikli formiil ile
eit 4 e—it

) 1. 1 .
ox(t) = Z et fy(x) = 56” + 56*” i cost.
ze{—1,1}

Dagilim 0 ¢evresinde bakigimli oldugundan sonug yine gerceldir.

Momentler. cost =1 — % + % — -+ agthmim 1+ it B(X) — % (X?) — %E(X?’) + ;—ZE(X‘L) —
-~ ile kargilagtirinca E(X) = 0, E(X?) =1, E(X?) = 0, E(X*) = 1 bulunur. Bu, X2 = 1 olmasiyla
tutarhidir: X’in biitiin ¢ift momentleri 1, tek momentleri 0°dir. Tiirevle de dogrulanabilir: ¢’ (0) =
—cos0=—1=42E(X?).

Y = % icin. Y, 0 ve 1 degerlerini % olasilikla alir. Teorem 17.1 (d) ile @ = %, b= % almarak

it)2 | —it)2 it
‘PY(t)Zeit/Q%é>:eit/gcoséze”/z-e te = ;_1.

2
. . it 2 it
Dogrudan hesap da ayni sonucu verir: ¢y-(t) = %e” O+ %e” = 1+26 .
]

Ornek 17.3 (Laplace Dagiliminin Karakteristik Fonksiyonu). X rastgele degiskeninin yogunluk
fonksiyonu

1
fX($)=§€7‘m|7 zeR

olsun (Laplace dagilimi). ¢ y’i bulunuz ve buradan E(X), Var (X) ve E(X*)’ii okuyunuz.

Coziim.

Once fx'in bir yogunluk oldugunu gérelim: fyx >0 ve bakisim nedeniyle [*° le=!eldz =
01 _—x _ °

2 fo e vdr =1

|  |’in igaretine gore integrali ikiye ayiralim:

1 /0 1 1 /[0 (14it) 1 (1—it)
—_ it ,x - ite ,—x I 1+it)x - —(1—it)x
wx(t)—2[ e da:+2/0 e da:—2/ e dm—i—z/o e dz.

—0o0

Ikinci integrali hesaplayalm. fte~(1=)= = —(1 — jt)e~(1=")% oldugundan R > 0 icin
R
R —(1—:t)x —(1—1
/ e gy | (1—it) 1 1 t)R.
; “(1—it) 1t
0
Le’“*“)R | = e’R| eith | = e — 0 oldugundan R — oo iken integral 1-’ye yakinsar. Aym
icimde
70 ,
/O e(1+it)z o — e(l+it)z _ 1 — e~ (1+it)R N 1 .
. it | 1+it 1+it
Boylece
(t)_l( 1, )_1 (1—i)+(1+i) 1 2 1 LR
P ms\Ira T1at) T2 A+ —a) 2 1+ 1+ '

Sonug gerceldir; bu yine bakigimin sonucudur. Aslinda bakisimdan yararlanarak sanal kismi hig
hesaplamadan da ilerlenebilirdi: sin(¢z) fy () tek fonksiyon oldugundan E(sin(tX)) = 0 ve o x (t) =
E(cos(tX)) = fooo e " cos(tz) dr = 15

Momentler. | ¢ | < 1 icin geometrik seri ile

1

— — 2 4 6

Px(t)
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Bunul + it E(X) — & LE(X?) — it? E(X3) + 57 E(X4) --ile kargilagtiralim: E(X) = 0;—%)(2) =
-1, yam E(X?)=2; E(X3) = O ( 0= 1 yani E(X ) = 244 Dolayisiyla Var (X) = E(X?) —
( E(X)) = 2. Dogrudan hesapla kar§1la§t1rma E(X*) =2 f e *dr=4!=24.

|

Laplace 6rnegi ters Fourier donugumu notunu somutlastirir: @ () = 7 +1 - mutlak integrallenebilir oldu-
gundan fy(z) = 5= oooo = ;;: dt = e~ || olmak zorundadr; yani bu integral, karakteristik fonksiyon

kuramiyla hesaplanmis olur.

Moment Ureten Fonksiyon

Karakteristik fonksiyondaki 4 sayis1 hesaplari karmagik sayilara tasir. e**X yerine gercel !X almirsa
karmagik sayilardan kurtulunur; bedeli, !X smirli olmadigindan beklenen degerin her zaman var olma-
masidir.

Tanim 17.2 (Moment Ureten Fonksiyon). X bir rastgele degisken olsun. Bir h > 0 sayisi i¢in her t €
(—h, h)’de(E'X) beklenen degeri (sonlu olarak) varsa

Mx(t) =E®%), —h<t<h

fonksiyonuna X rastgele degiskeninin moment iireten fonksiyonu (moment cikaran fonksiyonu)
denir. X kesikliise My (t) =3 _ €' fx(z), stirekliise Mx(t) = [ et f () dz olur.
X —0o0

Tanimdaki (—h, h) kosulu 6nemlidir: moment iireten fonksiyonun var sayilmast i¢in E(e!X)’in t = 0’in
bir komsulugundaki biitiin ¢’ler i¢in sonlu olmasi istenir. ¢ = 0’da M x(0) = E(1) = 1 her zaman
sonludur; sorun, ¢ > 0 i¢in e*®’in z — oo iken, ¢ < 0 icin ise x — —oo iken iistel hizla biiyiimesidir.
Beklenen degerin sonlu kalmasi i¢in dagilimin her iki kuyrugunun tstel hizla sonmesi gerekir. Asagida
bunun saglanmadigi bir 6rnek goérecegiz.

Moment tireten fonksiyon var oldugunda karakteristik fonksiyonla aradaki bag, beklendigi gibi, ¢ yerine it
koymaktir. Bunu tam olarak ifade edelim; ¢iinkii bu bag, moment tireten fonksiyon i¢in teklik teoreminin
dayanagidir.

Onerme 17.1 (Moment Ureten Fonksiyon ile Karakteristik Fonksiyon Arasindaki iliski). X '’in
moment iireten fonksiyonu (—h,h) izerinde var olsun. O zaman | Re z | < h kosulunu saglayan her
karmasik z = s + iu icin (B*X) vardir; boylece My, {z € C : | Re z | < h} seridine My (z) = (E*X) ile
genisletilir ve hert € R igin

px(t) = Mx(it)
olur.

Ispat.

z = 5+ iu olsun. &% = XX = X cos(uX) + i e*X sin(uX) yazilir. | e3X cos(uX) | < e*X ve
| eXsin(uX) | < e*X oldugundan, (e5X) = My(s) < oo olmas: gergel ve sanal kisum-
larin beklenen degerlerinin var olmasini saglar. Oyleyse E(e*X) tamimlhidir. z = it alimrsas =0, u =t
olur ve E(e®*X) = (t) elde edilir.

]

Uygulamada bu, M y’in kapali formiiliinde ¢ yerine it yazmak demektir. Ornegin asagida iistel dagilim icin

My (t) = 7= bulacagiz; buradan ¢ (t) = =5; okunur ve bu, Laplace érnegindeki f e~ (171 gy —

ﬁ hesabiyla dogrulanir.

Moment Ureten Fonksiyondan Momentler

Adinin soyledigi gibi, moment tireten fonksiyon momentleri tiretir. Mekanizma karakteristik fonksiyon-
dakiyle aynidir, ama bu kez ¢ carpani yoktur ve sonug¢ daha temizdir.
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Teorem 17.4 (Moment Ureten Fonksiyondan Momentler). X ’in moment iireten fonksiyonu (—h, h)
tizerinde var olsun. O zaman X ’in her mertebeden momenti vardir, M yx bu aralikta sonsuz kez tiirevlenebi-
lirdir ve

MP0)=@&"), n=1,2,..
olur. Ayrica | t | < h igin
— E(X™) .
My(t) = =t
n=0 :

kuvvet serisi agilimi gegerlidir.

ispat
Adwm 1: Biitiin momentler vardir. 0 < s < h sabit olsun. Her gercel © ve her n icin iistel serinin bir
terimi seriden biiyiik olamaz: M <e'l=l Ayricae’ | *| < e5® + e7°% oldugundan

|
‘ T ‘n S %(esz _|_€—sz)

bulunur. Beklenen deger alinirsa E(] X |*) < s% ( Mx(s) + Mx(—s) ) < ooc.

Adim 2: Titrev. &' = g"e'® dir. | t | < h verilsinve | t | < s’ < s < h olacak bigimde s’ ile s sece-
lim.| z"et® | < |z |* e | ©| ve Adim 1'deki esitsizlik s — s ile uygulanirsa| = | < (s_"s!,>ne(s’5/> [z,
dolayisiyla

n! n!

eslel <

S e S ey

( ST +6—8$)

degerin yerinin (baskin yakinsaklik teoremi gerei) degistirilebilmesi ig?n yeterlidir:
M (1) =@"eX), [t <h

t = 0 konursa M( >(0) E( ™) elde edilir.
Adim 3: Seri ag:lllml et® E " i serisini terim terim beklenen degere tasiyabilmek icin mutlak

yakinsakhig1 kontrol edelim: | t | < h 1gm

Z'”” X éz'tx> (8¢11X1) < My(| )+ Mx(— | £ ]) < oo

(Negatif olmayan terimli serilerde toplam ile beklenen degerin yeri her zaman degistirilebilir.) Mutlak
yakinsaklik, toplam ile beklenen degerin yerinin genel durumda da degistirilebilmesini saglar; boylece
M (t) = Zoo _o i B(X"™) olur. Bu seri M 'in O gevresindeki Taylor serisidir ve katsay: karsilastirmas
Adim 2'nin sonucunu bir kez daha verir.

]

Serideki ™’ nin katsayis1 E(X oldugundan, My ’in kapali formiilii seriye acildiginda momentler dogru-
dan okunur. Karakteristik fonk51yondan farky, katsayilarda i ¢arpaninin bulunmamasidir.

Teklik

Moment iireten fonksiyon var oldugunda, karakteristik fonksiyon gibi, dagilimi tek bicimde belirler.

Teorem 17.5 (Moment Ureten Fonksiyon icin Teklik Teoremi). X ve Y rastgele degiskenlerinin
moment iireten fonksiyonlari var ve bir h > 0 i¢in her t € (—h,h)’de M (t) = My (t) ise, X ile Y aym
dagilima sahiptir: her x icin Fy (z) = F, ().

Teoremin arkasindaki fikir Onerme 17.1 ile Teorem 17.3'in birlestirilmesidir: My ve My, | Re z | < h
seridinde karmagik degiskenin analitik fonksiyonlaridir; gercel eksenin bir parcasinda gakisan iki analitik
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fonksiyon biitiin geritte cakigir, dolayisiyla sanal eksende de ¢akisir ve o (t) = My (it) = My (it) =
©y (t) olur. Analitiklik adiminin ayrintisina girmiyoruz; teoremi oldugu gibi kullanacagz.

Teoremin bir uyariyla birlikte okunmasi gerekir: teklik yalnizca moment iireten fonksiyonu var olan
rastgele degiskenler i¢in s6z konusudur. Moment tireten fonksiyonu olmayan dagilimlar vardir ve bunlar
icin tek glivenilir ara¢ karakteristik fonksiyondur.

Her rastgele degiskenin moment tireten fonksiyonu yoktur
X rastgele degiskeninin yogunlugu fy(x) = m z € R olsun (Cauchy dagilimi). ¢ > 0 igin z >
0 iken e® > (m> oldugundan

o0 et:z: t3 00 x3
(Etx)z/ —dasz—/ ——dz = o0
o T(l+x2) 6 J, 1+2?

¢iinkii z > 1 igin 37— > §’dir. ¢t < 0 icin ayn1 sey sol kuyrukta olur. Yani E(e’ X) yalmzca t =
0’da sonludur ve X’in moment tireten fonksiyonu yoktur; zaten E | X | = co oldugundan bekle-
nen degeri bile yoktur. Buna kargin karakteristik fonksiyonu, her rastgele degiskende oldugu gibi
vardir ve @ (t) = e~ I'* 'dir. (Bu, Laplace 6rneginin ters Fourier déniisiimiiyle okunmus bicimidir:
ffooo 'i:::: dt = me 12| esitliginde z ile t’nin rolleri degistirilirse f 1?2 dz = we~ 't olur; I +1 5
cift bir fonksiyon oldugundan x — —x degisken degistirmesiyle usteldekl isaret cevrilebilir ve

ox(t) == fjo 1;: dz = e~ || elde edilir.) Moment iireten fonksiyon igin teklik teoremi Cauchy

dagilimim bu yiizden kapsamaz: Cauchy dagiliminin moment ireten fonksiyonu tanimli degildir;
dagilimin belirleyen tek ara¢ karakteristik fonksiyonudur.

17.2.3 Moment Ureten Fonksiyon Ornekleri

Ornek 17.4 (Ustel Dagilimin Moment Ureten Fonksiyonu). X rastgele degiskeninin yogunluk
fonksiyonu

Frolz) = e %, x>0
X370, diger durumlarda

olsun (istel dagilim). M ’in var oldugunu gosteriniz, bulunuz ve buradan biitiin momentleri, 6zel olarak

E(X) ile Var (X)’i hesaplaymniz.

Coziim.
t € Rigin

(EtX):/ elTe® dmz/ e 1702 4y,
0 0

e—(l—t)ac

t < lisel—t > 0 ve integral [7(1%) ]oo = 1 ; olur. ¢ > 1 ise integrand her x > 0 icin e -tz > 1
0

oldugundan integral sonsuzdur. Demek ki A = 1 ile tamimin kosulu saglanir ve
My(t)=——=(1-t"1 t<l

Momentler. M5 (t) = (1 —1t)72, M%(t) = 2(1 —t)~3 ve tiimevarimla M)(?) (t) =n! (1 —t)~("+D)
olur. Teorem 17.4 ile

=1,E(X ) = 2ve Var (X) =2 — 12 = 1. Seri agilimuyla da gériiliir: | ¢ | < 1 icin
Z "— yani ¢"’nin katsayis1 E<X ) = 1°dir.

n!

Ozel olarak E( )
=, =
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tistel(1) icin M(f) = 1/(1 - 1), t < 1 o
S
M(©) - 1 2.1
g
M (0) = E(X) =1 2 i |
>
M'(0) = E(X%) =2 ey
2 -7 s I
Var(X)=2-1"=1 s I
|
|
. |
teget, |
efim E(X) = 1 :
P |
7 |
' |
e
> t P
7 -1 bt

Sekil 17.2: Ustel dagilimin moment iireten fonksiyonu M(#) = 1/(1 - t), yalmz ¢ < 1 i¢in tanimlidir ve ¢ =
1'de sonsuza gider. Her moment tireten fonksiyon gibi M(0) = 1'dir; ¢ = 0'daki tegetin egimi M'(0) = E(X)
= 1, egrilik ise M"(0) = E(X?) = 2 verir. Momentler, tek bir fonksiyonun sifirdaki tiirevlerinden okunur.

Onerme 17.1 geregi karakteristik fonksiyon ¢y (t) = My (it) =
]

1 >3:
T dir.

Ornek 17.5 (Poisson Dagiliminin Moment Ureten Fonksiyonu). )\ > 0 olmak iizere X rastgele
degiskeninin olasilik fonksiyonu

Az
e A
fx(x) = o z=0,1,2,...

olsun (Poisson dagilimi). M y’i bulunuz; E(X), E(X?) ve Var (X)’i hesaplayiniz.

Coziim.
Once fin bir olasilik fonksiyonu oldugunu not edelim: 3->
Her ¢t € R igin tstel seri yardimiyla

D D e v
= Y oar =€ et =1L

> ’)‘)\w >, (Aet)”

Zetz 7>\ Z ( ) — efkeAet — e)\(etfl).
x!

r= =0

Seri her ¢ i¢in yakinsadifindan moment tireten fonksiyon biitiin R tizerinde vardir (h istenildigi kadar
buiyiik segilebilir).
Momentler. Zincir kuraliyla

M (t) = Aet eMe D) MY (t) = Aet eMe=1) 4 ()\et)QeA(et’l).
t=0daer" ) =0 =1 oldugundan
E(X) = M4%(0) =\, E(X?%) = M%(0) = XA+ A2
Dolayisiyla Var (X) = E(X?) — ( E(X))2 = A+ A2 — \? = X\: Poisson dagiliminda beklenen deger

ile varyans esittir. Karakteristik fonksiyon ise ¢y (£) = M (it) = e*(¢" 1 dir.
|
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Ornek 17.6 (Moment Ureten Fonksiyondan Dagilim1 Okumak). Asagidaki her durumda X rastgele
degiskeninin dagilimini (olasilik ya da yogunluk fonksiyonunu) bulunuz.

(a) My (t) =e* 1, t € R

(b) My (t) = 4+ iel + €3t eR.

(©) My(t) = 2, £ < 2

Cozim.

Her ¢ sikta da yontem aymidir: verilen fonksiyonu moment tireten fonksiyonu bilinen bir dagilimla
eslestirmek ve Teorem 17.5'i uygulamak.

(a) Ornek 17.5'de A parametreh Poisson dagilimmin moment iireten fonksiyonunu e*(¢"~1 bulduk. A =
1 icin bu tam olarak e ~1’dir. Teklik teoremi geregi X, A = 1 parametreli Poisson daglhmma sahiptir:

e 1

fX(w):?7 $:O,1,2,...

(b) Kesikli bir Y rastgele degiskeninin moment treten fonksiyonu Z e fy (y) bicimindedir; yani

e’V teriminin katsayis1 P(Y = y)’dir. Verilen fonksiyonu 3 let0 4 1 zet ! ~|— Let3 olarak okursak, olasilik
fonksiyonu

y 0 1 3
fy ()

=

1
2

=

olan Y icin My = M olur (katsayilar negatif degildir ve toplamlar: 1°dir; dolayisiyla bu gergekten

bir olasilik fonksiyonudur). Teklik teoremi geregi X de bu dagilima sahiptir: P(X = 0) = 1, P(X =
1) = P(X = 3) =

(c) 5= 5 = b= t =i yazahm Ornek 17.4’de yogunlugu e # (2 > 0) olan degiskenin moment iireten fonksi-

yonunu bulmu@tuk bu degiskene burada Z diyelim, yani M, (t) = &. W = Z almursa My, (t) =

(Bt2/2) = MZ) = — t/Q,t < 2 olur; bu verilen fonksiyondur. W’nin yogunlugu, g(z) = z/2 déniisiimi

i¢in Teorem 12.2 ile fiy (w) = f;(2w) - 2 = 2e72¥, w > 0’dur. Teklik teoremi geregi

Frola) = 2¢ 22 >0
X0, diger durumlarda.

t <2

Dogrulama: fooo et 2e 2T dp = 2 fooo e~ (2t g = 2 7

Carpimsal Moment Ureten Fonksiyon

Beklenen Deger, Momentler ve Varyans boliimiinde X’in k. carpimsal momentini £ [ X(X —1)-(X —
k+1) ] olarak tanimlamugtik (Tanim 16.2). Deger kiimesi {0, 1,2, ...} olan rastgele degiskenlerde bu
momentler cogu zaman siradan momentlerden daha kolay hesaplanir; onlari iireten fonksiyon ‘X yerine
t%°i kullanur.

Tanim 17.3 (Carpimsal Moment Ureten Fonksiyon). X bir rastgele degisken olsun. (EX) beklenen
degerinin (sonlu olarak) var oldugu t degerleri kiimesinde taniml

Nx(t) = (EX)

fonksiyonuna X rastgele degiskeninin ¢carpimsal moment iireten fonksiyonu denir. ¢t > 0 icin tX =
eX!"t anlamindadir; X’in deger kiimesi {0,1,2,...} icinde ise ¥ her gercel ¢ icin anlamlidir (0° = 1
uzlagimiyla) ve

o0

Nx(t) = Z " fx (@)

z=0

olur.
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Tanimla ilgili ti¢ gozlem:

+ Nx(1) = E(1) = I’dir; t = 1 noktasi, moment iireten fonksiyondaki ¢ = 0 noktasinin roliinii oynar.

o t > 0igin tX = eHX oldugundan Ny (t) = My (Int), esdeger olarak My (t) = Ny (e*) dir. Boylece
My, (—h, h) tizerinde varsa Ny en azindan (e ™", e") araliginda vardir; iki fonksiyon ayn1 bilgiyi tagir
ve Teorem 17.5 teklik sonucunu Ny’e de aktarir.

+ X'in deger kiimesi {0,1,2,...} icindeyse Nx(t) =3 t”fx(z) bir kuvvet serisidir ve > fx(z) =
1 oldugundan en azindan | ¢ | < 1 i¢in mutlak yakinsar. Katsayilar olasiliklarin kendisidir; bu ytizden
Ny e olasilik iireten fonksiyon da denir. Bir kuvvet serisinin katsayilari, serinin topladig: fonksiyon
tarafindan tek bicimde beli(rzl)?n)diginden, Ny bu durumda dagilimi analitiklik tartismasina gerek kal-

NE (0

madan belirler: fy(r) = =%

Carpimsal moment iireten fonksiyonun tiirevleri, ¢ = 1’de, carpimsal momentleri verir. Formiil dogrudan
t”’in tiirevinin biciminden ¢ikar: 42t = z(z — 1)-(z —n + 1) t*".

Teorem 17.6 (Carpimsal Moment Ureten Fonksiyondan Carpimsal Momentler). X ’in carpimsal
moment iireten fonksiyonu t = 1’i iceren bir acik aralikta tanimli olsun ve k = 1,2, ...,n icin bu aralikta
tiirev ile beklenen degerin yeri degistirilebilsin:

d d
ﬁ(EX) = éﬁtx)
O zaman
NP1 =E[X(X-1)~(X—n+1)],

yani Ny int = 1°dekin. tiirevi X ’in n. carpimsal momentidir. Ozel olarak

E(X)=Nx(1),  (&?)=Ng(1)+Nx(1), Var (X)=Ng(1)+ Nx(1) — ( Nx(1))*

ispat.
t > 0 sabit vex gercel olsun. t* = €%t ’nint’ye gore tiirevi v t*~1, ikinci tiirevi x(x — 1) t*~2 ve tiimeva-
rnimlan. tireviz(x — 1)---(x — n + 1) t*~" dir. (x negatif olmayan bir tam say1 vex < n ise carpimda bir
sifir carpan bulunur ve tiirev sifirdir; bu, t* ’in derecesi x olan bir polinom olmasiyla tutarlidir.) Varsayim
geregi tiirev beklenen degerin icine alinabilir:

dTL

t = 1 konursatX~" = 1 olur ve ilk iddia ¢cikar. E(X) = N%(1) bununn = 1 halidir. X?> = X(X — 1) +
X ozdesliginden ve beklenen degerin dogrusalligindan E(X?) = E[X(X —1)]+ E(X) = N%(1) +
N4 (1); varyans formiilii Onerme 16.3 ile tamamlanur.

|

Tiirev ile beklenen degerin yer degistirme varsayimu, sik karsilasilan iki durumda kendiliginden saglanir.
X’in deger kiimesi {0, 1,2, ...} icindeyse ve Ny bir § > O icin | ¢ | < 1 4 ¢ araliginda yakinsiyorsa, Ny
bir kuvvet serisidir ve yakinsaklik araliginin iginde terim terim tiirevlenebilir; varsayim saglanir. Ny, M x
iizerinden (N (t) = Mx(Int)) elde ediliyorsa Teorem 17.4’in ispatindaki baskin yakisaklik tartigmasi
aynen gecerlidir.

Ornek 17.7 (Poisson DaglhmlmnACarplmsal Moment Ureten Fonksiyonu). A > 0 olmak iizere
X’in olasilik fonksiyonu fx (z) = <2, 2 = 0, 1,2, ... olsun. Ny’i bulunuz ve biitiin carpimsal moment-
leri hesaplayiniz.

Coziim.
Her t € Rigin

) —)\)\:1: 0 (\4)®
NX(t) - Ztm : = Z ( ) = e e = A1)

Acik Matematik - acik-matematik.com 270 CC BY-NC-SA 4.0


https://acik-matematik.com
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.tr

17.3 Carpimsal Moment Ureten Fonksiyon 271

Seri biitiin R’de yaklnsadlgmdan Ny her yerde tanimlidir ve terim terim tiirevlenebilir. Beklendigi gibi
Ny (t) = My (Int) = eMe™ D = A1 djr,

Carpimsal momentler. N)(f)( t) = A"e* 1 oldugundan Teorem 17.6 ile

E[X(X-1)~(X-n+1)]=Ng1)=A", n=12.

Ozel olarak E(X) = A, E[X(X — 1)] = A%;buradan E(X?) = A2+ Ave Var (X) = A2+ A —\? =
A. Bu, Ornek 17.5 ile uyusur; fakat carpimsal momentlerin ne kadar temiz c¢iktiga dikkat ediniz:
Poisson dagiliminda n. carpimsal moment A dir, oysa siradan momentler n bityiiditk¢e karmagiklagir.
Sczn olarak olasilik tireten fonksiyon bakis acisimi dogrulayalim: N )(( )( 0) = A\®e™ oldugundan
NE(©) _ **Az

= = = fx(z).

Ornek 17.8 (Ustel Dagilimin Carpimsal Moment Ureten Fonksiyonu). X’in yogunluk fonksiyonu
fx(x)=e" (z > 0), diger durumlarda O olsun. Ny’i tamm kiimesiyle birlikte bulunuz; E(X) ve
E[X (X —1)]'i hesaplaymniz.

Cozim.
t > 0 igin t* = e** oldugundan

NX(t) = / tYe Tdr = / el‘lnt671' dxr = / e(lntfl)m dz.
0 0 0

Bu integral ancak Int — 1 < 0, yani 0 < ¢ < e iken sonludur ve o zaman

e(lnt—l)x oo_ 0—1 _ 1
Int—1 “Int—1 1—Int’
0

0<t<e.

Nx(t) = l

t > e icin integrand 1’den kii¢iik olmadigindan integral sonsuzdur; demek ki Ny’in tanim kiimesi
(0,e) araligidir. Bu aralik ¢ = 1'i icerir. Sonu¢ Ny (t) = Mx(Int) = —— iliskisiyle de uyumludur
(Ornek 17.4).

Tiirevler. Zincir kuraliyla

d 1 1
Ny(t)=—(1—-Int) '=1—-Int) 2. 2= —— .
f(t) = (1 =Tty = (1-Int) T

t =1deln1 =0 oldugundan E(X) = Ny (1) = 1—11 =1
Tkinci tiirev i¢in N4 (¢) = ¢~ 1(1 — Int)~2 carpimin tiirevleyelim:

1 21—Int)3—(1—Int)"?
L= -

Ngt)=—t2(1—Int)2+¢t1-2(1—Int)"3

t = 1'de E[X(X — 1)] = N%(1) = 2 — 1 = 1 bulunur. Buradan E(X2) = E[X(X — 1)] + E(X) =
ve Var (X) = 2 — 1 = 1; sonuglar Ornek 17.4 ile aynidir.
|

17.4 Bir Doniisiimiin Karakteristik Fonksiyonu

Y =g(X) biciminde bir rastgele degiskenin karakteristik fonksiyonu i¢in énce ¥ nin dagilimini bulmak
gerekmez. €'Y = ¢*9(X) X’in bir fonksiyonu oldugundan Tanim 16.1, cos ((tg(z) ) ve sin( tg(z) )
fonksiyonlarina ayr1 ayr1 uygulanir:

oy (t) :(E'itg(x)) = / e9@) f (z)dx  (siirekli durum), ey (t) = Z 9@ f (z)  (kesikli durum) .
—00 €Dy
g(x) = ax + b igin bu, Teorem 17.1 (d)‘yi verir. Dogrusal olmayan bir déniisiimde ise integrali g’nin

davranigina gore parcalara ayirmak gerekir.
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Ornek 17.9 (Mutlak Degerin Karakteristik Fonksiyonu). X rastgele degiskeninin yogunluk fonk-
siyonu

0, diger durumlarda

f()—{%"lg‘”g?
x\Z) =

olsun. Y =| X | rastgele degiskeninin karakteristik fonksiyonunu bulunuz ve buradan E(Y) ile
E(Y?)’yi okuyunuz.

Coziim.
Dogrudan hesap. | z

, [—1, 0] izerinde —z, [0, 2] iizerinde z’e egittir. ¢ # 0 i¢in

2 e ] 10 17
<py(t)=/_e §d‘”:§/_e dx—l—g/oe dz.

1 1

—ite _ it e—ztac

1/ 1e%m0 1 1—et eit—1
—/ e M dp = = . =—. — = —.
3 1 3| —it 3 —it 3it

1

Ik integral: -Le oldugundan

Ikinci integral:

. 2 .
1 /2 " 1 eztz e2zt -1
= e"dr = - | — = —.
3/, 3| 1@ 3it
0
Toplayarak
eit — 1+ e2it -1 e2it + eit -9
o (0 - 40 9 (0)

Yogunluk iizerinden dogrulama. Y’nin dagilimimi bulup aym sonuca ulasalim. 0 <y <1 i¢in
E({y)=P(-y<X<y = %y; 1<y<2icin Fi(y) =P(-1< X <y) = %1 Tirev alimirsa

wIN

,0<y <1

frly=93%1<y<2
0, diger durumlarda.

(fjooo fy(y)dy = % + % = 1.) Buradan

ov(t) = 2/1eity dy+1/2 oty gy 2(eit _ 1) N e2it _ git _ e2it 4 it _2-
3Jo 3

3it 3it 3it

Momentler. Pay1 seriye acalim: €2 = 1 + 2it — 2t2 — % +--veel =1+t — % - % + --- oldu-
gundan

G 5t 3it?
62”4-6”*2:32%*?*—’; +

3it’ye boliince

5 1
) =1+ it — =24 -
ey (1) Tttt
1+t E(Y)— %E(Yz) + - ile karsilastiriirsa E(Y) = 2 ve E(Y?) = 1bulunur. Y = | X |veY? =
X? oldugundan dogrudan hesap bunu dogrular: E(Y)=FE | X | = f_21 % de=3(3+2) =2 ve

2 2
EY?)=EB(X?) = [" Hdr="2 =1
u
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Alistirmalar

Alistirma 17.1 (Karakteristik, Moment Ureten ve Carpimsal Moment Ureten Fonksiyonlar). (a)
X’in yogunluk fonksiyonu fx(z) = 2z (0 < z < 1), diger durumlarda 0 olsun. ¢ 5’1 bulunuz ve buradan
E(X) ile Var (X)’i okuyunuz.

(b) P(X =0) = P(X =1) = § olsun. i bulunuz; Y = 2X — 1 icin ¢y "yi Teorem 17.1 (d) ile hesap-
layip Ornek 17.2 ile kargilastiriniz.

©) px(t) = % olsun. Z = 3X + 2 rastgele degiskeninin karakteristik fonksiyonunu bulunuz ve Z’nin
dagilimini belirleyiniz.

(d) X’in olasilik fonksiyonu fy(z) = (%)x z=1,2,3,... olsun. My ve Nx’i tanim kiimeleriyle birlikte
bulunuz; E(X) ve Var (X)’i her ikisiyle de hesaplayimiz.

(e) Mx(t) = e + 1 + Le? olsun. X’in dagimun, E(X)’i ve Var (X)’i bulunuz.

(f) X’in yogunluk fonksiyonu fx (z) = ze~” (z > 0), diger durumlarda 0 olsun. M 5 ’i bulunuz; E(X) ve
Var (X)’i hesaplayimz.

(g X, (—1,1) araliginda diizgiin dagilimli olsun. Y = | X |'in karakteristik fonksiyonunu bulunuz ve
Y’nin dagilimin belirleyiniz.

Coziim. .
(a) t # 0 icin kismi integrasyonla (v = 2z, dv = e*®dx, v =

elte .
i)

1
1 ite 1 it it it it it
) 2 2 2 2 -1 2 2 -1
¢X(t>=/ 2z €' dx = lwe ] —/ € dp=2_Z2.C -z +—(€ ),
0 o o

it it it it it it 12
ciinkii (i) = —t%. 1 = —i oldugundan
2(eft —1 2i et
px(y = LD BT e 0=
Momentler i¢in seriye acalim. e — 1 = it — % — % + % — -+ oldugundan
2(ef* —1) 2§ it N t? 2i e’ 2i + o4t t? N
_ = JR— —_ e i —_ —— 1t — — .ee
t2 t 3 12 ’ t t 3

=1+ %it— ;11t2 + - Buradan E(X) = %, —E(‘f) = —}L, ani E(X?) = % ve
Var (X) =  — § = 7. Dogrudan hesap: E(X) = fol 20%dz = 2, E(X?) = fo 2¢%dz = 1.

(b) px(t) = 1e0 4 Leit = 1" Yy — 92X —licina=2b=—1ile

1 —1—62” _ efit +eit
2 2

—it = cost.

py(t) =e"px(2t)=e
Y, —1ve 1 degerlerini % olasilikla alir; Ornek 17.2'te bu dagilim i¢in cos t bulmustuk. Sonuclar uyusur.
(c)a=3,b=2ile py(t) = e* @y (3t) = e M Ornek 17.1 geregi X, (—1,1) araliginda diizgiin
dagimhdir (teklik teoremi); Z = 3X + 2 ise (—1,5) araliginda diizgiin dagilmhdir. Dogrulama:
(a,b) = (—1,5) i¢in diizgiin dagilimin karakteristik fonksiyonu

5it _ it 3it _ ,—3it

e . 2isin 3t _ sin 3t
—e . — eZzt . — e2zt

6it 6it 6it 3t

(d) Once Zzozl (%)w = 1 oldugunu not edelim. Geometrik seri ile, e—; < 1lyanit <In2igin

=S () -
= —_ = _ = = nis:
x 2 2 1—et/2 2 et ’

=1 =1

t > In 2 i¢in seri wraksar. Benzer bigimde | ¢ | < 2 i¢in

o 1\* t/2 t
N.ty=S"¢(2) =2 __° t]<2.
x(t) =2, (2) T—ip ooy IS

=1
(Nx(t) = My (Int) oldugu goriiliir: ~“orr = 7))

2—elnt
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274 Boliim 17. Karakteristik ve Moment Ureten Fonksiyonlar

My ile: bolim kuraliyla MX( ) = (Ei)j)et.et = 52 et 7, dolayisiyla E(X) = M (0) = 2. Ikin-
ci tiirev: Mx(t) = 2el2e (2+2;) 2@ele” 2(62(2;83 , dolayisiyla E(X?) = M%(0) =23 =6 ve

Var (X) =6-4=2.

: / —1 " :
Ny ile: Ny (t) = ((2_2)+ =T Zt)z ve N (t) = ﬁ. Teorem 17.6 ile E(X) = Nx(1) =2, E[X(X —
)] =N%(1) =4, BE(X?) =4+2 =6, Var (X) = 6 — 4 = 2. Iki yol ayn1 sonucu verir.

(e) Ornek 17.6 (b)‘deki gibi, e terimlerinin katsayilari olasiliklardar:

x -1 0 2
fx(x) 3 3 %

Katsayllar negatif degildir ve toplamlarl 1°dir; teklik teoremi geregi X’in dagilimi budur. E(X) =
? L+0+2=0ve E(XQ) 3 + 0+ 2 = 1, dolayistyla Var (X) = 1. Tiirevle dogrulama: M% (0) =

-3 6—0veM§’{(O) 3~|—6—1

) f xe * dz = 1 oldugundan fy bir yogunluktur. ¢ < 1igin ¢ = 1 —¢ > 0 diyelim; kismi integras-

yonla

xre

o —er 1 [ 1 1
M(t):/ xe_cxdx:{— } +—/ eCdr =0+ 5 = ——, t<1
X 0 o ¢Jo 2 (1—1)2

c
t > 1 icin integral wraksar. M%(t) =2(1 —t)™3 ve M%(t) =6(1 —t)~* oldugundan E(X) =2,
E(X?*) =6veVar (X)=6—4=2.

(©) fx(z) =% (-1 < a < 1).t # 0icin, Ornek 17.9'teki gibi integrali ikiye bélerek

1[0 1 [t 1 et—1 1 et—1 eit—1
t) = — 7’Ltl‘d —_ ’Ltl‘d = — . — = .
oy (t) 2/16 w+2/oe T=3 — 5 — .

Ornek 17.1°e gore bu, (0, 1) arahiginda diizgiin dagilimin karakteristik fonksiyonudur (a = 0, b = 1).
Teorem 17.3 geregi Y = | X |, (0, 1) araliginda diizgiin dagilimlidir. Dogrudan dogrulama: 0 < y <1
icn P(| X [<y)=P(-y<X<y)=F =y

|

Bu bolimde bir rastgele degiskenin biitiin momentlerini ve dagilimini tek bir fonksiyona sikigtirmay
6grendik. Bu araclarin asil giicii, bagimsiz rastgele degiskenlerin toplamlarinda ortaya ¢ikar: toplamin
karakteristik fonksiyonu, toplananlarin karakteristik fonksiyonlarinin ¢arpimidir. Bunu gérebilmek i¢in
once birden ¢ok rastgele degiskenin beklenen degerlerini, carpimlarinin beklenen degerini ve aralarindaki
dogrusal bag1 6lcen kovaryans ile korelasyonu incelemek gerekir: Rastgele Vektorlerde Beklenen Deger,
Kovaryans ve Korelasyon.
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18. Rastgele Vektorlerde Beklenen Deger,
Kovaryans ve Korelasyon

Karakteristik ve Moment Ureten Fonksiyonlar béliimii de i¢inde olmak iizere, simdiye kadar beklenen
degeri hep tek bir rastgele degisken icin inceledik: E(X), E(X?), Var (X), My(t). Oysa uygulamada
rastgele degiskenler cogunlukla birlikte gelir: bir kisinin boyu ile kilosu, iki zarin gosterdigi sayilar, bir
cihazin iki parcasinin émiirleri. Iki degiskenin birlikte nasil davrandigini anlamak icin, ortak dagilimdan
hesaplanan beklenen degerlere ihtiyacimiz vardir.

Bu béliimde 6nce g(X;, X5) bicimindeki bir rastgele degiskenin beklenen degerini ortak olasilik fonksi-
yonu ya da ortak yogunluk fonksiyonu tizerinden tanimlayacagiz. Bu tanim bize iki yeni ara¢ verecek:
beklenen degerin farkli degiskenlerin toplami izerinde de lineer olmasi ve bagimsiz degiskenlerde carpi-
min beklenen degerinin beklenen degerlerin ¢carpimina ayrilmasi. Ardindan iki degisken arasindaki lineer
iliskiyi o6l¢en iki say1y1, kovaryans ve korelasyon katsayisini tanimlayacagiz; korelasyon katsayisinin
her zaman —1 ile 1 arasinda kaldigini Cauchy-Schwarz esitsizligiyle ispatlayacagiz ve bagimsizlik ile
kovaryansin sifir olmasi arasindaki iligkinin tek yonlii oldugunu bir 6rnekle gorecegiz.

Bolimiin son iki kismi hesaba ayrilmigtir: bir lineer birlesimin varyansi i¢in genel formiil ve ayni beklenen
degeri birden ¢ok yolla hesaplayan ¢oziimlii 6rnekler. Bu 6rneklerde ortak yogunluk, marjinal yogunluk,
ortak moment tireten fonksiyon ve dontstiiriilmiis degiskenin kendi dagilimi gibi farkli yollarin hep aym
sayiya ulagtigini gérmek, sonraki bolimlerde en kisa yolu secebilmemizi saglayacaktir.

18.1 Rastgele Vektoriin Fonksiyonunun Beklenen Degeri

Tek degiskenli beklenen degeri (Tanim 16.1) tanimlarken X’in olasilik fonksiyonunu ya da yogunluk
fonksiyonunu kullandik. (X, X, ) bir rastgele vektorse elimizdeki nesne ortak olasilik fonksiyonu fx  x.
(Tanim 13.4) ya da ortak yogunluk fonksiyonu fx ’dir (Tanim 13.6). g(X;, X,) bigimindeki bir rastgele
degiskenin beklenen degeri de ayn diisiinceyle, g’nin aldig1 degerlerin ortak olasilikla agirlikli ortalamasi
olarak tanimlanr.

Tanim 18.1 (Rastgele Vektériin Fonksiyonunun Beklenen Degeri). (X, X,) bir rastgele vektor
ve g : R? — R, her B € B(R) icin

{(z1,2,) € R?: g(z,,) € B} € B(R?)

kosulunu saglayan (Borel dlciilebilir) bir fonksiyon olsun.
(i) (X7, X,) kesikli bir rastgele vektor ve ortak olasilik fonksiyonu fx . ise,

S | 9wn,we) | Fx i, (@1,2) < 00

a:leDX1 wzeDXZ
oldugunda
E [9(X1,X2> ] = Z Z 9($1ax2>fxl,xz($1,$2)’

:nleDX1 z2€DX2

(ii) (X, X,) stirekli bir rastgele vektdr ve ortak yogunluk fonksiyonu f X,,X, ise,
[ee] oo
/ / | 9(z1,25) ’le,XQ(wlva)dwlde <0
oldugunda

E 90X, X,) ] = / / 01, 3) Fx, x, (@1, 23) dery day
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276 Bolim 18. Rastgele Vektorlerde Beklenen Deger, Kovaryans ve Korelasyon

sayisina g(X;, X,) rastgele degiskeninin beklenen degeri denir. Mutlak yakimsaklik kosulu saglanmi-
yorsa beklenen deger tanimsizdir.

Tanimdaki olgiilebilirlik kogulu, g(X;, X5) nin gercekten bir rastgele degisken olmasini giivence altina
alir; siirekli fonksiyonlar, polinomlar, parcal: siirekli fonksiyonlar bu kogulu saglar ve bu béliimde karsi-
miza ¢ikacak biitiin g’ler bu tiirdendir.

Tanimin ilk smamasi, tek degiskenli tanimla ¢elismemesidir. g(x,x,) = x; alalim. Siirekli durumda i¢
integral marjinal yogunlugu verir (Tanim 13.8):

(oo} oo [e.e] (oo} (oo}
/ / T le,Xz(xu%)d%d% :/ Ly (/ le,X2($1al’2)d$2> da, :/ Ty fX1(931)d$1 = E(X,).

oo

Kesikli durumda ayni hesap toplamlarla yapilir. Demek ki E(X)’i ister ortak dagilimdan ister marjinal
dagilimdan hesaplayalim, ayni say1y1 buluruz. Daha genel olarak g( X, X, ) rastgele degiskeninin dagilimi
bulunup (bunun i¢in Teorem 15.1 kullanilabilir) beklenen degeri kendi dagilimindan hesaplansa da yine
yukaridaki tanimla ayni say: elde edilir; bu, tek degiskenli dontisiim formiiliiniin (Teorem 12.2) iki boyutlu
karsihigidir. Kesikli durumda gerekeesi kisadir: Z = g(X;, X,) i¢in (Z = z) olayy, g(z,, z,) = z esitligini
saglayan hiicrelerin ayrik birlesimidir, dolayisiyla

E(Z) = Z 2P(Z =z)= Z z Z le,Xz(xlax2) = Z Z 9($1,9U2)fX1,X2(371,952)-

z€D, 26Dy (z1,x5):g(x1,25)=2 z1€Dx, ®€Dx,

Son adimda hiicreler g’nin degerine gore 6beklenmis oldugundan her hiicre tam bir kez sayilir; mutlak
yakinsaklik da toplama sirasinin degistirilmesini hakli kilar. Siirekli durumda ayni akil yiiriitme integral-
lerle yapilir. Bu boliimdeki 6rneklerde her iki yolu da izleyip ayni sonuca ulastigimizi defalarca gorecegiz.
Tek degiskende E(X*) momentlerini (Tanim 16.2) tanimlamustik. ki degiskende, iki degiskenin kuvvet-
lerinin ¢arpiminin beklenen degeri “ortak moment” adini alir.

Tanim 18.2 (Ortak Momentler ve Merkezi Ortak Momentler). (X, X,) bir rastgele vektor ve
ki, ks € {0,1,2,...} negatif olmayan tam sayilar olsun. Ilgili beklenen degerler var oldugunda,

(@ F Xf1X§2 ) sayisina (X, X, ) rastgele vektoriiniin (ky, k5 )-ortak momenti,
b)E | (X — E(Xl))kl (Xo— E(XQ))’€2 ] sayisina (X, X,) rastgele vektoriiniin (k, , k,)-merkezi
ortak momenti

denir.

ky = 0 alinirsa (kq, 0)-ortak momenti E(X f '), yani X ’in kendi k. momentidir; merkezi ortak moment
de X;’in merkezi momentine déner. Bu bélimiin ana kavrami olan kovaryans, (1,1)-merkezi ortak
momentten basgka bir sey degildir.

Tek degiskenli moment iireten fonksiyonun (Tanim 17.2) iki degiskenli kargilig, iistel ifadeye her iki
degiskeni de kendi parametresiyle koyarak elde edilir.

Tanim 18.3 (Ortak Moment Ureten Fonksiyon). (X, X,) bir rastgele vektér olsun. Her ¢, €
(=hy,hy) ve ty € (—hy, hy) icin E ( el1Xitta Xy ) beklenen degerinin sonlu oldugu Ay, hy > 0 sayilar
varsa,

My, x,(t1,ty) = E ( ehrXatiada ) [ty [ <hy, [ty | <hy

fonksiyonuna (X7, X,) rastgele vektoriiniin ortak moment iireten fonksiyonu (ortak moment ¢ikaran
fonksiyonu) denir.

Tek degiskenli moment iireten fonksiyonun tiirevleri momentleri veriyordu (Teorem 17.4). Ortak moment
iireten fonksiyonun kismi tiirevleri de ortak momentleri verir; iistelik marjinal moment iireten fonksi-
yonlar, ortak olanin bir degiskeni sifirlanarak elde edilir. Bu iki 6zellik, 6rneklerde F(X; X, ) gibi beklenen
degerleri integral almadan bulmamizi saglayacak.

Onerme 18.1 (Ortak Moment Ureten Fonksiyonun Ozellikleri). (X, X,) rastgele vektoriiniin ortak
moment iireten fonksiyonu Mx x .|t | <hy, |ty | < hy icin var olsun.
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(@) Mx x, (t1,0) = Mx (t,) ve Mx x,(0,ty) = Mx, (t,); yani marjinal moment iireten fonksiyonlar
ortak olanin kesitleridir.
(b) Her ky,ky € {0,1,2,...} icin

6k1+k2 —
PYP My, x,(t1 )] —t,—0 = E ( X7'X5® ) .
1 Olg
Ozel olarak
OIMy, x PMy
8751 *ty=t,=0 = E(X1), Wltl:t?zo = E(X;X,).
ispat.

(a) ty = 0 konuldugunda e"*170 X2 = e %1 olur; dolayisiyla My x, (t1,0) = E(eh1) = My (t;).
Buradaki E(et1*1) ortak dagilimdan hesaplanan beklenen degerdir; Tanim 18.1'den hemen sonra goster-
digimiz gibi bu, marjinal dagilimdan hesaplananla aynidir. Oteki esitlik ayni bicimde cikar.

(b) Siirekli durumu yazalim. | t; | < hq, | ty | < hy igin

(oo} (oo}
My x, (t1,ta) = / / gh1tta®s Ix,.x, (T1,24) dzy dy.
—0o0 —0o0

Teorem 17.4'in ispatindaki gerekieyle tirev integralin altina alinabilir; t, e gore k, kez ve t, ye gore k,
kez tiirev almak integrandi aclflx22 ile carpar:

oF1tk2

oo oo

_ ki ko tia +iyx

—8tk18tk2MX1’X2(tl’t2) —/ / Ty Tym e fol,X2<$1am2)d$1 dz,.
1 0ty —00 ¥ —00

t, =ty = 0 konuldugunda iistel carpan 1 olur ve sag taraf, Tanim 18.1 geregjiE(Xlegz) sayisina esittir.
Kesikli durumda integrallerin yerini toplamlar alir, hesap aynidr.
|

Beklenen degerin lineerligini tek degisken i¢in Teorem 16.1 ile gostermistik; ama o sonug yalnizca ayni
degiskenin fonksiyonlarimi toplayabiliyordu. E(X; + X,) = E(X;) + E(X,) gibi bir esitlik i¢in iki
degiskenin ortak dagilimina ihtiyac vardir. Asagidaki 6nerme bunu saglar ve dikkat edilirse bagimsizlik
gerektirmez.

Onerme 18.2 (Beklenen Degerin Lineerligi). (X;,X,) bir rastgele vektor, g;,go:R? = R
Borel élgiilebilir fonksiyonlar ve E[g;(X;,X5)] ile E[gy(X;,X5)] var olsun. ¢;,cqy € R sabitleri igin
Eleyg:1 (X1, Xy) + ¢295(Xy, X)] vardir ve

E

2 2
Zcigi(xl,XQ)l = G E[g(X,X,)]

i=1 i=1
olur. Ozel olarak, E(X,) ve E(X,) var oldugunda
E(Xl +X2> :E<X1)+E(X2)7 E(C) =cC (CGR)

Ispat.
Siirekli durumu yazalim; kesikli durumda integrallerin yerini toplamlar alir. Once beklenen degerin
varligi: her (z1,x4) icin tiggen esitsizlifinden

’ 191 (1, T2) + C29a (T, T3) |fX1,X2($1?$2) <le |l gz, 24) |fx1,X2($17372) + 1 ¢g || 9oy, 75) |fx1,X2(9317372)

olur; sag tarafin integrali varsayim geregi sonludur, dolayisiyla sol tarafinki de sonludur. Simdi integralin
lineerliginden

o0

E [‘3191(X1aX2) + c295(Xy, Xy) ] = / / ( €191 + €292 ) (z1,25) le,Xz(xlax2) drydey = E [91(X17X2) ] + ok [gz(XlaXz) ]

—0o0
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91(21,%5) = 1, go(21,25) = Ty Ve ¢; = ¢y = 1 alimirsa E(X; + X,) = E(X;) + E(X,) ¢ikar; bu-
rada E(X;) ve E(X,) nin ortak dagiimdan ya da marjinallerden hesaplanmasimin fark etmedigini
yukarida gormiistiik. Sabit icin g(x,,x5) = ¢ amir: E(c) = cffooo ffzo fx, x,(®1,23) dzy dzy = ¢
l=c

]

Tanim 18.1 ile Onerme 18.2'i iki boyutta yazdik; ikisi de n boyutlu rastgele vektorler icin sdzciigii
sozcigiine gecerlidir. (X4, ..., X,,) vektori ve g : R™ — R icin beklenen deger n katli toplam ya da n
katl integralle tanimlanir, lineerlik ispati da aynen tekrarlanir. Asagida ii¢ degiskenli ve n degiskenli
kullanimlarda bu genel bicime dayanacagiz.

Toplamin beklenen degeri her zaman beklenen degerlerin toplanmudir; ama ¢arpimin beklenen degeri
genel olarak beklenen degerlerin carpimi degildir. Bu esitligin saglandig1 en 6nemli durum bagimsizliktir.
Asagidaki teorem, bagimsiz degiskenlerin ayri ayr fonksiyonlarmin carpimi icin bunu soéyler; hem
E(X,X,) hem de ortak moment iireten fonksiyonun ¢arpanlara ayrilmasi bu teoremin 6zel hélleridir.

Teorem 18.1 (Bagimsiz Degiskenlerde Carpimin Beklenen Degeri). X; ve X, bagimsiz rastgele
degiskenler; g;,95 : R = R, her B € B(R) i¢in {z : g;(z) € B} € B(R) kosulunu saglayan fonksiyonlar
olsun. E[g,(X;)] ve E[g5(X5)] varsa E[g,(X;) g5(X5)] de vardir ve

2

Hgi(Xi)l = HE [gi(Xi) ]

E

=1

olur.

ispat.
Kesikli durum. X ile X, bagimsiz oldugundan her (xz, x,) icin ortak olasuik fonksiyonu marjinallerin
carpimudir (Tanim 14.1):

le,X2 (z1,25) = le (1) fx2 (o)

Once varlik: terimleri negatif olmayan iki serinin ¢carpimi, terimlerin ikiserli carpimlarindan olusan cift
toplama esittir, dolayisiyla

Z Z |91(561)92(372) |fX1(991)fX2(x2) = ( Z | 91(z) |fX1($1)) ( Z | 92(z3) |fX2($2)) < 0.

wlerl mzeDX2 zlerl zzerz
Mutlak yakinsaklik saglandigindan toplama sirasi serbestce degistirilebilir ve

E [91(X1)92(X2) ] = Z Z 91(%1) 92(22) fx, x, (%1, 22)

zlerl $2€DX2
Z 91(x1)fxl($1)( Z 92($2)fxz(xz))
mlerl xZGsz

=E [92(X2) ] Z gl(wl)le(xl) =FE [gl(Xl) ]E [92(X2) ]

rlerl

bulunur.
Sitrekli durum. Bagimsizlik geregi fx x,(%1,%2) = fx, (1) fx,(%5) dir. Mutlak integrallenebilirlik,
kesikli durumdaki gibi iki tek katl integralin ¢arpimindan okunur:

[ [ 000002000 | 1,0 f o) d, iy = ( [ 1o Ifxl(%)dxl) ( [ 10t |fx2<w2>dw2> < .

—0o0 —0o0

Boylece iki katli integral ardisik integrallere ayrilabilir:
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o0 —00

060000 1= [ o) fx, @) ( | gz<w2>fxg<x2>dm2) do, = B [ (X)) | E [ 92(X) ]

Teoremde g, ve g, icin 6zel secimler yapinca sik kullanilan ii¢ sonug ortaya ¢ikar.

Sonug 18.1 (Bagimsizligin Beklenen Degere Yansimalari). X, ve X, bagimsiz rastgele degiskenler
olsun. Ilgili beklenen degerler var oldugunda:

(1) EchlX2) = E(X,) E(X,); daha genel olarak her ki, k, € {0,1,2,...} icin E ( Xf1X§2 )=
E (X" )E ( X5® ), yani ortak momentler momentlerin ¢arpimdir.

(2) X1, X, >0ise E (/X X, )=E S VX)) E (VX5).

(3) Marjinal moment iireten fonksiyonlar| t, | < hq, | ty | < hq i¢in varsa ortak moment iireten fonksiyon
da vardir ve

My x,(t1,ty) = My (t;) M, (ts).

ispat.

Ucii de Teorem 18.1'in dogrudan uygulamasidir. (1) igin g, (z) = z*1, go(x) = %2 abmir; k) = ko = 1
ozel hali ilk esitligi verir. (2) i¢in g, (z) = go(z) = /x alimr; \/ X, X5 = /X, \/ X, olduju icin teorem
uygulanabilir. (3) igin t|, t5 sabitlenip g, (x) = 1%, gy (x) = €2 alinir:

My, x,(ty, ts) = E (hX¢2Xe Y = B (™1 ) E (X2 ) = My, (t;) My, (t,).

Sonucun (3) maddesi, ortak moment tireten fonksiyon hesaplanmis bir vektoriin bagimsiz olmadigini
gostermek icin de kullamilabilir: My (t1,t5) # My, x,(t1,0) Mx, x (0,15) ise, (3) bozuldugundan
X, ile X, bagimsiz olamaz.

Kovaryans ve Korelasyon Katsayisi

E(X;X,) ile E(X;) E(X,) arasindaki fark, bagimsizliktan ne kadar uzaklagildifinin bir l¢iisti gibi
goriiniir; bagimsiz degiskenlerde bu fark sifirdir. Bu farki merkezi ortak moment bigiminde yazarak
adlandirtyoruz. Tanimin anlamli olmast i¢in ikinci momentlerin sonlu olmasi yeter: her z, y reel sayisi i¢in

| zy | < 2(2? + y?) oldugundan, E(X?) ve E(Y?) sonluysa E | XY |de sonludur ve E(XY') tanimhdr.
Tanim 18.4 (Kovaryans). (X,Y), E(X?) < co ve E(Y?) < oo olan bir rastgele vektor olsun.

Cov (X,Y):E[(X—E(X))(Y—E(Y))]

sayisina X ile Y rastgele degiskenlerinin kovaryansi denir. Kovaryans, (X,Y) vektériniin (1,1)-
merkezi ortak momentidir.

Kovaryansin isareti iliskinin yoniinii sdyler: X ortalamasinin istiindeyken Y de ¢cogunlukla ortalama-
smin tstiindeyse carpim (X — E(X))(Y — E(Y)) cogunlukla pozitiftir ve kovaryans pozitif ¢ikar; X
bityiikken Y kiicitk olma egilimindeyse kovaryans negatiftir. Ancak kovaryansin bityiikliigii birimlere
baghdir: X metre yerine santimetreyle olciiliirse kovaryans 100 katina ¢ikar (bunu birazdan ispatlaya-
cagi1z). Birimden bagimsiz bir 6l¢ii elde etmek i¢in kovaryans, standart sapmalarin ¢arpimina boliinir.
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(x-p(y-py <0 (x—u§)(y—py)>0

® )
[} o o
o'lv. °
- [ .I ° .. .... +
° LA
N o ey
. o o.bo'. .
+ . X —
o’ °
& °
I
(x- 1)y - 1y) > 0 i (- 1)y - 1y) <0
X
Hx

Cov(X, Y) = bu ¢arpimlarin ortalamasi > 0

Sekil 18.1: Kovaryansin isareti. Kesikli eksenler ortalama noktasi (ux, uy)'de kesisir; sag ust ve sol alt

ceyreklerde (x — px)(y — py) carpimu pozitif (mavi), 6teki iki ¢eyrekte negatiftir (turuncu). Noktalarin ¢ogu

mavi ceyreklerde toplandigindan carpimlarin ortalamasi, yani Cov(X, Y), pozitif ¢ikar. X buyiikken Y
kiictik olma egiliminde olsayd: turuncu ¢eyrekler agir basar ve kovaryans negatif olurdu.

Tanim 18.5 (Korelasyon Katsayis1). (X,Y), E(X?) < oo, E(Y?) < 00, Var (X) > 0ve Var (Y) >
0 olan bir rastgele vektér olsun. oy = /Var (X) ve oy = y/Var (Y) olmak iizere

Cov (X,Y) Cov (X,Y)

oxoy \/Var (X) Var (Y)

Pxy =

sayisina X ile Y arasindaki korelasyon katsayisi (Pearson korelasyon katsayisi) denir. Cov (X,Y) =
0, dolayistyla py y = O ise X ile Y’ye iligkisiz (korelasyonsuz) denir.

Korelasyon katsayisi, X ile Y arasindaki lineer iligkinin 6lciisiidiir. Bu béliimde sunlar1 gosterecegiz:
px,y her zaman [—1,1] araligindadir; py y = 1 ancak ve ancak Y, olasilig1 1 olan bir olay iizerinde
X’in artan bir lineer fonksiyonuysa (Y = aX + b, a > 0); px y» = —1 ancak ve ancak azalan bir lineer
fonksiyonuysa (@ < 0). px y = 0 olmasi ise X ile Y arasinda lineer bir iligki bulunmadigini séyler; bu,
aralarinda hicbir iliski olmadig1 anlamina gelmez, iligki lineer olmayan bir bicimde pekald var olabilir.
Bu ayrimi 6nce kovaryansin hesap kurallarini ¢ikararak, sonra somut bir 6rnekle netlestirecegiz.

Onerme 18.3 (Kovaryansin ve Korelasyon Katsayisinin Ozellikleri). X, Y, Z ikinci momentleri
sonlu rastgele degiskenler ve a, b, c,d € R olsun.

(a) Cov (X,Y)=E(XY)—EX)E(Y).

(b) Cov (X,Y) = Cov (Y, X).

(c) Cov (X, X) = Var (X).

(d) Cov (X +a,Y +b) = Cov (X,Y): sabit eklemek kovaryans: degistirmez.

(e) Cov (aX,bY) =abCov (X,Y).

(f) Cov (X, Y + Z) = Cov (X,Y) + Cov (X, Z); (b) ile birlikte kovaryans her iki girdisinde de toplam-
saldr.

(g) Var (X) > 0, Var (Y) > 0 veac # 0 ise

_ Jprxy, ac>0
PaX+b,cY+d = —px.ysac < 0.
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18.2 Kovaryans ve Korelasyon Katsayist 281

Yani korelasyon katsayisi birim ve baslangi¢ noktasi degisimlerinden etkilenmez; yalnizca yon ters cevrilirse
isaret degistirir.

Ispat.
px = E(X), py = E(Y), py = E(Z) yazalim.
(a) Carpimi agip Onerme 18.2°i uygulayalim; pi, py sabittir:
Cov (X,Y) =E [ XY — py X — uxY + pxpy |
= E(XY) = py E(X) = ux E(Y) + pxpy = E(XY) — pxpy-
(b) Tanimda ¢arpanlarin sirasy degistirilebilir: (X — pux)(Y — py) = (Y — py )(X — px).

()Y = X abmirsa tamm E[(X — py)?] = Var (X)’i verir (Tanim 16.3).
(AE(X+a)=px+aveE(Y +b) = py + b oldugundan (Teorem 16.2)

(X+a)—E(X+a)=X—px, Y+b)—EY+b) =Y —py;
sapmalar degismedigi icin kovaryans da degismez.
(e) E(aX) = apx ve E(bY) = buy oldugundan
Cov (aX,bY) = E [ (aX —apx)(bY —buy) | = E [ ab(X — px)(Y — py) | = abCov (X,Y).
(HDEY + Z) = py + py oldugundan
Cov(X,Y+2)=E[(X—px) (Y —py)+(Z—pz) ) |=E[(X—px)Y —py) |+ E [ (X —pux)(Z —pz) ],

son adimda Onerme 18.2 kullanild:.

(g) (d) ve (e) ile Cov (aX + b,cY +d) = Cov (aX,cY) = acCov (X,Y). Ote yandan Var (aX +
b) =a? Var (X) ve Var (¢Y +d) =c* Var (Y) oldugundan (Teorem 16.2) 0,x,, =|a |0y,
Opyiq = | € | Oy. Boylece

acCov (X,Y)  ac
lallcloxoy |ac|

PaX+b,cY+d = Px,Ys

ve % carpani ac > 0 iken 1, ac < 0 iken —1°dir.

Onermenin (a) maddesi hesap icin en kullanigh bicimdir: kovaryans icin ortak dagilimdan yalnizca
E(XY)’yi, marjinallerden E(X) ve E(Y)’yi hesaplamak yeter. Tek degigkenli karsiligi Var (X) =
E(X?) — [E(X))? formiilidiir (Onerme 16.3); (c) geregi bu formiil (a) nin Y = X halidir.

Bagimsizligin kovaryansa yansimast artik tek satirdir.

Teorem 18.2 (Bagimsiz Degiskenlerin Kovaryansi Sifirdir). X veY ikinci momentleri sonlu, bagim-
siz rastgele degiskenler ise Cov (X,Y) = 0’dwr. Ayrica Var (X) > 0veVar (Y) > Oisepx y = 0'dwr; yani
bagimsiz degiskenler iliskisizdir.

Ispat.

Bagimsizlik geregi E(XY) = E(X) E(Y) (Sonug 18.1(1)). Onerme 18.3 (a) ileCov (X,Y) = E(XY) —
E(X)E(Y) =0 olur; korelasyon katsayisi kovaryansin pozitif bir sayiya béliimii oldugundan o da
sifirdir.

|

Teoremin tersi dogru degildir: kovaryans: sifir olan iki degisken bagimsiz olmayabilir. Asagidaki 6rnek
bunu bir tabloyla gosterir; ayni tabloda E(X?2Y")’yi iki yolla hesaplayip Tanim 18.1'den sonra séyledigimiz
“iki yol ayn1 sonucu verir” ilkesini de dogrulayacagz.

Ornek 18.1 (Kovaryansi Sifir Olan Bagimlhi Degiskenler). (X,Y) rastgele vektoriiniin ortak olasilik
fonksiyonu agagidaki tabloyla verilsin; son satir ve son siitun marjinal olasilik fonksiyonlaridir.
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z\y 0 1 2 fy(a)
o i %3
N
2 b i i3
frw) § % % 1

(a) X ile Y bagimsiz midir?

(b) E(X), E(Y), Var (X), Var (Y), E(XY), Cov (X,Y) ve px y degerlerini hesaplayiniz.
(c) E(X?Y) degerini iki yolla hesaplayniz.

(d) Var (X2Y) degerini hesaplaymniz.

Coziim.
(a) Marjinaller satir ve siitun toplamlaridir: fx(0) = fx(2) = 2, fx(1) = £ ve fy de aymdir. Bagim-
sizhik icin her (z,y) ciftinde fx y (7,vy) = fx () fy(y) olmalidir (Tanim 14.1). Oysa
2 2
fxy(1,1)=0# 33" fx(1) fy(1).

Tek bir ciftte bozulma yeter: X ile Y bagimsiz degildir.
(b) Marjinalden

+
S
| W
I
—

E(X?)=0-2+1-

3
'8
7 3
Var (X) = B(X?) - [BX)) = ; —1= 1.

Ayni E(X)’i ortak dagilimdan da hesaplayabiliriz (Tanim 18.1, g(x, y) = z): = 0 satir1 katki vermez,
2 2
1 1 1 1 1 2 6
E(X)= =1-([Z4+0+= 2. (214 ) =242 1.
(X) szfx,y(ffvy) (8+ +8>+ (8+8+8) 8+8

Tablo z ile y'nin yer degistirmesine gére bakisiml oldugundan E(Y) = 1 ve Var (V) = 3’tiir.
E(XY) i¢in yalmizca > 1 ve y > 1 olan hiicreler katki verir:

1 1 1 24244
E(XY)=1-1-041-2-242-1-242.2. - ==2"27T%_q
(XY) + 8+ 8+ 8 8
Boylece Onerme 18.3 (a) ile
0
Cov (X,Y) = E(XY) - E(X)E(Y) =1-1-1=0, pyy =——==0.
11

Demek ki X ile Y iligkisizdir, ama (a) geregi bagimsiz degildir.
(c) Birinci yol: ortak dagilimdan. g(z,y) = z2y alnir; yine yalnizca x,y > 1 hiicreleri katki verir:
1 1 1 2+448 14 7
EX?Y)=12-1-0+1%2-2- - 4+22.1- - 4+22.2. - ="~ =" = |
( ) * 8 * 8 + 8 8 8 4
Ikinci yol: Z = X?Y nin kendi dagilimindan. Z nin deger kiimesi D, = {0,1,2,4,8}'dir. Z =
Oolay1 X =0yadaY = 0 olmasidir:

P(Z=0)=P(X=0)+P(Y =0 —P(X=0Y=0) =2+

| W
ol w
|
| =
Il
| ot

N

Oteki degerler tek bir hiicreden gelir: Z = 1 yalnizca (1,1)’den, Z = 2 yalnizca (1,
yalnizca (2, 1)’den, Z = 8 yalnizca (2, 2)’den.

)den, Z =4
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z 0 1 2 4 8
Pz=n 3 0 : : :

Olasiliklarin toplami W = I’dir. Tanim 16.1 ile

5 1 1 1 14 7
EZ)=0--+1-04+2--4+4--+8- - =—=—.
(2) 8+ * 8+ 8+ 8 8 4

Iki yol da ayni sonucu verdi.

(d) Z’nin dagilimi elimizde olduguna gore

B(Z%) =4 S +16- 464 o= =2 Var (X2Y) = Var (2)

C21 (7)® _168—49 119
8 8 27 B -

2 4 16 16

Kovaryansin sifir olmasi bagimsizlik demek degildir

Gerektirme tek yonlidiir:
X,Y bagimsiz= Cov (X,Y) =0, ama Cov (X,Y)=0+» X,Y bagimsiz .

Yukaridaki tabloda X = 1 oldugu bilinirse Y nin 1 olamayacag kesindir; bu giiclii bir bagimliliktr,
ama lineer bir bagimlilik degildir ve korelasyon katsayisi onu gérmez. Karsit yonde kullanim ise
gecerlidir: Cov (X,Y) # 0 bulunursa X ile Y’nin bagimsiz olmadig1 kesinlesir.

Simdi korelasyon katsayisiin neden [—1, 1] araliginda kaldigini gésterelim. Ispatin 6zii, olasilik kura-
minda sik kullanilan Cauchy-Schwarz esitsizligidir: ikinci momentleri sonlu U ve V icin [E(UV)]? <
E(U?) E(V?). Esitsizligi dogrudan ispatlayip ardindan sapmalara uygulayacagiz; esitlik halini incelemek
de px y = %1 olan durumlarin ne oldugunu tam olarak sdyleyecek.

Teorem 18.3 (Korelasyon Katsayisinin Sinirlar1 (Cauchy--Schwarz Esitsizligi)). X ve Y, ikinci

momentleri sonlu, Var (X) > 0 ve Var (Y') > 0 olan rastgele degiskenler olsun.
(a) [Cov (X,Y))? < Var (X) Var (Y); yani

—1<pxy <L
(b)| px y | = 1 olmasticin gerek ve yeter kosul, P(Y = aX + b) = 1 olacak bicimde a # 0 veb sabitlerinin
bulunmasidir. Bu durumdaa > 0 ise px y = 1,a < 0 ise px y = —17dir.
p~09 p~-09 p=0
y y
. e/ \\.. P °
/ °
o.’ " .\:‘.0 ¢ %’
PY .s\ ‘ [ ] :’
i "% - Edy
.‘/; . 5 ~. o L ' .‘.. ...
o x Py . x . ‘:.. x
. °
.’.,(3 ° .\.\. .. .o.. . ° .
s P L)
7 ® ®
° ¢ o

Sekil 18.2: Korelasyon katsayisi dogrusal iliskinin yoniinii ve giiciinii 6lcer. Solda p'ya yakin pozitif: noktalar
artan bir dogru cevresinde toplanir; ortada negatif: azalan dogru; sagda p = 0: dogrusal bir egilim yok. p = 0
bagimsizlik demek degildir — yalnizca dogrusal bagin yoklugudur.
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ispat.

ux = E(X), uy = E(Y) olsun.

Adim 1: Cauchy-Schwarz esitsizligi. U ve V, E(U?) < 00, 0 < E(V?) < 0o olan rastgele degis-
kenler olsun. | uwv | < 2(u® +v?) oldugundan E(UV) tamimhdir. Her t € R i¢in (U —tV)* >0
oldugundan beklenen degeri de negatif degildir; kareyi acip Onerme 18.2'i uygularsak

0<E[(U—tV)?]=EU? —2tEUV) + E(V?).

Bu, hert icin gecerlidir; 6zel olarak t, = % secelim:
EWUV)? | [EUV)P? [EWUV)?
< E(U? —2[ — B(U?) —
0< B =2 5mm) T gue) ~ P00~ Fam)

E(V?) > 0 ile carpinca
[EUV)] < E(U*) E(V?)
elde edilir. Ayrca esitligin saglanmasi, E [ (U — toV)? | = 0 olmasina denktir.

Adim 2: (a) maddesi.U = X — puy veV =Y — py alabm. E(U?) = Var (X), E(V?) = Var (Y) >
0ve E(UV) = Cov (X,Y) dir. Adim 1 ile

[Cov (X,Y)]? < Var (X) Var (Y).
Her iki taraf Var (X) Var (Y)) > 0’a béliiniirse p% y < 1, yani—1 < px y < 1 bulunur.

Adim 3: | pxy | =1 ise Y, X'in lineer fonksiyonudur. p% y = 1 olsun. O zaman Adim 1'deki
NURT 101 o . _ Cov (X,Y) ’
esitsizlik esitlikle saglanir; dolayisiylat, =

Var—(Y) lgm
W=U-—tV=(X—px)—tg(Y —py)
rastgele degiskeni E(W?) =0 saglar E(W)= E(U)—t,E(V) =0 oldugundan Var (W)=
E(W?) = 0’dw. Chebyshev esitsizligi (Teorem 16.4) hern € N igin
1
P(| W | > ﬁ) <n%*Var (W) =0

veri. (W #0) = Uf;l(| W | > 1) oldugundan, olasilik olgiisinin sayilabilir alt toplamsalliiyla
(Sonug 3.1)

P(W#O)SiPOWZ%):O,

yani P(W = 0) = 1. Demek ki olasilif1 1 olan bir olay iizerinde
X —px =1t (Y — py).
pxy # 0 oldugundan Cov (X,Y) # 0, dolayisiyla ty # 0’dur; esitlik Y igin ¢ozilebilir:

1 1 Var (Y)
Y = — (X — =aX+b =—=——""="">"— b=y — .
MY"‘tO( px)=aX+b, a ty~ Cov (X,Y)’ Py — apx
a’min isareti Cov (X,Y) nin, yani px y 'nin isaretidir: py y = 1l isea >0, px y = —1lisea < 0.
Adim 4:Y, X'in lineer fonksiyonuysa| px y | = 1.a # 0ve P(Y = aX +b) = 1 olsun. Beklenen
deger hesaplarinda olasiligi sifir olan bir olay sonucu degistirmediginden Y yerine aX + b yazilabilir.
Onerme 18.3 (d), (e) ve (c) ile

Cov (X,Y) =Cov (X,aX +b) = Cov (X,aX) =aCov (X,X) =aVar (X),
ve Teorem 16.2 ile Var (Y) = a? Var (X), yanioy = | a | 0. Béylece
aVar (X) a

PXY = g Talox Jal
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18.2 Kovaryans ve Korelasyon Katsayist 285

budaa > 0icinl, a < 0 igin —1°dir. Adim 3 ile birlikte (b) ispatlanmus olur.
|

Teorem, korelasyon katsayisinin okunusunu kesinlestirir: px -’'nin 1’e ya da —1’e yakin olmasi, (X,Y")
deger ciftlerinin bir dogru ¢evresinde toplandigini; 0’a yakin olmasi, lineer bir egilimin bulunmadigim
soyler. Ancak px y = 0 oldugunda bile, Ornek 18.1'deki gibi, lineer olmayan giiclii bir bagimhilik var
olabilir.

Siirekli bir 6rnekle kovaryans ve korelasyon hesabinin biitiin adimlarini gérelim.

Ornek 18.2 (Siirekli Bir Vektorde Kovaryans ve Korelasyon). (X,Y) rastgele vektoriiniin ortak
yogunluk fonksiyonu

32HTY () p 1.0 <

, , y<2
z,y) = 3

Ifxy(z,v) {0’ diger durumlarda

olsun. E(X), E(Y), E(XY), Cov (X,Y), Var (X), Var (Y) ve px y degerlerini hesaplayniz.

Coziim.
Once marjinal yogunluklar1 bulalim (Tanim 13.8). 0 < x < 1 icin

Fa )_/231'2+acyd 1 352 +xy2 y:2_6m2+2x_2 2+2x
XW= ) T Wttt ~ T3 T Ty
y=0

ve 0 <y < 2igin

Saglama: fol (222 +Z)dz=2+1=1
Beklenen degerler. Marjinallerden

1 2 2 2 13 1 2 2 2 17
EX)= w202+ 2 )dz=2+2=2 E(X?)= [ 2? 22% + = )do = = + = = —
o 3 49 o

2 2
1y 1 18 2 4
E(Y) = i Nay =z o042 222422 B2 = 2(- —)d T
(¥) /Oy<3+6)y 3 °ts 3 3 9" (¥*) /Oy 5t6) YT 9T

E(XY) igin ortak yogunluk gerekir (Tanim 18.1):

y=2

1 2 2 1 3,2 2,3 1 2
3z° 4+ zy 1 3z°y Ty 1/ 3, 8z 1(3 8) 43
E(XY) = 2T ydr = - de== [ (63 +2 Jdz==(2+2) =22
()/O/Omy 3 ym3/0l2+3 T3\ T ) T3 e Te) T

y=0

Kovaryans ve varyanslar. Onerme 18.3 (a) ve Onerme 16.3 ile

43 13 10 129 130 1

X Y = —— —— . — = — — — = ———
Cov(XY) =~ 9 12 162 162’
17 13\%2 918 845 73 14 10\? 126 100 26
V X:—— —_— = — = V Y:—— — = —— —— = —,
ar (X) =33 (18) 1620 1620 1620’ ar (Y) =3 (9) 81 81 81
Korelasyon katsayisi.
1
—L —0,00617
o 162 ~ 9 ~
XY= Y om0 b
1620 81
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Kovaryans negatif ama sifira ¢ok yakindir; korelasyon katsayisi da [—1, 1] aralifinda, Teorem 18.3'nin
ongordigu gibi, sifira ¢cok yakin cikmugtir. Yine de X ile Y bagimsiz degildir: 6rnegin yogunlugun
1 3) _ 3/4+3/4"_ i _ 36

tanimli oldugu bolgenin i¢ noktalarindan z = % Y= %noktasmda f X(Yé’ 5)="—5"—=45=33,0ysa

e =2 % = 25 £ 35 Bu, Cov (X,Y) # 0 bulgusuyla da tutarlidir: kovaryansi sifirdan farkh
olan degiskenler bagimsiz olamaz.

18.3 Lineer Birlesimin Varyansi

Beklenen deger toplam tizerinde lineerdir; varyans degildir. Var (X; + X,)’yi hesaplamaya kalkinca, iki
degiskenin sapmalarinin ¢arpimi, yani kovaryans, kacinilmaz olarak ortaya ¢ikar. Asagidaki teorem genel
formiilii verir; sonrasinda bagimsiz (daha dogrusu iligkisiz) degiskenlerde formiiliin nasil sadelestigini
gorecegiz.

Teorem 18.4 (Lineer Birlesimin Varyansi). X, ve X, ikinci momentleri sonlu rastgele degiskenler ve
a;,ay € R olsun.

2 2
Var (Z aiXi> = Z a? Var (X;) + 2a;,a, Cov (X;, X,).
=1 =1

Ozel olarak
Var (X; + X,) = Var (X;) + Var (X,) + 2 Cov (X, X,), Var (X; — X,) = Var (X;) + Var (X,) —2Cov (X;, X,).
ispat.
u; = E(X,) olsun ve S = a, X, + a5 X, yazalim. Onerme 18.2 ile E(S) = a;puy + aspiy; dolayisiyla
S —E(S) = ay(Xy — py) + ay(Xy — p1p).
Karesini alalim:
( S— E(S))2 = a(X; — p1)? + a5(Xy — p12)? + 2a105( Xy — 1) (X — i)

Her ii¢ terimin beklenen degeri vardir (ikinci momentler sonlu ve | uv | < 3(u® + v?)). Beklenen deger
alip lineerligi kullanirsak

Var (S) =al E [ (X, —1)? ] +a3E [ (X2 — p)? | +2a1a0 E [ (Xy — py)(Xp — p2)

ve sagdaki ii¢c beklenen deger sirastyla Var (X)), Var (X,) ve Cov (X, X,) dir. Ozel durumlar a, =
1, ay = £1 ile elde edilir.
|

Sonu¢ 18.2 (Bagimsiz Degiskenlerde Toplamin Varyansi). X; ve X, ikinci momentleri sonlu,
bagimsiz rastgele degiskenler ise

Var (X; + X,) = Var (X; — X,) = Var (X;) + Var (X,)
ve daha genel olarak Var (a; X; + a3 X5) = a? Var (X;) + a3 Var (X,) olur.
ispat.
Bagimsizlik geregi Cov (X, X,) = 0’dwr (Teorem 18.2). Teorem 18.4'ndeki kovaryans terimi diiser; a, =
1, ay = 41 alinirsa iki 6zel esitlik ¢ikar. Farkin varyansinda da varyanslarin toplanmasinin nedeni, a, =

—1 degerinin formiile yalnizca karesiyle girmesidir.
|
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i Bagimsizlik degil, iligkisizlik yeter

Sonucun ispatinda bagimsizligin tek kullanimi Cov (X, X,) = 0 esitligidir. Dolayisiyla Var (X; +
X,) = Var (X;) + Var (X,) esitligi, bagimsiz olmayan ama iligkisiz degiskenler i¢in de gegerlidir;
Ornek 18.1°deki X ile Y buna &érnektir.

Ayni hesap n degisken i¢in de yapilir: S = 27: L@ X; i¢in (S — E(S ))2 acildiginda ¢ = j terimleri
varyanslari, ¢ # j terimleri kovaryanslar1 verir ve

Var (Z ain) = Zaiz Var (X;) + 2 Z a;a; Cov (X;, X;)
=1 i=1

1<i<j<n

bulunur. Degiskenler ikiser ikiser iligskisizse yalnizca ilk toplam kalir.

18.4 Coziimlii Ornekler

Bu kisimdaki 6rneklerin ortak amaci, ayni beklenen degere giden farkli yollar1 yan yana gérmektir:
ortak yogunlukla dogrudan integral, marjinal yogunluk, ortak moment iireten fonksiyonun tiirevleri,
bagimsizlikla ¢arpanlara ayirma ve donustirilmiis degiskenin kendi yogunlugu. Hangi yolun kisa oldugu
probleme gore degisir.

Ornek 18.3 (Bagimsiz Ustel Degiskenlerde Ortak Moment Ureten Fonksiyon). X ve Y rastgele
degiskenlerinin ortak yogunluk fonksiyonu

6e 322y 2 >0,y >0
Fxy(@y) = {0, diger durumlarda
olsun.
(a) Marjinal yogunluk fonksiyonlarini bulunuz; X ile Y bagimsiz midir?
(b) Ortak moment treten fonksiyonu bulunuz.
(c) Marjinal moment ireten fonksiyonlar1 bulunuz ve ortak olanla karsilagtiriniz.
(d) E(XY) degerini ti¢ farkli yolla hesaplaymiz.

Cozim.
(a) z > O icin

o0 oo 1
fx(x) = / 6e 372V dy = 66"%/ e Wdy =6e3%. = =3e 37,
0 0 2
ve y > 0icin
0 1
fy(y) = / 6e 32 dx = 62V - 3= 2e2Y,
0

Her (z,y) icin fx(z) fy (y) = 3e73% - 2¢7% = 63" = fy y(z,y) oldugundan (z < Oyaday <
0 oldugunda her iki taraf 0’dir) X ile Y bagimsizdir (Tanum 14.1).
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fy(Y) = ﬂx, y) _ 6e—3x—2y

-2
2e7 2 diizey dogrular1 3x + 2y = ¢

1,5
fx() = 3¢ %

f=fx fy— bagmsiz — Cov(X, ) = 0

Sekil 18.3: Birinci ¢eyrekte flx, y) = 6e>*?Y ortak yogunlugu. Yogunluk yalnizca 3x + 2y toplamina bag-

lidir; bu ytizden diizey egrileri paralel dogrulardir ve gélge orijinden uzaklastikca agilir. Kenarlardaki

marjinaller fx(x) = 3e™*ve fi(y) = 2e7?” iistel yogunluklardir; carpimlar1 ortak yogunlugu verdiginden
Xile Y bagimsizdir, dolayisiyla Cov(X, Y) = 0 olur.

(b) Tanum 18.3 ile
My v (t1,t) = F ( e X+t,Y ) _ / / ehT+tay 6372y g dy = 6/ e~ Btz dx/ e—(2—t2)y gy,
o Yo 0 0

Integraller 3 —t; > 0 ve 2 — t, > 0 iken yakinsar ve sirasiyla 3f—tl, ﬁ degerini alir:

6
M t1,t) = ——F7— t 3,t 2.
X,Y( 1 2) (37t1)(27t2)7 1 < 5 2<

(c) Taum 17.2 ile

(ty < 2).

Mx(t,) = / el1% 3e7 3 dz = 3 5 (t; < 3), My (ty) = / el2¥ 2e~% dy =
0 0

1 2_t2

% : 2%2 = m = My y(t;,t5)’dir; bu, bagimsiz degiskenler icin Sonug 18.1
(3)‘tin s6yledigidir. Ayrica Mx y-(1,0) = ﬁ = M (t,) olmasi Onerme 18.1 (a) ile uyumludur.

(d) Birinci yol: ortak moment iireten fonksiyonun karma tiirevi. Onerme 18.1 (b) geregi

?Myxy 0 6 B 6 B 6 _ 6
b o (Fmmeer) " earE e O T a5 g

Ikinci yol: ortak yogunlukla dogrudan integral. Tanim 18.1 ile, fooo ue % du = c% (¢ > 0) oldu-
gundan,

E(XY) = / / Ty 6e 372 dr dy = 6/ ze 3 dm/ ye Wdy=6--.-=_.
o Jo 0 0 94 6

Carpimlari

ot 0t, ot

Uciincii yol: bagimsizlik. X ile Y bagimsiz oldugundan E(XY) = E(X) E(Y)’dir (Sonug 18.1 (1)).
Marjinallerden E(X) = fooo 3re¥dr=3=1ve E(YY) = fooo 2ye 2 dy = 2 = 1; ayni degerler
M5 (0) = ﬁb = £ ve My,(0) = 1 tiirevlerinden de okunur (Teorem 17.4). Bdylece

1N}
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18.4 Coziimlii Ornekler 289

E(XY) = -

1
=5
Ug yol da ¢ verdi. Sonug olarak Cov (X,Y) = E(XY) - E(X)E(Y) =
18.2"'1n soyledigi gibi.
|

W
N

% % = 0’dir; Teorem

Ornek 18.4 (Ucgen Bolge Uzerinde Beklenen Degerin Iki Yolla Hesab1). (X,Y) rastgele vekto-
riiniin ortak yogunluk fonksiyonu

1
s 0<y<e <2
= 2’
fX,Y(x7 y) {O’ diger durumlarda

olsun.

(a) Marjinal yogunluk fonksiyonlarini bulunuz.

(b) E(X) degerini ortak yogunlukla ve marjinal yogunlukla hesaplayimniz.

(c) E(XY) degerini ortak yogunlukla ve Z = XY ’nin yogunluk fonksiyonuyla hesaplayiniz.

Cozim.

Yogunluk, késeleri (0, 0), (2,0), (2, 2) olan, alan1 2 olan ii¢gen tizerinde sabittir; % -2 =1 oldugundan
toplam olasilik 1°dir.

(a) 0 < z < 2i¢in y, 0’dan z’e kadar degisir:

1 T
fx(z) :/0 idy =3
0 < y < 2ig¢in , y’den 2’ye kadar degisir:
2
1 2—y
frng —d = —
fy () / 5 dz 5

(b) Ortak yogunlukla. Tanum 18.1'de g(z,y) = x:
2 pz 2,2
1 x 8§ 4
E(X):/ / m-—dydmz/ —dr=—-=—.
o Jo 2 0o 2 6 3
Marjinal yogunlukla. Tanim 16.1 ile
2
E(X):/ :c~£d:c:§:é.
o 3

Iki hesap aynidir; ashnda birincideki i¢ integral tam olarak fy (z)’i iiretmektedir.
(c) Ortak yogunlukla.

2 rx 2 2 2,3
1 T x x 16
E(XY) = Cdydzx=| S -dr= [ Z-dzx=_—-=1.
()/O/()myny/()QQm/ozlmlﬁ

Z = XY’nin yogunluguyla. Once Z’nin yogunlugunu Teorem 15.1 ile bulalm. Z = XY, U = X
doniisiimiiniin tersi x = u, y = £’dur ve
1 1
det( » ) ’ = —.
—u u

O, y)
O(u, 2)

0<y<z<2kosulu 0<Z <u<2ye yani z >0, u> +/z ve u < 2’ye doniisiir; bu bélge bos

olmasin diye 0 < z < 4 olmahdur. Dolayisiyla fi; ;(u,z) = 3 - L (vz <u < 2)ve

gl= O
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2
1 1 1 1 1. 4
fz(2) :/ﬁ%du:§ (1n2—ln\/2)=iln2—zlnzzzln;, 0<z<4.

Hesaplarda z = 4w doniisimii ve

1

/0 w™ (_lnw)dw:(n—i——l)2 (n=0,1,2,...)

formiilii isimize yarayacak. Formiil kismi integrasyonla cikar:

1
1 n+1 1 n 1
/ w"(—Ilnw)dw = —lnw- 2 +/ v dw =0+ —.
o n+1 . o n+1 (n+1)

Sinir terimi w — 0% iken w™ ! Inw — 0 oldugu icin diiser. Buna gore

/ fZ(z)dzz/ —1n—-4dw=/ (—lnw)dw=1,
0 0o 4w 0

yani f, gercekten bir yogunluktur, ve

4 1 1
E(Z) :/ z- 1lnédzz/ 4w~llnl~4dw:4/ w(—lnw)dw=4- L 1.
0 4 =z 0 4 w 0 4
Bu da E(XY)=1 sonucunu dogrular. Marjinalden E(Y) = foz Y- 2%3" dy =2 oldugundan
Cov (X,Y)=1-3%-2=1%>0d:Y < X kisit1 yiiziinden X bityitkken Y de bityitk olma egilimin-
dedir.
|

Ornek 18.5 (Carpimin Varyansinin iki Yolla Hesab1). (X,Y) rastgele vektoriiniin ortak yogunluk
fonksiyonu

2,0<zr<y<l1
0, diger durumlarda

Ferten = {

olsun. Z = XY rastgele degiskeninin varyansini iki yolla hesaplayimiz.

Coziim.

Birinci yol: ortak yogunlukla. Var (Z2) = E(Z?) — [E(Z)]? formiilinii (Onerme 16.3) kullanaca-
g1z; iki beklenen deger de Tanim 18.1 ile ortak yogunluktan hesaplanir. Bolge 0 <z <y <1
oldugundan i¢ integral y iizerinden z’ten 1’e alinur:

1 1 1 11
E(XY)z/ / 2xydyda::/ x(l—xz)dxza—zz_,
0 x 0
1

! ! 222 2/1 1 1
0 0

Boylece

1 1 16—9 7
XY)==-— — = -
Var (XY) =05 —=16= a1 ~ 11

Ayni sonug varyansin tanimiyla da bulunur:
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1\?2 1 1
E|lXYy —= = E[(XY)?] — 2E(XY) + —
(xv =) | =Bl - S BOOY) +
1 1+1_16—18+9_ 7
9 8 16 144 T144”

Ikinci yol: Z’nin yogunluguyla. Z = XY, U = X déniisiimii icin ters doniisim = = u, y = £ ve
Jacobian mutlak degeri %’dur (Ornek 18.4’daki hesabin aynis1). 0 < z < y < 1 kosulu 0 < u < 2 <
I’e déniisiir: u > 0, u? < 2 (yani u < 1/2) ve z < u. Demek ki 2 < u < /2, bu araligin bos olmamasi
i¢in 0 < z < 1 gerekir. Teorem 15.1 ile fi; 5 (u,2) =2 Lz<u<2)ve

VZ 2 1
fZ(z):/ —du:2(lnﬂ—lnz):2<§lnz—lnz>:—lnz, 0<z<l
u

z

fol (—Inz)dz = 1 oldugundan bu bir yogunluktur. Ornek 18.4’da ispatladigimiz fol 2"(—Inz)dz =
—L_ formiiliiyle
(n+1)2

1 1
E(Z) :/ z(—Inz)dz = %1, E(Z?%) :/ 22(—Inz)dz = %,
0 0

1 1 7

Iki yol ayn1 sonucu verdi. Birinci yol Z’nin dagilimini hi¢ gerektirmez; ikinci yol ise Z hakkinda daha
fazlasini, 6rnegin P(Z < %) ’yi de hesaplamaya izin verir.

fAx,y)=2,0<x<y<1 »fZ(Z) fz(z)=—lnz,0<z<l
y
3 E2Z)=1/4
1
Var(2) = 7/144
2
In z
FZ(Z) ?
1
Flz)=z-zlnz :
(turuncu alanin 2 kati) :
t t t |
z Jz 1 x : alan = 1
S B
z 0.5 1

Sekil 18.4: Z = XY carpiminin dagilimi. Solda mavi tiggen, ortak yogunlugun 2 oldugu bélge; xy = z

hiperboliniin altinda kalan turuncu parca {XY < z} olayidir ve alanimin 2 kat1 FAz) = z - z In z verir.

Sagda Znin yogunlugu -In z: z— 0 iken sinirsiz bityiir ama altindaki toplam alan 1'dir; turuncu alan
yine FAz)'dir. Beklenen deger E(Z) = 1/4, varyans 7/144'tir.

Ornek 18.6 (Bagimsiz Ustel Degiskenlerin Ol¢ekli Farkinin Moment Ureten Fonksiyonu). X,
ve X, rastgele degiskenlerinin ortak yogunluk fonksiyonu

ri+xg

1 -
fX17X2(;1;1,q;2):{8€ 2 ,.’El>0,.’52>0
)

diger durumlarda
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Xl_X2

olsun. ¥ = rastgele degiskeninin moment iireten fonksiyonunu bulunuz; buradan E(Y) ve
Var (Y)’yi okuyup Teorem 18.4 ile dogrulayimniz.

Cozim.
Moment iireten fonksiyon. Y = g(X;, X,) oldugundan My (t) = E(e'Y) ortak yogunlukla hesap-
lanir (Tanim 18.1):

tx _tx o0 o0 t ot 1 =z _®y 1 o0 _(A-t)zy 1 o0 _ (+t)zy
My (t) :E(ez 173 2) = e2%1 e 272 1€ ¢’ drydzy = | = ez dz, || = ez dz, |.
o Yo 2Jo 2Jo

18.5

Birinci integral 1 — ¢ > 0 iken %—t’ ikincisi 1 4+ ¢ > 0 iken 1%—7: degerini alir. Béylece

1 1 1

- . - ., —l<t<l
1—t 14+t 1—#2

My (t)

Bu carpanlara ayrilma rastlanti degildir. Ortak yogunluk fy x, (z1,29) = %e’wl/ Z. %e’%/ 2 bicimin-
de marjinallerin ¢carpimidir, dolayisiyla X ile X, bagimsizdir ve her birinin moment iireten fonksiyonu
Mx (s) = %fooo ete™®2 dy = 21— (s < 1)‘dir. Teorem 18.1' g (z) = €'*/2, g,(z) = e~**/2 ile uy-
gularsak

t ¢ t t 1 1
My(t)=E (e )E (e2%2 ) = M%)M{Z—i) =1=% T v

ayni sonug.
Momentler. | ¢ | < 1 igin —L5 = 1 +¢2 + ¢* + --- acihminda #'nin katsayis1 0, t2’nin katsayis1 1’dir.

12—
Teorem 17.4 geregi E(Y) = M{,(0) = 0 ve E(Y?) = My (0) = 2! - 1 = 2; dolayisiyla

Var (Y) = E(Y?) — [E(Y)]? = 2.

Dogrulama. My (s) = (1 —2s)""den My (s) = 2(1 —25)72 ve My (s) = 8(1 — 25)™%; béylece
E(X;) =2 E(X?)=8veVar (X;) =8—4=4.Y =1X, — 1X, icin Onerme 18.2ile E(Y) = 1 -
2—1.2=0,ve X ile X, bagims1z oldugundan Sonug 18.2 ile

1

Var (Y) = (5) Var (X,) + (—%) Var (X,) = &

4
S4c=2
1t

Her ikiyol da E(Y) =0, Var (Y) = 2 verir.

Alistirmalar

Alistirma 18.1 (Rastgele Vektorlerde Beklenen Deger, Kovaryans ve Korelasyon). (a) (X,Y)
rastgele vektoriniin ortak olasilik fonksiyonu asagidaki tabloyla verilsin.

z\y 0 1 2
1 1 1
0 5 1 8
1 1 1
1 i 8 8

Cov (X,Y) ve px y degerlerini hesaplaymiz. X ile Y bagimsiz midir?

(b) Ikinci momentleri sonlu X ve Y icin Cov (X +Y,X —Y) = Var (X) — Var (Y) oldugunu géste-
riniz. Var (X) = Var (Y) ise X + Y ile X — Y’ nin iligkisiz oldugu sonucunu ¢ikarimz.

(c) (X,Y) rastgele vektoriiniin ortak yogunluk fonksiyonu 0 < z < 1,0 < y < ligin fy y(2,y) = = +
y, diger durumlarda 0 olsun. Cov (X,Y’) ve py y degerlerini hesaplaymniz.

(d) X ve Y bagumsiz, E(X) =1, Var (X) =2, E(Y) = —1, Var (Y) = 3 olsun. E(XY), Var (2X —
3Y),Cov (X +Y, X -Y)ve E [ (X + Y)? | degerlerini hesaplayiniz.

(e) (X;, X,) rastgele vektériiniin ortak moment iireten fonksiyonu her (¢,,t,) € R? icin
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t2 + 2t t, + At2
My, x,(t1,ty) = exp (t1 +2, + —2—2

2

olsun. E(X;), E(X,), Var (X;), Var (X,), Cov (X;,X,) ve py, x, degerlerini bulunuz. X, ile X,
bagimsiz midir?

(f) X, (—1,1) arahginda diizgiin dagilimli olsun: fy(z) = 3 (-1 <z < 1). Y = X?i¢in Cov (X,Y) =
0 oldugunu, ama X ile Y nin bagimsiz olmadigini gosteriniz.

Coziim.
(a) Marjinaller: fx(0) = + 1 + 3 = 3. fx(1) = 3: fy(0) = 3, fy(1) = 3, fy(2) = . Buradan

1 1 1 1 1 3 1 7 3 1 11 11 49 39
EX)==, EX¥)==, Vaa (X)==-—-=—; EY)=-+42--=-, EY)=-+4+4-—-=—, Var(Y)=— — — = —.
Ortak dagilimdan, yalmzca = 1 satir1 katki verir: E(XY) = 1-1-%+1-2-%: g.Béylece
3 17 6-7 1 1 15 1
CovEYI=5"58" 16 ~ 16 YT Tmoum o e 0

Cov (X,Y) # 0 oldugundan Teorem 18.2 geregi X ile Y bagimsiz olamaz. Dogrudan da goriiliir:
fX,)j(OaU) = % ama fy(0) fy(0) = % ’ % = 1%~

(b) Onerme 18.3'nin (f) maddesi (iki girdide de toplamsallik), (¢) maddesi (—Y = (—1)Y), (b) ve (c)
maddeleriyle

Cov (X+Y,X—-Y)=Cov (X,X)—Cov (X,Y)+ Cov (Y,X)—Cov (Y,Y) = Var (X) — Var (V).

Var (X) = Var (Y) ise bu sifirdir; Tanim 18.5 geregi X + Y ile X — Y iligkisizdir. Bu, bagimsiz
olduklar1 anlamina gelmez.

(c) Yogunluk z ile y’de bakigimhidir, dolayisiyla E(X) = E(Y') ve Var (X) = Var (Y).

1 1 1 1 2
x 1 1 7 x 1 1 5
E(X)z//x(x+y)dydm:/ 224+ Z)dr==+-=—, E(Xz):/ (m3+—>dm:—+—=—,
o Jo 0( 2) 3 4 12 o 2 46 12

1 1 1 2
x T 1 1 1
(XY) /O/Owy(ery)yw /0(2+3>:c stz=3
Boylece
1 7\% 48 —49 1 5 49  60—49 11
XY)=-—[=] = - X) = V)=~ - — — -
for =3 (12) 144 Ve X)=Var (V)= - 70 =0 g
/’Xyz_ﬁ=*i
5 11 .
4L 11

(d) Bagimsizliktan E(XY) = E(X) E(Y) = —1 (Sonug 18.1 (1)) ve Cov (X,Y’) = 0. Teorem 18.4 ile
Var (2X —3Y)=4-249-3+2-2-(—3)-0=35.

Aligtirmanin (b) maddesinden Cov (X +Y,X —Y) = Var (X) — Var (Y) =2 —3 = —1. Son ola-
rak Onerme 16.3'nii X + Y’ye uygularsak, E(X +Y) =0ve Var (X +Y) = 2 + 3 = 5 oldugundan

E[(X+Y)?]=Var (X+Y)+[E(X+Y)?=5+0=5.

(e) (ty,ty) =ty + 2ty + (83 + 2ty t, + 4t3) yazalim; M = e?, ¢(0,0) = 0, M(0,0) = 1. Kismi tii-
revler

o) dy
14t t — =24t 4t,.
at, +t; + &g, at, +t; +4t,
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Onerme 18.1 (b) ile

oM
E(X,) = aT|t1:t2:0 =1+t +t) Ml ¢,0=1, E(Xy) =2+t +4t) M|, =2,
1

BE(X{) = [(LT+¢ +t)?+1 | Mlg,—t,—0 =2, B(X3) = [(2+¢ + 4ty)? +4 ] Ml —4,—0 =38,

0?M
BE(X,X,) = mhl:tz:o =[ (4t +t)2+1t +4ty) +1 | M|, o, o=2+1=3.
10ty
Buradan Var (X;) =2—1=1,Var (X,) =8—4=4,Cov (X;,X,)=3—1-2=1ve

1 1

Px,,x, = —’ﬂ ~ g

Cov (X;,X,) # 0 oldugundan bagimsiz degildirler. Aymi sonu¢ Sonuc 18.1 (3) ile de goriiliir:
M(ty,0) M(0,t;) = exp (t; +2t5 + (13 +4t3) ), ortak fonksiyondan e'1*2 carpani kadar farklidir.
(f) fx cift fonksiyon oldugundan tek kuvvetlerin beklenen degeri sifirdir: E(X) = fjl 5dz =0
ve E(XY)=E(X?) = fjl 2’ dz = 0. Onerme 18.3 (a) ile Cov (X,Y) = 0—0- E(Y) = 0. Varyans-
lar pozitiftir: Var (X) = E(X?) =1 ve Var (Y) = E(X?) — [E(X?)]? =1 — 1 = &, dolayisiyla
px,y = 0 datanimhdr.

Bagimsizlik icin dagilim fonksiyonlarina bakalim (Tanim 14.1). (Y < 1) = (] X | < 1) oldugundan

1 1 1 1 1 1 1 3
< Y<I|=Pl-—-<Xx<Z)=2= <= <-)l==5.
P(X_Q,Y_4) P( 2_X_2> 1 P(X_Q)P<Y_4) 1

3

1
2 8

Iki taraf esit olmadigindan X ile Y bagimsiz degildir. Oysa Y, X’in bir fonksiyonudur; aralarindaki
bagimlilik tam ve deterministiktir, ama lineer olmadig i¢cin korelasyon katsayisi onu géremez.
|

Bir degiskenin degeri bilindiginde 6tekinin beklenen degerinin nasil giincellendigini, yani kosullu dagilim
tizerinden alian beklenen degeri bir sonraki bolimde inceliyoruz: Kosullu Beklenen Deger.
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19.1

19. Kosullu Beklenen Deger

Rastgele Vektorlerde Beklenen Deger, Kovaryans ve Korelasyon boliimiinde bir rastgele vektoriin fonk-
siyonunun beklenen degerini tanimladik; kovaryans ve korelasyon katsayisiyla iki rastgele degisken
arasindaki dogrusal iligkiyi ol¢tiik. Bu araglarin hepsi (X, Y) vektériiniin ortak dagilimima bakar. Oysa
uygulamada sik sik su durumla kargilagiriz: X’in degeri 6grenilmistir ve artik yalnizca Y merak edilmek-
tedir. Bu durumu betimleyen nesneyi, X = z verilmigsken Y nin kosullu dagilimini, Bagimsiz Rastgele
Degiskenler ve Kosullu Dagilimlar bolimiinde tanimlamistik. Bu boliimde o kosullu dagilimin beklenen
degerini, yani kosullu beklenen degeri inceleyecegiz.

Kosullu beklenen deger E(Y | X = ), “X’in x oldugu bilindiginde Y den ortalama olarak ne beklenir?”
sorusunun yamtidir. Bu say1 z’e baghdir; x yerine X yazinca E(Y | X) adli yeni bir rastgele degisken
ortaya cikar. Bolimiin ana teoremi olan toplam beklenen deger kurali (kule kurali), bu rastgele
degiskenin ortalamasinin tam olarak E(Y") oldugunu soyler: E[E(Y | X)] = E(Y"). Bu, toplam olasilik
formiliniin beklenen degerler igin olan karsiligidir ve bir beklenen degeri “once X’i sabit tut, sonra
X izerinden ortala” bi¢ciminde iki adima bolmemizi saglar. Ayni fikrin varyans icin karsiligi toplam
varyans kuralidir.

Boliimii iki uygulamayla kapatacagiz. 1lki, terim sayis1 da rastgele olan bir toplamin (X; + -+ + Xp)
beklenen degeri ve varyansidir; sigorta hasarlari, kuyruk uzunluklari gibi pek ¢ok modelde bu yapi
goriiliir. Tkincisi, kosullu beklenen degerin X’e bakarak Y’yi tahmin etmenin en iyi yolu olmasidur:
ortalama karesel hatay1 en kiigiik yapan tahmin E(Y | X)’tir. Bu son gdzlem, istatistikteki regresyon
fikrinin olasilik kuramindaki kaynagidir.

Kosullu Beklenen Degerin Tanimi

Once gereken nesneleri hatirlayalim. (X,Y) kesikli bir rastgele vektér ve z, fy(z) = P(X =z) >0
olan bir nokta olsun. Teorem 14.1'na gére X = x verilmisken Y ’nin kosullu olasilik fonksiyonu

Frixea) = P(Y =y | X = a) = f@;—g)y) v € Dyxos

dir; burada Dy x_, = {y € Dy : fx y(z,y) > 0}, kosullu dagilimin deger kiimesidir. (X,Y’) siirekli bir
rastgele vektdr ve fy(z) > 0 ise Tanim 14.3 geregi kogullu olasilik yogunluk fonksiyonu

fyix=2(y) = —ijliiz,)y)

dir. Her iki durumda da kosullu olasilik (yogunluk) fonksiyonu gergek bir olasilik (yogunluk) fonksiyo-
nudur: negatif degildir ve y iizerinden toplamu (integrali) 1’dir. Oyleyse ona gore bir beklenen deger
alinabilir. Bu beklenen deger, asagidaki tanimin konusudur.

Tanim 19.1 (Kosullu Beklenen Deger). (X,Y) bir rastgele vektor ve z, fx(x) > 0 olan bir nokta
olsun.

(i) (X,Y) kesikli ve ZyGDy‘xzz‘ Y | fyix=a(y) < ocoise
EY|X=2)= Y  ¥fyix=a(v)
Y€Dy | x—¢
(i) (X,Y) siirekli ve f_oooo| y \fY‘X:m(y) dy < oo ise

BY|X=2)- | Y Fyixea(y) dy

sayisina, X = z verilmigken Y rastgele degiskeninin kosullu beklenen degeri denir.
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296 Boliim 19. Kosullu Beklenen Deger

Daha genel olarak, h : R2 - R Borel olctlebilir bir fonksiyon olmak iizere, X = x verilmigken
h(X,Y )’nin kosullu beklenen degeri (ilgili toplam ya da integral mutlak yakinsak oldugunda)

E(hX,Y)|[X=c)= Y h@,y)fyxaly) vada E(h(XY)|X=2)= /ooh(x,y)fnxzw(y)dy

YEDy | x—¢

ile tamimlanir. fx(z) = 0 olan x noktalarinda E(Y | X = z) = 0 alinir.

Tanimda ¢ noktaya dikkat edelim.

+ Genel formiilde h(X,Y )’ nin ilk bilesenine X degil  yazilir. Nedeni agiktir: X = z kosulu altinda X
artik rastgele degildir, x sayisina egittir; rastgele kalan tek sey Y’dir. h(z,y) = y se¢cimi E(Y | X =
x)’1, h(z,y) = g(y) secimi E(g(Y) | X = x)’i verir.

« E(Y | X = z) bir sayidir ve bu say1 z’e baghdir. z = E(Y | X = ) fonksiyonuna Y nin X iizerine
regresyon fonksiyonu da denir.

+ fx(z) = 0 olan noktalardaki deger 6nemsizdir; bu noktalar ileride gérecegimiz biitiin toplamlara ve
integrallere sifir katk verir.

1 Kosullu beklenen deger siradan bir beklenen degerdir

E(Y | X = z), olasilik fonksiyonu fy|x_, olan bir dagilima gére alinmis, Tanim 16.1 anlaminda
siradan bir beklenen degerdir. Degisen tek sey, kullanilan dagilimin Y’ nin marjinal dagilimi fy-
degil, X = = bilgisiyle giincellenmis kosullu dagilim1 fy|x_, olmasidir. Bu yiizden beklenen degerin
bildigimiz buitiin 6zellikleri (lineerlik, monotonluk, sabitin beklenen degerinin kendisi olmasi) kosullu
beklenen deger icin de gecerlidir. Bunlar1 bir sonraki alt bolimde acikca yazacagiz.

flk 6rnegimiz, kosullu dagilimlarini Ornek 14.2'da inceledigimiz ii¢ para atis1 deneyidir.

Ornek 19.1 (U¢ Para Atisinda Kosullu Beklenen Deger). Diizgiin bir para iic kez atiliyor. X ii¢
atigta gelen tura sayisi, X, ilk iki atista gelen tura sayisi olsun. (X7, X,) rastgele vektoriiniin olasilik
fonksiyonu tablosu sudur:

T1\ Ty 0 1 2 le('Tl)
0 £ 0 0 %
1 £ 5 0 3
2 0 % 5 3
3 0 0 % %
fx,(z2) § § % 1

Her z, € {0,1,2} icin E(X; | Xy = z,) veherz; € {0,1,2,3}i¢in E(X, | X; = z;) kosullu beklenen
degerlerini hesaplayiniz.
Cozim.
Adim 1: X, = z, verilmisken X,’in kosullu dagilimi. Ornek 14.2°da oldugu gibi, tablonun z,
stitununu o siitunun toplami fy (z,)’ye bolelim.
x5 = 0 icin siitun toplami 2’dir ve

1/8 1 1/8 1

le‘XZZO(()) = 2/8 - 27 le‘X2:0(1) = 2/8 = 5

5 = 1 i¢in siitun toplami %’dir ve
2/8 1 2/8 1
P M =35=5  faxa@=15=5

Z, = 2 icin siitun toplam %’dir ve
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19.1 Kosullu Beklenen Degerin Tanimi 297

1 1
le\X2:2(2) = 9 le\X2:2(3) = 9

Sonug sezgiyle uyumludur: ilk iki atista x, tura geldiyse, tigiincii atisin sonucuna gore toplam tura
sayis1 , ya da x4 + 1 olur ve ikisi esit olasiliklidir.
Adim 2: E(X, | X5 = x5). Tanim 19.1e gore

E(X, |X2=O)=0-%+1-%:%,
E(X, |X2=1)=1-%+2-%:g,
E(X, |X2:2):2-%+3-%:g.
Ug sonug tek bir formiilde toplanir:
E(X, | Xy =1,) =3:2~|—%, z, € {0,1,2}.

Sozle: ilk iki atigtaki tura sayisina, Gigiincii atigtan beklenen % tura eklenir.
Adim 3: X; = x, verilmisken X,’nin kosullu dagilimi. Bu kez tablonun x; satirini satir toplami
fx, (1) e boleriz.
+ z; = 0: tek olasi deger 7, = 0; fx,|x,—¢(0) =
8
« @ = L:satir toplamu 3; f . _1(0) = # =5 [, x,21(1) = 38 = 2
+ x; = 2: satir toplamu %; sz‘X1:2(1) = %, fX2|X1:2(2) = %
+ zy = 3:tek olasi deger z, = 2; fx |x 3
Adim 4: E(X, | X; = z,).
E(X,| X, =0)=0,

B(X,| X, =1)=0-

Wi Wl

E(X,| X, =2) =1
E(X,|X,=3)=2.

Dort sonug yine tek bir formiile sigar:
2
E(X,| X, =1,) = % z, €{0,1,2,3}.

Bunun da sezgisel bir okumasi vardir: {i¢ atista z; tura geldigi biliniyorsa, bu turalar {i¢ atis arasinda
esit olasilikla dagilmugtir; ilk iki atiga diisen pay %ml’dir.
Kargilagtirma icin marjinal beklenen degerleri de yazalim:

1 3 3 1 12 3
B(X)=0-g+1- 242243 0=2=2,  E(X;) =0

ool N
+
Ju—y

Q0| W~
+
[}

ool N
Il
—_

Kosullu beklenen degerler, kosul degistikge bu marjinal degerlerin etrafinda dolagir: E(X; | X, = z,)
degerleri 1,3, 5 jken F(X;) = 2’dir. Bu “etrafinda dolasma”nin kesin ifadesi, toplam beklenen deger
kural1 olacaktr.

Siirekli durumda hesap, integrallerle ayni adimlar izler.

Ornek 19.2 (Uc¢gen Uzerinde Diizgiin Dagilimda Kosullu Beklenen Deger). (X,Y) rastgele vekto-
riiniin ortak olasilik yogunluk fonksiyonu
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298 Boliim 19. Kosullu Beklenen Deger

Fry(@,y) = 2,0<zr<y<l1

Xy Y) = 0, diger durumlarda

olsun. 0 <z <1licin E(Y | X =2) ve 0<y<1i¢in E(X|Y =y) kosullu beklenen degerlerini
bulunuz.

Cozim.
Adim 1: Marjinal yogunluklar. Tanim bélgesi, koseleri (0,0), (0,1) ve (1,1) olan ii¢gendir. Tanim
13.8’a gore, 0 < xz < licin

1
fx() = [ 2dy=20-2),
ve 0 <y < licin
Yy
Felo) = [ 2do =24,
0

Bu araliklarin disinda iki marjinal de sifirdur.
Adim 2: X = x verilmisken Y’nin kosullu yogunlugu. 0 < z < 1 i¢in fy(z) =2(1—z) >0
oldugundan Tanim 14.3 uygulanir:

2 _ 1
fY‘X:z(y) = ﬁifz—((i’)y) = {2(1w) T % <y< 1

0, diger durumlarda.

Yani X = x verilmigsken Y, (z,1) aralifinda diizgiin dagilmistir. Bunun beklenen degeri araligin orta
noktasidir; dogrudan hesapla da gérelim:

1 1 y?

1
E(Y\X:x):/ y.l—wdyzl—ac.?

1 1— 22 _1+a:

¢ 2(1—2) 2

Adim 3: Y = y verilmisken X’in kogullu yogunlugu. 0 < y < 1 i¢in fy (y) = 2y > 0 ve

2 _1
fX|y_(:E):fX’Y—<x’y): ﬁ—y,0<x<y
B Fr(w) 0, diger durumlarda.

Bukez X, (0,y) araliginda dizgiin dagilmigtir:

vy
2 2

Q| =

L
E(X|Y=y)=/x~—dm=
o Y

Acik Matematik - acik-matematik.com 298 CC BY-NC-SA 4.0


https://acik-matematik.com
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.tr

19.2

19.1 Kosullu Beklenen Degerin Tanimi 299

EY|X=x)=(Q1+x)/2

(1+x,)/2 1

1/2 1

Sekil 19.1: Ucgen iizerinde diizgiin dagilimin kosullu ortalamasi. Taral iiggen, f{x, y) = 2 yogunlugunun

tanim bolgesidir. X = x, verilmigken Y yalnizca kalin diisey kesit tizerinde, (%, 1) araliginda diizgiin

dagilir; kosullu beklenen deger bu kesitin orta noktasi (1 + x,)/2'dir. x, degistikce orta noktalar kesikli
vy = (1 + x)/2 dogrusunu ¢izer: (0, 1/2)'den (1, 1)'e uzanan regresyon dogrusu.

Her iki regresyon fonksiyonu da dogrusaldir: E(Y | X = z) = 14 dogrusu iicgenin diisey kesitlerinin

orta noktalarim, E(X | Y =y) = ¥ dogrusu yatay kesitlerin orta noktalarini birlestirir. ki dogru
farklidir; genel olarak Y'nin X iizerine regresyonu ile X’in Y iizerine regresyonu ayni fonksiyonun
tersi degildir.

]

Kosullu Beklenen Degerin Ozellikleri

Kosullu beklenen deger bir dagilima gore alinmig beklenen deger oldugundan, beklenen degerin lineerlik
gibi 6zelliklerini tagimasi beklenir. Ancak kosullama, siradan beklenen degerde bulunmayan iki 6zellik
daha getirir: X e bagl carpanlar digar1 alinabilir; bagimsizlik ise kogullamay etkisiz kilar. Bu dort 6zelligi
bir arada yazip ispatlayalim; béliimiin geri kalaninda siirekli kullanilacaklar.

Onerme 19.1 (Kosullu Beklenen Degerin Ozellikleri). (X,Y)) bir rastgele vektor, x noktast fy(x) >
0 olacak bi¢imde sabit, a,b,c € R ve g, h Borel dl¢iilebilir fonksiyonlar olsun. Asagidaki kosullu beklenen
degerlerin var oldugu varsayilsin.

(a) Sabit: E(c | X =z) =c.

(b) Lineerlik:

E(agX,)Y)+bh(X,)Y)|X=z)=0aE (g(X,)Y)|X=2)+bE (h(X,)Y)|[X=2).

(¢) Carpani disart alma: E( (X
E (

E(gX)nY) [ X=1)=
(d) Bagimsizlik: X ve Y baglmstz ise
EY).

(X,Y) [ X ==)
Y)\X—x)veE
(MY)| X =1z)

() E ( MX,Y)| X =z); ozel olarak
(

X)X =7) = o)
( hYy ) ozel olarak E(Y | X = z) =

g
g

)h
h(
eE E

I~

ispat.

Once kesikli durumu yazalim; her toplam y € Dy x_, tuzerindendir ve bu toplamlar mutlak yakinsak
oldugundan terimleri ayirip yeniden diizenleyebiliriz.

(@) fy|x—y bir olasilik fonksiyonu oldugundan toplami 1°dir:

Ec|X=21)= ZCfY\X:z(Z‘/) = CZfY\X:m(?J) =c-l=c

Y
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300 Boliim 19. Kosullu Beklenen Deger

(b) Tanim 19.1'deki genel formiilii a g + b h fonksiyonuna uygulayalim:

E (ag(X,Y)+bh(X,Y)|X=x)=> [ag(,y) +bh(z,y) ] frix—(v)

= GZQ(%ZI) fyix=2(y) + bZh(m,y) fyix==()
4B (g(X,Y)|X=2)+bE (MX,Y)|X=z).

(c) Genel formiilde h yerine (z,y) — g(z) h(x,y) fonksiyonunu koyalim. Toplam y iizerinden alindigin-
dan g(x) toplama gore bir sabittir:

B (aX)MXY) | X =) = 3 g(0)hars) frixeels) = 0) 5ot Frines 1) = () B (HXY) | X =),

h(z,y) = h(y) secimi ilk 6zel durumu verir. h = 1 secimive (a)ise E(g(X) | X = z) = g(z) - 1 = g(x)
verir.

(d) X veY bagimsiz olsun. Tanim 14.1'e gore her (z,y) icin fx v (z,y) = fx(z) fy (y) dir; dolayisiyla
fx(x) > 0 iken

. fX,Y(x’y) _ Ix(@) fy(y)
fY|X:z(y) - fx<37) - fX(x)

Kosullu dagilim marjinal dagilimla aynidir; 6yleyse

E(MY)|X=2z) Zh ) fyix=a(®) = > h(y) fy(y) = E (h(Y))

yeDy

= fy(y)-

olur; son esitlik Tanim 16.1'dir. (Dyx_, = Dy olduguna dikkat edin: bagimsizlhkta fy v (z,y) > 0 <
fy(y) > 0dwr) h(y) =y secimi E(Y | X = z) = E(Y) verir.

Simdi stirekli durum. Biitiin integraller R iizerinden ve mutlak yakinsaktir; adimlar birebir aynidur,
toplamin yerini integral alir.

(a) Kosullu yogunlugun integrali 1 oldugundan sabit disari alinir:

E<c|X=x>=/ ¢ fyixes (¥) y—c/ Fyixea(y)dy = c.

—00

(b) Integralin lineerligiyle

oo

/ T Lag@y) +bh(,9) | fyixely) dy=a / 9(2,9) Fyxma() dy + b / " (@) Fyixoa(w) dy.

— —00 —

(c) g(z), y’ye gére alinan integralde sabittir:

o0

/ " 9(@) h(@) Fyixma(y) dy = g(a) / Bz, 9) Fyix—e (@) dy.

—00

(d) Bagimsizlikta fx vy (z,y) = fx(x) fy (y) oldugundan fx(z) > 0 iken fy x_,(y) = fy (y) dir ve

E(h(Y)\X=$)=/Ooh(y)fy(y)dy=E(h(Y))~

Ozellik (c), kosullu beklenen degerin en ¢ok kullanilan 6zelligidir. Sézle: X = = kosulu altinda X’in
fonksiyonlar: sabit gibi davranir ve beklenen degerin disina cikar. Ozellik (d) ise kosullamanin
ne zaman ige yaramadigini soyler: X, Y hakkinda bilgi tasimiyorsa X’i bilmek Y icin beklentimizi
degistirmez.
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Ters yon dogru degildir

Ozellik (d)'nin tersi genel olarak yanlstir: her z icin E(Y | X = z) = E(Y) olmast X ile Y’nin
bagimsiz olmasmi gerektirmez. Y, {—1,0, 1} {izerinde diizgiin dagilsin ve X = Y2 olsun. X = 1
verilmigken Y, {—1, 1} tizerinde diizgiin dagilir ve E(Y | X = 1) = 0; X = 0 verilmigken Y =0
kesindir ve E(Y | X = 0) = 0. Yani her z i¢in E(Y | X = z) = 0 = E(Y)’dir. Oysa X ile Y bagim-
s1z degildir: P(Y = 0, X = 1) = 0ama P(Y = 0) P(X = 1) = 1 - 2 # 0. Kosullu beklenen degerin
sabit olmasi, kosullu dagilimin sabit olmasindan ¢ok daha zayif bir bilgidir.

Rastgele Degisken Olarak Kosullu Beklenen Deger

E(Y | X = x) sayis1 2’e baghdir; yani elimizde m(z) = E(Y | X = z) ile tanimli bir m : R — R fonk-
siyonu vardir. Bu fonksiyonu x noktasinda degil, rastgele degisken X te degerlendirirsek yeni bir rastgele
degisken elde ederiz. Bu kiiciik gosterim degisikligi, boliimiin ana teoremini ifade etmemizi saglar.

Tanim 19.2 (Kosullu Beklenen Deger Rastgele Degiskeni). (X,Y") bir rastgele vektor ve fy(z) >
Oolanher z icin E(Y | X = z) var olsun. m(z) = E(Y | X = z) ile tamimlanan m : R — R fonksiyonu
icin

E(Y | X) = m(X)

rastgele degiskenine, X verilmisken Y’nin kosullu beklenen degeri denir. Ayni bicimde, h Borel
olgiilebilir ve my,(z) = E(h(X,Y) | X = z) olmak tizere E(h(X,Y) | X) = m,(X) yazilir.

E(Y | X), X’in bir fonksiyonu oldugundan bir rastgele degiskendir ve dagilimi X’in dagilimiyla belir-
lenir. Orneklerimizde:

« Ug para atisinda (Ornek 19.1) E(X, | X, = z,) = 2, + 3 bulmustuk; dyleyse E(X; | X,) = X, + 3
ve benzer bicimde E(X, | X;) = 2X, dir.

« Ucgen 6rneginde (Ornek 19.2) E(Y | X) = 34X ve E(X | Y) = Y dir.

Bu rastgele degiskenin en 6nemli 6zelligi, ortalamasimin Y nin ortalamasi olmasidir. Sezgisel gerekge
sudur: E(Y | X = ), Y’nin X = z dilimi i¢indeki ortalamasidir; bu dilim ortalamalarini dilimlerin olasi-
Iiklariyla agirliklandirip toplamak Y’nin biitiin ortalamasini verir. Toplam olasilik formiiliinde olaylar:
X’in degerlerine gore parcalayarak P(A) =} P(A| X = z) P(X = z) yazmustik; simdi ayn1 parca-
lamay1 beklenen deger icin yapiyoruz.

Teorem 19.1 (Toplam Beklenen Deger Kurali (Kule Kurali)). (X,Y) bir rastgele vektor ve h : R? —
R, E(]|hX,Y)] ) < oo olan Borel dl¢iilebilir bir fonksiyon olsun. O zaman

GOE[E S h(X,Y) | X; =E (h(X,Y) );6zelolarak E [ E(Y | X) | = E(Y).

(i) g. E (| g(X)h(X,Y) | ) < oo olan bir fonksiyonise E [ g(X) h(X,Y) | = E [ g(X) E ( h(X,Y) |
X)) ozelolarak E [ g(X)Y | = E [ g(X) E(Y | X) ].

ispat.

m(z) = E(h(X,Y) | X =z) olsun; fx(z) =0 olan noktalarda m(z) =0dw. E(h(X,Y) | X) =
m(X), X ’in bir fonksiyonu oldugundan beklenen degeri Tanim 16.1 ile X ’in dagilimi iizerinden hesap-
lanir.

Kesikli durum, (i). x € Dy icin fx(x) > 0’dir ve

E{mx)]= Y m@) fx(x) = Z( S by fYX_x(y))fX(-T)-

€Dy z€Dx \ YDy |x-o

Ix(z), i¢ toplama gore sabittir; iceri alp fyx_,(y) fx(z) = fx,y(x,y) esitligini (kosullu olasilik
fonksiyonunun tanimi) kullanalim:

E [m(X) ] = Z Z h(a:,y) fX,Y(may)'

r€Dy yEDy‘X:m
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302 Boliim 19. Kosullu Beklenen Deger

z € Dy vey € Dy |x_, kosulu tam olarak fx - (x,y) > 0, yani (z,y) € Dx y demektir. Oyleyse cift
toplam, (X,Y) 'nin deger kiimesi iizerinden alinan toplamdir ve Tanim 18.1'e gore

E[m(X)]= > hzy)fxylzy =F(hX)Y))

(#,¥)€Dx,v)

olur. Toplamin sirasini serbestce degistirebildik; ¢iinkii E(] h(X,Y) |) < oo varsayimu ¢ift toplamin
mutlak yakinsak oldugunu soyler. h(z,y) = y se¢imi E[E(Y | X)] = E(Y) verir.
Kesikli durum, (ii). (i) h(z,y) = g(x) h(z,y) fonksiyonuna uygulayalim. Onerme 19.1 (c)’ye gore

E(hX,Y)|X=2)=E (g(X)h(X,Y)| X =x)=g(z)m(z),
yani E(h(X,Y) | X) = g(X)m(X) 'tir. (i) geregi
E[gX)W(X,Y)|=E (MX,Y))=E[E (MX,Y)|X)]|=E[g(X)m(X)|=E [g(X)E (MX,Y)|X)].

Siirekli durum, (i). fx(x) > 0 olan x noktalari icin m(z) = ffooo h(z,y) fyix—s(y) dy’dir; fx(z) =
0 olan noktalar asagidaki dis integrale katki vermez. Tanim 16.1'e gore

B(n00)= [ mie) utorae = | Z( / Zh(x,wfyx_x(y)dy)fX(x)dx

Fx(x)’i ig integrale alip fyx_,(y) fx(2) = fx y(z,y) yazahm; bu esitlik fx(z) >0 iken kosullu
yogunlugun tanimidir. fx(x) =0 olan x noktalarinda ise m(x) fx(z) = 0’dir ve [ fx y(z,y)dy =
fx(x) =0 oldugundan [ h(x,y) fx y(x,y) dy = 0°dir; bu noktalar iki tarafa da katki vermez. Boylece

)
E[m( /_ / (z,y) fxy(z,y)dydz = E (h(X’Y) );

—00

son esitlik Tanim 18.1'dir. Integrallerin sirasini degistirmeyi E(| h(X,Y) |) < oo varsayimi, yani
IJ1 k| fx,y integralinin sonlu olmas: saglar (Fubini teoremi).

Siirekli durum, (ii). Kesikli durumdaki akil vyiiriitme aynen gecerlidir: Onerme 19.1 (c) ile
E(g(X) h(X,Y) | X) = g(X) m(X) ve (i) ife Elg(X) h(X,Y)] = Elg(X) m(X)] olur

|

Teoremin (i) kismina “kule kurali” denmesinin nedeni, i¢ ice iki beklenen degerin bir kule gibi tist tiste
durmasidir: icteki F(- | X) 6nce Y tizerinden, digtaki E sonra X iizerinden ortalama alir. (i) kismu ise
sunu soyler: bir beklenen degerin icinde X in fonksiyonunun yanindaki Y, hicbir sey degismeden E(Y |
X) ile degistirilebilir. Bu, bélim sonunda en iyi tahmin sonucunu verecek olan aractir.

@ Kule kuralinin hesap bi¢imi

Uygulamada kule kurali ¢ogu zaman acik bigimiyle kullanilir:

E(Y)= Y EY|X=z)fx(x) vyada E(Y):/OO E(Y | X =) fxy(z)dx

zeDy —00

Bu, toplam olasilik formiiliiniin beklenen deger karsiligidir: Y nin ortalamasi, X in her degerine
karsilik gelen dilim ortalamalarinin X’in dagilimiyla agirlikli ortalamasidir. Kural 6zellikle Y nin
marjinal dagilimi karmagik, ama X = x verildiginde Y nin dagilimi basit oldugunda giicliidiir: E(Y")
marjinal hi¢ hesaplanmadan bulunur.

Ornek 19.3 (Kule Kuralinin Dogrulanmasi). Ornek 19.1 ve Ornek 19.2'de bulunan kosullu beklenen
degerlerden yola ¢ikarak kule kuraliyla F(X;), E(X,), E(Y) ve E(X)’1 hesaplayiniz; sonuglar1 marjinal
dagilimlardan bulunan degerlerle karsilagtiriniz.

Cozim.
Ugparaatisi. E(X; | X, = z5) = 7, + % ve fy, deBerleri %, %, % idi. Kule kuralina gore
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_|_

N w

L5 2 12
2'8 T8 2

| N
o |

N | =

E(Xy) = Z E(X, | Xy =) fXZ(xQ) =

z,=0

Ayni sonuca daha kisa yoldan, rastgele degisken bi¢imini kullanarak da varilir: E(X;) = E [ E(X |
Xy)|=E(Xy+ : )=E(X,) + 1 =1+ 3 = 3; burada Teorem 16.2 kullanildi. Marjinalden buldu-
gumuz E(X,) = 2 ile uyusur.

X, = x, verilmigken X|'in kosullu dagilim

X,=0 X, =1 X,=2 X, 'in marjinali
1/2 3/2 5/2 3/2
: : : P(X, = x,) ile :
: : : agirhiklandir :
1/2 | | H — |
1 I 1 3/8 I
1 1 1 I
1 1 1 I
| | i 1/8 I
() () () _e——=
0 1 2 3 0 1 2 3 0 1 2 3 0 1 2 3
P(X,=0)=2/8 P(X,=1)=4/8 P(X, =2)=2/8 E(X,) = 3/2

E(X | X, =x,) = x, + 1/2
E[E(X, | X,)] = 1/2-2/8 +3/2 - 4/8 + 5/2 - 2/8 = 12/8 = 3/2 = E(X,)
Kule kurali: E[E(Y | X)] = E(Y)

Sekil 19.2: Kule kurali ii¢ para atis1 6rneginde. Solda, ilk iki atigtaki tura sayist X, = x, verilmigken

toplam tura sayis1 Xi, x, ve x, + 1 degerlerini esit olasilikla alir; dilim ortalamasi E(X; | X, = x,) = x; + 1/2

eksende turuncu noktayla gosterilmistir. Bu ti¢ dilim ortalamasi P(X, = x;) = 2/8, 4/8, 2/8 agirliklariyla
toplaninca sagdaki marjinal dagilimin ortalamasi E(X;) = 3/2 ¢ikar: E[E(X; | Xz)] = E(X)).

Oteki yonde E(X, | X;) = 2X; oldugundan

E(X2):E[E(X2|X1)]:E(§Xl):§.

marjinalden bulunan E(X,) = 1 ile uyusur.
Ucgen 6rnegi. E(Y | X = z) = 42 ve fy(z) = 2(1 — z), 0 < 2 < 1. Kule kural:

1 1
E(Y):/ 1-'2_I-2(1—x)d:c=/(1—m2)dx:1——:—,
0 0

Dogrudan hesap: E(Y) = fol y - 2ydy = 2. Uyusur.
E(X|Y =y) =% ve fy(y) =2y, 0 <y < 1 oldugundan

1 1
1
E(X)Z/ %-211612/:/ dey:g-
0 0

Dogrudan hesap: E(X) = fol z-2(1—z)dr =1— 2 = ;. Uyusur.
|
19.4 Kosullu Varyans ve Toplam Varyans Kurali
Kosullu dagilim gergek bir dagilim olduguna gore yalnizca beklenen degeri degil, varyansi da vardir. X =

z bilgisi Y’nin ortalamasim E(Y | X = z)’e tagidif1 gibi, Y nin yayilimini da degistirir; cogu zaman
azaltir.
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Tanim 19.3 (Kosullu Varyans). (X,Y) bir rastgele vektor ve z, fyx(z) >0ve E(Y? | X =) < o0
olan bir nokta olsun.

Var(Y|X:x):E<[Y—E(Y|X:w)]2|X:m>

sayisina, X = x verilmisken Y’nin kogullu varyansi denir. v(z) = Var (Y | X = z) olmak fizere
Var (Y | X) = v(X) rastgele degiskenine, X verilmigken Y nin kosullu varyans: denir.

Kosullu varyans, tipki siradan varyans gibi, ikinci momentle ortalamanin karesinin fark: olarak hesap-
lanir. u(z) = E(Y | X = x) yazalim; bu, X = x kosulu altinda bir sabittir. Onerme 19.1'nin (a) ve (b)
ozellikleriyle

Var (Y | X =x) :E(Y2—2u($)Y+u(w)2’X:$)
=EY?|X=2)—2ux)E(Y | X =x)+ px)?
=EY?|X=12)—2uz)?+pux)?=EY?|X=21)— [EY|X = x)]2
Rastgele degisken bi¢iminde:
Var (Y | X)=E(Y?| X)— [E(Y | X)]Q.

Ornegin ii¢ para atignda X, = x verilmisken X, z, ve x5 41 degerlerini her biri % olasilikla alir;
E(X?| Xy =z,) = 2 — 52 4 )+ Lve

1 1 1 1 1

Var (X, |X2:$2):$%+$2+§_($2+§)2:E_Z:Z
olur; kosullu varyans z,’ye bagh degildir. U¢gen 6rneginde ise X = z verilrrz}i§ken Y, uzunlugu 1 — z
olan bir aralikta diizgiin dagilir; asagidaki 6rnekte Var (Y | X = z) = (1; ) bulacagiz: x biyudikee

Y’nin belirsizligi azalir.
Kule kurali beklenen degeri iki agamaya bolityordu. Varyans i¢in benzer bir bélme vardir, ama bir fark
c¢ikar: Y nin toplam yayilimi, dilimlerin igindeki yayilimin ortalamas: art1 dilim ortalamalarinin kendi
aralarindaki yayilimidir.

Teorem 19.2 (Toplam Varyans Kurali). (X,Y) bir rastgele vektor ve E(Y?) < oo olsun. O zaman
Var (Y)=E [Var (Y | X) |+ Var [E(Y | X)].
ispat.

Var (Y | X) = E(Y? | X) — [E(Y | X))? esitliginin iki tarafinin beklenen degerini alalhm. Teorem 16.1
ve kule kurali (Teorem 19.1, h(z, y) = y? ile) geregi

E[Var(Y|X)]:E[E(Y2|X)]—E([E(Y\X)}?):E(Y?)—E([E(Y|X)]2).

Ote yandan E(Y | X)) bir rastgele degiskendir ve varyansi Onerme 16.3 ile, ardindan kule kurali (E[E (Y |
X)) =EY))ile

Var[E(Y\X)]:E([E(Y\X)F)—(E [E(Y|X)])2=E([E(Y|X)]2>—[E(Y)]2
olur. Iki esitligi taraf tarafa toplayalim; E ([BEY | X)]? ) terimleri birbirini gotiiriir:
E[Var (Y |X)]+Var [E(Y | X)]= E(Y?) — [ E(Y)]2 = Var (Y).

Son esitlik yine Onerme 16.3'diir. E(Y?) < oo varsayimu, biitiin bu beklenen degerlerin sonlu olmasini
saglar.
]

Kuralin iki terimi ayr1 ayr1 anlamhidir. E[Var (Y | X)], agitklanamayan yayilimdir: X bilinse bile Y de
kalan belirsizlifin ortalamasi. Var [E(Y | X)] ise agiklanan yayilimdir: Y nin ortalamasinin X degis-
tikce ne kadar oynadig1. Iki terim de negatif olmadigindan iki sonu¢ hemen cikar:

« Var [E(Y | X)] < Var (Y): kosullu beklenen deger, Y den daha az yayilmis bir rastgele degiskendir.
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« E[Var (Y | X)] < Var (Y): X’i bilmek, ortalamada, Y hakkindaki belirsizligi artirmaz.

Ornek 19.4 (Toplam Varyans Kuralinin Dogrulanmasi). Uc para atisinda Var (X;)’i ve icgen
orneginde Var (Y')’yi toplam varyans kuraliyla hesaplayiniz; sonuglari marjinal dagilimlardan bulunan
degerlerle karsilagtiriniz.

Cozim.

Ug para atis1. Yukarida Var (X; | X, = z,) = 1 bulmustuk; sabit oldugundan E[Var (X; | X,)] =
1. Ote yandan E(X; | X,) = X, + 1 oldugundan Teorem 16.2 ile

Var [ E(X; | Xp) | = Var ( X, + % ) = Var (X,).

E(X,)=1ve E(X)=0-2+1-
varyans kurali:

0~

+4-2 =1 =3 oldugundan Var (X,) = 3 — 1= 1. Toplam

Var (X;) = = %

L1
2

=

Dogrudanhesap: E(X7) =0-3+1-3+4-3+9. 2 =2 =3veVar (X;) =3— (%)2 =3—
%. Uyusur.
Ucgen ornegi. Once Var (Y | X = z)’i hesaplayalim. X = z verilmisken Y nin yogunlugu (z, 1)

uzerinde % idi:
—x

[

12 3 2
Y 11—z l+z+4+x
EY?| X=212)= dy = = .
VX =) /21—;5 Y7300 3
Boylece
Var(Y|X:x):1+x+x2_(1+x>2:4+4m+4x2—3—6x—3x2:1—2x+x2:(1—55)2.
3 2 12 12 12

Bunun X izerinden ortalamasi, fy(z) = 2(1 — ) ile

E[Var(Y\X)]:/ %au-@m:

0

Ikinci terim i¢in E(Y | X) = 2% oldugundan Var [E(Y | X)] = 1 Var (X). E(X) = % idive

1
1 1 1 1 1 1
E(X*) = [ 22-2(1—2)d =2(-7-):- Var (X)= > —~ = —
X = e a0 —aar =5 ) = Ve =F-g=gg
Oyleyse Var [E(Y | X)] = = ve toplam varyans kuralyla
1 1 3 1 4 1
Y:— _— = — —_—=— = —,
VoM =gt " n 2" n 1

Dogrudan hesap: E(Y?2) = fol y? - 2ydy = % ve Var (Y) =  — § = . Uyusur.
|

Rastgele Sayida Terimin Toplami

Kule kurali ve toplam varyans kuralinin en tipik uygulamasi, terim sayisinin kendisi de rastgele olan
toplamlardir. Bir magazaya bir giinde gelen misteri sayisi ve her miisterinin harcamasi; bir sigorta
sirketine bir ayda gelen hasar talebi sayisi ve her talebin tutari; bir sunucuya bir saatte gelen istek sayisi
ve her istegin islem stiresi hep bu yapidadir. Toplamin marjinal dagilimi genellikle karmasiktir; ama terim
say1s1 sabitlendiginde toplam, bildigimiz sabit sayida terimli bir toplama doniisiir.

Acik Matematik - acik-matematik.com 305 CC BY-NC-SA 4.0


https://acik-matematik.com
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.tr

306 Boliim 19. Kosullu Beklenen Deger

1 Kosullayan degisken kesikli, kosullanan degisken herhangi bir dagilima sahipse

Tanimlarimiz ve kule kurali, (X, Y')’nin ikisi birden kesikli ya da ikisi birden siirekli oldugu durumu
kapsiyor. Asagidaki 6rnekte ise kosullayan degisken IV kesiklidir, kosullanan toplam S ise herhangi
bir dagilima sahip (6rnegin siirekli) olabilir. Bu karma durumda tanim goyledir: P(X = z) > 0 olan
bir z i¢in P(- | X = z) bir olasilik él¢iisiidiir (Teorem 6.1); Y nin bu 6lgitye gore dagilimma X = x
verilmigsken Y nin kosullu dagilimi, bu dagilima gore beklenen degerine de E(Y | X = z) denir.
Kule kurali yine gegerlidir: { X = z}, z € Dy, olaylar1 ’y1 parcaladigindan toplam olasilik formiilii
(Teorem 6.4) her y € R i¢in

PY<y)= )Y PY<y|X=z)P(X=ux)

z€Dy

verir; yani Y nin dagilim fonksiyonu, kosullu dagilim fonksiyonlarinin fy agirlikli toplamidir. Ayni

esitlik, Y kesikli ise olasilik fonksiyonuna, siirekli ise (tiirev alarak) yogunluk fonksiyonuna geger:

fyW) =%, p. frix==(y) P(X =z). $imdi E(|Y [) < oo oldugunu varsayalim; bu durumda
relx

terimleri negatif olmayan ) _ J1y | fyix=s(y) P(X = ) dy ifadesi sonludur ve Tonelli-Fubini
relx

teoremi toplamla integralin (ya da iki toplamin) yerinin degistirilmesine izin verir. Oyleyse iki tarafi
y ile ¢arpip y tizerinden toplayinca ya da integre edince

E(Y)= Y EY|X=2)P(X=12)=E[EY|X)]

re€Dy

cikar. Toplam varyans kuralinin ispati yalnizca kule kuralini ve kosullu beklenen degerin 6zelliklerini
kullandigindan o da karma durumda gecerli kalir.

Ornek 19.5 (Rastgele Sayida Terimin Toplami). N, deger kiimesi {0, 1,2, ...} olan ve E(N?) < co
saglayan bir rastgele degisken; X;, Xy, ... ise bagimsiz, ayni dagilmli, E(X;) = pve Var (X;) = o2 olan
rastgele degigkenler olsun. N nin X, X,, ... dizisinden bagimsiz oldugu varsayilsin. Rastgele toplam

N
S=S"X, =X, + X, ++ Xy
i=1

ile tanimlansin (V. = 0 ise S = 0).

(a) E(S)’yi hesaplaymiz.

(b) Var (S)’yi hesaplayiniz.

(c) N’nin A > 0 parametreli Poisson dagilimina sahip oldugunu varsayiniz; bu dagilimi Poisson Dagilim:
boliimiinde ayrimntili inceleyecegiz, burada yalmizca E(N) = Var (N) = X oldugunu kullaniniz. E(S) ve
Var (S)’yi A, p, 02 cinsinden yaziniz.

(d) Bir sigorta sirketine bir ayda gelen hasar talebi sayis1 A = 20 parametreli Poisson dagiliml, her talebin
tutar1 ortalamasi 500 ve standart sapmasi1 300 olsun. Aylik toplam hasarin beklenen degerini ve standart
sapmasini bulunuz.

Cozim.

(a) Dogrudan hesap zordur, ¢iinkii S’nin dagilimi N’nin ve X lerin dagihimlarinin karmagik bir bilesi-
midir. Bunun yerine N’ye gore kosullayalim.

N = n verilmisken (n > 1) S = X; + -+ X,,’dir. N, (X4, ..., X,,) vektoriinden bagimsiz oldugun-
dan, N = n kosulu bu vektériin dagilimim degistirmez: (X7, ..., X,,)’nin N = n verilmigken kosullu
dagilimi, kosulsuz dagilimiyla aymidir. Dolayisiyla X; + - + X,,’nin N = n verilmigken kosullu dag1-
lim1 da kosulsuz dagilimiyla aynidir ve Onerme 18.2in tiimevarimla n degiskene genisletilmis haliyle

E(S|N=n)=EX,+--+X,) =nu.

n=0i¢inS =0ve E(S| N =0) =0=0- y; formill n = 0’1 da kapsar. Rastgele degisken biciminde
E(S | N) = pN’dir. Kule kurali (Teorem 19.1):

E(S)=E [E(S| N)]= E(uN) = pE(N).

Sonug, sezgiyle tam uyumludur: ortalama terim sayisi ¢arpi ortalama terim.
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E[(Y—g(X))z]zE[(Y—m(X))2]+E[(m(X)—g(X))2]+2E[(m(X)—g(X))(Y—m(X))].
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(b) Ayn1 kosullamayla N = n verilmigken S’nin kosullu varyansi, bagimsiz X, ..., X, ’nin toplaminin
varyansidir. Bagimsiz rastgele degiskenlerin kovaryanslar: sifir oldugundan (Teorem 18.2), Sonug
18.2'nin tiimevarimla n terime genisletilmis hali varyanslarin toplandigini soyler:

Var (S| N =n) = Var (X, + -+ X,,) = no?.

n = 0icin Var (S| N = 0) = 0; formiil yine gecerlidir. Oyleyse Var (S | N) = 02 N. Toplam varyans
kurali (Teorem 19.2) ile, Var (uN) = p? Var (N) oldugunu (Teorem 16.2) kullanarak

Var (S) = E [ Var (S| N) |+ Var [ E(S| N) ]| = E(0®N) + Var (uN) = 0> E(N) + p? Var (N).

Iki terimin anlamu: birincisi, terim sayis1 bilinse bile terimlerin kendi yayilimindan gelen belirsizlik;
ikincisi, terim sayisinin belirsizliginden gelen belirsizlik. N sabit (N = n, Var (V) = 0) olsayd ikinci
terim diiser ve bilinen no? formiilii kalird.

(c) E(N) = Var (N) = A konursa

E(S) =M,  Var (S)=Ae®+ M =\ (0® +p? ) = NE(X7)

olur; son esitlik Onerme 16.3'nden gelir (E(X?) = 0% + u?). Yani Poisson sayida terimli bir toplamin
varyansl, terim sayisinin ortalamasi ile bir terimin ikinci momentinin ¢carpimidir.

(d) \ = 20, ;= 500, & = 300:
E(S) =20-500 = 10000,  Var ($) =20 - ( 3002 + 5002 ) = 20 - 340000 = 6 800 000.

Standart sapma og = /6800000 ~ 2607, 7’dir. Karsilagtirma i¢in: talep sayis: rastgele olmayip tam
20 olsaydi varyans 20 - 3002 = 1800 000, standart sapma yaklagik 1341, 6 olurdu. Toplam yayilimin
buytik kismi (5 000 000) talep sayisindaki belirsizlikten gelmektedir.

|

En Iyi Tahmin Olarak Kosullu Beklenen Deger

X gozlenmis, Y gozlenmemis olsun; Y’yi X in bir fonksiyonu g(X) ile tahmin etmek istiyoruz. Hangi g
en iyisidir? Bu soruyu sormak i¢in énce “iyi’nin 6l¢iisiinii se¢meliyiz. En yaygin 6l¢ii ortalama karesel
hata £ [ (Y — g(X ))? |'dir. Asagidaki drnekte, bu dl¢iiye gore en iyi tahminin kosullu beklenen deger
oldugunu gosterecegiz. Kule kuralinin (ii) kismi ispatin kalbidir.

Ornek 19.6 (Kosullu Beklenen Deger En Iyi Karesel Tahmindir). (X,Y) bir rastgele vektor,
E(Y?) <ocovem(z)=E(Y | X =z)olsun. E [ g(X)? ] < oo olan her Borel élciilebilir g fonksiyonu
icin
E [(Y-gm)?]zE [(Y—E(Y|X))2]:E [ Var (Y | X) ]
oldugunu ve esitligin ancak P ( g(X) = E(Y | X) ) = 1 iken saglandigin1 gdsteriniz.
Coziim.

Adim 1: Hatay: iki parcaya ayirma. Y — g(X) = (Y —m(X) ) + ( m(X) — g(X) ) yazip kare

alalim:
(Y —g(X))? = (Y —m(X))* + (m(X) — g(X))> +2(m(X) —g(X) ) (Y —m(X) ).

Beklenen deger alalim (Onerme 18.2'in {i¢ terime genisletilmis haliyle):

Adim 2: Capraz terim sifirdir. Capraz terimde X’in fonksiyonu m(X) — g(X) ile Y — m(X) carpil-
mustir; bu arpimin beklenen degerinin var olmas1 E(Y?) < oo ve E[g(X)?] < oo varsayimlarindan
¢tkar. Kule kuralinin (ii) kismina (Teorem 19.1, g(X) yerine m(X) — g(X) ve h(X,Y) =Y — m(X)
ile) bagvuralim:

E[(m(X)—g(X))(Y—m(X))]:E[(m(X)—g(X))E(Y—m(X)|X)].
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Icteki kosullu beklenen degeri hesaplayalim. Sabit bir x i¢in, Onerme 19.1 (b) ve (c) ile
E(Y-mX)|X=z)=EY|X=2)-E(mX)|X=z)=m(z)—m(z)=0.

Yani E(Y —m(X) | X) = 0 6zdes olarak sifirdir ve capraz terim E' [ (m(X) — g(X)) -0 ] = 0 olur.
Adim 3: Esitsizlik. Adim 1 ve 2’den

E[(y_g(X))2]:E[(Y-m(X))2]+E[(m(X)_g(X))Z].

Sagdaki ikinci terim, negatif olmayan bir rastgele degiskenin beklenen degeri oldugundan > 0’dir;
Oyleyse

E [(Y—g(X))2]2E [(Y—m(X))Q]:E [(Y—E(Y | X))?] .
Adim 4: En kiigiik hatanin degeri. h(z,y) = (y — m(z))? ile kule kuraliin (i) kism1
E [(Y—m(X))Z]zE [E((Y—m(X)f‘X)]

verir. Sabit z i¢cin E ( (Y — m(z))? | X =z ), tam olarak Tanim 19.3'taki Var (Y | X = z)’tir. Oy-
leyse en kiiciik ortalama karesel hata E[Var (Y | X)]’tir.

Admm 5: Esitlik durumu. Esitlik ancak E [ (m(X) — g(X))? ] =0 iken saglanir. Z = m(X) —
g(X) dersek Z2, deger kiimesi [0, 00) icinde kalan ve beklenen degeri F(Z?%) = 0 olan bir rastgele
degiskendir. Teorem 16.3 her e > Oicin P(Z2 > ¢) < E(Z?)/e = Overir. {Z # 0} = Uk21{Z2 > 1}
sayilabilir birlesiminin olasilig1 da sayilabilir alt toplamsallik (Sonug 3.1) ile sifirdir: P(Z #+ 0) =0,
yani P ( g(X) = m(X) ) = L. Tersine, P(g(X) = m(X)) = lise Z? olasiligi 1 olan bir olay iizerinde
sifirdir; beklenen degeri £(Z?) = 0 olur ve esitlik saglanr.

|

Sonucu iki bakis acisiyla yorumlayalim.

Sabit tahminle karsilastirma. g sabit bir ¢ fonksiyonu olsun; X e hi¢ bakmadan Yyi c ile tahmin ediyo-
ruz. E[(Y —¢)?] = Var (Y) + (E(Y) — ¢)? oldugundan en iyi sabit ¢ = E(Y)’dir ve hatasi1 Var (Y dir.
X’e bakarak tahmin yapinca hata E[Var (Y | X)]’e iner ve toplam varyans kuralina gore kazang tam
olarak Var [E(Y | X)]’tir: X’in Y hakkinda tasidig1 bilgi, Y nin ortalamasinin X ’le ne kadar degistigiyle

L] e .. o . .. 1 o s 14X
olciiliir. Uggen 6rneginde sabit tahminin hatas1 Var (Y') = 15, en iyi tahmin ~5=

5 nin hatas1 i’tﬁr.
Regresyonlabag. m(z) = E(Y | X = z) fonksiyonuna regresyon fonksiyonu dememizin nedeni budur:
istatistikte “Y’nin X iizerine regresyonu” denen is, veriden bu fonksiyonu kestirmeye calismaktir. Uc
para atisinda ve tiggen 6rneginde m dogrusalds; genel olarak dogrusal olmak zorunda degildir ve kogullu

beklenen deger, dogrusal olsun olmasin biitiin tahminler arasinda en iyisidir.

Alistirmalar

Alistirma 19.1 (Kosullu Beklenen Deger Alistirmalar). (a) (X,Y) rastgele vektoriiniin olasilik
fonksiyonu agagidaki tabloyla verilsin.

z\y 0 1
0§ 3
L § s
2 5 3

Her z icin E(Y | X = z)’i ve her y i¢cin E(X | Y = y)’yi bulunuz; kule kuraliyla E(Y")’yi hesaplayip
marjinalden bulunan degerle karsilastiriniz.

(b) (X,Y)’nin ortak yogunlugu fx y(z,y) = e ¥ (0 <z <y < 00), diger durumlarda 0 olsun. E(Y |
X =z) ve E(X |Y = y)’yi bulunuz; kule kuraliyla E(Y)’yi, toplam varyans kuraliyla Var (Y)’yi
hesaplayiniz.
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(c) Diizgiin bir zar iki kez atiliyor; X ilk atistaki sayi, Y iki atigtaki sayilarin toplami olsun. E(Y |
X =z)ve E(X | Y = y)’yi bulunuz; toplam varyans kuraliyla Var (Y')’yi hesaplayimiz. (Bir zar atisinin
varyansinin 3; oldugunu kullanabilirsiniz.)

(d) N, {1,2,3} uzerinde diizgin dagilmis olsun; X, X,, X5 bagimsiz, ayn1 dagilml, E(X;) =2,
Var (X;) = 1 ve N’den bagimsiz olsun. S = X; + --- + X i¢in E(S) ve Var (S)’yi bulunuz.

(e) X ile Y’nin ikinci momentleri sonlu ve E(Y | X) = ¢ sabit olsun. E(Y) = ¢ ve Cov (X,Y) =0
oldugunu gosteriniz.

(f) X, (0,1) tizerinde diizgiin dagilsin ve X = z verilmisken Y, (0, z) tizerinde diizgiin dagilsin; yani
fyix=2(y) = 1,0 < y < . Kule kurali ve toplam varyans kuraliyla E(Y) ve Var (Y)’yi bulunuz; sonra
Y’ nin marjinal yogunlugunu hesaplayarak dogrulayiniz.

Cozim.
(a) Satr toplamlar fy (0) = 2, fx (1) = 3, fx(2) = Z; siitun toplamlar fy(0) = 3, fygl) =3
Y yalmzca 0 ve 1 degerlerini aldigmdan E(Y | X =2)=PY =1| X =1z) = Ixy(®l),

B(Y | X =0)= ;;Z S BEY|X=1)= ;;: s By |x—2) =8 _

E(X|Y=y) =Y, zxro,

0-—+1-2+2-— 4/8 0-2+1-2+2-1 3/8 3
EX|Y=0)=—2 . 8= -=1 EX|Y=1=—2 - 8= =",
(X ) 4/8 478~ (X ) 4/8 4/8 1
Kule kurali:
23 13 12 2 1 1 4 1
EY _ — . — —_ = —_. = = — —_ _ = = = —,
¥) 3 8+3 8+2 8 8+8+8 8 2
Marjinalden: E(Y) =0 - 4+1 2 = % Uyusur.
(b) Marjinaller: z > 01(;1n fx(z fx e Vdy=e*;y>0igin fy (y f e Ydr = ye .
X = x verilmisken: fy, X:m(y) = € = ¢~ W) y > z.Bu,  kadar kayd1r11m1§ bir iistel yogunluktur.

u = y — x degisken degistirmesiyle

E(Y|X=w)=/ ye’(y’m)dyz/ (u+z)e"du=1+zx.
T 0

¢’ =1 0<z<y;yani(0,y) iizerinde diizgiin dagilim ve E(X |

ye vy

Y =y verilmisken: fxy_,(7) =
Y=y9) =42

Kule kural: E(Y)=E(14+ X)=1+E(X) ve E(X) = fooo ze ¥ dx = 1; dyleyse E(Y) = 2. Dog-
rulama: E(Y) = fooo yle Vdy=2!=2.

Toplam varyans: X = verilmisken Y —2’in yogunlugu e, w« > 0’dwr; ikinci momenti
fooo u?e”* du = 2 ve ortalamasi 1 oldugundan Var (Y | X = z) = 2 — 1 = 1. Buradan E[Var (Y |
X)] = 1. Oteki terim ise su degeri alir:

Var [E(Y | X)] = Var (14 X) = Var (X):/ e ®dr—1=2—-1=1.
0

Oyleyse Var (Y) =1+ 1 = 2. Dogrulama: E(Y?) f y3eVdy=3'=6ve Var (Y)=6—4=
2.

(c) Z ikinci atigtaki say1 olsun; Y = X + Z ve X ile Z bagimsiz, her biri {1, ..., 6} tizerinde diizgiin,
E(X)=E(Z) =1 Var (X) = Var (Z) = £
Onerme 19.1'nin (b) ve (c) maddeleri, bagimsizlik icin de (d) maddesi su sonucu verir:

E(Y\X:x):E(X+Z|X:m)=x+E(Z|X:m):x+E(Z):x+;
E(X | Y = y) i¢cin bakigim kullanalim: (X, Z) nin ortak dagilimi bilegenlerin yer degistirmesine gore

bakigimlidir, dolayisiyla Y = y verilmisken X ile Z’nin kosullu dagilimlari aynidirve E(X | Y = y) =
E(Z | Y = y). Lineerlikten ise su ¢ikar:
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EX|Y=y)+EZ|Y=y=EX+Z|Y=y=EY|Y=y) =y

Oyleyse E(X | Y =y) =%, y € {2,...,12}. (Dogrudan sayma ile de gériilebilir: Y = y verilmisken
X, max(l y—6) ile min(6,y — 1) arasmdaki tam sayilar iizerinde diizgiin dagilir ve bu aralifin orta
noktas1 ¥’dir.)
Toplam varyans X = z verilmisken Y = x 4+ Z’dir ve Z, X ten bagimsiz oldugundan Var (Y | X =
z) = Var (Z) = 35, E[Var (Y | X)] = 2. Var [E(Y | X)] = Var ( X + £ ) = Var (X) = . Oy-
leyse Var (V) = 2"?’ 5+ 55 35 = 6 35 bu, bag1ms1z iki zarin toplaminin varyansi olarak beklenen sonugtur
(d) Ornek 19.5 dakl formullerle E(S) = pE(N) ve Var (S) = ¢2E(N) + u? Var (N). E(N) =
L2483 = 2, B(N?) = 2449 = 1 Var (N) = & — 4 = 2 Oyleyse

E(S)=2-2=4, Var(S)=1-2+4-g=2~l—§=1—4.

3 3 3

(e) Kule kuraliyla E(Y) = E[E
3(X2? +Y?) esitsizligi E | XY
EXY)=E[XEY |X)]=

Cov (X,Y) =

(Y | X)] = E(c) = c. Ikinci momentler sonlu oldugundan | XY | <
| < oo verir; dyleyse Teorem 19.1 (ii)‘'yi g(X) = X ile uygulayabiliriz:
E(cX) = c E(X). Onerme 18.3 (a)’ya gore

E(XY)— E(X)E(Y) = cE(X) — E(X) -c = 0.

Yani E(Y | X)’in sabit olmasi, kovaryansin sifir olmasindan daha giiglii bir kosuldur; ama daha énce

gordiigiimiiz gibi bagimsizliktan zayaftir.
§3) X =z verilmisken Y, (0, z) tizerinde diizgiin dagildigindan E(Y | X = 2) = 5 ve Var (Y | X =

x) = X de (0, 1) iizerinde diizgiin oldugundan E(X) = 1, E(X?) =, Var (X) =1 — 1= 3.
Kule kurah EY)=E (5 X )= :i

Toplam varyans: E[Var (Y | X)]=FE ( )1(—22 ) = % ve Var [E(Y | X)] = Var ( % ) - % . 1_12 — 4_18.
Oyleyse

1 1 4 3 7
V Y = — —_—= — _—
ar (V)= et 8= 11 T 1ad 14

Dogrulama: Ortak yogunluk fx v (z,y) = fx(2) fy|x—.(y) = 1 0<y<z <1 Marjinal: 0 <y <
1 igin

1
felo) = [ Gdo=—Iny,

Y
Buradaki momentler i¢in gereken 1ntegrah kismi integrasyonla hesaplayalim: £ > 0 i¢in v = —Inpy,
dv = y* dy alinirsa du = —%y, v = 47 olur ve

1k yk+1 1

—Iny)dy = |— 1

/Oy( ny)dy 1Y
0

sLur teriminde y =1 icin lnl = O y—0F 1(;1n ise y**llny — 0’dir. Oyleyse E(Y) =
f y(—Iny)dy = 1 ve E(Y?) = f y?(—lny)dy = §; Var (V) = § — & = 159 = - Uyusur.
|

1 11
E+1 k+1  (k+1)2

1 1
—— [ yFdy=0
SV A

Bu boliimle beklenen deger kuraminin temel araglar: tamamlanmis oldu. Bundan sonraki kisimda, buraya
kadar gelistirilen kavramlar: en sik karsilasilan somut dagilimlara uygulayacagiz; ilk durak, tekrarl
denemelerin temel modeli olan Bernoulli ve binom dagilimlaridir: Bernoulli ve Binom Dagilimlari.
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20.1

20. Bernoulli ve Binom Dagilimlar:

Kosullu Beklenen Deger boliimiiyle birlikte olasilik kuraminin genel yapisi tamamlandi: olasilik uzayi,
rastgele degiskenler ve rastgele vektorler, dagilim fonksiyonu, beklenen deger ve varyans, moment iireten
ve karakteristik fonksiyonlar. Bu araglarin hepsini “herhangi bir” rastgele degisken i¢in gelistirdik. Simdi
bakis acimizi degistiriyoruz. Uygulamada tekrar tekrar karsimiza ¢ikan birka¢ somut dagilim ailesini
tek tek ele alacak; her biri i¢in olasilik fonksiyonunu tiiretecek, beklenen degerini, varyansini ve moment
iireten fonksiyonunu hesaplayacagiz. Bu kisimda yeni bir aksiyom ya da yeni bir kavram gelmeyecek; her
sonug, onceki kisimlarda kurulan genel kuramin belirli bir dagilima uygulanmasindan ibaret olacak.

En basit rastgele deney, yalnizca iki sonucu olan deneydir: bir para atilir, yazi ya da tura gelir; tiretim
bandindan alinan bir parca saglam ya da kusurludur; bir tohum ¢imlenir ya da ¢imlenmez. Bu tiirden
deneylere Bernoulli deneyi denir. Bu boliimde 6nce tek bir Bernoulli deneyini betimleyen Bernoulli
dagilimini, sonra da ayni deneyin bagimsiz olarak n kez tekrarlanmasiyla ortaya ¢ikan binom dagi-
Iimim inceleyecegiz. Binom dagilimi, “n denemede kag¢ basari olur?” sorusunun yamtidir ve kesikli
dagilimlarin en temel olanidir.

Boliimiin sonunda sunlar1 bilecegiz: binom olasilik fonksiyonu (7 )p®(1 — p)"~* nereden gelir ve toplami
neden 1°dir; beklenen degerin np, varyansin np(1 — p) oldugu birbirinden bagimsiz dért ayr1 yolla nasil
gosterilir; moment {ireten fonksiyon (pe’ + 1 — p)™ ile karakteristik ve carpimsal moment iireten fonksi-
yonlar momentleri nasil tiretir; ayni p’li bagimsiz binom degiskenlerinin toplami neden yine binomdur;
ve olasilik fonksiyonunun en biiyiik degerini aldig1 en olas1 deger nasil bulunur. Sonraki bolimde, n
biiyiik ve p kiigiik oldugunda binom dagilimina yaklagan Poisson dagilimi gelecek.

Bernoulli Deneyi ve Bernoulli Dagilimi

Bir rastgele deneyin sonuglarini, ilgilendigimiz bir olayin gercgeklesip gerceklesmedigine gore ikiye
ayiralim. Deneyin geri kalan ayrintilarini unutup yalnizca bu ikili bilgiyi kaydettigimizde elde ettigimiz
sey bir Bernoulli deneyidir.

Tamim 20.1 (Bernoulli Deneyi). (2,2, P) bir olasilik uzay1 ve A € U, 0 < P(A) <1 kosulunu
saglayan bir olay olsun. Sonucun yalmizca “A gergeklesti” ya da “A gerceklesmedi” biciminde kaydedildigi
rastgele deneye bir Bernoulli deneyi denir. A olayma basari, A° olayina basarisizlik, p = P(A)
sayisina da deneyin bagar1 olasilig1 adi verilir. Basarisizlik olasihigi ¢ = 1 — p = P(A€) ile gésterilir.

“Bagar1” sozctigii bir deger yargisi tagimaz; yalmzca saydifimiz sonucun adidir. Kusurlu pargalar: sayi-
yorsak “kusurlu ¢ikmasi” bagaridir. p = 0 ya da p = 1 durumlarinda deneyin sonucu énceden bellidir; bu
yozlagsmis durumlari tanimin disinda biraktik; beklenen deger, varyans ve iiretici fonksiyon formiilleri o
durumlarda da dogru kalir (en olas1 deger sonucu ise 0 < p < 1 varsayar).

Bir Bernoulli deneyini sayiya donistiirmenin dogal yolu, A olaymin gosterge fonksiyonunu almaktur:
we Aise X(w) =1, degilse X(w) =0. Bu X, Tanum 10.1 anlaminda kesikli bir rastgele degiskendir;
olasilik fonksiyonunu (Tanim 10.2) tek formille yazabiliriz.

Tanim 20.2 (Bernoulli Dagilimi). 0 < p < 1 olsun. Deger kiimesi Dy = {0, 1} ve olasilik fonksiyonu
z(] — 17z’ x € 0’ 1
fula) - {0 0

0, diger durumlarda

olan kesikli rastgele degisken X’e p parametreli Bernoulli dagilimina sahiptir denir ve X ~ B(1,p)
yazilir. Acik bicimde P(X =1) =pve P(X =0) =1 — p'dir.

Formiildeki iisler yalnizca iki degeri tek satirda toplamaya yarar: x = 1 icin p' (1 — p)° = p, z = 0 igin
p°(1 —p)! =1 — p cikar. Dagilim fonksiyonu (Tanim 9.1) iki basamakli bir merdivendir:
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0, z <0
Fx(z)=P(X<z)=<1—-p,0<z<1
1 x> 1.

)

Bernoulli dagilimi o kadar basittir ki biitiin sayisal 6zellikleri tek bakista hesaplanir. Yine de bunlar bir
6nerme halinde kaydediyoruz, ¢iinkii binom dagiliminin biitiin momentleri bu 6nermeden tiireyecek.
Onerme 20.1 (Bernoulli Dagiliminin Momentleri). X ~ B(1,p) olsun. O zaman:

(a) Her k € N icin E(X*) = p; 6zel olarak E(X) = p.

(b) Var (X) = p(1 —p).

(c) Moment iireten fonksiyonu hert € R icin vardir ve My (t) = 1 — p + pet 'dir.

(d) Karakteristik fonksiyonu ¢ x(t) = 1 — p + pe®t, carpimsal moment iireten fonksiyonu Ny (t) = 1 —p +
pt’dir; ikisi de hert € R icin tanimhdir.

Ispat.

(a) X kesikli oldugundan Tanim 16.1 geregi E(X*) = x* f(z) 'tir. Dy = {0,1} oldugundan

r€Dy
E(X¥)=0"-1-p)+1*-p=p.

(b) Onerme 16.3 geregi Var (X) = E(X?%) — ( E(X))z’dir. (a)‘ya gore E(X?)=p ve E(X) = p;
oyleyse

Var (X) =p—p? =p(1 —p).
(c) Tanim 17.2 geregi My (t) = E(e*X) tir. Toplam yine iki terimlidir:
My (t) = "1 —p)+e"lp=1—p+pe’.

Toplam sonlu oldugundan hert € R i¢in tamimlidir. Saglama olarak Teorem 17.4'i uygulayalim: M (t) =
pet ve M%(t) = pet oldugundan M% (0) = p = E(X), M%(0) = p = E(X?) bulunur; (a) ile uyusur.
(d) Tanim 17.1 geregi p (t) = E(e®X) ve Tanim 17.3 geregi Ny (t) = E(tX) tir. Her ikisi de (c) deki gibi
iki terimli toplamlardir:

px(t) =€l —p)+etlp=1—p+pe?, Nx(t)=t'(1—p)+t'p=1—p+pt

N%(t) = p oldugundan Teorem 17.6 ile E(X) = Nx (1) = p; ikinci ve daha yiiksek tiirevler sifirdwr, yani
E ( X(X —1))=0.Bu, X'in yalnizca 0 ve 1 degerlerini almasinin dogrudan sonucudur: X (X — 1) =
0

Varyans p(1 — p) en biiyiik degerini p = %’de alir ve hicbir zaman %’ﬁ asamaz (Alistirma 20.1, (c) sikki):
sonucu en az éngorilebilir olan Bernoulli deneyi, hilesiz para atisidir.

Binom Dagilimi

Ayni Bernoulli deneyini, kosullar1 degistirmeden ve her tekrarin sonucu 6tekileri etkilemeyecek bicimde
n kez yineleyelim. Ilgilendigimiz biiyiikliikk, bu n denemedeki toplam basar1 sayisidir. Once bu saymin
dagilimini bir aile olarak tanimlayacak, sonra bagimsiz tekrarlardaki basar: sayisinin gercekten bu dag:-
lima sahip oldugunu ispatlayacagiz. Kisalik i¢in bastan sona ¢ = 1 — p yazacagz.

Tanim 20.3 (Binom Dagilimi). n € Nve 0 < p < 1 olsun. Deger kiimesi Dy = {0, 1, ..., n} ve olasilik
fonksiyonu

$$f X(x) = \begin{cases} \dbinom{n}{x} p"x (1-p)*{n-x}, & x \in \{0, 1, \Idots, n\} \[2mm] 0, & \text{diger
durumlarda} \end{cases}$$

olan kesikli rastgele degisken X e n ve p parametreli binom dagilimina sahiptir denir ve X ~ B(n, p)
yazilir. Burada (7)) = #’7@, Teorem 5.2 ile verilen kombinasyon sayisidir. n = 1 i¢in B(1, p) tam olarak
Bernoulli dagilimidir.
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20.2 Binom Dagilim1 313

Bu tanimin anlamli olmasi igin verilen fy’in gercekten bir olasilik fonksiyonu olmasi gerekir. Degerlerin
negatif olmadig1 aciktir; toplamin 1 oldugu ise binom teoreminin (Teorem 5.4) dogrudan bir sonucudur:

n

Z(Z)pm(l —p)" T =(p+(1-p)=1"=1

=0

Dagilimin adi da buradan gelir: fx(0), fx(1),..., fx(n) olasiliklari, (¢ + p)™ agilmmnin (7 )p®q"~*
terimleridir; = sirasiyla 0, 1, ..., n degerlerini alir.

Simdi bu tanimin olasilik uzayina baglanmasi gerekiyor. Asagidaki teorem, binom dagiliminin “neden”
bu bicimde oldugunu séyler: katsay1 () basarilarin yerlesebilecegi konum sayisini, p*¢™~* ¢arpani ise
belirli bir konum diizeninin olasiligini verir.

Teorem 20.1 (Bagimsiz Denemelerde Basar1 Sayis1). Basari olasiligip (0 < p < 1) olan bir Bernoulli
deneyi, birbirinden bagimsiz olarak ve ayni kosullar altinda n kez tekrarlansin. X, bu n denemedeki basar:
sayist olsun. O zaman X ~ B(n, p) dir; yani

PX=z)= (Z)p””(l—p)”’w, z=0,1,...,n.

Ispat.

Model. n. denemenin sonucunu, i’inci deneme basariliysa w; =1, defilse w;, = 0 olmak iizere bir w =
(wWyy ..., wy,) dizisiyle kaydedelim. Ornek uzay Q = {0,1}", 2" elemanli sonlu bir kiimedir; o-cebir olarak
U = P(Q) alw. Icinde tam k tane 1 bulunan bir w dizisine

P({w}) = pFg"*

olasihigini verelim; bir olayin olasiligi, elemanlarinin olasiliklarinin toplamidir. Bu bir olasilik él¢iistidiir:
k tane 1 iceren dizi sayisi (}) oldugundan (Teorem 5.2) biitiin tekil olasiliklarin toplami

> Pw}) = Z(Z)p"q""“ =+ =1

n
weN k=0

olur. “Denemeler bagimsizdir ve her birinin basari olasiligi p’dir” ciimlesinin matematiksel karsiigi da
tam olarak bu él¢iidiir. Gergekten, A, = {w € Q : w, = 1} “Vinci deneme basarili” olayi olsun. i, < -+ <
i, indisleri icin A; NN A; olaymn olasiligini hesaplarken sabitlenen r koordinat p” ¢carpanini verir;
geriye kalan n — r koordinat iizerinden toplam alindiginda (p + q)™" = 1 ¢cikar. Oyleyse

P(A; N-NA; )=p"=P(4; )P4, ),

yani Ay, ..., A, olaylari Tanim 7.2 anlaminda tam bagimsizdir ve her biri p olasiliklidr.

Sayma. Basari sayist X (w) = wy + -+ + w,, 'dir. (X = ) olay, i¢inde tam x tane 1 bulunan dizilerden
olusur. Boyle bir dizi, 1’lerin yerlesecegi x konumun n konum arasindan segilmesiyle belirlenir; Teorem
5.2 geregi (") tane vardwr. Her birinin olasihgi p®q"~* 'tir. Dolayisiyla

PX=1z)= (Z)pzq"_””, z=0,1,...,n.
X'’in baska deger alamayacag agiktir; éyleyse X ~ B(n,p) dir.
|

p= % 6zel durumunda her dizinin olasilig1 27" dir; yani € bir Laplace uzayidir (Tanum 4.1) ve formiil,
“uygun durum sayist bélii biitiin durum sayisi” bicimine indirgenir: P(X = z) = (7)/2". Genel p icin
diziler esit olasilikli degildir; sayma yine yapilir ama her dizi kendi agirligy p®q™* ile sayilir.

Ispatta ortaya ¢ikan X (w) = w; + -+ + w,, yazilisi, tek bir formiilden ¢ok daha fazlasini séyler: binom
degiskeni, her biri bir denemeyi izleyen Bernoulli degiskenlerinin toplamidir. Bu gézlem, ileride beklenen
degeri ve varyansi neredeyse hesapsiz verecek.

Onerme 20.2 (Binom Degiskeni Bernoulli Degiskenlerinin Toplamidir). X, ..., X, bagimsiz
rastgele degiskenler ve her biri B(1,p) dagilimli olsun. O zaman

X:Xl +X2 +"'+Xn ~ B(n,p)
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314 Boliim 20. Bernoulli ve Binom Dagilimlari

olur. Tersine, B(n, p) dagilimli her rastgele degisken, dagilim bakimindan béyle bir toplama esittir.

ispat.
(X1, ..., X,,) vektorii {0,1}™ kiimesinde deger alir. Bagimsizlik (Tanim 14.1) geregi, icinde k tane 1
bulunan her (wy, ...,w,) € {0,1}™ i¢in

PXy=wy, . X, =w,) = HP(Xi =w;) =prq"*
i=1

olur; ¢iinkii carpanlarin k tanesi P(X; = 1) = p, geri kalann — k tanesi P(X,;, = 0) = ¢ dur. Bu, Teorem
20.1 ispatindaki oOlgiiniin ta kendisidir X = X, + .-+ X,,, dizideki 1’lerin sayisini verir; 6yleyse ayni
sayma

esitligini verir, yani X ~ B(n, p)’dir.

Tersine X ~ B(n,p) verilsin. Teorem 20.1 ispatindaki (2, P(Q), P) uzayinda X,;(w) = w; tanimlan-
sin. Orada gosterildigi gibi P(X,; = 1) = P(A;) = p, dolayisiyla P(X; = 0) = q’dur; yani her X; ~
B(1, p) dir. Iginde k tane 1 bulunan her w = (wy, ...,w,,) € {0,1}" noktasinda ortak olasilik fonksiyonu

P(X, = w1, X, =w,) = P({w}) = pba"* = [] P(X; = w)
=1

marjinallerin ¢arpymidir; Tanim 14.1 geregi X4, ..., X,, bagimsizdir. Toplamlar X, (w) + - + X,,(w) =
wy + -+ + w,, 0 uzaydaki basar sayisidir; dagiimi B(n,p), yani X ’in dagilimidir.
|

Simdi somut bir hesap yapalim. Asagidaki 6rnek, olasilik fonksiyonunun tablosunu, olasiliklarin toplamla
hesabini ve dagilim fonksiyonunun birikimli toplamla olusturulmasini bir arada gosteriyor.

Ornek 20.1 (Zar Bes Kez Atiliyor). Hilesiz bir zar bes kez atiliyor; X, 6 gelen atiglarin sayist olsun.
(a) X’in olasilik fonksiyonunu tablo halinde yaziniz.

(b) Tam iki kez 6 gelme, en az bir kez 6 gelme ve en az iki kez 6 gelme olasiliklarini bulunuz.

(c) Dagilim fonksiyonu F’i hesaplayip acik bicimde yaziniz; P(1 < X < 3) olasiligin1 Fy yardimyla
bulunuz.

Cozim.
Her atig bir Bernoulli deneyidir: basar1 “6 gelmesi”, basar1 olasihigi p = %, dolayisiyla ¢ = %. Atiglar

bagimsizdir; Teorem 20.1 geregi X ~ (B, %)’dlr.
(a) 6° = 7776 oldugundan

fx(z) = (i) (é)z(g)sz = %, z=0,1,...,5.

(i) katsayilar1 1, 5, 10, 10, 5, 1 ve 5°~% kuvvetleri 3125, 625, 125, 25, 5, 1’dir. Carpimlar tabloyu verir:

v 0 1 2 3 4 5
fx(a) e e 7776 777 7% 7775
yaklagk ~ 0,4019  0,4019  0,1608  0,0322  0,0032 0,000

Saglama: 3125 + 3125 4 1250 + 250 4 25 + 1 = 7776, yani olasiliklarin toplami 1’dir. Tablodaki ilk
iki degerin esit olmasi rastlant1 degildir; nedenini Ornek 20.3 aciklayacak.
(b) Tam iki kez 6 gelme olasilig1 dogrudan tablodan okunur:

1250 625

P(X=2)= o = 2
( ) = 7776 ~ 3388

~ 0, 1608.
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“En az bir kez” olayinin timleyeni “hi¢ gelmemesi’dir:

3125 4651
= —— ~0,5981.

>1)=1— =0N)=1—— =
PX>1)=1—-P(X=0)=1 Tme = 777G

Benzer bicimde

6250 1526 763

> = —_— = —_ = = —_ = =t
PX=22)=1-PX=0-PX=1)=1 7776 7776 3888

~ 0,1962.

Bes atista en az bir 6 gérme olasiliginin %’den ancak biraz biiyiik olmasi cogu kisiye sasirtic1 gelir.
Yaygin yanilgi, beklenen say1y1 olasilikla karistirmaktir: bes atigta ortalama % ~ 0, 83 tane 6 gelmesi
“en az bir 6 gelme” olasiiginin 0, 83 oldugu anlamina gelmez; o olasilik 0, 5981°dir.

(c) Kesikli bir degiskenin dagilim fonksiyonu Fy (z) = P(X <) = }_ _  fx(k) birikimli toplamidur.
Tablodaki paylar1 soldan saga toplayalim: N

]

T 0 1 2 3 4 5
3125 6250 7500 7750 7775
Fy(z) 7776 7776 7776 7776 7776 1

F, tam say1 noktalarinda sicrayan ve aralarda sabit kalan bir basamak fonksiyonudur:

0, =<0

3125
7776,0 <z < 1

6250
7776 1 <z < 2

Fy(z) =< B 2<z<3

7750
7776’3 f; r <4

7775
7776’4 <z <5

1, x2>5.

\

X yalmizca tam say1 degerler aldigindan (1 < X < 3) = (0 < X < 3)’tir ve Teorem 9.2 (a)‘daki P(a <
X <b) = Fx(b) — Fx(a) formiilii uygulanur:

7750 — 3125 4625

< < = — = = = .
P1<X< 3) Fy(3) FX(O) TG TG 0,5948
Saglama fy (1) + fx(2) + fx(3) = 8122412804250 _ 4035

|

Beklenen Deger ve Varyans

Binom dagiliminin beklenen degerini ve varyansini iki bagimsiz yolla hesaplayacagiz. Birinci yol, tanim-
daki toplami dogrudan hesaplar ve binom katsayilarinin bir 6zdesligine dayanir. Ikinci yol, Onerme
20.2'daki toplam yazilisin1 kullanir ve neredeyse hesap gerektirmez. Iki yolun ayni sonucu vermesi, hem
formiillerin hem de araclarin saglamasidir.

Teorem 20.2 (Binom Dagiliminin Beklenen Degeri ve Varyans1). X ~ B(n,p) ise
E(X)=mnp,  Var (X)=np(l—p)=npq, ox=+/npq
olur.

ispat.
Birinci yol: dogrudan toplam. Once binom katsayilari icin iki 6zdeslik: 1 < x < n icin

n n! n-(n—1)! n—
x(x) N P (x—l()!(nl_a:)! :”<x—1)’

ve 2 < x < n igin, ayni adimi bir kez daha uygulayarak,
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x(m—l)(Z) zn(n—l)(n_z).

r— 2

Beklenen deger Tanim 16.1 geregi Em xfx(x)’tir; x = 0 terimi sifirdur:

n

=1 =1
Son toplamday = x — 1 koyalim; y, 0°’dann — 1’e gider ven — z = (n — 1) — y dir:

n—1

n—1
E(X)=np Z( Y )pyq(”‘”‘y =np(p+q" " =np.

y=0

Toplam, Teorem 5.4 geregi (p + q)" ! = 1’e esittir; baska bir deyisle, toplanan sayilar B(n — 1, p) dagili-
minin olasiliklaridir.

Varyans i¢in E(X?)’yi dogrudan hesaplamak yerine énce E ( X(X —1) )i buluruz; ikinci 6zdeslik tam
bunun i¢in hazirlandr. x = 0 ve x = 1 terimleri sifirdir:

= n "\ — 2
EF(X(X—-1))= x(x—1 ( )pmq"_m:nn—po < )pm_2q<n_2)_(m_2)=nn—1p2,
(XX 1))=Yt LR ) (i (n-1)
giinkii y = x — 2 doniisiimiiyle son toplam (p+q)" 2 =1 olur. X?> = X(X — 1)+ X oldugundan
Teorem 16.1ile E(X?) = E (X(X—-1))+EX)=n(n— 1)p? + np ve Onerme 16.3'ndan

Var (X) = E(X?) — ( E(X))2 =n(n—1)p? + np — n?p? = np — np? = np(1 — p).

Ikinci yol: Bernoulli toplami. Onerme 20.2 geregi X ’in dagilimi, bagimsiz B(1,p) degiskenlerinin
toplami X, + -+ + X, 'nin dagilimiyla aymidir; beklenen deger ve varyans yalnizca dagilima bagl
oldugundan hesabi bu toplam iizerinde yapabiliriz. Rastgele degiskenlerin toplaminin beklenen degeri,
beklenen degerlerin toplamidir (Onerme 18.2; n terim igin tiimevarimla, bunun icin bagimsizlik gerekmez);
Onerme 20.1 ile

E(X) = E(X)) +-+E(X,)=p+-+p=mnp.

~——
n terim

X, ler bagimsiz oldugundan kovaryanslary sifirdir (Teorem 18.2) ve Teorem 18.4 gerefi (n terim igin
tiimevarimla) toplamin varyansi varyanslarin toplamidir:

Var (X) = Var (X;) + -+ Var (X,,) = np(1 —p).

Standart sapma, varyansin karekdkiidiir. Bu iki sayr dagilimin bi¢imini de belirler: n biiyiidiikce olasilik
fonksiyonunun ¢ubuklari, ortalamasi np ve varyansi np(1 — p) olan normal yogunluk egrisine oturur.
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n=>5 n=20 n=2_80

0.4 np=15 np =06 np =24

’ o=102 02 ~ =205 0,1 N o=41
0,3 / \ \
0,2 0,1 0,05
0,1

—— X X x
0o 1 2 3 4 5 0 4 8 12 12 18 24 30 36

Sekil 20.1: p = 0,3 i¢cin binom ¢ubuklari ve iistlerine ¢izilen N(np, np(1 - p)) normal yogunlugu. n

= 5'te cubuklar saga carpiktir ve can egrisine uymaz; n biiyidiikce ¢arpiklik silinir ve n = 80'de cubuk

tepeleri neredeyse egrinin iistiindedir. Bu, binom dagiliminin normal yaklasimidir; nedenini merkezi limit
teoremiyle gorecefiz.

Ikinci yolun varyans hesabinda bagimsizlik gercekten gereklidir: yalnizca toplamsalliga dayanan beklenen
degerin aksine, bagimli Bernoulli degiskenlerinin toplaminin varyansi, toplamin varyans formiiliinde
beliren 2 Cov (X;, X;) terimleri yiiziinden npq’dan farkh olabilir; béyle bir toplamin dagilimi da genel-
likle binom olmaz.
Formiilleri Ornek 20.1'na uygulayalim: X ~ (B, %) i¢in

1 5 15

Bes atista ortalama % ~ 0,83 kez 6 gelir; standart sapma da tam olarak aym sayidir: o = 1/25/36 =

% = E(X). Tablodaki olasiliklarin 0 ve 1 etrafinda y1gilip 3’ten sonra hizla sénmesi bununla uyumludur.

Moment Ureten Fonksiyon ve Toplamlar

Moment treten fonksiyon, bir dagilimin biitiin momentlerini tek bir fonksiyonda toplar ve bagimsiz
toplamlarin dagilimimi bulmanin en kisa yoludur. Binom dagilimi i¢in bu fonksiyon, binom teoremi saye-
sinde kapal1 bi¢cimde hesaplanir. Ayni hesap, kiiciik degisikliklerle, karakteristik fonksiyonu (Tanim 17.1)
ve carpimsal moment iireten fonksiyonu (Tanim 17.3) da verir; ikincisi, carpimsal momentleri hesapsiz
uretir.

Teorem 20.3 (Binom Daglhmmm Uretici Fonksiyonlarl). X ~ B(n,p) olsun. O zaman:

(a) Hert € R icin My (t) = pe +1-— 2) (q + pet)

(b) M%(0) = np ve M5 (0) = n(n — 1)p* + np; dolaymyla E(X) =np, E(X?) =n(n—1)p* +np ve
Var (X) = np(1 —p).

(c) Karakteristik fonksiyonu ve carpimsal moment iireten fonksiyonu hert € R icin tanmimhidir ve
ex(t) = (g+pet)*,  Nx(t)=(g+pt)™
@d)k=1,2,...,n icin k. ¢carprmsal moment
E[X(X-1)(X-k+1)]=nn—1)(n—k+ 1) pk
olur; k > n i¢in bu moment sifirdur.

ispat.
(a) X kesikli oldugundan Tanim 17.2 geregi
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M(t) = E tX\ tz(n) T n—T _ (n) e on—z
x(t) = E(e'X) ;e L) ;Ox(pe)q
Bu, a = pe' ve b = q i¢in (a + b)™ nin binom agilimidir (Teorem 5.4); éyleyse My (t) = (pe' + q)™ dir.
Toplam sonlu oldugundan hert € R igin tanimhdir.
Ayni sonuca Onerme 20.2 iizerinden de ulasilir: X4, ..., X,, bagimsiz B(1,p) degiskenleri ise (Tanim 14.1)
e!X1, ..., et%n de bagimsizdir ve bagimsiz degiskenlerin ¢arpiminin beklenen degeri beklenen degerlerin

carpimidir (Teorem 18.1; n ¢arpan igin, ettt Xn 1) jle etXn bagimsiz oldugundan tiimevarimla).

Oyleyse
My o, () = B (e ) = [[ B (% )= [[(a+pet) = (+ pet)™
i=1 i=1
burada her ¢arpan Onerme 20.1 (c) den geldi.
(b) Zincir kurahyla tiirev alalim. q + pe®’nin tiirevi pe® oldugundan
M (t) = n(q + pe*)" " pe’,
M5 (t) = n(n—1)(g+pe')" 2 (pe")* + n(q + pe’)" " pe'.
t =0°daq+ pe® = q+ p =1 oldugundan
M5%(0)=n-1-p=np, M%(0) = n(n—1)p* + np.
Teorem 17.4 geregi E(X) = M%(0) = np ve E(X?) = M%(0) = n(n — 1)p? + np dir. Onerme 16.3 ile
Var (X) = n(n—1)p* +np — (np)* = np —np® = np(1 — p).

Bu, Teorem 20.2'nin iigiincii bir ispatidir.

(c) My biitin R iizerinde var oldugundan Onerme 17.1 geregi @ (t) = My (it) = (q + pei*)™ dir.
Dogrudan hesap da ayni seyi verir: (a) daki toplamda e* yerine €' yazilir; binom agilimi karmasik sayilar
icin de gecerlidir. Carpimsal moment iireten fonksiyon icin Tanim 17.3 geregi

Nx(t)=FE (t*)= itm(;l)p”q"’m = i(g)(pt)‘”q"” = (¢ +pt)";
z=0

=0

bu, t’nin n. dereceden bir polinomudur ve her gercel t icin tamimhdir. Beklendigi gibi My (t) = Nx(e')
ve px(t) = Ny (e') dir .

(d) Nx sonlu bir toplam oldugundan terim terim tiirevlenir. 4 t* = x(z — 1)-(x — k + 1) t** oldu-
gundan

k
NP (1)

ix(x —1)(z—k+1) (Z)pan—w —E[X(X DX —k+1)];
=0

son esitlik, Tamm 16.1'in g(z) = x(x — 1)---(x — k+ 1) fonksiyonuna uygulanmasidir (x < k igin
carpim sifirdwr, dolayisiyla o terimler diiser). Ote yandan (q + pt)™ kapal bigimini zincir kuralyyla k kez
tirevlersek k < n igin

NP (t) = n(n—1)(n —k+ 1) p*(g +pt)"*,

k > n icin ise N)((k)(t) =0 bulunur. t = 1’de ¢+ p =1 oldugundan N}((k)(l) =n(n—1)-(n—k+
1) p* dur. Iki hesabi karsilastirmak (d)‘yi verir,

k=1vek=2icin E(X) =npveE ( X(X —1) )= n(n—1)p? cikar; bunlar Teorem 20.2'nin birinci
yolundaki ara sonuglardir ve oradaki gibi Var (X) = n(n — 1)p? + np — n?p? = npq verir. Boylece
varyans i¢in dordiincii bir yol elde edilmis olur.

|
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Moment iireten fonksiyonun asil giicti, Teorem 17.5 ile birlestiginde ortaya ¢ikar: moment iireten fonksi-
yonu (q + pe')™ olan her rastgele degisken B(n, p) dagilimlidir. Bu, bir toplamin binom olup olmadigint
anlamanin en hizl yoludur.

Teorem 20.4 (Bagimsiz Binom Degiskenlerinin Toplami). X ~ B(n,p) veY ~ B(m,p) bagimsiz
rastgele degiskenler olsun (ayni p ile). O zaman

X+Y ~B(n+m,p)
olur. Daha genel olarak, X, ..., X, bagimsizve X, ~ B(n;,p) ise X; + - + X}, ~ B(ny + - + ny, p) dir.

ispat.
X ve Y bagimsiz oldugundan (Tanim 14.1) !X ve 'Y de bagimsizdir; Teorem 18.1 geregi bagimsiz
degiskenlerin carpiminin beklenen degeri, beklenen degerlerin carpimidir. Oyleyse hert € R igin

My, y(t) = E (eXe )=E (X ) E (e )= Mx(t) My(1).
Teorem 20.3 ile
My y(t) = (¢ +pe') (g +pe)™ = (¢ +pe")"*™,  teR.

Sag taraf, B(n + m, p) dagiliminin moment iireten fonksiyonudur ve hert icin tanimlidir. Moment iireten
fonksiyon dagilimi tek bigimde belirlediginden (Teorem 17.5) X +Y ~ B(n + m,p) dir. Genel ifade, bu
sonucun k — 1 kez ardisik uygulanmasiyla ¢ikar: X; + X5 ~ B(nq + nq,p); bu toplam X ‘ten bagimsiz
oldugundan X| + X, + X5 ~ B(ny + ny + ng, p); ve boyle devam eder.

|

Teoremin sezgisel anlami agiktir: n denemedeki basarilar1 m denemedeki basarilara eklemek, n + m
denemedeki basarilar1 saymaktir; yeter ki biitiin denemeler bagimsiz ve ayni p’li olsun. Onerme 20.2 da
bu teoremin n,; = - = n;, = 1 6zel halidir.

1 Konvoliisyon ve Vandermonde 6zdesligi

Konvoliisyon formiilii (Onerme 15.3), teoremi bir sayma 6zdesligine baglar. X ~ B(n,p) ve Y ~
B(m,p) bagimsiz ise k = 0,1, ...,n + m i¢in

B S > [ > 1

burada toplam max(0, k — m) < j < min(n, k) iizerinden alnir. Ote yandan Teorem 20.4 geregi bu
olasilik (™4™ )p*qntm=F ya esittir. Ikisini karsilastirinca

;(?)(knjg) B (”Zm)

Vandermonde 6zdesligi cikar: olasilik kurami, bir sayma 6zdesligine ispat vermis olur. Ozdesligin
dogrudan yorumu da aynidir: n 4+ m nesneden k tanesini segmek, ilk n’den j tane ve son m’den k —
J tane se¢menin biitiin j degerleri izerinden toplamudir.
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320 Boliim 20. Bernoulli ve Binom Dagilimlari

Basari olasiliklari farkliysa toplam binom degildir

Teorem 20.4'nde “ayn1 p” kogulu vazgecilmezdir. X ~ (B, %) veY ~ (B, %) bagimsiz olsun. O zaman

1 1 2 1 1 1 1
My 0= (5+3¢) (5+5¢) =5+ 3¢+

X + Y degerlerini {0, 1, 2} de aldigindan binom olsaydi ancak B(2, p) olabilirdi; o dagilimin moment
1 1

iireten fonksiyonu (q + pe!)? = ¢% + 2pq et + p?e?*’dir. thsayllarl esitlersek p? = 5 ve ¢ = 3
gerekir; ama o zaman p + ¢ = \/Lg + \/Lg ~ 0,986 # 1 olur. Oyleyse X + Y binom dagilimli degildir.
Farkli p’li bagimsiz Bernoulli degiskenlerinin toplamina Poisson binom dagilimi denir; onu bu
kitapta ele almayacagiz.

20.5 Uygulama: Kalite Kontrol

Binom dagiliminin en yaygin uygulamasi, bir yigindan alinan 6rnekteki kusurlu birim sayisidir. Agsagidaki
ornek hem olasilik hesaplarini hem de beklenen deger, varyans ve Chebyshev esitsizliginin somut bir
dagilimda nasil calistigini gosteriyor.

Ornek 20.2 (Kalite Kontrol). Bir iiretim bandindan ¢ikan parcalarin %5’i kusurludur ve pargalarin
kusurlu olup olmamas: birbirinden bagimsizdir. Banttan rastgele 20 parca alinip inceleniyor; X, bunlar
arasmdaki kusurlu parca sayis1 olsun.

(a) Ornekte en cok bir kusurlu parca bulunma ve en az iki kusurlu parca bulunma olasiliklarini bulunuz.
(b) E(X), Var (X) ve 0x’i hesaplaymz.

(c) P(X > 4) olasthigin tam olarak hesaplayiniz ve Chebyshev esitsizliginin verdigi tist sinirla karsilag-
tirmiz.

(d) En az bir kusurlu par¢a bulma olasiliginin 0, 9’u agmasi i¢in kag parca incelenmelidir?

Coziim.
Her parca bir Bernoulli deneyidir: bagsar1 “kusurlu ¢ikmast”, p = 0,05, ¢ = 0,95. Parcalar bagimsiz
oldugundan Teorem 20.1 geregi X ~ B(20; 0, 05) ve

fx(z) = (?)(0,05)9”(0,95)20—2 r=0,1,..,20.

(a) Kuguk z degerleri i¢in olasiliklar1 hesaplayalim. (200) =1, (210) = 20, (220) =190, (230) = 1140:
fX(O) = (07 95)20 ~ 0) 35857
fx(1)=20-0,05-(0,95)1% = (0,95)'9 ~ 0,3774,
fx(2) =190 (0,05)% - (0,95)'® = 0,475 (0,95)'® ~ 0, 1887,
fx(3) =1140- (0,05)3 - (0,95)1" = 0,1425 - (0,95)7 ~ 0,0596.
Dolayisiyla
P(X <1)= fx(0)+ fx(1) ~ 0,3585+0,3774 =0,7358, P(X >2)=1—P(X <1)=~0,2642.

Yirmi parcalik bir 6rnekte iki ya da daha ¢ok kusurlu par¢a bulunma olasilig1 yaklasik dértte birdir.
(b) Teorem 20.2 ile

E(X)=20-0,05=1, Var (X)=20-0,05-0,95=0,95, oy =/0,95 ~ 0,9747.

Ortalama olarak yirmi parcada bir kusurlu bulunur.
(c) Tam deger, tiimleyen tizerinden:

P(X 24)=1—( fx(0)+ fx(1) + fx(2) + fx(3) ) = 1 —0,9841 = 0, 0159.
Chebyshev esitsizligi (Teorem 16.4), her € >0 i¢in P (| X — E(X) | >¢) < Var (X)/e? der.

E(X) =1 oldugundan (X >4) = (X — 1 > 3)’tiir; X > 0 oldugu i¢in X — 1 < —3 olay1 bogtur ve
dolaysiyla (X >4) = ([ X —1|>3 )’tire=3ile
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20.5 Uygulama: Kalite Kontrol 321

0,95
P(X24):P(|X—l\23)§Tm0,1056.
Smir dogrudur ama gevsektir: gercek olasilik 0,0159, siirmn yaklasik yedide biridir. Chebyshev
esitsizligi dagilim hakkinda yalnizca beklenen deger ile varyansi kullandigindan bu kabalik beklenir;
dagilimi tam olarak bildigimiz yerde olasilig1 dogrudan hesaplamak her zaman daha iyidir.
(d) n parca incelensin; kusurlu sayis1 X,, ~ B(n; 0,05) olsun. En az bir kusurlu bulma olasilig1

P(X,>1)=1—P(X, =0)=1—(0,95)"

oldugundan kosul 1 —(0,95)™ > 0,9, yani (0,95)™ < 0,1’dir. Her iki tarafin logaritmasini alinca
nln0,95 <1In0,1 olur; In0, 95 < 0 oldugundan bu sayiya bélerken esitsizlik yon degistirir:

n0,1  —2,3026
1 <1 1 > L~ ’
nln0,95 <m0, 1< n = 17e ~ =0 0513

~ 44, 89.

Oyleyse en az 45 parca incelenmelidir. Saglama: (0,95)%* ~ 0,1047 > 0, 1, ama (0, 95)*° ~ 0,0994 <
0,1.
|

20.6 En Olas1 Deger

Ornek 20.1'ndaki tabloda olasiliklar en bityiik degerinden sonra diizenli olarak azaliyordu; fx (0) = fx (1)
esitligi de dikkat cekiciydi. Bu davranig geneldir: binom olasiliklar: bir tepeye kadar artar, sonra azalir.
Tepenin yerini, yani olasilik fonksiyonunun en biiyiik degerini aldig1 noktay1 — en olasi degeri ya da
modu — kesin olarak belirleyebiliriz. Anahtar, ardigik olasiliklarin oranidir: oran 1’den buiyiikken dizi
yiikselir, 1’den kiigiikken algalir.

Onerme 20.3 (Binom Dagiliminin En Olasi Degeri). X ~ B(n,p) ve0 < p < lolsun.x = 1,2,...,n
icin

fx(z) _”*$+1. p

fx(z—1) z 1—p

ve dolayisiyla
fx(@) > fx(z-1)ez<(n+lp, fx(@)=fx-1)er=n+1lp, [fx(@)<fx@-1)sz>n+1p

Sonug olarak:

(a) (n + 1)p bir tam say1 deilse fy en biiyiik degerini yalnizca x* = |(n + 1)p| noktasinda alir; burada
|| tam kissm fonksiyonudur.

(b) (n+ 1)p = m bir tam say1 ise fx en biiyiik degerini tam olarak iki noktada, m — 1 ve m’de alir ve
fx(m—1) = fx(m)dir

Her iki durumda da en olasi deger np — q < * < np + p araligindadir; yani beklenen deger np’den en ¢ok
1 uzaktadr.

Ispat.
Oran.1 < x < nigin
() n! (e—D(n—z+1)! n—z+1
(,",) =z (n—az)! n! B x
oldugundan
Ix@) _ G m—z+lop
fx(@—=1)  ()p*tgntt z q

0 < p < 1 oldugundan biitiin fx(x) degerleri pozitiftir ve oran tanimlidir.
Isaret. Oranin 1 ile karsilastirilmast, xq > 0 ile carpilarak bir dogrusal esitsizlige doniisiir:

Acik Matematik - acik-matematik.com 321 CC BY-NC-SA 4.0


https://acik-matematik.com
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.tr
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fx(z)
fx(z—1)
Aynmi adimlar “>" yerine ‘=" ve “<” ile de gecerlidir; bu, ifadedeki ii¢ denkligi verir. Demek ki
fx(0), fx(1), ..., fx(n) dizisi, x < (n+ 1)p oldugu siirece kesin artar, x > (n + 1)p oldugu andan
itibaren kesin azalir.
(a) (n + 1)p tam sayi olmasin ve z* = |(n + 1)p] olsun. 0 < (n + 1)p < n + 1 oldugundan 0 < z* <
n’dir 1 < x < z* olan herz iginz < x* < (n + 1)p, dolayisiyla fx(x) > fx(x —1):

fx(0) < fx(1) <o < fx(z").
z*+1<z<molanherz iginx > z*+1 > (n+ 1)p, dolayisiyla fx(z) < fx(z —1):
fx(@) > fx(@® +1) > > fx(n).

Oyleyse en biiyiik deger yalnizca x*’da alinir.
(b) (n+ 1)p =m tam sayi olsun; 0 < m < n+ 1 oldugundan 1 < m < n’dir. ¢ < m icin dizi kesin
artar, z = m i¢in fx(m) = fx(m — 1) vex > m icin kesin azalr:

fx(0) < < fx(m—1) = fx(m) > fx(m+1) > > fx(n).

>leh—z+l)p>zgq=z(l—p)np—ap+p>cr—ap< (n+1)p > .

En biiyiik deger tam olarak m — 1 ve m noktalarinda alinir.

Swnarlar. (a) durumunda tam kismin tammi geregi (n+ 1)p—1 <z* < (n+ 1)p, yani np —q <
z* < np+ p’dir. (b) durumunda iki modm —1= (n+1)p — 1 =np — q ve m = np + p’dir. Her iki
durumda danp — q < x* < np + p saglanir; aralgin uzunlugu p + q = 1’dir.

|

Sonucun pratik dzeti: en olas1 deger, (n + 1)p’nin tam kismidir; (n + 1)p tam say1ysa onun bir eksigi
de ayni olasiliga sahiptir. Beklenen deger np genellikle tam say1 degildir ve zaten “alinan bir deger” olmak
zorunda degildir; en olas1 deger ise her zaman Dy ’in bir elemanidir ve beklenen degerin hemen yaninda
durur.

Ornek 20.3 (En Olas1 Deger Hesaplar1). (a)n =10vep =0,2; p =0,5; p = 0,8 icin binom dagili-
minin en olast degerini bulunuz ve olasilik fonksiyonlarini kargilagtiriniz.

(b) Ornek 20.1'ndaki (B, ¢ ) dagiiminda fx (0) = fx (1) esitligini Onerme 20.3 ile agiklayiniz.

(c) Hilesiz bir para dokuz kez atildiginda tura sayisinin en olasi degerini bulunuz.

Cozim.

(a) U¢c durumda dan + 1 = 11’dir:

+ p=0,2i¢in (n+ 1)p = 2, 2; tam say1 degildir, en olas1 deger |2, 2| = 2’dir. Beklenen deger np =
2dir.

« p=0,5i¢in (n + 1)p = 5, 5; en olas1 deger |5, 5| = 5’tir. Beklenen deger 5’tir.

+ p=0,8i¢in (n+ 1)p = 8, 8; en olas1 deger |8, 8| = 8'dir. Beklenen deger 8dir.

Olasilik fonksiyonlarini dort ondalikla hesaplayalim (f(x) = ( 1050 ) p* (1 — p)to—=).

T 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
p=  0,1074 0,2684 0,30200,2013 0,0881 0,0264 0,0055 0,0008 0,0001 0,0000 0,0000
0,2
p=  0,0010 0,0098 0,0439 0,1172 0,2051 0,24610,2051 0,1172 0,0439 0,0098 0,0010
0,5
p=  0,0000 0,0000 0,0001 0,0008 0,0055 0,0264 0,0881 0,2013 0,30200,2684 0,1074
0,8

)

Tablo ii¢ seyi gosterir. Birincisi, her satir tek tepelidir ve tepe, Onerme 20.3'un éngérdiigii yerdedir.
Ikincisi, p = O,“5 satir1 x = 5 etrafinda simetriktir; ¢ciinki (1300) = (1&830) ve p = g oldugundan f(x) =
f(10 — z)’tir. Ugiinciisti, p = 0, 8 satir1 p = 0, 2 satirinun ters ¢evrilmisidir: B(10; 0, 8)’in z’teki olasi-
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20.6 En Olas1 Deger 323

Lig1, B(10;0,2)’nin 10 — z’teki olasiligina esittir. Bunun genel nedeni, X ~ B(n,p) iken n — X ~
B(n,1 — p) olmasidir (Aligtirma 20.1, (e) sikki): bagari ile bagarisizligin adlar1 degistirildiginde bagar1
sayisi n — X olur.

p=02 p=05 p=038
np=2 np =28
0,3 ] 0,3 0,3 ]

0,2 0,2 0,2

0,1 0,1 0,1

ps HDE_ BN (|| [ — _EDH il

0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10

Sekil 20.2: n =10 i¢in binom olasilik fonksiyonu. Kiitle np cevresinde toplanir: p = 0,5'te simetrik, kiigiik
p'de saga, buyiik p'de sola garpiktir. Cubuklarin toplam yiiksekligi her panelde 1'dir.

b)yn=5p==z: i(;in (n+1)p =6z = 1bir tam sayidur. Onerme 20.3 (b) geregi en bityiik olasilik tam
olarak m —1 = 0 vem=1 noktalarmda alinir ve f fx QO )’dir. Tabloda gordugumuz fx(0) =
fx(1) = 2128 esitligi budur. Oranla da dogrulamr 5 }H 1— =5
(c) Turasayis1 X ~(B, %) ve (n+1)p=10- 3 = 5 tam sayidir. En ola31 degerler 4 ve 5’tir:
9\ 1 126 63 9\ 1 126 63
4 — _ = — = — 5 — _ = — = —
Ix®) (4)29 2 zm6 X0 (5)29 512 256

Beklenen deger np = 4,5 almabilen bir deger degildir; en olas1 degerler onun iki yanindaki tam
sayilardir. Tek sayida hilesiz para atiginda durum hep béyledir: n tek ise (n + 1) /2 tam sayidir ve "Tfl
ile "+1 esit olasilikli iki moddur.

20.7 Alistirmalar

Alistirma 20.1 (Bernoulli ve Binom Dagilimlar1 Uzerine Alistirmalar). (a) X ~ (B, %) olsun.
Olasilik fonksiyonunu ve dagilim fonksiyonunu tablo halinde yaziniz; P(1 < X < 3), E(X) ve Var (X)’i
bulunuz.

(b) Hilesiz bir para sekiz kez atiliyor. Tam dort kez tura gelme olasilifini ve turalarin yazilardan ¢ok olma
olasiligini bulunuz.

(¢) X ~ B(1,p) icin Var (X) < 1 oldugunu ve esitligin yalnizca p = 1’de saglandigin1 gésteriniz.
Buradan Y ~ B(n, p) i¢in Var (Y) < 7 oldugunu cikariniz.

(d) Bir X rastgele degiskeninin moment iireten fonksiyonu My (t) = ( + 3et) olsun. X’in dagilimim
belirleyiniz; E(X), Var (X) ve P(X > 5)’i bulunuz.

() X ~ B(n,p) isen — X ~ B(n,1 — p) oldugunu hem olasilik fonksiyonuyla hem de moment tireten
fonksiyonla gosteriniz.

(f) Hilesiz bir zar kag kez atilmalidir ki en az bir kez 6 gelme olasilig1 0,9’u agsin?

(g) X ve Y bagimsiz ve her ikisi de (B, %) dagiliml olsun. P(X + Y = 3)’0 6nce Teorem 20.4 ile, sonra
konvoliisyon formiiliiyle hesaplayiniz.

(h) (Bl, i) ve B(15; 0, 3) dagilimlarinin en olas1 degerlerini bulunuz.

Cozim. a
(@) fx(z) = (i)(%)w(§)47$ = ($)821 . Katsayilar 1,4, 6,4, 1; kuvvetler 16,8, 4,2, 1:
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T 0 1 2 3 4

Ix(@) st s s 51 51

Fx(x) 5t & z 8 1
Saglama: 16 +32+24 + 8+ 1 =81. P(1 < X < 3) = Fy(3) — Fx(0) = 8516 = 82 Teorem 20.2
ile B(X)=4-1=4%veVar (X)=4-1 2 =23 Enolasideger |5 1| = 1'dir; tabloyla uyusur.
(b) Tura sayis1 X NzB, ), fx(z) = (3)/256.

8
70 35
P(X =4) G) _ = ~0,2734.

T 256 256 128
Turalar yazilardan ¢oksa X > 8 — X, yani X > 5’tir:

8 8 8 8

Simetri geregi P(X < 3) de 5o dir ve 5o + 27?06 + 5o =1 cikar.

(c) Onerme 20.1 ile Var (X) = p(1 — p) = p — p?. Kareye tamamlayarak

, 1 (2 +1)_1 ( 1)2<1
p—pi= (PP =7 \p <

4 2

ve esitlik ancak (p— %)2 =0, yani p :% iken saglanir. Y ~ B(n,p) i¢in Teorem 20.2 geregi
Var (Y) =np(l—p) <n-%=2tir.

(dg=1p=3ven=-6ile My(t) = (q+pe)° (B, 3) dagimmm moment iireten fonksiyonudur
(Teorem 20.3). Moment treten fonksiyon dagilimi tek bicimde belirlediginden (Teorem 17.5) X ~

(B, 2)’tiir. Buradan E(X) =6-3 = ve Var (X) =6-3-1 =3 Ayrca

5 6 .
P(X >5) = (6) (3) 1 (3) _6-2434720 1458+ 729 _ 2187

5)\1) 17 \1 2096~ 4006 4096 ~ 00339

(€)Y =n— X olsun; Y de {0, 1, ..., n}’de deger alir. y bu kiimede iken
n n n
PY =y)=PX=n-y)= ( )p"‘yqy= ( )qyp”‘y= ( ) 1-p) (1=(1—=p)"%
=y =Px=n-9p=(" ' ") (1= 0-p)
ciinkil (nT_Ly) = (Z)’dir. Bu, B(n,1— p)’nin olasilik fonksiyonudur. Moment iireten fonksiyonla:
et = emte™*X oldugundan
My<t) = CntMX(—t) = Cnt ( q +p€_t)n = ( etq +p)n = (p + (1 —p)et)",

ve bu, B(n,1 — p)’nin moment iireten fonksiyonudur; Teorem 17.5 sonucu verir.
(f) n atista 6 gelme sayis1 X, N(B, %) veP(X,>1)=1— (%)n’dir. Kosul (g)n <0,1, yani
In0,1  —2,3026

> ~ ~ 12,63.
"= n(s/6) "~ —0,1823 7

En az 13 atig gerekir. Saglama: (%)12 ~ 00,1122, dolayisiyla 12 atigta olasilik ~ 0,888 < 0, 9; (%)13 ~
0, 0935, dolayisiyla 13 atista olasilik ~ 0,907 > 0, 9.

(g) Teorem 20.4 geregi X +Y ~(B 1) ve
(B)L-n_3
3/26 64 16

’2
Konvoliisyonla (Onerme 15.3), fx (k) = fy (k) = (3)/8 oldugundan

P(X+Y =3)

3

1 SN/3 3 1-1+3-34+43-3+1-1 20 5
P(X+Y =3)= k k)= — - N _9
Xy =9 =3 im0 =55 () (5° ) i 5o
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Toplamin (g) = 20 ¢ikmas1 Vandermonde 6zdesliginin n = m = k = 3 hélidir.

(h) (Bl,;ll) icin (n+1)p=12- }l =3 tam sayidir; Onerme 20.3 (b) geregi en olasi degerler 2
ve 3’tiir. Dogrulama: f(2) = (121)43% = 5519083 ve f(3) = (131)% = 1655561 paylar 55 - 19683 =
1082565 = 165 - 6561 ile esittir ve ortak deger yaklagik 0,2581’dir. B(15;0,3) i¢in (n + 1)p = 16 -
0,3 = 4,8 tam say1 degildir; tek en olasi deger |4,8] = 4’tir (f(4) ~ 0,2186; komgular1 f(3) ~
0,1700 ve £(5) ~ 0, 2061).

|

Binom dagiliminda n buytrken p ki¢iilityor ve np carpimu sabit kaliyorsa olasiliklar tek bir parametreye
bagl yeni bir dagilima yaklasir; nadir olaylarin sayisini betimleyen bu dagilimi bir sonraki bolimde
inceliyoruz: Poisson Dagilimi.
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21.1

21. Poisson Dagilimi

Bernoulli ve Binom Dagilimlar:1 bélimiinde, n bagimsiz denemede gozlenen bagar1 sayisinin binom
dagilimina sahip oldugunu gordiik. Binom dagiliminin iki parametresi vardir: deneme sayisi n ve basari
olasilig1 p. Uygulamada sik kargilagilan bir durum, n’nin ¢ok biiyiik, p’nin ¢ok kigiik, ama carpimlari
np’nin 1liml bir say1 olmasidir. Bir kitabin bir sayfasindaki bask: hatalari, bir ¢agri merkezine bir dakikada
gelen cagrilar, bir radyoaktif maddenin bir saniyede yaydig1 parcaciklar, bir sehirde bir giinde olan trafik
kazalari bu tirdendir. “Deneme” sayis1 (harfler, saniyeler, atomlar, siiriiciiler) ¢ok bityiiktiir; her denemede
“bagar1” (hata, ¢agri, bozunma, kaza) olasilig: ¢ok kiigiiktiir; ama ortalama basar sayis1 1, 3 ya da 10 gibi
makul bir sayidir.

Boyle durumlarda binom olasiliklarini dogrudan hesaplamak zahmetlidir ve aslinda gereksizdir: n — oo,
p — 0 ve np — A iken binom olasiliklari, yalnizca A’ya bagl olan bir limite yaklasir. Bu limit dagilim
Poisson dagilimidir; adini, bu limiti 1837’de inceleyen Siméon Denis Poisson’dan alir. Poisson dagilimi,
bir zaman araliginda ya da bir bolgede gozlenen “nadir olay” sayilarmin dogal modeli oldugundan olasilik
teorisinin en c¢ok kullanilan kesikli dagilimlarindan biridir.

Bu béliimde sunlari 6grenecegiz: Poisson dagiliminin tanimi ve olasilik fonksiyonunun toplaminin bir
oldugunun iistel seriyle gosterilmesi; ardigik olasiliklarin orani ve dagilimin en olasi degeri; beklenen
degerin de varyansin da A oldugu; moment ireten, karakteristik ve carpimsal moment iireten fonksi-
yonlar; bagimsiz Poisson degiskenlerinin toplaminin yine Poisson oldugu; ve binom dagilimina Poisson
yaklasiminin her ¢arpanin limitini ayr1 ayri bulan tam ispati. Her sonucu sayisal 6rneklerle sinayacagz.

Tanim ve Olasilik Fonksiyonu

Poisson dagilimini 6nce dogrudan, bir olasilik fonksiyonu formiilityle tanimlayacagiz; binom dagilimiyla
bagini boliimiin sonunda kuracagiz. Formiiliin nereden geldigini simdiden sezmek i¢in su kadarini akilda
tutmak yeterlidir: binom olasihgindaki (1 — p)"~* carpani, p = A/n ve n biiyiik iken e *’ya, (")p®
carpani ise A” /z!’e yaklagir.

Tamim 21.1 (Poisson Dagilimi1). A > 0 bir sabit olsun. Deger kiimesi Dy = {0,1,2,...} olan bir X
kesikli rastgele degiskeninin olasilik fonksiyonu

fX(fL') = {e;!)\wax =0,1,2,..

0, diger durumlarda

ise X, A parametreli Poisson dagilimina sahiptir denir ve X ~ Poisson () yazilir.

Tanim tizerine birka¢ gozlem. Deger kiimesi sonsuz sayilabilir bir kiimedir; binom dagilimindan farkl
olarak X’in alabilecegi degerlerin bir iist sinir1 yoktur. Dagilimin tek parametresi A’dir ve A’'nin tam say1
olmasi gerekmez. 0! = 1 ve A’ = 1 oldugundan fy (0) = e~*’dir; bu, “hi¢ olay olmamas1” olasiligidir ve
Poisson hesaplariin ¢cogunda baslangi¢ noktasidir.

Tanimda fy’e “olasilik fonksiyonu” dedik; ama bir fonksiyona bu ad1 verebilmek i¢in degerlerinin negatif
olmamasi ve toplaminin 1 olmasi gerekir (Onerme 10.1). Bunu dogrulamak zorundayiz; hesabin tamami
iistel fonksiyonun kuvvet serisine dayanur.

Olgerme 21.1 (Poisson Olasilik Fonksiyonunun Gegerliligi). A > 0 olsun.z = 0,1, 2, ... icin f(x) =
efz!)‘w ile tanmimlanan fonksiyon su iki kosulu saglar:

(i) herz =0,1,2, ... icin f(z) > 0;

(i) S flx) =1

Dolayisiyla f, deger kiimesi {0, 1,2, ...} olan bir kesikli rastgele degiskenin olasilik fonksiyonudur.

fspat.
(i) e > 0,)% > 0 vex! > 0 oldugundan iiciiniin ¢arpimi ve boliimii de pozitiftir.
(ii) Ustel fonksiyonun kuvvet serisi her u € R icin yakinsaktir ve
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esitligi gecerlidir. e carpani x’e bagh olmayan bir sabit oldugundan toplamin disina alinabilir; u = X
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bulunur. Boéylece f, Onerme 10.1'ndeki (1) ve (2) kosullarini saglar. Boyle bir f nin gercekten bir rastgele
degiskenin olasilik fonksiyonu oldugunu gérmek icin Q = {0,1,2, ...}, U = P(Q) alalim ve her w € Q
noktasina p,, = f(w) agirhgini verelim; Onerme 4.3 geregi P(A) = > wen f(w) bir olasiik olciisiidiir.
X (w) = w ile tanimlanan rastgele degisken icin P(X = z) = P({z}) = f(x) olur; yani X ’in olasilik
fonksiyonu (Tanim 10.2) tam olarak f’dir.

|

X ~ Poisson (A) degiskeninin dagilim fonksiyonu (Tanim 9.1), < 0 i¢in Fx(z) = 0 ve > 0 i¢in
/\k
Fy(z)=P(X <z)=e?> =

olan bir basamak fonksiyonudur; burada |z |, 2’i agsmayan en bilyiikk tam sayidir. Bu toplamin temel
fonksiyonlarla yazilabilen kapali bir formuli yoktur; olasiliklar terim terim toplanarak bulunur. En ¢ok
kullanilan 6zel durum, “en az bir olay” olasiligidir:

PX>1)=1-P(X=0)=1—¢"

Ardisik Oran ve Mod

Poisson olasiliklarini art arda hesaplarken her seferinde faktoriyel ve kuvvet almak gerekmez: bir terim-
den bir sonrakine tek bir carpma ile gecilir. Ayn1 gézlem dagilimin bicimini de belirler: olasiliklar 6nce
artar, sonra azalir ve en yiiksek degerini A’'nin yakininda alir.

Onerme 21.2 (Ard1§1k Oran ve Mod) X ~ Poisson () ve f = fx olsun.

(i) Herz = 0,1,2, ... icin f(;(;)l) = w+1

ii)z+1<A lken flz+1)> f(x);z+1=Aiken f(x +1) = f(x);x+ 1> Xiken f(x + 1) < f(z).
(iii) m = | A| olsun. A tam say: defilse f en biiyiik degerini yalnizca x = m noktasinda alir. A tam say ise
f en biiyiik degerini x = A — 1 ve x = X noktalarinda alir ve f(A — 1) = f(X\) dw. Yani X’in modu (en

olasi degeri) | \| ‘dir; A tam say1 oldugunda A — 1 de moddur.

ispat.
(i) (z+ D= (z+1)- 2! oldugundan
fla+1) e A /(z4+1)1 A= D
flz) e\ [z o (x4 241

(ii) f(x) > 0 oldugundan f(x + 1) > f(x) esitsizligi, oranin 1’den buyuk olmasina, yani 25 > 1, yani
z + 1 < X olmasina denktir. Aynl nedenle f(z + 1) = f(z) e§1tllg1 =1, yaniz+1= )\ olmaszna
flx+1) < f(x) esitsizligi ise == a:+1 <1, yaniz + 1 > X olmasina denktlr (x +1 > 0 oldugundan 2+ =
ile 1’i karsilastirmak, X ile x + 1’i karsilastirmakla ayni seydir.)

(iii) m = |\] icinm < X\ < m + 1 oldugunu hatirlayalim. Once X\’nin tam sayr olmadigini varsayalim;
ozamanm < XNdirx =0,1,....m —1icinz + 1 < m < X oldugundan (ii) geregi

f0) < f(1) <+ < f(m)
olurx >miginz+1>m+1> X oldugundan
f(m) > f(m+1) > f(m+2) >

+1
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olur. Demek ki f en biiyiik degerini yalnizca m’de alwr.

Simdi A\ tam sayi olsun; 0 zaman m =
m — 1iginz + 1 = X oldugundan f(m) =

fO)<fQ)<-<f(m—1)z=
x4+ 1> X oldugundan f(m) > f(m
X — 1 vem = X noktalarinda alinir.

E(X) = Var(X) =1
0,3

0,2

0,1

X

N x =0,1,....,m

+1)>

E(X) = Var(X) = 4

Il

—2igcinz+1<m—1< A\ oldugundan

f(m —

1);z > m igin

-- bulunur. Demek ki en biiyiik deger tam olarakm — 1 =

E(X) = Var(X) = 10
0,3

0,2

x

_DDQHHH HHHUDDDE__

20 0 5 10 15 20 0 10 15 20

Sekil 21.1: Poisson olasilik fonksiyonu. A kiigiikken kiitle sifira yakin ve saga ¢arpik; A biiyiidiikce dagilim
A gevresinde simetriklesir ve normal egriye benzemeye baslar. Ortalama da varyans da A'dwr.

Sekil, ii¢ ayr1 A i¢in dagilimin bicimini gosterir. A = 1, 4 ve 10 tam say1 olduklarindan her birinde en
ytksek iki cubuk esit uzunluktadir: sirasiylaz = Qile 1,z = 3ile 4 ve x = 9ile 10. A < 1 oldugunda mod
0’dir ve olasiliklar bastan itibaren azalir. A bitytidiikce dagilim saga kayar, yayilir ve giderek simetrik bir
can bicimine yaklagir; bu bigimin ad1 olan normal dagilimi ileride taniyacagiz. Yayilmanin nedeni ise bir
sonraki teoremde ortaya c¢ikacak: varyans da A\’dur.

Tanimi ve ardisik orani ilk érnekte kullanalim. Ornek, parametrenin “ortalama olay sayis1” olarak yorum-
lanmasina dayanir; bu yorumun dogrulugunu Teorem 21.1'nde ispatlayacagz.

Ornek 21.1 (Sayfa Basina Baski Hatas1). Bir kitabin rastgele secilen bir sayfasindaki baski hatasi say1st
X, sayfa bagina ortalama % hata olacak bicimde Poisson dagilimina sahip olsun; yani X ~ Poiss@é).

(a) Sayfanin hatasiz olma olasiligini bulunuz.

(b) Sayfada en az iki hata bulunma olasiligini bulunuz.

(c) Bir sayfadaki en olas1 hata sayisini1 bulunuz ve = 0, 1, 2, 3, 4 i¢in olasiliklar1 tablo halinde veriniz.
(d) Kitap 400 sayfa ise ve sayfalardaki hata sayilari birbirinden bagimsizsa, hatasiz sayfa sayisimn
beklenen degerini bulunuz.

Cozim.
@@= % icin

P(X =0)=e 2~ 0,6065.

Sayfalarin yaklagik yiizde 61’i hatasizdir.
(b) Tiimleyen olaydan gidelim:

1
P(X>2)=1-P(X=0)—P(X=1)=1—e12 ¢ 12. 5= 1—36*1/2 ~ 10,9098 = 0,0902.
A== tam say1 olmadigindan Onerme 21.2 geregi mod [%J =0 d1r en ola51 durum sayfanin hatasiz
olma51d1r Ola5111klar1 ardisik oranla iiretelim: f(z + 1) = f(z) - -25 ve A =  oldugundan her terim
bir éncekinin 35— PeEsy] +1 katidur.
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T 0 1 2 3 4
Fx(2) e—1/2 %e*1/2 %e*1/2 %671/2 ﬁeq/z
yaklagik 0,6065 0,3033 0,0758 0,0126 0,0016

flk bes olasiligin toplami 0, 9998°dir; kalan 0, 0002, bes ve daha ¢ok hatali sayfalarin payidir.

(d) Her sayfa, 6tekilerden bagimsiz olarak, p = e~/2 olasilikla hatasizdir. Dolayistyla 400 sayfanin her
biri bir Bernoulli denemesidir (Tanim 20.2) ve hatasiz sayfa sayis1 Y ~ B(400, e~/2)’dir (Tanim 20.3).
Teorem 20.2 geregi

E(Y) =400e 12 ~ 242,6.

Kitapta ortalama 243 dolayinda hatasiz sayfa beklenir.
|

Beklenen Deger ve Varyans

Simdiye dek X’ya “ortalama olay sayisi” dedik; bunu ispatlamanin zamam geldi. Hesab:1 dogrudan
beklenen deger tanimiyla yapacagiz. Varyans icin ise E(X?)’yi dogrudan hesaplamak yerine ¢arpimsal
momentleri kullanacagiz: Beklenen Deger, Momentler ve Varyans béliimiinde tanimlanan (Tanim 16.2)
k. carpimsal moment E [ X(X —1)-+(X — k + 1) |, Poisson dagiliminda olaganiistii sade ¢ikar, ¢iinkii

2(z—1 m(,zf ) = = 1k), sadelesmesi faktoriyeli ortadan kaldirir.

Teorem 21.1 (Poisson Dagiliminin Momentleri). X ~ Poisson () olsun.

() E(X) = A

(ii) Her k=1,2,... icin k. carpimsal moment E [ X(X —1)+(X —k+1)]= Nedir. Ozel olarak
E[X(X—1)] =\

(iii) Var (X) = Aveoy = V.

ispat.
(i) Tanim 16.1 geregi E(X) = Z;O:O z fx(x) tir.x = 0 terimi sifirdir; x > 1igin 37 = ﬁ oldugundan
[es) —“A\z e} x—1 s
e )\ Y A Y AY AN
E(X):Zm- 2 [ = ?:Ae e =\
z=1 m:l y=0 7°

Ugiincii esitlikte y = x — 1 yazdik; son toplam iistel seridir. Serinin terimleri pozitif ve toplami sonlu
oldugundan seri mutlak yakinsaktir; yani beklenen deger vardur.

(ii) x < k iginx(x — 1)---(x — k + 1) carpuminin ¢arpanlarindan biri sifirdir; bu terimler toplama katki
vermez. x > k igin
r(x—1)(z—k+1) x! 1
x! S (z—k)lz! (z—Fk)

oldugundan

oo 7>\>\m o) )\sz
E[X(X—=1)~(X—k+1) :Z F= Mgy —
k

Y
= A2 E =g et = \F
—k)! = (z = y!

)!

bulunur; buraday = © — k yazdik. k =2 icin E | X(X —1) | = A\2dir.
(iii) X? = X(X — 1) + X oldugundan beklenen degerin dogrusalliiyla

E(X*)=E[X(X-1) ]+ E(X) =)+
Onerme 16.3 geregi
Var (X) = E(X?) = [E(X)P = A+ A -\ =\

veoy = /Var (X) = v\ olur.
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1 Ortalama ile varyans esittir

Poisson dagiliminin ayirt edici 6zelligi, beklenen deger ile varyansin ayni say1 olmasidir: E(X) =
Var (X) = A. Binom dagiliminda ise Var (X) = np(1 —p) = E(X)(1 —p) < E(X)’tir (Teorem
20.2); p — 0 iken bu iki biyiikligin oran1 1 —p — 1’e gider. Bu, binom dagilimimin kii¢iik p i¢in
Poisson dagilimina yaklagsmasiyla tutarlidir.

Ayni gozlem uygulamada bir saglama aracidir: gozlenen sayimlarin 6rnek ortalamasi ile 6rnek
varyansi birbirine yakinsa Poisson modeli makuldiir; varyans ortalamay1 belirgin bicimde asiyorsa
Poisson modeli yetersizdir.

Standart sapmamn /X olmasi, “yayillmanin ortalamaya gére daralmasi” demektir: A = 100 icin
standart sapma yalnizca 10°dur, yani gézlemler ortalamanin yiizde 10’u kadar bir bantta yogunlagir.
Bu, 6nceki sekilde A biiyiiditk¢e cubuklarin mutlak anlamda yayilmasina karsin ortalamaya oranla
toplanmasini aciklar.

Moment Ureten ve Karakteristik Fonksiyon

Bundan sonraki sonuglardan biri — bagimsiz Poisson degiskenlerinin toplami — en kisa yoldan iiretici
fonksiyonlarla ispatlanir; binom dagilimina yaklasim icin de tretici fonksiyonlarla ikinci bir okuma
verecegiz. Bu yiuizden Poisson dagiliminin moment ireten fonksiyonunu (Tanim 17.2), karakteristik
fonksiyonunu (Tanim 17.1) ve carpimsal moment iireten fonksiyonunu (Tanim 17.3) hesapliyoruz. Ucii de
ayni Ustel seri hesabina dayanir.

Teorem 21.2 (Poisson Dagiliminin Uretici Fonksiyonlar1). X ~ Poisson () olsun.
(i) Moment iireten fonksiyon hert € R icin tanimhidir ve

My (t) =MD teR.

(ii) Karakteristik fonksiyon

(iii) Carpimsal moment iireten fonksiyon
Ny(t)=E (t¥)=¢e"U  teR.

ispat.
Bu hesaplari Ornek 17.5 ve Ornek 17.7'da yapmstik; burada iiciinii toplu olarak kayda gegiriyoruz.
(i) Tanim 17.2 geregi My (t) = E ( etX )’dir. Kesikli degiskende bu beklenen deger bir seridir:

& e A\ > (Aet)”
My (t) = Zem : =e Z:O Q)" m!) :

|
=0 s

Burada e"* \* = (X\e')® yazdik. Son toplam, u = Xe® icin iistel seridir ve hert € R i¢in yakinsar. Dolay:-
siyla

MX(t) — €_>\€)\et — e)\et—/\ — e)\(et—l).

Seri hert icin yakinsadigindan M biitiin R de, ozellikle sifirin bir komsulugunda tanimlidir; bu yiizden
Teorem 17.4 ve Teorem 17.5 Poisson dagihimina uygulanabilir. '
(ii) Tanim 17.1 geregi px (t) = E ( eitX ) dir. Ayni hesap e yerine e’ ile yapilir:

. 67)‘)\z > ()\eit)x it it
@X(t) — Zeztz A — 67)‘ Z — 67)‘6>\e _ e)\(e 71).
= x!

|
=0 X
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Ustel seri karmasik sayilar icin de gecerlidir ve ‘)\e“ ’x/x' = N\ [z! terimlerinin toplami sonlu oldugundan
seri mutlak yakinsaktir.
(iii) Tanim 17.3 geregi Nx () = E ( tX ) 'dir. Ayni seri hesabiyla

Ny (t) = Zotm = o ZO = oA — pA(t—1)

bulunur.
Saglama. Teorem 17.4 geregi E(X) = M%(0) ve E(X?) = M%(0) dir. Zincir kuraliyla

M (t) = Xet eMe =D = Nt My (t), M4%x0)=X-1-1=X\
Bir kez daha tiirev alirsak
M5%(t) = Xet My (t) + Ae! M4 (t) = Ne! My () + \2e?! My (), M%(0) = XA+ A2

Béylece Var (X) = Mx(0) —OJ M}%(p)]z = A+ A2 —\2 = \; Teorem 21.1 ile uyusur. Carpimsal mo-
mentler icin Ny (t) = e 2o % biitiin R’de yakinsak bir kuvvet serisi oldugundan terim terim
tiretilebilir; yani Teorem 17.6'in tiirev ile beklenen degerin yer degistirme kosulu saglanir. Zincir kuraliyla
N;@(t) = NeeAt=D) pe N‘gc)(l) = X\F; Teorem 17.6 geregi bu sayt k. carpimsal momenttir ve Teorem
21.1'nin (ii) sikkiyla uyusur.

|

Tanim 17.3'in ardindan belirtildigi gibi My (t) = Ny (e')’dir; X’in degerleri negatif olmayan tam sayilar
oldugundan ayni kuvvet serisi karmasik argiiman icin de mutlak yakinsar ve ¢y (t) = Ny/(e') yazila-
bilir. Bu, yalnizca Poisson dagilimina 6zgii degildir; t*’in t = e® ve t = €’ degerlerinde X ve e®*X
olmasindan gelir.

Bagimsiz Poisson Degiskenlerinin Toplami

Bir dakikada gelen cagri sayis1 Poisson ise iki dakikada gelen cagri sayisi ne olur? Birinci ve ikinci
dakikadaki sayilar bagimsizsa yanit, iki bagimsiz Poisson degiskeninin toplamidir. Asagidaki teorem bu
toplamin yine Poisson oldugunu, parametrelerin ise toplandigim séyler. Bu 6zellik, Poisson dagiliminin
zaman ve bolge modeli olarak tutarl kullanilabilmesinin temelidir.

Teorem 21.3 (Bagimsiz Poisson Degiskenlerinin Toplami). X ~ Poisson (A;) ve Y ~
Poisson (\,) bagimsiz rastgele degiskenler olsun. O zaman

X +Y ~ Poisson (A\; + \y).
Daha genel olarak, X1, ..., X,, bagimsiz ve heri i¢in X, ~ Poisson () ise
X, + -+ X, ~Poisson (A; + -+ A,).
ispat.

Birinci yol: moment iireten fonksiyon. X ile Y bagimsiz oldugundan (Tanim 14.1) Teorem 18.1i
g1(u) = go(u) = €™ ile uygulayabiliriz; hert € R igin

My, y(t) = E (X)) =E (X )= E () E (e )= My(t)My(t).
Teorem 21.2 ile
MX+Y(t) = 6)\1(6t—1) . e)\2(et_1> = e(>\1+>\2>(et_1)’ t e R.

Sag taraf, Poisson (A; + \y) dagiliminin moment iireten fonksiyonudur ve iki fonksiyon biitiin R de
cakigir. Teorem 17.5 geregi X + Y 'nin dagilimi Poisson (\; + \,) 'dir.

Ikinci yol: konvoliisyon. Ayni sonuca olasilik fonksiyonlarini dogrudan toplayarak da ulasihr. X +
Y ’nin deger kiimesi {0,1,2, ...} 'dir ve Onerme 15.3 geregi z = 0,1, 2, ... igin
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z z e—)\l)\k 67)‘2 )\z—k
fxiy(2) = fo(k)fy(z —k) = Z Il L (z— ;), :
k=0 k=0
e~MH22) carpamini disart alp toplami z—: ile genisletelim:

—(A1t+A) 2 | —(A1t+Ay) 2
_¢ z kye—k _ € 2\ \k 2~k
Pev () === 2 e T ;(/ﬁ)AW '
Son toplam, Teorem 5.4 geregi (A + Ay)? dir. Boylece
—(A+A2) () +X)?
e
fxiv(z) = Ay 2) ) z=0,1,2,...

z!

olur; bu, Poisson (A; + Ay) dagiliminin olasilik fonksiyonudur.

Genel durum. n iizerinden tiimevarim yapalim. n =1 icin soylenecek bir sey yoktur. S, _; = X; +
-+ X, toplammminPoisson (A + -+ + X,,_;) dagilimina sahip oldugunu varsayalim. S,_; ile X, ’in
bagimsiz oldugunu gorelim: bagimsizlik geregi ortak olasilik fonksiyonu marjinallerin ¢carpimina ayrildi-
gindan, her s ve x igin

P(S, .1 =sX,=1)= Z P(X, =z,)P(X,_; =2, 1) P(X, =) = P(S,_, = s) P(X,, = z)

Ti+-+x, =S

olur. Iki degisken icin ispatlanan sonu¢ S,, = S,,_; + X,, 'ye uygulanirsa S,, ~ Poisson (A\; + -+ \,,)
bulunur.
]

Fark ve katlar Poisson degildir

Teorem yalnizca bagimsiz degiskenlerin toplamu icin gegerlidir. X —Y farki negatif degerler
alabildiginden Poisson olamaz. 2X gibi bir kat da Poisson degildir: yalnizca cift degerler alir ve
Var (2X) = 4\ # 2X = E(2X)’dir (Teorem 16.2); oysa Poisson dagiliminda ortalama ile varyans
esittir. Bagimsizlik kosulu da atlanamaz: Y = X alinirsa X + Y = 2X elde edilir.

Toplam teoremini, zaman 6l¢eginin degistigi bir ¢cagr1 merkezi 6rneginde kullanalim.

Ornek 21.2 (Cagr1 Merkezi). Bir cagri merkezine gelen ¢agrilar icin su model kabul edilsin: uzunlugu
t dakika olan herhangi bir zaman araliginda gelen ¢agr sayisi Poisson (3t) dagilimina sahiptir ve ayrik
zaman araliklarinda gelen cagri sayilar1 bagimsizdir. Yani dakikada ortalama 3 ¢agr1 gelmektedir.

(a) Belirli bir dakikada hi¢ ¢agr1 gelmeme olasiligini bulunuz.

(b) Belirli bir dakikada en az 5 ¢agr1 gelme olasiligimi bulunuz.

(c) Belirli bir 2 dakikalik siirede en ¢ok 3 cagri gelme olasiligini bulunuz ve modelin Teorem 21.3 ile tutarl
oldugunu gosteriniz.

(d) Belirli bir 20 saniyelik siirede en az bir ¢agr1 gelme olasiligin bulunuz.

(e) Merkeze, birincisinden bagimsiz ve dakikada ortalama 2 ¢agr1 tasiyan ikinci bir hat eklenmisgtir. Bir
dakikada iki hatta toplam tam 5 ¢agr1 gelme olasiligini bulunuz.

Coziim.

Bir dakikadaki ¢agr1 sayisina X diyelim: X ~ Poisson (3).

(@) P(X = 0) = =3 ~ 0,0498. Yaklagik her 20 dakikadan biri cagrisiz gecer.
(b) Timleyeninden hesaplayalim:

4 -39z
_ e 3" _3 9 27 81\ _3 9 9 27\ 131 4
P(XZ5>—1—E o =1l—e <1+3+§+E+ﬂ)_1_€ <1+3+§+§+§)— — —e ",

=0

Sayisal olarak %6_3 ~ 0, 8153, dolayisiyla P(X > 5) ~ 0, 1847.
(c) Modele gore 2 dakikadaki ¢agri sayis1 Y ~ Poisson (6)’dir. O halde
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36 216
P(Y§3):e*6<1+6+?+—>

e )= e 5(1+6+18+36) =6le 5 ~0,1512.

Tutarhilik: 2 dakikalik siire, ayrik iki 1 dakikalik araligin birlesimidir. Bu araliklardaki ¢agri sayilari
X, ve X, bagimsiz ve her biri Poisson (3) oldugundan Teorem 21.3 geregi X; + X, ~ Poisson (3 +
3) = Poisson (6)’dir. Bu, modelin dogrudan verdigi dagilimla aynidir; yani “t dakikada Poisson (3t)”
kurali toplam teoremiyle celismez; tersine, ardigik araliklardaki ¢agri sayilarinin toplanabilirligiyle
uyum i¢indedir.

her birim araliktaki olay sayisi olay anlar

[3.4)

birim zamandaki olay sayist ~ Poisson(\)

ayrik araliklar: bagimsiz sayimlar, aralik uzunlugu t ise Poisson(At)

(¢izimde birim zamanda ortalama 2 olay; 10 aralikta toplam 20 olay)

Sekil 21.2: Zaman ekseni izerinde bir Poisson siireci: mavi noktalar olay anlaridir, kesikli ¢izgiler

ekseni birim araliklara boler ve turuncu sayilar her araliktaki olay sayisini verir. Her birim araliktaki

sayim ayni Poisson(A) dagilimina sahiptir; ayrik araliklardaki sayimlar bagimsizdir ve uzunlugu ¢ olan

bir araliktaki sayim Poisson(A\t) dagilimlidir. Cagri merkezi 6rnegindeki "t dakikada Poisson(3£)" modeli
tam olarak bu tablodur.

(d) 20 saniye % dakikadir; bu stiredeki ¢agr1 sayis1 Z ~ Poisscﬁﬁ- ) = Poisson (1)’dir. Buradan

=

P(Z>1)=1-P(Z=0)=1—¢"1~0,6321.

(e) Birinci hattin bir dakikadaki ¢agr1 sayist X ~ Poisson (3), ikincininki W ~ Poisson (2) ve ikisi
bagimsizdir. Teorem 21.3 geregi X + W ~ Poisson (5) ve
e "5 3125 ., 625 _

P(X+W=5)= 5' —me —E€5%0,1755

A = 5 tam say1 oldugundan Onerme 21.2 geregi 4 ve 5 birlikte moddur: P(X + W =4) = P(X +

—_ E\. e 55% _ 625 —55.:
W = 5); gercekten 7~ = S2e > tir.
|

Binom Dagilimina Poisson Yaklagimi

Bolimiin bagindaki vaadi yerine getirme zamanz: n bitytlk, p kii¢iik ve np 1limh iken binom olasiliklarinin
Poisson olasiliklarina yaklastigini ispatlayacagiz. Ispatin kalbi, (1 — %)n — e~ limitidir; ama np’nin tam
olarak A’ya esit olmasini degil, yalnizca A’ya yakinsamasini isteyecegimizden limitin biraz daha genel bir
bi¢imine ihtiyacimiz var. Once onu ispatlayalim.

Lemma 21.1 (Ustel Limit). (a,,) gercel say: dizisi bir a € R sayisina yakinsasin. O zaman

n
lim <1 + a—”) = e%.
n—oo n
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Ozel olarak, her \ € R icin (1 — %)" — e N
Ispat.
Adim 1: bir logaritma esitsizligi. Her u > —1 igin

u
14+u

<In(l4u)<u

oldugunu gosterelim. g(u) = v — In(1 + u) fonksiyonu (—1, o) dizerinde tiirevlenebilirdir, g(0) = 0 ve

1 u
/ :1— =
g'(w) 1tu 1+u

olur. ¢’, (—1,0) iizerinde negatif ve (0, 00) iizerinde pozitiftir; dolayisiyla g once azalr, sonra artar ve
en kiigiik degerini w = 0°da alir: her u > —1 i¢in g(u) > g(0) = 0, yani In(1 + u) < u. Sa§ esitsizlik

budur. Sol esitsizlik igin bu sonucu v = —4i sayisina uygulayahm. 1 +v = HL“ > 0 oldugundan v >
—1°dir ve
In(1 4+ v) = In — In(l+u) < u
n v) =1In =—In u) <v=—
1+u - 1+u

bulunur; her iki tarafi —1 ile ¢arpinca In(1 + u) > 3 ¢ikar.
Adim 2: sikigtirma. Yakinsak dizi sinirlidir: hern igin| a,, | < K olacak bigimde bir K > 0 vardir.n >
K icin u, = 2= sayisi | u,, | < 1’i saglar; ozellikle u,, > —1 ve 1 + u,, > 0’dir. Adim 1'deki esitsizligi
u = u,, icin yazip n ile ¢carpalim:

nu

n_ < nln(1 < .
1_|_un_nn( +u,) < nu,

Sagdaki dizi nu,, = a,, — a’dir. Soldaki dizi i¢in | a,, /n | < K/n — 0 oldugundan

nu a, a
= — =
14w, l4a,/n 1+0

n

a.

Sikistirma teoremi gereginIn(1 + u,,) — a.

Adim 3: sonug. 1 +u,, > 0 oldugundan (1 + u,,)" = exp ( nln(1 + u,,) ) yazilabilir. Ustel fonksiyon
siirekli oldugundan

(l + %)n =exp(nin(l+u,) ) — exp(a) = e”.

Ozel durum, sabit a,, = —\ dizisiyle elde edilir.
| ]

Simdi ana teoreme gegebiliriz. ifadeyi, p'nin n’ye bagh olarak degistigi bir dizi olarak kuruyoruz; “n bityiik,
p kiigik” sezgisinin kesin karsiligi budur.

Teorem 21.4 (Binom Dagilimina Poisson Yaklagimi). A > 0 olsun. Hern iginp,, € (0, 1) verilmis ve
n — oo iken np, — X olsun; en basit érnek, n > X i¢in p,, = % alinmasidir. X,, ~ B(n,p,,) ise her sabit
z €{0,1,2,...} icin

e A\

x!

lim P(X, =) = lim (Z)pii(l —py)" T =

n—00 n—oo

Yani n biiyiik ve p kiiciik iken B(n,p) olasiliklari, A = np alinarak Poisson (np) olasiliklariyla yaklasik
olarak hesaplanabilir.

Ispat.

A, = np,, diyelim; varsayim geregi\, — A vep,, = )‘7” 'dir. x’i sabitleyelim ve n. > x alalim. Tanim 20.3
ve Teorem 5.2 ile
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(n) B n! _n(n—1)-(n—2z+1)
z)  xl(n—zx) x!
oldugundan
pOx, = B D) (), A
z! n n
(1 — %")n_w = (1 — );1—”)”(1 — %)_m yazip (1 — X\, /n =1 —p, > 0 oldugundan negatif kuvvet ta-

mimlidir) carpanlari yeniden gruplayalim:

PSR (el Vi Ut etV (1_A_n)"_ ( _)\_n>””.

E n®

n n
——
A, B, C D

n n

Doért ¢arpanin limitini ayri ayri bulalim.
A,, carpani. u — u” sirekli oldugundan X\, — X iken \Y — A\*; dolayisiyla A, —
B,, carpani. Pay x tane carpandan olusur; her birini n’ye bolelim:

Bn:ﬁ.n_lncnn_m—i_l:aﬁl(l—ﬁ)'
n n n Pty n

k=0,1,...,z — 1 sabit sayilar oldugundan her ¢arpan 1’e yakinsar; sonlu sayida (x tane) yakinsak
dizinin ¢arpimimin limiti limitlerin ¢carpimidir. Dolayisiyla B, — 1. (x = 0 igin ¢arpim bostur ve B, =
17dir.)

C,, carpani. C, = (1 +
C, — e

D,, carpanu. ()\,)) yakinsak oldugundan simirhidir; dolayisiyla )‘T" — 0.u > (1 —u)~* fonksiyonuu =
0°da siirekli oldugundan D,, — (1 —0)"* = 1.

Yakinsak dizilerin ¢carpimi limitlerin ¢arpimina yakinsadigindan

Az
|

x!

in)n ve —\,, = —A oldugundan Lemma 21.1 (a,, = —\,,, a = —\) geregi

T Az
lim P(anx):A—‘~1~e_’\-1:e A

n—00 z! x!

1 Ayni limit moment {ireten fonksiyonlarla

Teoremin sonucunu iretici fonksiyonlar dilinde de gorebiliriz. Teorem 20.3 geregi X,, ~ B(n,p,,)
icin My (t) = (1—p, +p,e')"dir. p, = A, /n yazilirsa

)\n(et—l))n.

n

My (t)= (1 +
Sabit t i¢in a,, = A, (e! —1) — (e’ — 1) oldugundan Lemma 21.1 geregi
My (t) — eXe' =1,

ki bu Teorem 21.2 geregi Poisson (A) dagiliminin moment iireten fonksiyonudur. Moment tireten
fonksiyonlarin sifirin bir komsulugundaki her ¢ i¢in yakinsamasinin dagilimlarin yakinsamasini
gerektirdigi bilinen bir sonugtur; burada ona gerek duymadan olasiliklarin yakinsadigini dogrudan
ispatladik, ama iki hesabin ayni yere ¢ikmasi giizel bir saglamadir.
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21.5 Binom Dagilimina Poisson Yaklagimi 337

Q Yaklasim ne zaman kullanilir

Teorem bir limit ifadesidir; uygulamada sonlu n ve p i¢in ne kadar iyi oldugunu bilmek gerekir.
Yaygin kaba kural, n > 50 ve p < 0, 05 oldugunda B(n, p) yerine Poisson (np) kullanmanin yeterli
oldugudur. Daha kesin bir ifade de vardir: biitiin « degerleri tizerinden toplanan mutlak hata

00 —np T
3 |Pex, :m)_ﬁ < onp?
7—0 xZ:

esitsizligini saglar (Le Cam esitsizligi; ispat1 bu kitabin kapsami digindadir). np = A sabit tutulursa
sag taraf 2\p olur; yani hata, p ile orantili olarak sifira gider. Ornegin n = 100, p = 0, 02 icin sir
0, 08’dir; gercek toplam hata ise yaklagik 0,009 dur.

Yaklagimin niteligini sayilarla gorelim. Asagidaki 6rnekte np = 2 sabit tutulup n biiyiitiilmektedir; tablo,
her satirda binom olasiliklarinin Poisson (2) degerine nasil yaklastigini gosterir.

Ornek 21.3 (Nadir Olay Yaklasiminin Sayisal Smnanmasi). Bir iiretim hattinda her parcanin,
otekilerden bagimsiz olarak, p = 0, 02 olasilikla kusurlu oldugu bilinmektedir. 100 pargalik bir kutudaki
kusurlu parga sayis1 X olsun.

(a) X’in dagilimini yaziniz ve P(X < 1)’i tam olarak hesaplayiniz.

(b) Ayni olasilig1 Poisson yaklagimiyla hesaplayimniz.

(c) np = 2 sabit kalacak bicimde n = 20, p =0,1; n = 100, p = 0,02 ve n = 1000, p = 0,002 i¢in
P(X = z) binom olasiliklarin1 Poisson (2) olasiliklariyla tablo hélinde karsilagtiriniz.

Cozim.
(a) Parcalar bagimsiz Bernoulli denemeleridir; X ~ B(100; 0,02). Tam hesap:

P(X <1) = (0,98)1% + 100 - (0,02) - (0,98)% = (0,98)'%° + 2 (0,98)% ~ 0,1326 + 0, 2707 = 0, 4033.
(b) A = np = 100 - 0,02 = 2 ile
P(X <1)~e%(1+2)=3e2 ~0,4060.

Iki deger arasindaki fark 0, 003’ten kiigiiktiir; ikinci hesap ise 100’{incii kuvvet almadan yapilmstir.
(c) Binom olasiliklar1 (”)p®(1 — p)™~ formiilityle, Poisson olasiliklar1 e 227 /z! ile hesaplanir. Dért
basamaga yuvarlanmis degerler soyledir:

T n=20,p=0,1 n =100, p= n=1000, p= Poisson (2)
0,02 0,002
0 0,1216 0,1326 0,1351 0,1353
1 0,2702 0,2707 0,2707 0,2707
2 0,2852 0,2734 0,2709 0,2707
3 0,1901 0,1823 0, 1806 0,1804
4 0,0898 0,0902 0,0902 0,0902
5 0,0319 0,0353 0,0360 0,0361
6 0,0089 0,0114 0,0120 0,0120
7 0,0020 0,0031 0,0034 0,0034

Tablodan ti¢ gzlem c¢ikar. Birincisi, x = 0 satir1 tam olarak (1 — %)n dizisidir ve e =2 ~ 0, 1353’e ya-
kinsar; Lemma 21.1'in sayisal gériintiisii budur. Ikincisi, n = 20 icin sapma dérdiincii basamakta degil
ikinci basamaktadir (x = 2°de 0, 2852 yerine 0,2707); n = 1000 igin ise her satirdaki fark 0, 0003’1
asmaz. Ugiinciisii, Poisson (2) i¢in A = 2 tam say1 oldugundan Onerme 21.2 geregi z = 1 ve x = 2
esit olasilikli iki moddur; tabloda 0,2707 = 0, 2707 bunu dogrular. Binom siitunlarinda ise z = 2 tek
moddur: (E, %) icin (n+1)p=2+ %, n > 3 iken tam say1 degildir ve Onerme 20.3 geregi tek mod
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|2+ 2| = 2°dir. n bityiditke (n + 1)p degeri 2’ye yaklasir; limitte z = 1 ile 2 = 2’nin esit olasilikls
olmasi bu yaklasmanin sonucudur.

n=5p=04 n=20,p=0,1 n =100, p = 0,02
_ I B(n; 2/n)
O Poisson(2)
0,3 0,3 - 0,3
O 10 O |O IO 10
0,2 0,2 0,2
O
(o] o
0,1 fo) 0,1 0,1
D D 2 N ]
e =90 o o] x — '9'00 x L I'Q].o,.o. x
4 6 8 4 6 8 4 6 8

0 2

Sekil 21.3: np = A = 2 sabit tutulup n bityutildiigiinde B(n, p) cubuklar: Poisson(2) olasiliklarina (i¢i bog
noktalar) yaklasir. n = 5'te x = 2 cubugu Poisson degerinin epey iistiinde, x = 0 cubugu ise altindadir; n
= 100'de fark artik gozle segilemez. Limitte x = 1 ile x = 2 esit olasilikli olur.

© Poisson dagilimi nerede ortaya cikar

Poisson yaklagimi, dagilimin neden bu kadar yaygin oldugunu aciklar. Bir zaman araliginda ya da
bir bolgede gozlenen olay sayisini diisiinelim ve aralig1 ¢ok sayida kiiciik parcaya bolelim. Eger (1)
ayrik parcalardaki olay sayilari bagimsizsa, (2) kiigiik bir pargada bir olay olma olasilif1 parcanin
uzunluguyla orantiliysa ve (3) kiiciik bir parcada iki ya da daha c¢ok olay olma olasili1 ihmal
edilebilir diizeydeyse, toplam olay sayisi yaklasik olarak B(n, p)’dir; n biyik, p kiigik ve np = A
sabit oldugundan Teorem 21.4 geregi bu say1 Poisson (\)’ya yakindir. Bu ii¢ varsayimi saglayan olay
akisina Poisson siireci denir; Ornek 21.2'ndeki “¢ dakikada Poisson (3t)” modeli tam olarak budur.
Klasik 6rnekler: bir radyoaktif kaynagin belirli siirede yaydig1 parcacik sayisi, bir kavsaktan belirli
siirede gecen arag sayisi, bir dokuma kumaginin metrekaresindeki kusur sayisi, bir kekin dilimindeki
tizim say1st ve bu bolimde gordiigimiiz bask: hatalari ile ¢agrilar. Ortak nokta her zaman aynidir:
cok sayida firsat, her birinde kiiciik olasilik, 1limli bir ortalama.

21.6 Alistirmalar

Alistirma 21.1 (Poisson Dagilimi Uzerine Alistirmalar). (a) X ~ Poisson (3) i¢in P(X = 2) ve
P(X > 2) olasiliklarini hesaplayiniz.

(b) X ~ Poisson (A\) ve P(X =1) = P(X = 2) ise X'yy, P(X = 0)1ve P(X = 3)’ii bulunuz.

(¢) X ~ Poisson ()) icin E(X3) = A3 + 3A% + X oldugunu gésteriniz.

(d) X ~ Poisson (A) i¢gin X’in ¢ift deger alma olasiliginin 1+6272A oldugunu goésteriniz ve A = 2 i¢in
degerini bulunuz.

(e) X ~ Poisson (A;) ile Y ~ Poisson ()\,) bagimsiz olsun. n > 0 tam sayisive k = 0,1, ..., n i¢in

n A F A ek
_ ) — 1 2
P(X—/’~C|X~|—Y—n)—(k)<)\1 )\2> (Al )\2>

oldugunu gosteriniz; yani X + Y = n verildiginde X in kosullu dagilim: (lﬂ, ﬁ) dir.

(f) Bir aginin her uygulamada, 6tekilerden bagimsiz olarak, 0, 005 olasilikla hafif bir yan etkiye yol agtig1
bilinmektedir. 300 uygulamada en az iki yan etki gériilme olasiligini tam olarak ve Poisson yaklasimiyla
hesaplayiniz; aradaki farki Le Cam siniriyla kargilastiriniz.
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(g) X ~ Poisson (100) olsun. Chebyshev esitsizligiyle P(80 < X < 120) i¢in bir alt sinir bulunuz.

Coziim.
(a) A = 3icin
67332 9 _3 -3 -3
PX=2)= 5T = 5° ~ 0, 2240, P(X>2)=1—¢e3(143)=1—4e° =~ 0,80009.

b)P(X=1)=Xe*ve P(X=2)= )‘ZS_A “dir. Esitlikten, A > 0 ve e~ > 0 oldugu i¢in Ae™ ile
sadelestirerek 1 = % yani A = 2 bulunur. (Onerme 21.2'mn (ii) sikk1 da ayn1 seyi soyler: f(2) = f(1)

ancak 1 + 1 = ) iken olur.) Buradan
6_2 23

4
P(X=0)=e?~01353, P(X=3)= 5= ¢’ ~01804

(c) %11 carpimsal momentlere ayralim. z(z — 1)(z — 2) = 2® — 322 + 22 ve 3z(z — 1) = 322 — 3z
oldugundan

r(r—1)(r—2)+3z(z—1)+z=2%—32% + 22 + 32? — 3z + z = 5.

Beklenen degerin dogrusalligi ve Teorem 21.1'nin (ii) sikki (K = 3,2,1 i¢in ¢arpimsal momentler
A3, 02 ) ile

EX*)=E[X(X-1)(X-2)|+3E[X(X —1) |+ E(X) =X +3X> + \.

Saglama: A =2 i¢in formul 8 + 12+ 2 = 22 verir; Zx x3e722% /x| serisinin sayisal degeri de

22,000°dir.
(d) zciftiken 1 4 (—1)® = 2, tek iken 0 oldugundan cift x tizerinden toplam, biitiin = tizerinden H(;l)ﬁ
agirlikli toplamdir:
1+ (1% e e (XN K (N e 14+e 2>
P(X ift) = . =— - = (erdteMN)=_"—" |
(X gift) ;0 2 7! 2 ;x!er:O 7! 5 (h+e) 2

Her iki seri de mutlak yakinsak oldugundan toplami terim terim ayirmak gegerhdlr Sonug her A i¢in
1 "den buyiiktiir: ¢ift degerler her zaman biraz daha olasidir. A = 2 i¢in 1*; ~ 0,5092.
(e) (X=kNX+Y=n)=(X=k)N(Y =n—k) oldugundan baglmsmhkla

e M )\’f e 2 )\’2’7'“

PX =k X+Y =n)=PX=kK)PY =n—k)=—= T —

e—()\1+)\2)<>\1+>\2)n
n!

Teorem 21.3 geregi X +Y ~ Poisson (A; + A,), yani P(X +Y =n) = > 0°dir.

Kosullu olasilik tanimiyla
e” MR NEARTR /(KL (n — k)1 nl Ak

P(X=k|X+Y=n)= _ ,
(X =k[X+Y =n) e—a3) (A + Ag)" /! K (n—k) (0 + Ag)n

(A1 +A)™ = (A + X)) (A + Ay)"* yazilirsa istenen bigim elde edilir:

B B B n )\1 k )\2 n—k B
P(X—k|X+Y—n)—(k)<)\l+/\2) (Aﬁ&) . k=01,

Bu, (lﬂ, SWESw +)\ ) dagiliminin olasilik fonksiyonudur. Yorum: iki bagimsiz Poisson kaynagmdan toplam

n olay gozlendlgl bilindiginde, bu olaylarin her biri sanki birbirinden bagimsiz olarak =1 )‘ olasilikla
birinci kaynaga aittir.
(f) Yan etki sayis1 X ~ B(300; 0,005)tir. Tiimleyen olaydan gidelim; tam hesap:
3
P(X >2)=1-—(0,995)3% —300 - (0,005) - (0,995)?% =1 — (0,995)3%0 — 5(0, 995)299 ~ 1 — 0, 22229 — 0, 33511 = 0, 44260.

Poisson yaklasimi A = 300 - 0,005 = % ile
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340 Boliim 21. Poisson Dagilimi

P(X>2)~1—¢3? (1 + g) =1- 26*3/2 ~1—0,55783 = 0,44217.

Fark 0, 0005’ten kii¢iiktiir; n = 300, p = 0, 005 kaba kuralin rahatca icindedir. Le Cam sinir1, biitiin z
degerleri iizerinden toplanan mutlak hata icin 2np? = 2 - 300 - (0,005)? = 0, 015 verir; tek bir olayda
gozlenen bu farki fazlasiyla agar.

(g) Teorem 21.1 geregi E(X) = 100, Var (X) = 100 ve oy = 10°dur. Teorem 16.4 ile

Var (X) 100 1

80 < X < 120 olay1 | X — 100 | < 20 olaymnin kendisidir; dolayisiyla

1 3
P(80<X<120):1_P(|X_100|220)21_Z:Z_1'
Poisson olasiliklar: terim terim toplanarak bulunan kesin deger yaklagik 0, 9491°dir; Chebyshev sinir1
kaba, ama hicbir hesap gerektirmeden dagilimin ortalama etrafinda toplandigini garanti eder.

n

Bu bolumde basar1 sayisini sinirsiz birakan ilk dagilimi, Poisson dagilimini inceledik. Sonraki boliimde
deneme say1sini sabit tutmak yerine “ilk bagariya kadar” ya da “r’inci basariya kadar” bekleyen dagilimlara
ve iadesiz cekilisin dagilimina geciyoruz: Geometrik, Negatif Binom ve Hipergeometrik Dagilimlar.
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22.1

22. Geometrik, Negatif Binom ve
Hipergeometrik Dagilimlar

Poisson Dagilimi bélimiinde binom dagiliminin, deneme sayisi bityiirken ve basar: olasilig kiictiliirken
Poisson dagilimina yaklastigim gordiik. Bernoulli, binom ve Poisson dagilimlarinin ortak yani, i¢iiniin
de basar1 sayisini saymasidir: deneme sayisi (ya da gozlem araligr) bastan sabittir, ka¢ bagar1 gelecegi
rastgeledir. Bu boliimde soruyu tersine gevirecegiz: basar1 sayisi sabitleyip ka¢ deneme gerektigini
sayacagiz. {1k basarrya kadar yapilan deneme sayis1 geometrik dagilima, r-inci basariya kadar yapilan
deneme sayis1 negatif binom dagilimina uyar.

Bolumiin tigiincti dagilimi bagka bir yonden gelir. Binom dagilimi denemelerin bagimsiz oldugunu varsa-
yar; bir torbadan iadeli ¢ekilis bu varsayimi saglar. Oysa uygulamada gekilisler ¢ogu zaman iadesizdir:
bir partiden denetlenmek tizere ayrilan triinler, bir desteden dagitilan kartlar, bir siniftan secilen 6gren-
ciler geri konmaz. fadesiz cekiliste basar1 sayisinin dagilimi hipergeometrik dagilimdir. Onun binom
dagilimindan nasil ayrildigini, varyansindaki “sonlu kitle diizeltmesi” ¢arpaninin nereden geldigini ve
kitle buytidiikce iki dagilimin nasil birlestigini gorecegiz.

Bolime en yalin kesikli dagilim olan kesikli diizgiin dagilimla baglayacagiz; sonunda ise simdiye kadar
tanidigimiz biitiin kesikli dagilimlar: tek bir tabloda toplayip aralarindaki iliskileri bir 6nermede 6zetle-
yecegiz. Ana araclarimiz yine moment tireten fonksiyon (Tanim 17.2), onun momentleri tireten (Teorem
17.4) ve dagilimi tek tiirlii belirleyen (Teorem 17.5) 6zellikleri ile toplamin varyansi formili (Teorem 18.4)
olacaktir.

Kesikli Diizgiin Dagilim

Bir Laplace uzayinda (Tanim 4.1) biitiin sonuglar esit olasiliklidir. Sonuglar1 1, 2, ..., n sayilariyla etiket-
lersek “gelen say1” rastgele degiskeni her degeri ayni olasilikla alir. Diizgiin bir zarin gosterdigi sayi, iyice
karigtirilmig n numarali karttan cekilen birinin numarasi, bir piyango c¢ekiligsinde ¢ikan numara hep bu
tirdendir.

Tanim 22.1 (Kesikli Diizgiin Dagilim). n € N olsun. Deger kiimesi Dy = {1, 2, ...,n} ve olasilik
fonksiyonu

olan X rastgele degiskenine {1, 2, ..., n} kiimesi tizerinde kesikli diizgiin dagilima sahiptir denir.

Olasilik fonksiyonunun toplami 7 - % = 1 oldugundan fy gercekten bir olasilik fonksiyonudur (Tanim
10.2). Dagilim fonksiyonu (Tarum 9.1), |z ile 2’in tam kismini gstermek tizere,

0, z<1
Fx(z) = [inj,lga:<n
1, x>n

biciminde - yiiksekliginde n basamaktan olusur. Momentleri, tamsayilarin ve karelerinin toplam formiil-
lerinden hemen ¢ikar.

Onerme 22.1 (Kesikli Diizgiin Dagilimin Momentleri). X, {1,2,...,n} iizerinde kesikli diizgiin
dagilima sahip olsun. O zaman

_n+1 n?—1

B(X)="5—,  Var(X)="%

ispat.
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342 Boliim 22. Geometrik, Negatif Binom ve Hipergeometrik Dagilimlar

Beklenen degerin tanimi (Tanim 16.1) vel +2 + - +n = "<"2+1) ozdesligiyle

< 1 1 nrn+l) n+1
E(X)= —=— = .
(X) Zx n n 2 2

=1

n(n+1)(2n+1
6

Ikinci moment icin 12 + 22 + ... 4+ n? = ) Ozdesligini kullanalim:

E(X?) = iaﬂ

=1

nn+1)2n+1) (n+1)2n+1)

6 6

1 1
’I’L_’I’L

Varyans hesap formiilii (Onerme 16.3) geregi

(n+1)@2n+1) (n+1)*> (m+1)[22n+1)-3n+1)] (mn+1)(n—-1)

n?—1

B = (BRX)* = 6 T4 T 12 - 12

Deger kiimesi {a,a + 1, ...,a + n — 1} olan diizgiin dagilim i¢in ayr1 bir formiil gerekmez: boyle bir Y
icin X =Y —a+ 1 degiskeni {1,...,n} iizerinde diizgiindiir ve Teorem 16.2 geregi E(Y) = a + 5%,

Var (Y) = Var (X) = %5 olur. Ornegin diizgiin bir zar i¢in (n = 6) E(X) = I ve Var (X) = 32'dir.

Geometrik Dagilim

Bernoulli deneme dizisine geri dénelim: her denemede bagar: olasilig1 ayni p sayisidir (0 < p < 1) ve de-
nemeler birbirinden bagimsizdir. Bu béliim boyunca ¢ = 1 — p ile basarisizlik olasiligini gosterecegiz.
Binom dagiliminda (Tanim 20.3) deneme sayisi n bastan sabittir. $imdi deneme sayisini sabitlemiyoruz;
denemelere ilk basar1 gelene kadar devam ediyor ve ka¢ deneme yapildigini sayiyoruz. Bir zari ilk 6
gelene kadar atmak, bir hedefe ilk isabete kadar ates etmek, bir parcayi ilk kusurlu ¢ikana kadar denet-
lemek hep bu modeldir.

X, ilk basarinin geldigi denemenin sirast olsun. X = z olayy, ilk # — 1 denemenin basarisiz ve x-inci
denemenin bagarili olmasi demektir. Denemeler bagimsiz oldugundan (Tanim 7.1) bu olaymn olasilig:

z—1

PX=z)=q-¢-q-p=¢"""p

olur. Bu, X’in olasilik fonksiyonudur.

Tanim 22.2 (Geometrik Dagilim). 0 < p < 1ve g =1 — p olsun. Deger kiimesi Dy = {1,2,3, ...} ve
olasilik fonksiyonu

fx(@)=¢""'p, =123 ..

olan X rastgele degiskenine p parametreli geometrik dagilima sahiptir denir ve kisaca X ~ Geo (p)
yazilir. X, basari olasili1 p olan bagimsiz Bernoulli denemelerinde ilk basariya kadar yapilan deneme
sayisidir.

Geometrik dagilimin literatiirde iki parametrizasyonu vardir. Ikincisi, ilk bagsaridan énceki basarisizlik
sayisini sayar: Y = X — 1 icin

fy(y)=q¢p, y=0,1,2,..

Bu kitapta deneme sayis1 X standart alinir; “geometrik dagilim” dendiginde Dy = {1,2, ...} ve fx(z) =

q®1p kastedilir. Iki parametrizasyon arasinda Y = X — 1 doniisiimiiyle gecilir.

Adiny, olasiliklarin p, gp, ¢*p, ... biciminde ortak carpani g olan bir geometrik dizi olusturmasindan alir.
Bu yapi, dagilimla ilgili her hesabi geometrik seri toplamina indirger. Asagidaki teorem, geometrik dag-
limla calisirken gereken her seyi bir arada verir: olasiliklarin toplaminin 1 oldugunu, kuyruk olasiliginin
kapali bi¢imini, moment tireten fonksiyonu ve ilk iki momenti.

Teorem 22.1 (Geometrik Dagilimin Kuyruk Olasili§i, Moment Ureten Fonksiyonu ve Moment-
leri). X ~ Geo (p) veq =1 — p olsun.
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22.2 Geometrik Dagilim 343

(a) 2;0:1 fx(z) = 1'dirve herk € {0,1,2,...} icin P(X > k) = ¢*dw.
(b) Moment iireten fonksiyon t < —1In g i¢in tanimhdir ve

Mi(t) = 2%

1— get’

=1 =94 _ 1
(c) E(X) = ; ve Var (X) = L = .

ispat.
(a) 0 < q < 1 oldugundan geometrik seri yakinsar:

Yo p=p) @=p—=-=1
z=1 =0 —q P
Kuyruk olasiligy igin
X k z—1 J pq _ .k
> Z " 'p=pgq Zq o =d"
rz=k+1 —4q

Ayni sonuca hesapsiz da varilir: (X > k) olay: “ilk k denemenin hepsi basarisiz” olayidir ve bagimsizlik
geregi olasih1 ¢* dir. Buradan dagilim fonksiyonu da ¢ikar: © > 1 icin Fy(z) = 1 — ql*!.
(b) Moment iireten fonksiyonun tanimina (Tanim 17.2) gore

oo oo o0
My (t) = Z etrgr1p et Z( qet)m71 = pet Z ( get)
x=1 =1 7=0

Bu geometrik seri ancak ge* < 1, yanit < —In q iken yakinsar ve toplami —

- dir. Oyleyse

t
pe
MX(t):l—qet’ t<—Ing.

g < 1 oldugundan —In q > 0°diwr; yani My, sifirin bir komsulugunda tanimlidir ve Teorem 17.4 uygula-
nabilir.
(c) M (t) = pet ( 1— qet)_1 yazip ¢arpum ve zincir kurallariyla tiirev alalim:

;o DE pe'-qet  pe' [ (1—qe')+qe']  pet
My (t) = 1—qet+(1—qet)2 o (1—qet)2 _(l—qet)Q'

Bir kez daha tiirev alirsak

My = Py wetaet _pet [(1—geh) +2e" [ pe’ (1+4e” )
x\") = ( 1— qet)2 ( 1— qet)3 - ( 1_ qet)3 = ( 1= qet)3
t = 0 koyup 1 — q = p kullanalim. Teorem 17.4 geregi
’ p_1 2 p(l+q) _l+g
BX)=Mx(0)=5=". B(X*)=M;(0)=""53 L

Son olarak Onerme 16.3 ile

Var (X) = B(X?) — ( B(X))? = —— =1

E(X)= ]l] sonucu sezgiyle uyusur: basar1 olasilig1 % ise ilk basar1 i¢in ortalama 6 deneme beklenir.
Varyans ise p kiigiildiikce hizla biyir: p = é icin Var (X) = 30 ve standart sapma oy ~ 5,48, yani
beklenen degere neredeyse esittir. Geometrik dagilim saga dogru uzun kuyrukludur.

Acik Matematik - acik-matematik.com 343 CC BY-NC-SA 4.0


https://acik-matematik.com
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.tr

344 Boliim 22. Geometrik, Negatif Binom ve Hipergeometrik Dagilimlar

© Beklenen degeri seriyi tiirevleyerek de bulabilirsiniz

Moment iireten fonksiyona bagvurmadan,
sini kullanarak

2 d d q 1 1
E(X)=) zq¢"'p=p —qz:p—(—>=p~ ==
=2 qu dq (1-¢?2 p

x

Il
—
8
Il
—

bulunur. Ikinci tiirevle de ikinci faktériyel moment cikar: z(z — 1)¢%* =2 = %q’” oldugundan (z =1
terimi sifirdir)

S = d? 2 2
B(X(X-1))=3 el 1)¢ ; pg (%q):pq.(l_q)szp_g

ve B(X?) = E ( X(X —1) )+ E(X)ile Var (X) = 24 4+ 1 — & = 20— — % clde edilir.

Ornek 22.1 (Zan i1k Alt1 Gelene Kadar Atmak). Diizgiin bir zar, ilk kez 6 gelene kadar atiliyor. X
yapilan atis sayisi olsun.

(a) X’in dagilimin belirleyiniz ve P(X = 3)’ii hesaplayiniz.

(b) Dort atista hi¢ 6 gelmeme olasithigini, yani P(X > 4)’t bulunuz.

(c) IIk 6’nin en geg altinc atista gelme olasiligini bulunuz.

(d) E(X) ve Var (X)’i hesaplaymiz.

(e) Ilk 6’nin gelmesi i¢in en az yiizde 95 giivenceyle kag atis yeterlidir?

(f) P(X > 18) olasitligini Chebyshev esitsizligiyle yukaridan sinirlayip gergek degeriyle karsilagtiriniz.

Coziim.
(a) Her atigta 6 gelme olasilifi p = % ve atiglar bagimsizdir; 6yleyse X ~ Géé) q=gve

5\* 1
=(2) = =1,2,3,..
fX(x) (6) 6’ T ) ,33

Buradan P(X = 3) = (2)*1 = 25 ~ 0, usT
(b) Teorem 22.1 (a) geregi P(X > 4) = ¢* = (g) = % ~ 0,4823. Dort atigin dérdiinde de 6 gelme-
mesi, neredeyse yazi tura kadar olasidir.

(c) Timleyen olay tizerinden hesaplayalim:

5\° 15625 31031
PX<6)=1-PX>6)=1—|=| =1———=——~r 1.
(X<6) (X>6) (6) 46656 46656 0,665
Bu ayn1 zamanda “alt1 atigta en az bir 6 gelir” olayinin olasihigidir.
(d) Teorem 22.1 (c) ile
1 q 5/6
EF(X)=-= X)=—=—"—— = = ~ 5. 48.
(X) » 6, Var (X) 22 136 30, ox =V30~5,48

(e) P(X <mn) > 0,95, yani ¢g" < 0, 05 olacak en kiigiik n araniyor. In ¢ < 0 oldugundan esitsizlik yén
degistirir:

In0,05  —2,9957
n >
= n(5/6) ~ —0,1823

~ 16,43.

Demek ki n = 17 atis yeterlidir. Gergekten (%) ~ 0,0541 > 0,05 ve (%)17 ~ 0,0451 < 0, 05’tir;
P(X <16) ~ 0,9459, P(X < 17) ~ 0,9549.
(f) X > 1 oldugundan X — 6 < —12 olamaz; dolayisiyla (X > 18) = (] X — 6 | > 12)’dir. Teorem
16.4 ile

Var (X) 30 5

> = — > ]\ = — = — = .
P(X218)=P (| X—B(X) |212) <~ = =0 = 2~ 0,208
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22.2 Geometrik Dagilim 345

Gergek deger P(X > 18) = P(X > 17) = (%)17 ~ 0, 045’tir. Chebyshev sinir1 dogrudur ama dagili-
min bi¢imini kullanmadig: icin gercek degerin yaklagik dort buguk katidur.
]

Hafizasizlik Ozelligi

Zar Orneginde su soruyu soralim: ilk dort atigta 6 gelmedigini biliyoruz; bundan sonraki ti¢ atigta da
gelmeme olasiif1 nedir? Sezgi, “zarin hafizas1 yoktur” der: dort basarisiz atis, besinci atigin 6 gelme
sansini degistirmez. Asagidaki teorem bu sezgiyi kesinlestirir ve daha fazlasini sdyler: bu ézellik, {1,2, ...}
tzerindeki ve P(X = 1) < 1 olan kesikli dagilimlar arasinda yalnizca geometrik dagilima aittir. Yani
hafizasizlik, geometrik dagilimin tanimlayici 6zelligidir.

Teorem 22.2 (Geometrik Dagilimin Hafizasizlik Ozelligi). (a) X ~ Geo (p) ise her m,n €
{0,1,2,...} icin

PX>m+n|X>m)=PX >n).

(b) Tersine, X degerlerini {1,2,3,...} kiimesinde alan ve P(X = 1) < 1 kosulunu saglayan bir kesikli
rastgele degisken olsun. Her m,n € {0,1,2,...} icin P(X > m+n | X > m) = P(X > n) saglaniyorsa
X ~ Geo (p)dir; buradap = P(X = 1)dir.

ispat.

(a) m 4+ n > m oldugundan (X > m +n) C (X > m)dir; dolayisiyla (X >m+n)N (X >m) =

(X > m+n). Teorem 22.1 (a) geregi P(X > m) = ¢™ > 0 oldugundan kosullu olasilik tanimlidir ve
P(X>m+n) g¢™"

PX>m+n|X>m)= PX>m) = =q" =P(X > n).

fx) Geo(p), p =0,3,q =07 féx| X >3) X > 3 verildiginde

I 6,3 1

kuyruk, P(X > 3)'e béliindii:

x = 3+ n cubugu, soldaki x = n ile ayni

0,2 0,2
P(X>3+n|X>3)=PX>n)
tarali kuyruk:
0,1 P(X>3)=q° = 0,343 0,1
x x
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13

Sekil 22.1: Geometrik dagilimin hafizasizligi (p = 0,3). SoldaX > 3 kuyrugu taralidir ve toplam olasihigi1q’ =

0,343'tiir. Sagda bu kuyruk P(X > 3)'e boliinerek kosullu dagilima doniistirillmiistiir:x = 4, 5, 6, ... cubuklar

soldakix = 1, 2, 3, ... cubuklariyla tam ayni yiiksekliktedir. U¢ basarisizliktan sonra kalan bekleme siiresi,
en bastaki bekleme siiresiyle ayni dagilima sahiptir; kesikli oklar bu eslemeyi gosterir.

(b) G(k) = P(X > k) yazalim; X > 1 oldugundan G(0) = 1’dir. Varsayim, G(m) > 0 olan her m i¢in

G(m+mn)

&) = G(n), yani G(m+n) = G(m) G(n)

demektir. (G(m) =0 ise G(m 4+ n) < G(m) = 0 oldugundan bu esitlik zaten saglanir; 6yleyse esitlik
her m,n igin gegerlidir) g = G(1) = P(X > 1) =1— P(X = 1) diyelim. P(X = 1) < 1 oldugundan
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346 Boliim 22. Geometrik, Negatif Binom ve Hipergeometrik Dagilimlar

q > 0’dw. Tiimevarimla G(n) = ¢"™ oldugunu gésterelim: n = 0 ve n = 1 i¢in dogrudur; G(n) = ¢" ise
Gn+1)=G(n)G(1) =q" - q=q"dir
Simdi q < 1 oldugunu gorelim. ¢ = 1 olsaydi her n i¢in P(X > n) =1 olurdu. Ama X gercel degerli
oldugundan (X > n) olaylari azalarak ﬂn (X > n) = & kiimesine iner; olasihfin azalan dizilerdeki
stirekliligi (Teorem 3.5) geregi P(X > n) — P(&) = 0 olmalidir. Bu geliskiq < 1 verir. Oyleysep = 1 —
g=P(X =1) € (0,1)dir ve herx > 1 icin

PX=z)=PX>z—-1)—-PX>2)=¢"—¢ =¢"11-q =¢'p,
yani X ~ Geo (p).

ftx)

_ _ x—1 _
03 fo)=(1-p) pp=03

0,2
P(X>5)=(1-p)° ~0,168

kuyruk, baslangigla ayni bicimde
0,1

Sekil 22.2: [k basarvya kadar yapilan deneme sayisinin (geometrik dagilim, p = 0,3) olasilik fonksiyonu.

Cubuklar sabit oranla (1 - p) kiiiiliir; bu yiizden 5. denemeden sonraki kuyruk (turuncu), bastan baslayan

dagiimin kicultilmiis kopyasidir. Hafizasizlik ozelligi tam olarak budur: ilk bes deneme basarisizsa,
kalan bekleme yine geometriktir.

Teoremin (a) kismi m = 4, n = 3 ile zar sorusunu yamtlar: P(X > 7| X >4)=P(X >3) = (%)3 ~
0, 5787. Dort bagarisiz atigtan sonra bile ilk 6’ya “yaklagmis” olmayiz; kalan bekleme siiresinin dagilim
en bagtaki dagilimin aynisidir. (b) kismu ise siirekli dagilimlar igin de bir habercidir: bir sonraki boliimde,

(0, 00) uizerindeki siirekli dagilimlar arasinda hafizasiz olan tek dagilimun iistel dagilim oldugunu gore-
cegiz.

A\ Kumarbaz yanilgist

Hafizasizlik, giindelik sezginin sik yanildig1 bir noktadir. Bir rulet carkinda art arda on kez kirmizi
geldiginde “artik siyahin gelme vakti” diigiincesi, gegmis sonuglarin gelecekteki bagimsiz denemeyi
etkiledigini varsayar; oysa denemeler bagimsizsa on birinci doniiste siyahin olasilig ilk déntistekiyle
aynidir. Geometrik dagilim bu gercegi tam olarak ifade eder: m basarisizliktan sonra ilk basariya kalan
bekleme siiresi, baglangigtaki bekleme siiresiyle ayni dagilima sahiptir. “Uzun siiredir gelmeyen” bir
basari, gecikmis bir bor¢ gibi birikmez.
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22.2 Geometrik Dagilim 347

Negatif Binom Dagilimi

Geometrik dagilim ilk bagariy1 bekler. Simdi r-inci bagariy1 bekleyelim: bir hedefe ti¢iincii isabet gelene
kadar kag atig yapilir, bir denetimde ikinci kusurlu parcaya kag¢ parcada rastlanir? r» € N sabit olmak tizere
X, r-inci bagarinin geldigi denemenin sirasi olsun. X’in alabilecegi en kiiciik deger r’dir (ilk  denemenin
hepsi bagarili olursa).

X = z olaymi sayarak olasilik fonksiyonunu tiiretelim. r-inci basarinin tam z-inci denemede gelmesi iki
kosulun birlikte saglanmasi demektir: z-inci deneme bagarilidir ve ilk * — 1 denemede tam r — 1 bagar1
vardir. Ilk  — 1 denemede 7 — 1 bagarinin hangi konumlara diisecegi ( ) bicimde secilir (Teorem 5.2).
Bu secimlerin her biri, sabit bir sonug¢ dizisine karsilik gelir: dizide toplam r basar1 ve x — r basarisizlik
vardir ve bagimsizlik geregi dizinin olasiligi p"¢® "’dir. Diziler ayrik olaylar oldugundan olasiliklar
toplanir:

—1
P(X::v):(x l)prqm_’", x=r,r+1,r+2, ..
r—
Tanim 22.3 (Negatif Binom Dagilimi). r € N, 0 < p <1 ve ¢ =1 — p olsun. Deger kiimesi Dy =
{r,r+ 1,7+ 2,...} ve olasilik fonksiyonu

fx(@) = (g: i)prqw_r, z=r,r+1,r+2,..
olan X rastgele degiskenine r ve p parametreli negatif binom dagilimina sahiptir denir ve X ~
NB (r,p) yazilir. X, bagar1 olasiligi p olan bagimsiz Bernoulli denemelerinde 7-inci bagariya kadar
yapilan deneme sayisidir. 7 = 1 icin (“;') = 1 oldugundan NB (1, p) = Geo (p)’dir.

Geometrik dagilimda oldugu gibi burada da ikinci bir parametrizasyon vardir: r-inci bagaridan 6nceki
basarisizlik sayis1 Y = X — r icin

y+r—1Y |
fY(y) = ( r—1 )p qya y:051727"'

Bu kitapta deneme sayis1 X standart alinir.

Dagilimin ad1 ikinci parametrizasyondan gelir: (y:izl) = (yw*l) ve genellestirilmis binom katsayisi
i¢in (yirfl) = (—1)9(73;) ozdesligi sayesinde fy-(y) = (7; )p"(—q)Y yazilabilir; yani olasiliklar, iissii

negatif olan (1 — ¢)™" binom a¢ilminin terimleridir. Bu gézlemi kanitlamak icin asagidaki yardimei
sonuca ihtiyacimiz var: geometrik serinin art arda tiirevleri, negatif binom olasiliklarinin toplamini verir.

Lemma 22.1 (Geometrik Serinin Tiirevleri). r € Nve| s | <1 i¢in

S (T

k=0

Ispat.

r =1 icin ifade Zk>0 sk = 1 - geometrik serisidir. v > 2 olsun. | s | < 1 iizerinde kuvvet serisi terim
terim tiirevlenebilir; geometrlk seriyi v — 1 kez tiirevleyelim. Sol tarafta s* teriminin (r — 1)-inci tiirevi
k>r—1ligink(k—1)(k—r+2)s* 1 k <r—1icin sifirdir. j = k — r + 1 dersek

drloo x

. +r—1)! .
dsrlzs Z]+r—1)(;+r—2) (G+1)s ZJ i s
J=0 J=

Sag taraﬁa L(1—s)"™ =m(1—s) ™! oldugundan r — 1 tiirev sonunda

a1t 1 (=)

bulunur. Iki tarafi (r — 1)!’e bélersek
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348 Boliim 22. Geometrik, Negatif Binom ve Hipergeometrik Dagilimlar

= (j+r—1)! i 2 /j+r—1 o — 1
Z gl (r—1)! s _Z( r—1 ) (-9

Lemma elimizdeyken negatif binom dagiliminin temel nicelikleri geometrik dagilimdakiyle ayni yoldan
cikar. Momentleri dogrudan seriden hesaplamak yerine, moment iireten fonksiyonun geometrik dagili-
minkinin r-inci kuvveti oldugunu goriip geometrik dagilim icin yaptigimiz tiirev hesaplarini yeniden
kullanacagiz.

Teorem 22.3 (Negatif Binom Dagiliminin Moment Ureten Fonksiyonu ve Momentleri). X ~
NB (r,p) veq =1 — p olsun.
@, fx(z) =1

(b) Moment iireten fonksiyont < —In g i¢in tanimhdir ve

MX(t):( pe’ )

1— get

() B(X) = £ ve Var (X) = 5§ = "2

p

bS]

ispat.
(a) k = x — r doniisiimiiyle ve Lemma 22.1'nde s = q alarak

i(ax—l) T“(’€+7‘—1)k_1~_ 1 _r_,
r—1 -P r—1 -P 1—q)r pr

=7 pr
(b) Ayni doniisiimle
_Oo tx r—1 T T—T __ 'r'rt k+T—1) t\k
MX(t)—Ze (T_1>p = Z( re1 ((ge’)".

T=r

get < 1, yanit < —Inq iken lemmayi s = qe® ile uygulayabiliriz:

1 pet \"
My (t) =p"e™ - = :
x(t) =pre (1—qet) (1—qet)

(c) g(t) = & qet’ geometrik dagllzmm moment iireten fonksiyonu olsun; My = g" dir. Teorem 22.1'nin
ispatinda g(0) = 1, ¢’(0) = veg "(0) = 1+q hesaplanmusti. Zincir ve ¢carpim kurallariyla

My (t) =rg(t)"'g'(t),  Mx@)=r(r—1)gt)"* (g'(t)* +rgt)"g"(t).

t = 0 koyarsak (Teorem 17.4)

1 r r(r—1) r(1+q)
E(X)=M0) =r-~=, E M2 (0 + .
(X) x(0) 2T (X?) = M%(0) = o P
Buradan
Var(X):r(r—l)—i;r(l—l-q)_T_Z:rz—r—{—r;—rq—rz:%.
p D p p
[ |

Moment iireten fonksiyonun geometrik dagiliminkinin r-inci kuvveti ¢ikmasi rastlant1 degildir. r-inci
basariy1 beklemek, ilk basariy1 beklemek, sonra ikinciyi beklemek, ... diye r bagimsiz beklemeye ayrilir.
Asagidaki 6nerme bunu moment ireten fonksiyonun teklik 6zelligiyle kesinlestirir; ayni zamanda
E(X) = 7 ve Var (X) = 73 formillerinin neden geometrik dagilimnkilerin r kat1 oldugunu agiklar.
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22.3 Negatif Binom Dagilimi 349

Onerme 22.2 (Bagimsiz Geometrik Degiskenlerin Toplami Negatif Binomdur). T},T,,...,T.
bagimsiz rastgele degiskenler ve her biri Geo (p) dagilimina sahip olsun. O zaman

X=T,+T,+-+T.~NB (r,p).

ispat.

t < —Ingq olsun. T, ..., T, bagimsiz oldugundan (Tanim 14.1) e ., eTr de bagimsizdir ve bagimsiz
degiskenlerin carpiminin beklenen degeri beklenen degerlerin ¢arpimidir (Teorem 18.1; r ¢arpan igin,
e!Tit+To1) jle etTr bagimsiz oldugundan timevarimla). Oyleyse

T,
.

T T t T
_ HTy++T,) \ — Ty Ty T, \ — N _ pe
My (t) = E (' )=E (eTieTee )_EE(e )_iI:[lMTi(t)_ (1—qet) :
Son adimda Teorem 22.1 (b) kullanild.. Bulunan fonksiyon, Teorem 22.3 (b) geregi NB (r,p) dagiliminin
moment iireten fonksiyonudur ve sifirin bir komsulugunda tanimlidir. Moment iireten fonksiyonun teklik
ozelligi (Teorem 17.5) geregi X ~ NB (r,p) dir.
|

Onermenin olasiliksal yorumu sudur: 7; ilk basariya kadar gegen deneme sayusi, 7T, ilk basaridan ikinci
bagariya kadar gecen deneme sayisy, ..., T,. ise (r — 1)-inci bagaridan r-inci basariya kadar gecen deneme
sayisidir. Denemeler bagimsiz ve ayni dagilimli oldugundan bu bekleme siireleri de bagimsiz ve her biri
Geo (p) dagilimhdir; toplamlar1 7-inci bagarinin sirasidir. Bu ayrigtirma, momentleri ikinci bir yoldan
verir: beklenen degerin toplamsalligi (Onerme 18.2, tiimevarimla 7 toplanana genisletilerek) ile E(X) =
- zl), bagimsiz toplamin varyansi (Sonug 18.2, tiimevarimla r toplanana genisletilerek) ile Var (X) =

q
T 5.
p2

Ornek 22.2 (Uciincii Tura ve Ikinci Kusurlu Parca). (a) Diizgiin bir madeni para atiliyor. Uciincii
turanin tam besinci atista gelme olasiligini ve ii¢lincii turanin en gec besinci atista gelme olasiligini
bulunuz. Ugiincii turaya kadar yapilan atis sayisinin beklenen degerini ve varyansini hesaplayniz.

(b) Bir makinenin iirettigi parcalarin ytizde 10’u kusurludur ve pargalar birbirinden bagimsiz olarak ku-
surlu ¢ikmaktadir. Parcalar tek tek denetleniyor ve ikinci kusurlu par¢a bulununca denetim durduruluyor.
Tam 10 parca denetlenme olasiligini, denetlenen parca sayisinin beklenen degerini ve standart sapmasini
bulunuz.

Cozim.
(a) X, uciinci turanin geldigi atigin sirast olsun; X ~ I\(B, %) ve

fx(x) = (g;gl)(%f(%)x—b’: (acgl)%’ r=3,4,5, ...

Buradan P(X = 5) = ()5 = & = 2. En gec besinci atis i¢in

rocn s eseo - () (e (-3

Sonucun % ¢ikmasi bir saglama sunar: “li¢iincii tura en geg besinci atigta gelir” olayi, “bes atigta en az
i¢ tura gelir” olayryla aynidir ve diizgiin parada bes atista en az ¢ tura ile en ¢ok iki tura bakigimli
oldugundan bu olasilik %’dir. Momentler Teorem 22.3 (c) ile

3.
~ 3 6 Va(x)=Td_

2 1
p i

N|—

=6.

(b) Her parga igin “kusurlu” olayini bagar1 sayalim: p = 0,1, ¢ = 0,9, r = 2. Denetlenen parga sayis1
X ~NB (2;0,1) ve

9
P(X =10) = (1) (0,1)%(0,9)® =9-0,01 - 0,43046721 ~ 0, 0387.

Beklenen deger ve varyans
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2:0,9
(0,1)2

EX)= = 20, Var (X) = 180, ox = V180 = 13,42.

2
0,1
Ortalama 20 parga denetlenir; ama standart sapma 13’iin izerindedir, yani denetimin ¢ok kisa ya da ¢ok
uzun siirmesi olagandir. Kargilastirma igin, ikinci kusurlunun en ge¢ onuncu par¢ada bulunma olasilig1
P(X <10)=Y"" (z—1)(0,1)%(0,9)*"2 ~ 0,2639'dur.
|

Hipergeometrik Dagilim

Buraya kadarki biitiin dagilimlar bagimsiz denemelere dayaniyordu. Simdi bagimsizligin bozuldugu en
temel duruma bakalim: iadesiz ¢ekilis. N nesneden olusan bir toplulugun M tanesi “basarili” (kusurlu
parca, as kart, kirmiz1 bilye), N — M tanesi “basarisiz” olsun. Topluluktan rastgele ve iadesiz olarak n
nesne ¢ekiliyor (1 < n < N)ve X, cekilenler arasindaki basarili nesne sayisini gosteriyor. Cekilisler iadeli
olsayd: her cekiliste basar1 olasilig1 % olur ve X binom dagilimina uyardi. fadesiz cekiliste ise ikinci
cekilisteki bagsar1 olasiligi ilkinin sonucuna baglhidir; binom modeli gecerli degildir.
Olasilik fonksiyonunu dogrudan sayarak bulalim. Cekilen n nesnenin siras1 6nemli olmadigindan sonug,
N nesneden se¢ilmis n elemanli bir alt kiimedir; “rastgele ¢ekilis” bu (17\[ ) alt kimenin esit olasilikli olmasi
demektir (Tanim 4.1, Teorem 5.2). X = x olan alt kiimeler, M basarilidan x tanesi ve N — M basarisizdan
n — z tanesi secilerek olusur; sayilar1 ¢carpim kuraliyla (1;4 ) (]:2 :];4 ) dir. Oyleyse

MY(N-M
Bu ifadenin anlamli olmasi icin 0 <z < M ve 0 < n —z < N — M gerekir; yani z, max{0,n — (N —
M)} ile min{n, M} arasinda degisir.

Tamim 22.4 (Hipergeometrik Dagilim). N € N, M € {0,1,..., N} ven € {1,2, ..., N} olsun. Deger
kiimesi

Dx ={z€Z:max{0,n— N+ M} <z <min{n, M} }

ve olasilik fonksiyonu

()
(W)

olan X rastgele degiskenine N, M, n parametreli hipergeometrik dagilima sahiptir denir ve X ~

HG (N, M,n) yazilir. X, M tanesi bagarili olan N nesneden iadesiz ¢ekilen n nesne arasindaki basarili

nesne sayisidir.

b>ayadab < 0iken (¢) = 0 uzlasimi benimsenirse formil x = 0, 1, ..., n i¢in yazilabilir; Dy digindaki

b
degerlerde pay kendiliginden sifirlanir.

fx(z) = z € Dy

Hipergeometrik dagilimimn momentlerini binom dagilimindaki gibi moment tireten fonksiyondan ¢ikara-
may1z; My (t)’nin kullanigh bir kapali bi¢imi yoktur. Bunun yerine binom dagilimu icin de ise yarayan
ikinci yolu izleyecegiz: X’i gosterge degiskenlerinin toplamu olarak yazmak. Fark sudur: burada
gostergeler bagimsiz degildir, bu yiizden varyans hesabinda kovaryans terimleri ortaya ¢ikar ve sonucu
binom varyansindan ayiran ¢arpan tam olarak bu terimlerden gelir.

Teorem 22.4 (Hipergeometrik Dagilimin Momentleri). X ~ HG (N, M,n) olsun vep = % yaza-
Iim.
@Y, fx@) =1
X
(b)) E(X)=n% =np.
(¢) N >2icinVar (X) = n%(l - %)% =np(l —p) %
Ispat.
(a) Binom teoremi (Teorem 5.4) ile (1 + )M (1 + t)N~M = (1 + ) ozdesliginin iki yaninda t"™ nin
katsayisimi karsilagtiralim. Sol tarafta t", birinci ¢carpandan t* ve ikincisinden t"~* alinarak olusur;

Acik Matematik - acik-matematik.com 350 CC BY-NC-SA 4.0


https://acik-matematik.com
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.tr

22.4 Hipergeometrik Dagilim 351

n—x

Dy iizerindedir). Sag tarafta katsay (17\[) “dir. Oyleyse
M\ /N-M N
Z ( )( ) = ( ) (Vandermonde 6zdesligi)

ceDy x n—=x n

katsayist Zm(]\w/]) (N*M) 'dir (toplam, her iki binom katsayisinin sifirdan farkli oldugu x’ler, yani x €

ve iki yani () ’ye bolmek >, fx(@) =1 verir

(b) Cekilisi sirali diisiinelim: nesneler tek tek cekilsin. Sirali sonuclar, N nesneden n tanesinin swral dizilis-
leridir; saydarit N(N — 1)---(N — n + 1) ‘dir ve hepsi esit olasuliklidir. Bu model, sirasiz modelle tutarlidir:
belli bir n elemanh alt kiimeye tam n! siraly dizilis karsilik gelir, dolayisiyla her alt kiimenin olasilig:

WEN—M = ﬁ “dir. Oyleyse sirali modelde de basarili nesne sayist HG (N, M, n) dagilimhdur.

k=1,...,nicin I, k-inci cekilen nesne basariliysa 1, degilse 0 olan gosterge degiskeni olsun. A¢ik¢a X =
I + I, + - + I, dir. k-inci cekiliste basarili gelen siraly dizilisleri sayalim: k-inci konuma M basarilidan
biri gelir (M segenek), geri kalan n — 1 konum kalan N — 1 nesneden sirayla doldurulur (N — 1)(N —
2)---(N — n + 1) segenek). Dolayisiyla

M- (N-1)(N-2)(N—n+1) M

Ph=U="FNn-W-nt1) N P

Bu, her ¢ekilisin, ne kadar sonra yapilirsa yapilsin, ilk cekilisle ayni basari olasiligina sahip oldugunu
soyler. E(I,) =1-p+0-(1—p) =p oldugundan, beklenen degerin toplamsalligryla (Onerme 18.2,
tiimevarimla n toplanana genisletilerek)

E(X)=) E(I,)=np= n%
k=1

(c) I, yalnizca 0 ve 1 degerlerini aldigindan I? = I, ve E(I?) = p; dolayisiyla Var (I,) =p — p? =

p(1 — p). Gostergeler bagimsiz olmadigindan kovaryanslar: gerekir. j # k icin I;T;, = 1 olmasi, j-inci

ve k-inct konumlarin ikisine de basarili gelmesi demektir: bu konumlar M (M — 1) bi¢imde doldurulur,

kalan n — 2 konum kalan N — 2 nesneden (N — 2)(N — 3)--«(N — n + 1) bigimde doldurulur. Oyleyse
MM —-1)(N—-2)-(N—n+1) MM-1)

E(LIL) = P(L; =11, =1) = N(N—1)(N—2)(N—n+1) N(N-1)

ve

M(M~-1) M*> M[NM-1)-M(N-1)] M(M—N)

p(1—p)

Cov (I;, 1) = E(I,L,) — E(I)E(L,) = = =

N(N—-1) N? N2(N —1) N2(N —1)

Kovaryans negatiftir: bir cekiliste basarili gelmesi, kalan basarili sayisini azalttifindan otekilerin basar
sansim diigtiriir. Toplamin varyansi formiiliiniin n degiskenli bicimiyle (Teorem 18.4), n tane varyans ve

(5) = @ tane swrasiz ¢ift oldugundan

Var (X) = zn:Var (L)+2 > Cov (I, I,) =np(l—p)+2- n(n—1) (_p(l —p))

k=1 1<j<k<n 2 N-—-1
n— N—-1—(n-1) N—n
—np(1—p)|1 — ——| =np(1l —p) — """ — pp(1 — .
np( p)[ Nfl} np(1 — p) N1 np(l —p) 37—

Sonuglar1 binom dagilimiyla (Teorem 20.2) karsilagtiralim. p = % olmak tizere hipergeometrik beklenen
deger np, binomunkiyle aynidir: iadesiz cekilig ortalama bagar1 sayisini degistirmez. Varyans ise np(1 —
p)’nin % katidir. Bu carpana sonlu kitle diizeltmesi denir; n > 2 iken 1’den kugiiktiir, yani iadesiz
cekilis yayilimi azaltir. Tki ug durum anlamhdir: » = 1 icin carpan 1’dir (tek gekiliste iadeli-iadesiz fark:
yoktur); n = N i¢in ¢arpan 0’dir (bitiin nesneler ¢ekilince X = M kesindir). N bityiidiik¢e carpan 1’e
yaklagir; bunu asagida kesinlestirecegiz.
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Ornek 22.3 (Torbadan Iadesiz Cekilis ve Parti Denetimi). (a) Bir torbada 4 sar1 ve 2 kirmiz bilye
vardir. Torbadan iadesiz olarak art arda 3 bilye cekiliyor. X, ¢ekilen kirmiz1 bilye sayisi olsun. X’in
olasilik fonksiyonunu tablo halinde yaziniz; E(X) ve Var (X)’i hem tablodan hem de Teorem 22.4 ile
hesaplayiniz.

(b) 50 parcalik bir partide 5 kusurlu parca vardir. Partiden rastgele 10 parca iadesiz cekilip denetleniyor.
Ornekte hi¢ kusurlu parca ¢ikmama olasiligini, en az bir kusurlu ¢ikma olasiligini, kusurlu sayisinin
beklenen degerini ve varyansini bulunuz. Sonuglar1 B(10; 0, 1) dagiliminin verdigi degerlerle karsilagti-
rniz.

(¢) (b) sikkindaki durumu kusurlu orani 75 da sabit tutarak N = 500, N = 5000 ve N = 50000 parcalik
partiler i¢in yineleyiniz ve gozlemlermm yorumlaymlz

Coziim.

(a) Bu 6rnek Ornek 10.3'de elle sayarak ¢oziilmiistii; simdi onun bir hipergeometrik dagilim oldugunu
goriiyoruz. N = 6 nesne, M = 2bagarili (kirmiz1), n = 3 iadesiz ¢ekilis: X ~ HG (6, 2, 3). max{0,3 —
4} =0 < z < min{3,2} = 2 ve () = 20 oldugundan

GGL) g1

fx(m):2—0,
T 0 1 2
2 4 2 4 2 4
Fx(@) St EEREEE bt N
Toplam % + % + % = 1’dir. Tablodan
1 3 1 3 4 7 7 2
EX)=0--+1- 2.--=1 EX)=0+=-+-=- Var (X)=-—1=—.
K =0-5+1-g+2-5=1, K)=0+5+5=5 ValX)=3 5
Formiillerle: p = % = % icin B(X) =3- % =1ve
1 2 6-3 2 3 2
Var (X)=3--- 2. —c.2_Z
o (X)=3-336-1735 5

Iki yol da ayni sonucu verir. Kargilastirma igin, ¢ekilisler iadeli olsaydi X ~ (B, %) ve Var (X) =3-

l . % § olurdu; sonlu kitle diizeltmesi 2 varyansi % e indirir.

5
(b) X ~ HG (50, 5,10). Hi¢ kusurlu ¢tkmamast:

o (5)(d5) _ 3190187286 82251
P =0= (30) 10272278170 264845 0,3106.

Buradan P(X >1)=1—P(X =0)~0,6894. Ayrica P(X =1)= ~ 0,4313. Momentler,

1 1 9 50—-10 9 40 36
E(X)=10 =1, Var (X) =10 1010 50—1 10 49 — 19 ~ 0,735.
Binom modeli B(10;0,1) ise P(X =0)=(0,9)!° ~0,3487, P(X =1)=10-0,1-(0,9)°
0, 3874 ve Var (X) = 0,9 verir. Beklenen degerler ayni, ama olasiliklar ve varyans belirgin bicimde
farklidir: 6rnek partinin beste birini kapsadigindan (% = 0, 2) iadesizlik 6nemlidir.
(c) Kusurlu oram 1—10 olan N parcalik partide M = {5 ve n = 10 i¢in hipergeometrik olasiliklar agag1-
daki gibidir.

N 50 500 5000 50000 binom (N —
0)

P(X =0) 0,3106 0, 3452 0, 3483 0, 3486 0,3487

P(X =1) 0,4313 0,3913 0, 3878 0, 3875 0,3874

Var (X) 0,7347 0, 8838 0, 8984 0, 8998 0,9
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22.4 Hipergeometrik Dagilim 353

N biytudiikce hipergeometrik degerler binom degerlerine yaklasir. Nedeni agiktir: 50000 parcadan 10
tanesini ¢cekmek partiyi neredeyse hi¢ degistirmez, her cekiliste kusurlu oram %’a cok yakin kalir ve
cekiligler pratik olarak bagimsizdir. Bu gozlemi bir teorem olarak ispatlayacagz.

|

22.4.1 Binom Dagilimina Yaklasim

Ornegin (c) sikkindaki tablo, kitle bityiidiik¢e iadesizligin énemini yitirdigini gésterdi. Teorem, bunun
bir limit ifadesi oldugunu soyler: 6rnek bityiikliigii n sabit tutulup kitle sonsuza gotiiriildigiinde, basarili
orani p’ye yaklastig1 siirece, hipergeometrik olasiliklar binom olasiliklarina yakinsar.

Teorem 22.5 (Hipergeometrik Dagilimin Binom Dagilimina Yaklagimi). neN ve z €
{0,1,...,n} sabit olsun. (M) n>1, My € {0,1,..., N} olan ve

M
lim TN:pe(o,1)

N—oo

kosulunu saglayan bir dizi olsun. Xy ~ HG (N, My, n) ise

n
lim P(Xy =)= (" )p*(1—p).
Jim P(Xy=2)=(_)p*(1-p)
ispat.

M = My yazahm. % — p >0 oldugundan M — oo, w —1—p >0 oldugundan N — M —
oo dur; dolayisiyla yeterince biiyiik N icin M > x ve N — M >n —z olur ve x € DXN “dir. Binom
katsayilarini agik carpimlar olarak yazalim:

_ M(M 4 1)(M —z+1) (N—M):(N—M)(N—M—1)--~(N—M—n+w—l—1) (N) N(N—1)+(N—n+1)

x! n—z (n—z)! n n! ’
Boylece
Py — 2y ™ MM —1)(M—z+1)- (N—M)(N—-M—1)-(N—M—n+z+1)
N gl (n—x)! N(N —1)-+(N—n+1) '
Ilk carpan () 'tir. Ikinci carpanin payinda x + (n — x) = n, paydasindan ¢arpan vardur; her birini N ’ye
bolelim:
x—1/ M i n—x—1/( N— j
ny I (8 —%) T (55— %)
P(Xy=1z)= (x) J .

. . 9 . - g M i N-M
N — oo iken garpa;z sayiart sabit kaldigindan limitler carpim igine alnabilir: 7 — 5 = p, =x— —
£ —=1—pvel—F — 1. Oyleyse

Jim P(Xy=2)= (") M — (M.
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N=20,M=8n=5 N=200,M=80,n=5
[ HG(20, 8, 5) [ HG(200, 80, 5)
0,4 0,4
B B 04) B B 04)

Sekil 22.3: Iadesiz cekiliste basari sayisinin hipergeometrik dagilimi (genis mavi cubuk) ile aynin ve p

=M i¢in binom dagilimi (ince turuncu ¢ubuk). Solda kitle kiigiikken (n/N = 0,25) hipergeometrik daha

sivri: iadesiz ¢ekilis varyansi kiciiltiir. Sagda kitle on kat biiyiiyiince (/N = 0,025) ¢cubuklar neredeyse
cakisir; N — oo iken hipergeometrik dagilim binom dagilimina yaklagr.

Teorem, varyans formiilityle de uyumludur: & — p ve £=2 — 1 oldugundan Var (Xy) — np(1 —p),
yani binom varyansina gider. Ornekteki tablonun son satir1 tam olarak bunu géstermektedir.

@ Uygulamada hangi model?

Bir kitleden 6rnek ¢ekerken dogru model hipergeometriktir; binom, hesab: kolaylastiran bir yakla-
simdir. Yaygin kural sudur: 6rnek kitlenin ytizde 5’inden kiicitkkse (n < 0,05N) binom yaklagimi
yeterince iyidir. Bu durumda N — n > 0, 95N oldugundan sonlu kitle diizeltmesi 1]\\’, N1 > 0,95%tir ve
binom varyansi gergek varyansi en ¢ok yiizde 5 dolayinda abartir. Ornekteki N = 50, n = 10 durumu
bu kurali saglamaz (§ = 0, 2) ve gercekten de iki model belirgin bicimde ayrisir; N = 500 icin (5 =
0, 02) olasiliklardaki bagil fark yiizde bir dolayina, N = 5000 i¢in binde bir dolayina iner.

Kesikli Dagilimlar Arasindaki Iliskiler

Bu kisimda, simdiye kadar tanidigimiz yedi kesikli dagilimi bir araya getirelim. Tabloda ¢ = 1 — p’dir;
hipergeometrik dagilim i¢in p = % kisaltmasi kullanilmistir. Onceki boliimlerdeki gibi Bernoulli dagilimi
B(1, p), binom dagilimi B(n, p) ve Poisson dagilimi Poisson () ile gésterilmistir.

dagglim Dy fx(@) E(X) Var (X)  My()
Bernoulli {0,1} prgt—® D g q + pet
B(1,p)

B(n,p) {0,...,n} (2)p®g"® np npq (g + pet)”
Poisson (\) {0,1,...} e A% A A M=)
kesikli diizgiin =~ {1,...,n} i ol % %
Geo (p) {1,2,..} ¢ 'p 1 % —
NB(rp)  {nr+l.} o (ChpeT ok e ()
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dagilim Dy fx(x) E(X) Var (X) M (%)
HG (N,M,n) {max{0,n — w np npq % kullanigh  ka-
N+ M}, ..., min{n,(M)}} pali bicimi
yok

Tablo satirlari birbirinden bagimsiz degildir; dagilimlar, toplam alma ve limit islemleriyle birbirine bagl-
dir. Asagidaki 6nerme bu baglar: toplu olarak verir. Cogu, daha 6nce ispatladigimiz sonuclarin yeniden
ifadesidir; yeni olan (e) ve (f) maddeleri, negatif binom ile binom dagiliminin ayni deneme dizisi tizerindeki
iligkisini ve hipergeometrik dagilimin n = 1 durumunu agiklar.

Onerme 22.3 (Kesikli Dagilimlar Arasindaki liskiler). (a) Bernoulli dagihmi B(1,p), n = 1 para-
metreli binom dagilimidir; n bagimsiz B(1,p) degiskeninin toplami B(n, p) dagilimhdir.

(b) np,, = A > 0 olacak bigimde p,, — 0 ise B(n, p,,) olasiliklari Poisson (\) olasiliklarina yakinsar.

(c) Geo (p) dagihmi NB (1,p) dagilimidir; v bagimsiz Geo (p) degiskeninin toplami NB (r,p) dagilim-
lidir.

d) % — p € (0,1) ven sabit iken HG (N, M, n) olasiliklart B(n, p) olasiliklarina yakinsar.

(e) Ayni Bernoulli deneme dizisinde X, r-inci basariya kadar yapilan deneme sayisi ve Y, , ilk n denemedeki
basari sayisi olsun (n > r). O zaman

n

& —1
P(X<n)=P{,>r), yani Z(f? 1)prqx—7“ = Z(Z)pyqn—y.

T=r y=r
(f)HG (N, M, 1) dagilimi, p = 3 parametreli B(1, p) Bernoulli dagilimidir.

Ispat.

(a) Tanim 20.2 ve Tanim 20.3'nden = 1 igin olasilik fonksiyonlari ¢cakisir. Toplam iddiast Onerme 20.2'dur;
moment tireten fonksiyonla da goriliir: n bagimsiz Bernoulli degiskeninin toplaminin moment iireten
fonksiyonu (q + pet)™, yani binom dagiliminin moment iireten fonksiyonudur (Teorem 20.3) ve teklik
teoremi (Teorem 17.5) sonucu verir.

(b) Bu, Teorem 21.4'nin ifadesidir.

(c) Ik kistm Tanim 22.3'nde gézlenmisti; ikincisi Onerme 22.2'dur.

(d) Bu, Teorem 22.5'nin ifadesidir.

(e) Iki olayin ayni oldugunu gosterelim. “r-inci basari en ge¢ n-inci denemede gelir” demek, ilk n denemede
en az r basari bulunmasi demektir: r-inci basari x < n sirasinda geldiyse ilk n denemede en az r basar
vardir; tersine ilk n denemede en az r basari varsa r-inci basari bun denemenin birinde gelmistir. Oyleyse
(X <n)= (Y, >r) ve olasiliklari esittir X ~ NB (r,p) ve Y,, ~ B(n,p) oldugundan olasiliklari
yazmak formiilii verir.

(f)0 < M < N olsun (aksi hdlde X sabittir). n = 1 igin Dy, = {0,1} ve (]f) = N; dolayisiyla

_ GO M _WEY) _N-M_ | M

fx() =0l =T () = N =

Bu,p = % parametreli Bernoulli dagilimidir.
| ]

(e) maddesi, negatif binom dagiliminin dagilim fonksiyonunu binom tablosundan okumayi saglar; Ornek
22.2 (a)'da P(X < 5) = P(Y; > 3) = 1 esitligini bu yolla dogrulamistik. Resmin biitiinii sudur: Bernoulli
denemeleri, biitiin bu dagilimlarin ortak kaynagidir. Deneme sayisini sabitleyip basarilari sayarsak binom;
basari sayisini sabitleyip denemeleri sayarsak geometrik ve negatif binom; nadir olaylar i¢in binomu limite
gotiriirsek Poisson; bagimsizlig: iadesiz cekilisle bozarsak hipergeometrik dagilim ortaya cikar ve kitle
biiyiiyiince bagimsizlik, dolayisiyla binom dagilimi geri gelir.

Alistirmalar
Alistirma 22.1 (Kesikli Diizgiin, Geometrik, Negatif Binom ve Hipergeometrik Dagilimlar). (a)

fyice karistirilmis, 1’den 10’a kadar numaralanmis 10 karttan biri cekiliyor. Kart numarasinin beklenen
degerini ve varyansini bulunuz.
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(b) Bir okcu her atista hedefi bagimsiz olarak 0, 2 olasilikla vuruyor. ilk isabetin en gec iigiincii atista
gelme olasiligini ve ilk iki atisin 1skaladig1 bilindiginde ilk isabetin besinci atistan sonra gelme olasiligini
hesaplayimiz. Atig sayisinin beklenen degerini ve varyansini yaziniz.

(c) X ~ Geo (p) ve Y = X — 1 (ilk basaridan énceki bagarisizlik sayisi) olsun. Y’ nin moment iireten
fonksiyonunu, beklenen degerini ve varyansini bulunuz.

(d) X ~ Geo (p) i¢in X’in ¢ift say1 olma olasihiginin ﬁ oldugunu gosteriniz ve zar drnegi (p = %) i¢in
sayisal degerini bulunuz.

(e) Bir zar, ikinci kez 5 ya da 6 gelene kadar atiliyor. Tam dort atis yapilma olasihgini, atig sayisinin
beklenen degerini ve varyansini bulunuz.

(f) Iyice karistirilmug 52 kartlik bir desteden 5 kart gekiliyor. X, cekilen as sayisi olsun. P(X = 0), P(X =
1), P(X > 2) olasiliklarini, E(X) ve Var (X)’i hesaplayimz.

(8) X ~HG (N, M,n) vep = 4 olsun. Var (X) < np(1 — p) oldugunu, esitligin ancak n = 1 icin sag-
landigini ve n = N igin Var (X) = 0 oldugunu gésteriniz; son durumu olasiliksal olarak yorumlayiniz.

Coziim.
(a) Kart numaras1 X, {1, ..., 10} iizerinde kesikli diizgiin dagilimlidir. Onerme 22.1 ile

10+1 11 102—-1 99 33
E(X) = — =3 Var (X) = 2 -1

(b) Atis sayis1 X ~ Geo (0,2), ¢ = 0, 8. Teorem 22.1 (a) ile
P(X<3)=1—¢>=1-0,512=0,488.

Hafizasizlik (Teorem 22. 2) ile P(X >5| X >2)=P(X >3)=¢=0,512. Momentler: E(X) =
% =5ve Var (X) = 004 = 20.
(c) Y = X — 1 oldugundan My (t) = E ( et X=1) )= e "My (t); Teorem 22.1 (b) ile

¢
_ -t _pe _ P
My (t)=e T gd 1 _ge t<—Ing.

Dogrudan da goriilebilir: My (t) = ZyZO eWq¥p =p ZyZO (ge')? = 1. Teorem 16.2 geregi

1
E(Y):E(X)—l:l—)—lzl%, Var (Y) = Var (X):I%.

(d) X’in cift olmasi, X € {2,4,6, ...} demektir. Ayrik olaylarin olasiliklar1 toplanir:

P(X cift) = fx(2k) *1p = pg @) = bg  _ pq __1
ZX z; kz:;)() 1-¢¢ (1-g(l+q 1+g

5/6
11/6 —
atiglar her zaman “6nce” gelir ve ilk at1§1n tek ba§1na

p=%.q=2icin P(X cift) = = =~ 0,4545. Olas1hg1n ’den kiiciik olmasi dogaldur: tek sayili

olasilig1 vard1r

6

(e) Her atista “5 ya da 6 gelmesi” basarisi p = olasﬂlkhdlr q= At1§ sayist X ~ I\(B, %) ve

3\ (1\?/2\? 1 4 12 4
P(X = 4) = Z Z) =3. 2.2 =2 = __ ~0.1481.
( ) (1)(3) (3) 3 9 9 81 27 0,148

Teorem 22.3 (c) ile E(X) = -2 773 = 6ve Var (X ):?:12.
9

(f) X ~ HG (52,4,5); (%) = 2598960.

(5)(%®) 1712304 35673 (1)(%)  4-194580 778320
P(X=0)= o)(5) _ = ~0,6588, P(X=1)=-1222= = ~ 0,2995.
( ) (552) 2598960 54145 ’ ’ ( ) (552) 2598960 2598960 ’

Dolayisiyla P(X > 2) =1 —0,6588 — 0,2995 ~s 0,0417. Bes kartlik bir elde iki ya da daha cok as
bulunma olasilig1 yaklasik yiizde 4’tiir. Momentler, p = % = % ile

1 ) 1 12 52—5 60 47 940
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22.6 Aligtirmalar 357

(g) Teorem 22.4 (c) geregi Var (X) = np(1 —p) %’dir. 1<n <N oldugundan N —n < N —1,
yani % < 1; np(1 —p) > 0 ile ¢arpinca Var (X) < np(1 — p) cikar. Esitlik i¢in ya np(1 —p) =0
(yani M =0 ya da M = N; bu durumda X zaten sabittir ve her iki taraf sifirdir) ya da % =1,
yanin = 1 gerekir; 0 < p < 1 olan asil durumda esitlik yalmizca n = 1’de saglanir. n = N i¢in carpan

J]VV:I;[ = 0 ve Var (X) = 0’dir. Yorum: biitiin nesneler fgkillcvlj%}nde cekilenler arasindaki basarili sayist

kesinlikle M’dir; gergekten DX = {M} ve fX (M) = W = 1 olur. Sabit bir rastgele degigkenin
N

varyanst sifirdir.

|

Kesikli diinyada bekleme siirelerini ve iadesiz ¢ekilisi tamamladik. Bir sonraki bolimde siirekli diinyaya
geciyor; hafizasizligin stirekli karsilig1 olan tistel dagilimi, en yalin siirekli dagilim olan diizgiin dagilim
ve olasilik teorisinin merkezindeki normal dagilim1 inceliyoruz: Diizgiin, Ustel ve Normal Dagilimlar.
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23.1

23. Diizgiin, Ustel ve Normal Dagilimlar

Geometrik, Negatif Binom ve Hipergeometrik Dagilimlar bélimiiyle kesikli dagilim ailelerini tamamladik.
Bernoulli, binom, Poisson, geometrik, negatif binom ve hipergeometrik dagilimlarin ortak yani, deger
kiimelerinin sayilabilir olmasiydi; her birini bir olasilik fonksiyonuyla (Tanim 10.2) tanimladik. Bu bo-
liimde siirekli tarafa geciyoruz: deger kiimesi bir aralik ya da biitiin R olan, dagilimi bir olasilik yogunluk
fonksiyonuyla (Tanim 11.2) verilen ti¢ temel aileyi inceleyecegiz.

Siirekli diizgiin dagilim, bir araliktan “rastgele nokta se¢mek” fikrinin rastgele degisken diliyle ifade-
sidir; kitabin bagindaki geometrik olasilik érnekleri bu dagilimin érnekleriydi. Ustel dagilim, bekleme
stirelerinin ve dmiirlerin dagilimidir; geometrik dagilimin siirekli karsiigidir ve onun gibi hafizasizdir.
Normal dagilim ise olasilik teorisinin en 6nemli dagilimidir: 6l¢iim hatalarini modeller, ¢ok sayida kiigiik
etkinin toplami olarak ortaya cikar ve istatistigin klasik yontemlerinin temelinde yatar.

Her dagilim i¢in ayni programu izleyecegiz: yogunlugu dogrulamak, dagilim fonksiyonunu bulmak,
beklenen degeri, varyansi ve moment tireten fonksiyonu hesaplamak, dagilimi 6tekilere baglayan yapisal
ozellikleri ispatlamak. Normal dagilimda bu program iki inlii hesabi icerir: kutupsal koordinatlarla Gauss
integrali ve kareye tamamlamayla moment tireten fonksiyon. Boliimiin sonunda standart normal tablonun
kullanimin sayisal 6rneklerle gérecegiz. Bu, kitabin son boliimidiir; alistirmalardan sonra kitap boyunca
kurdugumuz yapiya toplu olarak bakacagiz.

Siirekli Diizgiin Dagilim

Olasilik Uzay1 Ornekleri ve Geometrik Olasilik bélitmiinde bir araliktan “rastgele” nokta secme deneyini,
alt araligin olasihifini uzunluguyla orantili alarak modellemistik: (a, b)’den segilen noktanin (c,d) C
(a,b)’ye diigsme olasiligy g:g idi. Bu, Laplace uzayimnin (Tanum 4.1) siirekli kargihgidir: her nokta “esit
olasilikli”dir, ama tek noktanin olasilig sifir oldugundan bu esitlik ancak yogunlugun sabit olmasiyla ifade

edilebilir.
Tanim 23.1 (Siirekli Diizgiin Dagilim). o < b reel sayilar olsun. Olasilik yogunluk fonksiyonu

frlz) = {ﬁ,a<x<b

0, diger durumlarda

olan siirekli rastgele degiskene (a, b) aralifinda siirekli diizgiin dagilima sahiptir denir ve X ~ U(a, b)
yazilir. U (0, 1) dagilimina standart diizgiin dagilim denir.

fx gergekten bir yogunluktur: negatif degildir ve

*° | b—a
/OofX(x)dm:/a b_ada::b_azl.

Dagilim fonksiyonunu (Tamum 9.1) yogunlugu integre ederek buluruz. z < g icin integrand sifirdir,
Fx(zr) =0.a <z < bigin

x > bigin Fy(z) = 1. Boylece

0, z<a
Fx(z) =< iEa,a<z<b
1, z>b.

a<c<d<bicin
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Var (X) = BE(X?) — ( E(X))* =
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Plec< X <d) = Fx(d)— Fx(c) = Z:s;

yani bir alt araligin olasilig1 yalnizca uzunluguna baglhdir, nerede durduguna degil. Bu tam olarak geomet-
rik olasilik modelidir. Siirekli bir rastgele degiskende tek noktanin olasiligi sifir oldugundan (Onerme 11.1)
u¢ noktalarin araliga dahil olup olmamast higbir olasiligi degistirmez; U (a, b) ile Ula, b] arasinda ayrim
yapilmaz.

Diizgiin dagilimin sayisal 6zelliklerini hesaplayalim. Simetri nedeniyle beklenen degerin araligin orta
noktasi1 olmasi beklenir; varyans ise aralik uzunlugunun karesiyle 6l¢eklenmelidir.

Teorem 23.1 (Diizgiin Dagilimin Momentleri ve Moment Ureten Fonksiyonu). X ~ U(a,b)
olsun. O zaman
(b—a)?

12

_a+b
=

E(X) Var (X) =

ve moment iireten fonksiyon hert € R icin sonludur:

ebtieat
My (t) = { Gt 70

1, t=0.
ispat.
Beklenen deger tanimindan (Tanim 16.1)
b 2 2
z 1 b —a (b—a)b+a) a+d
E(X) = = . — _ .
(X) /a b—adx b—a 2 2(b—a) 2

Ikinci moment:

,b—a " b—a 3 3(b—a) N 3

b2 3_ .3 _ 2 2 2 2
E(Xz):/ LA 1 b —a (b—a)(b*+ab+a’) a +ab+b.

Varyans hesap formiilii (Onerme 16.3) ile
a®+ab+b? (a+b)?  4a® +4ab+4b> —3a® —6ab—3b> o> —2ab+b?  (b—a)?

3 4 12 12 12

Moment iireten fonksiyon (Tanim 17.2) igint #+ 0 olsun:

(b—a)t

btz tob bt at
e 1 e e’ —e

a

t = 0 icin My (0) = E(1) = 1. Integral hert icin sonludur; dolayisiyla M . biitiin R ’de vardir ve Teorem
17.4 ile momentler ondan da okunabilir. Ustel fonksiyonun seri agilimiyla

0o ( bn+1 _ an+1 )t'f'ﬁ‘l

bt __ at _
o Z (n+1)!

n=0

oldugundan, t # 0 i¢in (b — a) t ile bolip (n + 1)! = (n + 1) n! yazarsak

o] bn+1 _ an+1 tn

Mx®W =2 o= o

n=0

elde ederiz. L7 in katsayist E(X™) oldugundan

t
n

bn+1 _ an+1

EX"=—"F——, n=12 ..
(X™) (n+1)(b—a)
n =1 icin S(Qb__‘f) = GTH’, n = 2 i¢in :,Z”?b__‘f) = a2+‘§b+b2 bulunur; yukaridaki hesaplarla uyusur.
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23.1 Siirekli Diizgiin Dagilim 361

Ozel olarak U ~ U(0,1) i¢in E(U) = 1, Var (U) = 35 ve My (t) = ¢~1*dir. Genel durumda standart

¢
sapma 12’;\/3 ~ 0,289 (b — a), yani aralik uzunlugunun yaklasik yiizde 29’udur.

Olasilik integral Doniisiimii ve Ters Doniisiim Yontemi

Standart diizgiin dagilimin 6zel bir 6nemi vardir: her siirekli dagilim ona doniistiiriilebilir ve ondan treti-
lebilir. Bu iki yonli iligki, bilgisayarda rastgele say1 iiretmenin temelidir. Bilgisayarlar dogrudan U (0, 1)
dagilimli sayilar iiretir; istenen dagilima sahip bir deger elde etmek i¢in bu sayiy1 dagilim fonksiyonunun
tersinden gecirmek yeter.

Asagidaki 6nermenin (b) kisminda dagilim fonksiyonu kesin artan olmak zorunda olmadigindan siradan
ters fonksiyon yerine genellestirilmis ters kullanilir: F' bir dagilim fonksiyonu ve 0 < u < 1 igin

F'(u)=inf{z € R: F(z) > u}.

F siirekli ve kesin artan oldugunda bu, siradan ters fonksiyondur.

Onerme 23.1 (Olasilik Integral Doniisiimii ve Ters Doniisiim Yontemi). (a) X, dagilim fonksiyonu
F siirekli olan bir rastgele degisken olsun. O zaman Fx(X) ~ U(0,1) dir.

(b) U ~ U(0,1) ve F herhangi bir dagihim fonksiyonu olsun. X = F~(U) rastgele degiskeninin dagilim
fonksiyonu Fdir.

Ispat.

(@)Y = Fx(X) diyelim. Fx ’in degerleri [0, 1] 'de oldugundan'Y de [0, 1] de deger alir;u < 0 i¢cin P(Y <
u) =0veu>1icin P(Y <u)=1dir Geriye 0 < u < 1 i¢in P(Y < u) = u géstermek kalir; u =0
degeri bundan dagilim fonksiyonunun sagdan sirekliligiyle ¢ikar: Fy,(0) = lim,, o Fy (u) = lim,, g u =
0.

A, ={x € R: Fx(x) < u} kiimesini alahm. lim,_, _ Fx(z) =0 < u oldugundan A, bos degildir;
lim, ,  Fx(x) =1>u oldugundan istten simirhdw. x, =sup A, olsun. Fx siirekli oldugundan
Fy(z,) = u'dur: A, icindex,, — x,, olan bir dizi vardir ve Fx (z,,) = lim Fy (z,,) < u; éte yandan x >
z,, olan herx icinz ¢ A,, yani Fx(x) > u oldugundan Fx(z,) = lim,_,,, Fy(z) > u.

Simdi (Y <u) = (X <uz,) oldugunu gésterelim. X < z,, ise, Fyy azalmayan oldugundan Fy(X) <
Fy(z,) =w X >z, ise X ¢ A,, yani Fx(X) > u. Oyleyse

PY <u)=P(X <z, =Fx(z,) =u.

Demek ki Y 'nin dagilim fonksiyonu U(0,1)’in dagilim fonksiyonudur; dagilim fonksiyonu dagilimi
belirlediginden Y ~ U(0,1).

(b)0<u<1liginB,={xeR:F(z)>u} olsun. lim, ,  F(xz) =1 > u oldugundan B,, bos degil-
dir; lim, ,  F(z) = 0 < u oldugundan alttan sinirhdir. Dolayistyla F~1(u) = inf B, sonlu bir reel
sayidir. U ’nun degerleri 1 olasilikla (0, 1) de oldugundan X = F~Y(U) iyi tanimhdur.

Anahtar gozlem sudur: herz € R veu € (0, 1) i¢in

Flu)<zsu<F(z).

Sagdan sola:u < F(z) isex € B, dolayisiylainf B, < x. Soldan saga:m = inf B, olsun. B, i¢indey,, |
m olan bir dizi vardir (m € B,, ise sabit dizi almir); F' sagdan siirekli oldugundan F(m) = lim F'(y,,) >
u, yanim € B,,. F azalmayan oldugundan m < x ise F(z) > F(m) > u.

Bu denklikle, her © € R igin

P(X<z)=P (F'(U)<z)=P (U<LF(z))=F(a);

son esitlikte U ~ U(0,1) ve 0 < F(z) < 1 kullamldi. Demek ki X ’in dagilim fonksiyonu F’dir.
|

(a) kismina olasilik integral doniisiimii, (b) kismina ters doniisiitm yontemi denir. (b) kismi F’nin
tiirti hakkinda higbir sey varsaymaz; (a) kismindaki siireklilik kosulu ise atilamaz: X kesikli ise Fy (X)
yalnizca sayilabilir coklukta deger alir ve diizgiin dagilamaz.
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Ornek 23.1 (Diizgiin Dagilim Hesaplar1). (a) Bir duraga otobiis her 30 dakikada bir gelmektedir.
Duraga rastgele bir anda gelen yolcunun bekleme siiresi X (dakika), U(0, 30) dagilimhidir. P(X > 20),
P(5 < X < 15), E(X) ve o x degerlerini bulunuz.

(b) X ~U(0,1) ve Y = X2 olsun. Y nin yogunluk fonksiyonunu ve beklenen degerini bulunuz.

(c) Yogunlugu f(z) = 22 (0 < < 1) olan bir rastgele degiskeni ve U (a, b) dagilimli bir rastgele degiskeni
standart diizgiin bir U’dan ters doniisiim yontemiyle iiretiniz.

Cozim.
(a) b — a = 30 oldugundan olasiliklar uzunluk oranlaridir:
30—20 1 1
P(X >20)= == P X<15)=—==:.
(X > 20) 30 3 (b <X <15) 30 3
Teorem 23.1 ile E(X) = %£3% = 15 dakika, Var (X) = % =T75ve ox = /75 = 5V/3 ~ 8,66 daki-
ka.
(b) g(x) = z? fonksiyonu (0,1) iizerinde kesin artan ve tiirevlenebilirdir; tersi h(y) = /9, tiirevi

K (y) ﬁ@’dir. Doniisiim formiilii (Teorem 12.2) ile 0 < y < 1 i¢in

155

) 1 1
fy(y)fo(h(y))lh(y)|=1-2—\/§=2—\/§,

oteki y’ler icin fy-(y) = 0. Beklenen deger:

1 1 1 1 /
E(Y)=/ y-—dy=—/ y'2dy =
0 2\/5 2 0

N =
[SCN )

g.
Bu, E(X?) = %3+ = 1 ile uyusur.
(c) Birinci dagilimin dagilim fonksiyonu 0 < z < 1 i¢in F(z) = fow 2u du = x?dir; (0,1) tizerinde

siirekli ve kesin artandir, tersi F~!(u) = /u’dur. Onerme 23.1 geregi X = +/U istenen dagilima
sahiptir. Dogrudan saglama: 0 < x < 1 igin

P(WU < z)=P(U < 2?) = 22 = F(z).

U(a,b) icin F(z) = =2, tersi F~!(u) = a + (b — a)u’dur; &yleyse a + (b — a)U ~ U(a, b).
]

Ustel Dagilim

Bir telefon santraline ilk ¢agrinin gelmesine kadar gegen siire, bir ampuliin 6mrii, radyoaktif bir atomun
bozunmasina kadar gegen siire: bunlarin hepsi pozitif degerli, “ne kadar beklenirse beklensin gelecek”
turiinden rastgele buyiikliiklerdir. Geometrik dagilim (Tanim 22.2) ilk basariya kadar gecen deneme
sayisin1 modelliyordu; iistel dagilim, ilk olaya kadar gegen siireyi modeller.

Tanim 23.2 (Ustel Dagilim). A > 0 olsun. Olasilik yogunluk fonksiyonu

Fro(@) = Ae Az x>0
X0, diger durumlarda

olan siirekli rastgele degiskene \ parametreli iistel dagilima sahiptir denir ve X ~ Ustel ()\) yazilwr.

\ . .
ya oran parametresi denir.

fx bir yogunluktur: negatif degildir ve

e 9]
/ Ae ™ dx = [— e—“]go =0—(-1)=1.
0

Dagilim fonksiyonu z < 0 i¢in Fx(z) = 0, x > 0 i¢in
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23.2 Ustel Dagilim 363

T
Fy(z) = / e M dy = [— e_’\”]g =1—e?*
0

olur. Uygulamalarda dagilim fonksiyonundan ¢ok yasam fonksiyonu denen tiimleyeni kullanilir:
P(X >x)=1— Fx(z) = e 2, z > 0.

Teorem 23.2 (Ustel Dagilimin Momentleri ve Moment Ureten Fonksiyonu). X ~ Ustel ()) olsun.
Moment iireten fonksiyont < X i¢in sonludur ve

A
Mx(t) = —— t<A
Ayrica
1 1 " n!
E(X):X’ Var (X)zﬁ, E(X ):)\_'n, (n € N).

Ispat.

Tanimdan

My (t) = / e® \e M dz = )\/ e~ A7 gy,
0 0

t > X\ ise integrand her x > 0 icin 1’den kiiciik degildir ve integral iraksar; t < X ise

e~ (A—t)z ]
MX(t)lem] N b A

A=t A—t
0
My, sifinn (=, X) komsulugunda sonlu oldugundan Teorem 17.4 uygulanir. Tiirevier:

A ) 2

t=0'da E(X) = Mx(0) = ; ve E(X?) = M%(0) = & dolayisiyla

2 1 1

Genel moment icin My ’i geometrik seri olarak acalim;

t| < Aigin

1 SN\ = nl "
X0 =177 ;(Q A nl

t

£2in katsayist E(X™) oldugundan E(X™) = /\%; n = 1,2 i¢in yukaridaki degerler yeniden bulunur.
|

Ustel dagilimda standart sapma beklenen degere esittir: oy = % = E(X). Oran parametresi biiyiidiikge
olaylar siklagir, bekleme kisalir.

Ustel dagilimin en é6nemli yapisal 6zelligi, geometrik dagilimla paylastig1 hafizasizliktir: bir parca s zaman
calismissa, en az t zaman daha calisma olasiligl, yeni bir parcanin en az ¢ zaman ¢alisma olasiligina esittir.
Gecmis, gelecege dair higbir bilgi tasimaz. Teorem bunun tersini de séyler: bu 6zellige sahip tek strekli
dagilim isteldir.

Teorem 23.3 (Hafizasizlik Ozelligi). (a) X ~ Ustel ()) ise her s,t > 0 icin
PX>s+t|X>s)=P(X >t).

(b) Tersine, X, P(X > 0) = 1 olan bir rastgele degisken ve her s,t > 0 icin
P(X>s+t)=P(X >s)P(X >1t)
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364 Béliim 23. Diizgiin, Ustel ve Normal Dagilimlar

ise, bir A > 0 icin X ~ Ustel () dir

ispat.

a) s+t > s oldugundan (X > s +t) C (X > s)’dir. Kosullu olasilik tanimiyla

(a) 1 y
P(X>s+t,X>s5) P(X>s+t) e+t

P(X t] X = = = =eM=P(X>t).
(X>s+t]X>s) P(X >5s) P(X > s) s ¢ (X >1)

Ustel(1) yogunlugu ve X > s kuyrugu kaydirilmis kuyruk: ayni egri
y y

fiyy=e*

fls+t)/P(X>s)

05T _ e—(s«tt) /e—s _ e—t

P(X>s+t|X>s)=P(X>t)

Sekil 23.1: Ustel dagilimin hafizasizligi (A = 1). Solda s'nin saginda kalan kuyruk, P(X >s) = e* alanidur.

Sagda bu kuyruk s kadar sola kaydirilip e*'e boliinmiistiir: X > s verildiginde kalan siirenin yogunlugu

(kesikli) orijinal yogunlukla birebir cakisir. Gegen s siiresi, kalan siire hakkinda hi¢bir bilgi tasimaz: P(X
>s+t|X>s)=PX>t)

(b) G(t) = P(X >t) =1— Fx(t) yazahim (t > 0). Varsayim G(s +t) = G(s) G(t) bigimini alr. G
artmayan bir fonksiyondur; G(0) = P(X > 0) = 1’dir ve dagilim fonksiyonunun sonsuzdaki limitin-
den G(t) — 0 (t — o0).

Adim 1: 0 < G(1) < 1. Fonksiyonel denklemi ardisik olarak uygulayarak her n € N i¢in G(1) :((%)n
ve G(n) = G(1)™ buluruz. G(1) = 0 olsaydi hern i¢in(G ) = 0 olurdu; G artmayan oldugundan hert >
0 i¢in G(t) = 0 olur, dolayisiyla

P(X>0)=P(D<X>%)> :r}g&@):o

¢ikardi (artan olaylar dizisinde olasihigin siirekliligi); bu, P(X > 0) = 1 ile celisir. G(1) = 1 olsaydi her
n icin G(n) = 1 olur, G(t) — 0 ile celisirdi. Oyleyse 0 < G(1) < 1 ve
A=—-InG(1)
sayist (0, 00) araligindadir; G(1) = e,
Adim 2: rasyonel noktalar. m,n € N i¢in(G) :(n>m ve(@) = G(1)'/" = e~/ oldugundan

@) — e—)\m/n.
n

Yani her pozitif rasyonel q i¢in G(q) = e .

Adim 3: buitiin pozitif reel sayilar. t > 0 irrasyonel olsun. ¢; <t < ¢, olan rasyonel q,,qy alalim. G
artmayan oldugundan

e = G(gy) < G(t) < G(gy) = e 0.

q; 1t veqy | t alimirsa iki ug da et ye gider; sikistirmayla G (t) = e~ .
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23.2 Ustel Dagilim 365

Boylece t > 0 igin Fy(t) =1—e > ve P(X >0)=1 nedeniyle t <0 icin Fyx(t) =0 bulundu.
Bu, Ustel (\) dagihminin dagihm fonksiyonudur; dagiim fonksiyonu dagilimi belirlediginden X ~
Ustel ().

u

1 Hafizasizlik yalnizca iki dagilima 6zgiidiir

Geometrik dagilimda P(X > n) = (1 — p)™, iistel dagiimda P(X > t) = e~ idi; ikisi de G (s +
t) = G(s)G(t) denklemini saglar ve 1 — p ile e~ birbirine karsilik gelir. Yukaridaki ispat, bu denk-
lemi pozitif reel sayilarda saglayan, G(0) = 1 olan ve sonsuzda sifira giden tek artmayan fonksiyonun
e~ oldugunu gésterdi; dogal sayilarda ayni akil yiiriitme (1 — p)™’i verir. Dolayistyla hafizasiz tek
stirekli dagilim iistel, hafizasiz tek kesikli dagilim geometrik dagilimdir. Yipranan parcalar i¢in P(X >
s+1t|X > s), s ile azalir; tistel model yalnizca “yaglanmayan” parcalara uygundur.

Ustel dagilim, Poisson dagiliminin (Tanim 21.1) zaman eksenindeki karsiligidir. Poisson dagilimi sabit bir
zaman araligindaki olay sayisini sayar; ustel dagilim ilk olaya kadar gegen siireyi olcer. Aralarindaki
iligki tek satirlik bir gozleme dayanur: “ilk olay ¢’den sonra gelir” ile “(0, ¢] aralifinda hi¢ olay yoktur” aym
olaydir.

Onerme 23.2 (Ustel Dagilim ile Poisson Dagilim1 Arasindaki Iliski). Zaman icinde gerceklesen
olaylar icin hert > 0°da (0, t] aralifindaki olay sayisi N,, Poisson (At) dagilimli olsun; yani birim zaman-
daki olay sayisi Poisson ()\) dagilimlidir. T ilk olayin zamani ise T ~ Ustel ()\) dur.

ispat.
t > 0 olsun. Ilk olay t'den sonra gergeklesir ancak ve ancak (0, t] araliginda hi¢ olay olmazsa: (T > t) =
(N, = 0). Poisson olasilik fonksiyonuyla
At)°

P> 1) = PN, =0) = e _ oo
Dolayisiyla t > 0 icin Fy(t) = 1 —e ;T pozitif oldugundan t < 0 icin Fp(t) = 0. Bu, Ustel (\)
dagiiminin dagiim fonksiyonudur.
|

Onerme, oran parametresinin anlamini aciklar: birim zamanda ortalama \ olay gergeklesiyorsa ilk olaya
kadar ortalama } birim beklenir. Ardisik iki olay arasindaki siirelerin de bagimsiz ve Ustel ()) dagilimli
oldugu, bu kitabin kapsami disinda kalan stokastik siirecler dersinde ispatlanir; bu yapiya Poisson siireci
denir.

Ornek 23.2 (Ustel Omiir ve Bekleme Siiresi Hesaplar1). (a) Elektronik bir parcanin émrii X (saat),
beklenen degeri 1000 saat olan uistel dagilima sahiptir. Par¢canin 2000 saatten uzun ¢aligma olasiligini, 500
saatten 6nce bozulma olasiligini, dmriin medyanini ve 500 saat ¢alismig bir parcanin en az 1000 saat daha
calisma olasiligini bulunuz.

(b) Bir cagr1 merkezine cagrilar, saatte ortalama 3 ¢agr1 olacak bicimde, her ¢ saatlik araliktaki cagn
say1st Poisson (3t) olacak sekilde gelmektedir. Ilk cagr1 icin yarim saatten uzun bekleme olasiligini, 10
dakikadan kisa bekleme olasiligini ve beklenen bekleme siiresini bulunuz.

Coziim.
(a) E(X) = % = 1000 oldugundan \ = - ve P(X > z) = e~*/1000,
P(X >2000) = e ~0,1353, P(X <500) =1 — e /2 ~ 0,3935.

—m/1000 _ 1

1 . —m/1000 _ 1
5> yanie =5 ve

Medyan m, Fy(m) = % denkleminin ¢éziimtdir: 1 —e
m = 1000In2 =~ 693,1 saat.

Medyan beklenen degerden kiigiiktiir: dmiirlerin yarisindan fazlasi ortalamanin altindadir, az sayidaki
uzun Omiir ortalamay1 yukari ceker.
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366 Béliim 23. Diizgiin, Ustel ve Normal Dagilimlar

Son olasilik i¢in hafizasizlik (Teorem 23.3) kullanilir:

P(X > 1500 | X > 500) = P(X > 1000) = e~ ~ 0, 3679.

. —1500/1000 _
Dogrudan hesapla da ayni sonug ¢ikar: € 57505 = € 1

(b) Onerme 23.2 geregi ilk cagriya kadar gegen siire T (saat), Ustel (3) dagilimlidur.
1
éﬂ" > 5) =e31/2 = ¢ 15 ~ 0,2231.

Ayni sonug Poisson tarafindan da gikar: P(N;jp = 0) = e 15,10 dakika % saattir:

1
<FT < 6) =1—e3/6=1—¢e1220,3935.

Beklenen bekleme siiresi E(T') = # saat, yani 20 dakikadur.

fx) F(x)

dagihm 1 - e™

yogunluk Ae ™™

E(X) = /A
Var(X) = /A

0,5

Sekil 23.2: A =1 ve A = 2 icgin ustel dagilim. Yogunluk sifirda A degerinden baslayip geometrik hizla
azalir; A bityiidiikee kiitle sifira yigilir, ortalama 1/A kiigiiliir. Dagilim fonksiyonu 1 - e™*de ayn1 6l¢iide
daha hizl 1'e yaklagur.

23.3 Normal Dagilim

Normal dagilim, olasilik teorisinin merkezindeki dagilimdir. Gauss onu 6l¢iim hatalarinin dagilimi olarak
kullandi; bugiin 6nemi, matematiksel istatistikte ispatlanacak olan merkezi limit teoreminden gelir: ¢ok
sayida bagimsiz, kiigiik etkinin toplamy, tek tek etkilerin dagilimi ne olursa olsun, yaklagik olarak normal
dagilir. Bu bolimde teoremi degil, dagilimin kendisini kuracagiz.

Tanim 23.3 (Normal (Gauss) Dagilimi). p € R ve 0 > 0 olsun. Olasilik yogunluk fonksiyonu

fX($>:0\}%e><p_(x2_o_5) ), z € R

olan siirekli rastgele degiskene u ve o parametreli normal dagilima (Gauss dagilimina) sahiptir denir
ve X ~ N(p,0?%) yazilir. N(0,1) dagilimina standart normal dagilim denir; yogunlugu ve dagilim
fonksiyonu

ile gosterilir.
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23.3 Normal Dagilim 367

Yogunlugun bicimine bakalim. fy her yerde pozitiftir, x = p noktasina goére simetriktir ve en biiyiik

degerini a\}ﬂ olarak x = p’de alir. Tiirevleri

g

fela) =L i), fle) = (M - i) fx(a)

oldugundan biikiim noktalar1 z = p + o’dadir. o kiiciilditk¢e ¢an daralir ve yiikselir, biytidiikce genisler
ve basiklasir; u degisince egri yalnizca yatay kayar. Tanimda o2 yazilmasinin nedeni, ikinci parametrenin
varyans olmasidir.

Bu fonksiyonun bir yogunluk oldugunu gostermek bir satirlik is degildir; e **"nin ilkel fonksiyonu
elemanter fonksiyonlarla yazilamaz. Integralin degeri, iki boyutlu integrale gecip kutupsal koordinat
kullanan klasik bir hileyle bulunur.

Teorem 23.4 (Normal Yogunlugun Integrali Birdir). Standart normal yogunlugun normallestirme
sabitini veren esitlik sudur:

/ e’ 2dz = V2m.

Dolayisiyla her p € R ve o > 0 i¢in Tanim 23.3'deki f bir olasilik yogunluk fonksiyonudur.
ispat.
Adim 1: integral yakinsar. [—1,1] iizerinde integrand siirekli oldugundan oradaki integral sonludur.
| 2| > 1 igin 22 > | z |, dolayisiyla e /2 < e~ 121 /27dir; floo e % dz = 2e~'/? sonlu oldugundan
karsilastirmayla sag kuyruk yakinsar, integrand ¢ift oldugundan sol kuyruk da ayni degere yakinsar.

Boylece fio e #*12 dz yakinsar. Degerine I diyelim; integrand pozitif oldugundan I > 0.
Adim 2: I?yi iki katli integral olarak yazma. Degisken adinin 6nemi olmadigindan

72 = (/00 e_x2/2 d;c> (/OO e_y2/2 dy) _ /oo /oo e_(x2+y2)/2 d:cdy;

integrand pozitif ve iki ayri integralin ¢arpimi sonlu oldugundan iki katl integral diizlemin tamami
iizerinde yakinsar ve ardisik integral olarak hesaplanabilir.
Adim 3: kutupsal koordinatlar. x = rcosf, y = rsin (r > 0, 0 < 0 < 27) donisiimiiniin Jacobian’i

r’dir ve z? + 3% = r2 olur:
27 [e%S) )
122/ / e "2 rdrde.
o Jo

I¢ integralde u = 7“2—2, du = rdr alinirsa

[e ] 2 o0
/ e " /2rdr:/ e “du=1.
0 0

Oyleyse I? = fo% 1df = 2m ve I > 0 oldugundan I = /2.
Adim 4: genel p, 0. fx > 0 agiktir. z = *=E degisken degisimiyle dz = o dz ve

o0 1 oo 2 o
r)dr = e *2gdy = V2 = 1.
/oo Ix(@) oV2m /oo oV2m

Teorem ayni zamanda ¢’nin bir yogunluk ve ®’nin bir dagilim fonksiyonu oldugunu séyler. ® siirekli ve

kesin artandir, ®(0) = %’dir; ama kapali bir formiilii yoktur, degerleri tablodan okunur.
Simdi parametrelerin anlamini belirleyelim. Once moment iireten fonksiyonu hesaplamak en kestirme

yoldur; beklenen degeri, varyansi ve dagilimin 6teki yapisal 6zelliklerini ondan okuyacagz.

Teorem 23.5 (Normal Dagilimin Moment Ureten Fonksiyonu, Beklenen Degeri ve Varyansi).
X ~ N(u,0?) olsun. Hert € R igin
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242
My (t) = e>€)ut + UT)

E(X) =p, Var (X) = o2.

ve

ispat.
t € R sabit olsun. Tanimdan

> 1 z— )2
MX(t) — /_oo etz O-—\/%e{p—%) dz.

T = p+ oz degisken degisimiyle (dx = o dz)

1 o0 1 o0 2
My (t) = \/_2_71_/ otitoz) =222 g, — ot . \/_2_71-/ e><po'tz — %) dz.
—0o0 —00

Usteli kareye tamamlayalim:

2 1 1 —ot)? | o*t?
otz — % = —§(z2 —20tz) = _5((2—075)2 —0o?t?) = _L 20 ) + 02 .

z’ye bagh olmayan % terimi integralin disina ¢ikar:

1 > 5
MX(t) = e“t+02t2/2 R e*(zfat) /2 dz.
Vo

Son integralde w = z — ot alinirsa ffooo e /2 dw = /27 olur (Teorem 23.4). Dolayisiyla
My (t) = ertto’t?/2,
Integral hert icin yakinsadigindan My biitiin R 'de sonludur ve Teorem 17.4 uygulanir. Tiirevler:
My (t) = (p+0®t) Mx(t),  Mg(t) = 0® Mx(t) + (n+ 0t)2 My ().
M (0) = 1 oldugundan E(X) = M%(0) = pu ve E(X?) = M%(0) = 02 + u?; Onerme 16.3 ile

Var (X) = 02 + p? — p? = o2

Demek ki N (1, %) gosterimindeki iki parametre tam olarak beklenen deger ve varyanstir. Moment iireten
fonksiyonun iistelinin ¢’de ikinci dereceden bir polinom olmasi normal dagilimin ayirt edici 6zelligidir;
asagidaki sonuglarin hepsi bu bi¢imin korunmasina dayanur.

Standartlastirma

Normal dagilim hesaplarinda tek bir tablo yeter, ¢iinkii her normal rastgele degisken dogrusal bir donii-
siimle standart normale cevrilebilir.

Teorem 23.6 (Standartlastirma). X ~ N(u, 0?) ise
X—p

Z = ~ N(0,1).

Tersine, Z ~ N (0,1) ise X = p+ 0Z ~ N(u,0?). Sonug olarak her x € R vea < b icin

Fy(z) :@Sr_—“) Pla< X <b) =<I>b;“> 7@9—#)

g g
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ve herz € R icin ®(—2z) =1 — ®(2).

ispat.
g(x) = = fonksiyonu R iizerinde kesin artan ve tiirevlenebilirdir; tersi h(z) = p + oz, tirevi h' (z) =
o > 0’dir. Déniisim formiilii (Teorem 12.2) ile Z = g(X)’in yogunlugu

h@w;&(hun|wwn=0}ﬁaéi“+ggﬂ>>a= e = p(2).

Demek ki Z ~ N(0,1). Ters yon ayni formiille: g(z) = p + oz kesin artan, tersi h(x) = =£, h/(z) =
L. X = g(Z) nin yogunlugu

_ )2
R !
yani X ~ N(u,o?).

Dagilim fonksiyonu igin, g kesin artan oldugundan (X < z) = (Z < %) ve

T —p —u
Fy(x)=([Z < — (& )
wo) =7 < T1) -
P(a < X <b) = Fx(b) — Fx(a) esitligi bunu izler; X siirekli oldugundan araligin u¢larinin dahil olup

olmamasi énemsizdir.
Simetri ézelligi icin ®(—2z) integralinde u = —v degisimini yapalim:

o) = [ ptwdu= [ p-ndv= [ pwd=1-2()

—0o0 z z

burada p(—v) = ¢(v) (¢ift fonksiyon) ve ffzo ¢ =1 kullanild.

N(0, 6°) yogunluklari standart normal: ®(z) alam
Ay Ay
0,8

1-d(z)

Sekil 23.3: Solda sifir ortalamali normal yogunluklar: o kiiciildiikce egri diklesir ve kiitle ortalamaya
toplanir; her egrinin altindaki alan 1'dir. Sagda standart normal dagilim fonksiyonu ®(z) =P(Z < z), z'nin
solunda kalan alan olarak; simetri geregi &(-z) = 1 - &(z).
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O Bir, iki, ¢ standart sapma kurali

X ~ N(u,0?)igin Teorem 23.6 ve ®(—z) = 1 — ®(2) ile
P(| X —p|<ko)=P(—k<Z<k)=2k)—0(—k) =28(k) —

k =1, 2,3 icin bu olasiliklar yaklasik 0, 6827, 0,9545 ve 0,9973’tiir: normal dagilimh bir biyiiklik,
ortalamasinin bir standart sapma yakinina yaklagik iicte iki, iki standart sapma yakinina yiizde 95,
ii¢ standart sapma yakinina yiizde 99 7 olasilikla diiser. Chebyshev esitsizliginin (Teorem 16.4) k =
2 icin verdigi P(| X — p | > 20) < 1 smiryla karsilastirniz: gercek deger 0, 0455'tir.

%99,7

%95,4

%68,3

p-3c p-20 p-o n p+oc p+20 p+3c

Sekil 23.4: Bir, iki, ti¢ standart sapma kurali. N(i, 6%) yogunlugunun altinda i¢ ige ii¢ bant: ortalamanin

bir standart sapma yakini ytizde 68,3, iki standart sapma yakini yiizde 95,4, ii¢ standart sapma yakini

yuzde 99,7 olasilik tagir. Kuyruklarda kalan toplam olasilik binde ii¢tiir; normal dagilimli bir buytiklik
ortalamasindan ii¢ o uzaga hemen hi¢ diismez.

Standartlastirma, aX + b biciminde bir déniisiimdir. Genel dogrusal déniisimin de normal dagilimi
korudugunu bu kez moment iireten fonksiyonla gosterelim; ayn1 teknik bir sonraki teoremde toplamlar
icin de ise yarayacak.

Onerme 23.3 (Normal Dagilimin Dogrusal Déniisiimii). X ~ N(u,02%),a # 0 veb € R ise

aX—i—bNN(au—i—b,a?ch).

ispat.
Y = aX + b olsun. Hert € R i¢in

My (t) = E ( etlaX+b) y=e"E ( ela)X ) = e My(at) = e e><p,uat + o

0202 2
= explap + b))t + 7

Bu, Teorem 23.5 geregi N (ap + b, a?0?) dagiliminin moment iireten fonksiyonudur ve hert icin sonludur.
Moment iireten fonksiyon dagilimu tek tiirlii belirlediginden (Teorem 17.5)Y ~ N(ap + b, a?0?).
|

Parametreler Teorem 16.2 ile uyumludur; 6nermenin yeni soyledigi, dagilimin titritniin korunmasidir.
a= %, b= —£ alinirsa N(0, 1) bulunur; standartlastirma teoremi béylece ikinci bir ispat kazamr.

23.3.2 Bagimsiz Normallerin Toplam1

Bagimsiz normal rastgele degiskenlerin toplami yine normaldir. Bunu konvoliisyonla (Onerme 15.3)
gostermek uzun bir kareye tamamlama gerektirir; moment iireten fonksiyon ayni sonucu iki satirda verir.
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23.3 Normal Dagilim 371

Teorem 23.7 (Bagimsiz Normal Rastgele Degiskenlerin Toplami). X, ..., X,, bagimsiz ve heri icin
X, ~ N(u;,0?) olsun. O zaman

S:X1+...+XnNN(u1+...+umo—%+...+g%).

Ozel olarak, X1, ..., X,, bagimsiz ve hepsi N (i1, o) dagihml ise
S 2
S ~ N(np,no?) ve :_NQ,U_).
n n

tX,
)

o

ispat.

X, ..., X, bagimsiz oldugundan (Tanim 14.1)e .., €%n de bagimsizdir; bagimsiz rastgele degiskenle-
rin carpiminin beklenen degeri beklenen degerlerin ¢arpumidir (Teorem 18.1; n ¢arpan igin, e!Xat+Xn-1)
ile et%n bagimsiz oldugundan tiimevarimla). Dolayisiyla hert € R icin

n n n 0‘-2t2 . - t2
Ms<t):E(et(X1+-»-+Xn)):éﬂetxi) :HE(etXi )ZHG Pt + 22 ) :e><p<2'ui)t+< U?)E)'
i=1 i=1 i=1 =t i

K3

Bu, (%" w;, > 0?) dagiliminin moment ireten fonksiyonudur; Teorem 17.5 geregi S bu dagilima sahiptir.
Ozdes dagilim durumunda toplamlar ny ve no? olur. X = %S icin Onerme 23.3'u a = %, b=0 ile

uygulariz:
2 2
7 - %’ g) - 6 , U_> .
n’'n n

Varyanslarin toplanmas: Sonug 18.2'nin séylediginden fazlasi degildir; teoremin katkisi yine dagilim tii-
riiniin korunmasidir. X i¢in bulunan sonug¢ matematiksel istatistigin ¢ikis noktasidir: n bagimsiz 6l¢iimiin
ortalamasi, tek 8lciimle ayni merkezde ama +/n kat kiigiik standart sapmayla dagilir.

Bagimsizlik varsayimi atilamaz

X ~ N(0,1) ve &, X'ten bagimsiz, P(¢ = 1) = P(e = —1) = 1 olsun; ¥ = eX alalim. Toplam
olasilik formiilii ve —X ~ N(0,1) (Onerme 23.3, a = —1) ile

P(Y <y) = 3P(X Sy)+ 3 P(-X <y) = 8(y),

yani Y ~ N(0,1). Oysa X +Y = (1 + &)X, e = —1 iken tam olarak 0’dir: P(X +Y =0) = >
0. X + Y strekli bile degildir, normal hi¢ degildir.

23.3.3 Standart Normal Tablo Hesaplar:

®’nin kapali formiilii olmadigindan degerleri tablodan okunur. Tablolar z > 0 i¢in verilir; negatif z icin
®(—z) = 1 — ®(2) kullanilir. Céziim semasi her zaman aynidir: istenen olay X cinsinden yazilir, Teorem
23.6ile Z = % cinsine cevrilir, gerekirse simetriyle pozitif z’lere indirgenir ve tablodan okunur.
Ornek 23.3 (Standart Normal Tablo Hesaplar1). Asagidaki tablo, ®(z) degerlerini dort ondalikla
verir; satir z’nin ilk basamaklariny, stitun eklenecek miktar gosterir (6rnegin ®(1,25), satir 1, 2 ile siitun
+0, 05’in kesisimidir).

z 40,00 40,05 +0,10 +0,15
0,0 0,5000 0,5199 0,5398 0,5596
0,2 0,5793 0,5987 0,6179 0,6368
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z 40,00 +0,05 +0,10 40,15
0,4 0,6554 0,6736 0,6915 0,7088
0,6 0,7257 0,7422 10,7580 0,7734
0,8 0,7881 0,8023 0,8159 0,8289
1,0 0,8413 0,8531 0,8643 0,8749
1,2 0,8849 10,8944 0,9032 0,9115
1,4 0,9192 0,9265 0,9332 0,9394
1,6 10,9452 0,9505 0,9554 0,9599

1,8 10,9641 0,9678 0,9713 0,9744

2,0 0,9772 0,9798 0,9821 0,9842

2,2 0,9861 0,9878 0,9893 0,9906

2,4 0,9918 10,9929 0,9938 0,9946

2,6 0,9953 0,9960 0,9965 0,9970

2,8 10,9974 0,9978 0,9981 0,9984

3,0 0,9987 10,9989 0,9990 0,9992
Bir smavdaki puanlar X ~ N (100, 15?) dagiliml olsun.
(a) P(X < 115), P(X > 130) ve P(85 < X < 122,5) olasiliklarini bulunuz.
(b) P(X < ¢)=0,9332 olan ¢ puanini ve puanlarin yalnizca yiizde 5’inin astifi d puanini bulunuz
(®(1,6449) = 0, 9500 verilmistir).
(c) Bir iiriinde iki parcanin uzunluklar1 bagimsiz ve ¥; ~ N(50,32%), Y, ~ N(30,4%) (mm) dagilimldir.
Toplam uzunlugun 90 mm’yi asma olasiligimi bulunuz.

(d) Bir buytikliik, beklenen degeri p ve varyansi 16 olan normal dagilimli bir aletle 16 kez bagimsiz olarak
dlciilityor. Olgiimlerin ortalamasinin y’ye 1 birimden yakin olma olasiligini bulunuz.

Coziim.
(a) © = 100, o = 15 ile standartlastiririz.

115—1
P(X < 115) :@%) — ®(1) = 0,8413,
130 — 100
P(X > 130) =1 _@T) =1 —(1)(2) =1-0,9772 = 0,0228.

122,5 — 100 85 — 100

®(—1)=1—®(1) =1—0,8413 = 0, 1587 oldugundan
P(85 < X < 122,5) = 0,9332 — 0, 1587 = 0, 7745.

(b) P(X < c) =(®52) = 0,9332 olmalidir. Tabloda 0,9332 = ®(1,5); ® kesin artan oldugundan

0 = 1,5vec=100+15-1,5 = 122,5.

P(X > d) = 0,05, yani P(X < d) = 0,95 istenir: <=1°0 = 1,6449 ve

d =100+ 15 - 1,6449 = 124, 67.

Puanlarin yiizde 5’1 124, 67’nin istiindedir. (Tabloda ®(1,60) = 0, 9452 ve ®(1,65) = 0,9505; 0,95
bu ikisinin arasindadir.)
(c) Teorem 23.7 geregi T' =Y, + Y, ~ N(50 + 30,9 + 16) = N(80,25); o = 5.
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P(T > 90) =1 —@%) =1—®(2) =0,0228.

(d) 0% = 16, n = 16; Teorem 23.7 geregi X ~ @[L, %) = N(u,1). Oyleyse

— X —
P(|X—u|<1)=(ﬂ—1< - “<1> = ®(1) — P(—1) =28(1) —1 =2-0,8413 — 1 = 0, 6826

(daha hassas degeri 0,6827°dir). Tek ol¢iimde aym olasilik 2®(0,25) — 1 = 0,1974 olurdu; on alt1
6l¢tim standart sapmayi 4 kat kiigiltiir.
|

Alistirmalar

Alistirma 23.1 (Diizgiin, Ustel ve Normal Dagilimlar Uzerine). a) X ~ U(—1,3) olsun. E(X),
Var (X), P(| X | < 1) ve P(X > 2| X > 0) degerlerini bulunuz.

b)U ~U(0,1) ve A > Oolsun.Y = —4 In(1 — U) rastgele degiskeninin Ustel (A) dagilimh oldugunu iki
yolla gosteriniz: ters doniisiim yontemiyle ve dontisiim formiiliiyle. —% In U’nun da ayni dagilima sahip
oldugunu aciklayimiz.

¢) X; ~ Ustel ()\12 ve X, ~ Ustel (\y) bagimsiz olsun. min{X;, X,} ~ Ustel (A\; + A5) oldugunu ve
P(X, <X,) = T 1x; oldugunu gosteriniz.

d) X ~ Ustel (A) ve 0 < p < 1 olsun. P(X < z,) = p olan 2, sayisim (p-kantilini) bulunuz. Beklenen
o6mrii 1000 saat olan parca i¢in 6miirlerin ytizde 10’unun altinda kaldig1 ve yiizde 10 unun tistiinde kaldig:
siireleri hesaplayiniz.

e) X ~ N(u,0?)icin P(X < 10) = 0, 1587 ve P(X < 20) = 0, 9332 oldugu biliniyor. s ve o’y1 bulunuz;
ardindan P(X > 18)’i hesaplaymniz.

f) X ~ N(u,0?) icin P(| X — p | > 30) olasihigmi Chebyshev esitsizliginden gelen iist sinirla karsilas-
tirmiz.

g) Z ~ N(0,1) olsun. Moment iireten fonksiyonun seri acihimindan E(Z3) = 0 ve E(Z*) = 3 oldugunu
gosteriniz. X ~ N(u,0?) icin E(e*)’i bulunuz.

Cozim.
a) Teorem 23.1 ile B(X) = =13 =1 ve Var (X

=& 32 (1X|<1)=(-1<X<1)olaymm
uzunlugu 2, araligin uzunlugu 4: P(| X | < 1) =2 =

s

)
% 5. Kosullu olasilik:

P(X>2|X>0)=%:$:é

b) Ters doniisiim. Ustel ()\) dagilim fonksiyonu F(x) = 1 —e™** (z > 0), (0, 00) iizerinde siirekli ve
kesin artandir. F'(z) = u denklemi e™** = 1 — u, yani z = —% In(1 — u) verir; F ! (u) = —} In(1 —
u). Onerme 23.1 geregi Y = F~1(U) ~ Ustel (\).

Déniisiim formiilii. g(u) = — In(1 — u), (0,1) iizerinde kesin artan ve tiirevlenebilirdir; goriintiisii
(0,00), tersi h(y) =1 — e, b’ (y) = Ae Y. Teorem 12.2 ile y > 0 icin

fr) = fo (Ry) )W (y) [=1-re?,

ki bu Ustel ()\) yogunlugudur.

0<u<l igin P1-U<u)=PU >1—u)=u oldugundan 1—U ~U(0,1); dolayisiyla
—+InU da Ustel ()\) dagiimlidar.

¢) M = min{X;, X,} olsun. t > 0 i¢in (M >t) = (X; > t) N (X, > t) ve bagimsizlikla

P(M >t) = P(X; >t)P(Xy >t) = e Mt et = e=Matdo)t,
M > 0 oldugundan F}(t) = 1 — e~ Ma+22)t (£ > 0), By, (t) = 0 (t < 0): M ~ Ustel (A} + )y).

ikinci olasilik icin bagimsizlik nedeniyle ortak yogunluk carpimdir: f(x,,zy) = A;e M1\ e 2%2
(1,25 > 0). {z; < z,} bolgesi iizerinde integral alalim; 6nce x,, tizerinden:
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(e o] oo oo [ee]
P(X, <X,) = / e M / Ape 22 dzy | dry = / e T emhe gy = )\ / e~ Mitr)z dg
0 0 0

23.5

T
d) 1 — e *® = p denkleminden e **» =1 —pve
Inl—p) 1 ! 1

r =-—-———== — —

P X A1y

p= % i¢cin medyan 5= 82 pulunur (Ornek 23.2 ile uyumlu). A = igin:

1000
zyq, = —10001n0,9 ~ 105,4 saat, Too = —10001n0,1 ~ 2302,6 saat .

Omiirlerin yiizde 10’u 105, 4 saatin altinda, yiizde 10’u 2302, 6 saatin iistiindedir.
e) Standartlastirma ile @%) =0, 1587 ve (lﬁ%) = 0,9332. Tablodan ®(1) = 0, 8413, dolayisiyla
®(—1) =0,1587; ve (1,5) = 0,9332. ® kesin artan oldugundan

10 — _
0—n_ 4, 2Dk _ys
o o
Ikinci denklemden birinciyi glkarmca == =12,5, yani ¢ = 4; birinci denklemden y =10+ o = 14.
Saglama: 2714 = 1,5. 0 halde X ~ N(14 16) ve
18 —14
P(X>18):1—<I>T =1—®(1) =0,1587.

f) Teorem 16.4 ile P(] X — pu | > 30) < § ~ 0,1111. Gergek deger, standartlastirma ve simetriyle,
P(|X—p|230)=P( Z|23)=2(1-9@3))=2(1—0,9987) = 0,0026

(daha hassas degeri 0, 0027°dir). Chebyshev sinir1 gercek olasiligin kirk katindan biiytiktiir; her dagilim
icin gecerli olmanin bedeli budur.

M, (t) = et’/? (Teorem 23.5, u = 0, o = 1). Ustel serisiyle
8) My(t) K y

2 (t? /2 2t
=>4

=1+-+—+-
£ 28

Serlde yalnizca ¢ift kuvvetler bulunur; t, in katsayist 0 oldugundan Teorem 17.4 geregi E(Z3) = 0.

’in katsayus E(Z4) tii: & = E(Z*) L] esitliginden E(Z*) = & = 3.
Son olarak E(eX), moment ireten fonks1yonun t = 1’deki degerldlr.

B(eX) = My (1) = e/,

6rnegin X ~ N(0,1) igin E(eX) = e!/? ~ 1,6487.
|

Olasilik Teorisi’nin Sonu

Bu boliimle kitap tamamlaniyor. Geriye déniip bakinca tek bir iplik gériiniir.

Bir rastgele deneyin biitiin olas1 sonuclarini toplayan ornek uzay (2 ile bagladik. Olasilik atayacagimiz
olaylar1 keyfi bir aile olarak degil, tiimleyen ve sayilabilir birlesim altinda kapali bir o-cebir U olarak
sectik; sayilabilir islemler altinda kapalilik, sonsuz deneyler ve limitler hakkinda konusabilmenin bede-
liydi. Bu aile iizerinde Kolmogorov aksiyomlarini saglayan bir olasilik 6l¢iisii P tanimladik ve (2, U, P)
icliisiine olasilik uzay: dedik. Laplace uzayi, sayma teknikleri ve geometrik olasilik bu yapinin ilk 6rnek-
leri oldu; kosullu olasilik, Bayes teoremi ve bagimsizlik, bir olay hakkindaki bilginin 6tekilerin olasiligini
nasil degistirdigini anlatti.

Ikinci adim, Q’y1 say1 dogrusuna tasiyan rastgele degisken kavramiydi: (X < a) kiimelerinin olay
olmasi koguluyla X : 2 — R. Bu kosul, P 6l¢iisiinii Borel cebrine tasiyip X in dagilimini dretti; dagilim
fonksiyonu Fy bu dagilimi tek bir azalmayan, sagdan siirekli fonksiyonda 6zetledi. Kesikli degiskenlerde
olasilik fonksiyonu, siirekli degiskenlerde yogunluk fonksiyonu FY i yeniden kurdu; déntisiim formiilii bir
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degiskenin fonksiyonunun dagilimini verdi. Rastgele vektorler ayni yapiy1 R™’e genisletti: ortak, marjinal
ve kosullu dagilimlar, bagimsizlik ve konvoliisyon.

Uciincii adim beklenen deger oldu: dagilimin tek bir sayiya sikistirilmis 6zeti. Varyans, kovaryans ve
korelasyon yayilimi ve birlikte hareketi 6l¢tii; Chebyshev esitsizligi varyanstan olasilik sinir1 ¢ikardi.
Moment iireten fonksiyon ve karakteristik fonksiyon biitiin momentleri tek bir fonksiyonda topladi ve
teklik teoremi sayesinde dagilimlari tanimanin en gii¢lii araci oldu. Kosullu beklenen deger, bilginin
beklentiyi nasil giincelledigini s6yledi.

Son kisimda bu araglar1 dagilim ailelerine uyguladik. Bernoulli denemelerinden binom, geometrik ve
negatif binom; nadir olaylarin limitinden Poisson; iadesiz ¢ekilisten hipergeometrik dagilim dogdu. Bu
boliimde siirekli tarafta diizgiin, tstel ve normal dagilimlari kurduk: her siirekli dagiim diizgiinden
retilir, tstel dagiim geometrik dagilimin siirekli kardesi ve Poisson dagiliminin zaman eksenindeki
karsiligidir, normal dagilim ise dogrusal doniigiim ve bagimsiz toplam altinda kapali kalan ¢an egrisidir.
Her dagilim icin ayni sorulari sorduk ve her yanit 6nceki kisimlardaki genel teoremlerin bir uygulamasi
oldu.

Buradan iki ders devam eder. Matematiksel Istatistik soruyu tersine cevirir: dagilimi bilip 6rneklemin
davranigini hesaplamak yerine, 6rneklemi goriip dagilimin bilinmeyen parametrelerini tahmin etmek.
Biiyiik sayilar yasasi ve merkezi limit teoremi normal dagilimin neden her yerde ortaya ciktigini agiklar;
orneklem ortalamas: i¢in buldugumuz @ —) sonucu giiven araliklarinin ve hipotez testlerinin ¢ikis
noktasidir. Stokastik Siirecler ise zamanla degisen rastgele degisken ailelerini inceler: Poisson siireci,
ilk olayin zamani icin gosterdigimiz iistel dagilimin biitiin olaylar dizisine genisletilmis halidir; Markov
zincirleri kosullu olasilik ve hafizasizlik fikrini zamana yayar; Brown hareketi normal dagilimli, bagimsiz
artigh siirekli bir siirectir. Bu kitapta kurulan olasilik uzay, rastgele degisken ve dagilim dili her ikisinin
de ortak temelidir.

Kitabin butiiniine ve 6teki bolumlere donmek i¢in: Miifredat ve Giris.
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