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Giris

Matematigin temelleri, matematiksel akil yiiriitmenin dilini ve kurallarini kuran derstir. Onermeler

mantigindan ispat tekniklerine, kiime kuramindan bagintilara kadar; sonraki tiim derslerin iizerine inga
edilecegi zemini hazirlar.

1 Not

Asagidaki mifredattaki tiim bagliklarin notlar1 hazirdir ve baglantilardan ulasilabilir.
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1.1

1.2

1. Mantiga Giris ve Temel Kavramlar

Mantik sozliklerde “dogru diisiinme sanati veya bilimi”, “dogru diisiinme yontemi”ya da “gercegi aramaya
yonelik zihin islemlerinden hangilerinin dogru hangilerinin yanlis oldugunu aciklayan ilkeleri yontemli
olarak inceleyen bilim” olarak tanimlanir.

Matematigin temelleri dersinde mantig1 bu genis anlamiyla degil, matematiksel akil yiiriitmenin dili
olarak ele alacagiz: hangi ctimlelerin bir hiikiim bildirdigini, bu hitkiimlerin nasil birlestirilecegini ve bir
sonucun onciillerinden gercekten ¢ikip ¢ikmadiginm kesin kurallarla inceleyecegiz.

Mantigin Kisa Tarihi

Mantigin bir bilim olarak Aristoteles tarafindan kuruldugu kabul edilir. Aristoteles’ten 6nce de mantiksal
diisiinme konusunda cabalar ve daginik bilgiler vardir; ancak mantig: sistemli bir bilgi alan1 haline getiren
odur. Dolayisiyla Aristoteles, mantig1 bulan degil, mantig1 sistemli ve diizenli hile getiren ilk kisidir.
Aristoteles’in mantik {izerine yazdig: alt1 kitap, kendisinden sonra Organon adi altinda toplanmustir:

+ Kategoriler

« Onermeler (De Interpretatione)
« Birinci Analitikler

- Ikinci Analitikler

« Topikler

« Sofistik Deliller

Orta Cag boyunca Aristoteles mantig1 batida oldugu gibi doguda da biiyiik 6nem tasimustir. Islam diinya-
sinda Aristoteles’in etkisi, Organon’un Arapgaya cevrilmesiyle baslamistir. Onemli Islam mantikcilart
arasinda Farabi, ibn-i Sina ve Razi yer alir.

1 Aristoteles mantigina yoneltilen elestiri

Aristoteles mantig1 siklikla elestirilse de tek arac olarak varligimi yiizyillarca stirdiirmiistiir. Elegti-
rilerin en 6nemli gerekcesi sudur: bu mantik, 6nciillerden tiitmdengelim (dediiktif) bir yolla yine
onciillerde zaten mevcut olan bilgiyi verir.

Ornegin “Biitiin insanlar éliimliidiir” ve “Sokrates bir insandir” énciillerinden “Sokrates éliimliidiir”
sonucu cikarilir. Oysa bu sonug, aslinda 6nciillerin icerisinde zaten mevcuttur; akil yiiriitme yeni bir
bilgi iiretmemis, var olani agiga ¢ikarmigtir.

19. yiizyilin ortalarinda George Cantor, Bertrand Russell ve Gottlob Frege gibi matematik¢i ve
mantikg¢ilarin ¢cabalariyla modern (sembolik, matematiksel) mantik olusturulmustur. Modern mantik,
Aristoteles mantigina gore ¢cok daha karmagik ¢ikarimlari ifade etme ve denetleme imkani veren yeni
bir sembolik dildir.

Matematigin Temelleri Uzerine U¢ Okul

20. ylzyilin baglarinda matematigin temellerinin ne oldugu iizerine yiiriitilen tartismalar, ti¢ okulun
ortaya ¢ikmasini saglamustir.

Sezgicilik (intuitionism). “Sayilar ve genel olarak matematik, insan aklimin bir drinidiir; insan akl
olmasaydi onlar asla olmazdi” goriisiini savunur. Bu okul, matematigin bir bulus degil bir icat oldugunu
one siirer. En buytk temsilcisi L. E. J. Brouwer’dur.

Bi¢imcilik (formalizm). Matematigin bir dil oldugunu savunur. Temsilcisi David Hilbert’tir. Hilbert’e
gbére matematiksel 6nermeler, bicimsel mantik kurallar1 kullanilarak aksiyomlardan elde edilmelidir.
Hilbert, Brouwer’in aksine, matematikte gercekligin degil tutarliligin 6nemli oldugunu savunmustur.
Platonculuk (realizm). Sayilarin, insan aklindan bagimsiz olarak var olan soyut varliklar oldugunu
savunur. Matematik insan aklinin bir icad1 degil, bir bulusudur; yani nesneler 6nceden vardir, insanlar
sonradan fark etmistir. Bu okulun en 6nemli temsilcisi Kurt Godel’dir.
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Temel Tanim ve Kavramlar

Bu boélimde hem bu derste hem de genel olarak matematik biliminde siklikla kullanilan temel terimleri
belirliyoruz.

Tanim 1.1 (Tanim). Bir kavramin niteliklerini eksiksiz olarak belirten veya ag¢iklayan ifadeye tanim
denir.

Tanim 1.2 (Onciil). Aragtirilmasi gerekli olmayan, dogru oldugu varsayilan énermedir.

Tanim 1.3 (Aksiyom (Belit)). Bir tanim veya teori ile iligkili olan bir dnciildir. Diger bir ifadeyle,
dogrulugu ispatlanmadan dogru oldugu kabul edilen 6nermelere aksiyom denir.
Aksiyom, diger 6nermelerin en dayanag: sayilan temel 6nermedir.

Tanim 1.4 (Postiilat). Belirli bir alana 6zgii olan, kanitlanmasina veya ispatlanmasina gerek olmayan
Onermelerdir.

Tanim 1.5 (Teorem (Hipotez)). Mantik kurallar: ile kanitlanabilen/ispatlanabilen matematiksel 6ner-
melerdir.

Tanim 1.6 (Yardimcr Teorem (Lemma)). Bir teoremin ispatlanmasi icin gerekli olan daha basit
onermelerdir.

Ispatlanmasi uzun ve karmagik olan teoremler lemmalara béliinerek, lemmalar ispatlandiktan sonra ana
teoremin ispatinda bu lemmalara atif yapilir. Boylelikle ana teoremin ispatini anlamak daha kolay bir hale
gelir.

@ Sik kullanilan iki terim daha

+ Sonug (corollary): Ispatlanmis bir teoremden neredeyse dogrudan, kisa bir akil yiiriitmeyle elde
edilen 6nermedir.

« Sani (conjecture): Dogru oldugu diisiiniilen, ancak heniiz ispatlanmamis énermedir. Ispatlandig1
anda teorem adini alir.

| Aksiyom ile postiilat fark:

Ikisi de ispatsiz kabul edilir; aradaki fark kapsamdir. Aksiyom biitiin matematige ortak, en genel
kabuldiir; postiilat ise belirli bir alana (6rnegin Oklid geometrisine) 6zgii kabuldiir.
Modern matematikte bu ayrim biyiik 6l¢iide silinmis, her ikisi de “aksiyom” adiyla anilir olmustur.

Bir sonraki béliimde bu kavramlarin tizerine kurulacagi en temel yap: tasini, yani 6nerme kavramini
inceleyecegiz.
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2.1

2.2

2. Onermeler ve Dogruluk Tablolar1

Matematiksel mantigin tizerine kuruldugu en kigiik yap: tasi 6nermedir. Bu boliimde bir ciimlenin ne
zaman Onerme sayildigini, 6nermelerin dogruluk degerlerini ve birden ¢ok dnermenin birlikte incelendigi
dogruluk tablolarini ele aliyoruz.

Onerme Kavrami

Tanim 2.1 (Onerme). Dogru ya da yanlis kesin bir hiikiim bildiren, géreceli olmayan ve ayni
zamanda hem dogru hem yanlis olmayan ctimlelere 6nerme denir.
Onermeler genellikle p, q,, ... veya a, b, c, ... seklinde kiiciik harflerle gosterilir.

Ornek 2.1 (Onerme Olan Ciimleler). Asagidaki ciimlelerin her biri birer énermedir:

+ p: “Turkiye’nin bagkenti Ankara’dir”

« ¢ : “V/2 bir irrasyonel sayidir”

o 7: “Bir yil 12 aydir”
s:“445>17dir”

Ornek 2.2 (Onerme Olmayan Ciimleler). Asagidaki ciimlelerin hicbiri 6nerme degildir:

. “Ne kadar giizel bir giin!” — iinlem, bir hiikiim bildirmez.
« “Sinemaya gidelim mi?” — soru ctimlesidir.
+ “r yerine 3 yazin” — emir cimlesidir.

« “Ne kadar ilging bir konu.” — gorecelidir; kisiden kisiye degisir.

Dogruluk Degeri

Tanim 2.2 (Dogruluk Degeri). Verilen bir 6nermenin dogru veya yanlis olmasina 6nermenin dog-
ruluk degeri denir.

« Onerme dogru bir hiikiim bildiriyorsa dogruluk degeri 1,
« yanlig bir hitkiim bildiriyorsa dogruluk degeri 0’dur.

Ornek 2.3.

¢ p:“3+4="7dir> — dogruluk degeri 1.
« g:“m=23,15tir” — dogruluk degeri 0.

Ornek 2.4 (Onerme mi, Degil mi?). Asagidaki ifadelerin hangileri birer 6nermedir? Onerme olanlarin
dogruluk degerlerini belirleyiniz.

a) “248 say1s1 bir asal sayidir”  b) “3 tam sayisi tektir”  ¢) “Ne kadar zor bir ders””

d)“2> —1=0dir” e)“3x + 6 ile 5 sayisini carpiniz”  f) “11 - 12 = 132 midir?”

Cozim.

a) Bir onermedir. 248 = 8 - 31 oldugu icin 248 asal degildir. Onerme yanlis oldugundan dogruluk
degeri 0’dur.

b) Bir 6nermedir; dogruluk degeri 1°dir.

c) Gorecelik kavramu icerdigi icin 6nerme degildir.

Acik Matematik - acik-matematik.com 11 CC BY-NC-SA 4.0


https://acik-matematik.com
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.tr

2.3

24

12 Boliim 2. Onermeler ve Dogruluk Tablolar1

d) Verilen ifade degisken icerdiginden ve dogruluk degeri x’e verilen degerlere gore degistiginden
onerme degildir.

e) Emir iceren bir ifade olup 6nerme degildir.

f) Soru ciimlesi oldugundan 6nerme degildir.

|

1 Degisken iceren ifadeler

(d) sikkindaki gibi degisken iceren ve dogrulugu degiskene bagli olan ifadeler 6nerme degildir;
bunlara acik 6nerme denir ve niceleme mantig: bélimiinde ayrica incelenirler.

Basit ve Bilesik Onermeler

Tanim 2.3 (Bilesik Onerme). iki veya daha fazla 6nermenin “ve”, “veya”, “ise” gibi baglaclarla birles-
tirilmesiyle veya bir 6nermenin sonuna “degil” eki konulmast ile elde edilen 6nermelere bilesik 6nerme
denir.

Bir bilesik 6nermeyi olusturan her bir 6nermeye, o bilesik 6nermenin bileseni adi verilir.

Tanim 2.4 (Basit Onerme). Hicbir bileseni olmayan, diger bir ifadeyle yalmiz bir hitkkiim bildiren
ciimlelere basit 6nerme ad1 verilir.

Ornek 2.5.

+ p: “Bir hafta 7 giindir” — basit
q : “Bugiin persembedir ve ayimn 1’idir” — bilesik
« r: “Paris, Fransa’da degildir” — bilesik
s : “Bugiin pazar ise ayn biri degildir” — bilesik
t : “Paris Fransa’dadir veya 2 4+ 11 = 13 tiir” — bilesik

Dogruluk Tablolar:

Tanim 2.5 (Dogruluk Tablosu). Bir bilesik veya basit 6nermenin ¢esitli durumlardaki dogrulugunu
belirtmek {izere diizenlenen cizelgelere dogruluk tablosu adi verilir.

Herhangi bir p 6nermesi i¢in iki durum vardir: p ya dogrudur ya da yanlstir.

p

1
0

1 Neden yalnizca iki deger?

Bu derste kullandigimiz mantik, dogruluk degerlerinin yalnizca 0 ve 1 oldugu iki degerli (Aristo)
mantiktir.

Matematikte dogruluk degerinin 0 ile 1 arasindaki ara degerleri de (%, % gibi) alabildigi cok degerli
ve bulanik mantiklar da tanimlanmistir; ancak bu derste bunlar1 kullanmayacagz.

p ve g gibi iki 6nermenin dogruluklarinin birbirlerine gére durumunu inceleyen tablo dort satirdan olusur:

p q

1 1 pdogruise g dogrudur
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2.5

2.4 Dogruluk Tablolar1 13

o

p dogru ise g yanligtir
0 1 pyanhsise ¢ dogrudur
0 0 pyanhsise q yanlistir

Teorem 2.1 (Satir Sayis1). Birbirinden farkli n tane 6nermenin dogruluklari birbirlerine gore 2™ degisik
durum olarak ortaya ¢ikar.

Ornek 2.6 (U¢ Onermenin Dogruluk Tablosu). p, g, r gibi ii¢ 6nerme icin 23 = 8 satir olusur:

p q T
1 1 1
1 1 0
1 0 1
1 0 0
0 1 1
0 1 0
0 0 1
0 0 O

© Tabloyu sasmadan doldurmak

Siitunlar1 soldan saga yarrya bélerek doldurun: n 6nerme icin ilk siitun 2"~! tane 1 ve 2" ! tane
0, ikinci siitun 2"~ %’lik bloklar halinde 1 ve 0... bigiminde gider. Son siitun daima 1,0, 1,0, ... olarak
degisir.

Boylece hicbir durumu atlamadigimizdan ve hicbirini iki kez yazmadiginizdan emin olursunuz.

Denk Onermeler

Tanim 2.6 (Denk Onermeler). Iki énerme veya bilesik 6nerme, miimkiin olan tiim durumlarda
ayn1 dogruluk degerini aliyorsa bu iki 6nermeye denk 6nermeler denir.

p ve q onermeleri birbirine denk ise p = g seklinde gosterilir ve “p denktir ¢” veya “p, ¢’ya denktir”
seklinde okunur.

Ornek 2.7. Asagidaki iki tabloyu karsilastiralim.

p q
1 1
0 0

Biitiin satirlarda dogruluk degerleri ayni oldugundan p = ¢’dur.

s t
1 1
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14 Boliim 2. Onermeler ve Dogruluk Tablolar1

Ikinci satirda dogruluk degerleri farkli oldugundan s # #’dir.

I Denk olmamak igin bir satir yeter

En az bir durumda dogruluklari ayni olmayan 6nermeler denk degildir. Denkligi gostermek igin
biitiin satirlarin uyusmasi gerekirken, denk olmadigini gostermek icin tek bir karsi satir bulmak
yeterlidir.

Bir sonraki bolimde 6nermeleri birbirine baglayan temel islemleri ve bunlarin cebirsel 6zelliklerini
inceleyecegiz.
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3.1

3. Baglaclar ve Onermeler Cebiri

Onermeleri birbirine baglayan ii¢ temel islem vardir: ve (A), veya (V) ve degil (). Bu bsliimde énce
bu islemlerin dogruluk tablolarini, ardindan toplama ve carpmaya cok benzeyen cebirsel 6zelliklerini
kuruyoruz. Bu 6zellikler, ilerideki boliimlerde karmasik 6nermeleri dogruluk tablosu kurmadan sadeles-
tirmemizi saglayacak.

“Ve” Islemi

iki veya daha fazla énermenin aralarina “ve” koyarak bilesik 6nermeler olusturabiliriz. p ile ¢ énermele-
rinin arasina “ve” baglaci konulursa “p ve ¢” bilesik 6nermesi elde edilir; p A g ile gosterilir.

1 Aksiyom

p ve q gibi iki 6nerme verildiginde, “p A ¢” 6nermesi her ikisi de dogru oldugunda dogru degerini
alir; diger tiim durumlarda ise bu 6nerme yanlis dogruluk degerini alir.

P q pAg
1 1
1 0 0
0 1 0
0 0 0

Ornek 3.1 (Dogruluk Degerleri Nelerdir?). a)p:“(—2 < 0) ve (0 < 3) tiir” b) g : “v/—1 bir gercel
sayidir ve (—1 < —2) dir”

Coziim.

a) Her iki bilesen de dogrudur:
1IANl1=1

b) v/—1 bir gercel say1 degildir; ayrica —1 < —2 de yanhstur:
0AND=0

Teorem 3.1 (Ve isleminin Ozellikleri). p,q,r onermeleri icin asagidaki ozellikler saglanir:
a)p ANp=p (esgicliliik ozelligi)

bpANg=qAp (degisme ozelligi)

JpA(gAT)=(pAg)ATr=pAgAT (birlesme ozelligi)

Alistirma 3.1 (Dogruluk Tablosuyla Ispat). Yukaridaki ii¢ 6zelligi dogruluk tablosu kurarak ispatla-
yiniz. Birlesme 6zelligi i¢in 23 = 8 satirlik tablo gerekir; g A7, p A q, (p A q) Arvep A (g A r) siitunlarmi
sirayla doldurup son iki siitunun ¢akistigini gosteriniz.
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3.3

16 Béliim 3. Baglaclar ve Onermeler Cebiri

“Veya” Islemi

Iki veya daha fazla énermenin “veya” baglaci ile birlestirilmesinden bilesik énermeler elde edilir. p ve ¢
onermeleri i¢in “p veya ¢”, p V ¢ ile gésterilir.

1 Aksiyom

p ve q dnermelerinden en az biri dogru oldugunda “p V ¢” bilesik dnermesi dogru, bu iki énerme
ayni anda yanlis oldugunda ise yanlistir.

P q pVgq
11
1 0 1
0 1 1
0 0 0

Ornek 3.2 (Dogruluk Degerleri Nelerdir). a)p: “(3+9 = 12) veya (—3 < —2) dir”
b) g : “4 bir asal sayidir veya 9 sayisinin 3 tane asal boleni vardir”

Cozim.
a) ilk bilesen dogrudur (3 + 9 = 12). “Veya” isleminde bir bilesenin dogru olmasi yeterli oldugundan
digerine bakmaya gerek yoktur:

1vo=1

(kinci bilesen —3 < —4, 5 oldugundan yanlstir.)
b) 4 = 22 oldugundan asal degildir; ilk bilesen yanhstir. 9 = 32 oldugundan 9un yalnizca bir asal
boleni vardir; ikinci bilesen de yanligtir:

ov0o=0

Teorem 3.2 (Veya Isleminin Ozellikleri). p, q,r 6nermeleri icin asagidaki ozellikler saglanir:
a)pVp=p (esgigliliik)

b)pVqg=qVp (degisme)

JpV(gVr)=(mVq Vr=pVqgVr (birlesme)

Dagilma Ozelligi

Teorem 3.3 (Dagilma Ozellikleri). p, q,r énermeleri i¢in asagidaki ozellikler saglanir:
a)pA(gVr)=(pAq)V(pAT) (ANninV iizerine soldan dagilmasi)
b)(gVr)Ap=(qAp)V(rAp) (AninV iizerine sagdan dagilmasi)
JpV(gAT)=(Vag A(pVr) (VninA iizerine dagilmasi)

1 Soldan ve sagdan dagilma

Bir islemin diger islem tizerine hem sagdan hem soldan dagilma 6zelligi varsa, bu iki 6zellik kisaca
“birinci islemin ikinci islem iizerine dagilma o6zelligi vardir” seklinde ifade edilir.

A ve V degisme 6zelligine sahip oldugundan, bu ikisi i¢in soldan dagilma sagdan dagilmay1 dogrudan
verir. Ancak kosullu 6nerme bélimiinde gorecegimiz “ise” islemi degismeli degildir; orada iki yonii
ayr1 ayr1 incelemek gerekecek.
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3.4

3.5

3.6

3.3 Dagilma Ozelligi 17

| Sik karistirilan nokta

pA(gVr)E(pPAQ VT

Dagitirken p’nin her iki terime de dagitilmasi gerekir. Dogrusu (p A q) V (p A r)’dir.

“Degil” Islemi

Tanim 3.1 (Bir Onermenin Degili). Bir p 6nermesinin dogruluk degerinin degistirilmesiyle elde edilen
bilesik dnermeye “p’nin degili” denir.
p’, —p veya ~ p ile gosterilir.

~

b p
1 0
0 1
Ornek 3.3.
« p: “7Tasal sayidir” — p’ : “7 asal say1 degildir”
«q:“3<8dir” — ¢ :“3>8dir”
e r:Tx5=40tr — 7“7 x 5 # 40 tir”

Teorem 3.4 (Degil Isleminin Ozellikleri). a) Dogru bir 6nermenin degili yanlistir.
b) Yanhs bir onermenin degili dogrudur.
¢) Bir 6nermenin degilinin degili kendisine denktir:

@) =p

© Degil alirken esitsizlige dikkat

q : 3 < 8 dnermesinin degili 3 > 8 degil, 3 > 8dir. “Ki¢iiktiir’in degili “buyiiktir” degil, “biyiik
veya esittir’dir; ¢iinki esitlik durumu da < iligkisini bozar.

Yutma Ozelligi

Teorem 3.5 (Yutma (Absorpsiyon) Ozelligi). Her p, q 6nermesi icin
pA(pVa)=p, pV(pAg)=p

saglanir.

Bu o6zellik sadelestirme yaparken en ¢ok ise yarayan kurallardan biridir: bir ifadede p ile baglayan bir
parantez goriirseniz, parantezin geri kalani yutulur.

Cozimlii Uygulamalar

Ornek 3.4 (Verilen Tablolar1 Tamamlama). Asagida verilen dogruluk tablolarini tamamlaymiz.
a)pVg' vep'Ag b)(p'Vg)Ar

Coziim.

a)
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18 Béliim 3. Baglaclar ve Onermeler Cebiri
p ¢ p ¢ pVqg pAg
1 0 0 1 0
1 0 0 1 1 0
0 1 1 0 0 1
0 0 1 1 1 0

b)

p q T p’ q r’ p'Vg (p' Vv
qQ) AT’

1 1 1 0 0 0 1 0

1 1 0 0 0 1 1 1

1 0 1 0 1 0 0 0

1 0 0 0 1 1 0 0

0 1 1 1 0 0 1 0

0 1 0 1 0 1 1 1

0 0 1 1 1 0 1 0

0 0 0 1 1 1 1 1

p’ V g siitunu yalnizca p’ ve ¢’nun ikisi de 0 oldugunda 0 olur; yani sadece p = 1 ve ¢ = 0 olan {igiincii

ve dordiincu satirlarda.
| ]

Ornek 3.5 (Tablodan Onerme Yazma). Asagida verilen dogruluk tablosunu kullanarak, soru igareti
bulunan yere A, V ve ’ baglaclarini i¢eren uygun bir énerme yaziniz.

p
1

qg 7
1 1
0 1
1 0
0 1
Coziim.

Sonug yalnizca iiciincii satirda 0°dir; yani p = 0 ve ¢ = 1 oldugunda. Bir “veya” 6nermesi tam olarak
bir satirda 0 oluyorsa, o satirda her iki bilesen de 0 olmalidir. p = 0 oldugu i¢in birinci bilesen p, ¢ =
1 oldugu i¢in ikinci bilesen ¢ segilir:

’

p q¢ ¢ pv{d

1 0 1
1 0 1 1
1 0 0
1

0
0 0 1
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3.6 Cozumli Uygulamalar 19

Aranan énerme p V ¢ diir.
|

Ornek 3.6 (Tablodan Onerme Yazma (iki Sifirl1)). Asagidaki dogruluk tablosunu saglayan bir 5nerme
yaziniz.

p q 7
1 0

1 0 1
0 1 1
0 0 0
Cozim.

Sonug, p ile ¢ farkli oldugunda 1, ayni oldugunda 0’dir. Bu davramsi iki kosulun kesisimi olarak
kurabiliriz: “en az biri dogru” ve “en az biri yanlis”.

p q p’ q p’Vd pVyg (pVa) A
(»'Vq)

1 1 0 0 0 1 0

1 0 0 1 1 1 1

0 1 1 0 1 1 1

0 0 1 1 1 0 0

Aranan énerme (p V q) A (p’ V ¢’)’diir.
|

Ornek 3.7 (Dort Onermeli Dagitma). Her p, q,, s nermesi i¢in
PVYA(rVs)=(@AT)VI(GAT)V(PAS)V(qAS)
oldugunu ispatlayiniz.

Coziim.
Dogruluk tablosu 24 = 16 satir gerektirir; bunun yerine cebirsel 6zellikleri kullanalim.

(pVag) A(rvs) pVQq) Ar]V[qu /\s] dagilma)

rA( p\/q ]V[s/\(p\/q)]

(
(degisme)
rAp)V(rAg)|V[(sAp)V(sAq)] (dagima)
(
(

) (rag)V(sAp)V(sAhg) birlegme)

A
AT)V(gAT)V (PAS)V(gAs)

=[(
[r
[ (
(r
(p degisme)

Bir sonraki b6liimde bu cebire iki 6zel 6nerme ekleyecegiz: daima dogru olan totoloji ile daima yanls
olan ¢eliski. Bunlar sadelestirmeyi ¢ok kisaltir; ayrintisi igin totoloji ve celigki bélimiine bakimz.
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4.1

4.2

4.3

4. Totoloji ve Celiski

Onermeler cebirinde iki 6zel énerme vardir: bilesenleri ne olursa olsun daima dogru olan ve daima
yanlis olan onermeler. Bunlar sayilardaki O ve 1’in rolilne cok benzer bir is goriir ve sadelestirme
yaparken en ¢ok bagvurulan araglardir.

Tanimlar
Tanim 4.1 (Totoloji). Bilesenlerinin biitin dogruluk degerleri i¢cin daima dogru (1) olan bilegik

Onermeye totoloji denir ve ¢ ile gosterilir.

Tanim 4.2 (Celiski). Bilesenlerinin butiin dogruluk degerleri i¢in daima yanlis (0) olan bilegik
onermeye celiski denir ve c ile gosterilir.

1 Ikisi de birer bilesik 6nermedir

Totoloji ve celigki birer bilesik 6nermedir. Totolojinin dogruluk degeri daima 1, ¢eligkinin dogruluk
degeri ise daima 0’dur.
Bu yiizden hesaplarda ¢ yerine 1, ¢ yerine 0 yazmak serbesttir; iki gosterim de ayn1 anlama gelir.

Temel Ornek: p vV p’ vep A p’
Teorem 4.1 (Uciincii Halin Imkansizlig1). Herp 6nermesiicinp V p’ bir totoloji,p A p’ ise bir celiskidir:
pVp =t, pAp =c

ispat.
Her iki 6nerme igin de dogruluk tablosu iki satirdan olusur:

p p pVp pAp
1 0 1 0
1 1 0

o

pV p’ situnu biitiin satirlarda 1 oldugundan totoloji, p A p’ siitunu biitiin satirlarda 0 oldugundan
celiskidir.
|

Bu iki denklik ders boyunca siirekli kullanilacaktir. Sozle ifade edersek: bir énerme ile degilinden en az
biri daima dogrudur, ikisi birden asla dogru olamaz.

t ve c ile islemler

Totoloji ve geligki, “ve” ile “veya” iglemlerinde birbirinin ziddi roller {istlenir.

Teorem 4.2 (Etkisiz ve Yutan Elemanlar). Her a énermesi i¢in asagidaki denklikler saglanir:
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22 Boliim 4. Totoloji ve Celiski

Islem Denklik t ve c¢’nin rolii

“ve” tha=alAt=a t, “ve” isleminin etkisiz ele-
manidir

“ve” cha=alAc=c ¢, “ve” igsleminin yutan ele-
manidir

“veya” tVa=aVt=t t, “veya” isleminin yutan ele-
manidir

“veya” cVa=aVc=a ¢, “veya” isleminin etkisiz
elemanidir

Ispat.

Dort denklik de iki satirlik dogruluk tablolariyla goriliir. t siitunu daima 1, c siitunu daima 0’diwr.
“Ve” islemi icin:

t a tAa alt c a cANa alc
1 1 1 1 0 1 0 0
1 0 0 0 0 0 0 0

lik tabloda t A a siitunu a siitunuyla, ikinci tabloda c A a siitunu c siitunuyla ¢akismaktadur.
“Veya” islemi icin:

t a aVt tVa c a cVa aVc
1 1 1 1 0 1 1 1
1 0 1 1 0 0 0 0

Burada da a V t siitunu t ile, ¢ V a stitunu a ile cakismaktadr.
|

@ Dort kurali ezberlemeden hatirlamak

1’i “kesin dogru”, 0’1 “kesin yanls” diye okuyun:

+ “Kesin dogru ve a” — her sey a’ya baghdir — a.

+ “Kesin yanlig ve a” — zaten ¢okmiistiir — c.

« “Kesin dogru veya a” — zaten kazanilmigtir — ¢.

+ “Kesin yanlig veya a” — her sey a’ya baghdir — a.

Sadelestirmede Kullanimi

Asagidaki iki 6rnek, bir bilesik 6nermenin totoloji oldugunu dogruluk tablosu kurmadan, yalnizca
cebirsel 6zelliklerle nasil gosterebilecegimizi anlatiyor. Ayni teknik bir sonraki boliimde ¢ok daha karma-
sik ifadelerde kullanilacak.

Ornek 4.1 (Cebirsel Yolla Totoloji Gostermek). [] (pAq)V(pAG) ] V p’ bilesik énermesinin bir
totoloji oldugunu, 6nermeler cebirinin 6zelliklerini kullanarak ispat ediniz.

Cozim.
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4.4 Sadelestirmede Kullanimi 23

[Ae)V(PAG) VD =[pA(gVe)]|Vp (dagilma, ters yonde)
(pAE)VP (avg =t)
=pVp (t, "ve'nin etkisiz elemani)

=t

O halde verilen 6nerme bir totolojidir.
]

Ornek 4.2 (En Sade Hale Getirme). p = (a V b) A @’ bilesik 6nermesini, islem 6zelliklerinden fayda-
lanarak en sade hale getiriniz.

Coziim.
p=(aVb) Ad
=(aNa’)V(bAa') (A’nin V fiizerine dagilmasi)
=cV(bAra) (aha" =c)
=bAd (¢, "veya'nin etkisiz elemani)
|

Ornek 4.3 (Bir ve Sifir Iceren ifade). Her p 6nermesi icin
[AAp)V(PAP) VD
onermesini en sade halde yaziniz.

Cozim.

(P’Vve)vp (1Ap' =p ,pAp =c)
p' Vp (¢, "veya"nn etkisiz elemani)
t

[AAP)V(pAP) VP

Verilen 6nerme bir totolojidir.
|

| Totoloji mi, ¢eliski mi, hicbiri mi?

Bir bilegik 6nermeyi sadelestirdiginizde ti¢ sonugtan biri ¢ikar:

« t (veya 1) ¢ikarsa 6nerme bir totolojidir.

« ¢ (veya 0) ¢ikarsa 6nerme bir ¢eligkidir.

+ ¢’ Vp gibi hala degisken iceren bir ifade ¢ikarsa énerme ikisi de degildir; dogruluk degeri
bilesenlere baghdur.

Uciincii durum bir hata degildir; cogu bilesik énerme bu sinifa girer.

Bir sonraki boliimde, bilesik bir 6nermenin degilini almanin kuralini, yani De Morgan kurallarin: incele-
yecegiz.
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5. De Morgan Kurallar1 ve Onerme
Sadelestirme

Bir bilesik 6nermenin degilini almak, matematikte en sik ihtiya¢ duyulan igslemlerden biridir: bir iddiay:
ciiriitmek, olmayana ergi ile ispat yapmak veya bir tanimin “saglanmadif1” durumu yazmak hep bu igleme
dayanir.

Bu boliimde bilesik 6nermelerin nasil degillenecegini veren De Morgan kurallarini kuruyor ve ardindan
bu kurallar1 6nerme sadelestirmede kullaniyoruz.

5.1 De Morgan Kurallari

Teorem 5.1 (De Morgan Kurallar1). p ve g herhangi iki 6nerme olmak iizere asagidaki ozellikler gercek-

lenir:
pAhg) =p' Vg ii)(pve' =p' ANg
ispat.
Her iki kuraly da dogruluk tablosu kurarak gosterelim.
i)
P q P’ q pPAq (pAa) pVd
1 0 0 1 0 0
1 0 0 1 0 1 1
0 1 1 0 0 1 1
0 0 1 1 0 1 1
Son iki siitun biitiin satirlarda ¢akistigindan (p A q)’ = p’ V ¢ “diir.
ii)
P q 4 q pVyq (pVva) p'Ag
1 1 0 0 1 0 0
1 0 0 1 1 0 0
0 1 1 0 1 0 0
0 0 1 1 0 1 1

Son iki siitun yine ¢akigsmaktadir; o halde (p V q)’ = p’ A ¢ “dir.
|

@ Kurali sozle hatirlamak

De Morgan kurallar tek ctimlede 6zetlenir: degil iceri girerken baglac yer degistirir.

« “pve ¢” dogru degilse, en az biri yanhstir — p’ veya ¢’.
« “pveya ¢” dogru degilse, ikisi de yanlistir — p” ve ¢’.
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Ornek 5.1 (Dogrudan Uygulama). (a V b')’ bilesik 6nermesini sadelestiriniz.

Coziim.

(avbd)Y =a Ab) =a Ab

Ornek 5.2 (Sifirdan Farkli Karmasik Say1). x ve y gercel sayilari, i de karesi —1 olan sanal say1y1
gosterdigine gore, x + 4y karmasik sayisinin sifirdan farkli olmasini 6nermelerle aciklayiniz.

Coziim.
z + iy = 0 olmasi, hem gercel hem sanal kismin sifir olmas1 demektir. O halde:

(z+iy #0) = (z +iy =0)
=[(@=0)A(y=0)]
=(x#0)V(y#0) (DeMorgan)

Yani bir karmagik sayinin sifirdan farkli olmasi i¢in gergel kisminin veya sanal kisminin sifirdan farkl
olmasi yeterlidir.
]

Ornek 5.3 (Bir Kuraldan Digerini Elde Etmek). Her a,b énermesi icin (a Ab)’ = a’ Vb oldugu
bilindigine gore, (a V b)’ = a’ A b oldugunu gésteriniz.

Cozim.
Verilen (a Ab)’ = a’ Vb denkligi her 6nerme ¢ifti icin gecerlidir. O halde a yerine a’, b yerine b’
yazabiliriz:

(@A) =(@)V(®)=aVd
Simdi her iki tarafin degilini alalim:
((« b)Y =(avoy
Soldaki ifadede degilin degili kendisine denk oldugundan
a Ab =(aVbd)

bulunur.
||

1 Iki kural birbirinden bagimsiz degildir

Yukaridaki 6rnek, De Morgan kurallarindan yalnmizca birini ispatlamanin yeterli oldugunu gésterir:
harfleri degilleriyle degistirip sonucun degilini almak diger kurali verir.

Bu “degiskenleri degilleriyle degistirme” teknigi dnermeler cebirinde sik kullanilir ve ikilik (dualite)
ilkesi olarak adlandirilir.

Bilesik Onermelerin Degillenmesi

Ornek 5.4 (Degilini Yazma). Asagidaki bilesik énermelerin denk oldugu énermeleri bulunuz.
a)[ " 11 saywsiasaldir'V(e <7)]" b)[(pAg) Vr]

Coziim.
a) “Veya’nin degili, bilesenlerin degillerinin “ve”sidir:
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5.2 Bilesik Onermelerin Degillenmesi 27

["11 asald"V (e<m)]"=["11 asal degildir' A (e > ) |

b)
[eAQ)' V) =((pAg)) Ar' (De Morgan)
=(@Ag AT
=pAgAT (birlegme)
| |

Ornek 5.5 (Carpimu Sifirdan Farkli Yapan Kosul). m ve n gercel sayilar1 géstermek iizere, (m —
1)(n + 2) # 0 énermesinin denki olan énermeyi bulunuz.

Cozim.
Bir ¢arpimin sifir olmasi, ¢arpanlardan en az birinin sifir olmas1 demektir:

[(m—1)(n+2)#0]=

[(m—1)(n+2)=0]

[ (m =0)V(n+2=0)

(m —17&0) (n+2+#0) (De Morgan)
(m#1)A(n#-2)

Yani carpimin sifirdan farkl olmasi igin her iki ¢arpanin da sifirdan farkli olmas: gerekir.
]

I Degil alirken baglaci gevirmeyi unutmak

Yukaridaki 6rnekte en sik yapilan hata, sonucu (m # 1) V (n # —2) olarak yazmaktir. Carpanlarin
bulundugu ifade “veya” ile bagliyd; degili alininca bagla¢ “ve”ye dénmek zorundadir.

Kontrol yéntemi basittir: m = 1,n = 5 alin. Carpim 0 - 7 = 0°dur, yani (m — 1)(n + 2) # 0 énermesi
yanlistir. “Veya”li yazim ise n # —2 saglandig1 i¢cin dogru degeri verirdi.

5.3 Sadelestirme Uygulamalari
Ornek 5.6 (En Sade Hale Getirme).
[(@VwAﬂWWT

bilesik 6nermesini, dogruluk tablosu kullanmadan en sade hale getiriniz.

Cozim.
[(evarryve] =((pVvaArr) ) Ald) (DeMorgan)

=((pVaAr)Aig
=(pVgArig (birlegme)
=((VaAg)Ar (birlesme ve degisme)
=(gn(PpVa))Ar (degisme)
=(gN(gVp))Ar (degisme)
=qAT (yutma)

|

Ornek 5.7 (Totoloji mi?). a V (b’ A a)’ bilesik énermesinin totoloji olup olmadigin: arastiriniz. Sonu-
cunuzu dogruluk tablosuyla da saglayimiz.
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28 Béliim 5. De Morgan Kurallari ve Onerme Sadelestirme

Cozim.
Cebirsel yol.
V(' 'Aa) =aV( (V) Va ) (De Morgan)
=aV(bVa')
=bV(aVa) (birlesme ve degisme)
=bVt
=t
Verilen 6nerme bir totolojidir.
Dogruluk tablosuyla saglama.
a b b’ b Aa " Na) aV (b ANa)
1 1 0 0 1 1
1 0 1 1 0 1
0 1 0 0 1 1
0 0 1 0 1 1

Son siitun biitiin satirlarda 1 oldugundan sonu¢ dogrulanmigtir.
|

Ornek 5.8 (De Morgan ile Totoloji Ispat1). (pV q) V (p A q)’ bilesik 6nermesinin bir totoloji oldu-
gunu, dogruluk tablosu kurmadan ispat ediniz.

Cozim.

(eVa)VipAg)' =(@VaeV (' V) (De Morgan)
=pV(qVp )Vg (birlesme)
=pV (P Vqg)Vgq (degisme)
=(pVp ) (qVa ) (birlegme)

|

Ornek 5.9 (Bir Onerme ile Degilinin Ayrimi). p, ¢, r ilkel 6nermeleri verilsin. Tablo kullanmadan
[pV(gAT)]V]pVI(gAT)]
Onermesinin totoloji oldugunu gosteriniz.

Cozim.

Kisaltma olarak A = p V (q A r) diyelim. Ifade A V A’ bigimindedir ve Teorem 4.1 geregi bu bir totolo-
jidir.

Ayni sonucu acik bicimde de gorebiliriz:

[pV(gAT)]V]pPV(gAT)] =

Il
bS]
<
)
>
3

VI[P AlgAr)] (De Morgan)
VP YA([pV(gAT)]V(gAT) ) (V'nin A iizerine dagilmasi)
(q /\ r))A(pV](@AT)VI(gAT) ] ) (birlesme ve degisme)

qAr A(p Vi)
A=t

1
@?
< <
*@
»-Q
>
3

If
H-
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5.3 Sadelestirme Uygulamalar1 29

3.
4.
5.

@ Sadelestirmede izlenecek sira

Karmasik bir 6nermeyi sadelestirirken su sira hemen her zaman ige yarar:

1.

Degilleri igeri sok. De Morgan ile en digtaki degilleri harflere kadar tasiyin; (p”)" = p ile ikili
degilleri temizleyin.

. Aym1 harfleri yan yana getir. Birlesme ve degisme 6zellikleriyle p ile p”’yi, g ile ¢”’yii komsu

yapin.

Degismezleri olustur. p V p’ =t ve p A p’ = c ile sabitleri a¢iga ¢ikarin.
Sabitleriyut. tVA=t,cANA=c,t NA= A, cV A= Akurallaniyla ifadeyi kisaltin.
Yutma kuraliniara. p A (p V q) veyap V (p A q) kalib1 goriirseniz dogrudan p yazin.

Buraya kadar i islemle calistik. Bir sonraki boliimde matematiksel teoremlerin neredeyse tamaminin
yazildig1 bicimi, yani “ise” islemini tanimliyoruz.
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30 Béliim 5. De Morgan Kurallari ve Onerme Sadelestirme
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6. Kosullu Onerme ve Cesitleri

Matematiksel teoremlerin neredeyse tamamu ‘eger ... ise ...” bigiminde kurulur. Bu yiizden “ise” islemi,
mantigin matematife en dogrudan bakan yuiziidiir. Bu bolimde kosullu 6nermeyi tanimliyor, diger
islemler cinsinden yaziyor ve bir kosullu 6nermeden tiiretilen ti¢ yeni 6nermeyi inceliyoruz.

6.1 “Ise” Islemi

Tanim 6.1 (Kosullu Onerme). p ve ¢ gibi iki 6nermenin arasina “ise” baglaci konulmak suretiyle elde
edilen bilegik 6nerme “p ise ¢” seklinde okunur ve p = ¢ seklinde gosterilir.

1 Aksiyom

“p = ¢” bilesik 6nermesi sadece p dogru, g yanlis iken yanlis deger alir. Diger tiim durumlarda
dogru deger alir.

p g9 p=4q
1 1 1
1 0 0
0 1 1
0 0 1

p = q 6nermesi asagidaki bicimlerin hepsiyle okunabilir:

. “pise ¢’dur”

«+ “p, ¢'yu gerektirir”

+ “p, ¢’nun yeter sartidir”
+ “q, p’nin gerek sartidir”

1 Bilesenlerin adlar1

pile g 6nermeleri, p = g bilesik 6nermesinin bilegenleridir. p = g 6nermesine kosullu 6nerme veya
gerektirme adi verilir.
Bu kogullu 6nermede p’ye onciil (varsayim, hipotez), ¢’ya sonug (hiitkiim) denir.

I Onciil yanligsa nerme dogrudur

Tablonun son iki satir1 ilk bakista yadirgaticidir: p yanlig oldugunda g ne olursa olsun p = ¢ dogru
kabul edilir.

Bunu bir s6z verme gibi diigiinebilirsiniz: “Sinavi gecersem sana kitap alacagim.” Smavi gecemediy-
seniz, kitap alsaniz da almasaniz da s6zliniizii ¢ignememis olursunuz. S6z ancak sinavi gecip kitap
almadigimizda ¢ignenir — tablonun tek 0 satir1 budur.

6.2 Diger islemler Cinsinden Yazilis1

Teorem 6.1 (Ise isleminin Acilimi). Her p, q 6nermesi icin
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32 Boliim 6. Kosullu Onerme ve Cesitleri

p=q=p' Vg
ispat.
p p g p=q p'Vg
0 1 1 1
1 0 0 0 0
0 1 1 1 1
01 0 1 1

Son iki siitun biitiin satirlarda ¢akismaktadir.
|

Bu denklik boliimiin en 6nemli aracidir: “ise” iceren her ifadeyi A, V ve ’ diline ¢evirip 6nceki béliimlerde
kurdugumuz biitiin cebiri kullanabiliriz.

Ornek 6.1 (Kosullu Onermenin Degili). (p = q)’ 6nermesini sadelestiriniz.

Coziim.

(p=q) =@ Vq) (iseaclim)
= (p’) A ¢’ (De Morgan)
=pA¢

|

Teorem 6.2 (Kosullu Onermenin Degili).

=9 =pN¢

Soézle: “p ise ¢” dnermesini ¢liriitmenin tek yolu, p’nin saglandii ama ¢’nun saglanmadig bir durum
gostermektir. Matematikte buna karsi 6rnek vermek denir.

6.3 Tersi, Karsiti1 ve Karsit Tersi
Tanim 6.2 (Bir Kosullu Onermenin Tiirevleri). Bir p = g kosullu énermesi verilsin.
i) p’ = ¢’ énermesine p = ¢ 6nermesinin tersi,
ii) ¢ = p Onermesine p = ¢ dnermesinin karsiti,
iii) ¢’ = p’ 6nermesine p = ¢ énermesinin karsit tersi denir.
Teorem 6.3 (Karsit Ters Denkligi). Her kosullu 6nerme, karsit tersine denktir:

p=q=q¢ =>p

ispat.

p g p ¢ p=>q ¢=p

1 0 0 1 1
1 0 0 1 0 0
0 1 1 0 1 1
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6.3 Tersi, Karsit1 ve Kargit Tersi 33

p ¢ p ¢ p=>q ¢=p

Son iki siitun ¢akismaktadur.
Ayni sonug cebirsel olarak da elde edilir:

’ /A ’

p=>q=p'Vqg=qVp =(¢)Vp =q¢ =p

| Yalnizca karsit ters denktir

Bir kogullu 6nerme kendi tersine ve karsitina denk degildir:
p=q#p =4, p=qEq=rp

Ornegin “Bir say1 4 ile béliiniiyorsa cifttir” énermesi dogrudur; ama karsit1 olan “Bir say: ciftse 4 ile
béliiniir” yanhstir (6 sayist). Karsit tersi olan “Bir say: ¢ift degilse 4 ile boliinmez” ise yine dogrudur.
Bu yiizden bir teoremi ispatlarken kargit tersini ispatlamak serbesttir; karsitini ispatlamak ise teoremi
ispatlamaz.

6.4 “Ise” Isleminin Dagilma Ozellikleri

Teorem 6.4 (ise isleminin Ve Uzerine Soldan Dagilmas1). Her a, b, c 6nermesi icin
=bAc)=(a=b A(a=c)
ispat.
Sag taraftan baslayalim:

(@" Vb) A (a’Vc) (ise agilim)
V(bAc) (V’nin A tzerine dagilmasi)
=a=(bAc)

(a=b)A(a=¢)

Ornek 6.2 (Sagdan Dagilma Var mi1?). Onermeler cebirinde “ise” isleminin “ve” islemi iizerine sagdan
dagilma 6zelligi olup olmadigini, dogruluk tablosu kullanmadan gosteriniz.

Coziim.

(bAc)=aile (b= a)A (c = a) énermelerini kargilagtiralim:

(6" V) A (C Va)

=0 A ) (dagilma)
=0bVe)V (De Morgan)
=bVe)=>

Elde ettigimiz sonug (b A ¢) = a degil, (b V ¢) = a’dir. O halde “ise” isleminin “ve” islemi {izerine
sagdan dagilma 6zelligi yoktur.
|

(b=a)A(c=a)=
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34 Boliim 6. Kosullu Onerme ve Cesitleri

1 Iki denklik bir arada
Son iki sonug birlikte akilda tutulmalidur:
= bAc)=(a=b)A(a=0), bve)=a=(b=a)A(c=a)

Onciil tarafinda “veya”, sonug tarafinda “ve” bulundugunda ifade iki kosullu énermenin “ve’sine
ayrilir. Onciildeki “ve” ise ayrilmaz.

6.5 Coziimlii Uygulamalar

Ornek 6.3 (Onciile Terim Tasima). Temel 6zelliklerden faydalanarak
[a=(bVe)]=[(anb)=c]

oldugunu gosteriniz.

Cozim.
= bBVe)=d V(bVe) (ise agilimi)
=(@ Vvb)Ve (birlesme)
=(a V() )Ve
=(aAb) Ve  (De Morgan)
=(aAb)=c
|

@ Bu denklik ne ise yarar?

Son 6rnek, ispat tekniklerinin temelini olusturur: “a ise b veya ¢ ”bicimindeki bir teoremi ispatlamak
yerine, ‘a dogru ve b yanls ise ¢ dogrudur”iddiasini ispatlamak yeterlidir.
Yani sonuctaki seceneklerden birini yanlhs varsayip digerini elde etmek serbesttir.

Ornek 6.4 (ic ice Kosullu Onerme).
[¢"=0b=Cc)]=[(bAc)=a]

oldugunu gosteriniz.

Cozim.
=b=cd)=d = b V)
= (a’) V(b V') (ise agilim)
=aVb Ve (birlesme)
=" Vc)Va  (degisme)
=(bAc) Va (De Morgan)
=(bAc)=>
|

Ornek 6.5 (Degilini Alip Sadelestirme). p,q,r 6nermeleri verilsin. Asagidaki bilesik onermelerin
degillerini yaziniz ve sonuctaki 6nermeleri sadelestiriniz.

a)(pAg) =71 byp=>(dAr) )pVagV(p' Ag Ar)
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6.5 Coziimlii Uygulamalar

35

Cozim.

a)

b)

[(pAg) =r1]

[(eAQ) Vr]
g (pA q)’)’ A7’ (De Morgan)
PAg AT

[p= (AT =[P V(L AT

=(p’) A(¢ A7) (De Morgan)

=pA(gVr)
)] =V ) (" Ag Ar) (De Morgan)
=pVa' A[(pVaVr] (De Morgan)

(pVq pVa) |V p\/q)’/\rl](dagllma)

ELV[(qu) r’]
(

=p ANg AT (De Morgan)

Ornek 6.6 (Dogruluk Degerlerini Belirleme). p ve q, p = g 6nermesi yanlis olacak sekilde ilkel
onermeler olsun. Asagidaki her bir 6nermenin dogruluk degerini belirleyiniz.

og=p d)q¢ =yp

a)pAq b)p' Vg
e)gep Hagep gp ed

Cozim.
p = q Onermesi yalnizca p dogru ve g yanhs iken 0 olur. O héalde

Bu degerleri yerine koyalim:

p=1 ¢=0

Onerme Hesap Deger
a) pAgq 1A0 0
b)) p’Vg 0VO 0
c) gq=p 0=1 1
d ¢=p 1=0 0
e) qg&p 01 0
f) g&p 0&0 1
g peqd 01 0

< islemi mantiksal gerektirme boliimiinde tanimlanacaktir; burada yalnizea “iki taraf ayni degerdeyse
1” kuralini kullandik.

Ornek 6.7 (Bilesenlerin Degerlerini Bulma). Asagidaki énermenin yanlis oldugu bilindigine gére
p,q,T, s ilkel 6nermelerinin dogruluk degerlerini belirleyiniz.
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36 Boliim 6. Kosullu Onerme ve Cesitleri

[PAQAT]=(sAT)

Coziim.
Bir kogullu 6nerme yalnizca 6nciil dogru, sonug yanlis iken 0 olur:
pAg) AT =1, sATr=0

Birinci egitlikte birlesme 6zelliginden

(pAg)AT=pAgAT=1
olur. Bir “ve” 6nermesinin dogru olmasi i¢in biitiin bilesenleri dogru olmalidir:

p=1, q=1, r=1
Ikinci esitlikte r = 1 bilgisini kullanalim:

sAr=sAN1=s=0

Sonug:p=qg=r=1ves=0.
|

Bir sonraki boliimde, iki bilesik onerme arasindaki “biri digerini zorunlu kilar” iligkisini, yani mantiksal
gerektirme ve ¢ikarim kurallarini inceleyecegiz.
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7.1

7. Mantiksal Gerektirme ve Cikarim
Kurallari

Bir teoremin ispati, 6nciillerden sonuca giden bir ¢ikarim zinciridir. Bu zincirin her halkasimin gecerli
olmasi, kullanilan adimin bir mantiksal gerektirme olmasina baghdir. Bu bélimde gerektirme kavra-
mini kesin bicimde tanimliyor ve matematikte en sik kullanilan ¢ikarim kurallarini tek tek ispatliyoruz.

Mantiksal Gerektirme

Tanim 7.1 (Mantiksal Gerektirme). Ikitane bilegik énermenin birbirini mantiksal olarak gerektirmesi
icin, bu iki bilegik 6nermenin arasina “=-” baglaci konularak elde edilen yeni bilesik 6nermenin totoloji
olmasi gerekir.

a,b,c, ... onermelerine bagl P ve K bilesik 6nermeleri verildiginde

P=K=t

ise “P 6nermesi K onermesini mantiksal olarak gerektirir” denir.

| Tki farkli ok kullanim

= sembolil iki ayr1 igi goriir ve bu ikisi karigtirilmamalidur:

« Islem olarak: p = ¢, dogruluk degeri duruma gore 0 ya da 1 olan bir bilesik énermedir.
« Baginti olarak: “P, K’y1 gerektirir” demek, P = K bilegik 6nermesinin her durumda 1 olmasi
demektir.

Yani gerektirme, kosullu 6nermenin totoloji halidir. Bir gerektirmeyi gostermek i¢in daima “sonug ¢
mi?” sorusunu yanitlariz.

Ornek 7.1 (Gerektiriyor mu?). (p A g¢)’ V 7 énermesi, (1 A ¢) V p’ 6nermesini mantiksal olarak gerek-
tirir mi?

Cozim.
Aradigimiz sey

2

[pAg) Vr]=[(rAg VD |=t

esitligidir. Once acalim:

[eAg) Vr]=[(AgVp |=[(pA))' V] V[(rAg VD]
[(pAg) AT [V (gAT)VDp" (De Morgan)

=(@AgAT)V(gAT) VY

Simdi p’ ile ilk terimi birlestirelim:
PV AgAT )= VP)A(P' VI(gAT))=p" VI(gAT)

Buradan
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38 Boliim 7. Mantiksal Gerektirme ve Cikarim Kurallar:

"V(gAT)VI(gAT)

"V[gA(r'Vr)] (dagilma, ters yonde)
"V (gAt)

Vg

p
p
p
p

Sonug p’ V g’dur; bu bir totoloji degildir (p = 1, ¢ = 0 icin 0 olur). O hilde (p A ¢)” V r énermesi (r A
q) V p’ dnermesini mantiksal olarak gerektirmez.

Saglama. p =1, ¢ = 0, r = 0 alalim. Birinci énerme (1 A0)" vV 0 = 1, ikincisi (0 A 0) V 0 = 0 olur;
yani 6ncil dogruyken sonug yanlistir.

|

Temel Cikarim Kurallar:

Asagidaki dort gerektirme, matematiksel ispatlarin iskeletini olusturur.

Teorem 7.1 (Ayirma Kurali (Modus Ponens)).
[P=aAp]=4q
bir totolojidir.

ispat.
Once onciilii sadelestirelim:

@'V Ap=@ Ap)V(gAp)=cV(pAg =pAgq
Buradan

[(P=aAp]|=a=pPN)'Va=@' Vd)Ve=p' V(I Vg =p Vt=t

Sozle: “p ise ¢” dogruysa ve p de dogruysa, ¢ dogrudur. Teoremleri uygularken yaptigimiz sey tam olarak
budur.

Teorem 7.2 (Karsit Ters Kurali (Modus Tollens)).

(k=0 N |=p
bir totolojidir.

ispat.
Onciilii sadelestirelim:

@VONS =@ AN)V(@Nd)=@ ANd)Ve=p AN

Buradan
[(p=a A ]|=p =0 N) VD
=(pVq Vy (De Morgan)
=(pVp)Vg=tVvg=t
|

Sozle: “p ise ¢” dogruysa ve q yanligsa, p de yanlistir. Olmayana ergi ile ispatin dayandigi kural budur.

Teorem 7.3 (Zincirleme Kurali (Hipotetik Tasim)). Her a,b, ¢ dnermesi igin

[@=b)A(b=c)]=(a=0)
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7.2 Temel Cikarim Kurallar 39

bir totolojidir.

I spat.

[@a=b)A(b=c)]=(a=0) (@ Vb)) A Ve)] V(a Ve)
(@ V) V(' Ve)|V(aVc) (De Morgan)
(@A )V (bAc)]Va Ve  (DeMorgan)

a V(anb)]Viev(bAc)]

—— — —

=a’Vb’ =cVb
(@ Vvb')Vv(bVe)
=a' V@' Vd)Ve=d' VtVe=t

Alt cizgilerdeki iki sadelestirme, dagilma ozelliginin dogrudan sonucudur:
a'V(aAb)=(@Va)A@ Vvbd)=tA(a'VY)=ad VI

eV(bA)=(cVb)A(cVe)=(eVb)At=cVDb

Sozle: a’dan b’ye, b’den c’ye gidilebiliyorsa a’dan c’ye gidilebilir. Uzun ispatlarin ara adimlarin birbirine
baglayan kural budur.

Teorem 7.4 (Ayirict Tasim).
[eVa) AP |=4q
bir totolojidir.

ispat.
Onciilii sadelestirelim:

(VAP =@AD)V(gAP)=cV(gAp)=qNp

Buradan
[Va AP |=a=(aAp) Vg
=(¢ Vp) Vg (De Morgan)
=((@Vq)Vp=tVp=t
|

Sozle: “p veya q”dogruysa ve p yanligsa, ¢ dogrudur. Durum inceleme ile ispatta secenekleri eleme adim:
bu kurala dayanir.

@ Dért kural bir arada
Kural Onciil Sonug
Ayirma (modus ponens) (p=q Ap q
Karsit ters (modus tollens) (p=>q ANq p’
Zincirleme (hipotetik tasim) (a=b)A((b=c) a=c
Ayirici tasim (pVaq) Ap q

Dérdiintin de ispat1 ayni kaliptadur: 6nciilii sadelestir, P’ V K yaz, x V ' = t ¢ikart.
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Modus ponens ile karistirilan gegersiz ¢ikarim

[ (p=4q) Ngq | = p bir totoloji degildir.
p =0,¢ = 1alalim: p = ¢ dogru, ¢ dogru, ama p yanlistir. Yani sonucun dogru olmasi dnciiliin dogru
olmasini gerektirmez.

Cift Gerektirme (Karsilikl1 Sart)

Tanim 7.2 (Karsilikl Sart islemi). Verilen a ve b 6nermelerinden “(a = b) A (b = a)” bilesik 6ner-
mesini elde etme iglemine karsilikli sart islemi veya cift gerektirme islemi ad1 verilir.

Bu 6nerme a < b seklinde gosterilir ve “a ancak ve ancak b” ya da “a icin gerek ve yeter kogul b’dir”
seklinde ifade edilir.

a b a=b b=a (a=Db)A asb
(b=a)

1 1 1 1 1 1

1 0 0 1 0 0

0 1 1 0 0 0

0 0 1 1 1 1

Tablodan goriildiigi gibi @ < b 6nermesi, iki taraf aym1 dogruluk degerini aldiginda dogrudur.

Tanim 7.3 (Mantiksal Cift Gerektirme). a,b,c,... 6nermelerine bagli P ve K bilesik 6nermeleri
verildiginde, P < K onermesi totoloji ise “P 6nermesi K 6nermesini mantiksal olarak ¢ift gerektirir”
denir.

1 Denklik ile cift gerektirme aym1 seydir

P < K = tolmastile P = K olmasi ayni anlama gelir: iki 6nerme biitiin durumlarda ayni dogruluk
degerini alir.
Bu yiizden simdiye kadar “=” ile yazdigimiz her denklik, aslinda bir ¢ift gerektirmedir.

Ornek 7.2 (De Morgan Kuralinin Cift Gerektirmesi). (a V b)’ énermesinin a’ A b’ dnermesini
mantiksal olarak cift gerektirdigini gosteriniz.
Coziim.
[(@aVbd) < (a"AY)]=[(aVDd) = (a' AV)|A[(a"Ab)=(aVb)]
=[(aVvd)V(a AV)]A[(aVDd)V(a AY) ]
(aVbd)V(a AY) (es gligliiliik)

Ikinci satirda her iki késeli parantez de ayni ifadeye indirgendi; ¢iinkii (a’ A b)) =a Vbve (aVb) =
a’ A b dir.
Kalan ifadeyi sadelestirelim:

(@avb)Vv(a Ab)=[aV(a AbD)]|VD (birlegsme)
=[(ava)A(aVV)]Vb (dagilma)
E( \/b/)\/b

Vb Vb)=aVit=t

O halde cift gerektirme saglanir.
|
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Ornek 7.3 (Ve Isleminden Cift Gerektirmeye). Dogruluk tablosu kullanmadan, a A b bilesik 6nerme-
sinin @ <> b bilesik 6nermesini mantiksal gerektirdigini ispatlayiniz.

Cozim.

h=[(aAb)= (a<b)]Enermesinin totoloji oldugunu géstermeliyiz.
=(@Ab)=[(a=b)A(b=a)]

(aNb) = [a\/b/\b’\/a)]
(
(o’

anb)' V[(a" V) A (b Va)]
=@ Vd)V[(@ Vb AD Va)] (De Morgan)
= [ (@’ V')V (a Vb) ] A [ (@’ V)V (b V a)] (dagilma)

Iki koseli parantezi ayr1 ayr1 sadelestirelim:
(@ V)V Vb)=a' V' Vb)=d Vi=t
(@ Vb))V Va)=(@Va) Vb =tvd =t

O halde h =t A t = t’dir; gerektirme saglanir.
]

Ornek 7.4 (Cift Gerektirmenin Degili). (p’ < q)’ = (p < q) oldugunu gosteriniz.
Cozim.

Pegd=[0=9N =)
=[(eVa A VD))
E[[(qu)/\Q’]V[(qu)/\p’]]’ (dagilma)

Icerideki iki parcay1 sadelestirelim:
PVord =p@Ad)VaAd)=pAd

(VAP =@AP)VI(gAD)=qAp

Buradan
e =[Erd)Vnp)]
=({@Aqd) N(gAp') (De Morgan)
=@ Vg A Vp)
=p=9AN(@=>Dp)
=p&q
[ |

7.4 Denklik Arastirmalar:

Ornek 7.5 (Denk mi, Degil mi?). p, g, r ilkel 6nermeler olmak iizere asagidaki 6nerme ciftlerinin denk
olup olmadigin aragtiriniz.

a)g= (pAp)veq b)yp=>qveq =p’
(pVg=>rvep=r)A(g=r) d)@PAqgV(Ar)vepV(qgAT)

Coziim.
a)

’

g=(@Ap)=q¢d V(pAP)=qd Vc=q
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Sonug ¢"’diir ve ¢ # ¢’dur. O halde bu iki 6nerme denk degildir.
b)

p=q=p'Vqg=qVp =) Vp =q¢ =9

Denktir; bu zaten Teorem 6.3 ile bildigimiz karsit ters denkligidir.

c)
(pVa =r=@Vve Vr
=@ ANg)Vr (De Morgan)
=@ Vr)A(¢ Vr) (V'nin A lzerine dagilmasi)
=p=rN(g=r)
Denktir.

d) Sol tarafi dagilma 6zelligiyle sadelestirelim:
(pAgVAT)=pA(gVT)

Sag tarafise pV (g A7) = (pV q) A (p V r)’dir. Bu ikisi denk degildir.
Kars1 6rnek.p =1, ¢ =0, r = 0 alalm:

0,
pA(gVr)=1A0=0, pV(gAT)=1Vv0o=1

I1ki dagilma kalib1 karistirilabilir

(d) sikkindaki iki ifade birbirine ¢ok benzer goriinse de farklidir:
(pAgV(pAT)=pA(gVr),  (PV@A(PVr)=pV(gAT)

Ortak ¢arpan parantezin digina ¢ikarken kendi baglaciyla gikar: “ve” ile baglhysa disarida “ve”,
“veya” ile bagliysa disarida “veya” kalir. Parantezin i¢indeki baglac ise digeridir.

7.5 Cozimli Uygulamalar
Ornek 7.6 (Dagilma Aksiyomu). Dogruluk tablosu kullanmadan
[p=@@=r)]=[=9=(@=r)]
bilesik 6nermesinin totoloji oldugunu gosteriniz.

Coziim.
Once iki tarafida A, V,’ diline cevirelim:

[p=(g=r)]=[=9=>@=r)]
=[PV Vr)]=[@® Ve VE Vr)]
E[p’\/q/Vr]’\/[(p/\q’)\/p Vr] (De Morgan)
=@AgAT)V(PAL )V Vr (De Morgan)

Simdi r ile ilk terimi birlegtirelim. X V (Y A X’) = X VY kurali geregi:
rV(pAgAT)=1rV(DAQ)

Buradan
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QOVAg)Vp VT

(gVq) ] Vp'Vr (dagilma, ters yonde)
Hyvp vr

p)Vr=tvr=t

O halde verilen 6nerme bir totolojidir.
|

Ornek 7.7 (Totoloji Midir?). (pV q) = [ g=(pAq) ] dnermesi totoloji midir?

Cozim.

—

Ve =[¢=@AN)]|=0@Ve V][IV ]

=@ ANg)VqV(pAg) (DeMorgan)

=q¢VpArg) (yutma: ¢'V (¢"Ap')=q")
=('Vp)A(d V) (dagilma)

=(¢' Vp) At

=q¢ Vp

Sonug ¢’ V p’dir; totoloji degildir. p = 0, ¢ = 1 i¢in degeri 0 olur.
|

Ornek 7.8 (p' Onermesini Gerektirme). Her p, ¢ 6nermesi i¢in (p = q) A ¢’ 6nermesinin p’ 6nerme-
sini mantiksal gerektirip gerektirmedigini arastiriniz.

Coziim.

[p=a N ]|=p =

p
pVq)Vyp (De Morgan)
p

O hélde (p = ¢) A ¢’ dnermesi p’ 6nermesini mantiksal olarak gerektirir. Bu, Teorem 7.2 ile aym
sonugtur.
|

Buraya kadar biitiin 6nermeler degisken icermiyordu. Bir sonraki béliimde degisken iceren ifadeleri, yani
acik onermeleri ve niceleyicileri inceleyecegiz.
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8.1

8.2

8.2.1

8. Niceleme Mantig1: Acik Onermeler ve
Niceleyiciler

Simdiye kadar inceledigimiz biitiin 6nermelerin dogruluk degeri sabitti. Oysa matematigin gercek ciimle-

leri neredeyse hep degisken icerir: “z? > 0 dir”, “n bir asal sayidir” gibi. Bu béliimde degisken iceren
ifadeleri 6nerme haline getiren araclari, yani niceleyicileri inceliyoruz.

Acik Onerme

“z + 1 bir dogal sayidir” ciimlesini ele alalim. Bu ctimle ilk bakista 6nerme tanimindaki sartlar1 gercekle-
memektedir. Clinkii ’in tam sayilar tizerinde degismekte oldugunu kabul edersek bu ifade

+ © > —1 degerleri i¢in dogru hikiim,
« © < —1 degerleri i¢cin yanlis hitkiim

bildirir. Bu sekildeki ifadelere acik dnerme denir.

Tanim 8.1 (A¢ik Onerme). p hiikiim bildiren bir ciimle olsun. Eger
a) p, en az bir degisken iceriyorsa,

b) p bir 6nerme degil, fakat

c) degiskenlerin alabilecegi degerler icin 6nerme oluyor ise

p’ye ac¢ik 6nerme denir.

Tek degiskenli acik 6nermeler p(x), g(x), r(x) vb. seklinde gosterilir. Benzer sekilde ¢ok degiskenli acik
onermeler, gercel degerli fonksiyonlar gibi p(z, y) biciminde gosterilebilir.

1 Acik 6nerme, 6nerme degildir

p(z) : x + 1 bir dogal sayidir ifadesinin dogruluk degeri yoktur; ancak x yerine somut bir deger
konuldugunda (p(3), p(—5) gibi) bir 6nerme elde edilir ve dogruluk degeri ortaya gikar.

Acik bir 6nermeyi 6nermeye ¢evirmenin ikinci yolu ise degiskeni bir niceleyici ile baglamaktir; bu
boliimiin konusu budur.

Niceleyiciler

Asagidaki cimlelere bakalim:

- “Bazi paralelkenarlar dikdortgendir”
+ “En az bir x gergel sayisi igin z’in karesi kendisine esittir”
« “Her dikdortgen bir karedir”

Onermelerde oldugu gibi matematik dilinde de “baz1”, “en az bir”, “her” deyimleri kullanilir. Cokluk
bildiren bu deyimlerden en anlaml olanlar ayrilip birer sembolle gésterilebilir.

Evrensel Niceleyici

»

Tanim 8.2 (Evrensel Niceleyici (Bildirici)). “Her” deyimi; “biitiin”, “hepsi”, “ne olursa olsun” deyimleri
ile es anlamhidir ve V ile gosterilir. Bu ifadeye evrensel niceleyici (bildirici) ad: verilir.

Ornek 8.1. “Her z gercel sayis1 icin z’in mutlak degeri kendisine esittir” énermesi; “Biitiin z gercel
sayilar1 i¢in | z | = z dir” veya “z gercel sayisi ne olursa olsun | z | = z dir” 6nermelerine esittir.
Kisaca bu 6nerme
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VeeR|z|=xz

seklinde ifade edilir.

x degiskenine bagli bir agik 6nerme p(z) ile gosterilirse, evrensel niceleyici iceren bir dnerme
Va,p(z)

seklinde yazilir ve “Her z i¢in p(x) gerceklenir” ya da “Her z i¢in p(z) dogrudur” seklinde ifade edilir.

Varlik Niceleyicisi

Tanim 8.3 (Varlik Niceleyicisi (Bildirici)). Matematikte “baz1” deyimini “en az bir var” veya “hig
olmazsa bir var” anlaminda kullaniriz. “Baz1” deyimi 3 ile gosterilir ve varlik bildirici veya varlik
niceleyicisi olarak ifade edilir.

2

Ornek 8.2. z gercel say1 olmak iizere, “Baz1 z sayilar1 i¢in 2° = x dir” 6nermesi, “En az bir x gergel

sayis1 vardir ki 22 = z dir” seklinde ifade edilebilir.
Bu 6nermeyi kisaca

JxreRoz2=1z¢

seklinde ifade edebiliriz.

i Oyle ki semboli

Varlik bildirici igeren acgik 6nermelerde, varlik bildirici semboliinden sonra genellikle > sembolil
kullanilir ve bu semboliin 6nermeye kattig1 anlam “oyle ki” ifadesidir:

JxeRo>z2=z

x degiskenine baglh bir agik 6nerme p(z) ile gosterilirse, varlik bildirici kapsayan énermeyi 3x,p(z)
veya 3z 3 p(z) seklinde gosteririz.

Niceleyici Iceren Onermelerin Dogrulugu

p(x) dnerme fonksiyonunu saglayan, diger bir ifadeyle dogru kilan bitiin z’ler, z’in tanimlandig: kiimeye
esitse “Vz,p(x) dir” 6nermesi dogrudur.

Baska bir ifadeyle 2’in tanimlandig1 kiimedeki biitiin z degerleri x4, zo, ..., z,, ise, p(x4), p(z5), ..., p(x,,)
ayni anda dogru oldugunda “Vz,p(x)” énermesi dogru olur:

Va,p(z)=p(x;) Ap(xy) A Ap(z,)

2’in tanimlandig1 kiimenin en az bir degeri i¢in p(x) dogru oluyorsa “Jz,p(x)” énermesi dogrudur.
Hicbiri dogru degilse yanlistir:

Jz,p(x)=p(z,) V p(5) V-V p(z,)

© Niceleyiciler genellestirilmis baglaclardir

Bu iki denklik, niceleyicilerin ne oldugunu tek ciimlede anlatir: V uzun bir “ve” zinciri, 3 ise uzun
bir “veya” zinciridir.
Bu yiizden degilleme kurallar1 da De Morgan kurallarinin dogrudan genellemesi olacaktur.

Ornek 8.3 (Evrensel Onermelerin Dogruluk Degerleri). a) Vzx € Rz | =2 b)Vz e R, (z+
Hz—1)=22—-1
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Cozim.

a)xz = —ligin | — 1 | = 1 # —1’dir. Bir tek kars1 6rnek yeterlidir; 6nerme yanlistir (dogruluk degeri
0).

b) Carpanlar1 acarsak her z gercel sayisi igin (z + 1)(z — 1) = 22 — 1 oldugu goriiliir. Onerme dog-
rudur (dogruluk degeri 1).

u

Ornek 8.4 (Varlik Onermelerinin Dogruluk Degerleri). a) 3xr € R>22+1=0 b)IzcR>

.'172:.’]3

Coziim.
a) 22 + 1 = 0 denkleminin diskriminanti

A=b—4ac=0—-4-1-1=-4<0

oldugundan gercel kok yoktur. Yani 22 = —1 esitligini saglayan bir gercel say1 bulunmaz; énerme
yanlistir.

b) z = 1 € Ricin 12 = 1 oldugundan 6nerme dogrudur. (x = 0 da bir 6rnektir.)

|

| Tki niceleyici, iki farkl ig

Bir evrensel 6nermeyi citrittmek icin tek bir kars: 6rnek yeter; ispatlamak icin biitiin degerlerin
sagladigini gostermek gerekir.

Bir varlik 6nermesini ispatlamak icin tek bir 6rnek yeter; ciiriitmek icin hicbir degerin saglama-
digin1 gostermek gerekir.

8.4 Niceleyici iceren Onermelerin Degillenmesi

Teorem 8.1 (Niceleyicilerin Degillenmesi).
[ Va,p()] = 3z,[ p(x)] [ 3z,p(z)]" = Vz,[ p(a)]

ispat.
x degerleri {x,z, ..., x,, } kiimesinden alintyor olsun.
Evrensel niceleyici igin:

[Vap@)] = [ p(e)) Ap(zs) A Ap(a,)]
= p/(2,) Vp/(w3) V- V ' (x,) (De Morgan)
= Jz,p’(z)
Varlik niceleyicisi icin:
[3ep(@)] = [ple) V plas) V-V pla,)]
= /(@) AP (83) A~ A p/(z,) (De Morgan)
= Vz,p'(z)

Kisaca: degil isareti niceleyicinin i¢ine girerken niceleyiciyi ¢evirir. “Her” ile “en az bir” yer degis-
tirir.
Ornek 8.5 (ifade Etme, Dogruluk ve Degilleme). Asagidaki 6nermeleri ifade ediniz, dogruluklarmni

belirtiniz ve degillerini yaziniz.
a)VeeRVz2=x b)yIze€R>32%2-3x+2>0
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Cozim.

a) “Her x gercel sayisi icin x’in karesinin karekokii kendisine esittir”

x > 0 degerleri icin saglaniyor, fakat z < 0 degerleri i¢in saglanmiyor (6rnegin z = —2 icin v/4 = 2
—2). Bu nedenle yanhstir.

Degili:

JreRoVa2+£z

ve bu énerme dogrudur.

b) “En az bir x gercel sayis1 vardir yle ki karesinden ti¢ katini ¢ikarip iki ekledigimizde sifirdan bityiik
olur”

z=0¢€Ricinp(0) =0—0+ 2 =2 > 0 oldugundan énerme dogrudur.

Degili:

‘v’xER,x2—3x+2§0

Ornek 8.6 (Bilesik Nicelenmis Onerme).
[(VmeR,x2+122x)V(EIy€R9y2+1:O)]
onermesini ifade ediniz, dogruluk degerini belirleyiniz ve degilini aliniz.
Cozim.
ifade. “Her x gercel sayisi icin z’in karesinin bir fazlasi, z’in iki katindan biiyiik ve esittir; veya en az
bir y gercel sayis1 vardir 6yle ki y’nin karesinin bir fazlasi sifira esit olur”
Dogruluk degeri. “V” islemi oldugu i¢in en az birinin dogru olmasi, énermenin dogru olmas: i¢in

yeterlidir.
Birinci bilegeni inceleyelim. Her « € R i¢in

2 +1>2z022 —22+1>0&(z—1)2>0

Bir gercel saymnin karesi daima sifirdan biiytik veya esit oldugundan birinci bilesen dogrudur.

Ikinci bilesende y? = —1 olmalidir; bunu saglayan bir gercel say1 yoktur, yani ikinci bilesen yanlistar.
O hélde 1 V 0 = 1; verilen énerme dogrudur.
Degili.

(VeeRz>+1>22)V(IyeR3y>+1=0)[
(VxER,x2+122x)’/\(EIyE]R9y2+1:0) (De Morgan)
(3x6R9x2+1<2m)/\(\7ye]R,y2+17A0)

—

Evrensel 6nermeyi tek degerle dogrulamak yetmez

Yukaridaki (a) bileseninde z = 0 koyup 1 > 0 sonucunu gormek, 6nermenin dogru oldugunu
ispatlamaz; yalnizca o tek deger icin saglandigini gosterir.

V ile baglayan bir 6nermeyi dogrulamak i¢in biitiin « degerlerini kapsayan bir akil yiiriitme gerekir —
burada bunu (z — 1)? > 0 esitsizligiyle yaptik. Tek bir deger, ancak 6nermeyi ciiriitmek icin (kars:
ornek olarak) yeterlidir.

Coziimli Uygulamalar

Ornek 8.7 (U¢ Acik Onerme). p(z):=z <3, ¢(z):=z+1 bir tek tam sayidir, r(z):=2z >0
seklinde tam sayilar tizerinde tanimli agik 6nermeler olsun.
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a) Agagidaki 6nermelerin dogruluk degerlerini belirleyiniz.
Dp(3) Va3V (@) ] i) p(2) = [a2) = (r(2))' ]
i) [ p(2) A g(2) | = (2] 19)p(0) = [ (g(—1)) & r(D)]
b) [ p(z) A q(x) | A r(z) dnermesini dogru yapacak sekilde tiim z degerlerini belirleyiniz.

Coziim.
a)i)p(3) : 3 < 3dogru— 1. ¢(3) : 4tek degildir — 0. 7(3) : 3 > 0dogru — 1, dolayisiyla (r(3))" —
0.

1viovoy=1vo=1

Dogruluk degeri 1°dir.
i) p(2) :2<3 — 1. ¢q(2):3tektir > 1. 7(2):2 >0 — 1, dolayisiyla (r(2))" — 0.

1=(1=0=1=0=0

Dogruluk degeri 0’dir.
iii)

IAD)=>1=1=1=1

Dogruluk degeri 1°dir.
iv) p(0): 0<3 —1. ¢g(—1):—1+1=0 tek degildir — 0, dolaysiyla (¢(—1))" = 1. »(1):1>
0— 1

1=1lesl)=1=1=1

Dogruluk degeri 1’dir.

b) p(x) A r(z) kosulu 0 < z < 3 demektir; tam sayilarda « € {1, 2,3} olur. Ayrica ¢(z)’in de dogru
olmasi, yani « + 1’in tek tam say1 olmasi gerekir; bu da «’in ¢ift olmasini gerektirir.

O hélde z = 2 olmalidur.

|

Ornek 8.8 (x* = 2x Acik Onermesi). Evrenimiz tam sayilar olmak iizere p(z) := 2% = 2x acik oner-
mesini gostersin. Asagidaki 6nermelerin dogru ya da yanlis oldugunu belirleyiniz.

a)p(0) b)p(l) o)p2) d)p(—2) e)3zx,p(zx) f)Vzp(x)

Cozim.

a) 02 =0ve 2-0 = 0; dogru.

b) 12 = 1 fakat 2 - 1 = 2; yanhs.

¢)22 =4ve?2-2=4;dogru.

d) (—2)% = 4 fakat 2 - (—2) = —4; yanls.

e) z = 0 icin p(0) dogru oldugundan, p(x)’i dogru kilan en az bir z vardir; dogru.
f) = 5 i¢in p(5) yanligtir; her z icin p(x) dogru degildir. Yanlis.

|

Ornek 8.9 (Sembolik Yazim ve Yorumlama). Tam sayilar iizerinde tanimh asagidaki agik nermeler
verilsin:

p(z) =z >0, g(z) ==z bir ¢ift tam sayidir, r(z) :=z bir tam karedir
s(z) == z,4 ile tam boliintr, t(z) == x,5 ile tam boliniir

a) Asagidaki 6nermeleri sembolik olarak yaziniz.

i) En az bir tam say1 ¢ifttir.  ii) Cift bir pozitif tam say1 vardir.  iii) Eger x bir ¢ift tam say1 ise 5 ile
béliinmez. 1iv) 5 ile boliinen bir ¢ift tam say1 yoktur. v) Eger « bir ¢ift tam say1 ve tam kare ise, o zaman
x, 4 ile tam bolunr.

b) (a) sikkinda verilen 6nermelerin dogru ya da yanlis oldugunu belirleyiniz. Yanlis 6nerme icin aksine
bir 6rnek veriniz.
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50 Boliim 8. Niceleme Mantig1: A¢ik Onermeler ve Niceleyiciler

c) Asagidaki sembolik temsillerin her birini kelimelerle ifade ediniz.
i) Va,r(z) = p(z) ii) Vz,s(z) = q(z) iii) Vz,s(z) A p(z)

Cozim.

a) i) 3z,q(x)
ii) 3z,( p(z) A q(z) g
iii) Vz,q(z) = (t(z))’
iv) | 3z,( q(z) A t(

W) Yo a(x) Ar(z) | 2 s(2)

b) i) Dogru (z = 2).

ii) Dogru (z = 2).

iii) Yanlis; x = 10 cifttir ve 5 ile boliiniir.

iv) Yanlis; z = 10 hem ¢ift hem 5 ile boliiniir, yani boyle bir say1 vardir.

v) Dogru. Gergekten, z = 2k (k € Z) ve x = m? (m € Z) olsun. m? = 2k oldugundan m? cifttir. 2 asal
say1 oldugu icin m de ifttir; o halde m = 2s (s € Z) yazilabilir. Buradan

r=m? = (25)% = 452, s2el

bulunur; yani z, 4 ile tam béliniir.

c) i) “Her z tam sayist i¢in, eger x bir tam kare ise z pozitiftir”

ii) “Her z tam sayust i¢in, eger x, 4 ile tam boliintiyorsa x bir ¢ift tam sayidir”
iii) “Her x tam sayisi hem 4 ile tam bélintir hem de pozitiftir”

|

| Niceleyici altinda ve ile ise farkli seyler sdyler

(¢) sikkinin son iki maddesi bu farki iyi gosterir:

* Va,( s(z) = p(x) ): “4 ile bolinen her say pozitiftir” — yalnizca 4’tin katlar1 hakkinda bir iddiadur.
« Va,( s(z) Ap(z) ): “Her tam sayr hem 4 ile boliiniir hem pozitiftir” — biitiin tam sayilar hakkinda
bir iddiadir ve z = 3 yiiziinden yanlistir.

Kosullu 6nermede 6nciil yanligsa ifade dogru sayilir; “ve” ise her iki tarafin da saglanmasini ister.

Ornek 8.10 (Denklem Kékleriyle Niceleyiciler). p(z),q(z),r(x) asagida verilen acik 6nermeler
olsun:

p(x) == 2% —Tx+10 =0, q(z) =22 —2r—-3=0, r(z)=z<0

Tam sayilar tizerinde asagida verilen 6nermelerin dogru ya da yanlis oldugunu belirleyiniz.
i) Vz,p(z) = (r(z)) ii) Vz,q(z) = r(z)
iii) 3z,q(z) = r(z) iv) Jz,p(z) = r(z)

Cozim.
Once agik onermeleri ¢arpanlarina ayiralim:

p(z)=(x—5)(x—2)=0=x=2 ve =5 igin dogrudur.
q(z) =(x—3)(z+1)=0=zx=3 ve z=—1 igin dogrudur.

i) Dogrudur. Verilen énermenin yanhs olabilmesi i¢in, p(z)’in dogru oldugu bir z’te ( r(z))” yanls
olmalidir. p(z)’in dogru oldugu z =2 ve x =5 icin r(z) yanhstir (ikisi de negatif degildir), yani
r(z))" dogrudur. Diger biitiin x degerlerinde 6nciil yanls oldugundan kosullu 6nerme dogrudur.

ii) Yanlistir. ¢()’in dogru oldugu her z tam sayisi i¢in r(z) dogru degildir. Ornegin z = 3 icin ¢(3)
dogru, ancak r(3) : 3 < 0 yanlstir; yani 1 = 0 = 0 olur.

iii) Dogrudur. ¢(x) = r(x) 6nermesini dogru yapacak en az bir x tam sayis1 vardir: z = —1 i¢in g(—1)
dogru ve r(—1) : —1 < 0 de dogrudur, yani 1 = 1 = 1’dir.

iv) Dogrudur. Burada aranan, p(z) = r(z) énermesini dogru yapan en az bir x tam sayisidir. z = 0
alalim: p(0) = 10 # 0 oldugundan 6nciil yanligtir ve onciilii yanlis olan bir kosullu 6nerme dogrudur:
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8.5 Cozumli Uygulamalar 51

p(0)=7r(0)=0=>0=1

O halde boyle bir « vardir; 6nerme dogrudur.
]

Jile v altinda kosullu 6nerme

Son érnegin (iv) sikki, niceleme mantigindaki en ¢ok karigtirilan noktadir. Su iki énermeyi ayirmak
gerekir:

Jz,( p(z) = r(z) ) ile Vz,( p(z) = r(z) )

Birincisi i¢in énciilii yanlis olan tek bir 2 bulmak bile yeterlidir; bu yiizden p(x)’in en az bir yerde
yanlis oldugu her durumda birinci 6nerme otomatik olarak dogrudur.

Ikincisi ise cok daha giiclii bir iddiadir: p(z)’in dogru oldugu biitiin x’lerde r(z)’in de dogru olmasini
ister. Bu 6rnekte Vz,( p(z) = r(z) ) yanhstir, ¢iinkii = 2 i¢in p(2) dogru ama r(2) yanhstur.

Ornek 8.11 (Degilini Alip Basitlestirme). Asagidaki her bir nermeyi degilleyiniz ve basitlestiriniz.
) Jo.p(x) Valz) i) Iop) A (~alx))
iii) Vz,p(z) = q(z) iv)3z,( p(z) Vq(z) ) = r(z)

Coziim.
i)
[32.0(2) V 4@ = Yo, p(@)) A (a(@))
i)
[32,0(2) A (@) = Vau( p(@)) V a(a)
iii)
[ Vep(@) = g(@)] = L\m,( p(@))' V ala)]
= S0,p(2) A 4(2)Y
iv)
[30.(p@) Vala) ) = )] = Lax,( p(@) V a@)Y V(@]
=Va,| (p(z)Vq(@)) Vr(z)|
= Vaz,(p(z) Vq(z) ) A ( r(2))
|

© Degilleme icin pratik kural

Uzun bir nicelenmis 6nermenin degilini almak i¢in soldan saga ytiriiytn:

1. Her V’i 3, her 31 V yapin.
2. Enicteki acik 6nermeye ulasinca A <+ V cevirin ve her bileseni degilleyin.
3. Kosullu 6nerme varsa dénce p = q¢ = p’ V ¢ ile acin; degili p A ¢’ olur.
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9.1

9.2

9.3

9. Dogrudan Ispat Yontemi

Bir matematiksel 6nermenin dogru oldugunu gostermeye ispat denir. Mantik boliimiinde teoremlerin
neredeyse tamaminin

p(z) = q(z)

bi¢iminde kuruldugunu gérmiistiik. Bu bolimden itibaren, boyle bir 6nermenin dogrulugunu gostermek
i¢in kullanilan yontemleri tek tek ele aliyoruz.

Ispat Yontemleri

Bir p(x) = ¢(x) dnermesini ispatlamanin baglica dort yolu vardir:

« Dogrudan ispat: p(z)’in dogru oldugu kabul edilip ¢(x)’in dogruluguna ulasilir.
+ Kargt ters ile ispat: ¢’(z) = p’(z) 6nermesi ispatlanir.

+ Celiski ile ispat: 6nermenin yanlis oldugu varsayilip bir celiskiye ulasilir.

+ Durum incelemeli ispat: 2’in biitiin olas1 hélleri ayr1 ayr1 incelenir.

| Yénteminizi bastan sdyleyin

Coziime baglarken hangi ispat yonteminin kullanilacagi mutlaka belirtilmelidir. Okuyucu, “kabul

edelim ki..” ile baglayan bir ciimlede neyin kabul edildigini ancak yontemi bilirse dogru yorumlaya-
bilir.

Dogrudan Ispat

Tanim 9.1 (Dogrudan (Direkt) Ispat Yontemi). p(x) = q(x) bicimindeki bir 6nermenin ispatinda,
p(z) acik 6nermesinin dogru oldugu kabul edilerek ¢(z) agik énermesinin de dogru oldugu gosterilirse,
kullanilan yonteme dogrudan ispat yontemi denir.

Bu yontem, kosullu 6nermenin dogruluk tablosuna dayanir: p = g 6nermesi yalnizca p dogru ve q yanls
iken yanligtir. O halde p’nin dogru oldugu durumda ¢’nun da dogru oldugunu géstermek yeterlidir; p’nin
yanlis oldugu durumlarda énerme zaten dogrudur.

Tek ve Cift Sayilarla Ilgili ispatlar

i Kullanacagimiz tanimlar

Bir n tam sayais1 i¢in:

« n = 2k olacak sekilde bir k € Z varsa n ¢ift,
« n = 2k + 1 olacak sekilde bir k € Z varsa n tek sayidir.

Ornek 9.1 (Ciftten Teke). n bir cift tam say1 ise 3n + 5 sayisinin bir tek tam say1 oldugunu gésteriniz.
Coziim.

Dogrudan ispat yontemini kullanacagiz.
n ¢ift bir tam say1 olsun. Bu durumda n = 2k olacak sekilde bir ¥ € Z vardir. Buna gore
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54 Béliim 9. Dogrudan Ispat Yontemi

3+5=3-2k+5=6k+5=6k+4+1=2(3k+2) +1
N — e’
eZ

olur. t = 3k + 2 dersek t € Z’dir ve
n+5=2t+1

yazilir. O halde 3n + 5 bir tek tam sayidir.
|

9.4 Esitsizliklerle Ilgili Ispatlar

Esitsizlik ispatlarinda izlenecek yol genellikle sudur: daima dogru olan bir esitsizlikten yola cikip
(u? > 0 gibi) cebirsel islemlerle istenen esitsizlige ulasmak.

Ornek 9.2 (Tam Kareye Tamamlama). Her z gercel sayist i¢in 2 — 6z + 10 > 1 oldugunu gésteriniz.

Cozim.
Dogrudan ispat yéntemini kullanalim. ifadeyi tam kareye tamamlayalim:

2?2 —6r+10= (22 —62+9)+1=(x—3)? +1
Her z € R igin (z — 3)? > 0 oldugundan
22— 6s+10=(z—3)2+1>0+1=1

bulunur.
| ]

Ornek 9.3 (Karekok Siralamayi Korur). z ve y pozitif gerel sayilar olmak iizere, z < y ise v/ < /Y
oldugunu gosteriniz.

Cozim.
x < y olsun; yani x — y < 0°dir.  ve y pozitif oldugundan +/z ve /Y tanimhidir ve

2
z—y=(vz) — (vV¥)°’ = (Vz+ ) (Vz —y) <0
yazilr. \/z + \/y > 0 oldugundan esitsizligin her iki tarafim1 bu pozitif say1ya bélebiliriz:

VI —y<0=vVr <y

Pozitif sayiya bolmek sart

Son adimda bélmenin esitsizlik yoniinii korumasi, v/« + ,/y’nin pozitif olmasina dayanir. Negatif
bir sayiya béliinseydi esitsizlik yon degistirirdi. Esitsizlik ispatlarinda bir carpanla bolerken veya
carparken isaretini her seferinde gerekgelendirin.

Ornek 9.4 (Aritmetik--Geometrik Ortalama Esitsizligi). x ve y pozitif gercel sayilar ise 2,/Ty <
x + y oldugunu gosteriniz.

Cozim.
Her gercel sayinin karesi negatif olmadigindan

(x—y)? > 0=22 — 22y + 32 >0
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yazilir. Her iki tarafa 4zy ekleyelim:
2% + 2zy + y? > day=(z +y)? > 4y

z,y > 0 oldugundan = + y > 0 ve 4zy > 0°dur. Bir 6nceki 6rnekte ispatladigimiz “karekok siralamayr
korur” 6zelligini kullanarak her iki tarafin karekokiini alalim:

Tz +y>\dxy =2 /Ty

Q Esitlik ne zaman saglanir?

Ispatin cikis noktasi (z — y)? > 0 oldugundan, esitlik yalnizca = y iken gergeklesir. Yani iki pozitif
saymin geometrik ortalamasi ,/zy, aritmetik ortalamasi %ﬂl’yi ancak sayilar esitken yakalar.

Ornek 9.5 (Katsayili Bir Esitsizlik). z ve y gercel sayilar olmak iizere

1 3
gmz + Zyz > zy
midir? Arastiriniz.

Coziim.
Dogrudan ispat yontemini kullanalim. Her gercel sayimnin karesi negatif olmadigindan

(2z — 3y)? > 0=4x2 — 122y + 9y? > 0=422 + 9y > 12zy

yazilir. Her iki tarafi pozitif olan 12 sayisina bélelim:

4x2+9y2 S :>1 2_’_3 2
—+ = > zy=>-z"+ - x
12 Tz TR T =
O halde verilen esitsizlik her z,y € R i¢in dogrudur.

|

1 Dogru kareyi bulmak

Bu tiir sorularda asil is, ise yarayacak tam kareyi secmektir. az? + Sy? > xy bicimindeki bir esitsizlik
i¢in (ax — by)? > 0 denenir ve acilimdaki orta terimin —2ab xy oldugu kullanilir; burada a = 2, b =
3 secimi 12zy verdigi i¢in ise yaramigtir.

Boliinebilme ve Kongriians
Tanim 9.2 (Bolinebilme). a,b € Z ve a # 0 olsun. b = a - k olacak sekilde bir k € Z varsa, ‘a sayisi b
sayisini boler” denir ve a | b ile gosterilir.
Ornek 9.6 (Boliinebilmenin Gegisme Ozelligi). a,b,c € Zigina | bve b | cise a | ¢ oldugunu goste-
riniz.

Cozim.

Dogrudan ispat yontemini kullanalim. a | b oldugundan b = a - k olacak sekilde bir k € Z, b | ¢ oldu-
gundan ¢ = b - ¢ olacak sekilde bir ¢t € Z vardir. Birincisini ikincisinde yerine yazalim:
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56 Béliim 9. Dogrudan Ispat Yontemi

c=b-t=(a-k)-t=a-(k-t)
€z

r = kt dersek r € Z ve ¢ = a - r olur. Boliinebilme tanimi geregi a | ¢’dir.
|

Tanim 9.3 (Kongriians (Modiiler Denklik)). a,b € Z ve n pozitif bir tam say1 olsun. n | (a — b) ise
“a ile b, modiilo n’ye gore denktir” denir ve

a = b (mod n)

ile gosterilir.

Ornek 9.7 (Kongriiansin Karesi). a = b (mod n) ise a® = b? (mod n) oldugunu gésteriniz.

Cozim.
Dogrudan ispat yéntemini kullanalim. a = b (mod n) oldugundan n | (@ — b)’dir; yani

a—b=n-k
olacak sekilde bir k € Z vardir. Her iki tarafi (a + b) ile carpalim:
(a+b)a—b)=(a+d)-n-k=a>—-b*=n-(k(a+b))

—_——
€L

O halde n | (a® — b?), yani a? = b? (mod n)’dir.
]

© Dogrudan ispatin kalibt

Yukaridaki biitiin 6rnekler ayni ti¢ adimu izledi:

1. Onciilii tanima cevir. “n cifttir” yerine n = 2k, “a | b” yerine b = ak yaz. Sézel hipotez bir
denkleme doéniismeden hesap yapilamaz.

2. Hedefi tanima cevir. Nereye varmak istediginizi de ayni bigimde yazin; boylece hangi cebirsel
diizenlemeyi arayacaginizi bilirsiniz.

3. Aradaki cebiri yap ve ortaya ¢ikan ifadenin tam sayi, kare, carpan vb. oldugunu acikca belirtin.

Bir sonraki boliimde, dogrudan gitmenin zor oldugu durumlarda basvurulan karsit ters ile ispat yontemini
inceleyecegiz.
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10.1

10.2

10. Karsit Ters ile Ispat

Bazi 6nermelerde 6nciilden yola ¢ikip sonuca ulasmak zordur; ¢iinkii 6nctil “su say: tektir” gibi olumlu
degil, “su say bolinmez” gibi olumsuz bir bilgi verir. Béyle durumlarda 6nermeyi dogrudan degil, kendi-
sine denk olan karsit tersi tizerinden ispatlariz.

Yontemin Dayanag:
Kosullu 6nerme boliimiinde her kosullu 6nermenin karsit tersine denk oldugunu ispatlamigtik:
p=q=q¢ =7

Bu denklik, bir teoremi ispatlarken iki esdeger hedeften istedigimizi se¢me 6zgiirliigii verir.

Tanim 10.1 (Karsit Ters (Dolayli) Ispat Yontemi). p(z) = ¢(z) bicimindeki bir 5nermenin ispatinda,
Onermenin karsit tersi olan

¢ (z) = p'(x)

Onermesi dogrudan ispat yontemiyle ispatlanirsa, kullanilan yonteme karsit ters ile ispat veya dolayli
ispat yontemi denir.

| Karsitin1 degil, karsit tersini ispatlayin

p = q dnermesinin

« karsit1 ¢ = p,

. tersip’ = ¢/,

« karsit tersi ¢’ = p’

onermesidir. Bunlardan yalnizca karsit ters 6zgiin 6nermeye denktir. Kargit1 ya da tersi ispatlanirsa
teorem ispatlanmig olmaz.

Cozimlii Uygulamalar

Ornek 10.1 (Tekten Cifte). n bir tam say1 olmak iizere, 7n — 3 bir tek tam say1 ise n’nin bir ¢ift tam
say1 oldugunu gosteriniz.

Coziim.
Karsit ters ispat yontemini kullanalim. Onermenin bilesenleri

p(n) : Tn — 3 bir tek tam sayidir, g(n) : n bir ¢ift tam sayidir
olduguna gore, ispatlayacagimiz kargit ters dnerme
q¢'(n) = p’(n): n bir tek tam say1 ise 7n — 3 bir ¢ift tam sayidir

bi¢imindedir.
n bir tek tam say1 olsun; yani n = 2k + 1 olacak sekilde bir & € Z vardir. Buna gore

T —3=702k+1)—3=14k+7—3=14k+4 =2 (7k +2)
N ——
€z

olur.t = 7k + 2 € Z dersek 7Tn — 3 = 2t yazilir; yani 7n — 3 bir ¢ift tam sayidir.
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58 Boliim 10. Karsit Ters ile Ispat

Karsit ters onerme dogru oldugundan, kendisine denk olan asil 6nerme de dogrudur.
]

Ornek 10.2 (ikinci Dereceden Bir ifade). z bir tam say1 olmak iizere, z2 — 6x + 5 cift bir tam say1
ise z’in tek bir tam say1 oldugunu gdsteriniz.

Cozim.
Verilen 6nermenin karsit tersi olan

x cift ise x2 —6x 4+ 5 tektir

Onermesini ispatlayalim.
Kabul edelim ki z ¢ift olsun. z = 2a olacak sekilde bir a € Z vardir. Buna gore

22 —6z+5=(20)2—6-2a+5
=4a®> —12a+5
=4a%? —12a+4+1
=2(2a® —6a+2) +1

—_—————
€Z

yazilir. O halde 22 — 6z + 5 tek say1dur.
|

Ornek 10.3 (Bir Siralama Esitsizligi). Herhangi z,y € R verilsin. Eger y3 + y2? < 23 + 22 ise y <
x oldugunu gosteriniz.

Coziim.
Karsit ters ispat yontemini kullanalim. Ispatlayacagimiz karsit ters énerme

xr < y=2% + zy? < y® + ya?
bicimindedir.
Kabul edelim ki z < y olsun; buradan y — & > 0’dir. Ayrica z < y oldugundan z ile y ayni anda sifir
olamaz, dolayisiyla
22 +9y2 >0
saglanir. Esitsizligin her iki tarafini bu pozitif say1 ile carparsak
(@*+y*)(y—=z) >0
bulunur. Sol tarafi acalim:
yx? + % — 23 — zy? > 0=23 + 29?2 < 93 + y2?

elde edilir. Kargit ters 6nerme dogru oldugundan asil 6nerme de dogrudur.
|
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10.2 Coztimli Uygulamalar 59

1 Sonuc neden y < z degil?

Ispatin anahtar1 su 6zdegliktir:
Y’ +ya? —2® —ay? = (y — 2)(a? + 37

Buradan goriiliir ki 22 + y? > 0 oldugu siirece iki tarafin karsilastirilmasi tamamen y — x’in isaretine
baghdir.
x = y alindiginda iki taraf esit olur; yani hipotez < olarak saglanir ama y < x saglanmaz. Bu yiizden
sonu¢ ancak y < x olarak yazilabilir. Hipotezdeki < isareti < ile degistirilirse sonu¢ da y < z’e
gliclenir.

Ornek 10.4 (Boliinmeyen Carpim). Herhangiz,y € Z verilsin. Eger 5 | zyise 5 } x ve 5 | y oldugunu
gosteriniz.

Cozim.
Karsgit ters ispat yontemini kullanalim. Sonug bir “ve” 6nermesi oldugundan, degilini alirken De Morgan
kurali devreye girer:

(5tzA5ty) =(5]2V5]y)
O hélde ispatlayacagimiz kargit ters 6nerme
(5|zveya|y)=5]|azy

bi¢imindedir. Iki durumu ayr ayri ele alalim.
1. durum: 5 |  olsun. Tanimdan = = 5a olacak sekilde bir a € Z vardir. Buna gore

ry = (5a) -y =5- (ay)

—_——
EZ

bulunur; yani 5 | zy’dir.
2. durum: 5 | y olsun. Tanimdan y = 5b olacak sekilde bir b € Z vardir. Buna gore
zy=2x-(5b) =5 (xb)

——

€Z

bulunur; yani yine 5 | zy’dir.

Her iki durumda da sonu¢ saglandigindan karsit ters 6nerme dogrudur; dolayisiyla asil 6nerme de
dogrudur.

|

© Ne zaman karsit ters?

Karsit ters yontemi 6zellikle su iki durumda ise yarar:

« Onciil olumsuzsa. “5 } zy” hipotezinden hesaba baslayacak bir denklem ¢ikmaz; oysa degili olan
“5 | zy” dogrudan zy = 5k verir.

+ Sonug¢ olumsuzsa. “x tektir” gibi bir sonuca varmak icin genellikle z’in ¢ift oldugunu varsayip
ilerlemek daha kolaydir.

Kisacasi: hangi tarafta carpan ¢ikarilabilecek bir bilgi varsa, o tarafl hipotez yapin.

Bir sonraki boliimde, 6nermenin yanlis oldugunu varsayip celiskiye ulasan celiski ile ispat yontemini
inceleyecegiz.
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11.1

11.2

11. Celiski ile Ispat (Olmayana Ergi)

Simdiye kadarki iki yéntem de hipotezden sonuca giden bir yol kuruyordu. Uciincii yéntem bunun tam
tersini yapar: 6nermenin yanlis oldugunu varsayar ve bu varsayimin matematigin kabul edilmis bir
gercegiyle catistigini gosterir.

Bir Onermeyi Ciiriitmek

Bir teorem genellikle “her = icin p(z) ise g(x)’tir” biciminde kurulur. Niceleme mantigi bolimiinde
6grendigimiz kurallarla bu 6nermenin degilini alalim:

~
4
Q

—~
8

et

[ Vz,p(x) = q(m)]/ = Elx,[ p(x

Bu denklik iki sey soyler:

Tanim 11.1 (Aksine Ornek). Bir Vz,p(z) = ¢(z) 6nermesinin yanlis oldugunu gostermek icin, p(x)’i
dogru ve ¢(x)’i yanls yapan bir tek z degeri bulmak yeterlidir. Boyle bir « degerine aksine o6rnek (kars:
Ornek) denir.

Tamim 11.2 (Celigki ile Ispat (Olmayana Ergi)). Bir 6nermenin dogru oldugunu géstermek icin,
onermenin yanlis oldugu kabul edilir; bu kabulden hareketle bilinen bir dogruyla celigsen bir sonuca
ulagilirsa, kabuliin yanlis oldugu, dolayisiyla énermenin dogru oldugu sonucuna varilir. Bu yonteme
celiski ile ispat veya olmayana ergi denir.

Bir p = ¢ 6nermesi i¢in bu, “p dogru ve q yanlis olsun” diye baglamak demektir; ¢iinkii kosullu 6nermenin
degili tam olarak budur.

Coziimlii Uygulamalar

Ornek 11.1 (Trigonometrik Bir Esitsizlik). Her z € [0, 5] gercel say1s1 icin sinz 4 cos z > 1 oldu-
gunu gosteriniz.

Cozim.
Celigki ile ispat yontemini kullanalim. Kabul edelim ki verilen ifade dogru olmasin. O halde

sinx +cosz <1

olacak sekilde bir 2 € [0, 5] vardr.
z € [0, 3] oldugu i¢in ne sin z ne de cos x negatiftir; dolayisiyla toplamlar: da negatif olamaz:

0<sinxz+cosx <1
Bu esitsizligin biitiin taraflar1 negatif olmadigindan karesini alabiliriz:
0 < (sinx +cosx)? < 1
Sol tarafi agalim ve sin? z + cos? z = 1 6zdesligini kullanalim:
sin? x 4+ 2sinz cosz + cos’z =1+ 2sinzcosz < 1
Buradan

2sinxcosz < O0=sinzcosz < 0
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elde edilir. Bu ise bir celiskidir; ¢tinkii [0, %] araliginda sinz > 0 ve cos z > 0 oldugundan ¢arpimlar:
da negatif olamaz.

O halde kabuliimiiz yanlistir; yani her z € [0, g] icin sinz + cosz > 1’dir.

|

Ornek 11.2 (Karesi Cift Olan Say1). Bira € Z verilsin. Eger a? cift ise a’nin da ¢ift oldugunu gésteriniz.

Cozim.
Celiski ile ispat yontemini kullanalim. Kabul edelim ki a? ¢ift iken a ¢ift olmasin; yani a tek olsun.
Bu durumda a = 2¢ + 1 olacak sekilde bir ¢ € Z vardir ve

a?=(2c+1)2=4c®+4c+1=2(2c>+2c) +1
—_
€z

oldugundan a? tektir. Bu ise a®’nin cift oldugu hipoteziyle celisir.

Bu celiski kabuliimiizden kaynaklandigina gére kabuliimiiz yanhstir: a? cift iken a cifttir.
|

1 Iki yonlii 6nermeler iki ispat ister

Yukaridaki sonucun tam hali sudur: bir n tam sayis1 tektir ancak ve ancak n? tektir. Bir “ancak
ve ancak” 6nermesi iki kogullu 6nermenin birlegimi oldugundan iki ayr1 ispat gerektirir.
(=) n tek ise n? tektir. Dogrudan: n = 2k + 1 icin

n? = (2k+1)2 =4k + 4k + 1 = 2(2k? + 2k) + 1

olup n? tektir.
(&) n? tek ise n tektir. Karsit ters: n cift olsun, yani n = 2k. Bu durumda

n? = (2k)? = 4k? = 2(2k?)

olup n? ifttir. Karsit ters onerme dogru oldugundan asil énerme de dogrudur.

Ornek 11.3 (V2 Irrasyoneldir). /2 sayisinimn irrasyonel oldugunu gésteriniz.

Cozim.
Celigki ile ispat yéntemini kullanalim. Kabul edelim ki v/2 rasyonel olsun. Buna gére

ﬁ:g, a,beZ, b0

olacak sekilde a ve b tam sayilar1 vardir. Buradaki kesrin en sade hélde oldugunu, yani a ile b’nin
aralarinda asal oldugunu kabul edebiliriz.
Her iki tarafin karesini alalim:

a2

_ 2 _ 912
2= b—2=>a =2b
O halde a? cifttir. Ornek 11.2 geregi a da cifttir; yani a = 2c olacak sekilde bir ¢ € Z vardir. Bunu yerine
yazalim:

a? = 2b%=(2c)? = 2b?=4c? = 2b%=b2 = 2¢2

Buradan b? ¢ift, yine Ornek 11.2 geregi b de cift olur.

Bu ise bir celigkidir: a ile b’nin ikisi de ¢ift ¢ikti, oysa aralarinda asal olduklarini kabul etmistik (ikisi
de cift olsaydi ortak bolenleri 2 olurdu).

Celiski kabuliimiizden kaynaklandigima gére kabuliimiiz yanlistir: v/2 rasyonel degildir, irrasyoneldir.
|
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Ornek 11.4 (Rasyonel ile irrasyonelin Toplami). “Bir rasyonel say: ile bir irrasyonel sayinin toplami
bir irrasyonel sayidir” 6nermesini ispat ediniz.

Cozim.

Herhangi bir € Q ve herhangi bir y € R\ Q alalim. z = x + y olsun; gosterilmesi gereken z’nin
irrasyonel oldugudur.

Celigki ile ispat yontemini kullanalim. Kabul edelim ki z rasyonel olsun.

z € Qoldugundan z = ¢ olacak sekilde a, b € Z, b # 0 vardir. Kabuliimiizden z € Q oldugundan z =
& olacak sekilde c,d € Z, d # 0 vardr.

z =z + y esitliginden y = z — x yazilir:

cb —ad

c

_¢c_a
V=4 0" b

Burada cb — ad € Z, bd € Zve b # 0, d # 0 oldugundan bd # 0’dir. O halde y € Q elde edilir.
Bu ise baslangictaki y’nin irrasyonel olmast ile celisir. Kabuliimiiz yanlistir; z irrasyoneldir.
|

Ornek 11.5 (Sonsuz Sayida Asal Say1 Vardir). Asal sayilarin sonsuz sayida oldugunu gosteriniz.

Coziim.
Celigki ile ispat yontemini kullanalim. Kabul edelim ki asal sayilar sonlu sayida olsun ve bunlarin
tamami

p17p2a"'7pn
olsun. Simdi
P=p, pyp,+1

sayisini ele alalim. P > 1 oldugundan P’nin en az bir asal boleni vardir; bu asal bolene ¢ diyelim.
Kabuliimiize gore biitiin asal sayilar listemizde bulundugundan, ¢ = p, olacak sekilde bir 4 indisi vardur.
Bu durumda:

* D;, P1Po P, carpimuini boler (¢carpanlardan biridir),
+ p;, P sayisin boler (¢ = p; bir bélenidir).

Bir say1 iki say1y1 boliiyorsa farklarini da béler:
pz’( P —pipy-pp ) =1

Bu ise bir celigkidir; ciinkii her asal say1 2’den kiiciik olmadigindan 1’i bélemez.

Celigki, asal sayilarin sonlu oldugu kabuliinden kaynaklanmaktadir. O halde asal sayilar sonsuz sayi-
dadur.

]

| P’nin kendisi asal olmak zorunda degildir

Ispatta P’nin bir asal boleni iizerinden ilerledik; P’nin kendisinin asal oldugunu séylemedik. Bu
ayrim 6nemlidir, ¢linkii P gercekten asal olmayabilir:

2-3-5-7-11-13+41 = 30031 =59 - 509

Celiskiyi doguran sey P’nin asallig1 degil, P’nin asal bolenlerinden hi¢birinin listede olamamasidir.
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© Celiski ile ispatin kalibt

1. Degili dogru yaz. p = ¢ i¢in “p dogru ve ¢ yanls olsun” diye baglayin; V iceren 6nermelerde
degil alirken niceleyici cevrilir.

2. Serbestce hesapla. Artik elinizde iki hipotez vardir; ikisini birden kullanabilirsiniz. Bu, yontemi
giiclii kilan seydir.

3. Celigkiyi acikca goster. “a hem ¢ift hem tek ¢ikt1”, “1’i bolen bir asal bulundu” gibi, hangi bilinen
dogruyla catistigini yazin.

4. Sonucu bagla. “Celigski kabuliimiizden kaynaklandigina gére kabulimiiz yanhstir” ciimlesiyle
ispat1 kapatin.

Bir sonraki béliimde, degiskenin biitiin hallerinin ayr1 ayr1 incelendigi durum incelemeli ispat yontemini
gorecegiz.
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12.2

12. Durum Incelemeli Ispat

Bazi 6nermelerde degisken hakkinda tek bir hipotez yoktur; dnerme “her tam say1 i¢in” gibi biitiin deger-
leri kapsar. Béyle durumlarda degiskenin alabilecegi hélleri birbirini dislayan ve hepsini kapsayan
gruplara ayirip her grubu ayr1 ayri incelemek en pratik yoldur.

Yontem

Tanim 12.1 (Durum incelemeli Ispat Yontemi). Bir p(z) acik dnermesi verilmis olsun. Bu agik
Onermenin bir z degeri i¢in dogrulugu, z’in 6zelliklerini iceren titm durumlar g6z ontine alinarak ispat
edilirse, buna durum incelemeli ispat yontemi adi verilir.

| Durumlar hem ayrik hem eksiksiz olmali

Durum ayriminin gecerli olmasi i¢in iki kosul gerekir:

» Eksiksizlik: her « degeri en az bir durumun i¢inde olmalidir. Bir durum atlanirsa ispat eksik kalir.
« Ayriklik: durumlar ¢akigmasa iyi olur; cakisma ispati bozmaz ama gereksiz tekrar yaratir.

Tam sayilarda en giivenilir ayrim, bir /m sayisina béliimden kalana gore yapilandir: m = 2 i¢gin tek/
¢ift, m = 3 icin kalan 0, 1, 2 olmak tizere ii¢ durum.

Coziimli Uygulamalar

Ornek 12.1 (Iki Durumlu Ayrim). n bir tam say1 ise n? 4+ 5n + 2 tam sayisinn ¢ift oldugunu ispat
ediniz.

Cozim.
Bir tam say1 ya tek ya da cifttir; iki durumu ayri1 ayr1 inceleyelim.
1. durum: n tek olsun. O hilde n = 2k + 1 olacak sekilde bir k € Z vardir.

n?+5n+2=(2k+1)>+502k+1)+2
=4k* + 4k + 1+ 10k +5 + 2
= 4k* + 14k + 8
=2(2k* + Tk + 4)

~———
€L

t =2k + 7k + 4 € Z dersek n? + 5n + 2 = 2t olur; yani ifade cifttir.
2. durum: n ¢ift olsun. O hilde n = 2¢ olacak sekilde bir £ € Z vardir.

n2+5n+2=(202+5-20+2
=407 + 100 + 2
=2(202+5(+1)

—_— ——
EL

m = 20? + 50+ 1 € Z dersek n? + 5n + 2 = 2m olur; yani ifade yine cifttir.
Her iki durumda da n? + 5n + 2 cift oldugundan, 6nerme her n € Z igin dogrudur.
|
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Ornek 12.2 (U¢ Durumlu Ayrim). 7 bir tam say1 ise n3 — 4n tam sayisinin 3 ile tam béliindiigiinii
ispat ediniz.

Cozim.
Bir tam sayinin 3 ile béliimiinden kalan 0, 1 veya 2 olabilir; ii¢ durumu ayr1 ayr1 inceleyelim.
1. durum: n sayis1 3 ile tam boliinsiin. O halde n = 3k olacak sekilde bir k£ € Z vardur.

n3 — dn = (3k)3 — 4(3k) = 27k3 — 12k = 3(9k3 — 4k)
N —— —
€Z

2. durum: n sayisinin 3 ile bolitmiinden kalan 1 olsun. O hilde n = 3¢ + 1 olacak sekilde bir £ €
Z vardir.
n®—4dn = (3 +1)% —4(3(+1)
=270 42702 + 90 +1—120 — 4
= 2703 + 270> — 30— 3
=3(963 +902 -0 —1)

€L

3. durum: n sayisinin 3 ile boliimiinden kalan 2 olsun. O halde n = 3r + 2 olacak sekilde bir r €
Z vardr.
n® —4n = (3r +2)3 —4(3r +2)
=27r% +54r? + 36r + 8 — 12r — 8
= 2773 4 54r2 4 247
= 3(973 + 18r% + 8r)

€z

U¢ durumda da n3 — 4n ifadesi 3’iin bir kat1 olarak yazildigindan, her n € Z i¢in 3 | (n® — 4n)’dir.
|

© Ayni sonucun carpanlara ayirarak ispat:

n® — 4n ifadesi arpanlarina ayrilabilir:
n®—dn=nn?>—-4)=Mn—-2)n(n+2)
Modiilo 3’te —2 = 1 oldugundan n — 2 = n + 1’dir. O hélde t¢ carpan sirasiyla
n+1, n, n+2(mod3)

degerlerine denktir; bunlar birbirini izleyen ii¢ kalan oldugundan 0, 1, 2 kalanlarinin hepsini kapsar.
Dolayisiyla carpanlardan tam olarak biri 3 ile boliniir ve ¢arpim da 3 ile boliintr.

Bu ikinci yol daha kisadir, ancak durum incelemesi hic¢bir yaraticilik gerektirmedigi i¢in her zaman
givenle uygulanabilir.

Dort Yontemin Karsilastirilmasi

Ayni teoremi farkli yontemlerle ispatlamak, hangi yontemin ne zaman kolaylik sagladigini gérmenin en
iyi yoludur.

Ornek 12.3 (Bir Teorem, U¢ Ispat). ‘T gercel sayisi1 0 < x < 1 esitsizligini saglyorsa = + % > 2 dir”
teoremini a) dogrudan ispat, b) karsit ters ispat ve c) geligki ile ispat yontemleriyle ispat ediniz.

Cozim.
a) Dogrudan ispat.
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0 < 2 < 1 olsun. Her gergel saymn karesi negatif olmadigindan
(x—1)2>0=22—-22+1>0=22+1>2z
yazilir. Hipotezden = > 0 oldugundan esitsizligin her iki tarafini z’e bélebiliriz ve yon degismez:

2 +1

1
>2=r+—2>2
T

b) Karsit ters ile ispat.
Ispatlayacagimiz karsit ters dnerme

1
x+—<2:>(0<x§1) saglanmaz
T

bicimindedir. Kabul edelim ki z + % < 2 olsun (z # 0). ifadeyi tek kesir haline getirelim:

x+l_2:w2—2m+1 _ (x—1)?
x x x
Hipotezden bu kesir negatiftir:
—1)?
u <0

T

Payda bulunan (z — 1)? ifadesi hicbir zaman negatif olmadigindan, kesrin negatif olabilmesi icin
paydanin negatif olmasi, yani

<0

olmasi gerekir. z < 0 ise 0 < £ < 1 kosulu saglanmaz. Karsit ters énerme dogru oldugundan asil
6nerme de dogrudur.

c) Celigki ile ispat.

Kabul edelim ki 6nerme yanlis olsun; yani hem 0 < z < 1 hem de

1
T+—-<2
x
saglansm. £ > 0 oldugundan esitsizligin her iki tarafini z ile carpabiliriz ve yon degismez:

2 +1<2r=22 -2 +1<0=(x—1)2<0

Bu ise bir celigkidir; ¢linkii bir gercel sayinin karesi negatif olamaz. Celigki kabuliimiizden kaynaklan-
digina gore kabuliimiiz yanlistir ve teorem dogrudur.
|

1 Ug ispatin ortak cekirdegi

Dikkat edilirse ti¢ ispat da ayni 6zdeslige dayandu:

(z—1)?

1
rT+——2=
x x

Yoéntemler yalnizca bu 6zdeslige hangi kapidan girdigimizi degistirdi. Bir teoremin “asil fikri” genel-
likle yontemden bagimsizdir; yontem, o fikri sunma bi¢imidir.

Bu teoremin 0 < z < 1 kosuluna da aslinda ihtiyaci yoktur: ispatlarin tigiinde de kullanilan tek sey
2 > 0 olmasidur.

Bu bolumle ispat yontemlerini tamamladik. Bir sonraki bolimden itibaren, bu yontemleri kullanarak
kiimeler kuraminin temel sonuglarim kuracagiz.
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13.1

13.2

13. Kiime Kavrami ve Gosterim Yontemleri

Matematigin bircok dalinda galisirken kiime kavramini kullaniriz. Ozellikle yeni bir yapi insa ederken
ya da bir konuyu calisirken kiime kavrami ile karsilasiriz. Bu sik kullanimina karsin kiime kavramini
tanimlamak hig kolay degildir.

Kiime Kuraminin Dogusu

Kiime kavram ilk defa Georg Cantor (1845-1918) tarafindan sonsuz biiyiikliklerin tanimlanmas: ve
karsilagtirilmasi amaci ile ortaya atilmistir.

Cantor’un yaptig1 gibi kiimeyi “nesnelerin bir toplulugu”bi¢iminde tanimlamanin daha sonra paradoks-
lara yol actif1 ortaya cikmigtir. Bu paradokslardan kurtulabilmek igin ilk olarak Ernst Zermelo
(1871-1953) tarafindan aksiyomatik bir yaklagim gerceklestirilmigtir. Daha sonra Abraham Fraenkel
(1891-1965), Zermelo’nun aksiyomlarinin uyarlanmasini yapmistir. Gliniimiizde Zermelo-Fraenkel
(ZF) aksiyomatik kiimeler kurami bu ¢alismalarin triinidiir.

Diger bircok matematikci de kiimeler kurami iizerine farkli yaklasimlar gelistirmistir. Ancak bu yaklasim-
lar1 tartismak bu dersin amacini agmaktadir. Bizim amacimiz kitmeler cebirini, yani kiimeler tizerinde
birlesim, kesisim vb. iglemleri ve bunlarin 6zelliklerini incelemektir.

1 Neden sezgisel tanimla yetiniyoruz?

Kumeler cebirini incelerken kiimeyi sezgisel olarak “nesnelerin bir toplulugu”bigiminde tanimlamak
bu inceleme i¢in hem yeterli hem de aksiyomatik yénteme gore ¢cok daha kolay anlagilirdir.

Bu tanimsiz terimlerin, kiimeler kuraminin aksiyomatik kurulusu i¢in eksiksiz olmadigini ve yapiy1
paradokslardan arindirmaya yetmedigini belirtelim. Buna karsin kiimeler cebirini incelememiz igin
yeterli alt yapiy1 saglayacaktir.

Kiimenin Sezgisel Tanim1

Kiimeler cebirini incelemek icin asagidaki dort tanimsiz terime ihtiya¢ duymaktayiz:

1. Kiime

2. Oge (eleman)

3. Ogesi olma (elemani olma, icerilme)
4. Nicelik sayis1

Bu terimler yardimiyla asagidaki 6zellikleri verebiliriz:

« Kiime, belirli nesnelerin olusturdugu bir topluluktur.
« Kiimeyi olusturan nesneler, kiimenin 6geleri olarak adlandirilir.
« Bir 6ge, kiime icinde bir kez yer alir.

Tanim 13.1 (Kiitmenin Iyi Tanimlanmasi). Bir kiimenin biitiin 6gelerinin kesinlikle belirli olacak
bi¢imde tanimlanmasina kiimenin iyi tanimlanmasi denir.
Ogeleri belirsiz olan veya bir 6genin o kiimeye ait olup olmadig1 anlasilmayan bir kiime var olamaz.

Ornek 13.1 (fyi Tanimli m1?). “En cok begendigimiz meyveler” ile bir kiime olusturmak istersek, bu
topluluk kisilere bagh olarak farkli bigimlerde olusturulabilir. Ogeleri belirli ve iyi anlagilir olmadigindan
bu bir kiime degildir.

Ancak “birden kiigiik gercel sayilar”iyi tanimh bir kiimedir; ¢iinkii verilen bir gercel saymin bu kiimeye
ait olup olmadig kesin bir sekilde belirlenebilir.
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Ogelik Bagintisinin Gosterimi

Kiimeleri genellikle A, B, ..., X, Y, ... gibi bityiik harflerle, kiimenin 6gelerini ise a,b, ..., z,y, ... gibi
kiiciik harflerle gosterecegiz.

+ Bir a 6gesi A kiimesine aitse a € A yada A 3 a ile gosterilir ve “a 6gesi A kiimesine aittir’, “a 6gesi A
kiimesinin ogesidir” veya “A kiimesi a 6gesini icerir” biciminde okunur.

+ Bir b 6gesi A kiimesine ait degilse b ¢ A ya da A 3 b ile gosterilir ve ‘b 6gesi A kiimesine ait degildir”
biciminde okunur.

Russell Paradoksu

Biitiin kiimelerin kiimesini
a) kendi kendini iceren kiimeler, b) kendi kendini icermeyen kiimeler
diye ikiye aywralm. P(X) : X ¢ X acgik 6nermesini tanimlayalim ve P’nin tanimladig1 kiimeye bakalim:

A={X|X¢ X}

Bu durumda “A kiimesi kendini i¢erir mi?” sorusunu yanitlamaya ¢aligalim:

+ Eger A kiimesi kendini igerirse, yani A € A ise, A’nin tanim geregi A ¢ A olur ki bu bir celigkidir.

+ Eger A kiimesi kendini icermezse, yani A ¢ A ise, A’nin tanim geregi A € A olur ki bu da yine bir
celigkidir.

Her iki halde de celiskiye dusiilir. Russell paradoksu olarak bilinen bu durum, “her ézelligin bir kiime

)

tanimladig1” varsayiminin siirdiiriilemeyecegini gosterir.

Evrensel kiime, her seyin kiimesi degildir

Evrensel kiimeyi “her seyi icine alan kiime” ya da “biitiin kiimelerin kiimesi” biciminde diisiinmek
yaygin bir hatadir. Ciinkd bitiin kiimelerin kiimesi adi verilen bir kiimenin varlig: bizi sonucta
yukaridaki gibi bir celiskiye gotiiriir.

Bunun yerine, belirli bir konuda ¢alisirken gerekli olan biitiin kiimeleri ve gerekli biitiin 6geleri i¢ine
alan kiime olarak diigiinmek yeterli olacaktur.

Tanim 13.2 (Evrensel Kiime). Bir konuda ¢aligirken ele alinabilecek biitiin 6geleri ve kiimeleri iceren
kiimeye evrensel kiime denir ve & ile gosterilir.

| Evrensel kiime calisilan konuya gére secilir

Bir tek evrensel kiitmenin varligini degil, caligilan konuya gore bir evrensel kiimenin belirlenmesinin
yeterli olacagini s6yliiyoruz. Dolayisiyla caligilan konuda 6ncelikle evrensel kiimenin ne oldugunun
bilinmesi 6nemlidir.

Ornegin A = {x | 2 < z < 5} gosteriminde A kiimesinin 6geleri, z’in neler olduguna bagh olarak
tamamen farklilik gosterir:

E=Z=A={zcZ|2<z<5}=1{23,4,5}
E=R=A={zecR|2<z<5} =125

Birincisi dort 6geli sonlu bir kiimedir; ikincisi ise sonsuz 6geli bir kapali araliktir. Ayni gosterim,
evrensel kiime degistiginde bambagka bir kiimeyi ifade etmektedir.

Kiimelerin gosterimi i¢in ii¢ yontem vardir. $imdi bunlar ele alalim.

Niteleme Yontemi

Tanim 13.3 (Niteleme (Ortak Ozellik Belirleme) Yontemi). Bir kiimenin 6gesinin belirleyici nite-
liklerini bir 6nerme olarak ifade ederek gésterme yontemine niteleme yontemi denir.
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Bu gosterimde kiimenin 6gesini temsil eden x degiskeni ile bu 6gelerin niteliklerini ifade eden p(x)
onermesi bir ayrag i¢inde ve aralarina | ya da : konularak gosterilir.

Ornek 13.2.
A ={z |z pozitif gergel sayidir}, B={xz:x tek tam sayidir}

kiimeleri, niteleme yontemi ile gosterilmis iki kiimedir.

Niteleme yontemi ile gosterilen en bilindik kiime 6rnekleri gercel say:1 araliklaridir.

Tanim 13.4 (Gergcel Say1 Araliklar1). a,b € Rve a < b igin:
(a,b) ={z |z eRa<z < b}
kiimesine acik aralik;
[a,b) ={z | z € R,a < z < b}, (a,b)={z |z €Ra <z <b}
kiimelerine yar1 ac¢ik aralik;
[a,b] ={z |z € Ra <z < b}

kiimesine ise kapal1 aralik denir.

© Koseli ayrac uclari icerir

Aralik gosteriminde koseli ayrac ([ veya |) u¢ noktanin kiimeye dahil oldugunu, yuvarlak ayrac ((
veya )) ise dahil olmadigini belirtir. Egitsizlikteki < ile < ayrimi tam olarak buna kargilik gelir.

Listeleme Yontemi

Tanim 13.5 (Listeleme Yontemi). Kiimenin 6gelerini tek tek ya da belirli bir kurala gore sirali bir
bi¢imde, ayrag icinde ve aralarina virgiil konularak belirtilmesi yontemine listeleme yontemi ad verilir.

Kiimenin 6gelerinin sirasinin bir 6nemi yoktur; diger bir deyisle 6gelerin yerlerinin degistirilmesi ayni
énermeyi ifade eder. Ornegin a, b, ¢, d elemanlarindan olugan kiime

{a,b,c,d} yada {c,a,b,d} yada {b,a,d,c}

kiimelerinden herhangi biri ile gosterilebilir.

Kiimelerle calisirken bazi islemler sonucunda ayni 6geler liste icinde birden fazla gériinebilse de, bu 6geler
bir kez var sayilir; yani {a, a, b, ¢} kiimesi {a, b, ¢} kiimesi olarak yazilir.

Sik kullanilan bazi say1 kiimelerinin listeleme yontemiyle gosterilislerini verelim:

Kiime Gosterim

Dogal sayilar N={0,1,2,3,...}

Tam sayilar z=H{.,-2,-1,0,1,2,...}

Pozitif tam sayilar 7zt ={1,2,3,...}

Cift tam sayilar C={2k|keZ}={.,-2,0,2,4,..}
Tek tam sayilar T={2k+1|kez}={.,-1,1,3,5,...}
Rasyonel sayilar Q= {%’a, beZb+ 0}
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1 Dogal saylar sifirdan m1 baslar?

Bu derste N = {0, 1, 2, 3, ...} kabul ediyoruz; bdylece Z" ile N farkli kiimeler olur.
Baz1 kaynaklarda N birden baslatilir; o kaynaklarda N = Z*1’dur. Bir soruya baslamadan énce hangi
kabuliin gecerli oldugunu kontrol etmek gerekir.

| Her kiime her yontemle gosterilemez

Bazi kiimeler yalmiz bir yénteme gore gosterilebildigi gibi bazilar1 da her iki yonteme gore gosterile-

bilir:

+ Q kiimesi yalniz niteleme yontemiyle gosterilebilir; rasyonel sayilar: bir liste halinde siralamak
mimkiin degildir.

« Cve T kiimeleri hem niteleme hem listeleme yontemiyle gosterilebilir.

Venn Diyagrami Yontemi

Tanim 13.6 (Venn Diyagrami). Ingiliz matematikci John Venn (1834-1923) tarafindan ortaya atilan
ve kiimelerin daire, elips gibi diizlemsel gosterilme yontemlerine Venn diyagramai ad1 verilir.

Ornegin a, b, ¢, d elemanlarindan olusan A kiimesinin Venn diyagrami asagidaki gibidir.

A

Sekil 13.1: A ={a, b, ¢, d} kiimesinin Venn diyagrami. Kapali egri kiimeyi, icindeki noktalar 6geleri temsil
eder.

Her kiime Venn diyagrami yontemi ile gosterilemediginden Venn diyagramini kullanmay tercih etmeyiz.
Buna karsin kitmeler arasindaki iliskileri gorsellestirmek icin sonraki boliimlerde sik sik bagvuracagiz.
Bir sonraki béliimde kiimeler arasindaki en temel iligkiyi, yani alt kiime ve esitlik kavramlarini inceleye-
cegiz.
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14.1

14.2

14. Alt Kiime ve Kiime Esitligi

Kiimeler arasindaki en temel iligki, birinin 6gelerinin tamaminin digerinde bulunmasidir. Bu béliimde bu
iligkiyi kesin bi¢imde tanimliyor ve kiime esitligini bunun iizerine kuruyoruz.

Alt Kiime
Tanim 14.1 (Alt Kiime). A ve B, ayni € evrensel kiimesinde taniml iki kiime olmak iizere
Vexe A=x2€B
gercekleniyorsa, A kiimesine B kiimesinin alt kiimesi (ya da B, A’y1 kapsar) denir ve
ACB (yada BDA)
ile gosterilir.

Tanim 14.2 (Oz Alt Kiime). Eger A C B ve B kiimesi A’da olmayan en az bir tane eleman icerirse, A
kiimesine B kiimesinin 6z alt kiimesi denir ve

ACB (yada ACB)
ile gosterilir.

Tanim 14.3 (Alt Kitmesi Olmama). Eger A kiimesinin en az bir tane eleman1 B kiimesine ait degilse,
A kiimesine B kiimesinin alt kiimesi degildir denir ve

A¢B (yada B2 A)

ile gosterilir.

| « sembolii kaynaktan kaynaga degisir

Bu derste C sembolii 6z alt kitme anlaminda kullanilmaktadir: A C B demek A C Bve A+ B
demektir.

Bazi kaynaklarda ise C ile C es anlaml kullanilir, yani A C A yazilabilir. Karigiklig1 6nlemek i¢in 6z
alt kiimeyi C ile yazmak en giivenli yoldur.

I1k Sonugclar

Teorem 14.1 (Alt Kiimenin Temel Sonuglar1). A, B C & olmak iizere:
Sonu¢1. AC B=>ACB

Sonu¢2. AC A (her A C €& igin)

Sonu¢ 3. A ¢ B&dx,(r € ANz ¢ B)

ispat.
Sonucg 3. Alt kiime tanimini mantik diline ¢evirelim:

ACB&Ve(re A=z € B)

Her iki tarafin degilini alalim:
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AgB@Lvm,(xeA;»xeB)'
< dz,(z€A=z€BY (niceleyicinin degili)
< dz( (z€A)V(zeB)) (iseaglm)
<dr(z€A)N(z¢B) (De Morgan)
|
Sozle: bir kiimenin bagka bir kiimenin alt kiimesi olmadigini géstermek icin, birincide bulunup ikincide

bulunmayan bir tek eleman gostermek yeterlidir.
Ornek 14.1 (Hangileri Dogrudur?). A = {a,b,c} ve B = { a,b,3,4,{a,b,c} } olsun. Asagidakiler-

de
a)

n hangileri dogrudur?
A¢B Db){A}CB ¢ACB dACB

Coziim.

Once B kiimesinin dgelerini tek tek belirleyelim: a, b, 3, 4 ve kiimenin kendisi bir 6ge olarak
{a, b, c}. Yani B’nin beg 6gesi vardir.

a) A = {a,b,c} olduguna ve {a, b, c} 6gesi B’nin bir eleman: olduguna gére A € B’dir. O halde A ¢
B 6nermesi yanlistur.

b) {A} = { {a,b,c} } kiimesinin tek 6gesi {a,b,c}’dir ve bu 6ge B’ye aittir. O halde {A} C B
onermesi dogrudur.

¢) ¢ € A olmasina karsin ¢ ¢ B’dir (B’nin 6geleri arasinda c tek bagina yer almaz). Teorem 14.1 geregi
A ¢ B’dir; 6nerme yanlistir.

d) Oz alt kitme olmak icin énce alt kiime olmak gerekir; (c) sikkindan A ¢ B oldugundan énerme
yanlistir.

|

Oge olmak ile alt kiime olmak farkli seylerdir

Yukaridaki 6rnek bu ayrimi ¢ok net gosterir:

A€eB ama A¢B

A, B’nin bir 6gesidir; ama A’nin 6geleri B’nin 6geleri degildir. Bir kiimenin 6gesi olmak (€) ile alt
kiimesi olmak (C) birbirinden tamamen bagimsiz iki iligkidir.

Kural: z € B sorusunda z’in kendisini B’nin 6geleri arasinda arariz; X C B sorusunda ise X in
her 6gesini B’nin 6geleri arasinda arariz.

Esit Kiimeler

Tanim 14.4 (Esit Kiimeler). A, B C &£ olmak lzere

Vcc,(:z:eA@:reB)

gercekleniyor ise A ve B kuimelerine esittir denir ve A = B ile gosterilir.

Teorem 14.2 (Esitligin Cift Kapsama ile ifadesi). A, B C & olmak iizere

A=B&(ACB)A(BCA)

ispat.
Tanimdan baslayalim vep < q = (p = q) A (¢ = p) denkligini kullanalim:
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AzB@Vm,xEA@xEB)
< Vuz, (mEA:>a:€B)/\(x€B:>a:€A)
@Vm,xeAéazeB)/\Vx,(xeBéxeA

ACB BCA
< (ACB)A(BCA)

Uciincii adimda, evrensel niceleyicinin “ve” islemi iizerine dagilabilmesi kullanilmistir.
|

@ Kiime esitligi ispatlarinin standart kaliba

Teorem 14.2, iki kiitmenin esit oldugunu gostermenin standart yolunu verir: iki kapsamay1 ayri ayri
ispatlamak.

1. Keyfibir x € A alip € B oldugunu géster == A C B.
2. Keyfibir z € B alip z € A oldugunu goster =B C A.

Bu iki adim tamamlandiginda A = B elde edilir. Kiimeler cebirindeki hemen her 6zdeslik béyle
ispatlanir.

Teorem 14.3 (Esit Olmama ve Oz Alt Kiime). A, B C & olmak iizere:
a)A#B{:)(A;(_B\/BgZA)
b)ACB@(AQB/\A#B)

ispat.
a) Teorem 14.2'min degillenmesinden De Morgan kurall ile:

A#B@[(AgB)/\(BgA)]’(i»(A;t_B)\/(B;(_A)
b) Oz alt kiime tanimi mantiksal denklik olarak

ACB@[AQB/\Hx(mgéA/\xGB)]

biciminde yazilir. Teorem 14.1'mn iigiincii sonucu kullanilirsa koseli ayrag icindeki varlik énermesi B ¢
A olur:

ACBe (ACBABZA)

Simdi saf tarafi diizenleyelim. (AC BANAE B) bir celiski oldugundan, “veya” isleminin etkisiz
elemani olarak eklenebilir:

(AQB/\BQ_A)E(AQB/\B@A)VC
(ACBABZA)V(ACBAAZB)
=ACBA(BZAVALB) (dagilma)
=ACBAA+#B ( (a) sikkr)

Kapsamanin Gecisme Ozellikleri

Teorem 14.4 (Kapsamanin Gegisme Ozellikleri). A, B,C C & olsun.
a) AC Bve BC Cise AC Cldir
b)AC BveBC Cise AC Cdir
¢c)ACBveBCCiseAcCCldir
d)AC BveBCCiseAcCCldir
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Ispat.

a) A C C kapsamasini gostermek igin her x € A i¢in x € C oldugunu gostermeliyiz.

A C B oldugundan her x € A i¢in x € B olur. Benzer bicimde B C C oldugundan her x € B i¢in x €
C elde edilir. Ikisini birlestirirsek her x € A icin x € C bulunur; yani A C C’dir.

b) Oz alt kiime tanimindan, A C C oldugunu gostermek icin hem her x € A icin x € C oldugunu, hem
dey ¢ A olacak sekilde biry € C bulundugunu gostermeliyiz.

[k olarak A C B oldugundan her x € A i¢in z € B olur. Benzer bicimde B C C oldugundan her z € B
icinx € C elde edilir; boylece A C Cdir.

Ikinci olarak A C B oldugundany ¢ A olacak sekilde biry € B vardwr. Ayrica B C C oldugundan bu y
égesiiginy € C gegerlidir. Sonugta y ¢ A olacak sekilde biry € C bulunur. Bundan dolay1 A C C'dir.
¢) ve d) siklari benzer bicimde yapilabileceginden alistirma olarak birakilmgtir.

|

Cozimlii Uygulamalar

Ornek 14.2 (Kapsama Iliskilerini Belirleme). & = {a,b,c,d, e} olsun. A = {a,b,c,d}, B = {a,b,c}
ve C' = {¢, d} ise asagidakilerin hepsi gecerlidir:

1)BCA 2)BCA 3)CCcA 49C¢B 5 ACA

Gergekten B’nin biitiin 6geleri A’dadir ve d € A, d ¢ B oldugundan kapsama 6zdiir. Benzer bi¢imde
C’nin geleri A’dadirvea € A, a ¢ C’dir. Ote yandan d € C fakatd ¢ B oldugundan C, B’nin alt kiimesi
degildir.

Ornek 14.3 (Oge mi, Alt Kiime mi?). A = { 1,{1},{2} } olsun. Asagidaki dnermelerden hangilerinin
dogru oldugunu belirleyiniz.

a)led b){l}ed {1} CA H{{1}}CcA4

9(2ea Hi2jca p{}}cA W{{}}ca

Coziim.

A kiimesinin ti¢ 6gesi vardir: 1, {1} ve {2}. Dikkat edilirse 2 say1s1 A’nin bir 6gesi degildir.
a) 1, A’nin 6geleri arasindadir. Dogru.

b) {1}, A’nin 6geleri arasindadir. Dogru.

c) {1} kiimesinin tek 6gesi olan 1, A’ya aittir. Dogru.

d) f {1} } kiimesinin tek 6gesi olan {1}, A’ya aittir. Dogru.

e) {2}, A'nin 6geleri arasindadir. Dogru.

f) {2} kiimesinin tek 6gesi 2’dir; ancak 2 ¢ A’dir. Yanls.

g) % {2} } kitmesinin tek 6gesi olan {2}, A’ya aittir. Dogru.

h) (g) sikkindan kapsama vardir; ayrica 1 € A fakat 1 ¢ { {2} } oldugundan kapsama 6zdiir. Dogru.
]

Ornek 14.4 (i¢ ice Kiimeler). A € X ve X € Y olan, ancak A ¢ Y sartini saglayan X, Y, A kiimelerine
bir 6rnek veriniz.

Cozim.
A={1,2}, X={A}={{1,2}}, Y:{X}:{{ {1,2} }}
kiimelerini alalim.

+ X kiimesinin tek 6gesi A oldugundan A € X tir.
+ Y kiimesinin tek 6gesi X oldugundan X € Y dir.
* Y'nin tek 8gesi X = { {1,2} }'dir; oysa A = {1,2}'dir ve A # X oldugundan A ¢ Y"dir.

Bu 6rnekte A € X, X € Y ancak A ¢ Y saglanmus olur.
|
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I Ogelik bagintis1 gecismeli degildir

Son 6rnek sunu gosterir: A € X ve X € Y olmas1 A € Y olmasini gerektirmez. Yani € bagintisi
gecisme ozelligine sahip degildir.

Oysa Teorem 14.4 geregi C bagntisi gegismelidir. Iki bagintinin bu farks, &gelik ile kapsamayi karis-
tirmamak icin iyi bir hatirlaticidir.

Ornek 14.5 (Kapsama Aktarilir m1?). & bir evrensel kiime ve A, B, C' C & olsun. Eger A C Bve B ¢
C ise, 0 zaman A ¢ C midir? Aragtiriniz.

Cozim.
A C Bve B¢ Ciken A ¢ C 6zelligi daima dogru degildir. Bir aksine 6rnek verelim:

A={1,2}, B={1,234}, C={1,23)
alalim. Bu durumda:

+ A’nin butin 6geleri B’de bulundugundan A C B’dir.
+ 4 € Bfakat4 ¢ C oldugundan B ¢ C’dir.
+ Ancak A’nin biitiin 6geleri C’de bulundugundan A C C gecerlidir.

O halde hipotezler saglandig1 halde sonug¢ saglanmamaktadir.
]

Ornek 14.6 (Ayn1 Kiime, Farkli Formiil). Z’nin asagida verilen alt kiimelerini géz 6niine alalim:

A={2m+1|mez}={.,-3,-1,1,3,5,...}
B={2n+3|nez}={.,-3,-1,1,3,5,...}
C={2p-3|peZ}={.,—3,—1,1,35,.}
D={2r+1|rez}={.,—3,-1,1,3,5 .}
E={3s+2|s€Z}={.,—4,-1,2,5, .}
F={2t—2|teZ}=1{.,—4,-2024,.}

Asagidaki 6nermelerin hangilerinin dogru oldugunu belirleyiniz.
a)A=B b)A=C ¢B=C dD=E eD=F f)E=F

Coziim.
Once her kiimenin ne oldugunu belirleyelim.
m biitiin tam sayilar1 dolastiginda 2m 4 1 biitiin tek tam sayilar1 verir. Ayni sekilde

m+3=2(n+1)+1, 2p—3=2(p—2)+1, 2r+1
yazilabildiginden B, C ve D de tek tam sayilar kiimesidir. O halde
A = B =C =D = {tek tam sayilar}

E kiimesi 3 ile bolimiinden kalan 2 olan tam sayilardan, F' kiimesi ise 2t — 2 = 2(¢ — 1) oldugundan
cift tam sayilardan olusur.

a), b), ¢) Dogrudur; dérdi de aynm kiimedir.

d) Yanlistir. Ornegin 1 € D fakat 1 ¢ E’dir (1’in 3 ile béliimiinden kalan 1’dir).

e) Yanlistir. D tek, F' ¢ift tam sayilardan olugur; ortak 6geleri bile yoktur.

f) Yanlistir. Ornegin 2 € E ve 2 € F’dir ama 5 € F iken 5 ¢ F’dir.

|
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© Formiil farkly, kiime ayni

Son ornek, bir kilmenin gosteriminin kiimenin kendisini belirlemedigini gosterir. {2m + 1},
{2n + 3} ve {2p — 3} farkli formiillerdir ama parametre biitiin Z’yi dolastiginda ticii de aym kiimeyi
iretir.

Bu tiir sorularda formiilleri karsilagtirmak yerine, her birini 2k + r bi¢cimine (yani “m’ye bélimtinden
kalan r olanlar” bi¢imine) indirgemek en giivenilir yoldur.

Bir sonraki boliimde hi¢ 6gesi olmayan kiimeyi ve bir kiimenin biitiin alt kiimelerinden olusan kuvvet
kiimesini inceleyecegiz.
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15.1

15. Bos Kiime, Kuvvet Kiimesi ve Nicelik
Sayisi

Kiimeler ile calisirken bazi durumlarda hicbir 6ge icermeyen kiimeler ile karsilasiriz. Ornegin 2z — 1 = 0
denkleminin tam say1 ¢6ziimlerinin kiimesi hi¢bir 6ge icermez. Bu bolimde 6nce béyle kiimeleri, ardindan
bir kiitmenin biitiin alt kiimelerini toplayan kuvvet kiimesini ele aliyoruz.

Bos Kiime

Tanim 15.1 (Bos Kiime). Hicbir ge icermeyen kiimeye bos kitme denir ve & ya da {} ile gosterilir.

Ornek 15.1.
A={z€eR|22+1=0}, B={zeQ|z>-2=0}

kiimeleri birer bos kiimedir.
Gercekten 22 + 1 = 0 denkleminin gercel koku yoktur; 22 — 2 = 0 denkleminin kokleri ise +1/2 olup
\/2 irrasyonel oldugundan bu kokler Q’da bulunmaz.

| & ile & aym1 sey degildir

{@} kiimesi bir 6geli bir kiimedir (6gesi bog kiimedir); oysa & hi¢ 6gesi olmayan kiimedir. Bu ikisi
bos kiime ile karigtirlmamalidir:

{0} # o

Ayni sekilde | @ | = 0 iken | {@} | = I'dir. Bos bir kutu ile i¢inde bos bir kutu bulunan kutu farkl
seylerdir.

Teorem 15.1 (Bos Kiime Her Kiimenin Alt Kiimesidir). Herhangi bir A C & i¢cin @ C A’dw. Eger
A # & ise, bu durumda & C A’dw.

ispat.
Ilk kismu celiski ile ispat yontemini kullanarak kanitlayalim.
Kabul edelim ki & ¢ A olsun. Bu durumda alt kiime olmama élgiitii geregi 6yle bir x € £ vardir ki

rTED ve ¢ A

saglanir. Ancak & hicbir 6ge icermediginden x € & olmasi miimkiin degildir; bu bir ¢eliskidir. Boylece
kabuliimiiz yanlistir ve sonug olarak @ C A’dr.

Ikinci kisim icin ilk kisumdaki @ C A bilgisini kullanalim. A #+ & oldugundan A’nin en az bir 6gesi
vardir; bu 6geye x diyelim. x € A vex ¢ & oldugundan A, @’°de bulunmayan en az bir ége icerir. Oz alt
kiime tanimi geregi @ C A’dir.

|
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1 Bos kiime tektir

Yukaridaki 6rnekte hem A kiimesinin hem de B kiimesinin bog kiime oldugunu séyledik. Bu iki kiime
bos kiimenin yalnizca iki farkli ifadesi olup birden fazla bos kiime vardir anlamina gelmemektedir.
Gercekten A ve B gibi birden fazla bos kiime olsa, Teorem 15.1 geregi A C B ve B C A olacagindan,
¢ift kapsama 6l¢itiine gére A = B bulunur.

Ornek 15.2 (Hangileri Bos Kiime Degildir?). Asagidaki kiimelerin hangileri bos kiime degildir,
belirleyiniz.

a)A={z|zeN2zx+7=3} b)B={z|z€Z3x+5=09}

C={z|z€Qz?*+4=6} dD={z|zeRz?>+4=56}
eE={z|zeRz’+3z+3=0} fHF={z|zeCa’?+32z+3=0}

Coziim.

Bir kiimenin bos oldugunu gostermek i¢in istenen kosulu saglayan degerin, kiimenin tanimlandig say1
kiimesinde bulunmadigini géstermek gerekir.

a)2x +7=3 =z = —2. Ancak —2 ¢ N’dir. O hélde A = &.

b)3z+5=9=z= %.Ancak%L ¢ Z’dir. O halde B = @.

)z’ +4=6=12=2=x=+v2 Ancak +£v/2 ¢ Q'dur. O halde C = @.

d) Ayni denklemin kokleri R’de bulunur:

D={-Vivi} £o
e) 22 + 3z + 3 = 0 denkleminin diskriminanti
A=b>—4ac=9-12=-3<0

oldugundan gercel kok yoktur. O hilde £ = &.
f) Ayn1 denklemi karmagik sayilarda ¢6zelim. Tam kareye tamamlayalim:

3\2 3 3, 3 V3.
(.T-FE) ——Z—Z’LZNL‘-FE—:I:TZ

Buradan

Sonug. Yalnizca D ve F kiimeleri bos kiime degildir.
]

Q Ayni denklem, farkl evren, farkli kiime

(c)-(d) ve (e)-(f) ciftleri ayn1 denklemi farkli say1 kiimelerinde ¢6zmektedir. Bir kiimenin bog olup
olmamasi, tanimlandig1 evrensel kiimeye baglidir; denklemin kendisine degil.

Kuvvet Kiimesi
Tanim 15.2 (Kuvvet Kitmesi). Herhangibir A C £ i¢in, A kiimesinin biitiin alt kiimelerinden olusan

kiimeye A kiimesinin kuvvet kiimesi denir ve P(A) ile gosterilir.

Ornek 15.3. A = {1, 2,3} kiimesinin kuvvet kiimesi

P(A) = { 2, {1}1.{2},{3},{1,2},{1,3},{2,3},{1,2,3} }

A
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15.2 Kuvvet Kimesi 81

bi¢imindedir; sekiz 6gesi vardir.
Ornek 15.4 (Bos Kiime Iceren Kuvvet Kiimeleri). A = @ ise P(A) = {@}dir.
B ={2,{@} }ise P(B) kiimesini yaziniz ve B ile ilgili kapsama-6gelik iliskilerini belirleyiniz.

Coziim.
B kiimesinin iki 6gesi vardir: @& ve {@}. Buna gore

P(B) ={ 2.{z}{ {2} },{ 2,12} } }

bicimindedir. Buradan @, {@} ve { {@} } kiimeleri birbirinden farklidur.
Asagidaki iligkilerin hepsi gecerlidir:

Miski Gerekge
@ CB bos kiime her kiimenin alt kiimesidir
@ CB B + & oldugundan kapsama 6zdiir
gEB @&, B’nin listelenmis bir 6gesidir
{z}CB tek dgesi olan @, B’ye aittir; {&} # B
{z}eB {@}, B’nin listelenmis bir 6gesidir
{{z}}cB tek 6gesi olan {@}, B’ye aittir
{ {z} } ¢ B B’nin 6geleri yalnmzca & ve {@} dir
{ {z} } € P(B) B’nin bir alt kiimesidir

|

I X C Aile X € P(A) ayn ifadedir
Kuvvet kiitmesinin tanimi geregi
X CA&X e P(A)

denkligi her zaman gegerlidir. Bu, kapsama sorularini 6gelik sorularina ¢evirmenin kisa yoludur: son

satirda { {@} } C B oldugu icin { {@} } € P(B) yazabildik.

Nicelik Sayis1

Tanim 15.3 (Nicelik Sayis1). Bir A kiimesinin 6gelerinin sayisina A kiimesinin nicelik sayis1 denir
ve | A | ile gosterilir.

Bir kiimenin 6geleri sayilabiliyorsa sayma sonucunda elde edilen say1 o kiimenin nicelik sayis1 olur. Ancak
kiimelerin ¢ogunun 6geleri sayilabilir degildir. Boyle olsa bile, her kiimenin 6gelerinin sayisini belirtmek
icin asagidaki aksiyomu varsayacagiz.

i Aksiyom

Her kiimenin bir ve yalniz bir nicelik sayis1 vardir. Sayilabilen bir kiimenin nicelik sayisi, kiimenin
6gelerinin sayisidir.

Acik Matematik - acik-matematik.com 81 CC BY-NC-SA 4.0


https://acik-matematik.com
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.tr

15.4

82 Boliim 15. Bos Kiime, Kuvvet Kiimesi ve Nicelik Sayis1

Tanim 15.4 (Sonlu ve Sonsuz Kiime). Nicelik sayis1 bir dogal sayiya egit olan kiimeye sonlu kiime
denir. Sonlu olmayan kiimeye sonsuz kiime denir.

Ornek 15.5.
A=1{1,2,3,4,5}, B={m€R|x2—3m+2:0}:{1,2}, [}

kiimeleri birer sonlu kiime iken N, Z, R, Q kiimeleri sonsuz kiimelerdir.

Teorem 15.2 (Kuvvet Kiimesinin Nicelik Sayis1). | A | =nise| P(A) | = 2" dir.

1 Ispat1 neden simdi vermiyoruz?

Bu teoremin ispat1 tiimevarim yontemi ile yapilabilir. Tiimevarim y6ntemini daha sonra ele alaca-
gimiz icin teoremi simdilik ispatlamadan ifade ediyoruz.

Sezgisel gerek¢e sudur: bir alt kiime kurarken A’nin her 6gesi i¢in “alinm / almam” bigiminde iki
bagimsiz se¢im yapariz. n 6ge icin toplam secim sayis1 2 - 2---2 = 2™dir.

Ornek 15.6. Yukaridaki A = {1,2, 3} kiimesinin nicelik sayis1 | A | = 3 ve kuvvet kiimesinin nicelik
sayisl

| P(A) =23 =38

olup gergekten P(A)’da sekiz kiime listelenmisgtir.

Cozimlii Uygulamalar

Ornek 15.7 (Bos Kiime ile Ilgili Onermeler). Asagidaki 6nermelerden hangilerinin dogru oldugunu
belirleyiniz.
A)ged bocg 9goCo dae{rg} eocC{o}

Cozim.

a) & hicbir 6ge icermediginden hicbir sey ona ait olamaz. Yanlis.

b) Oz alt kiime olmak icin &’in, @’de bulunmayan bir 6ge icermesi gerekirdi. Yanlis.

c) Teorem 15.1 geregi bos kiime her kiimenin, 6zel olarak kendisinin de alt kiimesidir. Dogru.
d) {@} kiimesinin tek 6gesi @’dir. Dogru.

e) & C {@} dir; ayrica {@} # & oldugundan kapsama 6zdiir. Dogru.

]

Ornek 15.8 (Kuvvet Kiimesi ve Nicelik Sayis1). Asagida verilen kiimeler icin P(A) ve | P(A) |
degerlerini belirleyiniz.

a)A={1{1,4}} b)B:{{{Q} },{71'},71'} 0 C={0,2{2}}

Coziim.

a) A’'nin iki 6gesi vardir: 1 ve {1,4}. O halde | P(A) | =22 =4 ve
P(A) ={ 201 (14 11 0.4} }
UL S
A

b) B'nin ti¢ dgesi vardwr: { {@} }, {r} ve 7. O hélde | P(B) | = 23 =8 ve

PB)={z{ {12} } H{ {=} W { {2} }. 4} H{ {{e} }.m P{ (=} 1B }

¢) C’nin ii¢ 6gesi vardir: 0, & ve {@}. O halde | P(C) | =23 =8 ve
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15.4 Coztimli Uygulamalar 83

P(©C) = { 840}{2}{ {2} }40.2},{ 0.2} }.{ 2.{2} }.C }

Kuvvet kiimesinde & iki farkli rolde goriinebilir

(¢) sikkinda @ hem P(C')’nin birinci 6gesidir (¢iinkdt @ C C), hem de {&} 6gesinin icinde goriiniir
(ciinkit & € C oldugundan {@} C C).

Bu ikisi karigtirilmamalidir: birincisi “C ’nin bos alt kiimesi”, ikincisi “C’nin @ dgesinden olusan tek
ogeli alt kiimesi’dir.

Ornek 15.9 (Kuvvet Kiimesinin Kuvvet Kiimesi). P ( P({1}) ) kitmesini belirleyiniz ve bu kiimenin
eleman sayisini hesaplayiniz.

Cozim.
A = {1} diyelim. | A | = 1 oldugundan

| P(A)|=2'=2, PA)={2{1}}
Simdi P(A) iki 6geli bir kiime oldugundan
|P(P(A))|=2*=4

P (PA)={oie}{ (1) }{z1}}}
P(A)
bulunur.
|

Bir sonraki boliimde kiimeler tizerindeki ilk iki iglemi, birlesim ve kesisimi ele alacagiz.
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16.1

16.2

16. Birlesim ve Kesisim Islemleri

Kiimeler cebirinin iki temel islemi birlesim ve kesisimdir. Bu islemlerin tanimlar1 dogrudan mantiktaki
“veya” ile “ve” baglaclarina dayamr; bu ytzden 6zellikleri de énermeler cebirinin 6zelliklerini birebir
yansitir.

Tanimlar
Tanim 16.1 (Birlesim). A, B C £ olmak tizere A ve B kiimelerinin birlesimi
AUB={z|(z€A)V(zeB)}

bi¢iminde tanimlanir.

Tanim 16.2 (Kesisim). A, B C & olmak tizere A ve B kiimelerinin kesigimi
ANB={z|(z€A)N(z€B)}

seklinde tanimlanir.

AuB AnB

Sekil 16.1: Solda birlesim: iki kiimeden en az birine ait olan 6geler. Sagda kesisim: her ikisine birden
ait olan ogeler.

Temel Kapsama Teoremleri

Teorem 16.1 (Birlesim ve Kesisimin Kapsama iliskileri). A, B C & olmak iizere asagidaki ozellikler
gecerlidir:

a) ACAUB ve BCAUB

b)ANBCA ve ANBCB

Ispat.

a) Herhangi bir x € A alalim. Birlesim kiimesinin tamimindan x € A olmasi (x € A) V (z € B) dner-
mesini dogru kilar; yanix € AU B’dir.

O hadlde her x € A icinx € AU B’dir; yani A C AU B’dir. B i¢in de ayni akil yiiriitme gecerlidir.

b) Herhangi bir x € AN B alalim. Kesisim kiimesinin tanimindan

z€ ANB=(x € A)A(z € B)
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olur. “Ve” onermesinin her iki bileseni de dogru oldugundan, herx € AN Biginx € Aveherx € AN B
icin x € B’dir. Buradan

ANBCA ve ANBCB

elde edilir.
||

Teorem 16.2 (Kapsamanin islemlerle Korunmasi). A, B,C C & olmak iizere asagidaki ozellikler
gecerlidir:

a) AC Bise AUC C BUCdir

b)AC Bise ANC C BNCdir

ispat.
a) Kabul edelim ki A C B olsun. Herhangi birx € AU C alalim:
z€eAUC= (ze€A)V(zel)
= (reB)V(xe(C)(ACB kabulinden)
=x€BUC

O halde AU C C BU Cdir.
b) Benzer bicimde, herhangi birx € AN C alalm:
r€ANC=(xeAN(xel)
= (r € B)A(x € C) ( AC B kabuliinden)
=zeBNC

O hdalde ANC C BN Cdir.
|

i Sonug

A, B,C C & olmak iizere
A=B=AuC=BUC ve ANC=BnC

Gercekten A = B ise hem A C B hem B C A oldugundan Teorem 16.2 iki yénde de uygulanir ve
cift kapsama esitligi verir.
Bu, kiimeler cebirinde “esitligin her iki tarafini ayni kiimeyle birlestirebiliriz” demenin kesin ifadesidir.

Birlesim Isleminin Ozellikleri

Teorem 16.3 (Birlesimin Ozellikleri). A, B,C C & olmak iizere birlesim islemi ile ilgili asagidaki
ozellikler gecerlidir:

a) AUA = A (es giicliliik ozelligi)

b)AUB=BUA (degisme ozelligi)

¢)AU(BUC)=(AUB)UC (birlesme ozelligi)

d)BCAsAUB=A

e AUg=A
HAUE=E
ispat.

(a), (b), (¢) ozellikleri, tanimdaki “veya” isleminin es giicliiliik, degisme ve birlesme ézelliklerinin dogru-
dan sonucudur. (e) ve (f) ise swrasiyla ¢eliskinin “veya” isleminde etkisiz, totolojinin ise yutan eleman
olmasindan gelir.

(d) sikkini ayrintili ispatlayalim.
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(=) Gereklilik: BC A= AUB = A.
B C A olsun. Teorem 16.2 geregi esitsizligin her iki tarafini A ile birlestirebiliriz:

AUBCAUA=A=AUBCA (%)
Diger taraftan Teorem 16.1 geregi birlesim kiimesi olmanin tanimindan
ACAUB (%)

(x) ve (x ) birlikte ¢ift kapsamay: verdiginden AU B = A elde edilir.

(<) Yeterlik: AUB = A= B C A.

AU B = A olsun. B ¢ A oldugunu kabul edelim. Bu takdirde x ¢ A olacak sekilde bir x € B vardr.
Diger taraftan Teorem 16.1 geregi B C AU B her zaman gegerli oldugundan

r€EB=>xec AUB=A

olur ki bu, x ¢ A olmasu ile ¢elisir. O halde B C A’dur.
|

16.4 Kesisim Isleminin Ozellikleri

16.5

Teorem 16.4 (Kesisimin Ozellikleri). A, B,C C & olmak iizere kesisim islemi ile asagidaki ozellikler
gecerlidir:

a) ANA=A (es gicliliik ozelligi)

b)ANB=BNA (degisme ozelligi)

) AN(BNC)=(ANB)NC (birlesme ozelligi)

d)BCAsANB=8B

) AN =g

fIANE=A

© iki tablo aynu, roller yer degistirmis

Birlesim ile kesisimin 6zellikleri karsilagtirildiginda & ile £’nin rollerinin takas edildigi gorilir:

birlesim kesisim

@ etkisiz eleman yutan eleman
£ yutaneleman  etkisiz eleman

Bu, 6nermeler cebirindeki c (geligki) ile ¢ (totoloji) arasindaki iliskinin birebir yansimasidir: & kiimesi
c’ye, € kiimesi t’ye karsilik gelir.

Dagilma Ozellikleri

Teorem 16.5 (Dagilma Ozellikleri). A, B,C C & olmak iizere asagidaki ozellikler gecerlidir:
a)AN(BUC)=(ANB)U(ANCQC)
b)AU(BNC)=(AUB)N(AUC)
ispat.
a) Bir 6genin her iki kiimeye ait olma kosulunu yazip nermeler cebirinin dagilma ézelligini kullanalim:
t€AN(BUC) < (z€ A)N[(z€B)V(zeC)]
< [(z€A)AN(xeB)|V[(zeA)A(zel)]
S (zxeANB)V(zeANC)
Sze(ANB)U(ANC)

Biitiin adimlar denklik oldugundan iki kiime ayni 6gelere sahiptir; yani esittirler.
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b) Ayni akil yiiriitme, “veya’nin “ve” iizerine dagilma ozelligi ile tekrarlanir.
|

| Kitme 6zdesliklerinin kaynag1 6nermeler cebiridir

Bu bolimdeki biitiin 6zellikler aynmi sablonla ispatlandi:

1. z € (kiime ifadesi) kosulunu 6nermeye cevir.
2. Onermeler cebirinde bilinen bir denkligi uygula.
3. Sonucu tekrar kiime diline cevir.

Bu yiizden kiimeler cebirinde ayri bir kural listesi ezberlemeye gerek yoktur: U <+ V, N < A,
tumleyen <> degil, & <> ¢, £ <> t karsiliklarini bilmek yeterlidir.

Bir sonraki boliimde tiimleyen, fark ve simetrik fark islemlerini tanimlayip De Morgan kurallarinin kiime
karsiliklarini inceleyecegiz.
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17.1

17.2

17. Tumleyen, Fark ve Simetrik Fark

Birlesim ve kesisim iki kiimeyi birlestiren islemlerdi. Bu boliimde bir kiimenin disinda kalanlar1 konu
alan iglemleri tanimliyoruz: tiimleyen, fark ve simetrik fark.

Timleyen

Tanim 17.1 (Tumleyen). A C &£ olmak tizere A kiimesine ait olmayan ama & kiimesine ait elemanlarin
olusturdugu kiitmeye A’nin &£’ye gore tiitmleyeni denir ve

A=A={z[(ze)N(z¢A)}

ile gosterilir.

Teorem 17.1 (De Morgan Kurallar1). A, B C & olmak iizere:

a)(AUB) = A°NB° b)(AN B)¢ = A°U B°

ispat.
a) Bir 6genin sol taraftaki kiimeye ait olma kosulunu yazalim:
r€(AUB) e (z€é)N (s ¢ AUB)
SxedHN|(xeA)V(xeB)
S (xedé)A [a: ¢ A)A(z ¢ B)  (6nermelerde De Morgan)
< (z€A° )N (zeB)
Sz e A°NB°

b) Ayni akil yiiriitme, “ve’nin degilinin “veya” olmasu ile tekrarlanr.
|

Teorem 17.2 (Tiimleyenin Ozellikleri). A, B C & olmak iizere asagidaki ozellikler gecerlidir:
a)( A% =A bBAUA =& ANA =g

d) A C Bise B° C A°dir e) A= B ise A° = B¢dir

Hoc=¢ ge=uv

| Tiimleyen alinca kapsama yén degistirir

(d) sikki ozellikle dikkat gerektirir: A C B iken A¢ C B¢ degil, B¢ C A€ olur.
Bu, mantiktaki karsit ters denkliginin kiime karsihgidir: (z € A=z € B)= (s ¢ B=a ¢ A).
Kiime ne kadar biiyiikse tiimleyeni o kadar kiictiktiir.

Ayrik Kiimeler

Tanim 17.2 (Ayrik Kiimeler). A, B C £ olsun. Eger
ANB=yg

ise A ve B kiimelerine ayrik kiimeler denir.
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Teorem 17.3 (Ayriklik Olgiitit). A, B C & olmak iizere
ANB=@g<AC B¢ (veya BC A°)

Ispat.

(=) AN B = & olsun. Keyfi bir x € A alalim. Eger x € B olsaydi x € AN B olurdu; oysa AN B =
@’dir. O hdlde x ¢ B, yanix € B°’dir. Buradan A C B¢ elde edilir.

(=) A C B¢ olsun. Eger AN B # & olsayds, birx € AN B 6gesi bulunurdu. x € A C B€ oldugundan
x ¢ B olurdu; oysax € AN B olmasi x € B demektir. Bu bir ¢eliskidir. O hdlde AN B = &’dir.

B C A€ hali de benzer bicimde gosterilir.

|

1 Ayni sonucun cebirsel ispat1

AN B = & olsun. Her iki tarafi B¢ ile birlestirelim:
(ANB)UB®=gUB*® = B¢
Sol tarafa dagilma 6zelligini uygulayalim:

(AUBC)ﬂ(BUBc !:(AUBC)FME':AUBC

&

O halde AU B¢ = B®dir. Teorem 16.3'nin (d) sikk: geregi bu, tam olarak A C B¢ demektir.

Fark Islemi

Tanim 17.3 (iki Kiimenin Farki). A, B C & kiimeleri icin
A\B=A-B={z|(z€eA)AN(z¢B)}

bi¢iminde tanimli kiimeye B’nin A icindeki timleyeni denir ve “A fark B” seklinde ifade edilir.

Teorem 17.4 (Farkin Kesisimle ifadesi). A, B C & kiimeleri icin
A\B=ANDB*

Ispat.

A\ B C AN B¢ oldugunu gosterelim. Her x € A\ B icinx € A ve x ¢ B'dir. x ¢ B olmasix €
B¢ demek oldugundan x € A N B¢ elde edilir. $\tag{$$}$

AN B¢ C A\ B oldugunu gésterelim. Her x € AN B® icin x € A ve x € B®, yani x ¢ B’dir.
Béylece x € A\ B elde edilir. $\tag{$$}$

(%) ve (x x)’dan A\ B = AN B° bulunur.

|

Bu teorem c¢ok islevseldir: fark islemini kesisim ve tiimleyen cinsinden yazarak, 6nceki boliimlerde
kurdugumuz biitiin cebiri fark iceren ifadelere de uygulayabiliriz.

Tanim 17.4 (Simetrik Fark). A, B C & kiimeleri i¢in
AAB=(AUB)\(ANB)=(A\B)U (B\ A4)

biciminde tanimlh kiimeye A ile B’nin simetrik farki denir.
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17.3 Fark Islemi 91

A\B ArB

Sekil 17.1: Solda fark: A'da olup B'de olmayanlar. Sagda simetrik fark: tam olarak birine ait olan 6geler;
yani ortak bolge digarida kalir.

Fark islemi degismeli degildir
Keyfi kiimeler icin
B\C+#C\B
olur. Ornegin B = {2,4,6,8} ve C = {3,4,5,6} icin B\ C = {2,8} iken C \ B = {3,5} tir.

Simetrik fark ise degismelidir: tanimindaki (A \ B) U (B \ A) ifadesi A ile B yer degistirdiginde aym
kalur.

17.4 Cozimlii Uygulamalar
Ornek 17.1 (Sayisal Bir Uygulama). & = {1,2,3,4,5,6,7,8,9} evrensel kiimesinde
A={1,2,3,4}, B=1{2,4,6,8}, C=1{3,4,56}
kiimeleri veriliyor. A\ B, B¢, AN B¢, B\ C ve C'\ B kiimelerini bulunuz.
Cozim.

A\ Bkiimesi, A’da olup B’de olmayan 6gelerden olusur. A’nin 2 ve 4 6geleri B’de de bulundugundan
bunlar ¢ikarilir:

A\ B={1,3}
B¢ kiimesi, £’de olup B’de olmayanlardir:
B¢ ={1,3,5,7,9}
Teorem 17.4'1 saglamak i¢in kesisimi hesaplayalim:
AN Bc={1,2,3,4}n{1,3,5,7,9} ={1,3} = A\ BV
Son olarak
B\ C ={2,8}, C\ B={3,5}

bulunur.
||

Ornek 17.2 (Birlesimi Bos Olan Kiimeler). AU B = g<A = B = & oldugunu ispatlayiniz.
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Cozim.
Gereklilik (=). AU B = @ olsun; A = B = @ oldugunu gésterelim.
Birlesim tanimmdan A C A U B oldugunu biliyoruz. Hipotezden

AC@

elde edilir. Diger taraftan her zaman @ C A oldugundan ¢ift kapsamadan A = & bulunur.
Benzer sekilde B C AU B = @ olup @ C B oldugundan B = & elde edilir.
Yeterlik (<=). A = B = & olsun.

AUB=gUg =0

oldugundan ispat tamamlanir.
|

Ornek 17.3 (ifadeleri Sadelestirme). & evrensel kiime olmak iizere asagidaki kiimeleri en sade halde

yaziniz.
a) (BNA)U(ANE) b)(BUA°)U(ANE)

Coziim.
a) Kesigimin degisme 6zelligini ve ardindan dagilma 6zelligini kullanalim:

(BNAUANE) =(ANB)U(ANE) (degisme)

=AN(BU¢) (dagilma)
=AN¢ ( £, birlesimin yutan elemamn)
=A

b) & birlesimin etkisiz, & kesisimin etkisiz elemanidir:

(BUA U(ANE) =A°UA=¢

Ornek 17.4 (Fark ile lgili Ozdeslikler). Her A, B, C kiimesi icin asagidaki esitlikleri gosteriniz.
a)AU(B\A)=AUB Db)(A—B)N(A-C)=A—(BUCQO)

Cozim.
a) Farki kesigim cinsinden yazip dagilma 6zelligini kullanalim:

AU(B\A)=AU(BNA®) (fark = kesigim)
=(AUB)N(AUA?) (U'nun N iizerine dagilmas)
=(AUuB)N¢&
=AUB

b)
(A-=B)N(A-C)=(ANB°)N(ANC)
=ANn(B°NC*) (birlesme ve eg giicliiliik)
=AN(BUC)° (De Morgan)
=A—(BUCQC)
|

Ornek 17.5 (A Kiimesinin Tkiye Ayrilmasi). A — Bve A N B kiimelerinin birlesiminin A, kesisiminin
ise @ oldugunu gosteriniz.

Cozim.
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Birlesim:

(A-B)U(ANB)=(ANB°)U(ANB)
=AN(B°UB) (dagilma)
=ANnE=A

Kesisim:
(A-B)N(ANnB)=(ANB°)N(ANB)
=An(BNB°) (birlegsme ve degisme)
=ANg =g
|

O Bu sonu¢ neden 6nemli?

Son 6rnek, A kiimesinin ayrik iki parcaya bolindigiini séyler: B ile ortak olan kisim ve olmayan
kisim. Eleman sayist hesaplarinda sik kullanilan

|A|=|ANB|+|A—B]|

esitligi dogrudan buradan gelir; ¢ciinkii ayrik kiimelerin birlesiminin eleman sayisi, eleman sayilarinin
toplamudir.

Ornek 17.6 (Simetrik Fark Ozdeslikleri). Her A, B kiimesi i¢in asagidakileri gosteriniz.
a)(AAB)NA=A—B b)A—-B=A—-(ANDB)

Cozim.
a) Simetrik farkin tanimini yazip kesigimin birlesim tizerine dagilimini kullanalim:

(AAB)NA=[(A\B)U (B\A)]BﬁA

—fa\B)nAlu[(B\4)n4
=[(ANB°) OAL [ BmAClnA]
AﬂBC ¢

:(AQBC)UQ—AQBC—A—B

b)
A—(ANB)=ANn(ANB)°
=AN(A°UB°) (De Morgan)
=(ANA®)U(ANB) (dagilma)
=gU(ANB°)=ANB°=A-B
|

Ornek 17.7 (Simetrik Farkin Tiimleyeni). Her A, B kiimesi i¢in (A A B) = (AN B) U (AU B)®
oldugunu gosteriniz.

Cozim.
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(AAB) = '(A—B)U(B—A)]C
‘(AmBC) (BﬂAC)]C

:’ACUB N(B°UA) (De Morgan, iki kez)
- (ACUB mBCi [BACUB (dagilma)
(Acch u( [(ACOA)U(BHA)]

(A°NB°)U (AﬂB)
=(AUB)*U(ANB) (De Morgan)

1 Sonucun anlami

A A B, tam olarak birine ait olan 6gelerdi. Tiimleyeni ise geriye kalan iki bolgedir: ikisine birden
ait olanlar (A N B) ve higbirine ait olmayanlar ((A U B)°). Venn diyagraminda bu ii¢ bélge evrensel
kiimeyi tam olarak kaplar.

Ornek 17.8 (Kesisimin Simetrik Fark Uzerine Dagilmasi). Kiimelerde kesisimin simetrik fark
izerine sagdan dagilma 6zelligi vardir; yani

(BAC)NA=(BNA)A(CNA)
oldugunu gosteriniz.

Cozim.
Sag taraftan baglayalim:

(BNA)A(CNA) =[(BNnA)—(CnA)|u (COA)f(BmA)]
::(BﬂA)m(CﬂA)C] [(CmA)m(BmA)]
=[(BnA)N( cuAC)]u[(CmA)m(BcuAC)]
=:(BnA)mCC] (BN AN A° u[(CmA)mB ]u (CNA)N A
%)
:_(BmCC)mAJ‘U[(CmBC )NA
::(BQCC) ( OBC)JQA (dagilma)
=[(B=-C)u(C— B]m
=(BAC)NA

17.5 Eleman Sayist: Icerme-Disarma

Ornek 17.9 (U¢ Kiime icin Eleman Sayis1). s(A U B) = s(A) + s(B) — s(A N B) oldugu bilgisini
kullanarak, A, B, C' sonlu kiimeleri i¢in A U B U C kiimesinin eleman sayisini veren formiilii ifade ediniz.

Coziim.
A U B kiimesini tek bir kiime gibi diistiniip verilen formiilii uygulayalim:

s(AUBUC)=s ((AUB)UC)
=s(AUB)+s(C)—s((AUB)NC)

[k terime formiilii bir kez daha uygulayalim ve son terimde dagilma 6zelligini kullanalim:

s(AUB) =s(A)+s(B)—s(ANB)
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(AUB)NC =(ANC)U(BNC)

Son ifadenin eleman sayisini yine ayni formiille hesaplayalim:

s((ANC)U(BNC))=s(ANC)+s(BNC)—s ((ANC)N(BNC))
=s(ANC)+s(BNC)—s(ANBNCQC)

Hepsini yerine koyarsak

[s(AUBUC) =s(4) +5(B) +s(C) —s(AN B) — s(ANC) —s(BNC) + s(An BN C)|

elde edilir.
| ]

© Formiiliin deseni

Tekli kiimeler arty, ikili kesisimler eksi, iclii kesisim art1 isaretle girer. Genel olarak n kiime igin
isaretler (—1)¥*1 deseniyle siralanir. Bu kurala icerme-disarma ilkesi denir.

Bir sonraki boliimde kiimelerden yeni kiimeler iireten bir bagka iglemi, kartezyen carpimi inceleyecegiz.
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18.1

18.2

18. Kartezyen Carpim ve Ozellikleri

Simdiye kadarki biitiin iglemler (U, N, \, tiimleyen) ayn1 evrensel kiimenin alt kiimelerinden yine ayni
evrende bir kiime tretiyordu. Kartezyen carpim ise farklidir: 6geleri sirali ikililer olan yeni bir kiime
retir. Bu, analitik geometriden fonksiyonlara kadar pek ¢ok yapinin temelidir.

Siral: ikili

Tanim 18.1 (Sirali Tkili). Verilen herhangi iki eleman belirli bir 6ncelik sirasina gore bir arada tek bir
eleman gibi disiiniiliirse, bu iki elemanin olusturdugu yeni elemana siralx ikili ad1 verilir.

Tanim 18.2 (Swral: Ikililerin Esitligi). Iki sirali ikilinin esit olabilmesi icin sirasiyla ilk ve ikinci
bilesenleri birbirine esit olmalidir:

(a,b) = (e,d)=(a=c) A (b=d)

I Siralu ikili ile iki 6geli kiime ayni sey degildir

Kiimelerde dgelerin sirast 6nemsizdi: {a,b} = {b, a}’dir. Sirali ikililerde ise sira belirleyicidir:
(a,b) # (b,a) (a #b oldugunda)

Ayrica kiimede 6ge tekrar1 yok sayilirken (a, a) gecerli bir sirali ikilidir.

1 Sirali iicliiler

Verilen herhangi ti¢ eleman belirli bir 6ncelik sirasina gore tek bir eleman gibi diisiiniiliirse buna
sirali tiglii denir. a, b, ¢ herhangi ii¢ eleman olmak iizere (a, b, ¢) sirali {igliisii i¢in

(a,b,c) :((a,b),c):(a,(b,c))

kabul edilir. Bu bir anlagmadar: sirali ticlityi iki farkli bigimde i¢ ige sirali ikili olarak kurmak
mimkindir ve bu ikisini 6zdeglestiririz.

Kartezyen Carpim

Tanim 18.3 (Kartezyen Carpim). A ve B kiimeleri verilsin. Birinci terimleri A’dan ve ikinci terimleri
B’den alinmig butin sirali ikililerin olusturdugu kiimeye A kiimesinin B kiimesi ile kartezyen carpimi
denir, A x B geklinde yazilarak “A kartezyen ¢carpim B” diye okunur:

AxB={(z,y)| (x€c A)A(yeB)}

Ornek 18.1. A = {1,2} ve B = {a, b, c} olsun. Bu durumda
Ax B={(1,a),(1,b),(1,¢),(2,a),(2,b),(2,¢) }
B X A = { (a7 1)’ (b7 1)’ (c7 1)’ (a’ 2)7 (b’ 2)? (07 2) }

olur. Her iki kiimenin de alt1 6gesi vardir.
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© Eleman sayis1

A ve B sonlu kiimeler olmak tizere

|AxB|=|A|-| B

, ikinci bilesen igin | B | segenek vardir ve bu se¢imler bagimsizdir.

18.3 Degisme ve Birlesme

Teorem 18.1 (Kartezyen Carpimin Degisme ve Birlesme Ozellikleri). i) Kartezyen carpim islemi
degisme ozelligine sahip degildir.
ii) Kartezyen carpim islemi birlesme ozelligine sahiptir.
ispat.
i) Bir aksine ornek yeterlidir. A = {1,2} ve B = {a, b, ¢} olsun. Ornek 18.1'te hesapladigimiz kiimelere
bakalim:

(l,a) e Ax B ama (l,a) ¢ Bx A

¢iinkii B x A’nin ogelerinin birinci bileseni B’den gelmelidir. Sirali ikililerin esitlii geregi 1 # a oldu-
gundan (1,a) # (a,1)’dir. O halde A x B + B x A’dur.
ii) A, B, C kiimeleri verilsin. D = A x B diyelim:

(AxB)xC = {( (deAxB) (ce0)}
((a;b),c)|((@a€ A)A(bEB))A(c€C)}
(a,(byc) )| (ac AAN((bEB)A(ceC))}
{(a;(b,c))[(a€ A)A((bc)eBxC)}
:Ax(BxC)

r—'HI—*ﬁ

Ugiincii adimda hem “ve” isleminin birlesme 6zelligi hem de sirali iiclii icin yaptigimiz ( (a,b),c ) =
( a, (b, c) ) anlasmast kullanilmistir.
|

18.4 Dagilma Ozellikleri

Teorem 18.2 (Kartezyen Carpimin Dagilma Ozellikleri). i) Kiimelerde kartezyen carpim isleminin
kesisim islemi iizerine soldan ve sagdan dagilma ozelligi vardr.

ii) Kiimelerde kartezyen ¢arpim isleminin birlegim islemi iizerine soldan ve sagdan dagilma ézelligi vardur.
ispat.
Birlesim iizerine soldan dagilmayi, yani A x (BU C) = (A x B) U (A x C) esitligini gosterelim:

Ax(BUC)={(z,y) | (z€ AN (yeBUC)}

={(z,y) | (@€ A)AN[(yeB)V(yel)]}

={ (= )|[m€A (yeB)|V[(zeANAN(yel)]}

={(z,y) |[(z,y) EAXxB|V[(z,y) € AxC]}

=(AxB)U((AxCQC)
Ugiincii adimda “ve™nin “veya” iizerine dagilma ézelligi kullamilmistir. Diger ii¢ hal de ayni sablonla, ilgili

mantik 6zdesligi kullanilarak gosterilir.
|

Ornek 18.2 (Kesisim Uzerine Sagdan Dagilma). Kiimelerde kartezyen carpim isleminin kesisim
islemi iizerine sagdan dagilma 6zelligi var midir? Ispat ediniz.
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18.4 Dagilma Ozellikleri 99

Cozim.
(ANB) x C=(AxC)N (B x C) oldugunu gosterelim.

(ANB)xC={(z,y)| (z€ANB)A(yeC)}
={(@y|[(zecA)N(zeB)|A(yel)}
={(z,y)|[[(ze AN (zeB)|A[lyeC)A(yeC)]}
={(@y |[(z€A)A yEC]/\[(aceB) el ]}
={(z,9)|[(@,y) eAxC]A[(z,y) eBxC]}
=AxC)N(BxC)

Uciincii adimda “ve” isleminin es giicliilitk 6zelligi (p A p = p), dérdiincii adimda ise degisme ve
birlesme 6zellikleri kullanilmistir.
|

Ornek 18.3 (Fark Uzerine Dagilma). & evrensel kiime olmak iizere A, B,C C & olsun. Kartezyen
carpim tanimini kullanarak

x (B\C)=(AxB)\(AxC)
oldugunu gosteriniz.

Coziim.

Iki kapsamay1 ayr1 ayr1 gésterelim.

1)AX (B\C)C(AXxB)\(AxC).

(z,y) € Ax (B\ C) alahm. Tanimdan z € Avey € B\ C’dir; yaniz € A,y € Bve y ¢ C’dir.

« £ € Avey € Boldugundan (z,y) € A x B'dir.

+ y ¢ C oldugundan (z,y) ¢ A x C’dir.

Dolayisiyla (z,y) € (A x B) \ (A x C) elde edilir.

2)(AXB)\(AXC)CAX (B\C).

Keyfibir (z,y) € (A x B) \ (A x C) alalim. Fark tanimindan (z,y) € A x Bve (z,y) ¢ A x C’dir.
Kartezyen carpim tanimindan x € A ve y € B'dir. Ayrica € A olmasmna karsin (z,y) ¢ A x C
oldugundan y ¢ C olmak zorundadir. O halde y € B\ C’dir ve (z,y) € A x (B\ C) yazilir.

(1) ve (2)’den A x (B\ C) = (A x B) \ (A x C) elde edilir.

|

18.5 Kapsama ile iliskisi

Teorem 18.3 (Kartezyen Carpimda Kapsama). A, B,C, D kiimeleri verilsin.
[(ACB)A(CCD)|=(AxC)C (BxD)
ispat.
Herhangi bir (a,c) € A x C alalim:

(a,c) eAXC = (a€ A)A(ceC)
= (aeB)A(ceD)(ACB ve CCD kabullerinden)
= (a,c) € Bx D

O halde (A x C) C (B x D)’dir.
| ]
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100 Boliim 18. Kartezyen Carpim ve Ozellikleri

1 Sonuglar

Teorem 18.3’da 6zel secimler yapilarak sunlar elde edilir. A C B olsun:

1. Her C kiimesiicin A x C C B x C (C C C alinarak).

2. AXACAx B (birinci ¢arpanda A C A, ikincide A C B alinarak).
3. Ax BC B x B (birinci carpanda A C B, ikincide B C B alinarak).
4. Ax AC B x B (heriki carpanda A C B alinarak).

Bu bolimde kurdugumuz A x B kimesinin alt kiimeleri, bir sonraki bolimiin konusu olan bagint
kavramini doguracaktir.
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19.1

19. Bagint:1 Kavramu ve Ozellikleri

Bir 6nceki bolimde A x B kartezyen carpimini kurmustuk. Bu kiimenin 6geleri, birinci bileseni A’dan
ikinci bileseni B’den gelen biitiin sirali ikililerdi. Uygulamada ise genellikle bu ikililerin hepsi degil, belirli
bir kurala uyan bir kismu ilgilendirir bizi. Iste bu “kistm” bagint1 kavramini verir.

Bagint1
Tanim 19.1 (Bagint1). A, B # & kiimeleri verilsin. A x B’nin her alt kiimesine A’dan B’ye bagint1

denir.

Bu tamima gore A’dan B’ye bir § bagintis
B={(z,y) |z € AyeBp(z,y) }

seklinde yazilabilir. Burada p(z, y), z ile y arasindaki bagintiy1 belirten 6zelliktir.

1 Gosterim

A kiimesinden B kiimesine bir 8 bagntisi verildiginde, (z, y) € Bise “A kiimesinin x égesi, B bagintisi
ile B kiimesinin y ogesine baghdir” denir ve bu durum

(z,y) € Bez By veya (z,y) € ey = B(x)

ile gosterilir.

B(x) gosterimi tek bir deger vermeyebilir

y = B(x) yazim fonksiyon gosterimini andirsa da, genel bir bagintida bir x 6gesi birden ¢ok y
6gesine bagl olabilir; hatta hicbirine bagh olmayabilir.

Her fonksiyon bir bagintidir, ancak her bagimnti bir fonksiyon degildir. Fonksiyon, her z € A i¢in bir
ve yalmiz bir y € B bulunmasini isteyen 6zel bir bagintidir.

Ornek 19.1 (Baginti midir?). A = {1,2,3} ve B = {a, b} olsun.
/81 = { (la a)a (2, b)a (37b) }a 52 = { (aa 1)7 (2a b)’ (35 a) }

kiimeleri i¢in asagidakileri cevaplayimiz.

a) 8,, A’dan B’ye bir bagint1 midir?

b) 85, A’dan B’ye bir bagint1 midir?

c)a=p;(1), 28, b, bpB 3 gosterimlerinden hangileri dogru, hangileri yanlgtir?

Cozim.

a) 3, ’in biitiin 6gelerinin birinci bilegeni A’dan, ikinci bileseni B’dendir; yani 5; C A x B’dir. O halde
B4, A’dan B’ye bir bagintidur.

b) (a, 1) ikilisinin birinci bilegeni a ¢ A’dir; dolayisiyla (a,1) ¢ A x B’dir. Buradan 3, € A x B olur.
O héalde 5, A’dan B’ye bir bagint1 degildir.

c)

«a=p(1) < (1,a) € B — dogrudur.
« 26,b% (2,b) € f; — dogrudur.
« bB 3% (b,3) € f; — yanhstir.
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Ornek 19.2 (Bagintilar ikililerle Yazma). A = {1,7,10, 19} kiimesinde tanimli 3; ve 3, bagntilari
ﬂl = {(.T,y) HES A7y € A,mny 2 5}7 ﬁ2 = {(-’L',y) HERS Aay € Aag | xiy}

seklinde tanimlansin.
a) B, ve 3, bagmtilarim ikililerle yazimz. b) 8, N 35 yibelirleyiniz. ¢) 5;(z) = liginz € A’y1bulunuz.

Coziim.
a) 3, icin: y € A oldugundan en kiiciikk y degeri 1’dir; x — 2y > 5 kosulundan = > 5 + 2y > 7 olma-
lidir. O halde « = 1 hicbir ikili vermez. Kalan degerleri deneyelim:

e x=Ticin7T—2y>5=2y<2=y<l=y=1
cez=10icin10 -2y >5=2y<5=>y<2,6=>y=1
cex2=19icin19 -2y >56=2y<ld=>y<7=>y=1veyay=7

Buradan
B4 ={ (7,1),(10,1),(19,1),(19,7) }

B, icin farki 9’un kat1 olan ikilileri arayalim. Késegen ikililerin farki 0 oldugundan hepsi bagmntiya
girer; ayrica 10 —1 =9,19 — 1 = 18, 19 — 10 = 9 farklar1 da 9’un katidur:

B ={ (1,1),(7,7),(10,10),(19,19), (1,10), (10,1), (1,19), (19, 1), (10, 19), (19, 10) }

b) B,’in dort 6gesini tek tek B, kosuluna gore smayalim: 7 —1 =6 ve 19 — 7 = 12 sayilar1 9 ile
bolinmez; 10 — 1 = 9 ve 19 — 1 = 18 ise boluniir. O halde

61 N 62 = { (107 1)a(197 1) }
¢) B1(z) =1<% (z,1) € B; oldugundan 3, ’in ikinci bileseni 1 olan 6gelerine bakariz:
=17, z =10, x =19

1 Bagintilar birer kiime oldugundan kiime islemlerine tabidir

(b) sikkinda 3, N B, kesigimini alabildik; ¢iinkii bagintilar A X A’nin alt kiimeleridir. Ayni gekilde
B1 U By, By \ By ve 5 de tamumlidir ve yine birer bagintidir.

Ters (Karsit) Bagint

Tanim 19.2 (Ters Bagint1). A kiimesinden B kiimesine bir 5 bagintisi verildiginde, 8’daki biitiin sirali
ikililerin birinci ve ikinci terimlerinin yerleri degistirilerek elde edilen B’den A’ya bagintiya, § bagmnti-
sinin ters bagintis1 adi verilir ve 571 ile gosterilir.

Bu tanimdan, 5 C A x Bve = {(z,y) | z € A,y € B,p(x,y)} olmak iizere
BrCBxA,  pl={(y2)]|(z,y) €8}

yazabiliriz.
Teorem 19.1 (Ters Bagintinin Temel Ozellikleri). 8 C A x B olsun.

i) (z,9) € Be(y,z) € f
ii) B(z) =y=f ' (y) =z

Acik Matematik - acik-matematik.com 102 CC BY-NC-SA 4.0


https://acik-matematik.com
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.tr

19.2 Ters (Karsit) Baginti 103

Ornek 19.3 (Ters Bagint1 Bulma). A = {2, 3,4} kiimesinden B = {5, 6, 7, 8} kiimesine bir 3 bagintist
B=A(z,y):x e Aye Bz|y}
seklinde tanimlansin. 8’nin ters bagintisini yaziniz.

Coziim.
Once B’y1 belirleyelim; A'nin her 6gesi icin B’de boldiigii sayilar1 arayalim:

cx=2:2|6ve2|8 — (2,6),(2,8)
+2=233|6 — (3,6)
cx=4:4|8 — (4,8)

O halde
B= { (27 6)7(27 8)’(37 6)7(47 8) }
(z,y) € B« (y,r) € B! oldugundan, biitiin ikililerin bilesenlerini yer degistirelim:

ﬂ_l :{ (672)’(8’2>7(6?3)7(8’4) }

19.3 Birim Bagint1

Tanim 19.3 (Birim Bagint1). A # & kiimesi verilsin. A X A kiimesinde birinci ve ikinci terimleri aymn
olan biitiin sirali ikililerin olusturdugu kiimeye A’da birim baginti ad1 verilir ve I, veya A 4 ile gosterilir:

Iy={(z,z)|z€A}

19.4 Bir Kiimede Tanimli Bagintilarin Ozellikleri

Bundan sonraki 6zellikler yalnizca 8 C A x A bi¢imindeki, yani ayni1 kiime tizerinde tanimli bagintilar
icin anlamhidir.

19.4.1 Yansima Ozelligi

Tanim 19.4 (Yansima Ozelligi ve Yanstyan Bagint1). A kiimesinde tanimli bir 3 bagntisi verildiginde,
A kiimesinin her eleman1 § bagntisi ile kendisine bagh ise, bagka bir deyisle A’daki her z i¢in (z,x) €
B ise, B bagmtisinin A tizerinde yansima 6zelligi vardir veya 3, A’da yansiyan bagintidir denir.
Kisaca:

(BC Ax A yansiyan bagmt1 )< ( Vz € A );(z,2) € B

1 Birim bagint1 ile iligkisi

B bagintisinin yansiyan olmasi, tam olarak
I,Cp

demektir. Yani yansiyan bir baginti, birim bagintinin biitiin ikililerini icermek zorundadir.

Ornek 19.4 (Yanstyan mi1?). a) Diizlemde tiim iicgenlerin kiimesi P olsun. P’de bir R bagmtis
R ={(z,y) : ¢ ticgeniile y tliggeni birbirinin benzeri}

seklinde tamimlansin. R bagintis1 yansiyan baginti midir?
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b) Diizlemde tiim dogrularin olusturdugu F kiimesinde bir £ bagintisi, dogrular arasindaki diklik bagintis:
olsun. 8 yanstyan bagint: midir?

Cozim.

a) Her iicgen kendisi ile benzerdir (burada benzerlik orani 1°dir). O hélde her x € P i¢in (z,z) € R
oldugundan R yansiyan bir bagintidur.

b) Hicbir dogru kendisine dik degildir. O halde diizlemde dogrular arasindaki diklik bagintis1 yansiyan
bagint1 degildir.

|

Simetri Ozelligi

Tanim 19.5 (Simetri Ozelligi ve Simetrik Bagint1). A kiimesinde tanimli 3 bagmtisindaki her (z, )
ikilisi i¢in (y, ) ikilisi de B’da ise, 8 bagintisinin A’da simetri 6zelligi vardir veya 8 bagintis1 A’da
simetrik bagintidir denir.

Kisaca (x ve y, A'nin elemanlar1 olmak tizere):

( B, A 'da simetrik bagntidir )@[ V(z,y) € f=(y,z) € ﬂ]

I Kosul yalnizca f’daki ikililer igin istenir

Tanimdaki V(z,y) € (B ifadesi, f’daki biitiin (z,y) ikililerini gostermektedir. A x A’daki biitiin
(z,y) ikililerinin §’da olma zorunlulugu yoktur.

Yani simetriklik “her ikili bagintida olsun” demek degil, “bagintida olan her ikilinin tersi de bagintida
olsun” demektir.

Q Simetrikligin kisa ol¢uti

Ters bagint1 diliyle simetriklik tek satirda ifade edilir:

B simetriktireg = 87!

Ornek 19.5 (Simetrik mi?). Asagidaki bagmtilarin simetrik olup olmadigini arastiriniz.
a) Kuvvet kiimesinde kiimeler arasinda alt kiime bagintis

b) Kuvvet kiimesinde kiimeler arasinda ayrik olma bagintisi

c) Diizlemde dogrular arasindaki diklik bagintis:

d) Birimizin akrabalarmin olusturdugu kiimede hala ¢ocuklar: olma bagintisi

Cozim.
a) P bir kuvvet kiimesi olmak tizere

ﬂl={(A,B):AeP,BeP,AgB}

bagmtis1 P tizerinde tauml alt kiime bagintisidir. A C B ve A # B olan kiimeler icin B ¢ A’dir. O
hélde (A, B) € 5, iken (B, A) ¢ (3, dir. Alt kiime bagintis1 simetrik degildir.
b)

B,={(A,B):Aec P.BEPANB=0}

olsun. (A, B) € 3, olsun; yani A N B = @’dir. Kesisimin degisme 6zelliginden BN A = & olur, dola-
yisiyla (B, A) € By’dir. O halde kiimeler arasinda ayrik olma bagintis1 simetriktir.
¢) E diizlemdeki dogrularin kiimesi olmak tizere

Bs={(Dy,D,): D, € E,D,€ ED, L D, }

olsun. D; L D, ise D, 1 D; oldugundan (5 simetriktir.

d) A akrabalarin kiimesi olmak iizere
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By = { (z,y) | z € A,y € Ayy,z ’in hala ¢ocugudur }

olsun. y, 2’in hala ¢ocugu ise z, y’nin day1 ¢ocugudur; hala cocugu degildir. O halde (z,y) € §, iken
(y,x) ¢ B, oldugundan S, simetrik bagint1 degildir.
]

1 Diklik bagintis1 simetriktir ama yanstyan degildir

(c) sikkindaki diklik bagmtisi ile Ornek 19.4'min (b) sikki birlikte okundugunda, bir bagmtinin
simetrik olup yansiyan olmayabilecegi goriiliir.

Aymi sekilde alt kiime bagintis1 yansiyandir (A C A) ama simetrik degildir. Iki 6zellik birbirinden
bagimsizdir; bir baginti ikisine birden, yalniz birine ya da hicbirine sahip olabilir.
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