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Giris

Lineer cebir, vektor uzaylar ile bunlar arasindaki lineer doniigiimleri inceleyen, hemen her uygulamali
matematik dalinin ortak dilini olusturan temel derstir. Bu arsiv iki dénemlik bir miifredati kapsar: birinci
donem cebirsel yapilardan baslayip matrisler ve denklem sistemleri tizerinden vektdr uzaylarina ulasir,
ikinci donem ise bu uzaylar arasindaki lineer dontistimleri, onlarin matrislerle temsilini, determinantlari
ve 6zdeger kuramini konu alir.

1 Not

Asagidaki miifredatta yer alan tiim basliklarin notlar1 hazirdir; bu notlara baglantilardan ulasabilir-
siniz.
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1. Lineer Doniisiimler

Vektor uzaylarini tanidik; simdi aralarindaki fonksiyonlara bakiyoruz. Ama her fonksiyon degil: uzaylarin
tagidigy iki islemi — toplama ve skalerle carpma — bozmayanlar. Bunlara lineer doniisiim denir ve lineer
cebirin asil konusu, uzaylardan ¢ok bu doéniisiimlerdir.

1.1 Tanim

Tanim 1.1 (Lineer Déniisiitm). U ve V, aym bir K komutatif cismi tizerinde tanimlanmisg iki vektor
uzay1 olsun. Bir

F:V->U

doniisiimiine, asagidaki iki kosul gerceklendiginde bir lineer doniisiim (veya vektoér uzayr homomor-
fizmi) denir:

i. Vo,w € Vigin F(v+w) = F(v) + F(w)

ii. Vk € K ve Vv € V i¢in F(kv) = kF (v)

Tanimin iki dogrudan sonucu vardir.
1. Ikinci kosulda k = 0 alinirsa

F(0y)=F (O0gv ) =0gF(v) =0y

elde edilir: her lineer doniisiim sifir vektorii sifir vektore gotiiriir.
2. Iki kosul birlestirilirse, her a,b € K ve v, w € V i¢in

F(av + bw) e F(av) + F(bw) i aF(v) + bF(w)
olur. Tiimevarimla bu, herhangi sonlu bir lineer kombinezona genisler:

F (agvy +aguy + -+ ayv, ) = a F(vy) + apF(vy) + -+ + a, F(v,)

O Lineer dontisiim neyi korur?

Son esitlik, lineer dontistimlerin neden bu kadar kullanigh oldugunu 6zetler: bir vektori taban vek-
torleri cinsinden yazip dontisiimii uygularsaniz, katsayilar oldugu gibi kalir. Yani bir lineer dontisimi
bilmek i¢in onu yalmizca taban vektorlerinde bilmek yeter — bu gozlem ilerideki bolimiin ana
teoremidir.

1.2 Ornekler

Ornek 1.1 (Bir Izdiisiim Lineerdir). F :R?® — R3, (z,y, 2z) — (x,%,0) doniisiimiiniin lineer oldugu-
nu gosteriniz.
Coziim.
i (21,91,21), (T2, Y, 22) € R? igin
F ( (xl,y17zl) + (.'152,y2,22) ) =F ( Ty +$2,y1 +y2a 21 + Z9 )
= (21 + T2, Y1 +2,0)
= (21,91,0) + (23,95,0)
= F(21,y1,2) + F(3, Y2, 23)
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12 Bolim 1. Lineer Doniigiimler

ii. k € Rigin
F (k(z,y,2) ) = F(kz, ky, kz) = (kz, ky,0)
= k(z,y,0) = kF(z,y, 2)

Iki kosul da saglandigindan F lineerdir. Geometrik olarak F, uzaydaki her noktay1 xy-diizlemine dik
olarak dusiiriir.
u

Ornek 1.2 (Oteleme Lineer Degildir). F : R? — R2, (z,y) — (z + 1,y + 2) déniisiimiiniin lineer
olmadigini gosteriniz.

Coziim.
Her lineer doniisiim sifir vektori sifir vektore gotiirmek zorundadir. Oysa burada

F (02 ) = F(0,0) = (1,2) # (0,0) = Oga

Demek ki F bir lineer déniisiim degildir. (Oteleme, dogrular1 dogrulara gotiirmesine ragmen baslangic
noktasini yerinden oynattig1 i¢in lineer sayilmaz.)
|

Ornek 1.3 (Sifir Déniisiimii ve Birim Déniisiim). U ve V, K iizerinde iki vektor uzay olsun.
a) Her v € Vicin F(v) = 0y ile tamumli F' : V' — U déniisiimiiniin lineer oldugunu gésteriniz.

b) Her v € V i¢in I(v) = vile tammh I : V — V donigiimiiniin lineer oldugunu gésteriniz.

Coziim.
a)v,w € Vvek € K icin

Flv+w) =0y =0y +0y = F(v) + F(w)
F(kv) =0y =k0y = kF(v)

(Ikinci satirda k£ 0;; = 0y oldugu temel 6zellikler teoreminden gelir.) Bu déniisiime sifir lineer dénii-
siimii denir ve 0 ile gosterilir.
b)v,w € Vvek € K i¢in

Iv+w)=v+w=1I(v)+I(w), I(kv) = kv =kI(v)

Bu doniisiime identik (birim) lineer doniisiim denir.
|

Ornek 1.4 (Matrisle Verilen Déniisiim). K komutatif bir cisim ve A bir A(p,n) K-matrisi olsun. K"
ve K™’in elemanlar1 siitun matrisler olarak diisiiniilmek iizere

T:K"— K™, v Av
doniisiimiiniin lineer oldugunu gosteriniz.
Cozim.
Matris carpiminin dagilma ve skalerle uyum 6zellikleri dogrudan sonucu verir. v,w € K™ ve k € K
icin
Tv+w)=Av+w) =Av+ Aw =T(v) + T(w)

T (kv) = A(kv) = k(Av) = kT (v)
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1.3

1.4

1.2 Ornekler 13

Demek ki T lineerdir. {leride gérecegimiz gibi, sonlu boyutlu uzaylar arasindaki her lineer doniisitm
uygun bir matrisle bu bicimde temsil edilebilir.
|

Ters Doniisim

Teorem 1.1 (Ters Doniisiim de Lineerdir). U ve V, K iizerinde iki vektor uzayive F' : V' — U bire bir
ve orten bir lineer doniisiim olsun. O halde ters doniisiim

F1.U=>V
de bir lineer doniisiimdiir.

Ispat.
Toplama. u, v’ € U alahm. F' érten oldugundan F(v) = u ve F(v') = ' olacak v,v" € V vardir. F
lineer oldugundan

Flo+v)=F@)+ FW')=u+u
Ters doniisiimiin tanimiyla F~(u) = v, F7Y(u/) = v’ ve F~1(u +u') = v + v 'dir. Demek ki
Fllu+u)=v+v = Fl(u)+ F 1)

Skalerle carpma. k € K veu € U alalim. F' érten oldugundan F(v) = u olacak birv € V vardir. F
lineer oldugundan

F(kv) = kF(v) = ku

Buradan F~1(ku) = kv = kF~*(u) bulunur.

Iki kosul da saglandigindan F~ lineerdir. (Bire birlik, F~'’in bir fonksiyon olarak tamimli olmasini
saglar.)

|

Tanim 1.2 (izomorfizm). U ve V, K iizerinde iki vektor uzayi ve F' : V' — U bir lineer doniisiim olsun.

+ F bire bir ise F’ye V'nin U i¢ine bir (vektor uzay1) izomorfizmi denir.
+ F hem bire bir hem de orten ise F”’ye V’nin U iizerine bir (vektor uzay1) izomorfizmi denir.

Alistirma

Aligtirma 1.1 (Lineerlik Sinamalari).

a) T, F : V — W birer lineer déniigiim olsun. Her v € V icin (T + F)(v) = T'(v) + F(v) ile tanimlanan
T + F doéniisimiiniin de lineer oldugunu gosteriniz.

b) T : V — W lineer bir déniisiim ve a € K olsun. Her v € V i¢in (aT")(v) = a T'(v) ile tamimlanan aT
doniisiimiiniin de lineer oldugunu gosteriniz.

) T:R3>—R3 (2,y,2) = (y — 2, +y, z— 2z) doniisiimiiniin lineer oldugunu gosteriniz.

d) F:R? - R, (x,y) — zy déniisiimiiniin lineer olmadigim gosteriniz.

Cozim.
a)v,w € V ve k € K olsun. Tanim1 a¢ip T ile F’nin lineerligini kullanalim:

(T+F)v+w)=T(w+w)+ Fv+ w)
=(Tw)+T(w) )+ ( F(v)+ F(w))

W’de toplama asosyatif ve komutatif oldugundan terimler yeniden gruplanabilir:
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=(TW)+F@))+(T(w)+F(w) )=(T+F)(v) + (T + F)(w)
Skalerle ¢arpma igin:

(T + F)(kv) = T(kv) + F(kv) = kT(v) + k F(v)
— k (T(v) + F(v) ) = k(T + F)(v)

Son adimda M2 aksiyomu kullanildi. Demek ki 7" + F' lineerdir.
b) v,w € V ve k € K olsun:

(@T)(v+w)=aT(v+w)=a(T)+T(w))
— aT(v) +aT(w) = (@T)(v) + (aT)(w)

(aT')(kv) = aT(kv) = a ( kT(v) ) = (ak) T'(v)
= (ka)T(v) =k (aT(v) )=k (aT)(v)

Burada K’nin komutatif olmasi (ak = ka) ve M4 aksiyomu kullanildi. Demek ki a7 lineerdir.
C) v = (xla Y1s zl) Ve Uy = ($2, Y2, 22) olsun:

T(vy+vy) =T (@ + T, Y1 + Yz, 21 + 22 )
=( (Y1 +y2) — (21 + 22), (21 +32) + (Y1 + ¥2), (21 + 22) — 2(z1 +33) )

Her bilesende terimleri indislere gére ayiralim:

= (Y1 — 20,01+ Y121 — 221 )+ (Y2 — 22, Ty + Y, 29 — 225 )

=T(vy) + T(vy)

Skalerle carpma igin:

T ( k(z,y, z) ) =T(kx, ky, kz) = ( ky — kz, kx + ky, kz — 2kx )

:k(y—z,x—}—y,z—?m):kT(x,y,z)

Demek ki T lineerdir. (Genel kural: bilegenleri degiskenlerin sabit katsayili birinci dereceden
ifadeleri olan ve sabit terim icermeyen her doniisiim lineerdir.)
d) Toplama kosulunu tek bir karg1 6rnekle bozalim. v = (1,0) ve w = (0,1) alalm:

Flo+w)=F(1,1)=1-1=1
Fv)+ Flw)=1-040-1=0

1 # 0 oldugundan F(v + w) # F(v) + F(w)’dir; F lineer degildir. (Bu déniisiim sifir vektoriinii sifira
gotiiriiyor olmasina ragmen lineer degildir — sifir kosulu gerekli olmakla birlikte yeterli degildir.)
n

Bir lineer doniisiimii taban vektorlerindeki degerleri belirliyordu. Bu fikri saglamlagtirmak icin 6nce
vektorleri tabana gore sayilarla adreslemeyi 6grenmeliyiz: koordinatlar ve izomorfizm.
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2.1

2. Koordinatlar ve Izomorfizm

Sonlu boyutlu bir uzayda taban se¢cmek, her vektore bir say: listesi adresi vermek demektir. Bu boliimde
once bu adresin tek tiirlii belirli oldugunu gosterecek, ardindan iki biiyiik sonuca varacagiz: n-boyutlu her
vektor uzay: aslinda K™ dir ve bir lineer doniigiim, taban vektorlerindeki degerleriyle tamamen belirlenir.

Koordinatlar

Tanim 2.1 (Izomorf Uzaylar). U ve V, aym bir K komutatif cismi iizerinde tanimlanmus iki vektor
uzay1 olsun. V’nin U iizerine bir izomorfizmi varsa “V, U’ya izomorftur” denir ve

V=U

biciminde gosterilir.

V, K tuzerinde n-boyutlu bir vektor uzayi, E = {eq, ..., e, } bir tabani ve v € V olsun. {e, ..., €,, } uzay1
dogurdugundan v, bu vektorlerin bir lineer kombinezonudur:

v=a,e; +asey + - +a,e, (a; € K)

Bu gosterilis tektir. Gergekten v = bye; + --- + b, e,, ikinci bir gosterilis olsayd, iki ifadeyi taraf tarafa
cikararak

(a1 —by)er+(ag—by)ep+-+(a,—b,)e, =0y
bulunurdu. {e;, ..., €, } bir taban, dolayisiyla lineer bagimsiz oldugundan biitiin katsayilar sifir olmalidur:
az_bZ:OK:>aZ:b,L (7::1,...,77,)

Tanim 2.2 (Koordinatlar). Yukaridaki aq,a,...,a, € K skalerleri, E tabani ve v vektorii tarafindan
tamamen belirlidir. Bu skalerlere v’nin E = {e4, ..., €, } tabanina gére koordinatlar1 denir ve

[U]E = (a1>a‘27 "'7a’n>

biciminde gosterilir.

| Peki buradaki v hangi tabanda? — Higbirinde

En sik sorulan soru sudur: “[v] 5 = (a4, ..., a,,) yazdigimizda, v = a,e; + -+ + a,e,, esitligindeki v
standart tabanda m1?” Hayir. v, uzayn bir elemanidir — bir ok, bir polinom, bir matris — ve
hicbir tabana bagh degildir. Esitlik, vektorlerin kendileri arasindadir; taban se¢cmek v’yi degistirmez,
yalnizca v’ye hangi sayi listesiyle ad verdigimizi degistirir.

R™de kafa karigtiran incelik sudur: v = (3,5) yaziminin kendisi zaten standart tabana gore koordi-
natlardir, ¢inkii

(3,5) = 3(1,0) + 5(0,1)

Yani standart taban s igin [v], = (3, v’dir — vektorle koordinatlar1 ¢akigsir. Baska bir taban

5) =
secildiginde bu ¢akigma bozulur: f; = (1, 1), f5 = (1, 2) tabaninda ayn vektér
(3,5) =1-(1,1) +2-(1,2) = [v]; = (1,2)

olur. Vektor ayn vektordiir; degisen yalnizca adresidir.

1,1
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16 Béliim 2. Koordinatlar ve izomorfizm

Ornek 2.1 (Koordinatlarmm Bulunmasi). ©v= (3,1,—4) € R® vektorinin R¥in FE =
{(1,1,1),(0,1,1),(0,0,1)} tabanina gore koordinatlarini bulunuz.

Cozim.
e; =(1,1,1),e5 = (0,1,1), e5 = (0,0,1) olsun ve v = ze; + ye, + ze; yazalim:

Bilegenler esitlenirse

x =3, z+y=1, r+y+z=—4

Roy,——R,+R
R (100]3
~ 0102
011—7

Genisletilmis matrisi indirgeyelim:

100
110
111

—4

Denklem sayis1 bilinmeyen sayisina esit oldugundan tek ¢6ziim vardir:
T =3, y=—2, z=—95
Demek ki v = 3e; — 2e, — 5e5 ve
[vlg = (3,-2,-5)
Saglama:

3(1,1,1) —2(0,1,1) — 5(0,0,1) = (3,3 — 2,3 —2—5) = (3,1, —4)

2.2 Koordinatlar1 Bir Tabandan Digerine Cevirmek

Iki taban, ayni vektore iki farkli say1 listesi verir. Birinden digerine gegmenin en yalin yolu iki adimdir ve
yeni hi¢bir ara¢ gerektirmez.

© Iki adimda taban degisimi

f={fi, fu} ve g={g1,-,9,}, V'nin iki tabani olsun; [v]; = (a4, ...,a,) verilsin ve [v]
istensin.

g

1. Vektorii kurun: v = a, f; + -+ + a,, f,, toplamini hesaplayin; artik v’nin kendisi elinizdedir.
2. Yeni tabanda ¢6ziin: v = z,g; + - + ¥,,g,, denklemini 4, ..., z,, i¢in ¢oziin; ¢ikan liste [v] ,’dir.

Ornek 2.2 (iki Adimin Uygulanmasi). R%de f; = (1,1), f, = (1,2) ve g; = (2,1), g, = (1,1)
tabanlari veriliyor. [v] ; = (1,2) olduguna gére [v],’yi bulunuz.

Coziim.
1. adim. Vektori kuralim:

v=1-fi14+2 f,=(1,1)+2(1,2) =(3,5)
2. adim. v = zg; + yg, yazalm:
(3,5) ==2(2,1) +y(L,1) = 2z +y,z+y)

2z + y = 3 ve x + y = 5 denklemlerinden, taraf tarafa cikararak z = —2, buradan y = 7 bulunur:
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2.2 Koordinatlar1 Bir Tabandan Digerine Cevirmek 17

[U]g = (_2a 7)
Kontrol. —2(2,1) + 7(1,1) = (—4+7,—2+7) = (3,5) v
|
1 Not

Bu iki adim her zaman calisir; ama ayni taban ciftiyle ¢ok sayida vektor gevrilecekse her seferinde
sistem ¢dzmek israftir. Tki adimi tek bir matris ¢arpimia sikistiran arac gegis matrisidir; onu taban
degistirme bolumiinde kuracagiz, hesap pratigi ise Problemler bolimiinde toplanmustir.

2.3 Her n-Boyutlu Uzay K™dir

Teorem 2.1 (n-Boyutlu Uzaylar K™e izomorftur). V, K iizerinde n-boyutlu bir vektor uzay: ise V,
K™ ’e izomorftur:

VK"

ispat.
E ={ey,...,e,}, V nin bir tabani olsun. Herv € V

V=016 F 0 Fapey, (a; € K)
biciminde tek tiirlii yazildigindan
F:V — K", v=aqe; + - +aye, = (ag,...,a,) = Vg

doniisiimii tanimlanabilir. Bunun bir izomorfizm oldugunu dort adimda gorelim.

1. F iyi tanimlidir. v = w olsun. Koordinatlar tek tirlii belirli oldugundan v’nin ve w’nin katsayi
listeleri ¢akigir, yani [v] ; = [w] g ve F(v) = F(w) dir.

2. F ortendir. Herhangi bir (aq, ..., a,,) € K™ verildifinde v = a e, + - + a,e,, € V vektori kurula-
bilir ve F(v) = (aq, ..., a,,) ‘dir.

3. F bire birdir.v = a,e; + -+ a,e,, vew = bye; + -+ + b,e,, icin F(v) = F(w) olsun. O halde

(a1y-ra,) = (by,..,0,) =a;=b, (i=1,...,n) =v=w
4. F' lineerdir. Ayni gosterimlerle
Flot+w)=F ((a;+b)e; +-+(a, +b,)e, )

=(a; +by,...,a,+0,)

= (ay,-,a,) + (by,..,b,) = F(v) + F(w)
ve k € K igin

Flk) = F ( (kay)ey + -+ (ka,)e, ) = (kay, -, ka,)
= k(aq,...,a,) = kF(v)

Dort adim birlikte F'’nin V’den K™ iizerine bir izomorfizm oldugunu verir: V = K™.
| ]
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© Teoremin anlami

K tizerinde n-boyutlu biitin vektér uzaylar1 — matrisler, polinomlar, fonksiyonlarin uygun alt
uzaylar1 — cebirsel olarak K™’in aynisidir. Bir taban se¢cmek, o uzayr K™’e cevirmekten bagka bir
sey degildir. Bu ytizden sonlu boyutlu uzaylarda ¢alisirken sirali n-lilerle ugrasmak genellik kayb:
yaratmaz.

Doniisiim Tabanda Belirlenir

Teorem 2.2 (Lineer Doniisiitmiin Tabanla Belirlenmesi). V ve U, aymi K cismi iizerinde iki vektor
uzay olsun. {vy, vy, ..., v,, }, V ’nin bir tabani ve u,, u,, ..., w,, da U nun herhangin elemani olsun. O halde

F(vy) =uy, F(vg) =ug, .., F(v,)=u,
olacak bi¢imde bir F' : V' — U lineer doniisiimii vardir ve bu déniisiim tek olarak belirlidir.
ispat.
1. Déniisitm tanimlanabilir. {v,, ..., v, } bir taban oldugundan herv € V
V= a1V + AUy + -+ a, v,
biciminde tek tiirlii yazilir. Bu katsayilari kullanarak
F(v) := ajuy + aqug + -+ a,u, €U
tanimint yapalim. Katsayilar tek tirlii belirli oldugundan F iyi tanimhdir: v = w ise katsayilar aynidir

ve F'(v) = F(w) dir.
Ayrica hert igin

vy = 00y + -+ Liev; +  + 0w,
= F(v;) = 0guy + -+ 1gu; + -+ 0gu, =,

yani istenen kosullar saglanir.
2. F lineerdir.v = a;v; + -+ a,v,, vew = byv; + --- + b, v, olsun. Toplamin koordinatlari katsay-
larin toplamdir:

F(v+w) =F ((ay +by)vy + -+ (a, +b,)vy, )
= (al + bl)ul +oee (an + bn)un

( a1y + -+ apuy, ) + ( byuy + -+ byuy, )
= F(v) + F(w)

k € K icin
F(k’l)) =F ( (kal)vl +oe (kan)vn ) = (ka‘1>u1 +oee (kan>un
=k ((ayuy + -+ au, ) = kF(v)

3. F tektir. G : V — U de lineer olsun ve G(v;) = u, (i = 1, ...,n) kosulunu saglasin. Herhangi birv =
a,vy + - +a,v, €V icin G nin lineerligini kullanalim:

G(v) = a;G(vy) + a;G(vy) + - + a, G(vy,)
= a Uy + agUy + -+ + a,u, = F(v)

Herv € V i¢in G(v) = F(v) oldugundan G = F dir.
|

Acik Matematik - acik-matematik.com 18 CC BY-NC-SA 4.0


https://acik-matematik.com
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.tr

2.5

2.4 Doniisim Tabanda Belirlenir 19

Ornek 2.3 (Doniisiimii Taban Degerlerinden Kurmak). 7 : R? — R lineer doniisiimii 7'(1,1) =
3 ve T(0,1) = —2 kosullarini saglasin. Boyle bir déniisiim var midir? Varsa (a, b) € R? icin T'(a, b)’yi
bulunuz.

Cozim.

Once {(1,1), (0,1)} kiimesinin R*'nin bir taban1 oldugunu gérelim: iki vektor de sifirdan farkhidir ve
higbiri digerinin kat1 degildir, dolayisiyla bagimsizdirlar; dim R? = 2 oldugundan iki elemanli bagimsiz
kiime bir tabandr.

Taban vektorlerindeki degerler verildigine gore, 6nceki teorem geregi boyle bir T" vardir ve tektir.
T'(a,b)’yi hesaplamak i¢in (a, b)’yi taban cinsinden yazalim:

(a,0) =2(1,1) +9(0,1) = (z,z+y) =z =0, z+y=>b

10|a Rzﬁfr§1+R2 10 a
11(b 01jb—a

Denklem sayis1 bilinmeyen sayisina esit oldugundan tek ¢6ziim vardir: = a, y = b — a. Simdi 7"nin
lineerligini kullanalim:

T(a,b) =T (x(1,1) +y(0,1) )=2T(1,1) + yT(0,1) = 3z — 2y
=3a—2(b—a)=5a—2b

Demek ki T'(a, b) = 5a — 2b’dir. Saglama: T'(1,1) =5—2=3ve T(0,1) =0—2 = —2.
|

Alistirma
Alistirma 2.1 (Koordinatlar ve Tabanla Belirlenme).
a) T : R* — R? lineer doniisiimil
T(2,0,0,0) = (4,0), 7(2,2,0,0) = (1,-1)
7(2,2,2,0) = (0,—2), T(2,2,2,2) = (—4,0)
kogullarin: saglasin. Boyle bir déniigiim var mudir? Varsa T'(8, 6, 4, 2)’yi bulunuz.
b) T : R* — R? lineer dénisiimii
7(3,0,0,0) = (1,—1), T(3,3,0,0) = (0,—1)
T(3,3,3,0) = (2,0), T(3,3,3,3) = (0,2)
kogullarim: saglasin. 7'(12, 9, 6, 3)’ii bulunuz.

¢) F:V — W iizerine bir vektor uzay1 izomorfizmi olsun (V = W). {v,, ...,v,,}, V’nin bir tabani ise
{F(vy), ..., F(v,,) }'in de W’nin bir tabani oldugunu gosteriniz.

Cozim.
a) Once verilen dért vektériin bir taban oldugunu gorelim. Bunlar1 satir kabul eden matris

NN NN
NN DN O
NN OO
N O OO

alt tiggenseldir; ikinci satirdan birinciyi, ticiinciidden ikinciyi, dérdiinciidden tigiinctiyt gikarirsak
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2000
0200
0020
0002

merdiven matrisi elde edilir; dort vektor lineer bagimsizdir. dim R* = 4 oldugundan bir tabandir ve
doniisim vardir, stelik tektir.
Simdi (8, 6, 4, 2)’yi bu taban cinsinden yazalim:

(8,6,4,2) = a(2,0,0,0) +b(2,2,0,0) + ¢(2,2,2,0) + d(2,2,2,2)
Bilesenleri sondan basa dogru okuyalim:
2d=2=d=1
2c+2d=4=c=1
264+2c+2d=6=b=1
20+2b+2c+2d=8=a=1
Yani dérdiiniin toplami. 7" lineer oldugundan
T(8,6,4,2) = T(2,0,0,0) + T(2,2,0,0) + T(2,2,2,0) + T(2,2,2,2)
=(4,0)+ (1,—1) + (0,—2) + (—4,0) = (1,-3)
b) Ayni yapi: dort vektor yine bir tabandir (ayni tiggen argiiman, carpan 3 ile). (12,9, 6, 3)’i yazalim:
3d=3=d=1, 3c+3d=6—=c=1
3b+3c+3d=9=b=1
3a+3b+3c+3d=12=a=1
Yine dérdiiniin toplamu ¢ikti:
T(12,9,6,3) = (1,—1) + (0,—1) + (2,0) + (0,2) = (3,0)

c) Iki kosulu ayr1 ayr1 denetleyelim.
Dogurma. w € W alalim. F orten oldugundan F'(v) = w olacak bir v € V vardir. v’yi taban cinsinden
yazalim: v = ayv; + --- + a,v,,. F lineer oldugundan

w=F(v) = a,F(v;) + -~ + a, F(v,)

Demek ki W = L ( F(vy), ..., F(v,) )'dir.
Bagimsizlik. a1 F'(vy) + -+ + a,,F(v,,) = Oy olsun. F' lineer oldugundan sol taraf

F (agvy +-+ayv, ) =0y

bigiminde yazilir. Ote yandan her lineer déniisiim icin F'(0y,) = Oy, dir ve F bire bir oldugundan Oy ’ye
giden tek vektor Oy, dir:

a,v; + -+ a,v, =0y

{vy, ..., v, } bagimsiz oldugundan biitiin a, ler sifirdir. Demek ki { F'(v,), ..., F'(v,,) } bagimsizdur.

Iki kosul birlikte kiimenin W nin bir tabani oldugunu verir. Bunun bir sonucu da sudur: izomorf
uzaylarin boyutlar: esittir.

|

Bir lineer doniisiimii incelemenin iki dogal yolu vardir: hangi vektorleri sifira gonderdigine bakmak ve
hangi vektorlere ulastigina bakmak. Siradaki bélim bu iki alt uzay: tanitiyor: ¢ekirdek ve goriintii.

Acik Matematik - acik-matematik.com 20 CC BY-NC-SA 4.0


cekirdek-ve-goruntu.qmd
https://acik-matematik.com
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.tr

3.1

3.2

3. Cekirdek ve Goriintii

Bir lineer dontistimii iki alt uzay 6zetler: hangi vektorleri sifira ezdigi ve hangi vektorlere ulastigi. Birincisi
doniisimiin kaybettigi bilgiyi, ikincisi Grettigi bilgiyi 6lcer. Bu bolimde ikisini de tanimlayip hesaplamay1
Ogrenecegiz.

Tanim

Tanim 3.1 (Gorunti). U ve V, ayni1 bir K komutatif cismi tizerinde tanimlanmus iki vektor uzayi ve
F : V — U bir lineer déniisiim olsun. U’nun

ImF={Fuv)eU:veV}

alt kiimesine F’nin goriintiisii (resmi) denir.

Tanim 3.2 (Cekirdek). F' :V — U bir lineer doniisiim olmak tizere V’nin
Ker F={veV:F(v)=0y}

alt kiimesine F’nin ¢ekirdegi denir.

Teorem 3.1 (Cekirdek ve Goériintii Birer Alt Uzaydir). U ve V, K iizerinde iki vektor uzayr ve F' :
V' — U bir lineer doniisiim olsun. Bu takdirde Im F', U 'nun bir alt uzayy;, Ker F' de V ’nin bir alt uzayidur.

Ispat.

Im F < U. Her lineer doniisiim i¢in F(0y,) = Oy, oldugundan Oy; € Im F’dir; dolayisiylaIm F + &
ve tamm geregilm F' C U dur.

a,b € K veu,v €Im F alalim. Tamim geregi F(v) = u ve F(v') = v’ olacak v,v" € V vardir. V bir
vektor uzayi oldugundan av + bv’ € V'dir ve F lineer oldugundan

F (av+bv' )=aF(v) +bF(v) = au+ b

Sol tarafIm F’de olduguna gore au + bu’ € Im F’dir. Tek kosullu él¢iit geregiIm F bir alt uzaydr.
Ker F' < V.Yine F(0y) = Oy oldugundan 0y, € Ker F’dirveKer F # &’dir; ayricaKer F C V 'dir.
a,b € K vev,w € Ker F alalim; yani F(v) = 0y ve F(w) = Oy 'dur. F' lineer oldugundan

F(av+bw)=aF(v)+bF(w) =a0y +b0y =0y +0y =0y

Demek ki av 4 bw € Ker F’dir ve Ker F bir alt uzaydur.
|

Goriintiyu Doguran Kiime

Teorem 3.2 (Doguran Kiimenin Goruntiisii). F': 'V — U lineer bir doniisiim ve vy, ...,v,, € V vektor-
leri V'’yi dogursun, yani V= L(vq, ...,v,,) olsun. O halde F (v;), ..., F(v,,) vektorleri de Im F’yi dogurur:

Im F=1L ( F(U1)7F(U2)7"'7F(vn) )
ispat.

Im F C L(F(vqy), .., F(v,)).u € Im F olsun; F(v) = u olacak birv € V vardir. v’yi doguran kiime
cinsinden yazalim:
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v=a0 ++aw, (6 €K)
F lineer oldugundan
u=F(v)=a,F(v;) ++a,F(v,) €L (F(vq),.... F(vy,) )

Ters kapsama. Her i icin F(v;) € Im F’dir ve Im F bir alt uzay oldugundan, gerilen uzaymn en
kiiciikligii geregi

L(F(v),...,F(v,) )CIm F

Iki kapsama birlikte esitligi verir.
|

Teorem 3.3 (Bagimsizhik Geri Tasinwr). T :V — U lineer bir dénisim ve vy,...,v,, € V olsun.
T(vq),...,T(v,,) € U vektérleri lineer bagimsiz ise vy, ..., v,, € V vektorleri de lineer bagimsizdr.

ispat.
aq,...,a, € K olmak iizere

V1 + agVy + -+ a,v, = 0y
olsun. Her iki tarafa T uygulayalim; T lineer oldugundan ve T (0y,) = Oy oldugundan
Oy =T (agvy + -+ ayv, ) =a,T(vy) +ayT(vy) + -+ a,T(vy,)
T(vqy), ..., T(v,,) lineer bagimsiz oldugundan biitiin katsayilar sifirdir:
ap =09 =--=a, =0g

Demek kivy, ...,v,, lineer bagimsizdir.
|

Ters yon genel olarak dogru degildir
Teorem yalnizca bir yonde calisir: gorintiilerin bagimsizligi, orijinallerin bagimsizligini gerektirir.
Tersi dogru degildir — sifir doniigiimiini disiiniin: V’de ne kadar bagimsiz vektor alirsaniz alin,

hepsinin goriintiisit 0;;’dur ve bunlar bagimlidir. Ters yéniin de gegerli olmasi icin Ker T' = {0y}
olmasi gereKkir.

3.3 Gorunti Hesab:

Az 6nceki teorem, gérintiiyti bulmay1 tamamen mekanik bir ige ¢evirir.

© Gorintit ti¢ adimda

F : K™ — K™ lineer doniisimii verilsin.

1. Standart taban vektorlerinin goriintiilerini F'(e,), ..., F(e,,) hesaplayin; doguran kiimenin gériin-
tlisii teoremi geregi bu vektorler Im F’yi dogurur.

2. Bu gorintilleri satir kabul eden matrisi merdiven sekline indirin; satir iglemleri satir uzayini
degistirmez.

3. Sifirdan farkl satirlar Im F’nin bir tabanidir; sayilari da dim(Im F')’yi verir.

Ornek 3.1 (Goriintiiniin Bulunmasi). F : R* — R? déniisiimii

F(x,y,s,t):(m+y+s,x+2y—t,2$+3y+s—t)

Acik Matematik - acik-matematik.com 22 CC BY-NC-SA 4.0


https://acik-matematik.com/dersler/vektor-uzaylari/lineer-kombinezon.qmd
https://acik-matematik.com/dersler/vektor-uzaylari/lineer-kombinezon.qmd
https://acik-matematik.com/dersler/vektor-uzaylari/satir-uzayi.qmd
https://acik-matematik.com/dersler/vektor-uzaylari/satir-uzayi.qmd
https://acik-matematik.com
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.tr

3.3 Goruntii Hesabi 23

bi¢iminde tanimlaniyor.

a) Im F’nin bir tabanini ve boyutunu bulunuz.
b) u=(1,2,3) ve w = (1,1, 1) vektérlerinin Im F’de olup olmadigini belirleyiniz.

Coziim.
a) Standart taban vektorlerinin gériintiilerini hesaplayalim:

F(1,0,0,0) =(1,1,2), F(0,1,0,0) = (1,2,3)
F(ana 170) = (1,07 1), F(0,0,0,l) = (07_1,_1)

Doguran kiimenin goriintiisii teoremi geregi bu dort vektdr Im F’yi dogurur. Bunlari satir kabul eden
matrisi merdiven sekline indirelim:

11 2 ppmin (101 2 momgen, (112
1 2 3 R3—»—Ri+R3 | 0 1 1 Ry—mRy+R, |01 1
1 0 1 0 -1 -1 000
0 -1 -1 0 -1 -1 000

Satir uzay1 degismediginden ve merdiven matrisin sifirdan farkh satirlari lineer bagimsiz oldugundan
{(1,1,2),(0,1,1) } bir tabandr, dim(Im F) =2
b) Taban elimizde olduguna gore tiyelik sorusu iki bilinmeyenli bir sisteme iner:
a(1,1,2) +b(0,1,1) = (a,a+ b,2a + b)
uw=(1,2,3)i¢cina =1, a + b = 2 yani b = 1; tigiincii bilesen 2a + b = 3 v saglanir. Demek ki
uw=(1,1,2)+(0,1,1) €Im F

w=(1,1,1)igina =1, a+ b =1 yani b = 0; ama tligiincii bilegen 2a + b = 2 # 1 olur. Sistem tutar-
sizdr:

w=(1,1,1) ¢ Im F

Yani F hangi girdiyle beslenirse beslensin ¢iktist asla (1,1, 1) olamaz.
|

3.4 Cekirdek Hesabi

Cekirdegi bulmak, bir homojen lineer denklem sistemi ¢6zmektir.

Ornek 3.2 (Cekirdegi Yalniz Sifir Olan Bir Doniisiim). 7 : R* — R* doniisiimii
T(ay,aq,a3,a4) = (a1, 01 +0ag,a1 +ay +ag,a; +ay +az+ay )
bi¢iminde tanimlamiyor. Ker 7”yi ve boyutunu bulunuz.

Coziim.
T(aq,aq,as,a4) = (0,0,0,0) kosulu su homojen sistemi verir:

a; =0, a;+ay,=0
a; +ay+az =0, a;+ay,+az+a, =0

Genisletilmis matrisi indirgeyelim:
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24 Bolim 3. Cekirdek ve Goriintii

100 0[0\ 7o Ris (10000
1100/0| Ri=—Ri+R, [0 10 0|0
1110[0 ~ 0110|0
11110 01110
Ry Ryer, (10000 100 0|0
R,——Ry+R, |01 0 0|0 ]| Ri—=—Rs+R, | 01 0 0]0
~ 0010[0 ~ 0010[0
00110 00010

Denklem sayisi bilinmeyen sayisina esittir (r = n = 4); homojen sistemin sifir ¢6ziimden baska
¢oztimii yoktur:

a1:a2:a3:a420
Demek ki
Ker T = { (0,0,0,0) } = { Oga }, dim(Ker T) =0

Ornek 3.3 (Cekirdegi Bir Dogru Olan Déniisiim). 7 : R3 — R? déniisiimii
bi¢iminde tanimlaniyor. Ker T"nin bir tabanini ve boyutunu bulunuz.

Coziim.
T(z,y,2) = (0,0,0) kosulu su sistemi verir:

r+2y—z=0, y+2z=0, r+y—2z=0

o) = (0 1 1 o
0 0 —1-1/0
0
0
0

T+2y—2z=0, y+2=0

Genisletilmis matrisi indirgeyelim:

12 -1
01 1
11 -2

R3—Ry+R3 (:; 3
00

—1

1
0

Kalan sistem

olup n = 3, r = 2°dir. C6ziim uzayinin boyutu
dim(Ker T)=n—r=3-2=1
Serbest degisken z’dir. z = a alalim:
Yy=—a, T=-2y+z=2a+a=3a
Demek ki
Ker T'={ (3a,—a,a):a € R} =L ((3,-1,1))

ve {(3,—1,1)}, Ker T’nin bir tabarudir. Saglama:3—2—-1=0,—-141=0,3—1—-2=0.
Geometrik okuma: T, baslangictan gecen bir dogruyu tamamen sifira ezmektedir.
|
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Alistirma

Alistirma 3.1 (Cekirdek Hesaplari).

a) F:V — W lineer bir doniisim ve Ker F' = {0y} olsun. vy,...,v,, €V lineer bagimsiz ise
F(vq),..., F(v,) € W vektorlerinin de lineer bagimsiz oldugunu gésteriniz.

b) T:R3 = R3, (2,9,2) = (y — 2z, * + y, z — 2z) doniisiimiiniin cekirdegini ve boyutunu bulunuz.

) T:R3 = RS (2,9,2) = (2 — 3y, 4z,  + 2y — z) déniisiimiiniin ¢ekirdegini ve boyutunu bulunuz.

Cozim.
a)ag,...,a, € Kigin

a1 F(vy) + ayF(vy) + - + a, F(v,) = Oy
olsun. F' lineer oldugundan sol taraf tek bir goriintii olarak yazilir:
F ((ayv; +agvy + - +ayv, ) =0y

Bu, a;v; + - + a,v,, vektoriiniin Ker F’de oldugu anlamina gelir. Varsayim geregi Ker F = {0y, }
oldugundan

a1v; + agvy + -+ a,v, = 0y

Vq,...,0, lineer bagimsiz oldugundan biutin katsayiar sifirdir: a; = =a, = 0x. Demek ki

Y vn

F(vq), ..., F(v,) lineer bagimsizdir.
Bu, “bagimsizlik geri taginir” teoreminin tersidir ve tam olarak Ker F' = {0y, } kosulu altinda gecerlidir.
Nitekim Ker F' = {0y} olmasi, F’nin bire bir olmasiyla esdegerdir:

Fo)=F(w)=Fv—w)=0p =2>v—wecKer F={0p}=>v=w
b) T(z,y, z) = (0,0,0) kosulu:

y—z=0, z4+y=0, z—2x=0

0
0
0

Genisletilmis matrisi indirgeyelim (stitunlar z, y, 2):

0 1-10 RioR, 110
1 1 010 ~ 0 1-1
—-20 1|0 201

R3;——2R,+Rg (1) }
00

r = n = 3 oldugundan yalnizca sifir ¢6ziim vardir: 2 = 0 = y = 0 = z = 0. Demek ki
Ker T ={(0,0,0) }, dim(Ker T) =0
¢)T(z,y,2z) = (0,0,0) kosulu:
z—3y =0, 4x =0, z+2y—z=0
Ikinci denklem dogrudan x = 0 verir. Birinci denklemden z = 3y; bunu iigiinciiye tagiyalim:
0+2y—3y=0—m —y=0=y=0=2=3-0=0
Demek ki
Ker T ={(0,0,0) }, dim(Ker T) =0
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26 Boliim 3. Cekirdek ve Goriintii

(Ayn1 sonug¢ matris diliyle de goriiliir: katsayilar matrisinin rank: 3’tiir, dim(Ker T) =3 —3 = 0.
Cekirdegin yalmiz sifirdan ibaret olmasi, bu iki déniigiimiin de bire bir oldugunu soyler.)
|

Buraya kadar bir lineer dontisiimiin iki temel alt uzayini tanidik. Siradaki bélim bu ikisinin boyutlarim
tek bir esitlikle birbirine bagliyor.
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4.1

4.2

4. Boyut Teoremi, Rank ve Nullity

Bir lineer dontisiim tanim kiimesindeki bilginin bir kismini yok eder, kalanini gériintiye tasir. Yok edilen
kismi c¢ekirdek, tasiman kismi goériintii 6lcer. Bu boliimiin teoremi bu iki 6l¢liniin toplaminin, tanmim
kiimesinin boyutunu tam olarak verdigini sdyler — hicbir sey kaybolmaz, yalnizca yer degistirir.

Goriintii, Matrisin Siitun Uzayidir

Boyut teoremine ge¢meden 6nce, matrislerle tanimlanan déniisiimlerde gériintiiniin ne oldugunu gérelim.

Ornek 4.1 (Matris Doniisiimiiniin Goriintiisii). K komutatif bir cisim, A = (a;;) (m,n) tipinde bir
K-matris ve

T:K"— K™, v A-v
bu matrisin belirledigi lineer déniigiim olsun. Im T nedir?

Cozim.
K™in elemanlarini siitun matris olarak diistinelim ve

e]_ - O.I( ) 62 - 1.1{ 9 9 en = 0:
. . K

standart tabanini alalim. Bu vektorler K™’i dogurdugundan, doguran kiimenin goriintiisii teoremi
geregi T'(eq), ..., T(e,,) vektorleri Im T"yi dogurur.
Ote yandan A - e; carpimi, A’nin 4. siitununu verir:

ay Qo

a a
Te,)=A-e = ;21 ) T(ey) =A-ey= ?2 )

A1 A2

Demek ki Im T”yi doguran vektorler tam olarak A’nin siitunlaridir:

Im T'= A matrisinin siitun uzayi

1 Not

Bu gozlem, bir matris dontisimiiniin gorintiisiinii hesaplamay: tamamen mekanik hale getirir:
stitunlar1 alin, satir uzay: yontemiyle bir taban bulun. Im 7”nin boyutu da A’nin rankidur.

Boyut Teoremi

Teorem 4.1 (Boyut Teoremi). V ve U, aym bir K komutatif cismi iizerinde iki vektor uzayy, V sonlu
boyutlu ve F' : V. — U bir lineer doniisiim olsun. Bu takdirde

dimV = dim(Ker F) + dim(Im F)
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28 Boliim 4. Boyut Teoremi, Rank ve Nullity

Ispat.

dim V' = n olsun. Ker F, V ’nin bir alt uzay: oldugundan sonlu boyutludur; dim(Ker F') =: r diyelim.
Alt uzayn boyutu geregi r < n’dir. Teoremi ispatlamak i¢in dim(Im F) = n — r oldugunu géstermek
yeterlidir.

{wy, ...,w,}, Ker F’nin bir tabani olsun. Bu kiime V de lineer bagimsiz oldugundan, taban genisletme
ile V'’nin bir tabanina tamamlanabilir:

{wla ceey Wy V1, "'?Un—r}
Simdi
B:={ F(vy),.... F(v,_,) }

kiimesinin Im F'’nin bir tabani oldugunu gosterelim.
(i) B, Im F’yi dogurur. uw € Im F olsun; F(v) = u olacak bir v € V vardwr. v’yi yukandaki taban
cinsinden yazalim:

v=aw, +-+aw,+bv +-+b,_ v, ,
F lineer oldugundan
u=F@)=aF(w)+-+aF(w.)+bF(vy) +-+b, . Flv, )
Fakat w; € Ker F oldugundan F(w,) = - = F(w,.) = Oy 'dur. Geriye
u="bF(vy) + - +b, . F(v,_,)

kalwr; yaniu € L(B) dir. Demek kiIlm F = L(B)dir.
(ii) B lineer bagimsizdir. a4, ..., a,_, € K olmak iizere

o F(v) +-+a, F(v, ) =0y
olsun. F' lineer oldugundan
F(apv+-+a,,v,,)=0
olur; yani
v, + - +a, v, . €Ker F

bulunur.
{wy, ..., w, } cekirdegi dogurdugundan, uygunb,,...,b, € K icin

a1V, + -+ Ay UV = blwl + o+ brwr
yazilir, yani
A1V + Ay Uy — blwl - brwr = OV

{wy, eey W,y Uy ooey U, . } kilmesi V ’nin bir tabani, dolayisiyla lineer bagimsiz oldugundan biitiin katsa-
yular sifirdir:

alz...:a :bl

n—r

I
I
S
I
o
~

Ozel olarak a, = -+ = a,,_,. = 0y 'dir; B lineer bagimsizdir.

(i) ve (ii) birlikte B’nin Im F ’nin bir tabani oldugunu verir. B’nin eleman sayisin — r oldugundan

dim(Im F) =n—r =dimV — dim(Ker F)
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4.2 Boyut Teoremi 29

4.3 Rank ve Nullity

Tanim 4.1 (Bir Doniisiimiin Ranki). V ve U, K izerinde iki vektér uzayi ve F' : V' — U bir lineer
doniisiim olsun. F’nin ranki, goriintiisiiniin boyutudur:

rank (F) = dim(Im F)

Tanim 4.2 (Nullity). F : V — U bir lineer déniisiim olmak tizere F’nin Nullity’si, ¢cekirdeginin boyu-
tudur:

Nullity (F) = dim(Ker F)

1 Not

Genel kiiltiir: bazi Tiirkge kaynaklar Nullity (F') i¢in sifirlik terimini kullanur; ikisi ayni sayidir. Bu
notlarda Nullity gosterimine bagh kalacagz.

Bu dille boyut teoremi su kisa bi¢imi alir: V' sonlu boyutlu ise

dim V' = Nullity (F') 4+ rank (F)

© Teoremi nasil okumali?

Nullity, déntisiimiin ezdigi yonlerin sayisidir; rank ise ayakta kalan yonlerin sayisi. Toplamlari
sabittir: tanim kiimesinin boyutu. Bu yiizden bir doniisiim ne kadar ¢ok ezerse goriintiisii o kadar dar
olur — ikisini ayn1 anda biyiitmek miimkiin degildir.

4.4 Boyutlar: Kisa Yoldan Bulmak

Bir soru yalnizca dim(Im F') ve dim(Ker F') degerlerini istiyorsa, ne goriintiiniin ne de ¢ekirdegin bir
tabanini hesaplamak gerekir.

© Tek indirgeme, iki boyut

F: K™ — K™ lineer doniisimii verilsin.

1. Standart taban vektérlerinin gérintilerini F'(e;), ..., F(e,) satir kabul eden matrisi yazin ve
merdiven sekline indirin.

2. Sifirdan farkl satir sayisi 7 olsun. Bu say1 F’nin rankidir: dim(Im F') = r.

3. Cekirdegin boyutu boyut teoreminden bedavaya gelir: dim(Ker F') = n — r. Homojen sistemi
cozmeye gerek yoktur.

Cekirdegin sistemini zaten merdivene indirdiyseniz ikinci bir kisa yol daha vardir: dim(Ker F'),
sistemin serbest degisken sayisina esittir.

Ornek 4.2 (Taban Hesaplamadan iki Boyut). 7 : R?® — R3 doniisiimii
T(z,y,2)=(r+y,y+22+2y+2)
bi¢iminde tanimlaniyor. dim(Im 7') ve dim(Ker T') degerlerini bulunuz.
Coziim.

Standart taban gérintileri 7(1,0,0) = (1,0,1), 7(0,1,0) = (1,1,2) ve T7(0,0,1) = (0,1,1)’dir.
Bunlari satir yazalim ve indirgeyelim:
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B R R S P
011 011 000

Sifirdan farkli satir sayist 2 oldugundan
dim(Im T') = rank (T') = 2, dim(Ker T) =3—-2=1

Ne cekirdegin denklemleri ¢oziildii ne de gériintii igin ayrica bir taban segildi; iki boyut da tek indir-
gemeden okundu.
|

Hesap Ornekleri
Ornek 4.3 (Cekirdek ve Goriintiiniin Birlikte Hesab1). F : R* — R3 doniisiimii
F(z,y,s,t) :(m—y+s+t,x+28—t,x+y+3s—3t)
biciminde tanimlaniyor. Im F' ve Ker F’nin birer tabanini ve boyutlarini bulunuz.
Cozim.
Gériintii. (1,0,0,0), (0,1,0,0), (0,0,1,0), (0, 0,0, 1) vektérleri R*’ii dogurdugundan, goriintiileri de
Im F’yi dogurur:
F(1,0,0,0) = (1,1,1), F(0,1,0,0) = (—1,0,1)
F(0,0,1,0) = (1,2,3), F(0,0,0,1) = (1,—1,-3)

Bu dort vektorii satir kabul eden matrisi merdiven sekline indirgeyelim:

11 1 11 1 111
10 1 01 2 012
A=11 9 3 |~lo1 2 |~|ooo|=58
1 -1 -3 0 —2 —4 000

A ile B satir esdeger oldugundan satir uzaylar1 aynidir ve bu uzay Im F’dir. B’nin sifirdan farkl
satirlar1 bir merdiven matrisin satirlari oldugundan lineer bagimsizdir:

{ (1,1,1),(0,1,2) } bir tabandir, dim(Im F) =2
Cekirdek. F(z,y, s,t) = (0,0, 0) kosulu su homojen sistemi verir:

r—y+s+t=0, r+25s—t=0, z4+y+3s—3t=0
Genisletilmis matrisi indirgeyelim:

1-11 10 1-11 110
(1 0 210)~(0 1 120)
11 3-3|0 0 2 2 —4|0
1-111]0

N(O 1 1—20)

0

0 0 0O
r—y+s+t=0, y+s—2t=0

Esdeger sistem

olup bilinmeyen sayis1 n = 4, denklem sayis1 r = 2’dir. Serbest degisken sayis1 n — r = 2 ve serbest
degiskenler s ile t’dir; dolayisiyla dim(Ker F') = 2.
Bir taban icin serbest degiskenlere sirayla 1 ve 0 verelim:
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4.5 Hesap Ornekleri 31

,t=0

1 =—l,z=y—s—t=—2,yani (—2,—1,1,0) € Ker F
0,t=1

S Ly
S :y:2,x:y—s—t:1,yani(1,2,0,1)EKerF

{ (—2,-1,1,0),(1,2,0,1) } gekirdegin bir tabanmdir
Kontrol. Boyut teoremi saglaniyor:

dimR* = dim(Ker F) + dim(Im F) = 4=2+42

Ornek 4.4 (Ranki Iki Olan Bir Operator). T : R? — R3 doniisiimii
bi¢iminde tanimlaniyor. Im 7”nin bir tabanini ve boyutunu bulunuz.

Cozim.
Standart taban vektorlerinin goriintileri Im T"yi dogurur: 7'(1,0,0) = (1,0,1), 7(0,1,0) = (2,1, 1)
ve T(0,0,1) = (—1, 1, —2). Bunlar satir kabul eden matrisi indirgeyelim:

1 01 101 101
A=]1211|~|01-1]~]01—-1|=1B
—-11 -2 01 -1 00 O

B bir merdiven matris oldugundan sifirdan farkh satirlari lineer bagimsizdir ve A ile B’nin satir
uzaylar1 aynidir:

{ (1,0,1),(0,1,-1) } bir tabandir, dim(Im T') =2

Bu déniistimiin ¢ekirdeginin L ( (3,—-1,1) ), yani boyutunun 1 oldugunu daha 6nce hesaplamistik.
Boyut teoremi yine tutuyor: 3 =1 + 2.
|

Alistirma

Alistirma 4.1 (Boyut Teoremi Uygulamalari).

1. V sonlu boyutlu ve F' : V' — U lineer olsun. dim V' = dim(Im F') olmasi i¢in gerek ve yeter kosulun
Ker F' = {0y} oldugunu gosteriniz.

2. T : R* — R* doniisiimii s6yle tanimlansin:
T(ay,aq,a3,a4) = (a1, a1 + ag, ay +ay + ag, a; +ay + az + ay)
Bu d6niisiimiin rankini bulunuz.

3. Bir T : R® — R? lineer déniisiimii icin Nullity (7') en az kag olabilir?

Cozim.
1. Boyut teoremi geregi

dimV = dim(Ker F) + dim(Im F)
oldugundan
dimV =dim(Im F) < dim(Ker F) =0 < Ker F = {0/}

Son denklik, boyutu sifir olan tek uzayin sifir uzay1 olmasindan gelir.
2. Bu d6niigtimiin ¢ekirdeginin yalmz sifir vektoriinden ibaret oldugunu, yani dim(Ker T') = 0 oldu-
gunu c¢ekirdek hesabinda bulmustuk. Boyut teoreminden
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32 Boliim 4. Boyut Teoremi, Rank ve Nullity

rank (7) = dimR* —dim(Ker T) =4 —0=14
3.Im T, R¥'iin bir alt uzay1 oldugundan dim(Im 7') < 3’tiir. Boyut teoreminden
Nullity (T) =5 —dim(Im T) >5—-3=2
Demek ki Nullity (T") en az 2’dir; 6zel olarak béyle bir doniisiimiin ¢ekirdegi higbir zaman yalniz

sifirdan ibaret olamaz.
||
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5. Singiiler Olmayan Doniisiimler

Bir lineer dontisiimiin sifirdan farkli bir vektori sifira ezip ezmedigi, dontisiimiin bilgi kaybedip kaybet-
medigini belirler. Bu béliimde bu ayrimi adlandiriyor, bire birlikle ve lineer bagimsizligin korunmasiyla
nasil ayn sey oldugunu goriiyoruz.

5.1 Tanim

Tanim 5.1 (Singiiler ve Singiiler Olmayan Déniisiim). V ve U, aym bir K komutatif cismi tizerinde
iki vektor uzayi ve F' : V' — U bir lineer doniisiim olsun.
Eger

F(v) = 0y olacak gekilde bir v € V'\ {0y}

varsa F’ye singiiler denir.
Eger

F('U)ZOU<:>U:0V,

yani bagka bir deyisle Ker F' = {0y, } ise F’ye singiiler degil (singiiler olmayan) denir.

1 Not

Her lineer déniistim 0y, ’yi 0;;ya gétiiriir; bu kaginilmazdir. Singtiler olmak, bunun disinda da sifira
giden bir vektoriin bulunmasi demektir.

5.2 Bire Birlikle Denkligi

Teorem 5.1 (Singiiler Olmama Olciitii). V ve U, K iizerinde iki vektor uzay: olsun. Bir F : V. — U
lineer doniisiimiiniin bir izomorfizm, yani bire bir olmast i¢in gerek ve yeter kosul F'’nin singiiler olmamasidur.

Ispat.
Gereklik. F' bir izomorfizm, yani bire bir olsun.v € Ker F alalim; F(v) = 0, dur. Ote yandan her lineer
doniisim icin F(0y,) = Oy oldugundan F(v) = F(0y,) olur. F' bire bir oldugundan v = 0y, ‘dir. Demek
kiKer F = {0y}, yani F singiiler degildir.
Yeterlik. F' singiiler olmasin, yani Ker F' = {0y} olsun. v,w € V i¢in F(v) = F(w) oldugunu varsa-
yalim. O halde

Fv)—F(w)=0; = Flv—w)=0,

= v—wéeKer F={0y}

Buradan v — w = 0y, yaniv = w elde edilir. Demek ki F' bire birdir.
| |

5.3 Lineer Bagimsizligin Korunmasi

Singtiler olmayan doéniisiimleri tanimanin ikinci yolu, bagimsiz kiimelere ne yaptiklarina bakmaktir.
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Teorem 5.2 (Bagimsizlik fleri Tasinir). F :V — U singiiler olmayan bir lineer doniisiim olsun.
{v1, ., v, }, V' nin lineer bagimsiz bir alt kiimesi ise {F (vy), ..., F(v,,)} de U’ nun lineer bagimsiz bir alt
kiimesidir.

ispat.
aq, ..., a, € K olmak iizere

a1 F(vy) + agF(vy) 4+ + a, F(v,) = 0y
olsun. I lineer oldugundan
F ( V1 + GgUy + - + a,v, ) =0y = av;+-+a,v, €Ker F
F singiiler olmadigindan Ker F' = {0y, } 'dir; dolayisiyla
a0 + agvy + -+ a, v, = 0y
vy, ..., 0, lineer bagimsiz oldugundan biitiin katsayilar sifirdir:
ap=a9=--=a, =0

Demek ki F(vy), ..., F(v,,) lineer bagimsizdur.
|

Bu 6zelligin tersi de dogrudur; birlikte tam bir karakterizasyon verirler.

Teorem 5.3 (Bagimsizlik Korunmasiyla Karakterizasyon). F :V — U bir lineer doniisiim olsun.
F’nin singiiler olmamast icin gerek ve yeter kosul, V ’nin lineer bagimsiz her alt kiimesinin F' altindaki
goriintiisiiniin U 'nun lineer bagimsiz bir alt kiimesi olmasidir.

Ispat.

Gereklik. Bir onceki teoremdir.

Yeterlik. V 'nin her lineer bagimsiz alt kiimesinin goriintiisii lineer bagimsiz olsun.v € V' \ {0y} alalim.
Tek elemanli {v} kiimesi, v # 0y, oldugundan lineer bagimsizdwr. Varsayim geregi {F(v)} de lineer
bagimsizdir; tek elemanli bir kiimenin bagimsiz olmasu ise

F(v) # 0y
demektir. Sifirdan farkl hicbir vektor sifira gitmediginden Ker F' = {0/}, yani F singiiler degildir.
|
Q Kisaca

Singiiler olmayan lineer déniisiimler — yani izomorfizmler — lineer bagimsiz kiimeleri lineer bagim-
s1z kiimelere gotirirler. Tersine, herhangi bir lineer bagimsiz kiimeyi yine lineer bagimsiz bir kiimeye
gotiiren bir lineer dontisiim singiiler degildir.

Boyut Engeli

Baz1 uzay ciftleri arasinda singiiler olmayan bir doniisim kurmak, boyutlar yiiziinden bastan imkansizdir.

Ornek 5.1 (Singiiler Olmayan Bir Déniisiimiin Bulunmadigi Durum). Biitiin singiiler olmayan T :
R* — R3 lineer doniisiimlerini bulunuz.

Cozim.
T : R* — R? herhangi bir lineer déniisiim olsun. Tanim kiimesi V = R* i¢in

dimV = dimR* =4
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Ote yandan Im T, R®’iin bir alt uzay1 oldugundan
dim(Im 7) < dimR3 = 3

Buradan dim R* # dim(Im 7') ¢ikar. Boyut teoreminin sonucu geregi dim V' = dim(Im 7') ile T"nin
singiiler olmamasi denk oldugundan, T singtlerdir.

Demek ki her T : R* — R3 lineer doniisiimii singiilerdir; baska bir ifadeyle singiiler olmayan bir 7 :
R* — R3 lineer doniisiimii yoktur.

]

Genel kural

dim V' > dim U ise V’den U’ya giden her lineer doniisiim singiilerdir: boyut teoremi geregi boyle bir
doniistimiin Nullity’si en az dim V' — dim U > 0 olur, yani cekirdek yalniz sifirdan ibaret kalamaz.
Dar bir uzaya sigmak icin mutlaka bilgi kaybetmek gerekir.

Alistirma

Alistirma 5.1 (Singiilerlik Uzerine).

1. V ve U, K izerinde iki vektdr uzayy; T : V — U lineer bir déniisiim ve k € K \ {0k} olsun. T’nin
singiiler olmasi icin gerek ve yeter kosulun k7" doniisiminiin singiiler olmasi oldugunu gosteriniz.
(Burada kT, her v € V i¢in (kT)(v) = kT (v) ile tanimhdir.)

2. F:V — W lineer ve Ker F = {0y} olsun. vy, ...,v,, € V lineer bagimsiz ise F(v,),..., F(v,) vek-
torlerinin de lineer bagimsiz oldugunu gosteriniz.

3. F : V — W luzerine bir izomorfizm olsun. {vy, ..., v, }, V’nin bir tabani ise { F'(v;), ..., F(v,,) } kiime-
sinin W’nin bir tabani oldugunu gésteriniz.

Coziim.
1. Gereklik. T singiiler olsun. O halde T'(v) = 0y olacak bir v € V' \ {0y, } vardir. Bu v i¢in

(kT)(v) = kT (v) = kO = 0y

olur; yani kT de sifirdan farkl bir vektori sifira gétiiriir ve singiilerdir.
Yeterlik. kT singiiler olsun; (kT)(w) = 0y olacak bir w € V' \ {0y, } vardir. T lineer oldugundan

T(kw) = kT (w) = (KT)(w) = 0

k #+ 0p ve w # 0y, oldugundan kw # 0y,°dir, yani kw € V'\ {0y, }’dir. Demek ki T sifirdan farkli bir
vektorii sifira gotirityor: T singiilerdir.

2. Ker F = {0y} olmas1 F’nin singiiler olmamasi demektir; iddia dogrudan bagimsizligin ileri tasin-
masi teoremidir.

3. F bire bir oldugundan singiiler degildir; (2) geregi { F(v;), ..., F'(v,,) } lineer bagimsizdir. Ayrica V =
L(vy,...,v,,) oldugundan doguran kiimenin goriintiisii geregi

Im F=1L ( F(v,),...,F(v,) )

F orten oldugundan Im F' = W’dir, yani bu vektérler W’yi dogurur. Hem doguran hem lineer
bagimsiz olduklarindan {F(v,), ..., F(v,,) }, W’nin bir tabanidur.
|
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6.1

6.2

6. Doniisiimler ve Denklem Sistemleri

Bir lineer denklem sistemi, aslinda bir lineer déniisimin belirli bir degeri aldig1 noktalar1 sormaktan
bagka bir sey degildir. Bu bakis agisi, sistemler hakkinda daha 6nce 6l¢iitlerle kurdugumuz sonuglar: tek
bir teoremden — boyut teoreminden — tiiretmeyi saglar.

Sistemin Doniigiim Dili
K komutatif bir cisim olmak tizere, m lineer denklemli ve n bilinmeyenli
a11%1 + A%y + 0 + 1, T, = by
1T + GgpTy + -+ + A9, T, = by
Cp1T1 + CppoTo + -+ Ay @y, : b,
sistemini ele alalim. Matris gésterimiyle bu sistem
AX =B

bigiminde yazilir; burada A = (a;;) katsayilar matrisi (m,n) tipinde, X = (zy, ..., z,,)" bilinmeyenler
matrisi (n, 1) tipinde ve B = (b, ..., b,,)? sabitler matrisi (m, 1) tipindedir.

r¥m

Simdi bu matrisin belirledigi lineer dontistimi diisiinelim:
T:K"™— K™, v A
Bu dilde sistemin ¢6ziim kiimesi
{XeK":T(X)=AX=B}
kiimesidir; yani B vektoriiniin T altindaki ters goriintiisidiir. flgili homojen sistemin ¢6ziim uzayi ise
W={XeK":T(X)=AX=0}=Ker T

olur.

1 Not

iki gozlem sistemin biitiin yapismni verir: ¢éziim uzayi bir ¢ekirdektir ve goriintii, A'nin siitun
uzayidir. Birincisi ¢6ziimlerin sayisini, ikincisi sistemin ¢oziilebilirligini yonetir.

Cozim Uzayinin Boyutu

Teorem 6.1 (Homojen Sistemin C6ziim Uzayinin Boyutu). AX = O homojen lineer denklem siste-
minin W ¢oziim uzaywnin boyutu

dimW =n—r
dir; burada n bilinmeyenlerin sayisi, r = rank (A) dir.

ispat.
T:K"— K™ v A- v lineer dontigimiinii alahm. Yukarida gordiigimiiz gibi

W =KerT

dir. K™ sonlu boyutlu oldugundan boyut teoremi uygulanabilir:
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dim K™ = dim(Ker T') + dim(Im T')
Buradan

dim(Ker T') = dim K" — dim(Im T')
elde edilir. Sag taraftaki iki terimi de taniyoruz:

e dim K" = n, yani sistemdeki bilinmeyenlerin sayisy;
e Im T, A’min siitun uzayi oldugundan dim(Im T') = rank (A) = r’dir.

Demek ki
dimW =dimKer T)=n—r

0 Kapanan halka

Bu formilii rank bolimiinde merdiven seklinden okuyarak kullanmistik: serbest degisken sayis1 n —
r’dir. Yukaridaki ispat, ayni formiiliin merdiven hesabindan bagimsiz, tamamen yapisal bir nedeni
oldugunu gosteriyor.

Kare Sistemler

Denklem sayisi bilinmeyen sayisina esit oldugunda (m = n) T bir operatdr, yani K™’i kendi i¢ine gotiiren
bir lineer déniisiim olur. Bu durumda homojen sistemin tek bir sorusu biitiin sistemin kaderini belirler.

Ornek 6.1 (Kare Sistemde Homojen Sistemin Rolii). K iizerinde n denklemli ve n bilinmeyenli bir
AX = B sisteminde, ilgili AX = O homojen sisteminin yalniz sifir ¢6ziimii olsun. Sistemin ¢6ziim say1s1
hakkinda ne s6ylenebilir?

Cozim.
T:K" — K", vt A-vdonisimini alalim; bu bir lineer operatordiir. Varsayim geregi

KerT={XeK": AX =0} ={0gn}
oldugundan T singiiler degildir, dolayisiyla bire birdir. Ayrica boyut teoreminden
dim(Im T) = dim K" —dim(Ker T) =n—0=n
olup Im T', K™’in n boyutlu bir alt uzay1, yani K™’in kendisidir: T 6rtendir.
T hem bire bir hem érten oldugundan, her B € K" i¢in T(X) = AX = B olacak bir ve yalniz bir

X € K" vardir. Demek ki sistem hangi sabitler matrisiyle kurulursa kurulsun tek ¢éziimlidiir.
|

Bu goézlemin tam kargiliginy, tersinir operatorleri tanimladiktan sonra bir teorem olarak yazacagiz.

Alistirma

Alistirma 6.1 (Doniisiim Diliyle Sistemler).

1. A, (3,5) tipinde bir R-matris ve rank (A) = 3 olsun. AX = O sisteminin ¢6ziim uzaymmn boyutunu
bulunuz.

2. AX = O homojen sisteminde denklem sayis1 bilinmeyen sayisindan kiigiikse (m < n), sistemin sifir-
dan farkli bir ¢6ziimil oldugunu gosteriniz.

3. A, (m,n) tipinde bir K-matris olsun. AX = B sisteminin her B € K™ i¢in ¢oziilebilir olmasi ile
rank (A) = m olmasmin denk oldugunu gésteriniz.
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6.4 Alistirma 39

Cozim.
1. Bilinmeyen sayis1 n = 5, rank r = 3’tir. Boyut formiiliinden

dimW=n—-r=5-3=2
2.T: K" - K™ v A-vdoénisimini alalm. Im 7', K™ ’in bir alt uzay1 oldugundan
r=dim(ImT)<m<n
Boyut teoreminden
dim(Ker T) =n—r >0

Boyutu sifirdan bityiik bir uzay yalmz sifir vektoriinden ibaret olamaz; dolayisiyla Ker T sifirdan farkl
bir vektor icerir. Bu vektor, sistemin sifirdan farkli bir ¢6ziimiidir.

3.7 : K" - K™, v~ A - v olsun. Sistem her B € K™ i¢in ¢6ziilebilirdir ancak ve ancak her B bir
T'(X) degeri olarak yazilabilirse, yani

ImT=K™
ise. Im 7', K™ ’in bir alt uzay1 oldugundan bu esitlik
dim(Im T) = dim K™ =m

ile denktir. Im T, A’nin siitun uzay1 oldugundan dim(Im T') = rank (A)’dir; kosul rank (A) = m’e
indirgenir.
|

Acik Matematik - acik-matematik.com 39 CC BY-NC-SA 4.0


https://acik-matematik.com
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.tr

40 Boliim 6. Doniisiimler ve Denklem Sistemleri

Acik Matematik - acik-matematik.com 40 CC BY-NC-SA 4.0


https://acik-matematik.com
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.tr

7.1

7.2

7. Doniisiimlerin Uzay1

Simdiye kadar lineer donisiimleri tek tek inceledik. Bu bolimde onlari bir arada, tek bir kiimenin
elemanlar1 olarak ele aliyoruz: iki lineer déniisiim toplanabilir, bir doniisiim skalerle carpilabilir ve bu
islemler altinda biitiin lineer dontsiimler kiimesi kendisi de bir vektor uzay: olur.

Iki islem
Teorem 7.1 (Toplam ve Skalerle Carpim Lineerdir). V ve U, ayni bir K komutatif cismi iizerinde iki
vektor uzayy, F : V. — U ve G : V — U iki lineer doniisiim ve k € K olsun. Bu durumda
F+G:V-=U, v (F+G)(v) = F(v) + G(v)
kF:V = U, v (kF)(v) = kF(v)
biciminde tanimlanan dontisiimlerin ikisi de lineerdir.

ispat.
F + G lineerdir. Her a,b € K vev,w € V i¢in
(F + G)(av + bw) = F(av + bw) + G(av + bw)
= aF(v) + bF(w) + aG(v) + bG(w)
a(F()+Gw))+b(Fw)+Gw))
=a(F+G)(v)+b(F+ Q) (w)

Ikinci satirda F ile G nin lineerligi kullanilds.
kF lineerdir. Her a,b € K vev,w € V igin

(kF)(av + bw) = k F(av + bw) = k ( aF(v) + bF(w) )
=akF(v) +bkF(w) =a (kF)(v) + b (kF)(w)

Hom(V, U)

Teorem 7.2 (Lineer Doniigsiimlerin Vektor Uzay1). V ve U, bir K komutatif cismi iizerinde iki vektor
uzayi olsun. Bu durumda V ’den U ’ya tanimlanmus tiim lineer doniisiimlerin olusturdugu kiime, yani

{F:V—)U:F lineer}

yukarida tanimlanan toplama ve skalerle carpma islemlerine gore K cismi iizerinde bir vektor uzayidir. Bu
vektor uzayr Hom (V,U) ile gésterilir.

1 Not

“Hom” kisaltmasi homomorfi kelimesinden gelir; lineer doniigtimlerin bir bagka adi vektor uzayi
homomorfisiydi.

Uzayin sifir1 ve ters elemani dogrudan okunur.

Ornek 7.1 (Hom(V,U)'nun Sifir1 ve Ters Elemani). Hom (V,U) vektdr uzaymin sifirini ve herhangi
bir F' € Hom (V,U) elemaninin toplama iglemine gére tersini bulunuz.
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Cozim.
Sifar. Sifir lineer doniisiimi

0:V U, vi= 0y
uzaymn sifindir. Gergekten her F' € Hom (V,U) ve her v € V i¢in
(F+0)(v) = F(v) +0(v) = F(v) + 0y = F(v)
(04 F)(v) =0(v) + F(v) =0y + F(v) = F(v)

oldugundan F' 4+ 0 = 0 + F = F’dir.
Ters eleman. —F := (—1)F, yani her v € V i¢in (—F)(v) = —F (v) olarak tanimlansin. Bir lineer
doniisiimiin skaler kat1 lineer oldugundan —F € Hom (V,U)’dur ve her v € V ic¢in

(—F + F)(v) = —F(v) + F(v) = 0y = 0(0)
(F+ (=F))(v) = F(v) — F(v) = 0y = 0(v)
oldugundan
—F+F=F+(—F)=0

dir; yani —F, F'’nin toplama islemine gore tersidir.
]

@ Lineer kombinezonlarin degeri
K,..,F, € Hom (V,U), aq,...,a, € Kvev € Vigin
( al‘Fl + ot a‘nFn ) (’l)) = al‘Fl(U) + ot anFn(v)

olur. Yani dontisimler arasindaki bir lineer kombinezonun bir noktadaki degeri, o noktadaki deger-
lerin ayni lineer kombinezonudur. Bagimsizlik hesaplarinda hep bu kullanilir.

7.3 Boyut

Teorem 7.3 (Hom(V,U)nun Boyutu). V ve U sonlu boyutlu, dimV = m ve dimU = n olsun. Bu
durumda Hom (V,U) de sonlu boyutludur ve

dimHom (V,U)=m-n
ispat.
{v1, sy Uy 1> V 'nin bir tabani ve {u,, ..., u,, }, U nun bir tabani olsun. Déniisiimiin tabanda belirlenmesi
teoremi geregi, heri =1,...mvej=1,...,n icin
Ej(”i) = Uy ve F;j('vk) =0y (k#1)
olacak bigimde bir tek F}; : V' — U lineer doniisimii vardir. Bu doniisiimlerin sayisim - n’dir. §imdi

{ Ei}itim

kiimesinin Hom (V, U) ‘nun bir tabani oldugunu gosterelim.
(i) Kiitmemiz Hom (V,U) ’yu dogurur. F € Hom (V,U) olsun ve

F(v,) =: wy, (k=1,..,m)

diyelim. wy, € U ve {uy, ..., u, }, U nun tabani oldugundan uygun a,,, ..., ay,, € K icin
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7.4

7.3 Boyut

43

yazilir. Simdi

doniisiimiinii alahm. k # i icin F;(vy) = Oy ve Fy;(vy,) = u; oldugundan, toplamda yalmz i =k

terimleri sag kalir:

n n
ZamF;] ) = ZakjF;cj(vk)
j=1

j=1

M@Ms

Apjlh; = Qi Uy + Qpoliy + -+ G, Uy = Wy

Demek ki F ile G lineer doniisiimleri V ’nin bir tabaninin her elemaninda ayni degeri aliyor:

F(vy,) = w, = G(vy,) (k=1,..,m)

Tabanda belirlenme teoreminin teklik kismi geregi F' = G dir. Béylece her F, F;; lerin bir lineer kombi-

nezonu olarak yazildi.
(ii) Kiimemiz lineer bagimsizdir. a;; € K olmak iizere

m n
Z Z a;;l5; =

=1 j=1
olsun; burada sag taraf sifir lineer doniisiimidiir. Her k =1, ..., m icin bu esitligin v, daki degerine
bakalim:
m n n
by =000 = 353y = Y,
i=1 j=1 Jj=1
yani

Ap1Uy + Agoly + o + Ayt = Oy
{ty, .-y uy, }, U nun bir tabani, dolayisiyla lineer bagimsiz oldugundan
Qg = Qg = =+ = Ay, = Op (k=1,..,m)
Demek ki biitin a;; ler sifirdir; kiime lineer bagimsizdur.
(i) ve (ii)'den { F;;} kiimesi Hom (V,U) nun bir tabanidur. Eleman sayist m - n oldugundan
dimHom (V,U) =m-n

Coziimlii Ornekler

Ornek 7.2 (Doniisiimler Arasinda islemler). F : R? — R? ve G : R? — R? déniisiimleri
F(z,y,2) = 2z,y+2), Gz,y,2) = (z—2y)

bi¢iminde tamimlamiyor. F' 4+ G, 3F ve 2F — 5G déniisiimlerini bulunuz.

Coziim.
Her (z,y, z) € R3 icin degerleri dogrudan hesaplayalim.

(F+G)(z,y,2) = 2z, y+2)+ (z—2,9) = (3 — 2,2y + 2)
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(3F)(z,y,2z) =3 (2z,y + 2z) = (6z, 3y + 32)

(2F —5G)(z,y,2) =2(2z,y +2) — 5 (z — 2,¥)
= (4z, 2y + 2z) + (—5x + 5z, —5y)
= (—z + 52z, —3y + 22)

Ornek 7.3 (U¢ Déniisiimiin Lineer Bagimsizlig1). F,G, H € Hom (R3, R?) doniisiimleri

bi¢iminde tanimlaniyor. Bu {i¢ vektoriin R iizerinde lineer bagimsiz oldugunu gosteriniz.

Coziim.
a,b, c € R olmak tizere

aF +bG+cH =0

olsun; burada 0, R3’ten ]Rz’ye sifir lineer dontistimidir. Bu bir doéniisiim esitligi oldugundan, her
noktada saglanmalidir; uygun noktalar secelim.
(1,0, 0) noktasi.

(aF +bG + cH)(1,0,0)
= aF(1,0,0) + bG(1,0,0) + cH(1,0,0)
— a(1,1) + b2 1) +(0,1) = (a+2b,at b+ 0)
Bu (0,0)’a esit olmali:
a+2b=0 ve a+b+c=0 (1)
(0,1, 0) noktasi.
(aF +bG + cH)(0,1,0)
— aF(0,1,0) + bG(0,1,0) + cH(0,1,0)
=a(1,1) +b(0,1) + ¢(2,0) = (a + 2¢c,a + b)
Bu da (0, 0)’a esit olmali:
a+2c=0 ve a+b=0 (2)

(1)’in birinci denklemi ile (2)’nin ikinci denklemini birlikte alalim: a + 2b =0ve a + b = 0dan b =
0, dolayisiyla @ = 0 bulunur. (2)’nin birinci denkleminden ¢ = 0 ¢ikar.
Demek ki

aF+bG+cH=0<a=b=c=0

olup F', G, H vektorleri R iizerinde lineer bagimsizdir.
]

1 Not

Bu 6rnekte dim Hom (R3 R?) = 3 - 2 = 6’dir; buldugumuz ii¢ bagimsiz déniisiim, alt1 boyutlu bir
uzayin ¢ boyutlu bir alt uzayin gerer.
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Alistirma

Alistirma 7.1 (Doniisitm Uzay1 Uzerine).

1. T,F : V — W lineer dontisiimler olsun. T' 4+ F' déntisiimiiniin lineer oldugunu gosteriniz.

2. T:V — W lineer ve a € K olsun. aT dontisiimiiniin lineer oldugunu gésteriniz.
3. dim Hom (R* R3) ve dim Hom (R", R) boyutlarini bulunuz.

Coziim.
1.Her a,b € K ve v,w € V i¢in
(T + F)(av + bw) = T(av + bw) + F(av + bw)
=aT(v) + bT (w) + aF (v) + bF (w)

=a (T +F))+b(T(w)+F(w))

=a(T+F)(v)+b(T + F)(w)

oldugundan T' + F lineerdir.
2.Herb,c € K vev,w € V i¢in

(aT)(bv + cw) = aT(bv+ cw) =a (bT(v) +cT(w) )

=baT(v) + caT(w) =b(aT)(v) + ¢ (aT)(w)

oldugundan a7 lineerdir.
3. Boyut formiiliinden

dim Hom (R*R?) =4-3 =12

dimHom (R*,R)=n-1=n

Ikincisi, R™ {izerindeki lineer fonksiyonellerin uzaymm yine n boyutlu oldugunu séyler.
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8.1

8. Bileske ve Operatorler Cebri

Lineer dontisimler toplanip skalerle carpilabildigi gibi, uygun olduklar1 yerde birbirleriyle bilegske de
yapilabilir. Bir vekt6r uzayim kendi i¢ine gétiiren dontsiimler icin bu bileske her zaman tanimlidir ve
uzaya bir carpma islemi kazandirir. Ortaya cikan yapiya cebir denir.

Bileske

Teorem 8.1 (Bileske Lineerdir). V, U ve W, ayni bir K komutatif cismi iizerinde ii¢ vektor uzayy;, F :
V- UwveG :U — W iki lineer doniigiim olsun. Bu durumda bileske fonksiyon

GoF:V W, v (GoF)(v) =G (F(v))
bir lineer doniisiimdiir.

ispat.
Hera,b € K vev,w € V igin
(GoF)(av+bw) =G ( Fav+bw) ) =G (aF(v) +bF(w) )
=aG (F(v) )+bG (F(w))
=a(GoF)(v) +b(Go F)(w)

Ik satirda F ’nin, ikinci satirda G 'nin lineerligi kullanilds.
| ]

Teorem 8.2 (Bileskenin Islemlerle Uyumu). V, U, W ii¢ vektor uzayy, F,F’ : V — U ve G,G’ :
U — W lineer doniisiimler ve k € K olsun. Bu durumda

i. Go(F+F')=GoF+GoF'
ii. (G+G)oF=GoF+G oF
iii. k(GoF) = (kG)oF =Go (kF)
ispat.
Biitiin esitlikler doniisiim esitligi oldugundan her v € V icin degerleri karsilastirmak yeterlidir.
)
(GO(F—i-F’) ) (v)zG((F+F’)( ))
~G (R
=G (F@))+G(F))
=(Go F)( )+ (G F')(v)
:(G0F+G<>F’ ) (v)

G'nin lineerligi, G ( F(v) + F’(v) ) degerini iki terime ayirirken kullanilds.
(ii)
((G+G)eF) (v ) (G+G) (F(v))
G(F))+6 (FW))
= (G F)(v) + (G F)(v)
=(GoF+G oF) (v)

(iii) Once birinci esitlik:
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Sonra ikincisi; burada G ’nin lineerligi kullanilir:

(k(GoF)) (v) =kG (F(v) ) =G (kF(v))

Lineer Operatorler

Tanim 8.1 (Lineer Operator). V, bir K komutatif cismi tizerinde bir vektor uzay: olsun. V’yi kendi
icine goturen bir

T:V->V

lineer doniisiimiine V iizerinde bir lineer operator denir. V’den V’ye tanimlanmis tiim lineer donii-
stimlerin olusturdugu vektér uzayi, yani Hom (V,V),

A(V) :=Hom (V,V)

ile gosterilir.

Déniigtimlerin uzay1 boliimiindeki iki teoremden hemen sunlar ¢ikar: A(V'), K iizerinde bir vektér
uzayidir ve V' n boyutlu ise

dimA(V)=n-n=n?
Ayrica A(V)’nin iki elemaninin bileskesi yine A(V')’dedir. Bu, A(V) lizerinde bir ¢carpma islemi verir:
ST :=ST € A(V) (S, T € A(V))

Cebir Yapisi

Tanim 8.2 (Cebir). A, bir K komutatif cismi tizerinde bir vektor uzay: ve A’da bir “-” (carpma) iglemi
tanimlannus olsun. Eger her ', G, H € A ve her k € K i¢in

i. F(G+H)=FG+FH
ii. (G+H)F=GF+HF
iii. k(GF) = (kG)F = G(kF)

saglaniyorsa A’ya K iizerinde bir cebir denir.

Tanim 8.3 (Asosyatif Cebir). K iizerinde bir .4 cebri, ayrica her F',G, H € A igin
(FG)H = F(GH)

kosulunu da saghyorsa A’ya bir asosyatif cebir denir.

Teorem 8.3 (A(V) Bir Asosyatif Cebirdir). V, K iizerinde bir vektor uzayi olsun. A(V), ST = SoT
carpma islemine gore K iizerinde bir asosyatif cebirdir. A(V')’ye V iizerindeki lineer operatérler cebri
denir.

ispat.

Cebir taniminin ii¢ kosulu, bileskenin islemlerle uyumunu veren teoremin ii¢c maddesinin ta kendisidir.
Geriye asosyatiflik kaliyor. F, G, H € A(V) olsun; F',G,H : V' — V birer lineer doniisiimdiir ve dola-
yisiyla (F o G) o H ile F o (G o H) de V’denV ’ye lineer doniisiimlerdir. Her v € V igin
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8.3 Cebir Yapisi 49

((FG)H ) (v) = ((FoG)oH ) (v)=(FoG) (H(v)):F(G(H(v) ))
(F(GH) ) (v)=(Fo(GoH)) (v)=F( (GoH)(v)):F(G(H(v) ))
Iki sag taraf ayni oldugundan herv € V icin degerler esittir, yani
(FG)H = F(GH)

Oyleyse A(V') bir asosyatif cebirdir.
|

Carpim komutatif degildir

A(V) bir cebirdir ama komutatif bir cebir degildir: genel olarak ST # T'S’dir. Dahas1 ¢arpimun sifir
bélenleri de vardir — T'S = 0 iken ST # 0 olabilir. Agagidaki 6rnekler her ikisini de gésteriyor.

8.4 Birim, Kuvvetler ve Polinomlar

V iizerindeki identik lineer dontisiim

I1:V->V, Vv

A(V)’nin elemanidir ve her T € A(V) igin
TI=IT=T

saglanir; yani I, carpmanin birim elemanidir.
Bir T lineer operatoriiniin kuvvetleri soyle tanimlanir:

T =T, T:=TT=ToT, T3=ToT-T,

)
genel olarak n bir pozitif tam say1 olmak iizere

T =T oT o.-0T
————————
n tane

Tanim 8.4 (Operator Polinomu). p(z), K tizerinde herhangi bir polinom olsun:
p(z) = ag + a,z + ayz® + - + a,z", neZ*U{0},a, € K
Bu durumda V tizerindeki p(7T') lineer operatorii
p(T) == agl + a;T + a,T? + -+ +a,T"
olarak tanimlanr.
Tanim 8.5 (Polinomun Kokii). 7', V iizerinde bir lineer operator ve p(z), K tizerinde bir polinom

olsun. Eger p(T") = 0 ise T’ye p(z) polinomunun bir kokii (sifir1) denir; buradaki 0, V' tizerindeki sifir
operatoridiir.

1 Not

Sabit terimin a, degil ayl olarak yazildigina dikkat edin: ay bir skaler, p(T) ise bir operatordiir.
Skaleri operatore ¢eviren sey birim operatordiir.
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8.5 Coziimlii Ornekler

Ornek 8.1 (Bir Polinomun Kékii Olan Operatér). 7T : R?® — R? operatorii T(z,y, z) = (0, z, y)
biciminde tanimlaniyor. T + I ve T operatérlerini bulunuz.

Coziim.
Her (a, b, c) € R3 igin

(T + I)(a,b,¢) = T(a,b,c) + I(a,b,)
=(0,a,b) + (a,b,¢) = (a,a+ b, b+ ¢)

Kuvvetleri sirayla hesaplayalim:
T*(a,b,¢) =T ( T(a,b,¢) ) = T(0,a,b) = (0,0,a)
T3(a,b,c) =T ( T?(a,b,c) )=1T(0,0,a) = (0,0,0)
Demek ki T3, her vektorii sifira gotiiren operatordiir:
T3 =0

Baska bir ifadeyle 7', p(z) = 2 polinomunun bir kokiidiir.
]

Ornek 8.2 (Carpimin Komutatif Olmayis1). R? iizerinde S(z,y) = (y, ) ve T'(x,y) = (0, z) lineer
operatérleri veriliyor. S + T, 2S — 3T, ST, T'S, S? ve T? operatérlerini bulunuz.

Coziim.
Her (z,y) € R? icin:

(S+T)(z,y) = (y,x) + (0,2) = (y, 2x)
(28 = 3T)(z,y) = 2(y, ) — 3(0,2) = (2y, —7)
(ST)(z,y) =S (T(z,y) )= 5(0,z) = (z,0)
(TS)(@,y) =T (S(z,y) ) =T(y,z) = (0,9)
Goriildiigii gibi ST # TS dir.
S*(z,y) =8 (S(z,y) )=S(y,z) = (x,y) = S*=1I

T*(z,y) =T ( T(z,y) ) = T(0,2) = (0,0) = T?=0

Ornek 8.3 (Operator Carpiminda Sifir Bolenler). R? iizerinde S(z,y) = (0, ) ve T'(z,y) = (z,0)
operatérleri veriliyor. TS = 0 oldugunu, buna karsilik ST = 0 oldugunu ve 72 = T oldugunu gésteriniz.

Coziim.
Her (z,y) € R? i¢in

(TS)(z,y) =T (S(z,y) ) =T(0,z) = (0,0)

oldugundan T'S = 0’dir; burada 0, R? {izerindeki sifir operatoridiir.
Ote yandan

(ST)(z,5) = 8 (T(@y) ) = 5(2,0) = (0,2)

olup z # 0 i¢in (0, x) # (0, 0) olacagindan ST +# 0’dur.
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Son olarak
T*(z,y) =T (T(z,y) ) = T(z,0) = (2,0) = T(z,y)

oldugundan T? = T dir.
|

© Ne 6grendik?

Iki sifirdan farkli operatdriin carpimu sifir olabiliyor (7°S = 0), iistelik ¢arpanlarin siras1 degisince
sonug degisebiliyor (ST # 0). A(V), sayilarla ¢alismaya aligkin sezginin gegerli olmadig bir cebirdir;
buna karsilik kare matrislerin cebri de tam olarak boyledir. Bu benzerlik tesadiif degil — matris
gosterimi boliimiinde ikisinin ayn1 yapi oldugunu gorecegiz.

Alistirma

Alistirma 8.1 (Operator Cebri Uzerine).

1. F:R® 5 R2 F(x,y,2) = 22,y + 2) ve G : R? = R?, G(x,y) = (y,z) olsun. G o F doniisiimiinii
bulunuz; F' o G tanimh midir?

2. T:R? - R?, T(z,y) = (0, ) olsun. T"nin kékii oldugu bir polinom bulunuz.

3. 8,T € A(V) olsun. (S +T)% = 5%+ ST + TS + T? oldugunu gosteriniz. Bu ifade neden S? +
25T + T? degildir?

Cozim.
1. G o F : R?® — R? tamimlidir ve her (z,y, 2) € R? icin

(GoF)(2,y,2) = G ( F(z,y,2) ) = G(2a,y + 2) = (y + 2, 2a)

F o G ise taniml degildir: G'nin goriinti kiimesi R2, F’nin tanim kiimesi ise R3’tiir, dolayisiyla F
bir G(z,y) degerine uygulanamaz.
2. Her (z,y) € R? i¢in

T*(z,y) = T(0,z) = (0,0)

oldugundan T2 = 0’dir. Demek ki T', p(x) = 22 polinomunun bir kékiidiir.
3. Cebir aksiyomlarindaki dagilma 6zelliklerini kullanalim:

(S+T)2=(S+T)(S+T)

=S(S+T)+T(S+T) (sagdan dagilma)

=SS+ ST+TS+TT (soldan dagilma)

=582+ ST+TS+T?
Ortadaki iki terimi 25T olarak birlestirebilmek icin ST = TS olmasi gerekirdi; oysa operator
carpumu genel olarak komutatif degildir. Yukaridaki 6rnekte S(z,y) = (y, z) ve T'(z,y) = (0, z) i¢in
ST(z,y) = (z,0) iken T'S(z,y) = (0,y) bulmustuk; bu iki operatér esit olmadigindan agilim dért
terimli kalir.
|
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9.1

9.2

9. Tersinir Operatorler

Bir lineer operatoriin tersinin olmasi, uyguladigi déniigiimiin geri alinabilmesi demektir. Sonlu boyutlu
uzaylarda bunun tek bir engeli vardir: sifirdan farkli bir vektori sifira ezmek. Bu bolim o engelin
gercekten tek engel oldugunu gosteriyor.

Tanim

Tanim 9.1 (Tersinir Operator). T : V — V bir lineer operator, yani T € A(V) olsun. Eger
TT'=T'T=1

olacak sekilde bir T—! € A(V) varsa, T~ ! lineer operatériine 7" nin tersi denir. Tersi olan bir T' € A(V)
operatoriine de tersinir operator denir.

Tersinirlik Olciitii

Teorem 9.1 (Tersinirlik Ol¢iitii). V, bir K komutatif cismi iizerinde sonlu boyutlu bir vektor uzay: ve
T € A(V) olsun. Bu durumda T ’nin tersinir olmas i¢in gerek ve yeter kosul T 'nin singiiler olmamasidir.

ispat.
Gereklik. T tersinir olsun. Bir fonksiyonun tersinin olmast icin gerek ve yeter kosul bire bir ve orten
olmasidir; ozel olarak T bire birdir. Singiiler olmama olgiitii geregi Ker T = {0y}, yani T singiiler
degildir.
Yeterlik. T singiiler olmasin. O halde Ker T = {0y, } 'dir ve T bire birdir. V' sonlu boyutlu oldugundan
boyut teoremi uygulanabilir:

dimV = dim(Ker T') + dim(Im T') = 0 + dim(Im 7') = dim(Im T)
Im T, V'’nin bir alt uzayidir ve boyutu V ’nin boyutuna esittir; dolayisiyla

ImT=V

yani T ortendir. T' hem bire bir hem orten oldugundan tersi vardir; ters fonksiyonun da lineer oldugunu
daha énce gormiistiik, yani Tt € A(V') dir.
]

Teorem 9.2 (Sonlu Boyutta U¢ Denk Kosul). V sonlu boyutlu ve T € A(V) olsun. Asagidaki ii¢ kosul
birbirine denktir:

i. T tersinirdir;
ii. T bire birdir;
iii. T ortendir.
ispat.
(i) & (ii). Tersinirlik olgiiti geregi
T tersinirdir < T singiiler degildir
< Ker T ={0y} < T bire birdir

Son denklik singiiler olmama ol¢iitiidiir.
(i) & (iii). Boyut teoreminden
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dimV = dim(Ker T') + dim(Im T') (%)
Im T, V 'nin bir alt uzay: oldugundan
T ortendir < Im T =V < dim(Im T) = dim V'

(%) geregi bu son esitlik dim(Ker T') = 0, yaniKer T = {0y, } ile denktir. O da T ’nin singiiler olmamasu,
dolayisiyla tersinir olmasidur.
]

Sonlu boyut sart1 vazgecilmezdir

Bu denkliklerin hepsi V’nin sonlu boyutlu olmasina dayanir. Sonsuz boyutlu uzaylarda bire bir
olup 6rten olmayan operatorler vardir; ornegin biitiin reel dizilerin uzaymda (aq,a,,as,...) —
(0,aq,a,, ...) kaydirma operatdrii bire birdir ama érten degildir.

Ters Operatoriin Hesabi

Ters operatorii bulmak bir denklem sistemi ¢ozmektir: T'(v) = w esitliginde v’yi w cinsinden yazmak
yeterlidir.

Ornek 9.1 (Diizlemde Bir Ters Operatér). T : R? — R? operatorii T'(x,y) = (y, 2 — y) biciminde
tanimlantyor. 7" nin tersinir oldugunu gosteriniz ve 7~1’i bulunuz.

Coziim.
Tersinirlik. T'(z, y) = (0, 0) kosulu

y=20 ve 2z —y=0
verir; buradan y = 0 ve £ = 0 bulunur. Demek ki
Ker T = {(0,0)} = {Og=}

olup T singiiler degildir; tersinirlik 6l¢iitii geregi T nin tersi vardir.
Tersin hesab1. (z,y) € R? olmak iizere

T(z,y) = (s,t) & T7'(s,t) = (z,y)
oldugundan T'(z,y) = (s, t) esitliini ¢6zelim:
(y,22—y)=(s,t) = y=s, 2z—y=t

Ikinci denklemde y = s yerine konursa 2z = s + ¢, yani

T =55+ 5t y=s
Oyleyse
—1. 2 2 11
T :R* - R?, (s,t)l—><§s+§t,s>
|

Ornek 9.2 (Uzayda Bir Ters Operator). T : R® — R? operatorii
T(xayv Z) = (21"7 dr — Y, 2z + 3y - Z)

biciminde tanimlaniyor. 7’nin tersinir oldugunu gésteriniz ve 7-1’i bulunuz.
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Cozim.
Tersinirlik. T'(z, y, z) = (0,0, 0) kosulu

2z =0, dr —y =0, 20 +3y—2z=0

homojen sistemini verir. Birinci denklemden z = 0, ikinciden y = 4z = 0, tiglinctiiden z = 2z + 3y =
0 bulunur; sistemin tek ¢6ziimu sifir ¢6ziimiidiir. Demek ki

Ker T = {(0,0,0)} = {0gs}

olup T singiiler degildir ve tersi vardir.
Tersin hesab1. T'(z,y, z) = (r, s, t) esitligini ¢ozelim:

2 =, dxr —y = s, 2c+3y—z=1

Ug bilinmeyenli ve ii¢c denklemli bu sistemin tek ¢dziimii vardir. Sirayla:

T = y=4r—s=2r—s

57
z2=22+43y—t=r+32r—s)—t=Tr—3s—t
Oyleyse

T7':R3 = R3, (r,s,t)|—>< , 2r — s, 77'—33715)

N3

Kare Denklem Sistemleri

Tersinir operatorler, denklem sayisi bilinmeyen sayisina esit olan sistemleri tek bir soruya indirger.

Teorem 9.3 (Kare Sistemlerin Coziim Sayis1). K komutatif bir cisim olmak iizere, n lineer denklemli
ve n bilinmeyenli

ayj 1Ty + a19%5 + - + 0y, 2, = by

(%)

ap1%1 + Apoy + et ALy = bn
sistemini ele alalim. Bu durumda:

i. (%) ile ilgili homojen sistemin yalniz sifir ¢oziimii varsa, (x) in tek ¢ozitmii vardir.
ii. Homojen sistemin sifirdan farkli bir ¢oziimii varsa, (x)'in ya ¢éziimii yoktur ya da birden fazla
¢ozuumit vardir.

Ispat.
Sistemi AX = B matris denklemi olarak yazalim; A = (a;;) artik n. mertebeden bir kare matristir. Bu
matrisin belirledigi

T:K"— K", v A-v

lineer operatoriinii alalim.
(i) AX = O homojen sisteminin yalniz sifir ¢6ziimii olsun. Bu, ¢bziim uzayinin

W={XeK":T(X)=AX=0}=Ker T = {0}

olmasi demektir; yani T singiiler degildir. Tersinirlik olgiitii geregi T 'nin tersi vardir, dolayisiyla T' bire
bir ve ortendir. O halde her B € K" igin

T(X)=AX =B

olacak bigimde bir ve yalniz bir X € K™ vardwr; (%) in tek ¢oziimii vardir.
(ii) AX = O homojen sisteminin sifirdan farkl bir ¢oziimii olsun. Bu durumda
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Ker T # {0k}

olup T singiilerdir ve bire bir degildir. Tersinirlik élciitii geregi T ’nin tersi yoktur, dolayisiyla T érten de
degildir. Iki durum miimkiindiir:

e YaT(X) = AX = B olacak hi¢bir X € K™ yoktur; bu durumda () in ¢oziimii yoktur.
* Ya da béyle bir X vardir. Bu durumda, AX, = O olan sifirdan farkh bir X, alinirsa

A(X + X,) = AX+ AX,=B+0=B

oldugundan X + X, # X de bir ¢éziimdiir; yani (%) in birden fazla ¢oziimii vardir.
|

© Pratikte ne ise yarar?

Kare bir sistemde sabitler matrisi B ne olursa olsun ¢oziim sayisim belirleyen tek sey, katsayilar
matrisidir. Homojen sistemi bir kez ¢6zmek, o katsay:1 tablosuyla kurulabilecek biitiin sistemler
hakkinda bilgi verir. Bu, regiilerlik dl¢iitiiyle de ortiigiir: A’nin regiiler olmasi, homojen sistemin
yalniz sifir ¢oziimii olmasiyla aymi seydir.

Alistirma

Alistirma 9.1 (Tersinir Operatérler Uzerine).

1. V sonlu boyutlu ve S, T € A(V) tersinir olsun. ST nin de tersinir oldugunu ve (S7)~! = 7151
oldugunu gosteriniz.

2. T:R? - R?, T(z,y) = (z + vy, 22 + 2y) operatdriiniin tersinir olup olmadigini belirleyiniz.

3. T € A(V)veT? =0,T # 0 olsun. T"nin tersinir olmadigin1 gésteriniz.

Cozim.
1. S ve T tersinir oldugundan S~1, 7! € A(V) vardir. T-1S~! elemanmin ST nin tersi oldugunu
dogrudan ¢arparak gorelim; asosyatiflik serbestce kullanilabilir:

(ST) ( T-18-1 )=5( TT7! ) S1=8181=88"1=1]

( T-15-1 ) (ST) = T-1 ( S-1s )T = TIT=TT=1

Demek ki ST tersinirdir ve (ST)~! = 715~ "dir.
2.T(z,y) = (0,0) kosulu

z+y=0 ve 2¢4+2y=0

verir. Tkinci denklem birincinin iki kat1 oldugundan sistem tek bir denkleme, = + y = 0’a indirgenir.
Bu denklemin (1, —1) gibi sifirdan farkli ¢oziimleri vardir:

T(1,-1)=(0,0) = (1,-1)eKerT

Demek ki Ker T # {(0,0)}’dir; T singiilerdir ve tersinir degildir.
3. T tersinir olsaydi, 72 = 0 esitligini soldan 7~ ile carparak

T’l(TT):T*O:O = (T’lT)Tzo = IT=T=0

elde ederdik. Bu, T # 0 varsayimiyla celisir. Oyleyse T tersinir degildir.
|
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10.1

10.2

10. Bir Operatoriun Matrisi

Sonlu boyutlu bir uzayda bir taban se¢mek, her vektorii bir say: dizisiyle temsil etmek demekti. Aynm
secim, o uzay tzerindeki her lineer operatorii de bir kare matrisle temsil etmemizi saglar. Bu béliimde bu
temsili kuruyor ve operatoriin bir vektore uygulanmasinin, matrisin koordinat vektoriiyle ¢carpilmasina
karsilik geldigini gosteriyoruz.

Koordinat Vektoriinii Hatirlayalim
V, K tzerinde bir vektér uzayy; e = {eq, ..., €, } bir tabani ve v € V olsun. v’yi
v=a;e; +-+aye, (a; € K)

olarak tek tiirlii yazabiliyorduk. Bu béliimde koordinatlar: siittun matris olarak yazacagiz:

Matris Gosterimi

Tanim 10.1 (Bir Lineer Operatoriin Matris Gosterimi). V, bir K komutatif cismi tizerinde
sonlu boyutlu bir vektdér uzayi; e = {ey,...,e,} bir tabam ve T € A(V) bir lineer operatér olsun.
T(ey),.-,T(e,) € V vektorlerini, a,; € K olmak iizere

T(eq) = aqieq +ajpey + -+ ague,
T'(ey) = agyeq + aggey + -+ + ag,e,
T(en) = 0,161 + Ap,2€0 + et A €y

bi¢iminde tek tiirlii yazabiliriz. Bu durumda

1 Qg1 " Gpy

a a cee a
— 12 22 n2
[T]e ‘_ : :
A1 Qo " Qpp

(n7n>

K-matrisine, V' tizerindeki T lineer operatériiniin e tabanina gére matris gosterimi, kisaca T"’nin e
tabanindaki matrisi denir.

© Kurali akilda tutmanin yolu

Yukaridaki katsayi tablosunun devrigi aliniyor. Pratikte tek bir ciimle yeter:

[T, nin j. situnu, T'(e;) vektériniin e tabanindaki koordinatlaridir.

Yani [T'],’nin stitunlan sirayla [T'(e;)]., [T'(e3)]e, ---, [T'(€,,)] dir.
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1 Not

Bundan sonraki 6rneklerde e harfini standart taban icin, f harfini standart olmayan tabanlar igin
kullanacagiz. Tanimdaki e ise herhangi bir tabani gésteren genel simgedir.

Ornek 10.1 (Bir Matris Gosteriminin Hesab1). T : R? — R? operatorii T'(z,y) = (4o — 2y, 27 +
y) biciminde tanimlaniyor. f; = (1,1), f, = (—1,0) olmak iizere f = {f}, f} tabanina gére [T],’yi
bulunuz.

Coziim.
Once f’nin gergekten bir taban oldugunu gérelim: f; ile f, lineer bagimsizdir ve R? iki boyutlu

oldugundan lineer bagimsiz iki vektor bir taban olusturur.
Simdi taban vektorlerinin goriintiilerini yine f cinsinden yazalim:

T(fi)=T(1,1)=(4—-2,24+1)=(2,3)
(2,3) =z(1,1) + y(—1,0) = (z — y, ) denkleminden z = 3 ve x — y = 2, yani y = 1 bulunur:
T(f1) =3(L1)+1-(=1,0)=3f, + [,
Benzer bicimde
T(fy) =T(=1,0) = (—4,-2)
ve (—4,—2) = z(1,1) + y(—1,0) denkleminden z = —2, z — y = —4, yaniy = 2:
T(fy) = —=2(1,1) +2(=1,0) = =2f, + 2f,

7y = (? _22)

Sutunlar: bu koordinatlardan kurarak

Standart Tabanda: Matrisin Kendisi

Ornek 10.2 (Matris Doniisiimiiniin Standart Tabandaki Matrisi). K komutatif bir cisim, A = (a;;)
n. mertebeden bir kare K-matris ve

T: K" — K", v A-v
lineer operatorii olsun. K™’in standart tabani e = {e, ..., e,, } olmak tizere [T], = A oldugunu gdsteriniz.
Coziim.

K™in elemanlarimi siitun matris olarak diisiiniiyoruz; e;, 4. bileseni 1, digerleri O olan siitun
matristir. A - e; ¢carpimi A’nin 4. siitununu verir:

T(e))=A-e;=| 7' | =aye; +age,+-+aye,

Demek ki T'(e; ) nin standart tabandaki koordinatlar1 A’nin 4. siitunudur. [T'],’nin 7. sittunu tam olarak
bu koordinatlardan kurulduguna gére
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10.3 Standart Tabanda: Matrisin Kendisi
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1 Not

Bu, gosterimin tutarli oldugunu séyler: bir matrisin belirledigi operatériin standart tabandaki matrisi
yine o matristir. Bagka bir taban secildiginde ise farkli bir matris ¢ikar — taban degistirme boliimiinde

ikisinin nasil baglandigini gorecegiz.

Temel Teorem

her v €V igin [T]e - [v]le = [ T(v)].

Ispat.
1 =1,...,n icgin

n
T(e;) = aje; +apeq + -+ aje, = E :aijej
Jj=1

olsun; tanim geregi [T, (a;;) tablosunun devrigidir.
v e Vvek;, € K olmak iizere

v = klel + k262 + -+ knen = Z kiei
=1

olsun; o halde [v], = (ky, ko, ..., k,,)t 'dir. T lineer oldugundan

T (Z k.e; ) = Zn;kiT(ei) = lﬁ;ki (Jzi; a;;€; )

=1 =
n

3

T(v)

J

<

Oyleyse T'(v) 'nin e tabanina gére koordinat vektorii

apky +agiky +-+ a1k,

@19k, + agoky + -+ a0k,
[T()], = 1251 T G22F 2

alnkl + a2nk2 + ot a’nnkn (n,1)

Ote yandan matris carpimini yapalim:

ay; Q21 = Qpy ky

A1y Aoy ** Q k

_ 12 Q22 n2 2

[T]e ’ [v]e - . . .
A1y Qop = App kn

ajiky + ag ks + -+ a1k,
aioky + agoky + -+ a0k,

alnkl + a2nk2 +oe annkn

Iki siitun matris ayni oldugundan

Acik Matematik - acik-matematik.com 59

n n
( a;;k; ) e; = Z( ayjky + agiky + -+ a, ik, )ej
=1 Vi=1 =1

Matris gosterimi bir isimlendirme degil, bir hesap aracidir: operatorii uygulamak, matrisle ¢arpmaya
dontgir.
Teorem 10.1 (Operatoriin Uygulanmasi Matrisle Carpimdir). V sonlu boyutlu, e = {e;, ..., €, } bir
tabanive T € A(V) olsun. Bu durumda
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60 Boliim 10. Bir Operatoriin Matrisi

Ornek 10.3 (Teoremin Sayisal Dogrulamasi). T : R? — R2, T'(z,y) = (42 — 2y, 2z + y) ve f, =
(1,1), fo = (—1,0) olsun. v = (5, 7) i¢in teoremi dogrulayiniz.

Cozim.

Koordinat vektérleri. v’yi f cinsinden yazalim: (5,7) = z(1,1) + y(—1,0) = (z — y, z)’ten z = 7,
y = 2 bulunur:

7
v=GD=The2s = = ()
T'(v)’yi hesaplayip onu da f cinsinden yazalim:
T(w)=T(5,7) =(20—14,10+7) = (6,17)

(6,17) =x(1,1) + y(—1,0)dan z = 17, y = 11:

T)=17fi+11f; = [T@)];= GI)

Carpim. [T]; = (? ;2> oldugunu yukarida hesaplamigtik:

= (0 2)(0) - (50 - (2) - 7o

10.5 Coziimlii Ornekler

Ornek 10.4 (Standart Tabanda Matris Gosterimleri). e; = (1,0), e, = (0, 1) olmak iizere R? iize-
rinde asagidaki operatérlerin e = {e;, e, } tabanina gére matris gosterimlerini bulunuz.

il. T(z,y) = (3z — 4y, z + 5y)

Cozim.
)
T(e;) =T(1,0) = (0,3) =0e; + 3¢,
T(ey) =T(0,1) = (2,-1) =2¢; — ey
0 2
m.=(3 %)
(i)

T(e;) =T(1,0) =(3,1) =3e; + €4

T(ey) =T(0,1) = (—4,5) = —4de; + 5e,

3 —4
[T] e <1 5 )
Her iki durumda da matris, operatdriin katsayi tablosunun kendisidir; standart tabanda bu hep boyledir.
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Ornek 10.5 (Standart Olmayan Bir Tabanda). f; = (1,3), f, = (2,5) olmak iizere f = {f}, fo},
R?’nin bir tabanidir. Yukaridaki iki operatoriin f tabanina gére matris gosterimlerini bulunuz.

Cozim.
Her iki sikta da (a, b)’yi f cinsinden yazmamiz gerekecek:

(a,b) = z(1,3) + y(2,5) = (z + 2y, 3z + 5y)
= z+4+2y=a,3x+5y=0>
Birinci denklemi 3 ile carpip ikinciden ¢ikaralim: y = 3a — b, buradan ¢ = a — 2y = 2b — 5a. Yani
(a,b) = (20 —5a) f, + (3a —b) fy (%)
0) T (z,y) = (2y, 3z — y).
T(f) =T(1,3) = (6,0)
(x)’daa =6,b=0:katsayllar2-0—5-6 = —30ve3-6 — 0= 18, yani T'(f;) = —30f; + 18f,.
T(fy) =T(2,5) = (10,1)
(x)’daa = 10, b = 1: katsayilar 2 — 50 = —48 ve 30 — 1 = 29, yani T'(f,) = —48f; + 29f,.
15 = <_1?§0 3§8>
(ii) T (z,y) = (3¢ — 4y,  + 5y).
T(f,) =T(1,3)=(3—12,1415) = (-9, 16)
(%): katsayilar 32 + 45 = 77 ve —27 — 16 = —43, yani T(f,) = 77f, — 43f,.
T(f,) = T(2,5) = (6 — 20,2 + 25) = (—14, 27)

(*): katsayilar 54 + 70 = 124 ve —42 — 27 = —69, yani T'(f,) = 124f, — 69 f,.

- (7, 2

Matris tabana baglidir

Ayni operatoriin iki farkli tabandaki matrisleri bambagka goriinebilir — yukaridaki T'(z,y) =

(2y, 3z — y) operatorii standart tabanda (g 31), f tabaninda ise 30 - matrisiyle temsil edili-

4
18 29
yor. Matris gosterimini yazarken alt indiste hangi tabanin kullanildigini belirtmek bu yiizden sart.

Iki Uzay Arasinda: Dikdortgen Matris Gosterimi

Simdiye kadar bir uzay1 kendi icine gétiiren operatorleri ele aldik; bu durumda tek bir taban se¢mek
yetiyordu. T : V' — U gibi iki farkl1 uzay arasindaki bir déniisiim icin ise iki taban segilir: biri V’de,
biri U’da.

Tanim 10.2 (ki Tabana Gore Matris Gosterimi). V ve U, K iizerinde sirasiyla m ve n boyutlu iki
vektor uzayi; B = {vy,...,v,,} V'nin, C = {u,...,u, } ise U’'nun bir tabani ve T : V' — U lineer bir
dénitisiim olsun. j. situnu [ T'(v;)] olan

Tle.s = ([ T]e | [T]o || [ T@w]e)nm
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K -matrisine, T’nin B ve C tabanlaria gore matris gosterimi denir.

1 Not

Boyutlara dikkat: [T], p matrisi (n,m) tipindedir — satir sayis1 varis uzayinn, siitun sayisi ¢ikis

uzaymin boyutudur. V' = U ve B = C = e alnwrsa [T, , = [T], olur ve 6nceki tanima doniiliir.

Temel teoremin karsilig1 aynen gecerlidir; ispat1 da operatér durumundakiyle s6zctigii sozciigiine aynidir:
her v €V igin [Tle,s - vl =[TW)]c
Ornek 10.6 (Bir Dikdortgen Matris Gosterimi). 7 : R® — R? doniisiimii
T(x,y,2) = (x4 2y — 2,3z —y)

biciminde tanimlaniyor. B, R*’iin standart tabani ve C' = {u;,uy} ile u; = (1,0), uy = (1,1) olmak
tizere [T']; p matrisini bulunuz ve v = (1, 1, 1) icin temel esitligi dogrulayniz.

Coziim.

Siitunlar. Once R?’de C tabanina gore koordinat almay1 hazirlayalm: (p,q) = a(1,0) +b(1,1) =
(a 4+ b,b) oldugundan b = g ve a = p — ¢’dur.

T(1,0,0)=(1,3) = b=3a=1—3=-2
= [T(1,0,0)]c = (-2,3)*
T(0,1,0)=(2,—1) = b=—l,a=2+1=3
= [T(0,1,0)]c = (3, —1)*

T(0,0,1) = (—1,0) = b=0,a=—1
= [T(0,0,1)]¢ = (-1,0)"

Bu ti¢ siitunu yan yana koyalim:

-2 3 —1
[T]C,B - ( 3 -1 0 )
(2,3)

Dogrulama. v = (1,1, 1) i¢in B standart taban oldugundan [v] 5 = (1,1, 1)%dir:

[Tle g [vlg = <_32 _31 _01) i = (_:’,2—+13+_01> - (g)

Ote yandan 7'(1,1,1) = (1+2—1,3 — 1) = (2, 2) olup bunun C koordinatlarib=2,a =2 —2 =
0, yani (0, 2)*dir:
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© Taban degisirse

Burada kullanilan gecis matrisi kavrami taban degistirme bolimiinde tanimlanacak, asagidaki
formiil de iki uzay arasinda matris gosterimi bolimiinde ispatlanacak; simdilik sonucu ileriye doniik
bir not olarak kaydediyoruz. V’de B’den B’’ne gecis matrisi P, U’da C’den C"’ne gecis matrisi Q
olmak tizere

Ter g = Q- Tles- P

Operatér durumunda V = U, B = C ve B’ = C’ oldugundan @ = P c¢ikar ve bu formiil tanidik
[T]; = P~'[T], P benzerlik bagitisma indirgenir.

1 Not

Déniistimlerin uzay bélimiinde dim Hom (V,U) = m - n oldugunu ispatlarken kurdugumuz F;
doénusiimleri, bu gésterimde tam olarak tek bir girdisi 1, kalan1 0 olan matrislere karsilik gelir.
Boyut sayiminin neden m - n ¢ikti1 bdylece somutlasir: (n, m) tipinde bir matrisin m - n tane girdisi
vardir.

10.7 Alistirma

Aligtirma 10.1 (Matris Gosterimi Hesaplari).
1. R3 iizerinde bir T operatorii sdyle tanimlansin:
T(z,y,2) = (a1 + a9y + a3z, by + byy + b3z, 1@ + coy + c52)
Bu operatoriin standart tabandaki matrisini bulunuz.
2. Standart tabani kullanarak asagidaki operatorlerin matrislerini yaziniz:

a. T(z,y,2) = (22 — 3y +4z, 52 —y+ 2z, 42+ Ty)

3. R? iizerinde T'(z,y,2) = (2y + z,x — 4y, 3z) ve f; = (1,1,1), f, = (1,1,0), f3 = (1,0,0) olsun.
[T'] ; matrisini bulunuz ve v = (a, b, ¢) icin [T} - [v]; = [T'(v)]; esitligini dogrulayiniz.

Coziim.
1. Standart taban vektorlerinin gériintiileri:

T(e;) =T(1,0,0) = (aq,by,¢;) = ajey +breg +creg
T(ey) =T(0,1,0) = (as, by, c0) = azey + byeg + coeg
T(e3) =T(0,0,1) = (as, b3, c3) = azey + byey + ceg

Siitunlari bu koordinatlardan kurunca

Gy Gy ag
(T]e = | b1 by bs
€1 G2 C3
yani katsay1 tablosunun kendisi ¢ikar.
2. Birinci siktan dogrudan okunur:
2 314 0 21
a. [T],=1]5-12 b. T]l,=1]1-40
4 0 300
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64 Boliim 10. Bir Operatoriin Matrisi

3. Once (a, b, c)’nin f tabanindaki koordinatlarini bulalim:
(a,b,¢) =x(1,1,1) +y(1,1,0) + 2(1,0,0) = (z+y+ 2,z + y, z)
Buradanz =c,z +y=byaniy=b—c,vex+y+z=ayaniz=a—b:
(a,b,c)=cfi+(b—c)fy+(a—0b)fs (x %)

Simdi taban vektorlerinin goriintiilerini yazalim:

T(f,)=T7T(1,1,1)=(2+1,1—-4,3) =(3,-3,3)
(x%x):c=3b—c=—3—-3=—6,a—b=3—(—3)=6,yani T(f;) =3f, —6f,+6f5.

T(f,) =T(1,1,0) = (2,-3,3) = T(f2) =3fi —6f2+5f;
T(f3) =T(1,0,0)=(0,1,3) = T(f3) =3f/i—2f2—f3

Stitunlar: kurarak

3 3 3
6 5 —1

Dogrulama. v = (a, b, ¢) i¢in (x %) geregi [v]; = (¢, b — ¢, a — b)"’dir. Ote yandan
T(v) = (2b+c¢,a —4b, 3a)

olup (x ) bu vektore uygulanirsa katsayilar sirayla 3a, (a — 4b) — 3a = —2a — 4bve (2b+¢) — (a —
4b) = —a + 6b + ¢ cikar:

3a
[TW)];=| —2a—4b
—a+6b+c
Carpimi yapalim:
3 3 3 c 3c+3(b—c)+3(a—0)
[T]f-[v];=]-6 -6 -2||b—c|=]|—-6c—6(b—c)—2(a—0b)
6 5 —1/\a—0» 6c+5(b—c)—(a—0)
3a
= —2a —4b
—a+6b+c

Iki siitun aym oldugundan esitlik dogrulanmas olur.
|
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11.1

11. Operator Cebri ile Matris Cebri

Bir taban sectigimizde her operatore bir kare matris karsilik geliyordu. Bu karsilik gelme yalnizca bir
etiketleme degil: operatorlerle yapilan her islem, matrislerle yapilan karsilik gelen igleme doniisiir. Bu
bolimde bunu i esitlikle kesinlestiriyoruz.

Toplama ve Skalerle Carpma

Teorem 11.1(A(V) ile Matris Uzayinin izomorflugu). V, bir K komutatif cismi iizerinde sonlu boyutlu
bir vektor uzayi ve e = {eq, ..., e, } bir tabani olsun. A(V') ile V iizerindeki lineer operatirlerin K iizerinde
olusturduklari cebri, A ile de n. mertebeden kare K -matrislerin K iizerinde olusturduklari cebri gosterelim.
Bu durumda

AV)=> A, T[T,

donisiimii A(V') den A iizerine bir vektor uzayr izomorfizmidir; yani bire bir ve ortendir, ayrica her
S, T e A(V)vek € K igin

[S+T].=[Sle+[Tle  ve  [kT]. =Ek[T].
ispat.
Déniigiim bire birdir. Farkli operatorlerin matrisleri farklidir: S + T ise V ’nin bir taban vektériinde
S(e;) # T(e;) olmalidir (aksi halde tabanda belirlenme geregi S = T olurdu), dolayisiyla matrislerin i.
siitunlan farkhdir ve [S], # [T, “dir.

Déniigiim értendir. M € A verilsin ve (m,;) = M" olsun.

kosuluyla belirlenen bir F' : V. — V lineer operatorii, tabanda belirlenme teoremi geregi vardir ve tektir;
tanim geregi [F|, = M “dir.
Islemlerle uyum. S, T € A(V) i¢in

S(e;) = Zaijejy T(e;) = Z b;j€; (i=1,..,n)

n
=1 =1

<

olsun; A = (a;;) ve B = (b;;) diyelim. O halde tanim geregi[S], = A* ve [T, = B ’dir.
Toplam igin:
(S 4 T)(e) = Se) +Tle) =S (ay+by ) &5 (i=1,m)
j=1
Katsay: tablosu (a;; + b;;) = A + B oldugundan
[S+Tle = (A+B)' = A*+ B' = [S]. + [T}

€

Skalerle carpim i¢in, k € K olmak iizere:
(KT)(e;) = kT(e)) =k Y byye; =D (kby ) e

Katsay: tablosu (kb;;) = kB oldugundan
[kT). = (kB)! = kB = k[T],
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11.2

11.3

66 Boliim 11. Operator Cebri ile Matris Cebri

Carpma
Teorem 11.2 (Bileskenin Matrisi Matrislerin Carpimudir). V sonlu boyutlu, e bir tabani olsun. Her
S, T € A(V) igin

[ST]e = [S]e ’ [T]e

ispat.
T(e;) = E;lzl a;;e; veS(e;) = ZZ:1 brey, olsun; A = (a;;), B = (by,) diyelim. Tanim geregi [T], =

LV

At ve[S], = B'dir.

ST = S o T operatiriiniin taban vektorlerindeki degerlerini hesaplayalim; S lineer oldugundan
(ST)(e;)) =S (T(e;) ) =8 (Zaijej ) => a;S(e;)
j=1 j=1
= Za” (2 bjkek ) = Z(Z a”bjk ) €r
j=1 k=1 k=1 \j=1

Matris ¢arpiminin tanimi geregi A - B = (c¢;;,) matrisinin girdileri
n
Cik = D aisbk
j=1

oldugundan, ST ’nin katsay: tablosu tam olarak A - B dir. Oyleyse transpozenin ¢arpimla uyumu kulla-
nilarak

[ST], = (4-B)' = B*- A* = [s], - [T},

© Neden devrik aliniyor?

[T].’yi katsay1 tablosunun devrigi olarak tanimlamamizin nedeni tam olarak bu teoremdir. Devrik
alinmasayd1 (A - B)' = B A" kural yiiziinden ¢arpimlarin siras1 ters dénerdi; bu tanimla ise biles-
kenin siras1 matris carpiminin sirasiyla birebir ortiigiir.

Ug esitligi bir araya getirince su sonug gikar: A(V) ile nn. mertebeden kare matrisler cebri, bir taban
secimiyle ayni yapidir. Operatorlerle yapilan butiin hesaplar matrislerle, matrislerle yapilan biitiin
hesaplar operatorlerle yiiritiilebilir.

1 Not

Bu izomorfizm, operator cebrinde karsilastigimiz tuhafliklarin matrislerdekiyle ayni olmasini agiklar:
matris ¢arpiminin komutatif olmamasi ve sifir bolenlerinin bulunmasi ile operatér ¢arpimininkiler
ayni olgunun iki yiiziidiir. Boyut saymmi da tutar: dim A(V) = n? ve n. mertebeden kare matrislerin
uzaymin boyutu da n?’dir.

Iki Boyutlu Durumda Acik Hesap

Ornek 11.1 (dim V = 2 I¢in Ug Esitligin Dogrulanmasi). V, K iizerinde iki boyutlu bir vektor uzay1
ve e = {e;, ey} bir tabani olsun. T', S € A(V') operatorleri

T(e;) = ajeq + agey, T'(ey) = byeq + byey
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11.3 Iki Boyutlu Durumda Acik Hesap 67

S(ey) = creg +caey,  S(ey) = dye) +dyey
ile verilsin. [T + 5], [k, ve [ST], matrislerini hesaplayimniz.

Cozim.
Tanim geregi

m= () me= ()

(T + S)(e1) =T(ey) + Sler) = (ag +¢1)eg + (ag +cy)eq

Toplam.

(T + S)(e3) =T(eg) + S(ez) = (by +dy)eg + (by + dy)ey

a; +c¢; by +d
T —_ (M 1 01 1
7'+ 5] (a2+c2 b2+d2>

S () (2 8) = m. s

Skalerle carpim. £k € K igin

(KT)(eq) = (kay)e; + (kay)e,, (KT)(eq) = (kby)eq + (kby)ey
_ (kay Kb\ _ a; b\ _
[kT]. = (ka2 kb2> - k(aQ by) k[Tl
Carpim. S lineer oldugundan

(8T)(ey) = S (T(ey) ) = S(are; +azey) = ayS(er) +ayS(ey)
= ay(cre + coey) +as(dieg + dyey)
= (ajc; +agd;) eg + (agcy + agdy) €q

(8T)(ey) =S (T(ey) ) = byS(e1) + byS(er)
= (bycy + bady) g + (bycy + body) €9

Siitunlar: kurarak

[ST], = ay¢y + aydy by +bydy
c a1¢y + agdy bycy + bydy

S (e ) () = m,

11.4 Alistirma

Alistirma 11.1 (izomorfizmin Kullanimu).

1. R? dizerinde S(z,y) = (y,z) ve T(x,y) = (0,z) operatdrlerinin standart tabandaki matrislerini
bulunuz; [ST], ile [T'S],’yi hem dogrudan hem de matris carpimiyla hesaplayip karsilastiriniz.

2. T € A(V) tersinir ve e bir taban olsun. [T~1], = ( [T]E)_1 oldugunu gosteriniz.

3. dimV = n olsun. Bir T' € A(V') operatdriiniin tersinir olmasi i¢in gerek ve yeter kogulun [T’], matri-

sinin regiiler olmasi oldugunu gosteriniz.

Coziim.
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Boliim 11. Operator Cebri ile Matris Cebri

1. Standart tabanda
S<el> = 5(1,0) = (0’1> = €9, S<e2> = S(O’ 1) = (1’O> =€

T(el) = T(LO) = (07 1) = €9, T(62) = T(Ov 1) = (070)

s= (o) m=(3)

Dogrudan hesapla (ST')(z,y) = S(0,z) = (z,0) ve (T'S)(z,y) = T(y, z) = (0,y) bulunur; bunlarin

matrisleri
10 00
[ST]e - (O 0)7 [T‘S]e - (0 1)

Matris carpimiyla da ayni sonuglar cikar:

oldugundan

Iki matris farkli oldugundan ST # TS dir.
2. Once birim operatériin matrisini bulalim: I(e;) = e; oldugundan [I], = I,’dir. Simdi 7T~ =
T~IT = I esitliklerinin matrisini alalim; carpim teoremi geregi

[T)e - [T, =TT, = 1], = 1,

e e

[T, - [T, = [T7'T), = 1], = 1,

e e

Bu, [T!], matrisinin [T], nin tersi oldugunu sdyler:

[T = ([T].)™

3. Gereklik. T tersinir ise (2) geregi [T],’nin tersi vardur, yani [T, regiilerdir.
Yeterlik. [T], regiiler olsun; [T'], - M = M - [T, = I, olacak bir M kare matrisi vardir. Izomorfizm
orten oldugundan [F], = M olacak bir F' € A(V') bulunur. O hélde

[TF]e = [T]e ’ [F]e = In = [I]e7 [FT]e = [F]e : [T]e = In = [I]e

Izomorfizm bire bir oldugundan TF = I ve FT = [’dir; yani F = T~ ve T tersinirdir.
|
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12. Taban Degistirme

Bir operatoériin matrisi secilen tabana bagliydi. Peki tabani degistirdigimizde matris nasil degisir? Bu
bolimiin cevabi tek bir formiildiir ve lineer cebirin en ¢ok kullanilan bagintilarindan biridir: uygun bir
matrisle sagdan ve tersiyle soldan ¢arpmak.

12.1 Gecis Matrisi

Tanim 12.1 (Gegis Matrisi). V, bir K komutatif cismi iizerinde n boyutlu bir vektér uzayy; {eq, ..., e,, }
ve {fy, ..., f,,} ise V'nin iki tabani olsun. Bu durumda

fi=aje; +apes+-+age,

fa =ag €1 +ages + - +ag,e,

fn = Gp1€1 + Qpoly + o+ a8,

bigiminde tek tiirlii yazilir (a;; € K). Bu durumda

11 Q1 Qpy
p.= | Q12 %22 7 On2
A1y Q2p " Ay

(n,n)

kare K-matrisine, {ey, ..., e, } tabanindan { f,, ..., f,, } tabanina ge¢is matrisi denir.

@ Kural ayni

Operator matrisinde oldugu gibi burada da devrik aliniyor; sonug yine siitunlarla ifade edilir:

P’nin j. siitunu, f; vektériiniin e tabanindaki koordinatlaridur.

Gecis matrisinin tersi her zaman vardir. Gergekten fi,..., f,, vektorleri lineer bagimsiz oldugundan,
katsay1 tablosu P? satir kanonik sekli birim matris olan bir matristir; regiilerlik 5lciitii geregi P* regiilerdir,
dolayisiyla P de regilerdir. Ayrica:

1 Not

P~ matrisi, { f;, ..., f, } tabanindan {ej, ..., e,, } tabanina gecis matrisidir. Iki taban arasindaki gecis,
hangi yonde okunursa okunsun ayni matris ¢iftini kullanir.

Ornek 12.1 (Diizlemde iki Yénlii Gegis). e; = (1,0), e, = (0, 1) olmak iizere e = {e;, e5} ve f; =
(1,1), f, = (—1,0) olmak iizere f = {f;, fo}, R?’nin iki tabamidir. Her iki yondeki gecis matrislerini
bulup carpiniz.

Coziim.
e’den f’ye.

fi=(1,1) = e + e, fa=(=1,0) = —e; +0e,
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70 Boliim 12. Taban Degistirme

f’den e’ye.
€ = (170) = 0(171) - (_170) = Ofl _fZ
€y = (071) = (1,1) + (_1,0) = fl +f2
0 1
@=(4)
Carpim.

1 -1 01 10
P-Q= (1 0)(—1 1) - (0 1) =5
olup @, P’nin tersidir.
| |

12.2 Koordinatlarin Degisimi

Teorem 12.1 (Koordinat Vektorlerinin Doniisiimit). V n boyutly; e = {eq,...,e,,} ve f=
{f1, - [n} iki tabani; P ise e tabanindan f tabanina gecis matrisi olsun. Bu durumda

her ve V igin P [v]; = [v],

baska bir ifadeyle
[vly =P~ [o],
ispat.
fi= E;l:l a;;e; (i =1,...,n) olsun; tanim geregi P, (a;;) tablosunun devrigidir.

v eV vek, € K olmak iizere
n
v=Fk\fi+kofot kS = Zszz
=1
olsun; o halde [v]; = (ky, ..., k,,)" dir. Simdiv’yi e tabani cinsinden yazalim:
=1 =1 =1 =1 Vi=1

= Z( aljkl + U«ijg + e an]kn ) ej

Jj=1

Oyleyse

aj1ky +agky + -+ ank,
o], = ayoky + a22k2_ + ot apky,

alnkl + a2nk2 +oe annkn
(n,1)

Bu siitun matris, tam olarak P - [v]; carpimidur:
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12.2 Koordinatlarin Degisimi 71

a1p Q21 " Qpy kq
A1y Aoy = Q k
_ 12 Q22 n2 2 | _
Pl =" 2 5] =,
A1y Qop " Apyp kn

P regiiler oldugundan her iki tarafi soldan P~ ile ¢arparak [v]; = P~ [v], elde edilir.
|

Ornek 12.2 (Koordinat Déniisiimiiniin Dogrulanmasi). e, = (1,0), e, = (0,1); f; = (1,1), fy =
(—1,0) ve v = (a,b) € R? olsun. Yukaridaki teoremi dogrulayiniz.

Coziim.
Koordinatlar. v = (a,b) = ae; + bey oldugundan [v], = (a, b)*’dir. f tabani i¢cin

<a7b>:x(1,1)+y<_130):($_y7x) = x:bay:b_a
yaniv = b f; 4 (b —a) f ve [v]; = (b, b — a)"dir.

Dogrulama. Bir 6nceki 6rnekte P = G _01) ve P71 = ( 01 1) bulunmustu:

p () - () - () -
= ()= ()

12.3 Operator Matrisinin Degisimi

Teorem 12.2 (Taban Degisimi Altinda Operator Matrisi). V n boyutlu; e ve f iki tabany; P ise e
tabanindan f tabanina gegis matrisi olsun. Bu durumda V iizerindeki her T' lineer operatorii igin

[T]y =P -[T],-P

e

ispat.
Herv € V igin asagidaki zinciri kuralim:

PHT), Pv]y =P H[T], [v].
=pP! [ T (v) ]
=[T)];

= [Ty [0l

Birinci ve iigiincii adimda koordinat dénisiimii (P[v]; = [v], ile P~ [w], = [w];), ikinci ve dordincil
adimda ise “operatériin uygulanmasi matrisle carpimdir” teoremi kullanildi.
Demek ki herv € V icin

(P TP (o], = [T, - [o]

v [v]f doniisiimii V’den K™ iizerine orten oldugundan, bu esitlik her X € K™ siitun matrisi igin
gecerlidir:

(PYTIP) X =[T]; X

e

Burada X olarak sirayla K™’in standart taban siitunlari €, ..., €,, alinirsa (bunlar V 'deki e tabaniyla
kanistinlmamalidir), iki matrisin karsilikly siitunlarinin ayni oldugu goriiliir. Oyleyse
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72 Boliim 12. Taban Degistirme

Q Hesap pratigi

Bu béliimdeki iki formiiliin — koordinat doniisiimii ve P~![T], P bagintis1 — hesap pratigi, gecis
matrisini kisa yoldan bulma y6ntemi ve ikisi de standart olmayan tabanlarla kurulmus sorular bir
sonraki Problemler bélimiinde toplanmugtir.

Ornek 12.3 (Formiiliin Sayisal Dogrulamasi). R? iizerinde T'(z,y) = (4z — 2y, 2 + y) operatdrii
veriliyor. e; = (1,0), e5 = (0,1) ve f; = (1,1), f, = (=1,0) olmak iizere [T']; = P~'[T], P oldugunu
dogrulayimiz.

Coziim.
Standart tabandaki matris:

T(ey) = T(1,0) = (4,2) = 4e, + 2¢,

T(ey) =T(0,1) = (—2,1) = —2e; + €,

P ve P~Vi yukaridan alarak carpimi yapalim:

= (00)(6 7))
-(%3)69)-(G3)

Bu, ayni operatoriin f tabanindaki matrisi olarak dogrudan hesapladigimiz

3 =2
= (3 )
matrisiyle aynidir.
n

12.4 Tabani Neden Degistiririz?

Buraya kadar taban degisiminin nasil yapildigini gérdik. Peki neden yapilir? Cevap tek bir ciimlede:
dogru taban, operatoriin matrisini basitlestirir.

Ornek 12.4 (Yansimanin Kosegen Matrisi). 7 : R?2 — R?, T'(z,y) = (y, ) operatorii, diizlemin y =
x dogrusuna gore yansimasidir. Bu operatoriin standart tabandaki ve f; = (1,1), f, = (1,—1) tabanin-
daki matrislerini kargilagtiriniz.

Cozim.
Standart tabanda. T'(e;) = T'(1,0) = (0,1) = e, ve T'(e5) = T(0,1) = (1,0) = e; oldugundan

.= (7 )

f tabaninda. f; = (1,1) yansima dogrusunun iizerindedir, f;, = (1, —1) ise dogruya diktir:
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12.4 Taban1 Neden Degistiririz? 73

T(f1)=T(L,1)=1L1)=fi=1-fi+0f,

T(f) =T, -1)=(-L1)=~f=0-f +(=1)- f,

Tl = ((1) 01)

Benzerlik bagintisiyla kontrol. e standart taban oldugundan P’nin siitunlar1 dogrudan f; ve f5’dir:

11
r=(1 %)
Tersini blok indirgemeyle bulalim:

1 1|10\ R:—»—Ry+R; (1 1 1 0
1 -1|01 0—-2—-11

Rz"‘%Rz 11
0

—_

R,—»—R,+R, (10
01

N[ D=
| N
D=
\—/
|
-
|
NI N|—
| N[—=
N[
\—/

~—
I
/N
| e
D=
N N
N———

0 Kosegen matrisin anlami

[T ; késegen cikty; bu, T"nin f; yoniini oldugu gibi biraktigini (1 kati), f, yoniinii ise ters gevirdigini
(—1 kat1) dogrudan okutuyor. Bir operatdrii kdsegen yapan bir taban aramak, lineer cebirin en verimli
sorularindan biridir; sistematik cevab1 6zdeger ve 6zvektor kuramidir.

12.5 Alistirma

Alistirma 12.1 (Taban Degistirme Hesaplar1). e; = (1,0), e; = (0,1) ve f; =(1,3), fy, = (2,5)
olmak tizere e ve f, R?’nin iki tabandir.

1. e’den f’ye gecis matrisi P’yi ve f’den €’ye gecis matrisi Q’yu bulup Q@ = P~! oldugunu gésteriniz.
2. Her v € R? igin [v] ; = P[], oldugunu dogrulayinz.
3. T(z,y) = (2y, 3z — y) operatérii i¢in [T']; = P~[T],P oldugunu dogrulaymz.

Cozim.
1. Gegis matrisleri:

fi=(1,3) = ey + 3ey, foa=1(2,5) =2e; + 5e,

12
= P—<35)

Ters yén i¢in (a,b) = zf; + yf, denklemini ¢dzelim: 4+ 2y = a ve 3z + 5y = b’den
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x = 2b— ba, y=3a—0b (%)

(a,b) = (1,0) icinz = =5,y = 3; (a,b) = (0,1) icinz =2, y = —1:
-5 2
ey = —5f1 +3fs, ey =2f1—f = Q=<3 1)

Carpalim:

C(12\(-5 2\ _ [ —5+6 2-2\ _(10) _
P-Q= (3 5)(3 1) B (15+15 65) B (0 1) =5
Demek ki Q = P~ !'dir.
2.v = (a,b) igin [v], = (a, b)"’dir. (x) geregi [v]; = (2b — 5a, 3a — b)""dir. Ote yandan

P = (3 2) () = () -

3. Standart tabanda T'(e;) = (0,3) ve T'(e5) = (2, —1) oldugundan

0 2
m.=(3 %)
f tabaninda ise T'(f;) = T'(1,3) = (6,0) ve T'(f;) = T(2,5) = (10, 1) olup () ile

T(fy) = —30f; +18f,, T(fy) = —48f; +29f,

> 1= (3 )

Simdi formili sinayalim:
-5 2 0 2 12
—1 -
rne= (3245 5)63)
6 —12\(1 2\ (—30 —48 _
-3 7 )J\35) 18 29 )

Alistirma 12.2 (Ters Yonde Sorular).

1.

2.

R?’de e standart taban olmak iizere, e’den bir f tabanina gecis matrisi P = (z ;

) olarak veriliyor. f
tabanini bulunuz.
{(1,2), (2,4)} kiimesi R?’nin bir taban1 midir? Bu kiime icin gecis matrisi kurmaya calisirsaniz ne ters

gider?

Coziim.
1. e standart taban oldugunda gecis matrisinin tanimu basitlesir: P’nin j. siitunu, f;’nin standart
tabandaki koordinatlaridir — yani f; nin kendisidir. Siitunlar1 okuyalim:

f1:(273)7 f2:(172)

Bunlarin gercekten bir taban olusturdugunu P’nin regiilerliginden biliyoruz — bir gecis matrisi tanim
geregi regillerdir. Dogrudan da goriilebilir: (2, 3) 4+ y(1,2) = (0,0) denklemi 2z +y = 0 ve 3z +
2y = 0 verir; birinciden y = —2z, ikincide yerine konursa 3z — 4z = 0, yani = 0 ve y = 0 ¢ikar. ki
vektor lineer bagimsiz oldugundan ve R? iki boyutlu oldugundan bir taban olustururlar.

2.(2,4) =2 (1,2) oldugundan bu iki vektér lineer bagimlidir; kiime bir taban degildir.

Yine de siitunlar1 bu vektorler olan matrisi kursaydik
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1 2\ Ry,—»—2R+R, (1 2
M = (2 4) ~ (o 0)

olurdu. M nin satir kanonik sekli birim matris olmadigindan regiilerlik olciitii geregi M singiilerdir
ve tersi yoktur. Oysa gecis matrisi tanim geregi regiilerdir — nitekim P~'’in varligi, koordinatlar1 geri
cevirebilmemizin tek giivencesiydi. Somut olarak: (1,2) ile (2,4) yalmzca y = 2z dogrusunu gerdi-
ginden, bu dogrunun digindaki hi¢bir vektériin “koordinatlar1” yazilamaz; dogru iizerindeki vektérlerin
ise koordinatlar: tek tiirlii belirli degildir.

]
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13.1

13. Problemler

Buraya kadar lineer dontistimleri, ¢ekirdek ve gériintiilerini, dontisiim uzaylarini, operatér matrisini ve
taban degistirmeyi kurduk. Bu béliim bir ara duraktir: yeni bir kavram tanitmaz, 6grendiklerimizi ¢6ziimlii
problemler {izerinde calistirir. Once hesap tekniklerini adim adim gelistiriyor, sonra karma problemlere
geciyoruz.

1 Not

Bazi kaynaklarda ve derslerde taban yerine baz denir; ikisi ayn1 seydir. Bu notlarda “taban” terimini
kullanacagiz. Ayni sekilde “gecis matrisi” yerine kimi kaynaklarda “baz degisim matrisi” ya da “taban
dontisiim matrisi” adlar1 gecer.

Bir Vektoriin Koordinatlarini Bulmak
Her sey buna dayanir: f = {fy, ..., f,,} bir taban ve v bir vektérse, [v];’yi bulmak
v=zfr+xfo+ -+, fy

denklemini z, ..., x,, i¢in ¢ézmektir. Bu bir lineer denklem sistemidir ve f bir taban oldugundan tek
¢6ziimii vardir.

@ U¢ adimda koordinat

1. v=12ayf; + -+, f, yazin ve bilesenleri esitleyerek sistemi kurun.

2. Sistemi ¢6ziin — genisletilmis matris ( fifofolv )’yi satir kanonik sekle indirgemek en hizli-
sidir; burada f;’ler siitun olarak yazilir.

3. Cikan (4, ..., z,,) degerlerini siitun olarak yazin: [v]; = (2, ..., z,,)".

Ornek 13.1 (Verilen Tabana Gére Koordinatlar). R®te f; = (1,1,0), f, = (0,1,1), f3 = (1,0, 1)
olmak tzere f = {f, fy, f3} bir tabandir. v = (3,5,4) vektoriiniin f tabanina gére koordinatlarmi
bulunuz.

Cozim.
z,y, z € R olmak iizere

v=2af; +yfy+2fs =2(1,1,0) +y(0,1,1) + 2(1,0,1)
=@+z,z2+y,y+2)

Bilegenleri esitleyelim:
rz+z=23, z+y=2>5, y+z2=4

Ug denklemi toplarsak 2(z + y + z) = 12, yani z + y + z = 6 bulunur. Simdi her denklemi bu toplam-
dan ¢ikaralim:

Kontrol. Bulunan katsayilar aranan vektorii verir v

2(1,1,0) +3(0,1,1) + 1(1,0,1) = (2+ 1,2+ 3,3+ 1) = (3,5,4)

Acik Matematik - acik-matematik.com 77 CC BY-NC-SA 4.0


https://acik-matematik.com
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.tr

13.2

78 Boliim 13. Problemler

Siraya dikkat

Koordinatlar taban vektérlerinin sirasina baghdir. Ayni kiimeyi { f5, f;, f} sirasiyla alsaydik ayni
vektoriin koordinatlari (1,2,3)" olurdu. Bu yiizden taban bir kiime degil, siral1 bir listedir; soruda
verilen siray1 bozmayin.

Gecis Matrisini Kisa Yoldan Hesaplamak

R™’de tabanlardan biri standart taban degilse, gecis matrisini tanimdan hesaplamak her bir f; i¢in ayr1
bir denklem sistemi ¢6zmek demektir. Bunun yerine tek bir matris ¢arpim yeter.

Teorem 13.1 (Gec¢is Matrisinin Carpanlara Ayrilmasi). e = {e,...,e, } ve f = {f1, ..., f,,}, K™’in
iki tabani olsun. M, ile siitunlari ey, ..., e,, olan matrisi, M ile situnlan fi, ..., f,, olan matrisi gosterelim.
Bu durumda e tabanindan f tabanina gegis matrisi

_ -1
P=M;_" M
ispat.
s ile K™’in standart tabamini gosterelim. Siitunlar e; olan M, matrisi, tamim geregi s tabanindan

e tabanina gecis matrisidir; benzer bicimde M de s’den f’ye gecis matrisidir. Koordinat vektorlerinin
doniistimii teoremi geregi her v € K™ icin

ol =[]y ve Mol = [of,
Sag taraflar ayni oldugundan
M, - [v], = Mf : [U]f
M, regiiler oldugundan her iki tarafi soldan M_ ! ile ¢carpalim:
[v], = Mgle vl

Ote yandan ayn1 teorem, e’den f’ye gegis matrisi P i¢in P - [v]; = [v], oldugunu soyliyordu. Demek ki
her v igin

(M Mg )-[oly = P [o]
v [v]; dondsimii K™ idzerine orten oldugundan bu esitlik her siitun matris icin gegerlidir; sirayla

standart taban siitunlar: alinirsa iki matrisin biitiin stitunlarinin ayni oldugu goriliir:

— -1
P=M;'M;

© Formiilii akilda tutmak

Sagdaki matris varilan tabani, soldaki tersi alinan matris ¢ikilan tabani tagir. Ozel olarak e standart
taban ise M, = I,, olur ve P = M ¢ikar — yani bilinen kural: siitunlar hedef tabanin vektorleridir.
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13.2 Geg¢is Matrisini Kisa Yoldan Hesaplamak 79

Aynu fikir ikiden c¢ok tabana da genisler.
Teorem 13.2 (Gegislerin Zincirlenmesi). e, f ve g, V'nin ii¢ tabani; P, e’den f’ye, P, ise f’den g’ye

gecis matrisi olsun. Bu durumda e’den g’ye gecis matrisi

PR
carpimidir.

ispat.
Koordinat vektorlerinin doniisiimii teoremi geregi herv € V icin

B-plp=Ml. ve B[], =

Ikinciyi birincide yerine koyalim:
(AR)-[v],=Ph (B, )=h-[v;=[v

Demek ki P, P, matrisi, her v € V i¢in g koordinatlarini e koordinatlarina ¢eviriyor. Burada v olarak
sirayla gy, ..., g,, alahm:[g;] , tam olarak K"’in j. standart taban siitunu oldugundan sol taraf P, P, nin
j. siitununu verir. Oyleyse P, B, nin j. siitunu [9;]¢ dir; gecis matrisi tanimi geregi bu, e’den g’ye gecis
matrisidir.

]

1 Not

Burada g = e alimirsa P, P, = I, ¢ikar, yani P, = P, 1: “f’den €’ye gegis matrisi P~1’dir” kurali bu
genel sonucun 6zel halidir. Zincir kurals, ii¢ veya daha ¢ok taban iceren sorularda ara adimlar tek
tek hesaplamak yerine matrisleri ¢carpmay: saglar.

Ornek 13.2 (Ikisi de Standart Olmayan Iki Taban). R%'de e; = (1,2), e; = (2,3) ve f; = (1, 3),
fo = (1,4) olsun. e tabanindan f tabanina gecis matrisini bulunuz.

Coziim.
Siitunlar taban vektorleri olan matrisleri yazalim:

12 11
v (23) =)

M;V’i Gauss-Jordan yontemiyle, yani ( M, | L, ) blok matrisini indirgeyerek bulalim:

12|10 R2H71R1+R2 1 2 1 0
23|01 0—-1|—21

R,——Ry, (1 2|1 O Ry——2Ry+R; (1 0|—3 2
012 —1 012 —1

(-3 2
Me _(2 -1

i (3 2\ (11
P_Mer_<2 —1)\3 4

_(-3+6 —3+8\ (3 5
“l2-3 2-4) 7 (412

Kontrol. P’nin siitunlar f; nin e tabanindaki koordinatlari olmaliydu:

Oyleyse
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3e; —e, =3(1,2) —(2,3)=(1,3) = f, v

e, —2ey = 5(1,2) —2(2,3) = (1,4) = f, v

Ornek 13.3 (Gauss-Jordan ile Gecis Matrisi). R®te e; = (1,0,0), e5 = (1,1,0), e5 = (1,1,1) ve
fi=@1,1,1), f, =(0,1,1), f3 = (0,0, 1) olsun. e’den f’ye gecis matrisi P’yi bulunuz.

Coziim.
P=M1M ¢ olduguna gore, M, Li ayrica hesaplamak yerine ( M, | M; ) blok matrisini satir
kanonik sekle indirgeyebiliriz; sol blok I3 oldugunda sag blok P’yi verir:

(Me | My )~ (I3 | MMy ) = (I | P)

100
110
111

Matrisleri kuralim (siitunlar taban vektorleridir):

111
(M, |M;)=011
001

Sol blok zaten iist iggen; yukar1 dogru temizleyelim.
R, - Ry, —Ryve Ry - R, — Ry:

R, = R, — Ry:

100
~1010
001

Sol blok birim matris oldu; sag blok aradigimiz matristir:

0-1 0
P=10 0 -1
11 1

Kontrol. P’nin birinci siitunu (0,0,1)!, yani f; = Oe; + Oey + leg = (1,1,1) v. Ikinci siitun
(—1,0,1)%, yani

—€ +63 = 7(17030) + (17131) = (05171) = f2 v/

Ugiinci siitun (0, —1,1)%, yani —e, + e3 = —(1,1,0) + (1,1,1) = (0,0,1) = f3 v
|

Koordinatlari Bir Tabandan Digerine Tasimak

En sik karsilagilan soru tipi budur: bir vektoriin bir tabandaki koordinatlar: verilir, bagka bir tabandaki
koordinatlari istenir.
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0 Hangi formul?

P, e’den f’ye gecis matrisi olmak iizere

P-l;=pl. <« [l;=P" [y

€

Yo6ni karigtirmamak igin su ciimleyi hatirlaym: P, f koordinatlarinmi e koordinatlarina cevirir.
(P’nin stitunlar1 f’nin vektorlerinin e’deki koordinatlari oldugundan bu dogaldir.)

Ornek 13.4 (Koordinat Doniigiimii Sorusu). R*'tee; = (1,0,0),e, = (1,1,0),e5 = (1,1,1) ve f; =
(1,1,1), fo, = (0,1,1), f3 = (0,0, 1) tabanlar1 veriliyor. Bir v vektoriiniin e tabanindaki koordinatlar:

olduguna gore [v] ;’yi bulunuz.

Cozim.
Birinci yol: dogrudan hesap. Once v’yi bulalim:

v=2e; —ey +3e3 =2(1,0,0) — (1,1,0) + 3(1,1,1)
—(2—1+3,-1+3,3) = (4,2,3)

Simdi v’yi f cinsinden yazalim:

v=af +bfy+cfs =a(1,1,1)+b(0,1,1) +¢(0,0,1)
=(a,a+b,a+b+c)

Bilesenleri esitleyelim: a = 4,a +b = 2 yani b = —2,a + b+ ¢ = 3 yani ¢ = 1. Oyleyse

4
[v]p =] -2
1
. 0-1 0
Ikinci yol: gecis matrisiyle. Bir 6nceki 6rnekte P = (0 0 -1 | bulunmustu. Formil [v], =
111

P~1[v], olduguna gére P~'’e ihtiyacimiz var; onu da ters yondeki gecis matrisi olarak, yani P! =
M;lMe ile hesaplayabiliriz. Daha kisasi, P~'’in siitunlarinin e;’lerin f tabanindaki koordinatlar:
oldugunu kullanmaktur:

61:(1,0,0):]01*‘)(‘2 = (17*170)1:
62:(17170):f1_f3 = (1703_1)t

€3 = (13 171) = fl = (17050)t

1 11
Pl=|-100
0 —-10
Simdi ¢arpalim:
1 11 2 2—1+4+3 4
Plu,=1-1 0 0]|—-1|= -2 =1-2
0 —10 3 1 1

Iki yol ayn1 sonucu verdi.
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1 Not

Ikinci yol tek bir vektdr igin birincisinden uzun gériinebilir; ama ayni taban ¢iftiyle birden ¢ok vektér
soruldugunda P~ bir kez hesaplanir ve her vektér icin yalnizca bir matris carpimi kalir. “Asagidaki
vektorlerin f tabanindaki koordinatlarini bulunuz” biciminde ¢ok sikli bir soruda ikinci yol ¢ok daha
hizhdur.

Ornek 13.5 (Ayn1 Taban Ciftiyle iki Yénlii Soru). R?’dee; = (1,2),e, = (2,3) ve f; = (1,3), fo =
(1,4) tabanlarini yeniden ele alalim; e’den f’ye gecis matrisinin

r=(4%)

oldugunu yukarida, ikisi de standart olmayan iki taban 6rneginde hesaplamistik.

a) [v]; = (1, —1)* olan v vektériiniin e tabanindaki koordinatlarini ve v’nin kendisini bulunuz.
b) [w], = (4, —1)* olan w vektériiniin f tabanindaki koordinatlarini bulunuz.

Cozim.
a) Istenen yon tam olarak P’nin yonidir: P - [v] = [v],.

o= (5 %) ()= (5%) - (F)

v = 7261 + €y = 72(172) + (273) = (07 71)

Vektoriin kendisi:

Kontrol. f koordinatlariyla da ayni vektor ¢itkmali: f; — fy = (1,3) — (1,4) = (0,—1) v
b) Bu kez ters yon gerekiyor: [w]; = P~'[w],. Once P~""i blok indirgemeyle bulalim:

3 51 0\ RioR, [(—1 —2(0 1
—1 —-2|01 3 51|10
Ri—»—R; (1 2|0 —1
351 0
Rz”*iRNLRz (1 210 —1 Rerz 120 —1
0—-1|1 3 01[{—1 =3

01|—-1 -3 -1 -3

- (25)(4)-(52%) - (2)

Kontrol. iki taraftan da vektoérii kuralim:

Ry —>—2Ry+R, (1 0‘ 2 5 ) L pi_ ( 2 5 )

Simdi ¢carpalim:

w=4e; —ey, =4(1,2) — (2,3) = (2,5)

3fi—fa :3(173) - (1a4) = (275>'/
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13.3 Koordinatlar1 Bir Tabandan Digerine Tasimak 83

13.4 Operatoriin Matrisini Yeni Tabanda Yazmak

Ornek 13.6 (Operatéor Matrisinin Taban Degisimi). T :R? — R? operatorii T'(z,y) = (22 +
3y, z — y) bi¢iminde tanimlantyor. f; = (1,1), f; = (1,2) olmak {izere [T'] ; matrisini

a) benzerlik bagintisiyla,
b) dogrudan tanimdan

hesaplayip karsilagtiriniz.

Coziim.
a) Benzerlik bagintisiyla. Standart taban e igin katsay1 tablosu dogrudan okunur:

.- (3 2)

e standart taban oldugundan e’den f’ye gecis matrisi, siitunlar f; olan matristir:

11
r=(2)
Tersini yine blok indirgemeyle bulalim:

11|10\ Re=»—Ry+R; (1 1|1 0
1201 01|—-11

Ri—»—Ry,+R; (1 0| 2 —1
01/—-1 1

2 —1
-1 _
e (5)

Simdi [T]; = P~'[T], P carpimim soldan saga yapalim:

PT], = (—21 11> G —31) - (—42+11 —63+—11>
-(5 )
(P ) P = (-31 —74) G ;) = (—31+—74 i;r—u;)

(10 17
~\-5 -9
b) Dogrudan tanimdan. Taban vektorlerinin goriintiilerini yine f cinsinden yazalim:

T(fl) :T(lal) = (2+3a 1*1) = (570)

(5,0) =a(1,1) +b(1,2) = (a + b, a + 2b) denkleminden a + b =5 ve a + 2b = 0; ¢ikarma ile b =
—5, buradan a = 10:

T(f;) =10f; —5f,
T(f,) =T(1,2)=(2+6,1—2)=(8,—1)
a+b=8, a+ 2b=—1denklemlerinden b = —9,a = 1T:
T(fy) =17f1 = 9f;

Siitunlar: bu koordinatlardan kurarak
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Ty = (1% 12)

Iki yol ayn1 matrisi verdi.
|

Ornek 13.7 (Ters Yon: Yeni Tabandan Standart Tabana). Bir7 : R? — R2 operatériiniin f; = (1,1),
fo = (1,2) tabanindaki matrisi
10 17
n-(97)

olarak veriliyor. T’nin standart tabandaki matrisini ve T'(x, y) kuralini bulunuz.

Coziim.
[T]; = P~'[T],P esitligini [T, icin ¢ozelim: her iki tarafi soldan P, sagdan P~! ile carparsak

= P[T], P

e

P[T); = G ;) (i% Z)) _ (1100_—150 1177__198)
- %)
(PIT); ) Pt = <g 81> (21 —11> _ (100+—18 —O5+18)

-(5)

Standart tabandaki matris katsay1 tablosunun kendisi oldugundan

En sik yapilan hata

[T); = P~'[T] P ile [T], = P[T];P~" formiillerini karistirmak. Su kontrolii yapin: P, e’den f’ye
gecis matrisidir ve P - [v]; = [v], esitligini saglar — yani P soldan uygulandiginda f koordinat-
larini e’ye tagir. O halde f tabanindaki matrisi elde etmek i¢in, énce P ile f’den e’ye gegilir, [T,
uygulanir, sonra P! ile e’den f’ye déniiliir; sagdan sola okunan bu sira tam olarak P~1[T], P dir.
Emin degilseniz sonucu bir taban vektoriinde smayn: [T 'nin birinci siitunu T'(f;)’'in f koordinat-

larin1 vermelidir.
Ornek 13.8 (R*te Doniisitm Matrisi). 7 : R?® — R3 operatorii
T(z,y,2) =(x+y—22y+zz—2)
bi¢iminde tanimlaniyor. f; = (1,0,0), f, = (1,1,0), f3 = (1,1, 1) olmak tzere [T] ; matrisini

a) dogrudan tanimdan,
b) benzerlik bagintisiyla
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hesaplayip karsilastiriniz.

Coziim.
a) Dogrudan tanimdan. Bir (p, ¢, 7) vektdriinii f cinsinden yazmak kolaydr, ¢iinkii

afy +bfs+cfs=(a+b+c,b+cc)
oldugundan bilesenler sondan basa okunarak ¢ozilir:c =r,b=q—r,a=p—gq.
T(f,) =T7(1,0,0)=(1,0,1) = c=1,b=—-1,a=1
T(fy) =T(1,1,0)=(2,2,1) = c=1,b=1a=0
T(f;)=T(1,1,1)=(1,3,0) = ¢=0,b=3,a=-2
Bulunan koordinatlar siitunlara yazilir:
—2
3
0
b) Benzerlik bagintisiyla. Standart tabandaki matris katsay: tablosundan okunur; e standart taban
oldugundan gecis matrisi de siitunlar f; olan matristir:
— 111
11, P=]011
001

P~V blok indirgemeyle bulalim; sol blok iist iicgen oldugundan yalniz yukar1 temizlik gerekir. R, —
Ry — Ryve Ry - R, — R3,ardindan Ry — R, — Ry:

Carpimi soldan saga yapalim:

1-10 11 -1 I
PAT), =0 1 —-1|]l02 1 |=]-1 2 2
00 1 10 -1 1 0 -1

1 -1 -2\/111 1 02
(PHTl.)P=|[—-1 2 2 0O11f=]-11 3
1 0 -1/\001 110

Iki yol ayn1 matrisi verdi.
Kontrol. [T 'nin birinci siitunu 7'(f;)’in f koordinatlar1 olmalr:

fl_f2+f3 = (17070)_(171’0)"1'(171’1) = (17071) :T(fl)‘/
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13.5 R" Disinda: Polinom Uzay1

Taban degistirme yalnizca R™’e 6zgii degildir; koordinat vektorii tanimlanabilen her sonlu boyutlu uzayda
ayni sekilde caligir.
Ornek 13.9 (Polinom Uzayinda Taban Degistirme). Derecesi en ¢ok 2 olan reel polinomlarin uzay1
P(R)’de

e={1,z, 2%}, f={1,z—1,(z—1)?%}
tabanlari veriliyor.

a) e’den f’ye gecis matrisi P’yi bulunuz.

b) p(z) = 2% — 5z + 3 polinomunun f tabanindaki koordinatlarini bulunuz.
Coziim.
a) P’nin situnlari, f’nin vektorlerinin e tabanindaki koordinatlaridir. e tabaninda bir polinomun
koordinatlar: katsayilaridir (sabit, 2’in katsayisi, 22’ nin katsayisi sirastyla):

fi=1=140-z4+0-22 = (1,0,0)
fo=z—1=—-14+1-24+0-22 = (-1,1,0)
fs=(@—-1)2=22-2z+1=1-2z+2%> = (1,-2,1)!

-1 1

—2

P= 1
0 1

S O =

b) a,b, ¢ € R olmak tizere
p(x) =a+blx—1)+c(x—1)2
yazalim ve sag tarafl diizenleyelim:
a+bzx—1)+c(x®—2r+1)=caz?+(b—2c)z+(a—b+c)
p(z) = 222 — 5z + 3 ile katsayilar esitleyelim:
c=2, b—2c = —b, a—b+c=3

Ikinciden b = —5 + 4 = —1; iigiinciidena =3 +b—c =3 — 1 — 2 = 0. Oyleyse

bl = | 1
2

Kontrol. [p], = (3, =5, 2)* olduguna gére P[p]; = [p], olmalu:

11 0 0+1+2 3
2| -1]=| -1-4

0 1 2 2 2

O O =
I

|

ot

Il
)

o

AN
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1 Not

(b) sikkinin yaptig1 is aslinda p(z)’i # = 1 noktas etrafinda yeniden yazmaktir: p(z ) —(z—1)+
2(x — 1)2. Taban degistirmenin somut bir anlam1 budur — ayn1 nesneyi baska bir “6l¢ii takimiyla”
ifade etmek.

Cekirdek, Goriintii ve Boyut
Asagidaki iki problem ayni kaliptadir: bir dontisiimiin lineer oldugu gosterilir, sonra gériintii ve ¢ekirdegin
birer tabani ile boyutlar1 bulunur. Boyut teoremi her adimda bir kontrol noktas: verir.

Ornek 13.10 (Diizleme Giden Bir Doniisiim). F : R3 — R? doniisiimii, her (z,y, z) € R3 icin
F(z,y,2) = (z+y,y+2)
bi¢iminde tanimlaniyor.

a) F’nin lineer oldugunu gosteriniz.
b) Im F goriintii uzayinin bir tabanini ve boyutunu bulunuz.
c) Ker F cekirdeginin bir tabanini ve boyutunu bulunuz.

Cozim.
a) v = (v, vy, v3) Ve w = (Wy, Wy, W3) olsun.
F(v+w) = F(v; + wy, vy + wy, v3 + wg)
( (v1 +wy) + (v + ws), (vy + wy) + (v + ws) )
= ( (v1 +vg) + (wy +ws), (vy +v3) + (wy +w3) )
= (1 + vy, vy + v3) + (wy + Wy, Wy + w3) = F(v) + F(w)

k € Rigin
F(kv) = (kv + kvy, kvy + kvs) = k(v + v, vy +v5) = kK F(v)

Iki kosul da saglandigindan F lineerdir.
b) {(1,0,0), (0,1,0), (0,0,1)} kitmesi R®'ii dogurdugundan, doguran kiimenin goriintiisii geregi
goruntiilerinin olusturdugu kiime Im F’yi dogurur:

F(1,0,0) = (1,0), F(0,1,0) = (1,1), F(0,0,1) = (0,1)
Bu ii¢ vektorden hangilerinin bagimsiz oldugunu bulmak icin satir olarak yazip merdiven sekline

indirgeyelim:

Ry;——R,+R, R3——Ry+R3

1
1
0

== O
== O

1
0
0

OO =
o = O

Sifirdan farkli iki satir kaldigindan
{(1,0),(0,1) } bir tabandr, dim(Im F) =2

(Gériintii biitiin R?°dir, yani F' értendir.)
¢) Tanim geregi

Ker F = { (z,y,2) € R®: F(z,y,2) = (0,0) }
z+y=0, y+z=0
Birinciden y = —«, ikinciden z = —y = z ¢ikar; x serbest degiskendir. = 1 alalim:

Ker F'={k(1,-1,1): keR }, {(1,-1,1) } bir tabandr, dim(Ker F) =
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Kontrol. Boyut teoremi: dim R? = dim(Ker F) + dim(Im F),yani3 =1+2 v
|

Ornek 13.11 (Uzay1 Kendi I¢ine Gotiiren Bir Doniisiim). F : R3 — R3 doniisiimii
F(:L'vyaz) = (l‘+2y,y—2,1‘—|—22)

bi¢iminde tanimlaniyor. F'nin lineer oldugunu gosteriniz; Im F' ile Ker F’nin birer tabanini ve boyut-
larmi bulunuz.

Cozim.
Lineerlik. Her bilesen, degiskenlerin sabit katsayil1 bir toplamidir; bir 6nceki problemdeki hesabin
aynist yapilirsa

Flv+w) = F(v)+ F(w), F(kv) = kF(v)

elde edilir. (Genel kural: bilesenleri z, y, z’nin homojen birinci dereceden ifadeleri olan her déntisim
lineerdir.)
Gorunti. Standart taban vektorlerinin gorintileri:

F(l,0,0) = (1»071)a F<07170) = (2a1,0)a F(0,0, 1) = (07_172)
Bunlari satir olarak yazip indirgeyelim:
101
01 -2
00 0

0 Ry;——2R;+R, 0 1 R3;—Ry+R3
1 ~ 1 ~

[anl R
N O =
OO =

—1 -1 2

{(1,0,1),(0,1,—2) } bir tabandur, dim(Im F) =2
Cekirdek. F(z,y, z) = (0,0, 0) denklemini ¢dzelim:
z+ 2y =0, y—z=0, rz+22=0

Ikinciden y = z; birinciden x = —2y = —22. Uciincii denklem —2z + 2z = 0 ile kendiliginden sagla-
nir. z = 1 alalim:

Ker F'={k(-2,1,1): kR }, dim(Ker F) =1

Kontrol. 3 =1+ 2 v Ayrica dim(Ker F') # 0 oldugundan F singiilerdir ve tersi yoktur.
|

Doniisiimii Taban Degerlerinden Kurmak

Bir lineer doniisiim, bir taban {izerindeki degerleriyle tamamen belirlenir. Bu, iki yonli bir aractir: taban
degerleri verilince doniisiimiin formiilii bulunabilir, matris gosterimi verilince de doniisiim geri kurula-
bilir.

Ornek 13.12 (Verilen Iki Degerden Déniisiimii Bulmak). T ((1,2))=(3,-L,5)veT ((0,1) )=
(2,1,—1) olacak sekilde bir 7 : R? — R3 lineer déniisiimii var midir? Varsa (a,b) € R? icin
T ( (a,b) )’yibulunuz.

Coziim.

Varlik. {(1,2), (0,1)} kiimesinin R?’nin bir tabani oldugunu gérelim: iki vektor lineer bagimsizdir
(biri digerinin kat1 degil) ve dimR? = 2’dir. Doniisiimiin tabanla belirlenmesi teoremi geregi, bir
tabanin vektorlerine istenen degerler verilerek tek tiirlii belirli bir lineer déniisiim elde edilir. Oyleyse
boyle bir T vardir ve tektir.

Formiil. Once (a, b)’yi taban cinsinden yazalim:

(a,b0) = 2(1,2) + y(0,1) = (z, 2z + y)
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13.7 Doniisiimii Taban Degerlerinden Kurmak 89

Bilegenleri esitlersek z = a ve 2a 4+ y = b, yani y = b — 2a ¢ikar. Simdi 7"nin lineerligini kullanalim:

T ((a,b))=T (a(1,2)+(b—2a)(0,1) )=aT ((1,2) )+ (b—2a)T ((0,1))
=a(3,-1,5) + (b—2a)(2,1,~1)
:(3a,—a,5a)—|—(2b—4a,b—2a,—b+2a)
=(—a+2b,—3a+b,7Ta—0)

Kontrol. (a,b) = (1,2)i¢in (-1 +4,—-3+2,7—2) = (3,—1,5) v ve (a,b) = (0,1) i¢in (2,1, —1) v
|

Ornek 13.13 (Matris Gosteriminden Formiile). f, = (1,1), f, = (1, —1) olmak iizere f = {f;, f»}.
R?’nin bir tabanidir. Bir 7' : R? — R? operatériiniin bu tabana gore matris gosterimi

Tl = ((2) —O3>

olduguna gore T'(z, y)’yi bulunuz.

Cozim.
Taban vektdrlerinin gérintiileri. [T, nin sttunlar1 T'(f;) nin f koordinatlaridir:

T(f1) =2f +0f; =2(1,1) = (2,2)
T(f2) =0f1 =3f; = =3(1,—1) = (=3,3)
Genel vektér. (z,y) = af; + bfy = (a + b, a — b) olsun. Iki denklemi toplayip ¢ikararak

_zTty po Y
o2 7 T2

Formiil. T lineer oldugundan

Tty

T(w,y) = aT(f) +5T(f) = 22,29+ T 2(-3,3)

. —3z + 3y 3m—3y>

—(x+y,w+y)+< 55

_(29:+2y 3z + 3y 2x+2y+3x—3y>_(—x+5y 5x—y)
B ’ 2 B 2 2

Kontrol. T'(1,1) = (=2, 521) = (2,2) v ve T(1,—1) = (=52, 52) = (-3,3) v
|

© Kosegen matrisin okunusu

Bu problemde [T7] ; kosegendi ve bu, T’nin f; yoniinii 2 katina ¢gikardiginy, f, yoniini ise —3 katina
gotirdigini dogrudan okuttu. Standart tabandaki formil ise kesirli ve karmagik goriindii. Dogru
tabanin operatorii nasil sadelegtirdiginin somut bir 6rnegidir.

13.8 Matris Gosterimi ve Taban Degisimi

Ornek 13.14 (Kompleks Sayilar Uzerinde Bir Operator). Kompleks sayilar cismi C = {a +bi:
a,beR,i=+ —1}, reel sayilar cismi R tizerinde 2 boyutlu bir vektér uzayidir. Bu uzay tzerinde, her
a+bi € Cigin

T(a+bi)=a—0bi
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lineer operatorii (eslenik alma) veriliyor.

a) E = {1,4}, Cnin R tizerinde bir tabamdur. [T'] ; matris gésterimini bulunuz.
b) Her v € Cicin [T]g [v]5 = [ T(v)] oldugunu gsteriniz.
¢) F ={1+14,1+ 2} de Cnin R iizerinde bir tabanidir. [T] z’yi bulunuz.
d) E tabanmdan F' tabanima gecis matrisi P’yi bulunuz.
e) Her v € C igin [v]p = P [v] oldugunu gésteriniz.
f) [T)r = P [T)g P oldugunu dogrulayiniz.
Coziim.
a) Taban vektorlerinin gériintiilerini E cinsinden yazalim:

T(1)=T(1+0i)=1—0i:1:1.1+0.@':>[T(1)]E: (é)

T(i):T(O—i—li):0—1i:—z':0-1+(—1)~i:>[T(z')]E:(O>

1
e = (g %)

b) v = a + bi olsun. E tabanina gére koordinatlar katsayilardir: [v]; = (a, b)¢. Carpalim:

el = (5 ) (5) = (%)

Ote yandan T'(v) = a — bi oldugundan [ T'(v)]z = (a, —b)"dir. Iki taraf esittir.
c) Once F tabanina gore koordinat almay1 hazirlayalim. p + qi = (1 +4) + y(1 +2i) = (z +y) +
(z 4 2y)i oldugundan
t+y=p, r+2Yy=q = Y=q¢—p, T=p-—y=2p—gq
Simdi taban vektorlerinin goriintiilerini bu kuralla yazalim:

Tl+i)=1—i=p=1g=—1=2z=2+1=3y=—1—1=—2

T(1+2)=1-2i=p=1g=—2=2=2+2=4,y=-2—1=-3

= (5, %)

d) Gecis matrisinin siitunlari, F' vektorlerinin E tabanindaki koordinatlaridir:

) 1 ) 1 11
this (1) 1= (y) = P=(1y)

e) v = a + bi olsun; (c) sikkindaki kuralla [v] = (2a — b, b — a)’dir. Carpalim:
(1 1\(2a—=b\ _ (2a—=b+(b—a)) _(a) _
Pl = (1 2) (b—a) N ((2a—b)+2(b—a)) B (b) =[le/

(Bu, koordinat vektorlerinin doniisimii teoreminin bu 6rnekteki dogrulamasidir.)
f)| P | =2—1=1 oldugundan

P (3 )
- (3 0)(1)- ()
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Sonra soldan P! ile carpalim:

P ([T]gP ) = (_21 _11) (—11 —12> = <—21+—11 —21+—22> = (—32 —43> =[Me/

Ornek 13.15 (Standart Olmayan Bir Tabanda Operatoér Matrisi). 7 : R? — R2, T'(z,y) = (5z +
y, 3 — 2y) operatorii veriliyor. e; = (1,2), e5 = (2,3) olmak iizere e = {e;, €5}, R?’nin bir tabanidir.

a) [T, matris gdsterimini bulunuz.

b) Her v € R? i¢in [T],[v], = [ T(v)]. oldugunu gosteriniz.

c) f1 =(1,3), f, = (1,4) olmak iizere f = {f;, f5} de bir tabandir. e tabanindan f tabanina gecis matrisi
P’yi bulunuz.

Cozim.

a) Once e tabanima gore koordinat kuralini ¢cikaralim: (p, ¢) = «(1,2) + 5(2,3) = (a + 28, 2a + 33)
oldugundan

a+28=p, 20+36=g¢

Birinciyi 2 ile ¢arpip ikinciden gikaralim: —f3 = ¢ — 2p, yani 8 = 2p — ¢; buradana =p — 28 =p —
4p 4+ 2q = —3p + 2¢.

[ (p,9)]. = (gﬁffq)

Simdi taban vektorlerinin gorintiilerini hesaplayip bu kurali uygulayalim:

T(e,) =T(1,2)=(5+2,3—4)=(7,—1) = (1il+12> _ (;3)

T(ey) =T(2,3) = (10+3,6—6) = (13,0) = ( 060

—23 —39
[T]e = ( 15 26 )
Kontrol. Birinci siitun T'(e;)’i geri verir v

—23(1,2) + 15(2,3) = (—23 + 30, —46 + 45) = (7, —1) = T(e,)

—39 + 0)

I

|
B

w
> &
v

b) v = (p, ) olsun; koordinat kuraliyla [v], = (—3p + 2¢, 2p — ¢)"’dir. Carpalim:
= (2 ) (o)
Birinci satir:
—23(—3p+29) —39(2p —q) = 69p — 469 — 78p + 39¢ = —9p — 7q
Ikinci satir:
15(—3p + 2q) + 26(2p — q) = —45p + 30q + 52p — 26¢ = Tp + 4q
Ote yandan T'(v) = (5p + g, 3p — 2q)’dur; koordinat kuralini buna uygulayalim:
—3(5p +4q) +2(3p —2¢) = —15p — 3¢+ 6p — 4g = —9p — Tq

2(5p+q) — (3p—2q) =10p+29g—3p+ 29 =Tp+4q
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Iki taraf da (—9p — 7q, 7p + 4q)* cikt1 v
c) Gecis matrisinin siitunlar1 f;’nin e tabanindaki koordinatlaridir; (a) sikkindaki kural kullanalim:

pmwn () (3) mna= (25 (5)
= (4 5)

Bu, ayn1 taban cifti icin yukarida Tkisi de Standart Olmayan iki Taban 6rneginde M, M £ carpr-
miyla bulunan matrisin aynisidir; iki yol da ayni sonucu verir.
]

Ornek 13.16 (Tiirev Operatériiniin iki Tabandaki Matrisi). Derecesi en cok 2 olan reel polinomlarin
uzay1 B, (R) iizerinde tiirev operatdriinii ele alalim:

D:B(R) = B([R),  Dp)=p

a) e = {1, z, 2%} tabanimna gore D], matrisini bulunuz.

b) Ker D ile Im D’nin boyutlarini bulup boyut teoremini dogrulayimiz.

¢) f={1,1+z,1+z+2?} tabanmna gére [D] ; matrisini hem dogrudan hem de taban degisimi
formiiliiyle hesaplayiniz.

Cozim.
a) Taban vektorlerinin tiirevlerini alip e cinsinden yazalim (e tabaninda koordinatlar katsayilardir):

D(1)=0=(0,0,0)", D(z)=1=(1,0,0), D(a?)=2z= (0,2,0)*

(D] =

€

o O O
OO =
o N O

b) D(p) = 0 olmas1 p’nin sabit polinom olmas: demektir:
Ker D={a:a€R } =L(1), dim(Ker D) =1

Goériintii, [D], nin sifirdan farkli siitunlarinin gerdigi uzaydir; (1,0, 0)* ve (0,2,0)? lineer bagimsiz
oldugundan

Im D =L(1, z), dim(Im D) =2

Kontrol. dim P,(R) =3=1+2v
¢) Dogrudan hesap. Once f tabanina gére koordinat kuralini ¢ikaralim:

at+brter®=a-1+p(1+2)+y(1+z+2?) =(a+B+7)+(B+7)z+72°

Sondan baglayarak: y =¢,f=b—c,a =a —b.
Simdi f’nin vektorlerinin tiirevlerini alalim:

D(1)=0=(0,0,0)*
Dl+z)=1=a=1b=c=0=(1,0,0)
Dl+z+a?)=1+2z=a=1,b=2c=0=(1—2,2—0,0)" = (—1,2,0)"

1

[D]f =

o O O
O O =

2
0
Taban degisimi formiilityle. P’nin siitunlar: f vektorlerinin e koordinatlaridir:
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-1 0
—1

1
1|, pPl= 1
1 0 1

O O =

(P ust iicgen oldugundan tersi de st ticgendir; carpimla dogrulanabilir.)

010\ /111 011

[Dl,P=]|002|]lo11|=]002

000/\oo1 000

1-10\/011 01 -1
P([DP)y=|01 —1f[0o02|=]00 2 |=[D]~

00 1)\oo0o0 00 0

Ornek 13.17 (U¢ Taban ve Zincir Kurali). R?de e standart taban; f = {(1,1),(1,2)} ve g =
{(27 1)7 (3a 2)} olsun.

a) e’den f’ye gecis matrisi P’yi ve e’den g’ye ge¢is matrisi R’yi yaziniz.
b) f’den g’ye gecis matrisi Q)’yu dogrudan hesaplayniz.
¢) R = PQ oldugunu dogrulayimniz.

Cozim.

a) e standart taban oldugundan gecis matrislerinin stitunlar1 dogrudan hedef tabanin vektérleridir:
11 23
=) m=(3)
b) @’nun situnlari, g vektorlerinin f tabanindaki koordinatlaridir.
g = (21) =a(1,1) + B(1,2) = (a + B, a + 28)
a+ =2, a+2=1 = pf=-1,a=3

9o = (3,2): a+ =3, a+26=2 = pB=-1,a=4

o= (% %)

¢) Zincir kuralina gore e’den ¢’ye gecis, PQ carpimi olmalidir:

11\(3 4 3—-14-1\ (23
PQ= (1 2)(—1 —1) - (3—2 4—2) - (1 z)ZR/

13.9 Ispat Problemleri

Ornek 13.18 (izomorfizm Tabani1 Tabana Gétiiriir). V ve W, bir K komiitatif cismi iizerinde iki
vektdr uzayi ve F' : V' — W bir iizerine (6rten) vektdr uzay: izomorfizmi olsun. {vy, vy, ..., v, } kiimesi

V’nin K iizerinde bir tabani ise, {F(v;), F(vy), ..., F(v,)} kiimesinin de W’nin bir tabani oldugunu
gosteriniz.

Coziim.
Bir tabanin iki 6zelligini ayr1 ayr1 gosterelim.

Dogurma. w € W olsun. F érten oldugundan F'(v) = w olacak bicimde bir v € V vardir. {vy, ..., v, }
bir taban oldugundan uygun a4, ..., a,, € K skalerleriyle
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94 Boliim 13. Problemler

V= aV; + Ay + -+ a, v,
yazilir. F’yi uygulayalim; F' lineer oldugundan
w=F(v) =a,F(v,) + a;,F(vy) + -+ a, F(vy,)

Demek ki her w € W, F(v,)’lerin bir lineer kombinezonudur.
Lineer bagimsizlik. a, F'(v;) + --- + a,, F(v,,) = Oy olsun. Lineerlikten

F ( a,vy + - +a,v, ) =0y
F bir izomorfizm, dolayisiyla bire birdir; bire bir lineer doniigsiimiin ¢ekirdegi yalniz sifirdan olusur:

avg + -+ ayv, = 0V

{vy, ..., v, } lineer bagimsiz oldugundan a; = a, = - = a,, = 05 dir.

Iki 6zellik birlikte {F'(v,), ..., F(v,,) } 'nin W’nin bir taban1 oldugunu verir.
|

1 Not

Bu sonucun dogrudan bir ¢ikarimi vardir: izomorf iki sonlu boyutlu uzaymn boyutlari esittir. Tabanin
eleman sayis1 boyut oldugundan dim W = n = dim V’dir.

Ornek 13.19 (Singiiler Olmayanlarin Bileskesi). U ve V, aym bir K komiitatif cismi iizerinde iki
vektor uzayy; F': V. — U ve G : U — V ikilineer doniigiim olsun. F' ve G’nin her ikisi de singiiler degilse,
G o F lineer dontigimiiniin de singiiler olmadigini gosteriniz.

Cozim.
Singiiler olmama ol¢iitti geregi bir lineer doniisiimiin singiler olmamasi, ¢ekirdeginin yalniz sifir
vektoriinden olusmasi demektir. Varsayimimiz

Ker F = {0}, Ker G = {0y}
G o F : V — V déntisimiiniin cekirdegini inceleyelim:
Ker (GoF)={veV:G(F(v))=0y}

v € Ker (Go F) olsun, yani G ( F(v) ) =0y olsun. F(v), G'nin cekirdeginde bir vektordiir;
Ker G = {0y} oldugundan

F('U) = OU
Bu kez v, F’nin cekirdegindedir; Ker F' = {0y, } oldugundan
v = OV

Demek ki Ker (G o F') = {0y} dir ve G o F singiiler degildir.
]

© Ayni ifadenin baska okunuslar

Sonlu boyutlu uzaylarda singiiler olmama, bire bir olmayla ve (boyutlar esitse) 6rten olmayla denktir.
Bu problem, “bire bir iki déniisiimiin bilegkesi bire birdir” bi¢iminde de okunabilir. Matris diliyle
karsiligy da tanidiktir: iki regiiler matrisin ¢arpimi regiilerdir.
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Alistirma

Alistirma 13.1 (Koordinat ve Taban Sorulari).

1. R%de f; = (2,1), f, = (1,1) olsun. v = (5, 3) vektoriiniin f tabanindaki koordinatlarini bulunuz.

2. R%?dee; = (1,1), ey = (1,—1) ve f; = (2,1), f, = (1,1) tabanlar veriliyor. e’den f’ye gecis matrisi
P’yi bulunuz. [v], = (3,1)" ise [v] ; nedir?

3. T:R? = R?, T(z,y) = (x + 2y, 3x) operatériiniin f; = (1,1), f, = (2,1) tabanindaki matrisini
bulunuz.

4. B(R)de f ={1,z+1, (z + 1)*} tabanina gore p(z) = z* + 4z + 1 polinomunun koordinatlarini
bulunuz.

5. 2. mertebeden reel kare matrislerin uzay1 M,(R)’de

f1:<(]j 8)7 f2:<(]j (]i)a f3:<i (]i)a f4:<i i)

bir tabandir. A = (; i) matrisinin bu tabana gore koordinatlarmi bulunuz. 6. T : R® — R3, T'(z,y, 2) =

(2, z, y) operatoriniin f; = (1,0,0), f, = (1,1,0), f3 = (1,1, 1) tabanindaki matrisini bulunuz.

Cozim.
Lzf, +yfy=02x+y,x+y)=(53) denkleminden

Birinciden ikinciyi ¢ikarirsak = 2, buradan y = 1:

[v]; = (?)

Kontrol. 2(2,1) + (1,1) = (5,3) v

2. Sutunlar1 taban vektorleri olan matrisler:

11 21
(0 4) =)

M1’ blok indirgemeyle bulalim:
1 1|10\ Re=»—Ry+R, (1 1 1 0
1 -1|01 0 —2|-1

1 0 ) R,»—Ry+R, (1 0‘
1 1 ~
2 72 01

—_

R,—»—1iR, (11
~ 01

N D=
| oim
N

N|—=

P=M;'M; = (

N N|—

)G~ (1)

Kontrol. P’nin birinci siitunu f;’in e’deki koordinatlar1 olmali:

|
N[

—

—

3 1 3 1
et ge= 5(1,1) + 5(1,—1) =(2,1)=f, v

[v] ; i¢in 6nce v’yi bulmak en kisast: v = 3e; + ey = 3(1,1) + (1,—1) = (4, 2). Simdi
(4,2) =x(2,1) +y(1,1) = 2z +y,z +y)

= 2x+y=4,zx+y=2
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Buradan z = 2,y = 0:

[v] = (3)

Ayni sonucu P[], ile de alabilirdiniz.
3. Dogrudan tanimdan gidelim.

T(fl) = T(la 1) = (1 + 2a 3) = (3,3)

(3,3) =a(1,1) +b(2,1) = (a + 2b,a + b) denkleminden a + 2b =3, a + b = 3; ¢ikarma ile b = 0,
a=3:

T(f1) =3f1+0fy
T(fy) =T(2,1) = (24 2,6) = (4,6)
a+2b=4,a+ b= 6 denklemlerinden b = —2,a = 8:
T(fy) =8f1 —2f,

Ty = (g —82>

4.p(z) = a+b(z + 1) + c(x + 1)? yazalm:
a+bz+1)+c@®+2x+1)=ca®+(b+2c)x+ (a+b+c)
p(z) = 22 + 4z + 1 ile esitleyelim:
c=1, b+2c=4, a+b+c=1

Ikinciden b = 2; iiciincidena =1—b—c=1—-2—1= —2:
[P]f: 2

Kontrol. Bulunan katsayilar p(z)’i geri verir v
—2+2x+1)+(z+1)2=-2+2r+2+22+2x+1=22+4x+1
5.a,b,c,d € R olmak tizere A = af; + bf, + cf; + df, yazalim ve sag tarafi toplayalim:

tbtetdbtetd
of+bfytefyrdf,= (PTG PO

Bunu A ile kargilagtiralim:

a+b+c+db+c+d) _ (12
c+d d - \314

Sag alttan baglayarak geriye dogru ¢ozelim:
d =4, ct+d=3=c=-—1, b+c+d=2=0bb=-1
a+b+c+d=1=a=1-(-1)—(-1)—4=-1
—1

A= 7

4
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13.10 Alistirma 97

Kontrol.

C(1-1-1+40-1-1+4
f1f2f3+4f4_(0+01+4 0+0+0+4)

_(12),

- \314
6. Bir (p, g, r) vektoriiniin bu tabandaki koordinatlary, af; + bfy + cfs = (a + b+ ¢, b+ ¢, ¢) esitligi
sondan basa okunarak bulunur: c =r,b=q—r,a =p—q.

T(f;) =(0,1,0) = (—1,1,0)*
T(f2) = (03 ]-? 1) = (713 07 l)t

T(fS) = (1’ L, 1) = (Ov 0, l)t

—1-10
T,=|1 00
0 11

Kontrol. Birinci siitun: —f; + f5 = —(1,0,0) 4+ (1,1,0) = (0,1,0) = T(f;) v
|
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14.1

14. Benzerlik ve Iz

Taban degistirme boliimii tek bir formiille kapanmusti: ayni operatériin iki tabandaki matrisleri [T']; =
P~T] P bagmtistyla birbirine baglhdir. Simdi bu bagintiy1 operatérden bagimsiz olarak, matrisler
arasinda bir iligki gibi ele aliyoruz. Ortaya ¢ikan benzerlik kavrami, “bir matrisin hangi 6zellikleri taban
secimine bagli degildir?” sorusunun dogru ¢ercevesidir; bu bolimde bu 6zelliklerden ikisini — rank ve
iz — inceleyip, dersin geri kalaninin etrafinda déndiigii soruyu soruyoruz: bir operatériin matrisi hangi
durumda késegen yapilabilir?

Benzer Matrisler

Tanim 14.1 (Benzer Matrisler). A ve B, K iizerinde n. mertebeden iki kare matris olsun. Eger
B=P AP

olacak sekilde regiiler bir P matrisi varsa, A ile B’ye benzer matrisler denir ve A ~ B yazilir.

Taban degisimi teoremi, ayn1 operatoriin farkli tabanlardaki matrislerinin daima benzer oldugunu séylii-
yordu. Tersi de dogrudur.

Teorem 14.1 (Benzer Matrisler Ayni1 Operatorii Temsil Eder). A ~ B ise, K™ iizerinde uygun iki

taban segilerek A ile B’nin ayni operatoriin matrisleri oldugu goriilebilir.

ispat.
B = P! AP olacak bicimde regiiler bir P olsun. e ile K™’in standart tabanini gésterelim ve
T: K" — K", v A-v
operatorinii alalim; standart tabandaki matris sonucundan [T'], = A’dur.
P regiiler oldugundan siitunlari lineer bagimsizdir; n tane lineer bagimsiz vektor K™’in bir tabanini
olusturur. Bu situnlart fy, ..., f,, diye adlandwralim; f = {f, ..., f,,} bir tabandir ve siitunlari f; olan

matris tam olarak P oldugundan P, e’den f’ye gecis matrisidir.
Taban degisimi teoremi geregi

[T); = P![T|,P=P'AP =B

Demek ki A ile B, aymi T operatoriiniin sirasiyla e ve f tabanlarindaki matrisleridir.
|

Teorem 14.2 (Benzerlik Bir Denklik Bagintisidir). K iizerinde n. mertebeden kare matrisler kiime-
sinde benzerlik bagintisi yansiyan, simetrik ve geciskendir.

ispat.

Yansima. P = I, alalim; I, ' AI, = A oldugundan A ~ A’dur.

Simetri. B = P~ AP olsun. Her iki tarafi soldan P, sagdan P~" ile carparsak
A=PBpP!= ( Pil)*lB ( P! )

P~ de regiiler oldugundan B ~ A’dur.
Gecisme. B = P~ AP ve C = Q' BQ olsun. Yerine koyalim:

C=Q ' (P'AP)Q=(Q'P')A(PQ)=(PQ)APQ)
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100 Bé6liim 14. Benzerlik ve iz

Son adimda ters matrisin ozellikleri geregi (PQ)™' = Q 1P~ kullanildi. PQ iki regiiler matrisin
carpimi olarak regiilerdir; 6yleyse A ~ C’dir.
|

Benzer matrislerin ortak yanlari, temsil ettikleri operatoriin tabandan bagimsiz 6zellikleridir. En temeli
ranktir.

Teorem 14.3 (Benzer Matrislerin Ranki Esittir). V sonlu boyutlu, e bir tabanive T € A(V') olsun. O
zaman

rank ( [T], ) = dim(Im T')
Ozel olarak benzer iki matrisin rank: esittir.
ispat.
e={e,...,e,} olsun. {eq, ..., e, } V'’yi dogurdugundan doguran kiimenin goriintiisii geregi
ImT =L (T(e),-T(e,))

[T], nin siitunlar tam olarak [T(e;)],, ..., [T (e,)]
vektorlerinin gerdigi uzaydir.

v > [v], doniisiimii V’den K™ iizerine bir izomorfizmdir; izomorfizmler lineer bagimsizlig ve doguran
olmayi korudugundan Im T ile onun koordinat goriintiisii ayni boyuttadir:

. oldugundan, [T],’nin siitun uzayr bu koordinat

dim(Im T') = dim ( [T, 'nin siitun uzay1 ) = rank ( [T, )

Simdi A ~ B olsun. Benzer Matrisler Ayni Operatoérii Temsil Eder teoremi geregi A ile B, aymi T
operatoriniin iki farkli tabandaki matrisleridir. Sag taraf dim(Im T') tabandan bagimsiz oldugundan

rank (A) = dim(Im 7T') = rank (B)

1 Not

Bu, benzerligi ¢iiriitmek igin pratik bir 6l¢iit verir: ranklar: farkl olan iki matris benzer olamaz.
Olgiit tek yonliidiir — ranklar1 esit olan iki matris benzer olmak zorunda degildir. Ayni isi géren,
tabandan bagimsiz iki biiyiiklikk daha vardir: bu boliimde tanimlayacagimiz iz ve determinantlar
bolimiinde tanimlayacagimiz determinant.

Son olarak, benzerlik kuvvet almayla uyumludur; bu da operatér kuvvetlerini hesaplamayi kolaylastirir.

Teorem 14.4 (Benzerlik ve Kuvvetler). [T]; = P*[T] P olsun. Bu durumda her m € Z* i¢in
([Ty)™ =Pt ([T])"P
ve K iizerinde her p(x) polinomu igin

[p(D)); =P p ([Tl )P

ispat.
Kuvvet. Carpimi acip ortadaki PP~" ¢iftlerini sadelestirelim:

€

(PTLP)™ = ( PT)P) (P[]

( ‘ P)
P
P

T). (PP [T, (PP (TP
- [T]G[T]e'"[T]eP =P ( [T]e)mP

P (P

Polinom. p(z) = ag + a1z + -+ + a,,z™ olsun. Matris gosteriminin toplama ve skalerle ¢arpimla
uyumu ile [T*] ; = ([T ;)" esitligini birlikte kullanalim:
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14.1 Benzer Matrisler 101

[P(T)]y = aoll]; + ay[T]f + - +a, [T™];
= agl, +a, P [T],P + - +a, P~ ([T],)"P
—pt (aOIn +a,[T), + -+ ay, ([T])" ) P=P'p([T],)P

Ikinci satirda [I]; = I, = P~ I, P oldugu kullanld.
|

@ Ne ige yarar?

Taban degistirme bolimiindeki yansima 6rneginde [T, = (é _01) kosegen cikmusti; boyle bir mat-
risin kuvvetini almak bir satirlik istir: ( [T f)m = ((1) (7?
tabandaki [T'], 'nin kuvveti de tek bir carpimla bulunur: ( [T].)™ = P ( [T] f)mPfl. Kosegenlestir-

menin biitlin pratik degeri buradadir.

)m>. Yukaridaki teorem sayesinde standart

Bir Matrisin Izi

Tanmim 14.2 (Iz). A = (a;;), K tzerinde n. mertebeden bir kare matris olsun. A’nin kdsegeni tizerindeki
elemanlarin toplamina A’nin izi denir ve iz (A) ile gosterilir:

n
iz (A) = ayy +ag + - +a,, = Zan‘
-1

Iz, matristen bir say1 iireten en basit islemdir: yalnizca kdsegene bakar, carpma bile gerektirmez. Buna
ragmen taban degisimi altinda korunur; bunu gérmek i¢in 6nce ¢arpimin izine bakalim.

Teorem 14.5 (Carpimun Izi Sira Degistirir). A ve B, K iizerinde n. mertebeden iki kare matris olsun.
O zaman

iz (AB) =iz (BA)

Ispat.
A = (a;;) ve B = (b;;) olsun. Carpimin kosegen elemani

(AB);; = Z aijbji
j=1

oldugundan

Ayni hesabi BA i¢in yapalim:

iz (BA) = Z( BA);; = bjiai;
=1 j=1 i=1
K komitatif oldugundan bj;a;; = a;;b;; 'dir; sonlu bir ¢ift toplamda terimlerin sirasi da degistirilebilir.
Oyleyse iki toplam ayni terimlerden olusur ve esittir.
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102 Bé6liim 14. Benzerlik ve iz

Dikkat

Teorem AB = BA demiyor — matris ¢arpimi degismeli degildir. S6ylenen yalnizca iki ¢arpimin
izlerinin esit oldugudur; matrislerin kendileri farkli olabilir.

Sonug 14.1 (Benzer Matrislerin Izi Esittir). A ~ B iseiz (A) = iz (B) dir.

ispat.
B = P71 AP olsun. Carpimi ( P! ) ( AP) biciminde ikiye ayirip bir onceki teoremi uygulayalim:

iz (B) =iz ( P71(AP) ) =iz ( (AP)pP! ) =iz ( A(PPY) ) =iz (A4)

Rankta oldugu gibi, izin de tabandan bagimsiz olmasi onu operatdriin kendisine ait bir biytukliik yapar.

Tanim 14.3 (Bir Operatériin 1zi). V sonlu boyutlu bir vektér uzayi, T € A(V) ve e, V'nin herhangi
bir tabani olsun. 7”nin izi

iz (T) =iz ( [T].)

biciminde tanimlanir. T°nin herhangi iki matris gésterimi benzer oldugundan ve benzer matrislerin izi
esit oldugundan, bu tanim e tabaninin se¢ciminden bagimsizdir.

Ornek 14.1 (Iki Operatériin izi). Asagidaki iki operatériin izini bulunuz.
a) T :R3 — R3? soyle tanimlansin:
T(z,y,2) = (a1 + oy + a3z, by + byy + by z, ¢ + ¢y + ¢52)

b) 2. mertebeden reel kare matrislerin uzay1 V = M,(R) tizerinde T(A) = M - A, burada M = (; Z)

Coziim.
a) Standart tabanda hesaplayalim. T'(e;) = (aq, by, ¢1), T(eq) = (ag, by, ¢5), T(e5) = (ag, by, c3) ol-
dugundan bu vektérler dogrudan [T'], ’nin siitunlaridir:

ap a ag
[T] = bl b2 b3 = iZ (T) = al + bz + 03

€1 G C3

b) V’nin standart tabanini alalim:

10 01 00 00
z=(on) == (o) 2=(0) 2=(00)

Dort carpimi yapalim:

)= (33)(00) = (5 0) =18 +2,
)= (33)(00) = (0 ) =18 +2,
)= (33)(V0) = (30) 28+ 5,
T(E,) - (; j) (8 ?) - (8 i) _ 2B, + 45,
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Katsayilar1 siitun olarak yazalim:

1020
0102 . B 3
Tle=13040 =  z(T)=1+1+4+4=10
0304

iz (M) =1+ 4 = 5 olduguna dikkat edin: iz (T") = 2 iz (M) ¢ikt1. Bu bir rastlant1 degildir; M, (K)
uzerinde A - M A operatériiniin matrisi, M in iki kopyasin kosegen bloklar hélinde tasir.
]

Kosegenlestirilebilir Operatorler
Taban degistirmenin biitiin amaci, operatériin matrisini olabildigince sade bir bicime sokmakti. En sade
bicim kosegen matristir.

Tanim 14.4 (Kosegenlestirilebilir Operatér). V, K tizerinde n boyutlu bir vektér uzayive T' € A(V)
olsun. [T'] ; matrisi kosegen olacak bi¢cimde V’nin bir f tabani varsa T"ye kosegenlestirilebilir operatér,
f tabanina da T’yi kosegenlestiren taban denir.

Teorem 14.6 (Kosegenlestirilebilirligin Matris Olciitii). V,n boyutlu bir vektor uzay, T € A(V) ve
A, T’nin herhangi bir matris gosterimi olsun. T 'nin kosegenlestirilebilir olmast igin gerek ve yeter kosul,

P1AP
kosegen olacak bicimde regiiler bir P matrisinin var olmasidir.

Ispat.

A = [T), olsun.

Gereklik. T' kosegenlestirilebilir olsun, yani [T'| ; kosegen olacak bigimde bir f tabani bulunsun. P, e’den
fye gecis matrisi olsun; P regiilerdir ve taban degisimi teoremi geregi

P'AP = PUT|,P = [T],

sag taraf kosegendir.
Yeterlik. P regiiler ve D = P~ AP kosegen olsun. P = (pi;) olmak iizere

fj = Dijer +pyjes + - +ppje, (G=1,.m)

vektorlerini tanimlayalim; yani f., P’nin j. stitununu e tabamindaki koordinat vektorii olarak okuyan
vektordir. P regiiler oldugundan siitunlart K™ 'de lineer bagimsizdir; v — [v], bir izomorfizm oldugundan
fiy s [, de Vde lineer bagimsizdir. n tane lineer bagimsiz vektor n boyutlu V ’nin bir tabanidir, 6yleyse
f=Af1,-- f,} bir tabandir ve tanimi geregi P, e’den f’ye gecis matrisidir. Taban degisimi teoremi
geregi

[T); = PV[T],P=P AP =D

kosegendir; demek ki T kosegenlestirilebilirdir.
|

Ayni ifade matris diliyle s6yle okunur: bir kare matrisin kosegenlestirilebilir olmasi, kosegen bir
matrise benzer olmasi demektir.
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1 Siradaki soru

Olgiit dogru ama heniiz kullanish degil: “boyle bir P var mi1?” sorusunu cevaplamak icin P’yi arayip
durmak gerekiyor. [7'];'nin késegen olmasi, f tabaninin her vektorii icin

T(fj) = kj.fj

demektir — yani T', f;’yi yalnizca bir katsayiyla 6l¢ekliyor, yoniinii degistirmiyor. Boyle vektorlere
o6zvektor, karsilarindaki k; sayilarina 6zdeger denir. Késegenlestirme sorusunun sistematik cevab:
bu iki kavramdadir ve Ozdegerler ve Ozvektorler bolimiinde verilecektir.

Alistirma

Alistirma 14.1 (Benzerlik ve iz Uzerine).

AR A A o

12 01 L y o
A=, ,)veB=|, ,) matrislerinin benzer olmadigin gésteriniz.
2 0 . 21 . .
A=y 5)ile B=(, ,) matrisleri benzer midir?
10y . 10 o .
A=, )ileC=(, ) matrisleri benzer midir?

A ile B benzer ise A* ile Bt'nin de benzer oldugunu gésteriniz.

iz (A+ B) =1z (A) + iz (B) veiz (kA) = k iz (A) oldugunu gosteriniz.

K = R olmak tizere AB — BA = I, olacak bicimde 2. mertebeden A, B kare matrislerinin bulunama-
yacagini gosteriniz.

Cozim.
1. Iz tabandan bagimsizdir, dolayisiyla benzer matrislerin izleri esit olmalidur:

iz (A)=1+4=25, iz (B)=0+0=0

Izler farkli oldugundan A ~ B’dir.
2. A = 21, bir skaler matristir. Herhangi bir regiiler P i¢cin

PlAP =P '(2L,)P=2P 'LP=2P 'P=2[,= A

olur; yani A yalnizca kendisine benzerdir. B # A oldugundan A ile B benzer degildir.

Dikkat: bu 6rnekte ne rank ne de iz dlciitti ige yarar — her iki matrisin de ranki 2, izi 4’tiir. Bu iki 6l¢iit
benzerlik icin gerek kosuldur, yeter kosul degildir.

3. Ranklan kargilagtiralim: rank (A) = 2, rank (C') = 1'dir. Benzer matrislerin rank: egit olmak
zorunda oldugundan A ile C benzer degildir. (z de ayirt eder: iz (A) = 2 ve iz (C) = 1'dir.)

4. B = P71 AP olsun. Transpozeyi alalim; (XY)* = Y*X? oldugundan

Bt = ( P_IAP)t = PtA ( P_l)t
( P_l)t = ( Pt)_l oldugunu kullanalim ve @ = ( Pt)_l diyelim; bu durumda P* = Q! olur ve
Bt — QflAtQ

Q regiiler oldugundan A* ~ B*dir.
5. ikisi de kosegen elemanlarin toplami iizerinden dogrudan gorilir: (A + B),; = a;; +b;; ve
(kA),; = ka,; oldugundan

iz(A—}-B):Za +by;) EaHJFZb“_ A) +iz (B)

:Zkaii :kZaii =kiz (A)

6. Boyle A, B bulundugunu varsayalim. Her iki tarafin izini alalim; iz toplamsal oldugundan (5. sik) ve
z (AB) = iz (BA) oldugundan
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14.4 Alistirma 105

iz (AB— BA) =iz (AB) —iz (BA) =0

Ote yandan iz (I,) = 1+ 1 = 2'dir. 0 = 2 ¢eliskisi, varsayimin yanhs oldugunu gésterir.
]
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15.1

15. Iki Uzay Arasinda Matris Gosterimi

Bir operatoriin matrisi béliimiinde T : V' — U doniisiimiintin iki tabana gére matris gosterimini tanim-
lanmus, bir 6rnek tizerinde hesaplamistik. Bu béliimde o gdsterimin biitiin cebirsel 6zelliklerini kuruyoruz:
matris carpiminin bileskeye, matris toplaminin dontisim toplamina karsilik geldigini gosterecek ve
donemin en carpici sonucuna varacagiz — tabanlar uygun segilirse her lineer dontisiimiin matrisi yalnizca
rankina bagli, son derece sade bir bicime iner.

Bolim boyunca V ile U, K iizerinde sirasiyla m ve n boyutlu vektor uzaylar; B = {vy, ..., v,,} V’nin,
C ={uy, ..., u, } ise U'nun bir tabanidir. Hatirlatalim: [T'] ¢, 5 matrisinin j. situnu [ T'(v;)] o dir ve matris
(n, m) tipindedir.

Temel Esitlik

Teorem 15.1 (Doniisiimiin Uygulanmasi1 Matrisle Carpimdir). 7 :V — U lineer olsun. Her v €
V igin

[Tlep - [v]g = [T('U)]c
Ispat.
v € V olsun ve B tabanina gore koordinatlarini [v] g = (x4, ..., x,,)" ile gosterelim; yani
V=TV + X305 + -+ 2,0,
T lineer oldugundan
T(v) = 2,T(vy) + 25T (vg) + - + 2, T (v,,)

Koordinat almak da lineer bir islemdir (koordinat izomorfizmi); her iki tarafin C tabanina gore koordi-
natlarini alalim:

[ T(”)]C =T [ T('Ul)]c + T [ T(UZ)]C tot T, [ T(")m)]o
Sag taraf; siitunlart [ T (v;)] olan matrisin (x4, ..., z,,)! situnuyla ¢arpimindan baska bir sey degildir:

[T@)e = ([T@]e |~ ][ TEn)]e) ) = Ml b

L,

1 Not

Bu esitlik, matris gosteriminin biitiin anlamidir: V' ile U soyut uzaylar olsa bile, taban secildikten
sonra 1”yi uygulamak K™’den K™’e bir matris ¢carpimina doniigiir. Asagidaki ti¢ teoremin ispati
da hep aymi fikri kullanir — iki matrisin esit oldugunu goéstermek icin her ikisinin de aym siitun
vektorlerini irettigini gérmek yeter.
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O Siitunlar nasil okunur

Iki matrisin esitligini siitun siitun denetlemenin pratik yolu sudur: [v;]5, K™’in j. standart taban
siitunudur. Bir matrisi bu siitunla carpmak, matrisin j. siitununu almak demektir. Oyleyse “her v icin
M, [v]p = M,[v]g” bilgisinden, v = v; alarak M ile My’ nin biitin situnlarinin esit oldugu, yani
M, = M, oldugu cikar.

Doniisiim Uzay1 ile Matris Uzay1

Déniigtimlerin uzay: bélimiinde Hom (V, U)’nun bir vektér uzay1 oldugunu ve boyutunun m - n ¢ikti-
gin1 gormiistiik. Matris gosterimi bu iki uzay birebir ortiistiirir.
Teorem 15.2 (Hom(V,U) ile Matris Uzaymin izomorflugu). M,

n.m(K) ile K dzerindeki (n,m)
tipindeki matrislerin uzayini gosterelim. O zaman

¢ : Hom (Vv U) - Mn,m(K)7 q)(T) = [T]C B
bir vektor uzayi izomorfizmidir.

ispat.
Lineerlik. T, S € Hom (V,U) ve k € K olsun. (T + S)(v;) = T'(v;) + S(v;) ve koordinat almak

lineer oldugundan
[(T+8)(v)]e =[T))]c+][SW))]e

Bu, [T + S]¢, g nin j. sitununun [T g ile [S]c p’nin j. siitunlarinin toplami oldugunu soyler; bitiin
j’ler i¢in dogru oldugundan

[T+ Sle,s = Tle,s +[Sle,s

Ayni hesap kT igin [kT] o g = k[T g verir. Oyleyse ® lineerdir.

Bire birlik. ®(T') = 0 olsun, yani[T'| ¢ g sifir matris olsun. O zaman her j icin [ T'(v;)]c = 0, dolayistyla
T'(vj) = Oy dur. Bir lineer doniisiim taban iizerindeki degerleriyle belirlendiginden (tabanla belirlenme)
T sifir dontigiimidiir. Cekirdegi yalniz sifir olan lineer doniisiim bire birdir.

Ortenlik. A = (a;;) € M, ,,,(K) verilsin. Tabanla belirlenme teoremi geregi
T(vj) = aqUy + Qg ity + o F Gy U, (G=1,..,m)
kosulunu saglayan tek bir T' € Hom (V,U) vardwr. BuT icin [ T'(v;)|c tam olarak A’min j. siitunudur,

yani ®(T) = A’dur.
|

1 Not

Izomorf uzaylarn boyutlar: esit oldugundan bu teorem, dim Hom (V,U) = dim M, , (K) =m -
n esitliginin ikinci bir ispatini verir. V = U ve B = C alinirsa, operator cebri ile matris cebri

bolimiindeki A(V) = M, (K) izomorfizmine déniiliir.

n

Bileskenin Matrisi

Teorem 15.3 (Bileskenin Matrisi Matrislerin Carpimudir). V, U ve W sonlu boyutlu uzaylar; B, C
ve D sirasiyla bunlarin birer tabaniolsun. F : V. — U ve G : U — W lineer doniisiimleri igin

(G o F]D,B = [G]D,C : [F]C,B
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ispat.
Herv € V igin temel esitligi iist iiste iki kez uygulayalim:
[(GeF)(v)]p =[G (F©))]p=I[Clpc-[F)]o
= [G]D,C : ( [F]C,B [vlg ) = ( [G]D,C[F]C’,B ) [v] 5

Son adimda matris ¢arpiminin birlesme 6zelligi kullanild. Ote yandan temel esitlik dogrudan G o F
doniisiimiine uygulanirsa

[ (G"F)(”)]D =[GoFlpp-[vp

Demek ki her v icin [G o F]p plv]p = ([G]p c[Fle,s ) [v]p dir. Yukaridaki situn okuma kural geregi
(v yerine sirayla vy, ..., v, alinir) iki matrisin bitin siitunlar: esittir:

(G o F]D,B = [G]D,C[F]C,B

© Boyutlar tutuyor mu?

dimV =m, dimU = n, dim W = p olsun. [G]p ¢ matrisi (p,n), [F]c g ise (n,m) tipindedir;
carpimlari (p, m) tipindedir ve G o F': V' — W doniisiimiiniin matrisi de tam olarak (p, m) tipinde
olmalidir. Ortadaki n’lerin sadelegmesi, bileskenin ancak “U ortak uzay1” iizerinden kurulabilmesinin
matris dilindeki karsiligidir.

Iki Tabanin Birden Degismesi

Operatorlerde tek bir taban vardi ve taban degisimi [T']; = P~'[T'] P formiiliinii vermisti. ki uzay sz
konusu oldugunda iki gecis matrisi devreye girer.

Teorem 15.4 (Dikdértgen Gésterimde Taban Degisimi). B ile B, V 'nin; C ile C’, U 'nun tabanlar
olsun. P, V'de B’den B’ ’ne; Q ise U ’da C’den C' 'ne gegis matrisi olmak iizere her F' € Hom (V,U) igin

[Fler g = Q- [Fle.g- P

ispat.
Gecis matrisinin tanimi geregi herv € V ve her u € U i¢in

Pllp=Plp  ve Qe =[uc
Ikincisinden [u]or = Q' [u] ¢ikar. Simdiu = F(v) alp temel esitligi kullanalim:
[Fler g - [l = [ F(v)]er = Q! [ F(v)]c
=Q! ( [Flo,s - [vlp ) = Qil[F]C,BP' [v]

Bu esitlik herv € V igin gegerlidir; v yerine B’ tabaninin vektérlerini alarak iki matrisin siitunlarinin esit
oldugu goriliir.
|

1 Not

Iki 6zel hal sik kullanilir. Yalnizca varis uzayinda taban degisirse (B = B’, yani P =1, [F loos =
Q '[F]¢, p; yalmzca gikis uzaymnda degisirse (C'= C”, yani Q = I,)) [F|¢ g = [F]g pP olur. V =
U, B=C ve B’ = C’ alindifinda Q = P olur ve formiil tanidik benzerlik bagintisina iner.
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Kanonik Form

Iki tabani birden serbestce secebilmek, operatér durumunda olmayan biiyiik bir esneklik verir. Bu esneklik
sonuna kadar kullanilirsa sasirtici derecede sade bir matris elde edilir.

Teorem 15.5 (Rankin Belirledigi Kanonik Form). F':V — U lineer verank F' = r olsun. O zaman
V ’nin bir B tabani ve U 'nun bir C tabani vardir 6yle ki

Fles=(§ o)

Burada 1., r. mertebeden birim matris; kalan bloklar sifir matrislerdir.

ispat.
Boyut teoremi geregi dim(Ker F') = m — r’dir. Ker F’nin bir tabani {wy,...,w,,_,} olsun. Bir alt
uzayin tabani biitiin uzaywn tabanina genisletilebildiginden

B = {Ula ...,’U,,., wla "'7wm—r}

V ’nin bir tabani olacak bi¢imde v, ..., v, vektorleri bulunabilir.

Simdi u; := F(v,;) diyelim (i = 1, ..., 7). Bur vektoriin Im F ’nin bir tabani oldugunu gérelim.
Dogurma. B bir taban oldugundan  doguran  kiimenin  gorintisii  geregi Im F,
F(vy), .., F(v,), F(wy), ..., F(w,,_,.) vektorleri tarafindan dogurulur. Son m — r tanesi sifirdir (w; €
Ker F), dolayisiylalm F = L(ug, ..., u,.) dir.

Bagimsizlik. r tane vektor r boyutlu Im F’yi doguruyorsa lineer bagimsizdir. (Dogrudan da goriilebilir:
doau; =0ise F (Y av; ) =0,yaniy a;v; € Ker F olur; bu vektorw; lerin bir kombinezonu olarak
yazilinca B’nin bagimsizligi biitiin o, lerin sifir olmasini gerektirir.)

{uy, ..., u,} lineer bagimsiz oldugundan U 'nun bir tabanina genisletilebilir:

C = {Uyy ey Upy Upy gy ey Uy }

Artik matrisi yazabiliriz. i < r icin F(v;) = u; oldugundan [ F(v;)|c, K" ’in i. standart taban siitunu-
dur.j =1,...,m —ricin F(w;) = 0 oldugundan karsilik gelen siitun sifirduwr. Siitunlar sirayla yan yana

koyarsak
I. 0
Fles= (5 o)

Ik 7 siitun sirasiyla K™ in ilk r standart taban siitunu, kalan m — r siitun ise tamamen sifirdur.
u

@ Ne soylityor?

Uygun tabanlarda her lineer doniisiimiin matrisi yalnizca r» = rank F' sayisina baghdir. Yani iki uzay
arasidaki lineer doniigiimlerin tek degismezi ranktir: ranklar: esit iki dontisiim, uygun tabanlarda
tamamen ayni matrisle temsil edilir. Operatorlerde durum béyle degildir — orada taban tek oldugun-
dan se¢im 6zguirliigii yariya iner ve rank tek basina yetmez; hangi buytikliklerin gerektigi 6zdegerler
bolimiiniin konusudur.

Coziimlii Ornekler
Ornek 15.1 (Iki Tabana Gore Matris ve Dogrulamasi). F : R? — R? doniisiimii
F(z,y,2) = 3z + 2y — 4z, x — by + 3z2)
bi¢iminde tanimlamiyor. B = {(1,1,1), (1,1,0), (1,0,0)} ve C = {(1,3), (2, 5)} tabanlar: veriliyor.

a) [F]¢, g matrisini bulunuz.
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b) Herhangi bir v = (z,y, 2) icin [F]¢ g [v]g = [ F'(v)]¢ esitligini dogrulayimniz.

Cozim.
a) Once R?’de C tabanina gére koordinat almay: bir kez hazirlayalm. (p, q) = a(1, 3) + b(2, 5) ise

a+2b=p, 3a+5b=g

Birinciyi 3 ile ¢arpip ikinciden ¢ikaralim: b = 3p — ¢; buradana =p—2b=p —2(3p —q) = —5p +
2q. Yani

—5p + 2q>

Simdi taban vektorlerinin goriintiilerini hesaplayip bu kurali uygulayalim:

F(1,1,1)=(34+2—4,1-5+3)=(1,—1) = (35+12) _ (47)
F(1,1,0) = (3+2,1—5) = (5, —4) = (—1255+—48> _ <_1393)

F(1,0,0) = (3,1) = (—35_43 2) _ (—813)

Ug stitunu yan yana koyalim:
—7 —33 —13
[F]CyB_(z; 19 8 )
b) Once [v] 5’yi bulalm. v = (x, y, z) vektériinii B tabaninda acalim:

v=(z,y,2) =a(l,1,1) +5(1,1,0) + ¢(1,0,0) = (a + b+ c,a + b, a)

Bilesenleri esitlersek

Carpalim:

7 —33 13) z
—Z

[F]C,B[U]B = ( 4 19 8
)

Birinci satir: —7z — 33(y — 2) — 13(z — y) = —13z — 20y + 26z.
Ikinci satir: 4z + 19(y — 2) + 8(z — y) = 8z + 11y — 15z.

_ (—13z — 20y + 262
[F]CvB[”]B_( 8z + 11y — 152 )

Simdi sag tarafi hesaplayalim. F(v) = (3z + 2y — 4z, — 5y + 32) olduguna gore (a) sikkindaki
koordinat kuraliyla p = 3z + 2y — 4z ve ¢ = & — 5y + 3z alalim:

—Bp + 2q = —5(3z + 2y — 42) + 2(x — 5y + 32) = —152 — 10y + 20z + 2z — 10y + 62 = —13z — 20y + 262
3p—q=3Bx+2y—42) — (x —5y+32) =92 + 6y — 12z —x + by — 32 = 8x + 11y — 152

Iki taraf aym ciktr: [Fe g[v]p = [ F(v)]o v
|
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Ornek 15.2 (Standart Tabanlarda Matris Katsay1 Matrisidir). F : K™ — K" déniisiimii
F(zq,.., ) = (Z ay;T;, Za2jmj, - Zanjxj )
J J J

biciminde verilsin. B ve C' standart tabanlar olmak iizere [F| 5 = (a;;) oldugunu gosteriniz ve agagidaki
dontisiimlerin standart tabanlara gore matrislerini yaziniz.

a) F:R? = R3 F(z,y) = (3z — y, 2z + 4y, 5z — 6Y)
b) F:R* — R2 F(z,y,s,t) = (3x — 4y + 2s — 5t, bz + Ty — s — 2t)
) F:R® - R F(r,y,2) = (2x + 3y — 8z, x + y + 2z, 4z — 52, 6y)

Coziim.
Genel durum. B standart taban oldugundan j. taban vektorii e
digerleri 0 alinarak bulunur:

5

y nin gorintisi, formilde z, = 1 ve

J

F(ej) = (ay, Agjy -y Q)

C de standart taban oldugundan bir vektorin koordinatlari bilesenlerinin kendisidir; Gyleyse
[F]c p'nin j. situnu (ay, ..., a,,;)* dir. Bu siitunlar yan yana kondugunda tam olarak (a;;) matrisi elde
edilir.

Kural. Katsayilar1 olduklar1 gibi yazmak yeter; satirlar cikistaki bilesenlere, siitunlar degiskenlere
karsilik gelir.

a) Iki degisken, ii¢ bilesen: (3, 2) tipinde bir matris.

b) Dort degisken, iki bilesen: (2, 4) tipinde.

342 -5
Fle,s = (5 7 -1 —2)

c) Ug degisken, dért bilesen: (4, 3) tipinde. Gériinmeyen katsayilar sifirdir.
—8

[F]C,B = -5

O =N
O = W

Ornek 15.3 (Aym1 Uzay, Iki Farkli Taban). T : R? — R?, T'(z,y) = (2 — 3y, = + 4y) olsun. Cikista
standart taban e, varista ise f = {(1,3), (2,5)} tabani kullamlarak [T, , matrisini bulunuz.

Coziim.
Bir 6nceki 6rnekte f tabanina goére koordinat kuralini ¢ikarmigtik:

_ (—5p+ 2q>
ol = (50
Standart taban vektorlerinin gériintiilerini bu kuralla yazalim:

—10 4+ 2)

T(e,) =T(1,0)=(2,1) = ( 6—1 (58>

ey =70, = (3.0 (1578) = (3)
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—8 23
Tlg.e = ( 5 13)
Kontrol. Birinci siitun T'(e; )’in f koordinatlar1 olmaliyd:

—8(1,3) + 5(2,5) = (—8 + 10, —24 + 25) = (2,1) = T(e,) v

Bu bir operat6r matrisi degildir

Yukaridaki T bir operatordiir (V = U = R?), ama cikista ve varista farkl tabanlar kullanildigindan
[T]; . matrisi [T], ya da [T]; ile karistirllmamalidir. Ozel olarak benzerlik bagintisi bu matris icin
gegcerli degildir; benzerlikten s6z edebilmek icin iki tarafta da aym taban kullanilmalidur.
Ornek 15.4 (Bir Matris Doniisiimiiniin Iki Gosterimi). A = (f 754 _73) olmak iizere F : R3 — R2,
F(v) = A v dénisimiini ele alalim (vektorler siitun olarak yaziliyor).

a) Bve C standart tabanlar iken [F]; p nedir?
b) B"={(1,1,1),(1,1,0),(1,0,0)} ve C" = {(1,3), (2,5)} tabanlarma gore [F]ss p matrisini bulu-

nuz.
Coziim.
a) F'(e;) = Aej, yani A’'nin j. siitunudur; standart tabanda koordinatlar bilesenlerin kendisi oldugun-

dan
2 5 =3
[F]C,B_A_<1 4 7)

Bir matris dontisimiiniin standart tabanlardaki matrisi matrisin kendisidir.
b) Goruntiileri hesaplayalim:

F(1,1,1) = (245—3,1—4+7) = (4,4)
F(1,1,0) = (2+5,1—4) = (7,-3)
F(1,0,0) =(2,1)

C’ tabanina gore koordinat kurali yine [ (p, q)]c, = (—5p + 2q, 3p — q)¥’dir:
—20+8) (12 B —35-6)  (—41
44 = ( 12—4)‘( 8 ) 7.=3)= ( 2143 > _(24>
~10+2) _ (-8
en= (327 ()

—12 —41 -8
[F]CGB/_( 8 24 5)

Kontrol. Taban degisimi teoremi de ayni sonucu vermelidir. B’den B"’ne gecis matrisi P’nin siitunlari
B’ vektorlerinin standart koordinatlaridir; C’den C”’ne gecis matrisi @ i¢in de aynisi gecerlidir:

111
P=|110|, Q= (; g) Q= (‘35 _21>
100
(@71, 2 x 2 ters alma kuraliyla bulundu: det Q =5 — 6 = —1.)
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111
2 5 =3 4 7 2
ar = ( Nrio)-(057)
147 100 4 31

. 5 2\ (4 7 2\ _(—20+8 —35—6 —10+2) _ (—12 —41 —8
1 — — —
@ (AP>_(3—1)<4—31>_(12—4 21+ 3 6—1)_(8 24 5)/

Alistirma

Alistirma 15.1 (iki Uzay Arasinda Hesaplar).

1. F:R® = R? F(x,y,2) = (z +y, y + z) doniigiimiiniin standart tabanlara gére matrisini yaziniz ve
rankin1 bulunuz.

2. Ayni F igin, kanonik form teoremindeki gibi [F]y 5 = (L 0) olacak bicimde R*"iin bir B ve R*’nin
bir C' tabanini bulunuz.

3. F:R? 5 R3 F(z,y) = (z,z +y,y) ve G : R} - R% G(x,y,2) = (z — 2z, y) olsun. [G o F] matri-
sini hem dogrudan hem de ¢arpim teoremiyle hesaplayip kargilagtiriniz (biitiin tabanlar standart).

Coziim.
1. Katsayilar1 yazmak yeter:

Fles= (g1 1)

Iki satir lineer bagimsiz oldugundan (biri digerinin kat1 degil) rank 2’dir. Boyut teoremi geregi

dim(Ker F) =3 —2 = 1'dir.

2. Once cekirdegi bulalm: z +y=0ve y + 2z = 0, yani y = —x ve z = —y = z. Oyleyse Ker F =

L((1,-1,1))vew; = (1,—1,1) bir tabamdr.

r = 2 oldugundan {v;, v, w; } bir taban olacak bi¢imde iki vektér se¢meliyiz; en kolayi v; = (1,0,0),
101

vy = (0,1, 0) denemektir. Siitunlar1 bu {i¢ vektdr olan matris [ 0 1 -1 | iist icgendir ve ksegeninde
00 1

sifir bulunmadigindan regiilerdir; dyleyse iic vektor lineer bagimsizdir. Oyleyse
B ={(1,0,0),(0,1,0), (1,—1,1)}

Simdi u; = F(v;) = (1,0) ve uy = F(vy) = (1,1) alalm; bunlar lineer bagimsizdir ve R?’nin bir
tabanini olusturur:

C= {<170>’ (17 1)}

Bu tabanlarla F'(vy) = uq, F(vy) = uy ve F(w;) = 0 oldugundan
100
[F]C,B = (O 1 0) = (IZ 0)

3.Dogrudan. (G o F)(z,y) = G(z,z + y,y) = (r — y, z + y) oldugundan

Gen=(;7)

Carpimla. Katsay1 matrisleri
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16.1

16. Permiitasyonlar

Determinant, bir kare matrise bir say1 karsilik getiren iglemdir; 2. mertebede ad — bc olarak tanidigimiz
bu saymnin genel tanimi, matrisin her satirindan ve her siitunundan birer eleman secilerek kurulan
carpimlarin igaretli toplamidir. “Her satirdan ve her siitundan bir eleman” se¢menin kag yolu oldugunu
ve her secimin hangi isareti alacagini séyleyen kavram permiitasyondur. Bu kisa boliimde determinant
tanimlamak i¢in gereken kadarini kuruyoruz.

Tanim ve Gosterim

Tanim 16.1 (Permiitasyon). n € Z* olmak iizere {1, 2, ...,n} kiimesinden kendisine taniml bire bir
(dolayistyla orten) bir o fonksiyonuna bir permiitasyon denir. Biitiin bu permiitasyonlarin kiimesi S,,
ile gosterilir.

Bir permiitasyon iki bigimde yazilir. ki satirli gosterimde iistte girdiler, altta gériintiileri siralanir:

> 1 2 o n
~\o(1) a(2) - a(n)
Ust satir her zaman ayni oldugundan ¢ogu zaman yalnizca alt satir yazilir; buna tek satirli gosterim
denir:
oc=0(l)o(2)-a(n)

Ornek 16.1 (Kiiciik Permiitasyon Kiimeleri). S, ve S;’iin elemanlarini tek satirli gosterimle yaziniz.

Coziim.
Sy ’de 1 ve 2’yi iki tiirlii siralayabiliriz:

Sy = {12, 21}
Sy’te ilk siraya 3, kalan iki siraya 2 segenek diiger:

Sy = {123,132, 213, 231, 312, 321}

Onerme 16.1 (S\_n'in Eleman Sayisi1). S,, kiimesinin n! tane elemani vardur.

ispat.

Bir permiitasyonu tek satirli gosterimde kurmak, 1,2, ..., n sayilarini bir siraya dizmek demektir. Birinci
straya n sayidan herhangi biri, ikinci siraya kalan n — 1 sayidan herhangi biri, tigiincii siraya kalan n —
2 sayidan herhangi biri konabilir ve bu boyle siirer. Oyleyse toplam secenek sayist

n-(n—1)-(n—2)-2-1=nl!

Permiitasyonlar fonksiyon oldugundan bileske alinabilir ve her permiitasyonun tersi vardir; bileske yine
bire bir ve 6rten oldugundan S,,’de kalir. Birim permiitasyon I = 12---n olmak iizere oo™ =01 o0 =

I’dir. Kisacas1 S,,, bileske iglemiyle bir gruptur; n > 3 i¢in degismeli degildir.
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Ornek 16.2 (Bileske ve Ters Hesab1). S;’te o = 24513 ve 7 = 41352 olsun. g o 7, T 0 0, o lver!
permiitasyonlarini bulunuz.

Cozim.

Gosterimi okuyalim: o(1) =2, 0(2) =4, 0(3) =5, 0(4) =1, 0(5) = 3; benzer bigimde 7(1) =4,
7(2)=1,7(3)=3,7(4) =5,7(5) = 2.

o o 7. Once 7, sonra o uygulanir:

(com)(1)=0(4)=1, (6o7)(2)=0(1)=2, (co7)(3)=0(3)=5

T o 0. Bu kez 6nce ¢ uygulanir:

(too)(1)=7(2)=1, (r°0)(2)=7(4)=5, (r°0)3)=7(5)=2

Too = 15243

Iki sonug farklidir; bileske degismeli degildir.
Tersler. 0~1(5), “j sayist o’nin kaginci sirasinda?” sorusunun cevabidir. o = 24513 dizisinde 1 dor-
diincii, 2 birinci, 3 besinci, 4 ikinci, 5 ticlincii siradadir:

o~ = 41523
7 = 41352 dizisinde 1 ikinci, 2 besinci, 3 tigiinci, 4 birinci, 5 dordiinci siradadir:

71 = 25314

Isaret

Determinanttaki her carpimin 6niine bir art1 ya da eksi konacak; bu isareti belirleyen say1 sudur.

Tanim 16.2 (Ters Sayisi, Cift ve Tek Permiitasyon). o = j;j,---j, bir permitasyon olsun. ¢ > k
oldugu hélde ¢ sayisinin dizide k’dan once geldigi (7, k) ikililerine o’nin tersleri (inversiyonlar1) denir.
Ters sayist ¢ift ise o’ya ¢ift, tek ise tek permiitasyon denir.

o’nin isareti soyle tanimlanir:

+1,0 cift ise
—1,0 tek ise

sgn (o) = {

@ Ters saymanin pratik yolu

Diziyi soldan saga tarayin; her say1 i¢in saginda kalan kendisinden kii¢iik sayilar1 saym ve bu
sayilar1 toplayin. Toplam, ters sayisidir.

Ornek 16.3 (ki Permiitasyonun Isareti).

a) Sy’te 0 = 35142 permiitasyonunun isaretini bulunuz.
b) Sg’da 7 = 542163 permiitasyonunun igaretini bulunuz.

Coziim.
a) Her saymin sagindaki kiigiikleri sayalim:
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Say1 Saginda kalan kiiciikler  Adet

3 1,2 2
5 1,4,2 3
1 — 0
4 2 1
2 — 0

Toplam 2 + 3 + 0 4+ 1 + 0 = 6; ¢ift sayida ters vardir, dyleyse o cifttir ve sgn (o) = +1°dir.
b) Ayni sayim1 7 = 542163 i¢in yapalim:

Say1 Saginda kalan kiiciikler ~ Adet

5 4,2,1,3 4
4 21,3 3
2 1 1
1 — 0
6 3 1
3 — 0

Toplam 4 +3 + 14 0+ 1 + 0 = 9; tek sayida ters vardir, 6yleyse 7 tektir ve sgn (7) = —1’dir.
|

1 Not

Birim permiitasyon I = 12---n artan sirali oldugundan hig tersi yoktur; I cifttir ve sgn (I) = +1°dir.
Ss’te 123, 231, 312 cift; 132, 213, 321 tektir — cift ve tek permiitasyonlarin sayisi esittir. Bu, n > 2
icin her zaman boyledir.

Isaretin Carpimsallig:

Isaretin determinant hesabindaki biitiin giicii, bileskeyle uyumlu olmasindan gelir. Bunu dogrudan ters
sayarak gostermek zahmetlidir; kisa yol, isareti bir polinom tizerinden okumaktir.

Tanim 16.3 (Fark Polinomu). 7 degiskenli

9(@1, g, T,) = H(wz - Ij)

1<j

polinomuna fark polinomu denir; carpim, 1 < ¢ < j < n kosulunu saglayan bitiin ikililer izerinden
alinir. Bir o permiitasyonu igin

i<j

yazalim; bu, g’de her z; degiskeninin yerine z,,;) konarak elde edilen polinomdur.

Lemma 16.1 (Fark Polinomu Isareti Goriir). Hero € S, icin

o(g) =sgn (o) - g
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ispat.

o(g) nin ¢arpanlar, i < jolan herikilii¢in ;) — ¥, ;) bicimindedir. o bire bir oldugundan {o (i), o (j)}
ikilileri, {1, ...,n} in biitiin ikili alt kiimelerini tam bir kez tarar. Oyleyse o(g) ile g ayni ¢arpanlardan
olusur; tek fark bazi ¢arpanlarin ters isaretle yazilmis olmasidir:

j
* 0(i) > 0(j) ise Ty(;) — Ty(j) = — ( To(j) — To(i) ) Olur ve bir (—1) cikar.

* 0(i) < a(f) ise T,y — Ty carpant g’de aynen bulunur;

Ikinci durum tam olarak o’nin terslerinde ortaya ¢ikar: i < j oldugu halde o (i) > o(j) olmasu, biiyiik
saywin dizide kiigiikten énce gelmesi demektir. Ters sayisi t ise

o(9) = (-1)'g=sgn (0)-g

Teorem 16.1 (Isaret Carpimsaldir). Hero,T € S,, icin
sgn (to0) =sgn (1) -sgn (o) ve sgn (071) = sgn (o)
ispat.
Carpimsallik. o(g) islemi “her x; yerine T,(;) yaz” demekti. Bu yer degistirmeyi énce o, sonra T igin art

arda uygularsak, x; nce ,;), 0 da T (,(;)) olur; yani iki islemin art arda uygulanmas1 T o o permiitas-
yonunun yer degistirmesidir:

(rea)(g) =7 (alg))

Simdi 6nceki lemmayr iki kez kullanalim. Sa§ tarafta énce i¢tekio(g) = sgn (0)g yazilir; sabit bir katsay
yer degistirmeden etkilenmediginden

7 (o(9) ) =7 (sen(o)g)=sgn (o) 7(g9) =sgn (o) sgn (1) - g
Sol taraf ise yine lemma geregisgn (7 o o) - g’dir. g sifir polinomu olmadigindan katsayilar esittir:
sgn (Too)=sgn (1) sgn (o)
Ters.oc oo~ ! = I vesgn (I) = 1 oldugundan, az onceki esitlikle
sgn (o) -sgn (o7 1) =1

Isaretler yalnizca +1 ya da —1 olabildiginden bu ancak iki isaret esitken miimkiindiir.
]

En basit permiitasyonlardan biri, yalnizca iki saymin yerini degistirip kalanina dokunmayan permiitas-
yondur. Determinantin isaret kurali bunun isaretine dayanir.

Tanim 16.4 (Transpozisyon). k # [ olmak tizere 7(k) =1, 7(l) = k ve i # k,l i¢in 7(i) =i olan 7
permiitasyonuna bir transpozisyon denir.

Teorem 16.2 (Her Transpozisyon Tektir). Her transpozisyonun isareti —1’dir.

ispat.
k < lolsun. T’nun tek satirli gosterimi, birim permiitasyonun k. vel. siralarindaki sayilarin yer degistirmis
halidir:

r=12(k—1) L (k+1)~(-1) k (+1)-n

k. sira l. sira

Terslerini sayalim. Yerinde duran sayilar kendi aralarinda artan sirada oldugundan aralarinda ters yoktur;
ters ancak k ya dal iceren ikililerde ortaya ¢ikar:
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e (I, k) ikilisi: 1 > k vel dizide once geliyor — 1 ters.
e lilearadakik + 1, ...,1 — 1 sayilar: | bunlarin hepsinden biiyiik ve hepsinden once geliyor —1 — k —

1 ters.
e Aradakik + 1,...,1 — 1 sayilari ile k: her biri k’dan biiyiik ve k’dan once geliyor —1 — k — 1 ters.

Toplam ters sayisi

14+2(1—k—1)

Bu sayt her zaman tektir; 6yleyse T tektir ve sgn (1) = —1'dir.
]

1 Nerede kullanacagiz?

Determinantin taniminda her permiitasyon bir isaretle carpilacak. Bu bliimiin ii¢ sonucu bir sonraki

béliimde su ti¢ 6zellige doniisiir: isaretin carpimsalligi | AB | =| A | | B | esitliginin, transpozisyo-
nun tek olmas1 “iki satir yer degistirince determinantin isaret degistirmesi’nin, sgn (o~') = sgn (o)
esitligi ise | A* | = | A |'nin temelidir.

16.4 Alistirma

Aligstirma 16.1 (Permiitasyon Hesaplari).

1. S, ’tin biitin elemanlarini tek satirli gésterimle yaziniz ve kacinin ¢ift oldugunu bulunuz.
2. Sg’da o = 341625 permiitasyonunun isaretini ve o~ 1’i bulunuz.
3. o tek, 7 cift ise 0 o 7 ve 7 0 0 o 77! permiitasyonlarinin isaretlerini belirleyiniz.

Coziim.
1. | S, | = 4! = 24’tiir. Birinci siradaki sayiya gére gruplayalim:

1234, 1243, 1324, 1342, 1423, 1432
2134, 2143, 2314, 2341, 2413, 2431
3124, 3142, 3214, 3241, 3412, 3421
4123, 4132, 4213, 4231, 4312, 4321

Cift ve tek permiitasyonlarin sayisi esit oldugundan 12 tanesi ¢ifttir. (Neden esit oldugunu gérmek icin:
T sabit bir transpozisyon olsun; o > 7 o o eslemesi ciftleri teklere, tekleri ciftlere birebir gotiiriir.)

2. Sagdaki kiigiikleri sayalim: 3 — {1,2}:2;4 — {1,2}:2; 1 — yok: 0;6 — {2,5}:2;2 — yok: 0; 5 —
yok: 0. Toplam 6, ¢ift; sgn (o) = +1.

Ters i¢in “hangi say1 kacinci sirada?” sorusunu cevaplayalim: o = 341625 dizisinde 1 tiglinci, 2 besinci,
3 birinci, 4 ikinci, 5 altinci, 6 dérdiinct siradadir:

o1 = 351264
3. Isaret carpimsal oldugundan
sgm (07) = sgn () sgn (7) = (~1)(+1) = —1
yani o o 7 tektir. Ikincisi i¢in ii¢ carpan1 birlestirelim ve sgn (771) = sgn (7) oldugunu kullanalim:
sgn (Tooo7 1) =sgn (1) sgn (o) sgn (1) = ('sgn (7'))2 sgn (o) =sgn (o) = —1

oyleyse 7o o o 77! de tektir.
|
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17.1

17.2

17. Determinant ve Ozellikleri

matrisi ancak ve ancak ad — be #

Bir kare matrise, satirlarmin “bagimsiz olup olmadigint” tek bir sayiyla bildiren bir biyuklik karsilik
getirmek istiyoruz. Ikinci mertebede bu say1y1 zaten taniyoruz: 5

a
c d
0 iken tersinirdir. Bu bélimde ayni saymnin her mertebe i¢in tanimini verip 6zelliklerini ¢ikariyoruz.

Tanim

Tanim 17.1 (Determinant). K komiitatif bir cisim ve A = (a,;), K {izerinde n. mertebeden bir kare
matris olsun. A’nin determinanti

| A ‘ = det(A) = Z sgn (0) A15(1) A25(2)""*Uno(n)

ceS,,

biciminde tanimlanir. Toplam, \S,,’in biitiin n! permiitasyonu tizerinden alinir.

Tanimi okuyalim: her terim, matrisin her satirindan ve her siitunundan tam olarak bir eleman
secilerek kurulan bir ¢arpimdir. Birinci ¢arpan birinci satirdan, ikinci ¢arpan ikinci satirdan gelir; hangi
siitunlardan alindigini o belirler ve o bire bir oldugundan higbir siitun iki kez kullanilmaz. Terimin isareti
ise o nin igaretidir.

Determinant yalniz kare matrisler i¢in tanimhdir

Tanim, satir sayistyla siitun sayisinin esit olmasina dayanir. Dikdortgen bir matrisin determinantin-
dan s6z edilemez.

Kiiciik Mertebeler

Birinci mertebe. S tek elemanlidir, o da birim permiitasyondur:
| ayy | = a1

Ikinci mertebe. S, = {12, 21}; birincisi cift, ikincisi tektir:

ay; Q2

= 011092 — Q1209
QA1 Q22

Uciincii mertebe. S;’iin i cift (123, 231, 312) ve iig tek (132, 213, 321) elemani vardur:
a11 Q12 Q13

G1 Gy Q93| = A11Q9033 1 Q13093031 + (13091 3p — A13092031 — Q11023037 — G12021033
gy A3z A3z
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© Uciincii mertebeyi hatirlamak

Alt1 terim soyle gruplanabilir:
| Al =ay ( (92033 — Q3032 ) — 01 ( (21033 — Q2303; ) tags ( (21032 — Q2203 )

yani birinci satirin elemanlari, sirasiyla 4, —, 4 isaretleriyle, kendi satir ve stitunlar: silindiginde
kalan 2 x 2 determinantlarla ¢arpilip toplaniyor. Bu, kofaktér acilimi boliimiinde her mertebe igin
ispatlanacak kuralin {i¢iincti mertebedeki halidir.

Ornek 17.1 (ikinci ve Uciincii Mertebeden Hesaplar). Asagidaki determinantlar1 hesaplayiniz.
a) 3 -2

b) a—b a
<)

d)

Coziim.
a)3-5—(—2)-4=15+8=23
b) (a—b)(a+b)—a-a=a®—b*—a®=—b2

¢) Uglincti mertebe kuralini uygulayalim:
2(6:-1-7-9)—3(5-1-7-8)+4(5-9-6-8)
=2(6 —63) —3(5 — 56) + 4(45 — 48) = 2(—57) — 3(—51) + 4(—3)
=—-1144+153—-12 =27
d) ilk satira gére agalim:
2((=49)06)—2(-1))—=3(0:5=2-1)+(-4) (0-(-1)—(-4)-1)
=2(—20+2)—3(0—2)—4(0+4)=—-36+6—16 = —46

1 Not

Tarumdaki terim sayist n!’dir: n =4 i¢in 24, n =5 i¢in 120, n = 10 i¢in 3628 800. Tanimdan
dogrudan hesaplamak bu yiizden pratik degildir. Asagidaki 6zellikler, determinant satir iglemleriyle
hesaplamay1 — yani n® mertebesinde bir isle bitirmeyi — miimkiin kilar.

17.3 'Transpoze

Teorem 17.1 (Bir Matris ile Transpozesinin Determinantlar1 Esittir). Her n. mertebeden kare A
matrisiigin | At | = | A |’dw.

ispat.
B = A diyelim; tanim geregib;; = a,; 'dir. Determinant tanimini B icin yazalim:

‘ At | = Z sgn (J) bla(l)'“bna(n) = Z sgn (0> As(1)1""" Ao (n)n

o€eS, o€eS,
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17.3 Transpoze 125

Sabit bir o igin ¢arpanlart yeniden szralayalzm, K komiitatif oldugundan ¢arpanlarin sirasi 6nemsizdir;
g (;); carpaminda j = o(i), yanii= o~ L(j) diyelim. o bire bir oldugundan j, 1’den n’e kadar biitiin
degerleri bir kez alir:

A1 Ao(n)n = A15-1(1) @26-1(2)"""Ano-1(n)

Ayricasgn (o) = sgn (o71)dir. Oyleyse

‘ At | = Z Sgn alo’ 1(1)"""Apo-1(n)

c€eS,,

o+ o~ ! eslemesi S,,’i kendisine birebir gotiirdiigiinden, o= yerine T yazip toplami T iizerinden almak
ayni toplama verir:

|At|—ngn al‘r : (n):‘A|

TES,,

1 Satir neyse siitun odur

Bu teoremin pratik degeri buytiktiir: asagida satirlar igin ispatlanan her 6zellik, transpoze alinarak
sttunlar icin de gecerli olur. Bir determinant hesabinda satir iglemleri kadar siitun iglemleri de
serbestce kullanilabilir.

17.4 Satir Degisimi

Onerme 17.1 (iki Satir Yer Degistirirse Isaret Degisir). B matrisi, A’nin iki satirinin yer degistirme-
siyle elde edilsin. O zaman | B | = — | A |’dw.

ispat.

Yer degistiren satirlar k ve l olsun ve 7, k ile [’yi degistiren transpozisyonu gostersin. Bu durumda B’nin
satirlari b;; = a,;; esitligiyle verilir. Determinant tanimindan

‘ B ‘ = ngn bla h na(n) = ngn (U> Ha"r(i) o(1)

=1

Carpimda i yerine 7(4) yazarak satwr indislerini artan siraya alalim; 7 o 7 = I oldugundan
HaT(' Hazarz Haz (oo7)(4)
i

Isaretlerin carpimsalligi ve sgn (1) = —1 oldugu goz oniine alinirsa
sgn (o) =—sgn (ooT)

Oyleyse
| B|= —ngn (oo7) Ha’i(aor)(i)

0 > 0 o T eslemesi S, ’i kendisine birebir gotiirdiigiinden, toplam biitiin permiitasyonlar iizerinden alinan

ayni toplamdir:
| B|==> sgn (p) [[awm=—14]
P i
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126 Bé6liim 17. Determinant ve Ozellikleri

Sifir Satir, Esit Satirlar, Ucgensellik

Teorem 17.2 (Determinantin U¢ Temel Ozelligi). A, n. mertebeden bir kare matris olsun.
(i) A’min bir satir (ya da bir siitunu) tamamen sifirlardan olusuyorsa| A | = 0°dwr.

(ii) A’mn iki satiri (ya da iki siitunu) birbirinin ayniise | A | = 0’dw.

(iii) A iicgensel ise | A |, esas kdsegen elemanlarinin ¢arpimidir:

| A | =aya9ap,
Ozel olarak | I, | = 1dir.

Ispat.

(i) Determinantin her terimi her satirdan bir ¢carpan icerir; sifir satirdan gelen ¢arpan 0 oldugundan biitiin
terimler sifirdir.

(ii) k ve l satirlar1 aymi olsun: her j icin ay; = a;;. 7, k ile l'yi degistiren transpozisyon olsun. S,,’in
elemanlarini {o, o o 7} ikilileri halinde esleyelim; T + I oldugundan o #+ o o 7°dur ve her permiitasyon
tam olarak bir ikilide bulunur, yanin!/2 ikili olusur.

Bir ikilinin iki teriminin toplamina bakalim. p = o o T olsun; p(k) = o (1), p(l) = o(k) ve i # k,l i¢in
p(i1) = o (i) 'dir. p’nun terimindeki ¢arpimda k ve | satirlarindan gelen ¢arpanlar

Ak o) VE Qi o (k)

olur. Iki satir ayni oldugundan Uo(l) = Qo(l) V€ Qio(k) = Qo (k) dir; yani p nun ¢arpimi o 'minkiyle ayni
sayidir. Isaretler ise zittir: sgn (p) = — sgn (o). Demek ki her ikilinin iki terimi birbirini gotiiriir ve
toplam sifirdir.

(iii) A dst iicgensel olsun, yani i > j icin a;; = 0. Bir terimin sifirdan farkh olabilmesi icin her i’'de
Uin(i) F 0, yani (i) > i olmaldir. i = n i¢in o(n) > n, yanio(n) =n'diri=n—1igino(n—1) >
n — 1 ve n degeri kullanildigindan o(n — 1) = n — 1’dir. Ayni akul yiiriitme yukan dogru siirdiiriiliirse
o = I cikar. Geriye tek bir terim kalir:

| A | =sgn (I)ay 0990y, = a11095 0y,

Alt tiggensel durum, transpoze alinarak buna indirgenir. I, kosegeninde 1’ler bulunan iicgensel bir matris
oldugundan | I, | = 1'dir.
]

Satir Islemleri

Teorem 17.3 (Determinant Satir islemleri Altinda). A, n. mertebeden bir kare matris olsun.
(i) B, A’min bir satinmin ¢ € K ile ¢carpimasiyla elde edilirse | B | = c¢| A |'dw.

(ii) B, A’min bir satirinin ¢ katimin baska bir satira eklenmesiyle elde edilirse | B | = | A |’dur.

ispat.
(i) k. satir ¢ ile ¢arpimis olsun. Determinantin her terimi k. satirdan tam olarak bir ¢arpan icerdiginden
her terim c ile ¢carpilir:

| B|= ngn (0)a1a(1)"' ( C Qo (k) ) Apo(n) = c| Al

(ii) Once bir ara adim: determinant her satirda toplamsaldir. A’nin k. satiri iki satirin toplama, yani aj =
u; + v, biciminde olsun. A’ ile k. satir (u;), A” ile k. satir (v;) olan (kalan satirlari A ile ayni) matrisleri
gosterelim. Her terimde k. satirdan gelen ¢arpani aywrip dagitalim:

| A= ngn (@) ((Uo(k) + Vork) )gcaia(i) =[A" |+]A"|

Simdi B, A’nin l. satirimin ¢ katimin k. satira eklenmesiyle elde edilsin (k # 1). B’ nin k. satiri ( ap; +
cay; ) dir. Yukaridaki toplamsallikla

[ Bl=|A|+]|C|
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Burada C, k. satin ( cay; ) olan matristir. (i) geregi | C | = c| D |'dir; D ise k. satir1 l. satirin aynisi
olan matristir. Iki satirt ayni olan bir matrisin determinanti sifir oldugundan | D | = 0, dolayisiyla

| Bl=|Al+c-0=]A]

© Hesap yontemi

Bu iki 6zellik ile satir degisimi kurali, determinant hesabinin pratik yontemini verir: matrisi elemanter
satir iglemleriyle ticgensel sekle indirgeyin, sonra késegeni carpin. Yalniz iki noktaya dikkat edin —
satir degisimi isareti gevirir, bir satir1 ¢ ile carpmak determinanti ¢ katina ¢ikarir. Bir satirin katin

baska bir satira eklemek ise determinant: hi¢ degistirmez; hesabin omurgasi budur.

Ornek 17.2 (Satir islemleriyle Determinant). determinantini satir islemleriyle hesaplayiniz.

W N

Cozim.
Birinci siitunu temizleyelim; kullanilan islemler bir satirin katini bagka bir satira eklemek oldugundan
determinant degismez:

Ry, — —2R,; + R,, Ry — —3R, + R4

12 -1 12 -1
23 1|=10-1 3
38 —4 0 2 -1
Simdi Ry — 2R, + Rj:
1 2 -1
=0-1 3|=1-(-1)-5=-5
0 5

Kontrol. Uciincii mertebe kurali da ayni sonucu verir v/

1(3-(—4)—1-8)—2(2-(—4)—1-3)+ (—1)(2-8—3-3)
= 1(—20) — 2(—11) — 1(7)
= —20+22—7=—

Regiilerlik Olgiitii

Onerme 17.2 (Elemanter Matrisle Carpim). E bir elemanter matris ve A ayni mertebeden bir kare
matris olsun. O zaman

|EA|=|E|-|A
Ayrica | E | # 07dur.

Ispat.

E A matrisi, A’ya karsilik gelen elemanter satir isleminin uygulanmasiyla elde edilir. Ug islemi tek tek ele
alalim; E’nin determinanti, ayni islemin I, e uygulanmasiyla bulunur.

Satir degisimi. | E |=—11L]|=-1 ve| EA | = — | A |'dur; esitlik saglanr.

Birsatiric # 0 ile garpmak E késegeninde bir tane c, kalaninda 1 bulunan késegen bir matristir, yani
|E‘—c,ayrzca‘ EA|—c | A |dir.
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128 Bé6liim 17. Determinant ve Ozellikleri

Bir satirin katini bagka satira eklemek. E iicgenseldir ve kisegeni biitiiniiyle 1°lerden olusur, yani
| E ‘ :1;ayrlca‘ EA ’ =] A dr

U¢ durumda da | E | € {—1, ¢, 1} sifirdan farkhdu.

|

Teorem 17.4 (Regiilerligin Determinant Ol¢iitii). n. mertebeden bir A kare matrisinin regiiler olmast
icin gerek ve yeter kosul | A | # 0 olmasidir.

ispat.
A, satir islemleriyle bir R satir kanonik sekline indirgensin. Her satir iglemi bir elemanter matrisle soldan
carpmaya karsilik geldiginden

R=EFE, E,E A
Determinant alp bir énceki onermeyi ardisik olarak uygulayalim:
|R|=|E, |~ |E||A]
Bastaki carpanlarin hepsi sifirdan farkh oldugundan
|Al#0<[R|#0
Simdi iki hali aywalim. Regiilerlik élciitii geregi A regiilerse R = I, ’dir ve | R | = 1 # 0 olur. A regiiler
degilse ayni sonucun notunda belirtildigi gibi R’nin bir satiri tamamen sifirdir ve | R | = 0 olur. Iki hal
birlestirilirse

A regller< |R|#£0< | A|#0

1 Denk kosullar listesi

A, n. mertebeden bir kare matris olmak tizere agagidaki ifadeler denktir:

1. A regiilerdir (tersi vardir).

AR I dir.

A - z = 0 homojen sisteminin yalmz sifir ¢6ziimii vardir.

rank (A) = n’dir, yani satirlari (ve siitunlari) lineer bagimsizdir.

A elemanter matrislerin bir carpimdir.
| A|+# 0di.

Ilk besi regiilerlik ¢l¢iitii ve rank boliimlerinde kurulmustu; determinant listeye altinc1 ve hesaplan-
mast en kolay olan maddeyi ekler.

AN ANl N

17.8 Carpimin Determinanti

Teorem 17.5 (Carpimin Determinant1 Determinantlarin Carpimidir). Ayni mertebeden her A, B
kare matrisleri i¢cin

|A-B|=|Al-|B|

Ispat.

Birinci hal: A regiiler degil. O zaman | A | = 0 oldugundan sag taraf sifirdir; sol tarafin da sifir
oldugunu gorelim. A regiiler olmadigindan rank (A) < n’dir. Ote yandan AB’nin j. siitunu, A ile B nin
J. sitununun ¢arpimidir; yani AB’nin her siitunu A’nin siitunlarinin bir lineer kombinezonudur. Demek
ki AB’nin siitun uzayr A’min siitun uzayin icinde kalwr:
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17.8 Carpimin Determinanti 129

rank (AB) < rank (4) <n

Oyleyse AB de regiiler degildir ve | AB | = 0’dw. Iki taraf da sifirdwr.
Ikinci hal: A regiiler. Bu durumda A, elemanter matrislerin bir carpimidur:

A= BBy E,

Elemanter matrisle carpim 6nermesini ardisik olarak uygulayalim. Once B = I, alarak
[Al=] By || By || B |

Sonra ayni 6nermeyi AB ¢arpimina uygulayalim:

‘AB‘:’ElEz“'EmB|:|EA1||E2"“|Em|"B‘:|A|‘|B|

Sonug 17.1 (Ters Matrisin Determinanti). A regiiler ise

1
Al =
B vy

Ispat.
AA™Y = [ esitliginin determinantini alalim:

Al | AT =11, |=1

A regiiler oldugundan | A | # 0°duwr; her iki tarafi | A |’ya bélmek yeter.
|

Toplam i¢in benzer bir kural yoktur

| A+ B |ile| A |+ | B | genellikle farklidir. Ornegin A = I, ve B= —Licin | A |+ | B| =1+
1 = 2iken A + B sifir matristir ve | A+ B | = 0°dir.

17.9 Alistirma

Alistirma 17.1 (Determinant Hesaplari).

o

1.
2.

Qkk‘ = 0 olacak bicimdeki biitiin £ € R degerlerini bulunuz.

1
-1 -1 .
1 _1| determinantini hesaplayiniz.

[SFSITISS

3. t+3 -1 1
A= 5 t3 1 | i¢in| A| =0 denklemini ¢dziiniiz.
6 —6 t+4
4. Ave B ayni mertebeden regiiler matrisler olsun. | A71BA | = | B | oldugunu gésteriniz.
Cozim.
1.| A | = 2k* — 4k = 2k(k — 2) oldugundan k = 0 ya da k = 2'dir.
2. Kesirlerden kurtulmak i¢in birinci satir1 6, ikinci satir1 4 ile carpalim. Her ¢arpma determinant: o
carpanla buyittigiinden, sonucta gikan sayiy1 24’e bolmemiz gerekecek:

3 —6 —2
24| A|=1(3 2 —4
14 1
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130 Bé6liim 17. Determinant ve Ozellikleri

Sagdaki determinant: iiggensel sekle indirgeyerek hesaplayalim. Once R; <> Rj ile basa 1 getirelim;
satir degisimi isareti ¢evirir:

141
=—3 2 —4
3 —6 —2

Ry — —3R; + R, ve Ry — —3R; + R; (determinant degismez):

141
=—|0 14 -7
0 6 —5

Ry — —%R2 + R, ile iicgensel sekle inelim; son kése —5 4+ 3 = —2 olur:

141
=—[0 14 —7|=—(1-14-(-2) ) =28
00 —2

Oyleyse 24 | A | =28ve | A | =28 = Ddur.
3. Determinanty, {i¢iincii mertebe kuralini birinci satira gére gruplayarak acalim:

|A|=(t+3)[(t—3)(t+4)+6]—(—1) [5(t+4) —6]+1[—30—6(t—3)]
:(t+3)[t2+t—12+6] [5t+14 ]+ [—30—6t+ 18]
=(t+3) (t*+t—6)+5t+14 —6t —12
—(t+3)(t+3)(t—2)—t+2
=(t+3)°(t—2)—(t—2)=(t—2)[(t+3)*—1]

Késeli parantezi ¢arpanlara ayiralim: (¢ +3)2 — 1= (t +3 —1)(t + 3+ 1) = (¢ + 2)(t + 4). Oyleyse
|A|=0t—-2)t+2)(t+4)

ve | A | = 0 denkleminin ¢oziimleri t = 2,t = —2, t = —4’tiir.
4. Carpimuin determinant1 kuralini iki kez ve ters matrisin determinanti sonucunu bir kez kullanalim:

1

[A7BA|= A7 [ B AL = ]

Bl-|A|=[B]

(Skalerler degismeli oldugundan siralama serbesttir.) Bu, benzer matrislerin determinantlarinin
esit oldugunu soyler; iz ve rank gibi determinant da tabandan bagimsiz bir biyiikliiktir.
|
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18. Kofaktor Acilimi ve Ters Matris

Determinanti tanimindan hesaplamak n! terim yazmak demekti. Bir 6nceki bolimde satir iglemleriyle
iicgensel sekle inip kosegeni carpmanin ¢cok daha kisa oldugunu gérdiik. Bu béliimde iiciincii bir yol kuru-
yoruz: n. mertebeden bir determinanti, (n — 1). mertebeden n tane determinanta indirgeyen kofaktér
acilimi. Bu acilim, hem hesap icin hem de ters matrisin kapali formiilii i¢in kullanilacak.

18.1 Minor ve Kofaktor

Tanim 18.1 (Minor ve Kofaktor). A = (aij), n. mertebeden bir kare matris olsun (n > 2). A’nin 1.
satirt ile j. siitunu silinerek elde edilen (n — 1). mertebeden kare matris M, ile gosterilir; | M;; | sayisina
a;; elemaninin minérii denir.

A.. = (—1)7'+J| MZ‘7 ’

v]

sayisina ise a,; elemaninin kofaktérii (isaretli minorii) denir.

@ Isaret sablonu

(—1)*"J carpany, satrang tahtasi gibi dizilen bir isaret sablonundan okunur:

Sol iist kose daima +’dir; komgu her adimda isaret degisir.

Ornek 18.1 (Bir Kofaktoriin Hesabi).

a) 234 .
A= (5 6 7 | matrisinde ay3 = 7 elemaninin kofaktériini bulunuz.
891
N
B=1, , & _3| matrisinde by3 = 7 elemaninin kofaktdriinii bulunuz.
3 -2 5 2
Coziim.

a) Ikinci satir ile iigiincii siitunu silelim:

Agg = (=1)**3(=6) = (=1)(—6) =6

b) ikinci satir ile iiciincii siitun silinince

2 1 4
My =4 0 -3
3 -2 2

kalir. Uciincii mertebe kuraliyla:
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132 Boliim 18. Kofaktor Acilimi ve Ters Matris

| Myg [=2(0-2—(=3)(=2) )~ 1 (4-2—(-3)-3)+4(4(-2)—0-3)
=2(—6) — 1(8+9) + 4(—8) = —12 — 17 — 32 = —61

Bys = (*1)2+3(*61) =61

Laplace Acilimi

Teorem 18.1 (Bir Satira veya Siituna Gore Acilim). A, n. mertebeden bir kare matris olsun (n > 2).
Heri igin

| A= a4 +a,d;p + - +a,4;,
ve her j igin

| Al =ay;A;;+agAg; + - +ay A,

Yani determinant, herhangi bir satirin (ya da siitunun) elemanlari kendi kofaktorleriyle carpilip toplanarak
hesaplanabilir.

Ispat.

Ispat ii¢ adimda kuruyoruz.

1. Adim: sol iist kdge. A’min birinci satirt (aq1, 0, ..., 0) olsun. Determinant tanimindaki terimlerden
o(1) # 1 olanlarin hepsi sifirdir (birinci satirdan gelen ¢arpan sifir olur). Geriye o(1) = 1 olan permii-
tasyonlar kalir; bunlar {2, ...,n} kiimesinin permiitasyonlariyla birebir eslesir ve o(1) = 1 higbir ters
iiretmediginden isaretleri de aynidir. Oyleyse

| Al=ay Z sgn (0/)a20’(2)"'a’n0’(n) =011 | My, |

o’eS,_1

2. Adim: tek elemanli satir, genel yer. $imdi A’nin i. satir, yalniz j. sitununda a,;; bulunan, kalan
sifir olan bir satir olsun. i. satiry, komsu satirlarla i — 1 kez yer degistirerek en iiste tasiyalim; sonra j.
siitunu, komsu siitunlarla j — 1 kez yer degistirerek en sola tasiyalim. Her yer degistirme determinantin
isaretini ¢evirdiginden toplam isaret carpani

(-~ 1P = (1

olur. Bu tasimalar kalan satir ve siitunlarin goreli sirasini bozmaz; dolayisiyla elde edilen matrisin sol
ust kosesi a;;, geri kalani ise tam olarak M, ; dir. 1. adim geregi

- i+j -
| A= (-1) Ta;; ’ M;; ‘ = aiinj
3. Adim: satirda toplamsallik. Herhangi bir A matrisinin i. satirini

(@1, Giay ooy Qi) = (@1, 0, ..., 0) + (0, @9, 0, ..., 0) + -+ + (0, ..., 0, @;,,)

biciminde n satirin toplami olarak yazalim. Determinantin her satirda toplamsal oldugunu bir énceki
boliimde gostermistik; oyleyse

A1=3] 40|
j=1

Burada AY),i. satir yalniz j. siitunda a;; tastyan matristir. 2. adim geregi | AW ‘ = a;;A;; dir; toplarsak
satira gore acilim elde edilir.

Siitun hali. | A | = | A | oldugundan, satir agilimini A*’ye uygulamak siitun agilimini verir.

]

Acik Matematik - acik-matematik.com 132 CC BY-NC-SA 4.0


determinant.qmd
https://acik-matematik.com
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.tr

18.2 Laplace Acilimi 133

0 Hangi satir1 segmeli?

Acilim her satir ve siitun icin gecerli oldugundan, en ¢ok sifir iceren satir1 ya da siitunu se¢gmek en
kisa hesab: verir. Daha da iyisi: 6nce satir (ya da siitun) iglemleriyle bir satirda tek bir sifirdan farkl
eleman birakmak, sonra ona gore agmaktir. Bir satirin katini bagka bir satira eklemek determinanti
degistirmediginden bu adim bedavadir.

Ornek 18.2 (Dordiincii Mertebeden Bir Determinant).

5 4 2 1
2 3 1 2
-5 —-7-3 9
1 -2 -1 4

determinantini hesaplayniz.

Coziim.
Dérdiincii satirin ilk eleman:i 1; bunu kullanarak birinci siitunun kalanini sifirlayalim. Kullanilan
islemler determinant: degistirmez:

R, - —5R, + Ry, R, - —2R, + R,, R; = 5R, + Rs
Satirlari tek tek hesaplayalim:
R, :(5,4,2,1) —5(1,—2,—-1,4) = (0,14, 7, —19)
R, :(2,3,1,—-2) —2(1,—2,—1,4) = (0,7, 3, —10)
Ry : (—5,—7,-3,9) + 5(1,—2,—1,4) = (0, —17, —8, 29)

5 4 2 1 0 14 7 —-19
2 3 1 -2 0o 7 3 -10

5 -7-3 9| |0—-17 -8 29
1 -2 -1 4 1 -2 -1 4

Birinci siitunda yalniz a,; = 1 sifirdan farkls; bu siituna gére acalim. fsaret (—1)**! = —1’dir:

14 7 —19
=1-(-1)| 7 3 —10
—17 —8 29

Kalan ti¢lincti mertebeden determinanti birinci satira gore agalim:
14 ( 3-29—(—10)(—8) ) -7 ( 7-29 — (—10)(—17) ) + (—19) ( 7(—8) — 3(—17) )
= 14(87 — 80) — 7(203 — 170) — 19(—56 + 51) = 14(7) — 7(33) — 19(—5)
=98 —231+95=—38

Oyleyse determinant (—1)(—38) = 38’dir.
|

3 2 —4
1 0 -2
-2 3 3

Ornek 18.3 (Once Sifir Uretmek). determinantini hesaplayiniz.

Cozim.
Ikinci satirda zaten bir sifir var. Siitun islemi yaparak ikinci satir1 tek elemanl hale getirelim: C; —
2C; + C; (siitun islemleri de determinant: degistirmez, ¢iinkii | A | = | A? |):
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134 Boliim 18. Kofaktor Acilimi ve Ters Matris

3 2 —-4+6 3 2 2
1 0-24+2=|100
—23 3—-4 23 -1
Simdi ikinci satira gore acalim; yalniz ay; = 1 kald1 ve isareti (—1)%T! = —1’dir:
2 2
:1-(—1)‘3 _1’ =—(—-2-6)=38

18.3 Ek Matris

Kofaktor acilimi yalnizea bir hesap yontemi degildir; ters matrisin kapali formiliint de verir. Bunun igin
kofaktorleri bir matrise yerlestiriyoruz — dikkat: transpoze alarak.

Tanim 18.2 (Ek (Adjoint) Matris). A, n. mertebeden bir kare matris ve A,;, a;; elemaninin kofaktdrii
olsun. Kofaktorler matrisinin transpozesine A’nin ek matrisi denir ve ek A ile gosterilir:

Ay Ay - Ay
ek A= (A, = |4z A2 An
Aln A2n Ann
Yani ek A matrisinin (4, j) girdisi A, dir.
. 2 3 —4
Ornek 18.4 (Bir Ek Matrisin Hesab1). A = | 0 —4 2 | matrisinin ek matrisini bulunuz.
1-15

Cozim.
Dokuz kofaktorii isaret sablonuna dikkat ederek hesaplayalim:

—4 9 2
AH:—l—‘_l 5’2—204—2:—18, Au:—‘(l) 5’:—(0—2):2
—4 —4
A13=+’(1) 1‘:0+4:4, Aﬂ:’?’l 5’:(154):11
2 4 2 3
A22=—|—‘1 5’210—!-4:147 A23:—‘1 _1‘:—(—2—3)—5
—4 2 4
A31=+‘_34 2’26—162—10, ASQZ—‘O 2’:—(4—0):—4
2 3
Kofaktorler matrisini yazip transpozesini alalim:
—-18 2 4 —18 —11 —10
(A;)=1-1114 5 = ekA=1] 2 14 —4
—10 —4 -8 4 5 -8
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18.3 Ek Matris 135

Teorem 18.2 (Ek Matris Carpimi). n. mertebeden her A kare matrisi igin
A-ekA=ek A-A=|A| I,

ispat.
A - ek A carpimimin (i, k) girdisini yazalim. ek A’min (j, k) girdisi A; oldugundan

(A-ek A), = Zaij Ay,

Jj=1

Kosegen iizerinde (i = k). Toplam,

A |’mini. satira gére kofaktéor agilimidir:
D aiAi=1A]
J

Kosegen disinda (i + k). A matrisinin k. satinn silip yerine i. satirinin bir kopyasini koyarak elde
edilen matrise B diyelim. B’nin i. ve k. satirlari ayni oldugundan | B | = 0’dw. Ote yandan B’nin k.

satirt (a;q, -, ;) ‘dir ve k. satir disindaki satirlar A ile aymi oldugundan B’nin k. satira ait kofaktérleri
A’minkilerle birebir aymdir: By; = Ay | B |'yi k. satira gore agalim:

0=|B|=) byBy =D a;Ay
J J

Demek ki ¢arpimin kosegen girdileri| A

, diger girdileri 0°dur:
A-ek A=] AL,

ek A - A icin ayni hesap siitun agilimiyla yapilir.
]

Sonug 18.1 (Tersin Ek Matrisle Formiilii). | A | # 0 ise A regiilerdir ve

1

Al =
[ A

ek A

Ispat.
| A |+ 0 oldugundan A -ek A =| A | I, esitliginin iki tarafini | A |’ya bolebiliriz:

1
A (k) =1,
[ A

Kare matrisler icin AB = I, olmast B = A~' demek oldugundan sonug ¢ikar.

|
.. 2 3 —4
Ornek 18.5 (Ek Matrisle Ters Hesab1). Bir onceki 6rnekteki A = [ 0 —4 2 | matrisinin tersini
1 -1 5
bulunuz.
Coziim.

Determinanti, birinci siituna goére acarak hesaplayalim (bu stitunda bir sifir var):
|A|=2-A,, +0- Ay +1- Ay =2(—18) + 1(—10) = —46
| A | =—46 # 0 oldugundan A regiilerdir:

9 11 5
—18 —11 —10 23 46 23
-1 _ _ | -1 _7 2
A - —46 2 14 4 - 23 23 23
4 5 —8 2 _5 4
23 46 23
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Kontrol. Birinci satir ile birinci siitunu ¢arpalim:

9 1 2 18—3+8 23
3 ( )+( )( 23) 23 23 /

Hangi yontem?

Ek matris formilii kuramsal olarak degerlidir: tersin girdilerinin, A’nin girdilerinin bir polinomu
(bélii | A |) oldugunu gosterir. Hesap igin ise pahalidir — n. mertebede n? tane (n — 1). mertebeden
determinant istenir. Sayisal hesapta Gauss-Jordan yontemi tercih edilir. Formiil asil olarak 2 x 2 ve
3 x 3 matrislerde ve teorik akil yiirtitmelerde kullanilir.

Ornek 18.6 (Ikinci Mertebede Ek Matris). A = (Z Z) olsun. ek A’y1ve ek ( ek A )’y1bulunuz.

Cozim.
Ikinci mertebede minérler tek elemanhdir: a;;’in minérii d, a;y ninki ¢, a,;’inki b, ay, ninki a’dir.
Isaret sablonuyla

Ay =d, Ap=—c, Ay =-b Ayp=a

Kofaktorler matrisi (:ib ;(3); transpozesini alalim:

ek A= (d _b>
—C

Bu, “kdsegeni degistir, diger ikisinin igaretini ¢evir” biciminde bilinen kuraldir;

iken
1 d —b
Al =
ad — be (—c a )

Al=ad—bc#0

Aymni kurali ek A’ya uygularsak

ek(ekA):(z Z):A

yani ikinci mertebede ek matris almak, iki kez uygulandiginda matrisi geri verir.

]
Alistirma
Aligtirma 18.1 (Determinant Hesaplar1). Asagidaki determinantlari hesaplayiniz.
1.1 2 3

4 -2 3

2 5 -1
2. 120 1

42 -3

53 1
3.2 o0 1

3 2 -3

-1 -3 5
4. |10 0

32 -4

41 3
5.2 0 -1

30 2

4 -3 7
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18.4 Alistirma 137

6. |3 —2 -5 4

-5 2 8 -5
-2 4 7 -3
2 -3 -5 8
Cozim.

1. Birinci satira gore acalim:
L((=2)(-1)—3-5)—2(4(-1)—3-2)+3(4-5—(-2)-2)
=(2-15)—2(—4—6)+3(20+4)=—13+20+72="179
2. Birinci satirda bir sifir var; yine birinci satira gore agalim:
2(2:1-(-3)-3)-0+1(4-3-2-5)=2(2+9)+(12-10) =22+2=24
3. Ayni bigimde:
2(2:5=(=3)(=3))—-0+1(3(-3)—2(-1) )=2(10-9)+(-94+2)=2-7T=-5

4. Birinci satirda iki sifir var; acilimda tek terim kalir:

2 —4
L avam
5. Bu kez ikinci siituna gore agmak en kisasidir; o siitunda yalniz as, = —3 sifirdan farklidir ve isareti
(—1)3+2 = —1dir:
2 -1
—(—3)‘3 9 ‘ =3(4+3) =21

6. Once kosede bir 1 iiretelim: R, — R; + R, islemi determinant1 degistirmez ve
R, :(3,-2,-5,4)+ (—2,4,7,-3) =(1,2,2,1)
verir. Simdi bu satirla birinci siitunun kalanini temizleyelim:
R, -+ 5R, + R, = (0,12,18,0)
Ry — 2R, + R; = (0,8,11, 1)

R, — —2R, + R, = (0, —7, -9, 6)

L2 2 1 12 18 0
012 18 0

=1-[8 11 —1
08 11 —1 o 6
0-7-9 6

Kalan determinanti birinci satira gore agalim (ii¢iincti elemani sifirdir):
12 ( 11-6—(—1)(—9) ) —18 ( 8-6—(—1)(—7) ) =12(66 —9) — 18(48 — 7)

— 12(57) — 18(41) = 684 — 738 = —54

ot W N
e ow

1
Aligtirma 18.2 (Kofaktor ve Ek Matris). A = (2 ) matrisi veriliyor.
1

1. | A | determinantini hesaplayiniz.
2. ek A matrisini bulunuz.
3. A-ek A =] A|I esitligini dogrulayimiz.

Acik Matematik - acik-matematik.com 137 CC BY-NC-SA 4.0


https://acik-matematik.com
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.tr

138 Boliim 18. Kofaktor Acilimi ve Ters Matris

. A~! matrisini bulunuz.

Coziim.
1. Birinci satira gore acalim:

|A|:1(3-7—4~5)—2(2-7—4-1)+3(2~5—3-1)
=1(21—20)—2(14—4)+3(10—-3)=1—20+21=2
2. Dokuz kofaktor:
A, =+(21-20) =1, A, =—(14 —4) = -10, A3 =4+(10-3)=7
Ay = —(14—15) =1, Agy = +(7—3) =4, Ay =—(6—2)=-3
Ay =+(8—-9)=—1, Ay =—(4—6) =2, Ay =+(3—4)=-1

Kofaktorler matrisinin transpozesi:

1 1 —1
ek A=|-10 4 2
7T =3 -1
3. Carpalim:
123 1 1 -1
A-ekA=1234||-10 4 2
157 7T =3 -1

Birinci satur: (1 —204+21,14+8—-9,—-1+4—3) =(2,0,0).
Ikinci satir: (2 — 30 + 28,2+ 12 — 12, -2+ 6 — 4) = (0, 2, 0).
Ugiincii satir: (1 —50 +49,1+20—21,—1+10—7) = (0,0, 2).

200
A-eckA=|020|=2,=]A|Lv
002
4.| A | = 2 oldugundan
11y (1
A71:§ —-10 4 2 | =|-5 2 1
A R VAR
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19.1

19. Cramer Kural1 ve Operatoriin
Determinanti

Determinanti, ortaya cikisina yakin bir soruya dondiirityoruz: bir lineer denklem sistemini ¢ézmek.
Denklem sayis1 bilinmeyen sayisina esit oldugunda ¢6ziim, timiiyle determinantlarla yazilabilir. B6limiin
ikinci yarisinda ise determinantin matristen operatore tasinmasini tamamliyoruz.

Cramer Kurali

n bilinmeyenli n denklemden olusan bir sistemi ele alalim:
11T, + 019Ty + -+ ay, T, = by
1T + GgpTy + -+ + A9, T, = by
Ap1T1 + GpoTy + - + Ay T,y = bn

Matris diliyle bu sistem A - z = b’dir; burada A = (a,;) katsay1 matrisi, z ve b ise siitun matrislerdir.

Tanim 19.1 (Sistemin Determinantlari). Yukaridaki sistem i¢in
A:=]A]

sayisina sistemin determinanti denir. Ayrica A;, A'nn 4. siitunu b siitunuyla degistirilerek elde edilen
matrisin determinantidir:

all e bl cee al

n
a e b e a - .
A =" 2 2n (b siitunu 4 . sirada)
anl e bn e ann

Teorem 19.1 (Cramer Kurali). Yukaridaki sistemin tek ¢oziimiiniin olmasi igin gerek ve yeter kosul A +
0 olmasidwr. Bu durumda ¢oziim

Ispat.

Tek ¢oziim élgiitii. Sistem Az = b bicimindedir. A regiilerse her iki tarafi soldan A™" ile carpmak = =
A7Yb verir; bu tek ¢oziimdiir. A regiiler degilse Az = 0 homojen sisteminin sifirdan farkli bir x, ¢oziimii
vardir (denk kosullar listesi); bu durumda sistemin ya hi¢ ¢oziimii yoktur ya da bir x* ¢oziimii varsa x* +
%o da ¢oziimdiir, yani ¢oziim tek degildir. Demek ki tek ¢oziimiin varligi A’nin regiilerligine, o da A =
| A | # 0 kosuluna denktir.

Formiil. A # 0 olsun. Tersin ek matrisle formiilii geregi
m—A’lb—lekAJ)
B A

ek A’nin (i,7) girdisi Aj; oldugundan, x’in i. bileseni
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140 Boliim 19. Cramer Kurali ve Operatoriin Determinanti

Sagdaki toplama bakalim. A’nin i. siitununu b ile degistirerek elde edilen matrise C diyelim. C ile A, i.
stitun disinda aymi oldugundan C’nin i. siitununa ait kofaktorleri A’ninkilerle birebir aynidir (i. siitun
silindiginde kalan matris degismez). | C |’yi i. siituna gére acalim:

n

A, =|C| :chicji :ijAji
j=1

J=1

Iki esitligi birlestirirsek x; = A, /A bulunur.
]

iki uyar1

1. Kural yalnizca denklem sayisi bilinmeyen sayisina esit oldugunda kullanilabilir; aksi halde A
kare olmadigindan A taniml bile degildir.

2. A = 0 ise kural hicbir sey séylemez: sistemin ¢6ziimii olmayabilir de, sonsuz ¢6ziimii olabilir de.
Bu durumda Gauss yok etme yontemine déonmek gerekir.

Ornek 19.1 (Iki Bilinmeyenli Sistemler). Asagidaki sistemleri Cramer kuralyla ¢éziiniiz.

a) {22 —-3y="7
3z+5y =1
by 22+y="7
3r—by=4
) {az —2by = ¢

ab # 0 olmak iizere 3ax — 5by = 2c¢

Coziim.
a) Uc determinant1 yazalim:

2 -3 7 -3
A_’?’ 5’_10—0—9—19, Ax_‘l 5‘_354-3—38
27
Ay_‘g 1‘_2—21_—19
A =19 # 0 oldugundan tek ¢6ziim vardir:
38 —19
Kontrol. 2(2) —3(—1) =7vve 3(2) +5(-1)=1v
b)
21 71
A-’S 5’—103—13, Aw—‘4 5‘—354—39
27
Ay—‘?, 4‘—8—21——13
-39 —13
EESTIRRU AT
c)
a —2b
A= 34 _Sb‘:t’)ab+6ab:ab
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19.1 Cramer Kurali

141

ab # 0 oldugundan tek ¢oziim vardir.

c —2b a c
A, = 9% —5b’ = —5bc + 4bc = —be, A, = 30 2 = 2ac — 3ac = —ac
x_—bc__c _—ac _ ¢
T ab a’ Y= ~ b

Ornek 19.2 (U¢ Bilinmeyenli Bir Sistem).

{22 +3y—2=1
3x+5y+2z=28
—x+2y+3z=1

sistemini Cramer kuraliyla ¢oziiniiz.

Cozim.
Sistemin determinanti. Birinci satira gore acalim:

2 3 -1
A=|3 5 2(=2(15-4)—3(9+2)+ (—~1)(6+5) =22 —33 — 11 = —22
3

—1

N Ot W

A # 0 oldugundan sistemin tek ¢6ziimi vardir.
A . Birinci siitun b ile degistirilir:

1
A =

T

— 00 =

A, Ikinci siitun degistirilir:

2 1-1
A,=13 21=224-2)—-1094+2)+ (—1)(3+8) =44 —11—11 =22
3

Y
—1

— 00 =

A . Uclincii siitun degistirilir:

2 31
A, =|3 58 =25-16)—3(3+8)+1(6+5)=—-22—33+11=—44
-121
Bolelim:
—66 22 —44
TETR T VT Iy T T
Kontrol. 2(3) +3(—1) —2=1v,3(3) +5(—-1)+2(2) =8v,-3+2(-1)+3(2)=1v
[

19.2 Homojen Sistemler

3 —
5 2| =1(15—4)—3(24—2) + (—1)(16 —5) = 11 — 66 — 11 = —66
2 3

Teorem 19.2 (Homojen Sistemin Sifirdan Farkli Coziimii). n bilinmeyenlin denklemden olusan A -

x = 0 homojen sisteminin sifirdan farkli bir ¢oziimiiniin bulunmasu icin gerek ve yeter kosul

A=|A|=0
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142 Boliim 19. Cramer Kurali ve Operatoriin Determinanti

olmasidir.

ispat.

Homojen sistemin her zaman x = 0 ¢oziimii vardwr. Cramer kuralina gore A + 0 ise ¢oziim tektir, yani
yalniz sifir ¢oziimii bulunur. Tersine A = 0 ise A regiiler degildir; denk kosullar listesi geregi bu, Az = 0
sisteminin sifirdan farkli bir ¢éziimiiniin olmasi: demektir.

|

1 Not

Bu 6lcit, ilerideki bolimlerin en ¢ok kullanilan aracidir: bir saymin 6zdeger olmasi, tam olarak
uygun bir homojen sistemin sifirdan farkli ¢6ziimii olmasi demektir ve bu da bir determinantin sifir
olmasina indirgenir.

19.3 Bir Lineer Operatoriin Determinanti

Rank ve iz gibi determinant da taban se¢ciminden bagimsizdir; bunu gdstermek icin tek gereken ¢arpim

kuralidir.

Teorem 19.3 (Benzer Matrislerin Determinantlar1 Esittir). A ~ Bise| A | =| B |dir.
ispat.
B = P~ AP olsun; P regiiler oldugundan | P | # 0°dwr. Carpimin determinanti kuralini iki kez uygula-
yalim:

1
|Bl=|PAP|=| P Al P|= 57 | Al Pl=] 4]

Determinantlar K ’nin elemanlari, yani skalerler oldugundan siralari serbestce degistirilebilir.
]

Tanim 19.2 (Bir Operatériin Determinanti). V sonlu boyutlu bir vektér uzayi, T' € A(V) ve e, V’nin
herhangi bir tabani olsun. 7"nin determinanti

det(T) := | [T], |

bi¢iminde tanimlanir. 7 nin iki matris gosterimi benzer ve benzer matrislerin determinantlar: esit oldu-
gundan tanim e tabaninin se¢ciminden bagimsizdir.

Teorem 19.4 (Operator Determinantinin Ozellikleri). V sonlu boyutlu ve S, T € A(V) olsun.
(i) det(S o T') = det(S) - det(T)

(ii) T ’nin tersinir olmast igin gerek ve yeter kosul det(T') # 0 olmasidir; bu durumda

1

~ det(T)

det(T)

ispat.
e, V' nin bir tabani olsun.

(i) Bileskenin matrisi matrislerin ¢arpimi oldugundan [S o T, = [S],[T), 'dir. Determinant alip ¢arpim
kuralini kullanalim:

det(SoT) = | [SI[T]e | = | [S]e |- | [T]e | = det(S) det(T)
(ii) T + [T], eslemesi bir cebir izomorfizmi oldugundan T tersinirdir ancak ve ancak [T, regiilerse.

Regiilerlik olcitii geregi buda | [T], | # 0, yani det(T") # 0 demektir.
T tersinir olsun. T o T~ = I vedet(I) = | I, | = 1 oldugundan (i) geregi
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det(T) -det(T7')=1

det(T") # 0 oldugundan iki tarafi bélmek yeter.
|

Ornek 19.3 (ki Operatoriin Determinant1). Asagidaki operatérlerin determinantlarimi bulunuz.

a) T:R3 = R3T(x,y,2) = (2x — 2z, + 2y — 4z, 3z — 3y + 2)
b) S:R® = R3 S(z,y,2) = (2x —4y+ 2,0 — 2y + 32,50 +y — 2)

Cozim.
a) Standart tabanda matris, katsay1 matrisidir:

2 0 —1
T,=[1 2 —4
3 -3 1

Birinci satira gore acalim:
det(T) =2 (2-1—(—4)(—3) ) =0+ (=1) (1(=3)—2-3)
=2(2-12)—1(-3—-6)=—20+9=—11

det(T) = —11 +# 0 oldugundan T tersinirdir.

b)
24 1
S =[1 -2 3
5 1 —1
det(S) =2 ((~2)(~1) =3-1)—(—4) (1(~1) =3-5)+1(1-1—(-2)-5)
=22-3)+4(—1—15)+ (1+10) = —2— 64+ 11 = —55
[ |
Alistirma

Alistirma 19.1 (Cramer Kurali ve Operator Determinant).

1. {z+2y+2=3
2c —y+3z2=5
t+y—2=0 sistemini Cramer kuraliyla ¢oziiniiz.
2. {kz+y=0
=+ ky =0 homojen sisteminin sifirdan farkl bir ¢6ziimiiniin bulundugu k degerlerini belirleyiniz.
3. T € A(V) singiiler ise det(T") = 0 oldugunu gosteriniz.
4. det(kT) = k™ det(T) oldugunu gosteriniz (n = dim V).

Coziim.
1. Katsay1 matrisinin determinantini birinci satira gére agalim:

2 1
1 3|=11-3)—2(-2-3)+1(2+1)=-2+10+3=11

1
A=|2 —
1 1 —1
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144 Boliim 19. Cramer Kurali ve Operatoriin Determinanti

3 2 1
A, =[5 -1 3|=31-3)-2(-5-0+1(5-0)=-6+10+5=9
01 —1
13 1
Ayj=[25 3|=1(-5-0)—3(—2-3)+1(0—5) =—5+15—5=5
10 -1
1 2 3
A, =12 —15/=100-5)—2(00-5)+3(2+1)=-5+10+9 =14
1 10
9 5 14
T YT Tt
Kontrol. Ugiincii denklem: % + & — 12 =0/

2. A = k? — 1’dir. Sifirdan farkli ¢6ziimiin bulunmasi icin A = 0, yani k = 1 ya da k = —1 olmalidir.
3. T singiiler ise Ker T # {0} dur, yani T'(v) = 0 olacak bi¢imde bir v # 0 vardur. e bir taban olmak

iizere temel esitlik geregi

[T]e : [U]e = [ T(U)]e =0
v # 0 oldugundan [v], # 0’dir; demek ki [T], z = 0 homojen sisteminin sifirdan farkh bir ¢éziimi
vardir. Homojen sistem dl¢iitii geregi | [T, | = 0, yani det(7") = 0°dur.

4. [kT], = k[T],’dir. Bir matrisin bitiin girdilerini k ile carpmak, n satirin her birini k ile carpmak
demektir; her satir carpimi determinant: k katina ¢ikardigindan

det(kT) = | KTT, | = k" | [T], | = k" det(T)
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20.1

20. Matris ve Operator Polinomlar:

Bir kare matrisin kuvvetleri tanimliydi ve skalerle carpilip toplanabiliyordu; bu iki igslem bir arada,
bir polinomu bir matriste “hesaplama” imkani verir. Sonraki boliimlerin bitiin araclar1 — karakteristik
polinom, Cayley-Hamilton teoremi, kosegenlestirme olctitii — bu basit fikrin iizerine kurulur.

Bir Matriste Polinom
Tanim 20.1 (Matris Polinomu). K {izerinde
f@)=a,t" +a, "1+ +at+ag
bir polinom ve A, m. mertebeden bir kare K -matris olsun. f’nin A’daki degeri
f(A)=a,A" +a, A" '+ +a;A+ayl,

kare matrisidir. Burada A° = I, olarak alinir; yani sabit terim birim matrisle carpilir.

Sabit terim skaler degil, skaler matristir

f(A) bir matristir; toplamin her terimi de matris olmalidir. Bu yiizden sabit terim a,, degil ay 1, dir.
f(A) = 0 yazildiginda da sag taraf sifir matrisidir.

Ornek 20.1 (iki Polinomun Degeri). f(t) = 2t> — 3t + 7 ve g(t) = t> — 5t — 2 polinomlari ile A =
12

3 4) matrisi veriliyor. f(A) ve g(A)’y1 hesaplaymiz.

Cozim.
Once A?’yi bulalim:

2o (Y2\(12)_(1+6 2+8) _ (7 10
“\34)\34)  \3+126+16)  \15 22

f(A):
e {1420\ (36, (70
f(A) =24 3A+7I2_<3044> (9 12>+<07
_(14-3+7 20-6+0) _ (18 14
“\30-9+044—12+7) = (21 39
g(A):
o s o (T 10) (5 10\ (20) (00
9(4) = A7 =54 21’?‘(1522 1520) “lo2) = oo
|

Tanim 20.2 (Bir Polinomun Kékii Olan Matris). f(A) = 0 ise A matrisine f(t) polinomunun bir
koékii (sifir1) denir.
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Yukaridaki 6rnekte A = (1 %) matrisi g(t) = t2 — 5t — 2 polinomunun bir kokiidiir. Bu bir rastlanti

3 4)
degildir: ilerideki bolimlerde her kare matrisin, kendi karakteristik polinomunun bir kokii oldugunu
gorecegiz — g tam olarak bu matrisin karakteristik polinomudur.

Islemlerle Uyum

Teorem 20.1 (Degerlendirme Islemleri Korur). f(t) ve g(t), K iizerinde polinomlar; A bir kare K -
matris ve k € K olsun. O zaman

(f+9)(4) = f(A) +9(4),  (f-9)(4)=f(A)-g(4), (kf)(A)=kf(A)

ispat.
f(t) = Ez aiti veg(t) = Zj bjtj olsun.
Toplam. (f + g)(t) = >_,(a; + b, )tt oldugundan

(f+9)(4) = Z(ai +b,)A" = Z%‘Ai + ZbiAi = f(4) +g(4)

Carpim. (f-g)(t) =>_, Zj a;b; t"+7 dir. Degerlendirirsek
(f-9)(4) = Zzaibj A
i
Ote yandan matris carpimi toplama iizerine dagildigindan
F(A) - g(A) = (Z a; A’ ) (; b; A7 ) = Z ; ab; ALAT = Z ; a;b; A

Iki taraf aymidir. Burada A* A7 = A7 esitligi kullanilds.
Skalerle carpim. (kf)(t) = Zi(kai)ti oldugundan (kf)(A) = 3_, ka, A = kf(A)’dw.
|

Sonug 20.1 (Ayn1 Matrisin Polinomlar1 Degismelidir). Her f, g polinomu ve her kare A matrisi i¢in
f(A)-g(A) = g(A)- f(4)

ispat.
Polinom ¢arpimi degismelidir: f - g = g - f. Bir 6nceki teoremi iki yénde de uygulayalim:

F(A)g(A) = (f-9)(4) = (g- [)(A) = g(A)f(A)

1 Not

Matris carpimi genel olarak degismeli degildir; ama ayn1 matristen iretilen polinomlar birbiriyle
degisir. Sebep basittir: A* A7 = A7 AV dir. Bu, ileride ¢arpanlara ayirma yaparken serbestce kullana-
cagimiz bir kolayliktir.

Operator Polinomlar:

Aymi tanim lineer operatérler i¢in operatorler cebri bélumiinde verilmisti: f(¢) = a,,t™ + -+ agve T €
A(V) olmak iizere

f(T)=a,T"+a, ;T '+ +a;T+agl
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20.3 Operat6r Polinomlar: 147

operatéril tanimlaniyor ve f(T') = 0 oldugunda T”ye f’nin bir kokii deniyordu. Tek fark, birim matrisin
yerini birim operatoriin almasidir.

Matrisler igin yukarida ispatlanan g esitlik, operatorler igin de aynen gecerlidir; ispatlari s6zctigii s6zcii-
giine aynidir, ¢iinkii operatorler cebri de toplama, skalerle carpma ve bileske islemleriyle matris cebriyle
ayni kurallar1 saglar. Asagidaki teorem bu benzerligin tesadiif olmadigini gosterir.

Teorem 20.2 (Polinom Matris Gosterimiyle Degisir). V sonlu boyutlu, e bir tabani ve T € A(V)
olsun. A = [T, olmak iizere her f polinomu igin

[ £(T)]. = f(A)
Ozel olarak

f(T) =0« f(4)=0
ispat.
Operator cebri ile matris cebri boliimiinde T + [T, eslemesinin bir cebir izomorfizmi oldugunu

gormiistiik: toplami toplama, skalerle ¢arpimi skalerle ¢arpima, bileskeyi matris ¢carpimina gotiiriir ve
birim operatorii birim matrise gonderir. Bileskeyi korudugundan kuvvetleri de korur:

[T, = ([71.) = A
f) =%, a;t* olsun. Toplama ve skalerle carpma korundugundan

[FD] =[DaT]e =D a [T, = D ad’ = f(4)

Son ifade igin: esleme bire bir oldugundan f(T') sifir operatérii olmast ile [f(T)], sifir matris olmasi ayni
seydir.
|

© Neden 6nemli?

Bu teorem, operatorlerle ilgili polinom sorularimi matris hesabma cevirir. “T" su polinomun koéki
miidiir?” sorusunu cevaplamak icin bir taban secip matrisi yazmak ve sayisal bir hesap yapmak yeter;
uistelik hangi tabanin se¢ildigi sonucu degistirmez, ¢iinkii farkli tabanlardaki matrisler benzerdir ve
benzerlik polinom almayla uyumludur: [ f(T)]; = pPif ([T].) P

Ornek 20.2 (iki Hesap).
a) ft)=t2—3t+Tve A= (i _52) icin f(A)’y1 bulunuz.

b) A= (1 4) matrisinin f(¢) = t> — 4t — 5 polinomunun bir kokii oldugunu gosteriniz.

2 3
Coziim.
a)
e (1 2\ (1 -2y _(1-8 —2-10\ _ (-7 -12
a5 )a5) " \atr20 8425) 7 (21 17
—7 12\ (3 =6\ (70
A2 _ _
J(A) = A% =34 +7L <24 17) (12 15>+<07)
(~T—3+7 —12+6 \ (-3 —6
“l2a—12 1m—1547) " 12 9
b)
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a2 (LAY (L 4) _(1+84+12) _ (916
—23)\23) 7 2+6 8+9) ~\8 17

9 16 416
J(A) = 4* —4A 51, = (8 17) - (8 12) _<

Demek ki A, f(t) nin bir kokidiir.
|

[esi )]

Alistirma

Aligtirma 20.1 (Polinom Hesaplari).

0 3
2. A kosegen bir matris ve kdsegen elemanlar1 dy, ..., d,, ise f(A)’ nin da késegen oldugunu ve kdsegen
elemanlarinin f(d,), ..., f(d,,) oldugunu gosteriniz.
3. A, f(t)’nin bir kékii ve P regiiler ise P~ AP matrisinin de f(¢) nin bir kokii oldugunu gosteriniz.

1. A= (2 _1) ve f(t) = t?> — 5t + 6 igin f(A)’y1 hesaplayiniz.

Cozim.
1.

A2 — 2 -1\(2 -1 _ 4 -2-3 _ 4 =5
0 3 0 3 0 9 09
4 —5 10 =5 6 0 00
— A2 _ — _ =
f4) =4 5A+612_<0 9) (0 15)+<0 6>_(00)
A ii¢gensel oldugundan késegeni 2 ve 3’tiir; f(t) = (¢t — 2)(t — 3) polinomu bu iki sayida sifirlaniyor.

Bir sonraki aligtirma bunun neden beklendigini agikliyor.
2. Kosegen matrislerin carpimi kosegendir ve kosegen elemanlari carpilir; tiimevarimla

At = diag ( di,ds, .., di )
Skalerle ¢carpma ve toplama da kdsegen tizerinde ayr1 ayri yapildigindan
f(A) =" a,A = diag (Zaidi, Y adl, ) = diag ( f(dy), ..., f(d,) )
i i i
3. Benzerlik ve kuvvetler teoremi geregi her ¢ icin ( P_lAP)i = P71 A" Pdir. Oyleyse

f(PAP) =Y a,P'A'P =P (ZaiAi ) P=Plf(A)P=P1.0-P=0

(Sabit terimde aql,, = P~tayI, P oldugu kullanild.)
|
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21.1

21. Ozdegerler ve Ozvektorler

Bir operatoriin matrisini kdsegen yapan taban aramak, benzerlik béliimiinde ortaya ¢ikan sorumuzdu.
[T] ¢ matrisinin kdsegen olmasi, f tabaninin her f; vektérii igin

T(fj) = kjfj

demektir: T, f;’nin yoniint degistirmiyor, yalnizca bir katsayiyla élgekliyor. Béyle vektorleri ve karsila-
rindaki katsayilar1 incelemeye bagliyoruz.

Tanim

Tanim 21.1 (Ozdeger ve Ozvektor). V, K iizerinde bir vektor uzay1 ve T € A(V) olsun. Bir A € K
skaleri i¢in

T(w)=Av

olacak bicimde sifirdan farkli bir v € V vektorii varsa, A’ya T’nin bir 6zdegeri, v'ye de A 6zdegerine
ait bir ozvektorii denir.

Sifir vektor 6zvektor degildir

T(0) =0 = X- 0 esitligi her A icin dogrudur; sifir vektdrii 6zvektor saysaydik her skaler 6zdeger
olurdu ve kavram anlamsizlagirdi. Buna karsiik A = 0 6zdeger olabilir: T'(v) = 0 olacak bi¢cimde
sifirdan farkli bir v varsa, yani T singiilerse, 0 bir 6zdegerdir.

Bir 6zvektorin sifirdan farkli her kat1 yine ayni 6zdegere ait bir 6zvektordiir: T'(kv) = kT (v) = kv =
A(kv). Dahasi, ayni 6zdegere ait 6zvektorler sifir vektoriiyle birlikte bir alt uzay olugturur.

Onerme 21.1 (0z Uzay). ) € K ve
Wi={veV:T() =}
olsun. Vy, V' nin bir alt uzayidir ve
Vi=Ker (M -T)
A bir 6zdeger ise V, *ya \’nin 6z uzayi denir.

ispat.
v €V igin

Tw)=Msw—T@w)=0& (M -T)()=0

oldugundan V,, \I — T lineer operatoriiniin cekirdegidir. Cekirdek bir alt uzay oldugundan V, bir alt
uzaydir.
|

Teorem 21.1 (Ozdegerin Singiilerlik Olciitii). )\ € K skalerinin T 'nin bir 6zdegeri olmast icin gerek
ve yeter kosul, \I — T operatoriiniin singiiler olmasidr.

ispat.
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A bir ézdegerdir < T(v) = \v olacak bigimde v # 0 vardir < (M — T')(v) = 0 olacak bicimde v # 0
vardir < Ker (A —T) # {0} < A — T singiilerdir.
|

Ornek 21.1 (iki Basit Ornek).

a) Birim operator Iy, 'nin dzdegerlerini ve 6zvektorlerini bulunuz.
b) T :R? — R2, T(x,y) = (y, ) operatdriiniin (yani y = = dogrusuna gére yansimanin) 6zdegerlerini

ve ozvektorlerini bulunuz.

Coziim.
a) Her v i¢in I}, (v) = v = 1 - v oldugundan sifirdan farkli her vektor bir 6zvektordiir ve tek dzdeger
A = 1'dir. Oz uzay biitiin V"dir.
b) T(z,y) = Az, y) esitlifini yazalim:
Yy = Az, T= Ay
Birinciyi ikincide yerine koyalim: z = A2x. z = 0 olursa birinci denklemden y = 0 ¢ikar; bu sifir
vektoriidiir, kabul edilmez. Oyleyse 2 # 0 ve A2 = 1, yani A = 1 yada A = —1'dir.
A= 1liciny = x; 6z uzay y = x dogrusudur ve (1, 1) bir 6zvektordir.
A= —1ic¢iny = —x; 6z uzay y = —z dogrusudur ve (1, —1) bir 6zvektordir.
Geometrik olarak beklenen sonug: yansima, ayna dogrusu tizerindeki vektorleri degistirmez, dogruya
dik olanlari ters ¢evirir. {(1,1), (1, —1)} tabaninda T”nin matrisi (é 31) kosegen matrisidir.

Matrisler I¢cin

A, n. mertebeden bir kare K-matris olsun. A’y1, K™ iizerinde v — A - v operatérii olarak okuyabiliriz;
bu operatoriin 6zdeger ve 6zvektorlerine A’nin 6zdeger ve 6zvektorleri denir. Agik yazilisi:

A-v=Av, v#0

Bu denklemi ( AI, — A ) v = 0 bi¢iminde yazarsak, aradigimiz sey bir homojen sistemin sifirdan
farkli ¢6ziimi olur. Homojen sistem 6l¢iitii tam olarak bu durumu bir determinanta baglar:

A, A 'nin bir 6zdegeridir < | AL —A | =0

Ornek 21.2 (ikinci Mertebeden Bir Matrisin Ozdegerleri). A = (; ;) matrisinin 6zdegerlerini ve

her 6zdegere ait 6z uzayi bulunuz.
Coziim.
Ozdegerler. ( tl, — A ) v = 0 homojen sisteminin sifirdan farkli ¢6ziimii olmas: i¢in determinanti

sifir olmalidur:

t—1 —2

|tIQ—A|:‘ _3 lt_2’:(15—1)(15—2)—6:7:2—315—4

t2—-3t—4=(t—4)(t+1)=0 = t=4 veya t=-1

A = 4 icin 6z uzay. t = 4 yazalim:

(L2)6)-6) e

Iki denklem birbirinin katidir; serbest degiskene keyfi deger verelim. x = 2 i¢in y = 3:

v:@), V, = {kv: keR}
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21.2 Matrisler I¢in 151

Kontrol. Av = (zig) = (182) =4u v/

A = —1i¢in 6z uzay. t = —1 yazalim:

G200 = e

'w=(11), V., = {kw:keR}

r=1iciny =—1:

Kontrol. Aw = (1:2) = (71) =—w/
|

© Hesabin iskeleti

Bir matrisin 6zdeger ve 6zvektorlerini bulmak daima ti¢ adimdr:

1. | tI, — A | = 0 denklemini kurup koklerini bulun — bunlar ézdegerlerdir.

2. Her 6zdeger A i¢in ¢ yerine A koyup ( A, — A ) x = 0 homojen sistemini ¢oziin.
3. COziim uzayinin bir tabanini yazin; bu, A’nin 6z uzayinin tabanidir.

Ikinci adimda sistemin her zaman sifirdan farkli ¢6ziimii vardir; ¢ikmiyorsa birinci adimda ya da
¢oziimde bir hesap hatas1 var demektir.

Farkli Ozdegerler, Bagimsiz Ozvektorler

Kosegenlestirmeye giden yolun kilit tas: asagidaki teoremdir.

Teorem 21.2 (Farkli Ozdegerlere Ait Ozvektérler Lineer Bagimsizdir). vy,v,,...,v,,, T operaté-
riiniin swrastyla Ay, Ay, ..., \,,, 6zdegerlerine ait 6zvektérleri olsun. Ozdegerler ikiser ikiser farkli ise (i # j
igin A; # Xj) vy, ...y Uy, lineer bagimsizdur.

ispat.

m tizerinden tiimevarim yapalim.

Baslangic. m = 1 i¢in: v; # 0 oldugundan tek elemanli {v,} kiimesi lineer bagimsizdir.
Adum. Iddia m — 1 icin dogru olsun ve

a v, + ayvy + -+ a,,v,, =0 (%)
olsun. T yi uygulayalim; T lineer ve T'(v;) = A\;v; oldugundan
a1 AV + AUy + -+ a,, A0, =0 (%)
Simdi (%) "1 A, ile carpip (* ) ‘dan ¢ikaralim. Son terimler birbirini gotiiriir:
a;(A; — A)v Fag(Ag — A v+ 4 a1 (A1 — M)V =0
Timevarim varsayimi geregi vy, ..., v,,_; lineer bagimsizdir; 6yleyse biitiin katsayilar sifirdir:
a;(A;, —A,,) =0 (i=1,..,m—1)

Ozdegerler farkl oldugundan \; — \,,, # 0°dir ve K bir cisim oldugundan a; = 0 ¢ikar. Bunlari (x) da
yerine koyarsak a,,v,,, = 0 kalir; v,,, # 0 oldugundan a,, = 0’dw. Biitin katsayiar sifir olduguna gore
U1, ..., U,, lineer bagimsizdir.

|
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152 Béliim 21. Ozdegerler ve Ozvektorler

Sonuc 21.1 (n Farkli Ozdeger). dimV = n ve T € A(V) operatoriiniin n tane farkli 6zdegeri varsa, bu
ozdegerlere ait 6zvektorler V 'nin bir tabanini olusturur.

ispat.

n tane farkli 6zdegere ait n 6zvektor, yukaridaki teorem geregi lineer bagimsizdir. n boyutlu bir uzayda
n tane lineer bagimsiz vektor bir taban olusturur.

]

Tersi dogru degildir

Teorem, farkli 6zdegerlere ait 6zvektorlerin bagimsiz oldugunu séyler; bunun tersi, yani “lineer
bagimsiz 6zvektorlerin 6zdegerleri farkhidir” ifadesi yanlistir. Ayni 6zdegere ait 6z uzay birden
cok boyutlu olabilir; o zaman aym 6zdegerin lineer bagimsiz birden ¢ok 6zvektorii bulunur. Birim
operator bunun en ug 6rnegidir: tek 6zdegeri 1’dir, ama sifirdan farkli her vektor 6zvektoriadar.

Alistirma

Alistirma 21.1 (Ozdeger ve Ozvektor Hesaplari).

1. A= (? g) matrisinin 6zdegerlerini ve 6z uzaylarimni bulunuz.

2. A\, T’nin bir 6zdegeri ve v buna ait bir 6zvektér ise, her m € ZT i¢in A nin T’ nin bir ézdegeri ve
v’nin buna ait bir 6zvektorii oldugunu gosteriniz.

3. 0 € K skalerinin T"nin bir 6zdegeri olmasi i¢in gerek ve yeter kosulun 7" nin singiiler olmasi oldugunu
gosteriniz.

4. T tersinir ve X bir 6zdegeri ise A # 0 oldugunu ve A~V’in 7'’in bir 6zdegeri oldugunu gésteriniz.

5. A, A’nin bir 6zdegeri ise her f polinomu i¢in f(A)’min f(A) nmn bir 6zdegeri oldugunu gésteriniz.

Cozim.
1.

t—2 —2

\tIQ—A|:‘ 1 t_3’:(t—2)(t—3)—2=t2—5t+4=(t—l)(t—4)

Ozdegerler 1 ve 4’tiir.

t=1 (:i :g z) =0=z+4+2y=0y=1licinzg = —2:

Vi={k=2,1):keR}
t=4: (2 _2)(96) =0=>z—y=0z=1iciny=1:
V,={k(1,1):keR}
2. T(v) = Av olsun. T"yi bir kez daha uygulayalim:
T?(v) =T (T(v) )=T(w) =AT(v) = A2y
Ayni adimu tekrarlayarak (tiimevarimla) her m icin 7™ (v) = A™v elde edilir. v # 0 oldugundan A™,

T™’nin bir 6zdegeridir.
3. Tanimi A = 0 i¢in yazalim:

0, T ’nin 6zdegeridir < T'(v) = 0-v =0 olacak bigimde v # 0 vardir

Sag taraf, Ker T' # {0} demektir; bu da tanim geregi T nin singiiler olmasidir.
4. \ = 0 olsaydi 3. sik geregi T singiiler, yani tersinmez olurdu. Oyleyse A # 0°dir ve A~ vardur.
T(v) = \v esitligine soldan T~! uygulayalim:

v=T"1\v)=AT"1(v) = T 1(v)=Xx1tv
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21.4 Alistirma 153

v # 0 oldugundan A~!, T~ ’in bir 6zdegeridir.
5. f(t) = Zl a;t* olsun. 2. siktaki hesabin matris hali her i icin A'v = \v verir (A%v = [v =v =
A%). Toplayalim:

fl(A)v= ZaiAiv = Zai/\iv = (Z a;\ ) v=f(A)v

v # 0 oldugundan f(A), f(A) mn bir 6zdegeridir.
|
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22.1

22. Karakteristik Polinom ve Cayley-
Hamilton Teoremi

Onceki béliimde 6zdegerleri ‘ tl, — A | = 0 denkleminin kokleri olarak bulmustuk. Soldaki ifade, ¢t degis-
kenine bagli bir polinomdur ve matrisin en énemli tek degismezini olusturur. Bu béliimde onu adlandirip
ozelliklerini ¢ikariyoruz.

Karakteristik Polinom

Tanim 22.1 (Karakteristik Matris ve Karakteristik Polinom). A = (a;;), K {izerinde n. mertebeden
bir kare matris ve ¢ bir degisken olsun.

t—ay —ap - —a,
—a t—agy = —a
_ 21 22 2n
tl, —A= : . .
—0pq —Qpo t— (2%

matrisine A’nin karakteristik matrisi, determinantina ise A’nin karakteristik polinomu denir:
Ayt) = | tI, — A ‘

A 4(t) = 0 denklemine A’nin karakteristik denklemi denir.

Onerme 22.1 (Karakteristik Polinomun Bas ve Son Katsayilar1). A ,(t), katsayilar: K ‘dan olan n.
dereceden bir polinomdur ve

Ayt =t —iz (A)t" 1+ + (-1)" | A|
ispat.
Derece ve bas katsayi. Determinant tanimindaki her terim, her satirdan bir carpan alir. Degisken t

yalnizca kosegende bulundugundan, en yiiksek dereceli terim ancak biitiin ¢carpanlar késegenden alindi-
ginda ortaya ¢ikar; bu da birim permiitasyona karsilik gelen

(t —aq1)(t — ag)(t — ay,)

carpimidir. Bagka her permiitasyon kisegen disindan en az iki ¢carpan aldigindan derecesi en cokn — 2dir.
Oyleyse t™ ve t"~! katsayilart yalmz yukaridaki ¢arpimdan gelir. Carpimi agarsak t" 'nin katsayst 1,
t"L’in katsayist ise

—(ag1 +ag + -+ a,,) = — iz (4)
Sabit terim. Bir polinomun sabit terimi, t = 0 konarak bulunur:
AA(O):‘O-IH—A|:|—A|
—A, A’nin her satirinin —1 ile ¢arpilmasiyla elde edilir; n satir i¢in

|—Al=(1)"[A]
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156 Boliim 22. Karakteristik Polinom ve Cayley-Hamilton Teoremi

1 Not

Iki katsayz, iki tanidik biiyiikliigii geri veriyor: " '’in katsayis1 — iz (A), sabit terim (—1)" | A |.
Bu, hesabin dogrulugunu denetlemenin en hizli yoludur: karakteristik polinomu bulduktan sonra iki
katsay1y1 iz ve determinantla karsilastirin.

1 30
Ornek 22.1 (Uciincii Mertebeden Bir Karakteristik Polinom). A = <2 2 1) matrisinin karak-
4 0 -2

teristik polinomunu bulunuz.

Coziim.
Karakteristik matrisi yazalim:

t—1 -3 0
th—A=| 2 t—2 1
—4 0 t+2

Birinci satira gore acalim (ii¢iincii elemani sifir oldugundan iki terim kalir):

t—2 1 2 1
Aa®)=(=1 t+2‘_(_3)‘—4 t+2‘

=(t—1)(t—2)(t+2)+3 (2(t+2)+4)
=(t—1)t*—4)+3(2t+8)=t>—4t — 12+ 4+ 6t +24
A (t) =13 —t2 4+ 2t +28
Kontrol. iz (A) = 1+ 2 — 2 = 1 oldugundan ¢?’nin katsayis1 —1 olmaliydi /. Determinant
[A=1(20-2)~ (-1)-0) ~3 ((-2)(~2) ~ (1) 4) +0=—4—3(8) = ~28

oldugundan sabit terim (—1)3(—28) = 28 olmaliydi v
|

22.2 Ozdegerler Karakteristik Polinomun Kokleridir

Teorem 22.1 (Ozdegerlerin Karakterizasyonu). A, K iizerinde n. mertebeden bir kare matris olsun.
Bir A € K skalerinin A’nin bir 6zdegeri olmas i¢in gerek ve yeter kosul

olmasidir.

ispat.
Zincirleme denklikleri yazalim:
A, A 'nin 6zdegeridir < ( A, — A ) v =0 olacak bigimde v # 0 vardir
< A, — A singiilerdir
S| A, —A|=0sA,40)=0
Ikinci denklik 6zdegerin singiilerlik élciitil, iiciinciisii ise regiilerligin determinant dlgiitiidiir.
|
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22.2 Ozdegerler Karakteristik Polinomun Kokleridir 157

© Kac 6zdeger olabilir?

A 4(t), n. dereceden bir polinomdur; bir cisim iizerinde n. dereceden bir polinomun en ¢ok n kéka
oldugundan, n. mertebeden bir matrisin en ¢cok n farkli 6zdegeri vardir.

Ka¢ tane oldugu K’ya baghdir. K = C ise cebrin esas teoremi geregi her polinomun en az bir
kompleks kokii vardir; 6yleyse her kompleks kare matrisin en az bir 6zdegeri vardir. K = R ise
durum farklidir: 2 + 1 gibi reel kokii olmayan bir karakteristik polinom, hic reel 6zdegeri olmayan
bir matris demektir.

Teorem 22.2 (Benzer Matrislerin Karakteristik Polinomlar1 Aynidir). A~ B ise Ay(t) =
Ag(t)dir.

ispat.
B = P~ AP olacak bicimde regiiler bir P olsun. P~1(tI,)P = tI, olduguna dikkat ederek yazalim:

Ap(t) = | tI, — PT'AP | =| P7\(tI,)P — P"'AP |
= | P (t,=A) P|=| P ||t~ A | P|
1

=rp7 A P =240

Tamim 22.2 (Bir Operatériin Karakteristik Polinomu). V, n boyutlu bir vektér uzayi1ve T € A(V)
olsun. T’nin karakteristik polinomu, 7”nin herhangi bir matris gosteriminin karakteristik polinomu-
dur:

T’nin iki matris gosterimi benzer oldugundan ve benzer matrislerin karakteristik polinomlar: ayn1 oldu-
gundan tanim taban se¢iminden bagimsizdir. A (¢)’nin derecesi n = dim V’dir ve bir A € K skalerinin
T’nin dzdegeri olmasi igin gerek ve yeter kogul A (A) = 0 olmasidr.

Tersi dogru degildir

“Benzer matrislerin karakteristik polinomlar1 aynidir” ifadesinin tersi yanligtir: aym karakteristik
polinoma sahip iki matris benzer olmak zorunda degildir. Késegenlestirme béliimiinde, karakteristik
polinomlar1 6zdes oldugu halde biri késegenlestirilebilen, digeri kosegenlestirilemeyen iki matris
gorecegiz; bunlar benzer olamaz.

22.3 Cayley-Hamilton Teoremi

Teorem 22.3 (Cayley-Hamilton Teoremi). Her kare matris, kendi karakteristik polinomunun bir
kokiidiir:

ispat.
Ayt) =1+, 1 t"1 + -+ et + ¢ olsun.
B(t) iletI, — A karakteristik matrisinin ek matrisini gésterelim. B(t) ‘nin girdileri, tI, — A’nin (n — 1).

mertebeden mindrleri oldugundan t’nin derecesi en cok n — 1 olan polinomlardir. Oyleyse B(t), girdileri
sabit olan matrislerle

B(t) = Bniltn_l + Bniztn_Q + s + Blt + BO
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158 Boliim 22. Karakteristik Polinom ve Cayley-Hamilton Teoremi

bigiminde yazilabilir; burada By, ..., B,,_; sabit n. mertebeden kare matrislerdir.
Ek matris ¢carpimi teoremini tI, — A matrisine uygulayalim:

(th,—A)B(t)=|tl,—A|L, =A,0) 1,
Sol tarafi agalim:
(tl,—A)B(t)=B, ,t"+ (B, —AB,_1) =l
+(By—AB, ) t—AB,
Sag taraf ise
A ), =Lt + ey It + -+ e It + ¢,
Iki polinom matrisi esitse ayni dereceli katsay: matrisleri esittir:

anl = In
Bn72 - Aanl = cnfl‘[n

By —AB, =¢1,
—AB, = ¢yl

Simdi bu esitlikleri sirasiyla soldan A™, A"~1, ..., A, I, ile carpip taraf tarafa toplayalim. Sag taraflarin
toplami

A"+, (A bt At e, = A (A)
Sol taraflarin toplaminda ise ardisik terimler birbirini gotiiriir:
Aan71 + ( Anianiz - Aan71 ) + o + ( ABO - A2Bl ) - ABO = 0

Demek ki A 4,(A) = 0°dw.
|

Sik yapilan hata

“A4(t) = | tI — A | ifadesinde ¢ yerine A yazalm: A 4, (A) = | AT — A | = | 0 | = 0” akil yiiriitme-
si gecersizdir. | tI — A | ifadesinde ¢ bir skalerdir; yerine bir matris koymak tanimsizdir. Yukaridaki
ispat tam da bu boglugu kapatmak i¢in yapilir.

Ornek 22.2 (Teoremin Sayisal Dogrulamasi). A = (; ;) matrisi i¢in Cayley-Hamilton teoremini

dogrulaymiz.

Coziim.
Karakteristik polinom bir 6nceki boliimde bulunmustu:

t—1 —2

AA(t):’ —3 t—2

’z(tl)(t2)6:t23t4

Simdi ¢ yerine A koyalim. Once A?:

a2 (L2\ (12 _(1+62+4)_ (76
“\32/\32) 7 \3+66+4) (910
40

04

san-wm- () (9 (19~ ()
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22.5

22.3 Cayley-Hamilton Teoremi 159

Cayley-Hamilton ile Ters Hesab1

Teoremin en kullanigl sonucu, tersi bir polinom hesabina indirger.
Sonug 22.1 (Tersin Cayley-Hamilton'la Bulunmasi). A ,(t) =t"+c, 1" L+ +ct+c, ve
¢y # 0 olsun. O zaman A regiilerdir ve

1
Al = - (A”*l e, (A" 2 4t At )
0

ispat.
Sabit terim ¢y = (—1)™ | A | oldugundan cy # 0 olmasi | A | # 0, yani A’nin regiiler olmasi demektir.
Cayley-Hamilton teoremi geregi

A"+, A" A+ cgl, =0
Sabit terimi karsiya atalim ve kalan terimlerin ortak ¢arpani olarak A’yr ayiralim:
A ( Al pe, (A2 4t ) = —cyl,

Iki tarafi —c a bolersek, A ile carpimi I, veren matris ortaya ¢ikar; kare matrisler icin bu matris A= dir.
|

Ornek 22.3 (Cayley-Hamilton ile Ters). A = (? i) matrisinin tersini Cayley-Hamilton teoremiyle
bulunuz.
Cozim.

Karakteristik polinom:
AL(t) = b2 —11_ t—2)t—1)—1=#>—-3t+1
-1 t—1
Teorem geregi A2 — 3A + I, = 0’dir. Buradan
A2 —3A=—1I, = A(A=-3L)=-1

= A(3L-A)=L = A'=3L-A

4 (30) (21)_(1 -1

4 —<03 11) -1 2
_ 2-1 —2+42 10

Kontrol. AA~! = (1_1 _1+2) = (0 1) /

|

Alistirma

Alistirma 22.1 (Karakteristik Polinom Uzerine).

1. A= (i :f) matrisinin karakteristik polinomunu bulunuz ve reel 6zdegerlerinin olup olmadigini
arastiriniz.

2. Aile A¥’nin karakteristik polinomlarinin ayni oldugunu gésteriniz.

3. A= (? _53) matrisinin kokii oldugu bir polinom bulunuz.

4. Uggensel bir matrisin 6zdegerlerinin kosegen elemanlar1 oldugunu gosteriniz.

Cozim.
1.
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t—3 2
AA(t):’ 4 t_'_l‘:(t—3)(t+1)+8:t2—2t+5

Diskriminant A = 4 — 20 = —16 < 0 oldugundan polinomun reel kékii yoktur; A’nin reel 6zdegeri
yoktur. (Kompleks sayilar cismi tizerinde bakilirsa kokler 1 4 2¢°dir.)

Kontrol. iz (A) =3 —1=2ve| A | = —3 + 8 = 5; katsayilar —2 ve (+1)? - 5 = 5 olmaliyd v
2.(tL, — A)* = tI;, — A" = tI,, — A"dir. Bir matrisle transpozesinin determinantlar1 esit oldugundan

Ayt)=|tl,—A|= ‘ (tI, — A) ’: | tI, — A' | = A (t)
3. Cayley-Hamilton teoremi geregi her matris kendi karakteristik polinomunun kékiidiir; 6yleyse

t—2 —5
AA(t):’ B t+3‘:(t—2)(t+3)—5:t2—|—t—11

polinomu aranan polinomlardan biridir.

o 9 _ (445 10-15\ _ (9 -5
Dogrulama. A* = (", ¢ o4

A2+A—11[2:<9+2_11 —5+5 >:<o 0)/

) oldugundan

—14+1 14-3-11 00

4. A tggensel ise tI, — A da iiggenseldir ve késegeni t — a4, ..., t — a,,,, 'dir. Ucgensel bir matrisin
determinant: késegeninin ¢arpimi oldugundan

Ay(t) = (t—aq1)(t — ag)(t —ay,,)

Bu polinomun kokleri ayy, ..., a,,, dir; 6zdegerler karakteristik polinomun kokleri oldugundan iddia
ispatlanmistir.
|
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23. Kosegenlestirme

Biitiin boliimiin sorusuna geldik: bir operatoriin matrisi ne zaman késegen yapilabilir? Benzerlik bolii-
miinde 6lciitii matris diliyle yazmistik — P~! AP késegen olacak bigimde regiiler bir P var m1? Ozdeger
ve 6zvektor kavramlar: elimizde olduguna gore artik bu soruya tam bir cevap verebiliriz.

Olciit

Teorem 23.1 (Kosegenlestirmenin Ozvektor Olciitii). V, K iizerinde n boyutlu bir vektor uzay ve
T € A(V) olsun. T 'nin kisegenlestirilebilir olmas i¢in gerek ve yeter kosul, V ’nin T ’nin ézvektérlerinden
olusan bir tabaninin bulunmasidir.

Bu durumda f = {vq, ..., v,, } béyle bir taban ve v;, k; ézdegerine ait bir 6zvektor olmak iizere

kL 0 - 0
Tr=1: 7.
00 -k,

yani kosegen iizerindeki elemanlar 6zdegerlerdir.

ispat.

Tanim geregi [T]; matrisinin j. situnu [ T (v;)] ; dir.
Gereklik. [T]; kosegen ve kosegen elemanlar ky, ..., k
gundan

n Olsun. j. siitunda yalniz j. satirda k; bulundu-

T(vj) =0 v+ +kjuv;+-+0-v, =k,
Taban vektorleri sifirdan farkl oldugundan her v; bir ézvektordir; yani f, 6zvektorlerden olusan bir
tabandr.
Yeterlik. f = {vy,...,v,} ozvektorlerden olusan bir taban ve T (v;) = k;v; olsun. O zaman [ T (v;)];,
yalniz j. bileseni k; olan situndur; bu situnlar yan yana kondugunda kosegen matris elde edilir.

Ayni ifadenin matris dilindeki karsiligi, hesapta dogrudan kullanacagimiz bi¢imdir.

Sonuc 23.1 (Kosegenlestiren Matris). A, n. mertebeden bir kare K-matris olsun. A’min kosegen bir
matrise benzer olmast igin gerek ve yeter kosul, A’ninn tane lineer bagimsiz é6zvektoriiniin bulunmasidir.
Bu durumda siitunlary bu 6zvektorler olan P matrisi regiilerdir ve

P71AP = diag (ky, ko, .., ky)
Burada k;, P’nin i. siitunundaki 6zvektériin ait oldugu 6zdegerdir.

Ispat.

A’y1 K™ dizerinde v — Av operatirii olarak okuyalim; standart tabanda matrisi A dwr. Yukaridaki teorem
geregi bu operator késegenlestirilebilirdir ancak ve ancak K™ ’in 6zvektorlerden olusan bir tabani, yanin
tane lineer bagimsiz 6zvektor varsa.

vy, ..., U, boyle bir taban olsun ve P, siitunlar: bu vektorler olan matris olsun. P’nin siitunlan lineer
bagimsiz oldugundan P regiilerdir ve tanimi geregi standart tabandan {vy, ..., v, } tabanina gegis matri-
sidir. Taban degisimi teoremi geregi P~1 AP, operatoriin yeni tabandaki matrisidir; teoremin ikinci kismi
bunun diag (ky, ..., k,,) oldugunu séyler.

|
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O Kosegenlestirme adimlar:

1. A,(t) =] tI, — A | karakteristik polinomunu bulun ve kéklerini (6zdegerleri) belirleyin.

2. Her ézdeger icin ( AL, — A ) « = 0 sistemini ¢6ziip 6z uzaym bir tabanini bulun.

3. Bulunan 6zvektorleri saym. Toplam say1 n ise matris kosegenlestirilebilir; n’den azsa kosegenles-
tirilemez.

4. P’yibu 6zvektorleri siitun olarak yazarak kurun; P lAP kosegen matrisinin kdsegeni, siitunlarla
ayni sirada 6zdegerlerdir.

Sonuc 23.2 (n Farkli Ozdeger Yeter). n. mertebeden bir A matrisinin karakteristik polinomunun K ’da
n tane farkly kokii varsa A kosegenlestirilebilirdir.

ispat.
Her farkli 6zdegere ait birer 6zvektor secelim; farkli 6zdegerlere ait 6zvektorler lineer bagimsiz oldugundan

n tane lineer bagimsiz 6zvektor elde edilir.
]

Kosul yeter, gerek degil

n farkli 6zdeger bulunmas: kosegenlestirilebilirlik igin yeterlidir ama gerekli degildir. Birim matris
tek bir 6zdegere (1) sahiptir, buna ragmen zaten kosegendir. Asagidaki ticiincti mertebeden 6rnek
de iki 6zdegerle kosegenlestirilebilen bir matris gosterecek. Belirleyici olan 6zdegerlerin sayist degil,
lineer bagimsiz 6zvektorlerin sayisidir.

23.2 Coziimlii Ornekler

Ornek 23.1 (Ikinci Mertebeden Bir Kosegenlestirme). A = (; g) matrisini kdsegenlestiriniz; yani
P~ AP késegen olacak bigimde regiiler bir P bulunuz.

Cozim.
Ozdegerler béliimiinde bu matrisin 6zdegerlerinin 4 ve —1, kargilik gelen &zvektérlerin ise

UZG) (A= 4), w=<_11> (A=—1)

oldugunu bulmustuk. Iki farkli 6zdegere ait bu iki 6zvektor lineer bagimsizdir; 2. mertebede iki tane
lineer bagimsiz 6zvektér bulunduguna gore A kosegenlestirilebilirdir.
P’yi stitunlar1 v ve w olacak bigimde kuralim:

2 1
P:<3 1), |P|=—2-3=-5%0

P05 (

Simdi carpimi yapalim. Once AP:

{12\ (2 1) _(24+461-2)_ (8 -1
AP‘<3 2)(3 —1)_<6+6 3—2)‘(12 1)
() -0

=5 5 0 -1

[STSRRS T,
| e

ST

v

PY(AP) = (

oo orf=
| (S
SN
v
/N
=
o ®©
— ‘
—
N~

Koésegende, siitunlarla ayni sirada 6zdegerler cikt1.
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23.2 Coziimlii Ornekler 163

1 Not

Aslinda P~'’i hesaplamaya gerek yoktu: AP’nin siitunlar1 Av = 4v ve Aw = —w oldugundan
AP = P diag (4,—1)dir; soldan P~! ile carpmak sonucu dogrudan verir. Yukaridaki hesap
yalnizca dogrulama amaciyla acik yapilmugtir.

1-33
Ornek 23.2 (Uciincii Mertebeden Bir Kosegenlestirme). A = (3 -5 3) matrisini késegenlestiri-
6 —6 4

niz.

Cozim.
1. Karakteristik polinom. Karakteristik matris

t—1 3 -3
tl—A=| —3 t+5 —3
-6 6 t—4

Birinci satira gore acalim:

Aut)=(t—-1) [(t+5)(t—4)+18]—3 [—3(t—4)—18]—3 [—18+6(t+5)]
(t—1) (t*+t—20+18 ) —3(—3t + 12 —18) — 3(6t + 12)
(t—1)(t*+t—2)+9t+18 — 18t — 36
t—D(@t+2)(t—1)—9t—18

Son satirda t2 + ¢t — 2 = (¢ + 2)(t — 1) ayristirmasi yapildi. Simdi ortak carpani gorelim: —9t — 18 =
—9(t 4 2) oldugundan

Ayt)=(+2) [t—1)2=9]=(t+2)(t—1-3)(t—1+3) = (t+2)*(t —4)

Kontrol. iz (A) = 1 — 5 + 4 = 0; polinomu acarsak t3 — 12¢ — 16 ¢ikar ve t*’nin katsayisi gercekten
0’dir v
Ozdegerler —2 (iki katlr) ve 4’tiir.

2. A = —2 0z uzay1. Karakteristik matriste { = —2 yazalim:
-33 -3\ /=z
-33-3||ly|=0
—66 —6/\=z

Ug denklem de z — y + z = 0’a indirgenir. ki serbest degisken vardur:
y=1,2z=0=>2z=1: u=(1,1,0)
y=0,z=—-1=z=1: v=(1,0,-1)

{u, v} lineer bagimsizdir (biri digerinin kat1 degil) ve V_, iki boyutludur.
3. X = 4 6z uzay1 t = 4 yazalim:

3 3 -3\ [z
-39 -3||y|=0
66 0 )\z

Uciincii denklem 2 = y verir; birinci denklem x + y — z = 0’dan z = 2z ¢ikar. z = 1 alalim:

w=(1,1,2), V, bir boyutludur
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4. Sonug. u, v ve w lineer bagimsizdir: v ile v ayn1 6z uzayda bagimsiz, w ise farkli bir 6zdegere ait
oldugundan onlarin gerdigi uzaym disindadir. Ug tane lineer bagimsiz 6zvektdér bulunduguna gére A
kosegenlestirilebilirdir:

111 -2 0 0
P=1]101 = PlAP=|0 —20
0—12 0 0 4

Kontrol. A P’nin siitunlarini hesaplayalim:
Au=(1-3,3-5,6—6) =(—2,—2,0) = —2uv
Av=(1-3,3-3,6—4)=(-2,0,2) = 20/
Aw=(1-3+4+6,3—5+6,6—6+8)=(4,4,8) =4dw v

Demek ki AP = P diag (—2,—2,4), yani P~1 AP yukaridaki kdsegen matristir.
|

Kosegenlestirilemeyen Matrisler

31 -1
Ornek 23.3 (Ayn1 Karakteristik Polinom, Farkl1 Sonug). B = (—7 5 —1) matrisinin kogegenles-
-6 6 —2
tirilip kosegenlestirilemeyecegini arastiriniz.
Cozim.
Karakteristik polinom. Karakteristik matris
t+3 -1 1
tl; — B = 7T t—5 1
6 —6 t+2
Uciincii siituna gore acalim:
_ 7Tt—5 t+3 —1 t+3 —1
Ap(t) =1 ‘6 6 ‘—1~‘ 6 6’+(t+2)’ . t5‘

=(—42—6t+30)—(—6t—18+6 )+ (t+2) (t2—2t—15+7)
=(—6t—12)—(—6t—12)+(t+2) (¢ —2t—8)
(t+2)t+2)(t—4) = (t+2)%(t—4)

Bir 6nceki 6rnekteki A matrisiyle ayni karakteristik polinom ¢ikt1.
A = —2 6z uzay1 t = —2 yazalim:

1 —
7 — =0
6

I

S N~
O = =
N ey

Uciincii denklem x = y verir; birinci denklem bununla birlikte z = 0 verir. Serbest degisken tek
oldugundan 6z uzay bir boyutludur:

U:(l,l,O), ‘/LQZ{ku}

A = 4 6z uzay1. t = 4 yazalim:

o =
I
S = =

o N

N <8
Il
o
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23.3 Kosegenlegtirilemeyen Matrisler 165

Ugiincii denklem = — y + z = 0, birinci denklem 7z — y + z = 0’dur; farklar1 6z = 0, yani = 0 ve
Yy = z verir:

v=(0,1,1), V, Dbir boyutludur
Sonug¢. B’nin yalnizca iki lineer bagimsiz 6zvektori vardir; ti¢ boyutlu uzayin 6zvektorlerden olusan

bir tabani kurulamaz. Oyleyse B kosegenlestirilemez.
u

1 1ki sonu¢ birden

Son iki 6rnek birlikte iki sey soyler.

1. Karakteristik polinom kosegenlestirilebilirligi belirlemez: A ile B’nin karakteristik polinomlar1
ayni oldugu halde A kosegenlestirilebilir, B degildir. Belirleyici olan, katli bir kékiin 6z uzaymnin
boyutudur.

2. Benzer matrislerin karakteristik polinomlar1 aynidir ama tersi dogru degildir: A ~ B’dir, ¢iinkii
A kosegen bir matrise benzerken B benzeyemez — benzerlik gecisken oldugundan A ~ B olsaydi B
de kosegenlestirilebilirdi.

Ornek 23.4 (Reel Ozdegeri Olmayan Bir Matris). B = (; :1) matrisini énce R, sonra C {izerinde
inceleyiniz.
Cozim.

t—1 1

AB(t):‘ -2 t+1

‘:(t—l)(t+1)+2:t2+1

R iizerinde. t?> + 1 polinomunun reel kékii yoktur; B’nin reel 6zdegeri yoktur, dolayisiyla reel
Ozvektori de yoktur ve kosegenlestirilemez.

C iizerinde. Kokler ¢ ve —¢’dir; iki farkli 6zdeger bulundugundan B kompleks sayilar iizerinde
kosegenlestirilebilirdir.

t =1 icin:

(i_; “11) (5) =0 = (i-z+y=0

x=1lalwrsaky=1—ivev=(1,1—1%) olur.

t = —i icin:
——1 1 x )
( 9 —i—i—l)(y)_o = (i+1l)z—y=0

z=1lalusaky =1+ivew=(1,1+1) olur.
]

Ornek 23.5 (Tek Ozdeger, Tek Boyutlu Oz Uzay). A = (? 711) matrisinin kdsegenlestirilemeyecegini
gosteriniz. Kompleks sayilar tizerinde ¢alismak sonucu degistirir mi?

Cozim.

AA(t):’t__f) til‘:(t—3)(t—1)+1:t2—4t+4:(t—2)2

Tek 6zdeger A = 2’dir. Oz uzay1 bulalm:

Acik Matematik - acik-matematik.com 165 CC BY-NC-SA 4.0


https://acik-matematik.com
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.tr

234

166 Boliim 23. Kosegenlestirme

-1 1\ (x
(1 1)(y>_0 S aty=0

Tek serbest degisken vardir; z = 1 i¢in v = (1,1) ve V; = {kv} bir boyutludur. ki boyutlu uzayda
yalmz bir lineer bagimsiz 6zvektor bulundugundan A kosegenlestirilemez.

Kompleks sayilar iizerinde. Karakteristik polinom (¢ — 2)? olarak ayn1 kalir; kokii de yine yalniz
2’dir ve 6z uzay hesabi birebir ayni ¢ikar. Demek ki cismi biiyiitmek burada bir sey degistirmez — sorun
kokiin kompleks olmasinda degil, katl olmasindadir.

|

Ornek 23.6 (Bir Operatoriin Incelenmesi). 7 : R? — R3, T'(z,y,2) = (2 +y,y — 2, 2y + 42) ope-
ratoriiniin 6zdegerlerini ve 6zvektorlerini bulunuz; kosegenlestirilebilir midir?

Coziim.
Matris gosterimi. Standart tabanda situnlar T'(e;) = (2,0,0), T(ey) = (1,1,2), T(e3) =
(0, —1,4)’tiir:

0

7], = —1

e

O O N
N ==

Karakteristik polinom. Birinci siitunda yalniz bir eleman sifirdan farkls; bu stituna gére agalim:

t—2 —1 0
Art)=| 0 t—1 1 |=(t—2)[(t—1)(t—4)+2]
0 —2 t—4

=(t—2) (t*=5t+6)=(t—2)(t—2)(t—3) = (t—2)*(t—3)

Ozdegerler 2 (iki katli) ve 3’tiir.
A = 2 6z uzayu.

0-1 0 z
01 1 y|l =0 = y=0,y+2z=0
0—2 -2 z

Buradan y = z = 0 ve z serbesttir: « = (1,0, 0) ve V; bir boyutludur.
A = 3 6z uzayu.

1-10 T
02 1 y| =0 = z—y=0,2y+2=0
0 -2 -1 z

y=1lalwsakz =1,z =—2:v = (1,1,—2) ve V; bir boyutludur.

Sonuc. Toplam iki lineer bagimsiz 6zvektor var; R3’{in 6zvektorlerden olusan bir tabani kurulamaz. T
kosegenlestirilemez.

|

Alistirma

Aligstirma 23.1 (Kosegenlestirme Alistirmalari).

1. A= ; ;) matrisini kdsegenlestiriniz.
2. A= f ;1 matrisinin kosegenlestirilemeyecegini gosteriniz.

3. A kosegenlestirilebilir ve P~ AP = D ise, her m € Z* icin A™ = PD™ P! oldugunu gésteriniz ve
1. siktaki matris icin A3’ii hesaplaymiz.
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Cozim.

o _4’=<t1)(t3>8=t24t5=<t5)““)

AA(t)z’ -2 t—3

Ozdegerler 5 ve —1’dir.

4 -4 B, ;
t=5:<72 , |z =0= 12—y =0;6zvektor v = (1,1).
4

_o 2
t=—1: (_2 4

Iki farkl: 6zdeger bulundugundan A kdsegenlestirilebilirdir:

(1 2 s (50
po(12). e (30)

Kontrol. Av=(14+4,2+3)=(5,5)=5vvvedw=(2—4,4—-3)=(-2,1)=—w/
2.

)w =0=2z+2y=0;y=—1i¢inz = 2, dzvektér w = (2, —1).

AA(t)z‘t__l‘r’ ti3’:(t—5)(t—3)+1:t2—8t+16:(t—4)2

Tek 6zdeger 4’tiir. Oz uzay:

Oz uzay bir boyutludur; iki boyutlu uzayda iki lineer bagimsiz 6zvektor bulunamadigindan A kdsegen-

lestirilemez.
3. P"1AP = D esitliginden A = PDP~! cikar. Kuvvet alalim; ortadaki P! P ciftleri sadelesir:

A™ = ( PDPfl)m =PD ( pip ) D--DP~! = ppmp~!

1. siktaki matris icin D = diag (5, —1) oldugundan D3 = diag (125, —1)’dir. P~'"i bulalm: | P | =
—1 — 2 = —3 oldugundan

43— (125 2 1oz 12 2s0e2\ gy gy
—\125 1 % ,% = 122+1 25(:);1 = |49 83
9 16

2 _
Kontrol. A* = (8 17

) oldugundan

9432 36 + 48 41 84
3 — A2 A4 — —
A=A = <8+34 32+51> - (42 83)
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24.1

24. Problemler

Kitabin son boliimii yeni bir kavram tanitmaz; buraya kadar kurulan bitiin araclari1 karma problemler
tizerinde bir arada caligtirir. Sorular kabaca iglenisteki siraya gore dizilmistir: 6nce lineer dontgiimler
ve boyut hesaplari, sonra determinantlar ve ters matris, ardindan 6zdegerler ve kosegenlestirme; boliim,
birinci dénemin vektor uzay: konularina dénen bir genel tekrar kismiyla kapanur.

Cekirdek, Goriintii, Rank ve Sifirlik
Ornek 24.1 (Bir Operatoriin Ranki ve Sifirligr). L : R? — R? lineer déniisiimii
L(z,y,2) = (x+2y — 2,2z + 2,z — 2y + 22)

biciminde veriliyor. L’nin ¢ekirdek ve goriintii uzaylarini belirleyerek rank (L) ile Nullity (L) degerlerini
bulunuz. (Baz1 kaynaklarda Nullity yerine sifirlik terimi gecer; ikisi aym sayidir.)

Coziim.
Goriintii. Standart taban vektorlerinin gériintileri Im L’yi dogurur:

L(1,0,0) = (1,2,1),  L(0,1,0) = (2,0,—2),  L(0,0,1) = (—1,1,2)

Bu ti¢ vektorii satir olarak yazip merdiven sekline indirgeyelim:

R,——2R,+R
1 21 12%3aR141-R32 1 2 1
2 0 -2 ~ —4 —4
—11 03 3
fkinci satir1 —4’e béliip iiciincii satirdan ¢ikaralim:

121 R;——3R,+R, 121
~]011 ~ 011

033 000

{ (1,2,1),(0,1,1) } bir tabandir, rank (L) = dim(Im L) =2
Cekirdek. L(z,y, z) = (0,0, 0) denklem sistemini ¢dzelim:
r+2y—z=0, 2z + 2 =0, rz—2y+22=0

Ikinciden z = —2z. Bunu birincide yerine koyalim: z + 2y + 2z = 0, yani 3z + 2y = 0 ve y = —%:c.
Ugiincii denklem kendiliginden saglanir:

3
x—Z(—ix) +2(—2zx)=z+3zx—4x=0v
Kesirden kurtulmak i¢in x = 2 alalim: y = —3, z = —4.
Ker L ={k(2,-3,—4):keR }, Nullity (L) = dim(Ker L) =1
Kontrol. Boyut teoremi: 3 =142/ Ayrica L(2,—3,—4) = (2—6+4,4—4,24+6—8) = (0,0,0)
v/

Nullity sifirdan farkli oldugundan L singiilerdir; buna denk olarak [L], matrisinin determinanti sifirdir.
|
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24.2 Determinantlar ve Ters Matris

matrisinin tersini ek matris

w N W
[SEE'S

1
Ornek 24.2 (Ek Matrisle Ters ve Belirledigi Doniisiim). A = | 2
0
yardimiyla bulunuz ve A~! matrisinin R? iizerinde belirledigi lineer doniisiimii yaziniz.

Coziim.
Determinant. Birinci satira gére acalim:

|A|=1(2-5-1-3)—-3(2:5—-1:0)+4(2:3-2:0)=7-30+24=1

| A| =14 0oldugundan A regiilerdir.
Kofaktorler. Isaret sablonuna dikkat ederek dokuz kofaktorii yazalim:

A, =+(10—3) =71, A, =—(10—0) = —10, A3 =+(6—0)=6
A21 = —(15 — 12) = -3, A22 = +(5 - O) =93, A23 = _(3 - O) =3
Ay =+B—-8) =5, Ap=—(1-8 =7 Ap=+2-6=-4

Ek matris. Kofaktorler matrisinin transpozesini alalim:

7 =3 -5
ek A=|-10 5 7
6 —3 —4
1 7 =3 -5
A7l = 1 ekA=]-10 5 7
[ A 6 -3 —4

Kontrol. A’nin birinci satir1 ile A~in siitunlarini carpalim:
(1,3,4)-(7,—-10,6) =7—30+24=1, (1,3,4)-(-3,5,—3)=-3+15—-12=0
(1,3,4)-(—5,7,—4)=-54+21—-16=0v

Belirledigi doniisiim. Bir matrisin siitun vektorleri iizerinde belirledigi doniisiim v - A~1v’dir;
bilesenleri acalim:

T(z,y,2) = ( Tz — 3y — 52z, =10z + 5y + 7z, 62 — 3y — 42 )

Bu dontisiim, A’nin belirledigi v — Av dontsiimiiniin tersidir.
|

Ornek 24.3 (Dordiincii Mertebeden Bir Determinant).

2 5 =3 -2
-2 -3 2 -5
1 3 -2 2
-1 -6 4 3

determinantini hesaplayniz.
Coziim.

Uciincii satirin ilk elemani 1’dir; onu kullanarak birinci siitunun kalanini sifirlayalim. Bir satirin katin
baska bir satira eklemek determinanti degistirmez:

R, - —2R,+R,, R,—2R;+R,, R,—Ry;+R,

Satirlari tek tek hesaplayalim:
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Rl : (2v5a *3a 72) - 2(1733 72v2) = (Oa *17 ]-a *6)
Ry:(—2,-3,2,—5) +2(1,3,-2,2) = (0,3, -2, 1)
R4 : (7]-’*674’3) + (173v 7272) = (Oa *3a 27 5)

0-1 1 —6
o3 —2 1
13 —2 2

0-3 2 5

Birinci siitunda yalniz a5; = 1 sifirdan farklidir; bu siituna gore acalim. Isaret (—1)3! = +1’dir:

-1 1 —6
=113 -2 -1
-3 2 5
Kalan determinanti birinci satira gére agalim:
=—1((=2)6) = (=1)(2) ) =1 (3-5=(-1)(=3) )+ (=6) (3-2—(=2)(-3) )
=—-1(—-10+2)—1(15—3)—6(6 —6) =8—12—0=—4

24.3 Doniisiim Uzayinda Lineer Bagimsizlik
Ornek 24.4 (U¢ Déniisiimiin Lineer Bagimsizlig1). L, Ly, Ly : R? — R3 lineer doniisiimleri
Ly(ay,a5) = (a; + ay, 20y, ay)
Ly(ay,ag) = (ay — ay, 201 + ay, 1)

L(ay,ay) = (3ay, —2a5, a; + 2a,)

biciminde veriliyor. S = {L;, Ly, Ly} kiimesinin Hom (R?,R3) uzayinda lineer bagimsiz oldugunu

gosteriniz.

Coziim.
a, 8,7 € R olmak tizere

aLy, + BLy +yLy =0

olsun; buradaki 0, doniisiim uzayinin sifir elemani, yani her vektori (0, 0,0)’a gétiiren sifir déniisi-
miidiir. Bu esitlik her (a;, a,) € R? i¢in gecerli olmalidir; 6zel olarak taban vektérlerinde de gegerlidir.

(1, 0) vektoriinde. Uc doniisiimiin degerleri:
L,(1,0) = (1, 2,0), Ly(1,0) = (—1,2,1), L4(1,0)=(3,0,1)
(1,2,0) + B(—1,2,1) +~(3,0,1) = (0,0,0)
Bilegenleri esitleyelim:
a—B+3y=0, 2c + 28 =0, B+~v=0
Ikinciden 8 = —a, iiciinciiden v = —83 = « cikar. Bunlar1 birincide yerine koyalim:
at+a+3a=5a=0 = a=0

Buradan 8 = 0 ve v = 0 bulunur.
Biitiin katsayilar sifir olmak zorunda oldugundan S lineer bagimsizdir.
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Not. Yalnizca (1,0) vektoriinii kullanmak sonuca ulagmaya yetti. (0, 1) vektorii de denenebilirdi:
L;(0,1) = (1,0,1),  Ly(0,1) = (1,1,0),  Ls(0,1) = (0, —2,2)

a = ff = v = 0 bu denklemleri de saglar; bir ¢eligki ¢ikmaz.
|

1 Not

dim Hom (R2%,R3) = 2 - 3 = 6 oldugundan bu ii¢ doniisiim, alt1 boyutlu bir uzayda lineer bagimsiz
bir ticliidiir; bir tabana genisletilebilir ama tek bagina taban degildir.

24.4 Ozdegerler ve Koésegenlestirme
Ornek 24.5 (Bir Operatoriin Ozdeger ve Ozvektorleri). 6 : R — R3 lineer doniisiimii
0(z1, 29, 23) = ( 221 + Ty + 223, Ty + 225 + 223, Ty + T5 + 323
biciminde veriliyor. 6’nin 6zdegerlerini ve bu 6zdegerlere karsilik gelen 6zvektorleri belirleyiniz.

Coziim.
Matris gosterimi. Standart tabanda matris, katsay1 matrisidir:

Karakteristik polinom.

Birinci satira gore acalim:

Ag)=(t—2) [(t=2)(t=3)—2]+1[-(t=3)—2]-2[1+(t—2)]
2) (=5t +4)+ (—t+1)—2(t—1)

Dt—1)(t—4)—(t—1)—2(t—1)

[t—2)(t—4)=3]=(t—1) (t?—6t+5)

(t—1)(t—5)=(t—1)%(t—5)

Kontrol. iz (A) =2+ 2+ 3 = 7; koklerin toplami 1 + 14+ 5 =7 v

Ozdegerler A = 1 (iki katlr) ve A = 5’tir.
A = 1 6z uzay1. Karakteristik matriste ¢ = 1 yazalim:

(t—
(t—
(t—1)
(t—=1)

-1 -1 =2\ [z,
-1 -1-2[=zy| =0 = Ty + Ty + 223 =0
—1 -1 -2/ \ =z,
Uc denklem de aynidir; iki serbest degisken vardir:
ro=123=0=>2,=—1: u=(-1,1,0)
Ty =0z3=1=>2,=—-2: v=(-2,0,1)

V] iki boyutludur ve {u, v} bir tabanidir.
A = 5 0z uzayi t = 5 yazalim:
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3 —1 =2\ [z
-1 3 2|z, | =0
-1 -1 2 Z3

Ugiincii denklem z; + x4 = 2z, birinci denklem 3z, — x4 = 2x4 verir. Ikisini toplarsak 4z, = 4z,
yani ; = x3; buradan z, = 225 — z; = x5 ¢ikar. x5 = 1 alalim:

w=(1,1,1), V; bir boyutludur

Kontrol. (1,1,1)=(2+142,14+2+2,1+1+4+3)=(5,5,5) =5w v ve 6(—1,1,0) = (—2 +
1,-1+2,—14+1)=(-1,1,0) =u v

Ek gozlem. Toplam ii¢ tane lineer bagimsiz 6zvektor bulundu; 6yleyse 6 kosegenlestirilebilirdir ve
siittunlar1 u, v, w olan P matrisi i¢cin P~' AP = diag (1, 1, 5) tir.

|

Ornek 24.6 (Bir Operatoriin Kosegenlestirilmesi). 7 : R? — R?, T'(a,b) = (b — a, a — 3b) lineer
doniigiimiiniin belirledigi matrisi bularak késegenlestiriniz ve bir P regiiler matrisi icin P~*AP = D
esitligini saglayimiz.

Coziim.
Matris. Standart tabanda 7'(1,0) = (—1,1) ve T'(0,1) = (1, —3) oldugundan bunlar siitunlardir:

a=(34)

t+1 —1
AA(t):’jl t+3’:(t+1)(t+3)—1:t2+4t+2

Karakteristik polinom.

Kokleri bulalim:

t:—4j:\2/16—8:—4j:22\/§:72i\/§

Kontrol. Kéklerin toplam1 —4 = iz (A) /; carpimlar1 (—2)? —2=2=| A |=3—-1v
Iki farkli reel 6zdeger bulundugundan A kdsegenlestirilebilirdir.
Ozvektorler. \I, — A matrisinin birinci satir1 (A + 1, —1)’dir; denklem

A+Dz—y=0 = y=A\+1z
z =1 alalm.
M =-2+V2: v =(1,vV2-1)
Ay=—2-V2: v,=(1,-v2-1)
Kontrol. Once Av,’i hesaplayalim:
Avy = (=14 (V2-1),1-3(V2—1) )= (V2-2,4-3V2)
Ote yandan
Aoy = (—24V2) (L,V2—1)=(V2-2,(-2+v2)(V2—-1))
(—2+V2)(V2—-1)=-2vV2+24+2-V2=4-3V2/

Kosegenlestirme. Siitunlar1 6zvektorler olan matrisi kuralim:
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P= (\/;_1 _\/%_J, |Pl=—vV2-1-V2+1=-2V2#0

P regiilerdir ve Av, = A\jv;, Avy = A0, oldugundan

A 0 _ —24+2 0
AP =P} = PlAP=D=
(0 )‘2) ( 0 —2—\/§>

© Ozdegerler tam say1 olmak zorunda degildir

Ders kitaplarindaki 6rneklerde 6zdegerler cogu zaman tam say1 ¢ikar; bu, sorunun kolay hesapla-
nabilmesi icin 6zellikle se¢ilmis olmasindandir. Yukaridaki gibi karakteristik polinomun kokleri
irrasyonel de olabilir. Boyle durumlarda P~'’i acik¢a hesaplamak yerine AP = PD esitligini dogru-
lamak ¢ok daha kisadir.

Ornek 24.7 (Ozdegerlerden Okunanlar). 3. mertebeden bir A reel kare matrisinin 6zdegerlerinin 1,
2 ve —3 oldugu biliniyor. Buna gore

a) A’nin karakteristik polinomunu,
b) iz (A) ve | A | degerlerini,
o) | AL | veiz ( A? ) degerlerini bulunuz.

Cozim.
a) Karakteristik polinom 3. dereceden, bas katsayisi 1 olan ve kokleri verilen sayilar olan polinomdur:

Ayt)=(t—1)Et—-2)t+3)=t>—Tt+6
Acilimi gorelim: (t — 1)(t — 2) = t2 — 3t + 2 oldugundan carpim su polinomu verir:

(t2—3t+2)(t+3)=t>+3t2 —3t2 -9t +2t+6 =13 —Tt+6

b) Karakteristik polinomda #?'nin katsayis1 — iz (A), sabit terim ise (—1)3 | A | = — | A 'dir. Ac1-
limda ¢? terimi yoktur ve sabit terim 6°dur:
iz (A) =0, |A|=—6

Dogrulama. Iz, 6zdegerlerin toplami: 1 +2 —3 =0 / Determinant, 6zdegerlerin carpimi: 1-2 -
(=3)=—6v
¢)| A | =—6 +# 0 oldugundan A regiilerdir ve
1 1
A71 = —_— = ——
A7 =127~ 7%
A, A'nin bir 6zdegeri ise A2, A?’nin bir 6zdegeridir. A'nin 6zvektorlerinden olusan bir taban bulundugu
bilinmese bile, karakteristik polinomun kokleri toplaminin iz oldugu her zaman gecerlidir; A% nin
ozdegerleri 1, 4 ve 9 oldugundan

iz(A2)=1+4+9=14

Ornek 24.8 (Kosegenlestirmeyle Kuvvet Hesab1). A = (;1 :1,)) matrisi icin A™’yi n cinsinden bulu-
nuz.
Cozim.
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Ozdegerler.
t—4 —1 )
AL R) = 9 +_3|= t—4)(t—3)—2=t*—Tt+10=(t —5)(t —2)
Ozdegerler 5 ve 2’dir.
Ozvektorler.
1 -1 . ,
t=5_, , )r=0=x—y=0;0zvektor (1,1).
-2 -1 - . .
t=2(, Jr=0=22+y=0;2=1iciny = —2, 6zvektor (1,—2).
Kosegenlestirme.
(11 B o121\ (3% 3
P‘(1 —2>7 [ Pl==3 P —_3(_1 1)‘ (% 1

P lAP=D= (

S ot
N O
N———

Kuvvet. A = PDP~! oldugundan A" = PD" P~ Vdir:

n (1 1Y\(5" 0) (5 2n
PD _(1 —2)(0 2n>_(5n —2-2n)
an_ (5m 2" F3)_1f 25420 sr—2n
5r —2.27 )1 1] 7 3\2.57—2.27 57 4+2.2"
Kontrol. n = 1 icin

10+25-2) _1(123) _(41)_
10-45+4) 36 9) \23)~

W=

Cayley-Hamilton Uygulamasi

1-11
1 2 1 | matrisinin tersini bu teorem yardimiyla hesaplayimiz.
01 1

Coziim.

Teorem. Her kare matris, kendi karakteristik polinomunun bir kokiidiir: A 4 (A) = 0.

Karakteristik polinom.

t—1 1 -1
thy—A=| -1 t—2 —1

Birinci siitunda bir sifir var; bu siituna gore acalim:

Ay(t)

t—2 —1 1 -1
(t_l)‘ -1 t—l’_(_l)‘—l t—l‘
=1 [t=2)(-1)—-1]+[(t—-1)—1]
=(t—1) (*=3t+1)+t—2
=13 —3t2 4+t —t24+3t—14+t—2=1t3—4¢24+5t—3

Ornek 24.9 (Cayley-Hamilton ile Ters Matris). Cayley-Hamilton teoremini ifade ediniz ve A =

Kontrol. iz (A)=1+2+1=4 oldugundan t?nin katsayisi —4 olmaliydi v Sabit terim

(—=1)* | A|=— A |; gergekten
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|A[=12-1)+1(1—0)+1(1—0) =

ve —3 cikt1 v/
Ters. Cayley-Hamilton teoremi geregi

A3 —4A? +5A—-3L,=0
Sabit terimi karsiya atip A’y1 ortak ¢arpan yapalim:

(A2 —4A+51)

Wl

A(A2—4A+5L)=3], = A=

Once A?’yi hesaplayalim:
—2

N > =

1 — 1 0
A2=11 2 1{=1]3 4

01 1 1 3
(Ornegin birinci satir: (1,—1,1) ile siitunlarin carpimlar1 1 —14+0=0, -1 —-2+1=-2,1—1+
1 = 1dir.)

0—-21 4 —4 4 500 1 2 -3
A2 —4A+5L;=|3 4 4|—|4 8 4|+]|050]=|-11 0
1 3 2 0 4 4 005 1 -1 3

1 2 -3

A71l=2-11 o0

1 —1 3

Kontrol. A’nin birinci satir1 (1, —1, 1) ile 347" "in siitunlarmni ¢arpalim:
(17_171)<17_1a1) :3’ (17_171)(2)17_1) :0’ (1a_171)(_3a053) =0

% carpaniyla birlikte birinci satir (1,0, 0) ¢ikt1 v
|

Genel Tekrar: Vektor Uzaylar:

Son ii¢ problem, dénemin basindaki vektor uzayi kavramlarina doniiyor: alt uzay, direkt toplam, lineer

bagimsizlik ve taban.

Ornek 24.10 (Alt Uzaylar ve Direkt Toplam).
U:{(a,b,c)€R3:a+b+c:0}, W={(a,0,0):a€R }

olsun.
a) U ve W kiimelerinin R3’{in birer alt uzay1 oldugunu gosteriniz.
b) R3 = U @ W midir?

Cozim.

a) U bir alt uzaydur. (0,1,—1) € U oldugundan U bos degildir.

Toplama. u = (a,b,c) ve v’ = (a’,b’,¢’), U’da olsun; yani a+b+c=0 ve a’ +b" + ¢ = 0’diwr.
Toplamlarinin bilesenleri toplanir:

utu =(a+a,b+b,c+c)
(a+a)+b+)+(c+c)=(a+b+ec)+(a"+b +)=04+0=0
Oyleyse u + v’ € U’dur.
Skalerle carpim. k € R i¢in ku = (ka, kb, kc) ve
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ka+kb+kc=kla+b+c)=k-0=0

Oyleyse ku € U’dur.
W bir alt uzaydar. (0,0,0) € W oldugundan bos degildir. w = (a,0,0) ve w’ = (a’, 0, 0) igin

rw-|-u)/:((1,—}—(1,/,070)GVV7 kw:(ka,0,0)EW

b) Direkt toplam i¢in iki kosul gerekir.
R3 = U + W. Herhangi bir (a, b, ¢) € R3 vektériinii yazalim:

(a,b,c) = (=b—e¢,b,c)+ (a+b+¢,0,0)

eU ew

Birinci vektoriin bilesenleri toplami —b — ¢ 4+ b + ¢ = 0 oldugundan U’dadir; ikincisi tanim1 geregi
Wdedir. Oyleyse R® C U + W ters kapsama acik oldugundan R3 = U + W’dir.

UnNnW ={(0,0,0)}. (a,b,c) € UNW olsun. W’de olmak b = ¢ = 0 demektir; U’da olmak ise a +
b+ c =0, yani a = 0 demektir. Oyleyse kesisim yalniz sifir vektdriinden olusur.

iki kosul da saglandigindan R3 = U @ W dir.

]

Ornek 24.11 (Dért Boyutlu Uzayda Bagimsizlik). R*’te
wy; = (174a_173)1 Wy = (27]-’_37_1)7 W3 = (0a2717_5)
vektorleri veriliyor.

a) w;, Wy, wy vektorlerinin lineer bagimsiz olup olmadigini aragtiriniz.
b) W = L(w;,w,,w;) olmak iizere (1,—6,—1,2) € R* vektériiniin W’ye ait olup olmadigimi belirle-
yiniz.

Cozim.
a) Ug vektorii satir olarak yazip merdiven sekline indirgeyelim:

1413, (1413
21 -3 -1 z 0 —7 —1 —7
02 1 —5 02 1 -5

14 -1 3

Romifatls |0 7 1 7

00 2% —7

7

Ug satir da sifirdan farkli kaldi; merdiven matrisin sifirdan farkl satirlar: lineer bagimsiz oldugundan
Wy, We, Wy lineer bagimsizdir ve dim W = 3’tir.
b) (1,—6,—1,2) = zw; + ywy + 2z w4 olacak x, y, z arayalim. Bilesenleri esitlersek:

x4+ 2y =1, dx +y+ 2z = —6, —r—3y+z=-—1, 3r —y—95z2=2
Birinciden z = 1 — 2y. Uciinciide yerine koyalim:
—(1-2y)—3y+z2z=—-1 = —-142y—3y+z=-1 = z=y
Ikincide yerine koyalim:
41—-2y)+y+2y=—6 = 4—5y=—6 = y=2
Buradan z = 2 ve x = 1 — 4 = —3 ¢ikar. Simdi dérdiincti denklemi denetleyelim:
3(-3)—2—-512)=—9—-2—-10=—-21#2

Dérdiincii denklem saglanmiyor; sistemin ¢oziimii yoktur. Oyleyse
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(1,—-6,—1,2) ¢ W

Ornek 24.12 (Taban midir?).
{(1,3,-4),(1,4,-3),(2,3,-11) }
kiimesi R®’iin bir taban1 midir? Sebebiyle birlikte aciklayiniz.
Cozim.

R3 {i¢ boyutlu oldugundan ii¢ vektérden olusan bir kiime, ancak lineer bagimsizsa taban olur. Bagim-
s1zlig1 sinayalim:

z(1,3,—4) + y(1,4,-3) + 2(2,3,—11) = (0,0,0)
r+y+2z=0, 3z +4y+32=0, —4r —3y—11z=0
Birinciden x = —y — 2%; ikincide yerine koyalim:
(—y—22)+4y+32=0 = y—32=0 = y=3z

Buradan z = —3z — 2z = —52 cikar. Ugiincii denklem kendiliginden saglanir:

—4(—52) —3(32) — 112 =202 —92 — 112 =0V
z serbest kaldigindan sistemin sifirdan farkli ¢oztimleri vardir; rnegin z = 1ic¢in (z, y, z) = (=5, 3, 1):

—5(1,3,—4) +3(1,4,-3)+(2,3,-11) = (-5+3+2,—-15+12+3,20—9 — 11) = (0,0, 0)

Kiime lineer bagimlidir, dolayisiyla R%’iin bir taban1 degildir.
Ayni sonucun determinantla goriliisii. Stitunlar1 bu ti¢ vektor olan matrisin determinanti

1 1 2
3 4 3 |=1(—44+9)—1(—33+12)+2(—9+16) = —35+21+14=0
—4 -3 —11

sifir oldugundan matris regiiler degildir; siitunlari lineer bagimlidur.
]

Alistirma

Alistirma 24.1 (Karma Sorular).

1. V bir vektér uzay1 ve S = {vy,...,v,,}, V'nin lineer bagimsiz bir alt kiimesi olsun. S’nin her alt

kiimesinin de lineer bagimsiz oldugunu gosteriniz.
2. 2 0 0
A= |1 3 0| matrisinin 6zdegerlerini bulunuz ve kosegenlestirilebilir olup olmadigini belirleyiniz.
4 -2 5
3. T:R®* = R3, T(x,y,2) = (x+y,y+ 2 2+ x) operatoriiniin determinantin1 hesaplayip tersinir
olup olmadigini soyleyiniz.

Coziim.
1. S’nin lineer bagiml bir {vil, . vim} alt kiimesi (m < n) bulundugunu varsayalim. O zaman hepsi
birden sifir olmayan a; , ..., a; =~ skalerleriyle

a; Vg +o ey v o= 0

yazilabilirdi. Bu esitlige, S’nin geri kalan vektorlerini sifir katsayiyla ekleyelim:

a1 + ayvy + -+ a,v, =0
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Burada alt kiimede bulunmayan indislerin katsayilar1 sifirdir; ama en az bir a; sifirdan farkli oldu-

gundan katsayilarin hepsi sifir degildir. Bu, S’nin lineer bagiml olmasi demektir ve varsayimla celisir.
Oyleyse S’nin her alt kiimesi lineer bagimsizdir.
2. A alt Gicgenseldir; iicgensel bir matrisin 6zdegerleri kosegen elemanlaridir:

Aut) = (E=2)(t—3)(t—5)

Ozdegerler 2, 3 ve 5’tir. Uc tane farkli 6zdeger bulundugundan A késegenlestirilebilirdir.
3. Standart tabanda matris

[Tl =

e

—_ O =
O = =
=)

Birinci satira gore acalim:
det(T)=1(1—-0)—1(0—1)+0=141=2

det(T') = 2 #+ 0 oldugundan T tersinirdir.
|
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