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Giris

Lineer cebir, vektor uzaylar ile bunlar arasindaki lineer doniigiimleri inceleyen, hemen her uygulamali
matematik dalinin ortak dilini olusturan temel derstir. Bu arsiv iki dénemlik bir miifredati kapsar: birinci
donem cebirsel yapilardan baslayip matrisler ve denklem sistemleri tizerinden vektdr uzaylarina ulasir,
ikinci donem ise bu uzaylar arasindaki lineer dontistimleri, onlarin matrislerle temsilini, determinantlari
ve 6zdeger kuramini konu alir.

1 Not

Asagidaki miifredatta yer alan tiim basliklarin notlar1 hazirdir; bu notlara baglantilardan ulasabilir-
siniz.
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1.1

1.2

1.3

1. Tek Islemli Cebirsel Yapilar

Lineer cebir vektorleri toplayip skalerle carparak ig goriir. Ama “toplama” ve “carpma” sozciiklerinin ne
anlama geldigi, tizerinde calisilan kiimeye gore degisir. Bu yiizden derse islemin kendisini soyut olarak
tanimlayarak basliyoruz: bir kiimede tanimli bir islem hangi kurallar1 saglarsa o kiimeye ne ad verilir?
Buradaki siniflandirma — yar1 grup, monoid, grup — ilerideki biitiin yapilarin iskeletidir.

Ikili Islem ve Cebirsel Yap1

Tanim 1.1 (Ikili Islem). M # & bir kiime olsun. M x M kiimesini M igine resmeden bir
o:MxM— M, (a,b) > ceM
fonksiyonu varsa, M de bir ikili islem tanimlanmistir denir. o ( (a,b) ) = ¢ yazimu yerine kisaca
aob=c

gosterimi kullanilir.

Tanimin gizli ama en 6nemli pargasi, sonucun yine M’de olmasidir: bir islemin ikili islem sayilabilmesi
icin kiimenin o isleme gore kapali olmasi gerekir.

Tanim 1.2 (Cebirsel Yap1). I¢inde en az bir ikili islem tanimlanmuis, bos olmayan bir kiimeye bir cebirsel
yap1 denir. M kiimesinde o gibi bir ikili islem tanimliysa bu cebirsel yap1 (M, o) ile gdsterilir.

Islemin Iki Temel Ozelligi
Tanim 1.3 (Birlesme Ozelligi). M # & kiimesinde tanimli bir o ikili islemi

VYa,b,c € M (aob)oc=ao(boc)

kosulunu sagliyorsa o islemine M de asosyatif (birlesmeli) bir iglem denir.

Tanim 1.4 (Degisme Ozelligi). M # @ kiimesinde tanimli bir o ikili islemi
Va,bEM aob=0boa

kosulunu saglhyorsa o isglemine M de komutatif (degismeli) bir islem denir.

Birim Eleman ve Ters Eleman

Tanim 1.5 (Birim Eleman). (M, o) bir cebirsel yap1 olsun. Eger
Jee M oyleki Vae M eca=ace=a

oluyorsa e’ye (M, o) cebirsel yapisinin bir birim elemani denir.
Teorem 1.1 (Birim Elemanin Tekligi). Bir (M, o) cebirsel yapisinin birim elemani varsa tektir.

ispat.
e ve e’ gibi iki birim elemamin bulundugunu varsayalim. e birim eleman ve ¢’ € M oldugundan
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1.4

10 Béliim 1. Tek Islemli Cebirsel Yapilar

eoe =e ce=c¢
e’ birim eleman ve e € M oldugundan da
eoe’ =e'ce=e

Iki esitligin sol taraflari ayni olduguna gére e = e’ bulunur.
]

Tanim 1.6 (Ters Eleman). (M, o) cebirsel yapisinda bir e birim elemani var olsun. Bir a € M igin
a*ca=aca" =e

olacak bicimde bir a* € M varsa, a* elemanina a’nin (M, o)’deki bir tersi denir.

Teorem 1.2 (Ters Elemanin Tekligi). M # & kiimesinde asosyatif bir o ikili islemi tanimlvysa, herhangi
bira € M ’nin en ¢ok bir tersi vardir: tersi varsa tektir.

Ispat.
a’min a* ve a** gibi iki tersinin bulundugunu varsayalim; e birim eleman olmak iizere

a*ca=aoa* =e, a*oca=aoca™ =e

Birinci esitlikteki a o a* = e ifadesini soldan a** ile birlestirelim:
a**o(aoa*):a**oeza**

Ikinci esitlikteki a** o a = e ifadesini de sagdan a* ile birlestirelim:

(a**oa)oa*:eoa*:a*

o asosyatif oldugundan bu iki ifadenin sol taraflar esittir; dolayisiyla a* = a** dir.
|

1 Asosyatiflik neden sart?

Birim elemanin tekligi hicbir ek kosul istemiyordu; ters elemanin tekligi ise asosyatiflige dayaniyor.
Ispattaki tek hamle a** o (a0 a*) ile (a** o a) o a* ifadelerini esitlemekti — parantezleri kaydirma
hakki elimizden alinirsa bir elemanin birden ¢ok tersi olabilir.

Coziimlii Ornekler

Ornek 1.1 (Birim Elemanm1 Olmayan Bir Yapi). Q kiimesinde a o b = ab + 1 biciminde bir islem
tanimlaniyor.

a) o iglemi asosyatif midir?
b) o islemi komutatif midir?

¢) (Q, o) yapisiin birim elemani var midir?

Cozim.
a) a,b, c € Q olmak tizere iki tarafi ayr1 ayr1 acalim:

(aob)oc=(ab+1)oc=(ab+1c+1=abc+c+1

ao(boc)=ao(bc+1)=albc+1)+1=abc+a+1
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1.5

1.4 Coziimlii Ornekler 11

¢ # a oldugu her durumda abc + ¢ + 1 # abc + a + 1’dir; 6rnegina = 1, b = 1, ¢ = 2 i¢in sol taraf 5,
sag taraf 4 ¢ikar. Demek ki iglem asosyatif degildir.
b) Q’da ¢arpma komutatif oldugundan her a, b igin

aocb=ab+1=ba+1=boa

olur; islem komutatiftir.
c) Her a € Qic¢in e o a = a olacak sabit bir e ariyoruz:

a—1

eca=ea+l=a=e= (a #0)

Bulunan deger a’ya baglh ¢ikti; oysa birim elemanin a’dan bagimsiz tek bir eleman olmasi gerekir. O
hélde (Q, o) 'nin birim eleman: yoktur.

|

Ornek 1.2 (Birimi ve Tersleri Olan Bir Yap1). Q kiimesinde a o b = %b islemi tanimlaniyor. Islemin

asosyatif ve komutatif oldugunu gosterip birim elemani ile ters elemanlar1 belirleyiniz.

Cozim.
Asosyatiflik. Her a, b, ¢ € Q icin

b b b b
((]Job)oc_a—oc_%7 ao(boc):a,o?c:%
Iki sonug ayn1 oldugundan islem asosyatiftir.
Komutatiflik. a o b = %b = %" = b o ¢ oldugundan iglem komutatiftir.

Birim eleman. Her a icin e o @ = a isteniyor:
ea
eoq= 7 =q == €6 = 2

Bu deger a’dan bagimsizdir ve 2 € Q’dur; dolayisiyla birim eleman e = 2’dir.
Sifirin tersi. x o 0 = 2 olacak bir z € Q olsayd:

-0
o = — = = 2
z00 7 0
celiskisi dogardi. O halde 0’1n tersi yoktur.

Sifirdan farkli elemanlarin tersi. a € Q \ {0} i¢in

4
xoa:2=>E=2=>m=—eQ
2 a

Demek ki her a # 0 rasyonel sayisinin tersi 4’dr.
a
]

Yar1 Grup, Monoid ve Grup

Tek bir islem tasiyan yapilar, islemin sagladigi kosullara gére adlandirilir.

Tanim 1.7 (Tek Islemli Yapi). icinde bir tane ikili islem tanimlanmis bir cebirsel yapiya tek islemli
cebirsel yap1 denir.

Tanim 1.8 (Yar1 Grup). Icinde asosyatif bir ikili islem tanimlanmus tek islemli cebirsel yapiya bir yar1
grup denir. Yar1 gruptaki islem komutatif ise yapiya komutatif (abelyen) yar1 grup ad: verilir.

Bir M # & kiimesinin yar1 grup olmasi, yar1 grup aksiyomlar1 denen iki kogsulu saglamasiyla aymn
seydir:
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12 Boliim 1. Tek Islemli Cebirsel Yapilar

I. Va,b € M igin a o b € M (kapalilik aksiyomu)

IL. Va,b,c € M i¢in (aob) o c = ao (boc) (asosyatiflik aksiyomu)
Komutatif yar1 grup icin bunlara

II. Va,b € M igin a o b = b o a (komutatiflik aksiyomu)

eklenir.

Tanim 1.9 (Monoid). Birimli, yani birim elemani olan bir yar1 gruba monoid denir. Monoiddeki islem
komutatif ise yapiya komutatif (abelyen) monoid denir.

Tanim 1.10 (Grup). Bir G # & kiimesinde tanimlanmuis bir o ikili islemi agagidaki dért kogulu sagliyorsa
(G, o) tek islemli cebirsel yapisina bir grup denir:

LVa,beGiginaobe G

IL. Va,b,c € Gicin (aeb)ec=ao(boc)

III. de € G oylekiVa € Gigineca=ace=a

IV.Va € Gicinda* € Goylekia*ca=aca*=e

Gruptaki iglem komutatif ise (G, o)’ye komutatif (abelyen) grup denir.

© Toplamsal ve carpimsal gosterim

Bir (G,o) grubundaki islem “4” ile gosteriliyorsa gruba toplamsal grup, “” ile gosteriliyorsa
carpimsal grup denir. Toplamsal yazimda birim elemana yapinin sifir1, ¢’nin tersine —a; ¢arpimsal
yazimda birim elemana birim, tersine a~! denir. Degisen yalnizca gosterimdir, tanimlar ayni kalur.

1.6 Tanidik Kiimeler Hangi Sinifa Girer?

Asagidaki liste, algilmis say1 kiimelerinin bilinen islemlere gore yerini gosterir. Burada Z, =
{0, £2, 44, ...} cift tam sayilary, Z, = {£1, £3, £5, ...} tek tam sayilar1 gostermektedir.

Yap1 Sinifi Nedeni

(N, +) komutatif yar1 grup birim eleman1 yok

(N, -) komutatif monoid birimi 1; 2’nin tersi yok
(Z,+) komutatif grup sifir1 0, tersi —a

(z,-) komutatif monoid birimi 1; 2’nin tersi yok
(Q,+), (R,+) komutatif grup sifir1 0, tersi —a

(Q\ {0},-) komutatif grup birimi 1, tersi 1/a

(R\ {0}, komutatif grup birimi 1, tersi 1/a
(RT,+), (R, +) komutatif yar1 grup sifir1 igermiyor

(RT, ) komutatif grup birimi 1, tersi 1/«

(Zg, +) komutatif grup sifir1 0, tersi —a

(Z, ") komutatif yar1 grup birimi yok

(Z,,-) komutatif monoid yalniz 41 tersinir

Burada N = {1,2,3,...} alinmustir; {0,1,2,...} alinsayd: sifir ise karigir ve toplamsal yap1 monoide
yiikselirdi. Z, toplamaya gore kapali bile degildir: 1 + 3 =4 ¢ Z,.

Ornek 1.3 (Sirali Ucliilerden Bir Grup). G = { (a,b,2) : a,b € R\ {0} } kitmesinin
(a,5,2) o (c,d,2) = (ac, bd, 2)

islemine gore komutatif bir grup oldugunu gosteriniz.
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1.6 Tanidik Kiimeler Hangi Sinifa Girer? 13

Cozim.

(1,1,2) € G oldugundan G # @’dir. Dért grup aksiyomunu sirayla denetleyelim.

I. Kapalilik. (a, b, 2), (¢, d,2) € G olsun. Tanum geregi a, b, c,d € R\ {0} dir. Sifirdan farkl: iki reel
sayimn carpimi sifirdan farkli oldugundan ac # 0 ve bd # 0; yani

(a,b,2) 0 (c,d,2) = (ac,bd,2) € G
II. Asosyatiflik. R’de carpmanin asosyatifliginden
[ (a,0,2) 0 (c,d,2) o (e, f,2) = (ac,bd,2) o (e, f,2) = ( (ac)e, (bd) f,2 )
= (‘a(ce),b(df),2) = (a,b,2) o (ce,df,2) = (a,b,2) o [ (c,d,2) o (e, f,2) |
IIL Birim eleman. Her (a,b,2) € G i¢in (z,y,2) o (a, b, 2) = (a, b, 2) olacak bir (z, y, 2) artyoruz:
(za,yb,2) = (a,b,2) = za=a, yb=0>

a # 0ve b # 0 oldugundan z = 1, y = 1 bulunur. Demek ki birim eleman (1, 1,2) € G’dir.
IV. Ters eleman. (a,b,2) € G i¢in (a*,b*,2) o (a,b,2) = (1,1, 2) isteniyor:

(a*a,b*b,2) = (1,1,2) = a*a =1, b*b=1
a # 0, b # 0 oldugundan a* = 1, b* = 1 ve ikisi de R \ {0}'dadir. Yani (a, b, 2)"nin tersi (1,1,2) €
G’dir.
Komutatiflik. R’de carpmanin komutatifliginden

(a,0,2) o (¢, d,2) = (ac, bd, 2) = (ca, db,2) = (c,d,2) o (a,b,2)

Dort aksiyom ve komutatiflik saglandigindan (G, ) komutatif bir gruptur.
n

Alistirma

Alistirma 1.1 (Tek Islemli Yapilar).

a) Z kiimesinde a o b = a + b — 3 iglemi tamimlansin. (Z, o)’nin komutatif bir grup oldugunu gésterip
birim eleman ile a’nin tersini bulunuz.

b) M=27ZU {% n=2,3, } kiimesinin Q’daki ¢carpma islemine gore kapali olmadigini gosteriniz.
¢) (Z,,-) yapisinda tersi olan elemanlar1 belirleyiniz.

Cozim.

a) Dort aksiyomu sirayla denetleyelim.

Kapalilik: a,b € Zise a + b — 3 € Z’dir.
Asosyatiflik: Iki tarafi da acalim:

(@aob)ec=(a+b—3)cc=(a+b—3)+c—3=a+b+c—6
ao(bec)=ac(b+c—3)=a+(b+c—3)—3=a+b+c—6

fki sonug aynidr.
Birim eleman: Her a icin e o a = a isteniyor:

eta—3=a=—=e=3

Bu deger a’dan bagimsizdir ve 3 € Z’dir; birim eleman e = 3’tiir.
Ters eleman: a* o a = 3 olacak a*’y1 arayalim:

a+a—3=3=a*"=6—acZ

Komutatiflik:acb=a+b—3=b+a—3=boa.
Doérdii de saglandigindan (Z, o) komutatif bir gruptur; birim eleman 3, a’nin tersi 6 — a’dr.
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14 Boliim 1. Tek Islemli Cebirsel Yapilar

b) Kapaliligin bozulmasi i¢in tek bir kars1 6rnek yeterlidir. 2 € Z C M ve % € M’dir; fakat

s 1 2

3 3
sayisi ne bir tam sayidir ne de % bi¢imindedir. O halde % ¢ M ve M carpmaya gore kapali degildir.
¢) Z, carpmaya gore kapalidir (tek x tek = tek), asosyatif ve komutatiftir; birimi 1’dir. Bir a € Z,
elemaninin tersi € Z, ise axz = 1 olmalidir. Bu denklem tam sayilarda ancak

a=1,z=1 veya a=—1,z=-—1
durumlarinda ¢oziilebilir; ¢iinkil | a | > 3 iken | ax | =] a || | > 3 > 1 olur. Demek ki (Z,, -)’de
yalnizca 1 ve —1 tersinirdir ve her ikisi de kendi tersidir; yap: bir grup degil, komutatif bir monoiddir.

Tek islem yeterince yap1 tagimiyor: vektorleri toplamak igin bir gruba, skalerlerle carpmak igin ikinci
bir isleme ihtiyacimiz var. Siradaki adim, iki islemin ayni kiime tizerinde nasil uyum i¢inde calistigidir:
halkalar ve cisimler.
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2.1

2. Halkalar ve Cisimler

Bir kiimede iki iglem birlikte tanimlandiginda, ikisinin birbirinden bagimsiz yagamasini istemeyiz: carpma
toplamay1 dagihim kuraliyla taniyorsa yapi zenginlesir. Bu bolimde tanimlayacagimiz halka ve cisim
kavramlari, tiim dersin zeminidir — ¢tinkii bir vektor uzayi, daima bir cisim iizerinde kurulur.

Halka

Tanim 2.1 (iki Islemli Yap1). Icinde iki tane ikili islem tanimlanmis bir cebirsel yapiya iki islemli
cebirsel yapi denir.

Tanim 2.2 (Halka). ki islemli bir H cebirsel yapist,

« “4+” ile gosterecegimiz ve toplama adini verecegimiz birinci igleme gére bir komutatif grup,
« o

-7 ile gosterecegimiz ve carpma adini verecegimiz (komutatif olmasi gerekmeyen) ikinci igleme gore
bir yar1 grup

ise ve bundan bagka carpma islemi toplama islemi tizerine iki yanl dagiliml ise, yani

Va,bce H a(b+c)=ab+ac ve (b+c)a=ba+ca

ise H’ye bir halka denir ve bu halka (H; +, -) ile gosterilir.

Tanimi aksiyom listesi olarak actigimizda bir H # & kiimesinin halka olmasi sekiz kosula iner. ik
besi (H,+) nin komutatif grup, sonraki ikisi (H,-)’nin yar1 grup oldugunu, sonuncusu da iki iglemin
uyumunu soyler.

L Va,be Hicina+be H

IL. Va,b,c € Hicin (a+b)+c=a+ (b+¢)

L. Va,be Hicina+b=b+a

IV.305 € HoylekiVa e HicinO0y +a=a

V.Va € H i¢in 3(—a) € H dyleki (—a) +a =0y

VL. Va,be Hicinab e H

VII. Va,b,c € H icin (ab)c = a(bc)

VIIL Va,b,c € H igin a(b+ ¢) = ab+ ac ve (b+ ¢)a = ba + ca

Tamim 2.3 (Halkanin Sifir1 ve Birimi). (H;+,-) bir halka olsun. (H, +) komutatif grubunun birim
elemanina H halkasmin sifir1 denir ve 0 ile gosterilir. Eger (H, -) yapisinin bir birim elemani varsa
buna H halkasinin birimi denir, 1 ile gosterilir; birimi olan halkaya birimli halka adi verilir.

(Z; +, -) birimli bir halkadir: 0 = 0 ve 1, = 1'dir. Bir a € H elemaninin toplamaya gére tersi —a ile
gosterilir; a + (—b) yerine a — b yazilir.

Teorem 2.1 (Sifirla Carpim). (H;+,-) bir halka ise her a € H igin

OH'a:a'OH:OH

ispat.
Herhangi birb € H alalim. b = b 4 O oldugundan sagdan dagilim kuraliyla

(b+0g)a=ba+0ga = ba =ba+0ya
Her iki tarafa soldan —(ba) ekleyelim:
—(ba) +ba = —(ba) + (ba+O0ga ) = 0 = (— (ba) + ba ) + 0ga =0y + Oga
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16 Boliim 2. Halkalar ve Cisimler

yani 0y - a = 0 bulunur. Ayni hesabi soldan dagilim kuraliyla tekrarlayalim:
alb+0g)=ab+a0y = ab=ab+a0p

Her iki tarafa —(ab) eklenirse a - 0y = O elde edilir. Iki sonug birlikte, hera € H i¢in Oya = a0y =
0 oldugunu verir.
|

Cisim
Tamim 2.4 (Cisim). (K;+,-) bir halka olsun. Eger K \ {04} alt kiimesi carpma islemine gére bir grup
olusturuyorsa, yani (K \ {0}, -) bir grup ise, (K; +, -) halkasina bir cisim denir.

Bir cismin aksiyomlari, halka aksiyomlarina {i¢ kosul daha eklenerek elde edilir:
IX. Va,b € K\ {0x}icinab € K\ {0x}

X. 31 € K\ {0k} oylekiVa € Kiginlga=alg =a

XL Va € K\ {0g}icindat € K\ {0x}oylekiata=aa"t=1g

Tanmim 2.5 (Komutatif Halka ve Komutatif Cisim). Bir halkanin (cismin) i¢inde tanimli ¢arpma
islemi komutatif ise o halkaya komutatif halka, o cisme komutatif cisim denir.

(Q; +, ) ve (R; +, ) birer komutatif cisimdir. Bundan sonraki bolimlerde skaler olarak kullanacagimiz
K daima komutatif bir cisim olacaktir.

Sifir Bolenler ve Tamlik Bolgesi

Tanim 2.6 (Sifir Bélensiz Halka). (H;+, ) halkasinda
a€ H\{0z},be H\ {0y} = abe H\ {0y}
kosulu saglaniyorsa, bagka bir deyisle a,b € H i¢in
ab=0g < a=0g veya b=0g

oluyorsa H’ye sifir bolensiz halka denir.

Tamim 2.7 (Sifir Bélenli Halka). Bir (H;+,-) halkasinda a # Op, b # Oy iken ab = 0p olacak
bi¢imde bir a, b € H ifti varsa H’ye sifir bolenli halka denir.

Tanim 2.8 (Tamlik Bolgesi). Komutatif, birimli ve sifir bélensiz bir halkaya bir tamlik bolgesi denir.

(Z; +, -) bir tamlik bolgesidir; ama cisim degildir, ¢iinkii 6rnegin 2z = 1 olacak hi¢bir x € Z yoktur.

1 Cisim ile tamlik bélgesi arasmdaki tek yonlii iliski

Her komutatif cisim bir tamlik bolgesidir: ab = 0y ve a # O ise, a~! ile soldan carparak b = 0
bulunur. Ters yon dogru degildir — Z, tamlik bélgesi olup cisim olmayan en tanmidik 6rnektir.

Kompleks Sayilar Bir Cisimdir
Ornek 2.1 (Kompleks Sayilar Cismi). C = { a+bi:a,beR i=v—-1 } kiimesinde
(a+bi)®(c+di)=(a+c)+ (b+d)i
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2.4 Kompleks Sayilar Bir Cisimdir 17

(a+bi) © (¢ + di) = (ac — bd) + (ad + be)i
islemleri tanimlaniyor. (C; @, ©) nin komutatif bir cisim oldugunu gosteriniz.

Cozim.

1 + 0i € C oldugundan C # r’dir. ki kompleks saymin esitligi bilesen bilesen okunur: a + bi = ¢ +
di<a=cveb=d.

I. Toplamaya gore kapalilik. a + ¢ € Rve b + d € R oldugundan (a + ¢) + (b + d)i € C'dir.

II. Toplamanin asosyatifligi. R’de toplamanin asosyatifliginden

[(a+bi)®(c+di) [®(e+ fi)=((atc)+e)+((b+d)+ )i
=(a+(ct+e))+(b+(d+f))i=(a+bi)®[(c+di)®(e+ fi)]
III. Toplamanin komutatifligi. R’de toplama komutatif oldugundan
(a+b)®(c+di)=(a+c)+ (b+d)
=(c+a)+ (d+b)i=(c+di) ®(a+ bi)
IV. Sifir. Her a + bi icin (z + yi) @ (a + bi) = a + bi isteniyor:
(z+a)+(y+dbi=a+bi=z+a=a,y+b=b=zx=y=0

Demek ki O = 0 + 0¢’dir.
V. Toplamsal ters. (a* + b*i) & (a + bi) = 0 + 0¢ kosulu
a*+a=0, V+b=0=a"=—a, b*=-Db

verir; yani a + bi’nin toplamsal tersi —a — bi € C’dir. I-V ile (C, &) komutatif bir gruptur.
VI. Carpmaya gore kapalilik. ac — bd € R ve ad + bc € R oldugundan ¢arpim yine C’dedir.
VIL Carpmanin asosyatifligi. iki tarafi da acalim:

[ (a+bi) ©(c+di) |O(e+ fi) = ( (ac —bd)e — (ad + bc) f )
+ ( (ac —bd) f + (ad + be)e ) i

(a+bi) O[ (c+di) O (e+ fi) | = (a(ce —df) —blcf +de) )
+ (alcf +de)+b(ce—df) )i

Reel sayilarin dagilim ve birlesme 6zellikleriyle iki ifadenin reel kisimlar: da sanal kisimlari da aynidur.
VIII. Carpmanin komutatifligi. R’de toplama ve ¢carpma komutatif oldugundan

(¢ +di) © (a+ bi) = (ca— db) + (cb + da)i
= (ac —bd) + (ad + bc)i = (a + bi) © (¢ + di)
IX. Dagilma. Sol taraf
(a+bi)O[(c+di)®(e+ fi) | = (alct+e)—bd+[f) )+ (ald+f)+blcte))i
sag taraf ise
[(@+bi) ©(c+di) | @[ (a+bi) O (e+ fi) | = ( (ac —bd) + (ae —bf) )
+ ((ad +bc) + (af +be) )i

olur; reel sayilarda a(c+e) —b(d + f) = (ac — bd) + (ae — bf) ve a(d+ f) +b(c+e) = (ad +
be) + (af + be) oldugundan iki taraf esittir. I-IX ile (C; @, ©) komutatif bir halkadur.

X. C\ {0¢} carpmaya gore kapalidir. a + bi # O¢, ¢ + di # O¢ iken carpimuin sifir oldugunu
varsayalim:

(ac —bd) + (ad 4+ bc)i =0+ 0i = ac = bd, ad = —bc

a + bi # 0 oldugundan q ile b’den en az biri sifirdan farklidir; simetri geregi a # 0 kabul edebiliriz.
Birinci esitligi c ile, ikincisini d ile carpalim:
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18 Boliim 2. Halkalar ve Cisimler

ac? = bed, ad? = —bed

Taraf tarafa toplanirsa

a(c2+d2)20i202+d2202>c:d:0
Bu, ¢ + di # O varsaymmiyla celisir. O halde carpim sifirdan farklidir.
XI. Birim. (14+0i)0(a+bi)=(1-a—0-b)+(1-b+0-a)i=a+bi oldugundan 1. =1+
())(Zlii.lrg.larplmsal ters. a + bi # O olsun; (a* + b*i) © (a + bi) = 1 + 0i kosulu
aa* —bb* =1, a*b+b'a=0

denklemlerini verir. Birinciyi a, ikinciyi b ile carpip toplarsak

a* ( a® + b? )=a
a + bi # 0 oldugundan a? + b2 # 0’dir ve a* = —43= bulunur. Ayni iki denklemi bu kez —b ve a ile
carpip toplarsak

* * —b
b (02+b2):—b:>b :m

a ile b’den biri sifirdan farkli oldugu i¢in a* ile b*’den de biri sifirdan farklidir; yani

* *7 a b :
a +bz=a2+b2—a2+bzze(€\{0@}

X-XII ile C \ {0¢} carpmaya gore bir gruptur. Dolayisiyla (C; @, ©) komutatif bir cisimdir.
|

2.5 Sifir Bolenli Bir Halka
Ornek 2.2 (Birimsiz ve Sifir Bolenli Bir Halka). M = {(a,b):a€Z,beR\{0} } kiimesinde
(a,0) ® (¢c,d) = (a+ ¢, bd), (a,b) ® (c,d) = (ac, 1)
islemleri tamimlaniyor. (M; @, ©®)’nin ne tiir bir cebirsel yap1 oldugunu belirleyiniz.

Coziim.

(1,1) € M oldugundan M # &’dir.

I. Toplamaya gore kapalilik. a,c € Z i¢cina + ¢ € Z; b,d € R\ {0} i¢cin bd € R\ {0} dur.

II-1II. Asosyatiflik ve komutatiflik. Z’de toplamanin, R’de carpmanin asosyatif ve komutatif
olmasindan

(@,0) @[ (c;d)® (e, f) ] =(a+(c+e),bldf))
=((a+c)+e (bd)f )=[(a,b) ® (c,d) |® (e, f)

(a,b) ® (c,d) = (a+c,bd) = (c+a,db) = (c,d) ® (a,b)

IV. Sifir. (z,y) & (a,b) = (a,b) kosulu  + a = a ve yb = b verir; b # 0 oldugundan x =0, y =1
bulunur. Demek ki 0,, = (0, 1)’dir.

V. Toplamsal ters. (a*,b*) @ (a,b) = (0,1) kosulu a* + a = 0 ve b*b = 1 verir; buradan ¢* = —a €
Zveb* = 3 € R\ {0} dir. Yani (a, b) nin toplamsal tersi (—a, ¢ ) dir.

VI-VIIL. Carpma. ac € Z ve 1 € R\ {0} oldugundan ¢arpma kapalidir. Asosyatiflik ve komutatiflik
Z’deki carpmadan gelir:

[(a,b)@(c,d)]@(e,f):((ac)e,l):(a(ce),l)z(a,b)@[(c,d)@(e,f)]
(a,b) © (¢,d) = (ac,1) = (ca,1) = (¢,d) © (a,b)
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IX. Dagilma. Sol taraf
(a,b)O[(c;d) @ (e, f) | =(a,b) O (c+e,df) = (alct+e),1)=(ac+ae,1)
sa taraf
[ (a,0) © (c,d) | @[ (a,0) O (e, f) | = (ac,1) ® (ae, 1) = (ac + ae, 1)

Ikisi esittir; dolayisiyla (M; @, ©) komutatif bir halkadur.
Sifir bolen var mi? (5, 4) ve (0, 3) elemanlarmin ikisi de 0,, = (0, 1)’den farklidir; buna kargin

(5a4)®(073) = (507 1) = (071) :OM

O halde M \ {0,,} carpmaya gore kapali degildir: halka sifir bolenlidir. Dolayisiyla bir cisim ya da
tamlik bolgesi olamaz.

Birimi var m1? (z,y) O (a,b) = (za,1) = (a,b) olmas1 b = 1 gerektirir. Oysa b # 1 olan elemanlar
var, 6rnegin (0, 3). Demek ki birim eleman yoktur.

Sonug: (M; @, ©) komutatif, birimsiz ve sifir bélenli bir halkadr.

|

Alistirma

Alistirma 2.1 (Halka mi, Cisim mi?).
a) H= { (a,5°):a €R,bEZ }kl’imesinde

(a,5%) @ (c,5%) = (atec, 5b+d ), (a,5%) © (¢,5%) = (ac, 1)
iglemleri tanimlaniyor. (H; @, ©) ne tiir bir cebirsel yapidir?
b) H={ (a,b) :a € Z, b € Z; } kiimesinde

(a,0)® (c,d) =(a+c,b+d—1), (a,b) © (c,d) = (ac, 1)
islemleri tanimlaniyor. (H; @, ©) ne tiir bir cebirsel yapidir?

Cozim.

a) (0,5%) = (0,1) € H oldugundan H # & dir.

Toplama. a + ¢ € Rve b+ d € Z oldugundan kapalidir. Asosyatiflik ile komutatiflik R’de toplamanin
ve Z’de ustlerin toplanmasinin ayni 6zelliklerinden gelir:

(@,5") @[ (¢,5%) @ (e,57) | = (a+ (c+e), 5 )
=[(a,5") @ (¢,5) | ® (e,57)
Sifir icin (z,5Y) @ (a,5°) = (a,5°) kosulu z + a = a ve 5¥™° = 5%, yani 2 = 0, y = 0 verir: Oy =
(0,5%) = (0,1). Toplamsal ters ise (—a, 57t ) dir.
Carpma. ac € R ve 1=5° oldugundan kapalidir; [ (a, 5%) © (c, 5%) ] © (e, 5/) = ((ac)e, 1) =
(‘a(ce), 1) ile asosyatif, (ac, 1) = (ca, 1) ile komutatiftir.
Dagilma.
(a,5°) 0 [ (¢,5%) @ (e,57) | = (a,5") © (¢ +e, 59
=(alct+e),1)=(ac+ae,1)

[(@,5) 0 (c,5%) |® [ (0.5 © (e,57) ] = (ac, 1) & (ae, 1)
= (‘ac+ae, 57 ) = (ac + ae, 1)

Ikisi esit oldugundan yap1 komutatif bir halkadr.

Birim. (z,5Y) © (a,5%) = (za,1) = (a,5%) olmas1 5° = 1, yani b = 0 gerektirir; oysa b # 0 olan ele-
manlar vardir, 6rnegin (0, 5). Birim eleman yoktur.

Sifir bolen. (0,5) # 04 ve (3,25) # 05 iken
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20 Boliim 2. Halkalar ve Cisimler

(0,5)©(3,25) =(0-3,1) = (0,1) =0y

oldugundan yapu sifir bélenlidir.

Sonug: (H; @, ®) komutatif, birimsiz ve sifir bélenli bir halkadur.

b) (0,1) € H oldugundan H # &’dir.

Toplama kapali mi? a, c ¢ift ise a + c ¢ifttir; b, d tek ise b + d cift, b + d — 1 tektir. Kapalidur.
Asosyatiflik. Ikinci bilesenler i¢in

[G+d-1)+f]-1=b+d+f-2=b+[(d+f-1)—-1]+1-1

hesabinin iki ucu da b + d + f — 2’dir; birinci bilesenlerde zaten Z’de toplamanin asosyatifligi gecer-
lidir.

Komutatiflik. (a +c¢,b+d—1)=(c+a,d+b—1).

Sifir. (z,y) ® (a,b) = (a,b) kosuluz + a = avey + b — 1 = bverir: x = 0 (¢ift) ve y = 1 (tek). Demek
ki 07 = (0,1)dir.

Toplamsal ters. (a*,b*) @ (a,b) = (0,1) kosulu a* = —a (ift) ve b* + b — 1 = 1, yani b* = 2 — b verir;
b tek oldugundan 2 — b de tektir.

Carpma. a, c cift ise ac cifttir ve ikinci bilesen 1 tektir; kapalidir. Asosyatiflik ve komutatiflik Z’deki
carpmadan gelir.

Dagilma.

(@,0) O [ (c,d) ® (e, f) | = (a,b) O (c +e,d+ f—1)
= (alc+e),1)=(ac+ae,1)

[(a,b)© (c,d) |®] (a,b) O (e, f) | = (ac, 1) @ (ae, 1)
= (ac+ae,1+1—1) = (ac + ae, 1)

Ikisi esittir; yapt komutatif bir halkadur.

Birim. (z,y) © (a,b) = (za,1) = (a,b) olmas1 b = 1 gerektirir; b = 3 olan elemanlar bulundugundan
birim yoktur.

Sifir bélen. (0,3) # 0p ve (2,5) # 0p iken (0,3) © (2,5) = (0,1) = 05 dir.

Sonug: bu yap1 da komutatif, birimsiz ve sifir bolenli bir halkadir. Iki soruda da carpimin ikinci bileseni
sabit 1 oldugu icin birim ve tersinirlik bagtan kaybolur.

|

Cisim kavramui elimizde; artik tizerinde ¢alisacagimiz sayilar1 sabitleyebiliriz. Siradaki boliimde bu cismin
elemanlarini bir tabloya dizip lineer cebirin bas nesnesini kuruyoruz: matrisler.
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3.1

3.2

3. Matrisler ve Islemleri

Bir cismin elemanlarini dikdortgen bir tabloya dizmek, ilk bakista yalnizca bir diizenleme isi gibi gériiniir.
Ama bu tabloya dogru islemler tanimlandiginda ortaya lineer cebirin bas nesnesi ¢ikar: denklem sistem-
lerini, doniistimleri ve geometrik hareketleri ayni dille yazabilen matris. Bu béliimde matrisleri kurup dort
temel iglemi tanimliyoruz.

Bundan sonra K daima komutatif bir cismi gosterecektir; 05 ve 1z bu cismin sifir1 ve birimidir.

Matris Nedir?

Tanim 3.1 (Matris). K herhangi bir komutatif cisim ve a;; € K (i=1,..,m;j=1,..,n)olmak lizere

aj; Qr2 o G1n

— — | Q21 Q22 ** Qop
A= ( aij)(m,n) - : : :

Am1 Q2 " Opp

tablosuna K cismi tizerinde m satirli, n stitunlu bir matris (A( K -matrisi) denir. a;; elemania

m,n)
matrisin (%, j) bileseni denir: ¢ satirin, j siitunun numarasidir.

Tanim 3.2 (Satir ve Siitun Matrisleri). A, bicimindeki bir matrise K-satir matrisi, A, ;) bici-
mindeki bir matrise K-siitun matrisi denir.

K =R alindiginda
5 1-3 4
A(174) = (1 34 2), A(371) = g ) A(2,3) = (0 5 _2)

sirastyla bir satir matrisi, bir siitun matrisi ve 2 x 3 tipinde bir R-matristir. K’nin her eleman1 A4 j,
tipinde bir matris olarak distiniilebilir.

Tanim 3.3 (Sifir Matris). Bitiin bilesenleri 0 olan matrise sifir matris denir ve O, ,,) ile gésterilir.

Tanim 3.4 (Matrislerin Esitligi). Ayni tipteki iki matris, karsilikli butiin bilesenleri esitse esittir:

Toplama ve Skalerle Carpma

Tamim 3.5 (Matrislerin Toplami). A = (a;;)
Bilegenleri

mn) V€ B = () (1m,n) ayn tipte iki K-matris olsun.

olan C' = (¢;;) s, n) matrisine A ile B'nin toplami denir ve C = A + B yazilir.

Farkli tipteki matrisler toplanamaz; toplama iglemi bilesen bilesen, yani K deki toplamayla yapilir.
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22 Boliim 3. Matrisler ve Islemleri

Tamim 3.6 (Skalerle Carpim). \ € K ve A = (a;;)(;m,,) olsun. Bilesenleri c;; = Aa;; olan matrise
A’nin ) skaleriyle ¢carpimi denir:

A = A= ( /\aij)(myn)

Ozel olarak —A = (—a;)(,, ) 'dir; burada —a,;, a;;’nin K’deki toplamsal tersidir.

1 2
1 1) R-matrisi ve A = —/2 icin AA matrisini bulunuz.
10

B O W

Ornek 3.1 (Bir Skalerle Carpim). A = (

Cozim.
Her bilesen —/2 ile carpilir:

—3v2 —V2 —2v2
—V2A=| 0 V2 V2
—4v2 -2 0

Teorem 3.1 (Toplama ve Skalerle Carpmanin Ozellikleri). A, B, C aynitipte K -matrisler veky, ko €
K olsun. O halde

. (A+B)+C=A+(B+0)
A+B=B+A

A+ O(m’n) =A
ky(A+B)=k;A+ kB

- (b + k) A=k A+ kA

: (k1k2)A = kq(koA)
1A= AveOxA =0, .

SN G R wNm

ispat.
Biitiin 6zellikler bilesen bilesen dogrulanir; her biri K 'deki karsilik gelen zellige indirgenir. Ornegin birinci
ozellikte her iki tarafin (i, j) bileseni

[ (A+B) + C]ij = (a;; +by;) +¢ij = a;; + (b +¢;5) = [ A+ (B+ C)]ij

olur; ortadaki esitlik K °de toplamanin asosyatifligidir. Besinci ozellikte
[ ky (A + B)]ij = kl(aij + bij) = kya;; + kib;; = [ ki A+ le]ij

olur; kullanilan tek sey K ’de carpmanin toplama iizerine dagilmasidir. Digerleri de ayni yolla, sirasiyla
K de toplamanin komutatifligi, 0 ‘nin sifir olusu, —a’nin ters olusu ve ¢carpmanin asosyatifligi kullani-
larak elde edilir.

|

© Matrisler toplamaya gore bir grup

[k dort zellik tam olarak sunu sdyler: sabit bir (m, n) tipi icin biitiin K -matrislerin kiimesi, matris
toplamasina gére komutatif bir gruptur; sifirt O, .y, bir A matrisinin tersi —A’dir. Kalan dért
ozellik ise skalerle carpmanin bu grupla nasil uyustugunu séyler — ileride gérecegimiz vektor uzay
taniminin aksiyomlari tam olarak bunlardir.
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3.2 Toplama ve Skalerle Carpma 23

3.3 Matris Carpimi

Toplama tanimi beklenen bicimdeydi; carpim ise satir ile siitunu eslestirir ve bu yiizden tipler tizerinde
bir uyum kosulu getirir.

Tamim 3.7 (Matrislerin Carpimi). A = (a;;)(, )
siitun sayis1 B’ nin satir sayisina esit olsun. Bilesenleri

ve B = (bij)(p,n) K -matrisler olsun; yani A’nin

P
Cij = Zaitbtj = ;1 byj + aoby; + -+ ay,b

p~pj
t=1
olan C' = (Cij)(m,n) matrisine A ile B’nin ¢arpimi denir: C = AB.
¢;j» A’ i-inci satirtile B'nin j-inci stitununun karsilikl bilesenleri carpilip toplanarak elde edilir. A(m7 »)
ve By, ) matrislerinde p # ¢ ise AB carpimi tanimlanamaz.

Carpimda kaybolan iki aligkanlik

1. Sifir bolenler vardir. Sifir matristen farkl iki matrisin ¢carpim sifir matris olabilir:

A:G 8>7&o, B:((l) (1))7&0, AB:<8 8):0

2. Carpim komutatif degildir. A(2’3) ve B(g o) i¢in AB bir 2 X 2, BA ise bir 3 X 3 matristir; tipleri
bile farklidir. Kare matrislerde tipler uyussa da esitlik genel olarak saglanmaz.

2 3

Ornek 3.2 (iki Matrisin Carpim). A = (:13 ::13 _22) ve B = (1 —2) icin AB c¢arpimini hesaplayiniz
45

ve AB # BA oldugunu gézlemleyiniz.

Cozim.
Abir 2 x 3, B bir 3 x 2 matristir; AB bir 2 X 2 matristir. Bilesenleri tek tek yazalim:

ey =1-24(-1)-142-4=2-1+8=9
Co=1-3+(-1)(-2)+2-5=3+24+10=15
Cyp =324 (-3)-14(-2)-4=6—-3-8=—5

Cpp=3-3+(=3)(—2)+(-2)-5=9+6—-10=5

Yani
9 15
AB = (_ - )
BA c¢arpimu ise tanumlidir ama 3 x 3 tipindedir; iki matrisin tipleri farkli oldugundan AB # BA’dir.
|

Teorem 3.2 (Carpimun Ozellikleri). Asagidaki carpimlarin tanimh oldugu tiplerde alinmak iizere, k €
K icin

1. (AB)C = A(BC)

2. A(B+C)=AB+ AC

3. (B+C)A=BA+CA

4. k(AB) = (kA)B = (Ak)B = A(kB)

5 Opm)A(m,n) = Op.n) ¥€ Bim.n) Onp) = Otm.p)

6. AB matrisinin i-inci satirt, (A’nin i-inci satwr1) - B ¢arpimina esittir.
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ispat.
Altinct ozelligi yazalim; digerleri de ayni bicimde bilesenler iizerinden yiirir. A = (a;;) ) ve B =
(bij)(p’n) olsun. AB’nin i-inci saturinin j-inci bileseni tanim geregi

i1b1j + Qigbgj + -+ a,by;
Ote yandan A’nin i-inci satirt (a1 aiz - aip) bir 1 X p matristir; bunu B ile ¢arparsak elde edilen 1 x n

matrisin j-inci bileseni yine ayni toplamdr. Iki satir bilesen bilesen cakistigindan esittirler.
|

Birim Matris

Tanim 3.8 (Birim Matris). Esas kosegen tizerindeki bilesenleri 15, diger biitiin bilesenleri 0 5 olan n x
n matrise n-inci mertebeden birim matris denir ve I, ile gosterilir:

1p Op - Og
1, = |0 o Ok
O O -~ 1g
Her A(
A’dir.

m,n) i¢in I, A=A = AI  dir; 6zel olarak A n-inci mertebeden kare matris ise [, A = Al, =

1 Kare matrisler bir halka olusturur

n-inci mertebeden biitiin kare K -matrislerin kiimesi, matris toplamasi ve matris ¢arpimi islemleriyle
birimli bir halkadir; birimi I,,’dir. Bu halka n > 2 i¢in komutatif degildir ve sifir bolenlidir —
yukaridaki iki uyar1 tam olarak bunu séylityordu.

Transpoze

Tamim 3.9 (Transpoze). A = (a;;), ) matrisinde satirlarla siitunlarin yeri degistirilerek elde edilen
n X m matrise A’'nin transpozesi denir ve A? ile gosterilir. Yani A*'nin (3, 1) bileseni a;; dir.

Ornegin

0
A=|7
1

—

5
2| = At =
5

ot w O
IS
S I

Teorem 3.3 (Transpozenin Ozellikleri). Uygun tiplerde alinmak iizere k € K icin

1. (A+ B)t = At + Bt

2. At)t =A

3. (KA)t = kA!

4. (AB)t = Bt A!
ispat.

Dérdiincii ozelligi gosterelim; siranin tersine donmesi tam olarak burada ortaya ¢ikar. A = (a;;)(m p)»
B = (b;;) (p,n) Olsun.

AB matrisinin (i, j) bileseni a;b,; 4 - + a;,b,,; 'dir; dolayistyla (AB)" matrisinin (j,4) bileseni de ayni
sayudir.

Bt At matrisinin (j,1) bileseni ise, B! ’nin j-inci satir1 ile A'’nin i-inci siitununun carpimidir; bunlar
sirasiyla B’nin j-inci siitunu ile A’nin i-inci satiridir:
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by + byjase + -+ bysa,
K komutatif bir cisim oldugundan b,;a;, = a;,b,; dir ve iki ifade terim terim aynidwr. Bilesenler cakisti-

gindan (AB)! = Bt At"dir.
|

Alt Matris

Tanim 3.10 (Alt Matris). A, ,) matrisinin p satir1 ve ¢ siitunu (p < m, g < n) silinerek elde edilen
(m — p) x (n — q) tipindeki matrise A’nin bir alt matrisi denir.

N =N
= W o

0
doérdiincii siitunlar silerek elde edilen alt matrisi yaziniz.

1 4
Ornek 3.3 (Bir Alt Matrisin Bulunmasi). A = (—5 0) matrisinde ikinci satir ile ikinci ve
7

Cozim.
Geriye birinci ve ti¢iincii satirlar ile birinci ve ictincii siitunlar kalir:

(%)

Alistirma

Alistirma 3.1 (Matris Islemleri).
a) A= (; i) ve B = (g _11) icin AB ve BA carpimlarini hesaplayip karsilagtirimz.

b) Az = (i _31 Z) icin (( A")" = A esitligini dogrulaymniz ve AA* carpimun tipini belirleyip hesap-
layiniz.

c¢) A ve B n-inci mertebeden kare matrisler olmak iizere (A + B)? = A2 4+ 2AB + B? esitliginin genel
olarak dogru olmadigini gosteriniz; hangi ek kosul altinda dogru olur?

Cozim.
a) Once AB’yi hesaplayalim:

Ap— (1:0+2:21-(=)+2-1) (41
S \3:0+4-23-(-1)+4-1) (81

Simdi BA’y1 hesaplayalim:

A (0 1+(=1):30-24(<1)-4) _ (-3 —4
“\ 21413 22414 )75 8

Iki matris ayni tipte oldugu halde esit degildir: matris ¢arpimi komutatif degildir.
b) Transpozeyi alalim:

9 1
At=|-13 :>(At)t=<2_10)=A
S 13 4

Satirla siitunun yerini iki kez degistirmek baslangigtaki matrisi verir. A bir 2 x 3, A bir 3 x 2 matris
oldugundan AA? bir 2 x 2 matristir:
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26 Boliim 3. Matrisler ve islemleri

AAt:( 224 (-1)2 + 0 2-1+(—1)~3+0-4>_(5 —1)

1-24+3-(-1)+4-0 12 432 442 -1 26
¢) Dagilma 6zelligini iki kez uygulayalim:
(A+B)?=(A+B)(A+B)=A(A+B)+ B(A+ B) = A+ AB+ BA + B>

Bu ifadenin A? + 2AB + B? olmasi i¢in AB + BA = 2AB, yani BA = AB gerekir. Genel olarak
matris ¢arpimi komutatif olmadigindan esitlik dogru degildir. Somut bir kars1 6rnek i¢in (a) sikkindaki
matrisleri alalm: orada AB # BA oldugundan

(A+B)? =A%+ AB+ BA+ B? + A? + 2AB + B?

olur. Esitlik ancak ve ancak A ile B degismeli oldugunda, yani AB = BA oldugunda gegerlidir.
]

Matrisleri toplayip carpmayi 6grendik; simdi onlar1 sadelestirmeyi 6grenecegiz. Satirlar tizerinde yapilan
ii¢ basit igslem, her matrisi olabildigince yalin bir bicime indirger: merdiven matrisler ve satir esdegerlik.
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4.1

4.2

4. Merdiven Matrisler ve Satir Esdegerlik

Bir matrisi sadelestirmenin standart yolu, satirlar1 iizerinde ¢ basit islem yapmaktir. Bu iglemler matrisi
taninmaz hale getirmez; tasidig1 bilgiyi korurken goriiniisiinii basamak basamak inen bir merdivene
cevirir. Bu boliimde o merdiveni tanimlayip her matrisin ona indirgenebildigini gosterecegiz — ilerideki
biitiin hesap yontemlerinin (ters bulma, denklem ¢6zme, rank hesabi) motoru budur.

Merdiven Matrisler

Tanim 4.1 (Merdiven Matris). A = (a ny bir K-matris olsun. j; < jy, < - < j, olmak iizere

zg)(m,
L. ay; , g, -, Gp; bilesenleri 0 dan farkls,
2. 1<rvej<j;icina;; =0, ayricat > ricin bittiin a;; = O

ise A’ya bir K-merdiven matris (ezelon matris) denir. Buradaki a,;, bilesenlerine ayricalikli eleman-
lar denir.

Sozle soylersek: ilk 7 satirin her biri sifirdan farkli bir bilegsenle baslar, bu ilk sifirdan farkli bilegenlerin
siitun numaralari asag1 indikce kesin artar ve r-inci satirdan sonraki biitiin satirlar tamamen sifirdir.

Tanim 4.2 (Satir Indirgenmis Merdiven Matris). Bir K-merdiven matriste ayrica

1. 41,9, ---, j, situnlarinda ayricalikli elemanlardan baska 0y ’dan farkl bilesen yoksa,
2. ayricalikli elemanlarin hepsi 1 va esitse

bu matrise satir indirgenmis merdiven matris denir.

iki u¢ 6rnek

Sifir matris Oy, ,,) bir merdiven matris degildir: tanim, sifirdan farkli en az bir ayricalikli eleman
ister. Buna karsilik birim matris I, bir satir indirgenmis merdiven matristir — ayricalikli elemanlar:
kosegen tizerindeki 1’lardir ve o siitunlarda bagka bilesen yoktur.

Elemanter Satir islemleri

Tanim 4.3 (Elemanter Satir Islemleri). Bir A<m7n) K -matrisi tizerinde taniml ¢ isleme elemanter
satir islemleri denir. R, ile ¢-inci satir gosterilmek tizere:

le1]: R; < R; (iki satirin yeri degigtirilir)
[es] : R; — kR, (ke K, k+#0g)

les] : R, kR, +R, (ke€K\{0x},i#7)

Tanim 4.4 (Satir Esdegerlik). B, ,,) matrisi, 4, ,) matrisine sonlu sayida elemanter satir islemi
uygulanarak elde ediliyorsa A ile B’ye satir esdeger matrisler denir ve

AR B

yazilir.
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Uc islemin de geri alinabilir olduguna dikkat edin: yer degistirme kendi tersidir, k ile carpma k! ile
carpilarak, kR; + R; ise —kR; + R, ile geri alnir. Bu yiizden satir esdegerlik gercekten simetrik bir
bagintidir.

Her Matris Bir Merdivene Inegelir

Teorem 4.1 (Merdiven Sekline Indirgeme). Sifir matristen farkli her An,ny K-matrisi, bir K-
merdiven matrise satir esdegerdir.

Ispat.

A # Oy, ) oldugundan A’nin Oy 'dan farkl en az bir bileseni vardir. 0y ‘dan farkli bilesen iceren ilk
siitunun numarast j, olsun; tanim geregi j, ‘den onceki biitiin siitunlar tamamen sifirdir.

Durum 1:a,; # Og.Herl=2,...,mic¢ina;; # O oldugunda

Y,
Rl — —_R]_ + Rl

415,
islemi uygulanir. Bu islemden sonra j, -inci siitunun ilk bileseni disindaki biitiin bilesenleri Oy olur.
Durum 2: a,; = Og. j-inci siitunda Oy 'dan farkl bir a,; bileseni vardir. Ry <> R, islemiyle bu
bilesen birinci satira tasinir ve Durum 1'deki islemler uygulanir.
Her iki durumda da elde edilen matriste birinci satir j,-inci siitunda sifirdan farkl bir bilesenle baslar
ve o siitunun alti tamamen sifirdir. Simdi bu matrisin birinci satirt disinda kalan (m — 1) x n alt
matrisine ayni islem tekrarlanir. Her adimda geriye kalan alt matrisin satir sayisi bir azaldigindan, islem
sonlu adimda ya alt matris sifir matrise donerek ya da satirlar tiikenerek durur. Durus aninda elde edilen
matris, tanimdaki iki kosulu da saglayan bir merdiven matristir.
|

Tanim 4.5 (Merdiven Sekli). Yukaridaki teoremle bulunan, A’ya satir egdeger olan merdiven matrise
A’nin bir merdiven sekli denir.

1 3
Ornek 4.1 (Bir Merdiven Sekli). A = (2 -1 2 ) matrisinin bir merdiven seklini bulunuz.
3 2

Coziim.
Birinci siitunun altin1 temizleyelim:

R,——2R,+R _ _
1-23 -1 R§H73R1+R§ 1 -2 3 1
2 -12 2 ~ 03 —4 4
312 3 07 =76
Simdi ikinci stitunun altini temizleyelim:
1-2 3 -1
Boglatta g 30y oy
7 _ 10
00 3 —7%

Ayricalikli elemanlar 1, 3 ve 3’tlir; siitun numaralar j; =1 < j, = 2 < j3 = 3 olarak artmaktadir.
Bulunan matris A’nin bir merdiven seklidir.
|
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Merdiven sekli tek tiirlii belirli degildir

N ==
O 0
o w

N NN

Ayn1 matris, islemlerin sirasina gore farkli merdiven matrislere indirgenebilir. A = (

matrisi icin

14 3 2 14 3 2
B=104-3 0 |, C=|[01-3 0
00 —8 —2 00 —8 —2

matrislerinin ikisi de A’nin birer merdiven seklidir; ikinci yolda yalmzca ikinci satir i ile carpilmigtir.

B # C oldugundan merdiven sekli tek degildir.

Satir Kanonik Sekil

Teorem 4.2 (Satir Indirgenmis Merdivene Indirgeme). Her K-merdiven matris, bir K -satir indir-
genmis merdiven matrise satir esdegerdir. Dolayisiyla sifir matristen farkli her A matrisi bir satir
indirgenmis merdiven matrise satir esdegerdir.

m,n)

I spat.

A’nin bir merdiven sekli alinsin; ayricalikli elemanlart Q1) 5oy Qpj Olsun. Once heri =1, ..., icin
r

T

islemi uygulanir; a;; # 0 ve K bir cisim oldugundan bu tersler vardir ve biitiin ayricalikli elemanlar 1
olur. Ardindani = r,r — 1, ..., 2 sirasiyla, j;-inci siitunda i-inci satirin iistiinde kalan her a;; bileseni
icin

Rl — —aljiRi + Rl (l < Z)

uygulanir. Alttan yukari dogru ilerlendiginden, temizlenen bir siitun sonraki adimlarda bozulmaz. Sonucta
ayricalikly siitunlarda tek sifirdan farklh bilesen 1y ’lar olarak kalir; bu bir satir indirgenmis merdiven
matristir.

|

Merdiven geklinin aksine, satir indirgenmis merdiven sekli tek tiirlii belirlidir; bu yiizden ona A’nin satir
kanonik sekli denir.

6 3 —4
Ornek 4.2 (Satir Kanonik Sekil). A = (4 1 6) matrisinin satir kanonik seklini bulunuz.
1 2 -5

Cozim.
Hesabi kolaylastirmak icin ayricalikli eleman olarak 1’i segelim:

6 3 RyoR, 2 =5
—41 — ~ —41 —6
1 2 -5 6 3 —4

Birinci siitunun altin1 temizleyelim:

R,—4R,+R
R32—>—)—6Rll+RZ3 12 -5 R3—Ry+Rj L2 =5
~ 0 9 —26 ~ 09 —26
0—-9 26 00 O

Elde edilen matris bir merdiven matristir. Simdi ayricalikli elemani 1 yapip tstiini temizleyelim:
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12 =5 10 1
Ry _’_:éRi’ 0 . 29_6 R, *_?\JRz +R; 0 _92?6
00 O 00 O
Son matris A’nin satir kanonik seklidir.
|
. . 01 3 —2
Ornek 4.3 (Sifir Satir Iceren Bir Kanonik Sekil). A = [ 2 1 -4 3 | matrisinin satir kanonik geklini
23 2 -1
bulunuz.
Cozim.

Birinci siitunun ilk bileseni sifir oldugundan 6nce satir degistirelim:

R, &R, 2143 Rg——R;+Rj 21 —4 3
~ 01 3 —2 ~ 01 3 —2
23 2 —1 02 6 —4
Ry——2R,+Rg (2) } _34 _32
00 0 O

Bu bir merdiven matristir; iiciincii satirin tamamen sifir olmasi tanima aykir: degildir (r = 2). Simdi
kanonik sekle gecelim:

1 3 75

R,—1iR; 13 -23 R,—>—iR,+R, 10—-3 3
~ 01 3 — ~ 01 3 -2
00 0 O 00 0 O

4.5 Alistirma

Alistirma 4.1 (Merdiven ve Kanonik Sekiller).

a) 12-30
A= (2 4 —2 2 | matrisinin bir merdiven seklini bulunuz.
b) 23456
A= 100 32 5| matrisinin satir kanonik seklini bulunuz.
00 2
<) 1 -23 -1
A= ]2 -12 2 | matrisinin satir kanonik seklini bulunuz.

Cozim.
a) Birinci siitunun altini temizleyelim:

R,——2R,+R
R§:73R1+R§ 12-30
~ 00 4 2
00 5 3

Ikinci siitun tamamen sifir oldugundan siradaki ayricalikli eleman iigiincii siitundadir (j, = 3):
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4.5 Alistirma 31

12-30
R3——2R,+Rs 00 4 2
00 0 %

Ayricalikli elemanlarin siitunlan j; =1 < j, = 3 < j; = 4 olarak arttigindan bu bir merdiven mat-
ristir.
b) Matris zaten merdiven seklindedir; ayricalikli elemanlar 2, 3 ve 2°dir. Once hepsini 1 yapalim:

R,—iR,

R2~>%R2 3 5

k(132
00001

Simdi alttan yukar1 dogru ayricalikli siitunlari temizleyelim. Besinci siitun igin

Ry=»—SRs+Ry (1 3 9 5
R, ——3R3+R, 2 3
~ 0010
00001
Uciincii siitun igin
1 0

R,——2R,+R,
~ 0

0

0
1

O O wlw
o = O
O wiv ol

Son matris satir kanonik sekildir; birinci satirin dérdincii bileseni g — % = % = %’dlr.

¢) Yukaridaki 6rnekte bu matrisin merdiven seklini bulmustuk:

1-2 3 -1

0 3 —4 4

00 ;-

Ayricalikli elemanlar1 1 yapalim:

ByosRe (1 9 3 1
Boifelo 1 4 4
10
00 1 —=

Uciincii sittunu temizleyelim:

Ry—5R3+R, 120 2

R,——3Ry+R, A
~ 0 —%
00 1-%
Ikinci satirin son bileseni % — % = % = —%, birinci satirinki ise —1 + % = 2—73’dir. Son olarak
ikinci stitunu temizleyelim:
100 £
R,—2R,+R,
~ 010 —2
001 -4
. 1. 23 8 _ 1557: s . .
¢linkli % — = = +>’dir. Bu, A'nin satir kanonik seklidir.
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32 Boliim 4. Merdiven Matrisler ve Satir Esdegerlik

Satir islemleri simdilik elle uygulanan kurallar gibi duruyor. Siradaki boliimde kare matrislerin 6zel
ailelerini taniyacak ve bir matrisin “béliinebilir” olmasinin ne demek oldugunu soracagiz: kare matrisler
ve ters matris.
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5.1

5. Kare Matrisler ve Ters Matris

Satir ve siitun sayist esit olan matrisler ayri bir diinya kurar: yalniz onlar kendileriyle ¢arpilabilir, kuvvet
alabilir ve — sansliysa — bolunebilir. Bu boliimde kare matrislerin 6zel ailelerini taniyip lineer cebirin en
cok kullanilan kavramlarindan birine variyoruz: ters matris.

Kare Matrisler ve Esas Kosegen

Tanim 5.1 (Kare Matris). Satir ve stitun sayilari egit olan bir K -matrise kare matris denir. Bir kare
matriste birbirine esit olan satir ve siitun sayisina, kare matrisin mertebesi denir.

Tanim 5.2 (Esas Késegen). A = (a;;), ) n-inci mertebeden bir kare K-matris olsun. a,1, asy, ..., a
bilegenlerine esas kosegen tizerinde bulunan bilegenler denir.

nn

Tanim 5.3 (Ucgensel Matris). Esas kosegeninin altindaki veya iistiindeki biitiin bilesenleri 0, olan
kare matrise licgensel matris denir.

Tanim 5.4 (Késegen Matris). Esas kosegeninin diginda kalan biitiin bilegsenleri 0z olan kare matrise
kosegen matris denir.

Tanim 5.5 (Skaler Matris). Esas kosegenindeki bilesenlerin tamamui ayni bir A # 0 skalerine esit olan
koésegen matrise skaler matris denir. Ozel olarak A = 1 alinirsa birim matris I, elde edilir: birim matris,
A = 1 olan skaler matristir.

Ornekler K = R iizerinde:

5103 143
A= (kare), B=]|0T70 (liggensel)
3 114 008
—-2000
1
100 —10 0
C=1(120 (tiggensel), D=0 —-10 (kosegen)
37 -1 0o o &
2
0400 100
E= (skaler), F=]|010]|=1; (birim)
0040 00 1
0004

A matrisinin esas késegeni tizerindeki bilesenler a,; = 1, ayy =1, ag3 = 1 ve ayy = 0°dir.

Teorem 5.1 (Skaler Matrislerin Degismeliligi). A, n-inci mertebeden bir skaler K -matris ve B de n-
inci mertebeden herhangi bir kare K -matris olsun. O halde

AB=BA

Ayrica herhangi bir A, .
transpozesi kendisine egittir.

icin I, A=A = Al ’dir ve bir kisegen matrisin, dolayisiyla birim matrisin
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34 Boliim 5. Kare Matrisler ve Ters Matris

ispat.
A skaler oldugundan A € K \ {0} olmak iizere esas kdsegeni X’lardan, geri kalani 0y lardan olusur.

B = (b;;)(n,n) alalim. Carpim tamiminda A’min i-inci satirimin yalnizca i-inci bileseni sifirdan farkl
oldugundan
(AB)ij = Z @by = Ab;
t=1

Benzer sekilde A’nin j-inci siitununun yalnizca j-inci bileseni sifirdan farkl oldugundan
(BA);; = Zbitatj = DA
t=1

K komutatif bir cisim oldugundan Ab,; = b;;\’dur; iki matrisin biitiin bilesenleri ¢akisir ve AB = BA
olur.
]

Ters Matris

Tanim 5.6 (Ters Matris). A, n-inci mertebeden bir kare K -matris olsun.
AB=BA=1,

olacak sekilde m-inci mertebeden bir kare B K-matrisi varsa, B’ye A'nin tersi denir ve B = A~}
biciminde gosterilir.

Teorem 5.2 (Tersin Ozellikleri).

1. n-inci mertebeden bir A kare K -matrisinin tersi varsa, bu ters tek olarak belirlidir.
2. Tersi olan bir A kare matrisi igin ( ANt = Avdw.

3. A ve B tersleri olan n-inci mertebeden kare matrisler ise (AB)™' = B~1 A= dir.
4. Ay, A,, ..., A,, tersleri olan n-inci mertebeden kare matrisler ise

( A1A2-~-Am)*1 — A L AZTAY

ispat.
1. A’nin birbirinden farklh B ve C gibi iki tersi oldugunu varsayalim:

AB=BA=1, AC=CA=1,
Matris carpiminin asosyatifligini kullanalim:
B=I B=(CA) B=C(AB)=CI,=C

Bu, B # C varsayimyla ¢elisir. O hdlde ters varsa tektir.

2.AA7Y = A7 A = I, bagintisi, A™! igin okundugunda tam olarak A’nin A= ’in tersi oldugunu soyler;
yani A_l)_l = A’dw.

3. B~ A=Y matrisinin AB’nin tersi oldugunu dogrudan carparak gorelim:

(AB) (B'A™ )= A (BB ) A = AL, A = AA™ = ],

(B'A')(AB)=B' (A'A)B=B',B=B"'B=1I,

Her iki carpim da I, verdiginden (AB)~! = B~1 A=Y dir.
4. Uciincii 6zellikten tiimevarimla elde edilir: m = 2 icin iddia iiciincii 6zelliktir. m — 1 carpan icin dogru
oldugu varsayilirsa, A,---A,,,_; i tek bir matris sayarak

(Ar-Ap 1 Ay) = AL (Ar-An ) = AL (ALLAT)

m—
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5.2 Ters Matris 35

bulunur; bu da iddia edilen ifadedir.
||

Tanim 5.7 (Regiiler ve Singiiler Matris). Tersi olan bir matrise regiiler (tersinir) matris, tersi olmayan
bir matrise singiiler matris denir.

Her kare matrisin tersi yoktur

A= (0 O) matrisi singiilerdir. Gercekten AB = BA = I, olacak bir B = (b” blz) olsayd

00 by boo
{00\ (b, b\ (00 _ (10
AB_(OO)(b21 by) ~l00) = {01

¢ikardy; bu ise 1 # 0 olmasiyla celigir.

5.3 Matrisin Kuvvetleri

Tanim 5.8 (Matris Kuvvetleri). A, n-inci mertebeden bir kare K -matris ve m bir pozitif tam say1 olmak
uzere

AV =1

n?

Al =4,  A™H = AmA

biciminde tanimlanir. Ornegin A2 = AA ve A®> = A2 A’dr.

£ ve m negatif olmayan tam sayilar olmak tizere
ALA™ = At+m ( AZ)m — Atm
esitlikleri gegerlidir. A regiiler ise negatif tam say1 kuvvetleri de
AT = ( A‘l)m

bi¢iminde tanimlanir ve ( A_l)m = ( Am)_l’dir.

54 Alistirma

Alistirma 5.1 (Kare Matrisler ve Ters).

a) A ve B n-inci mertebeden kosegen K-matrisler ve k € K \ {0k} olsun. A + B, AB ve kA matrisle-
rinin de késegen oldugunu gosteriniz.

b) A kare matrisinin tersi varsa A*nin de tersi oldugunu ve ( A*)~! = (A7) oldugunu gosteriniz.

c) A =diag (a1, a99, .-, Gy, ) kOsegen matrisinin tersinin olmasl i¢in gerek ve yeter kosulun her 7 i¢in
a;; # 0x oldugunu gosterip A~1’i bulunuz.

Coziim.
a) A = (a;;) ve B = (b;;) kosegen olsun; yani i # j iken a;; = b;; = 05 dur.
Toplam:i # jicin (A + B);; = a;; + b;; = O + O = Op; toplam késegendir.
Skalerle ¢arpim:i % j icin (kA),; = k - 0 = 0 sonug kosegendir.
Carpum: Bileseni agalim:

n

(AB)ij = Z a’itbtj

t=1
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36 Boliim 5. Kare Matrisler ve Ters Matris

Akosegen oldugundan a;, = 0 olmayan tek terim ¢ = ¢ olanidir; toplam a;;b;;’ye iner. B de késegen
oldugundan i # j iken b;; = Of dr, yani (AB),; = 0 dir. Késegen iizerinde ise (AB);; = a;;b;;
bulunur:

diag (a1, .-, Gpyp) - diag (b1, .., byy) = diag (a11611, -, Grpbpn)

Iy ¥nn oy FnnTnn

b) A regiiler olsun: AA™! = A~'A = I . Her iki esitligin transpozesini alalim ve (XY)! = Y!X?
kuralimi kullanalim:

(AAY) = (A A =T =1,
(A7A) =4 (A =1 =1,

Iki carpum da I, verdiginden A* regiilerdir ve tanim geregi tersi ( A~")"dir. (Burada I} = I,, oldugunu,
birim matrisin kdsegen olmasindan kullandik.)

c) Yeterlik. Her a;; # 0 olsun. K bir cisim oldugundan her a,; nin tersi vardur. (a) stkkindaki kosegen
carpim kuraliyla

diag (ayy; - @pyp) - diag ( aif,...,a;k ) =diag (1g,.... 1) =1,

olur; carpim kdsegen matrislerde degismeli oldugundan diger sira da I, verir. Demek ki A regiilerdir ve

-1 _ g -1 -1 —1
A = diag ( Q1150225 -+ Qg )

Gereklik. Bir k icin ay;, = 0 olsun. A késegen oldugundan k-inci satirinin biitiin bilesenleri 0 - dir.
Herhangi bir B matrisi icin, carpimin satirlarina iligkin kuraldan

(AB) matrisinin k -inci satir1 = (A 'nin % -inci satir1) - B = (0 -+ Og)

olur. Oysa I, ’nin k-inci satirinda 1, # 0p bulunur; dolayisiyla hicbir B i¢in AB = I,, olamaz ve A
singiilerdir.
]

Bir matrisin tersinin olup olmadigini, tanima doéniip bilinmeyen bir B aramadan anlayabilir miyiz?
Ve varsa bu tersi sistemli bicimde hesaplayabilir miyiz? Iki sorunun da yamit1 satir islemlerinde sakl:
elemanter matrisler ve ters hesabu.
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6. Elemanter Matrisler ve Ters Hesabi

Elemanter satir islemleri simdiye kadar “matris iizerinde yapilan hamleler” olarak kaldi. Bu bolimde
her hamlenin aslinda uygun bir matrisle soldan ¢arpmak oldugunu gérecegiz. Bu tek gozlem, satir
islemlerini matris cebirinin i¢ine tasir ve arkasindan iki bityiik sonug gelir: bir matrisin ne zaman regiiler
oldugunun o6lciitii ve tersini hesaplayan sistemli yontem.

6.1 Elemanter Satir Matrisleri

Tanim 6.1 (Elemanter Satir Matrisi). [, K-birim matrisine yalmz bir tane elemanter satir islemi
uygulanarak elde edilen m-inci mertebeden kare K-matrise elemanter satir matrisi denir ve E ile
gosterilir:

A A

e(l,) = E, e (I,) =: B, es(I,) =: Ej, es(I,) = Ey

m m

Bundan sonra “elemanter matris” dendiginde elemanter satir matrisi anlagilacaktir.

15 tzerinde ¢ iglemin kargilig:

) 100
ey:Ry<Ry=E, =001
010
A 100
eyt Ry — —6Ry=>E,=[01 0
00 —6
A 100
e3: Ry — 3R, + Ry=>Ey=|-310
001

6.2 Satir islemi Bir Carpimdir

Teorem 6.1 (Elemanter Islem Elemanter Matrisle Carpimdir). e herhangi bir elemanter satir islemi,
E = e(1,,) buna karsilik gelen elemanter satir matrisi ve A bir A, ) K-matris olsun. O halde

e(A) = EA

ispat.
Ispatin tamamu, carpumin satirlarina iliskin su kurala dayanir: EA matrisinin i-inci satiri, (E 'nin i-inci
satiry) - A carpimina esittir. Ayrica I, A = A’dir.
1.e =e; (R; & R;). By ini-inci satiry, I, ’nin j-inci satindir. Dolayisiyla
E, A nm i -inci satirn = (I, min j -inci satir1 ) A

= ([,,A) 'min j -inci satir1 = A 'min  j -inci satir

Bu ise tam olarak e (A) 'nin i-inci satiridir. Ayni hesap j-inci satir igin, ve t # i, j olan biitiin t satirlan
icin (o satirlarda E ile I, cakistigindan) tekrarlanir. Biitiin satirlar cakistifindan e, (A) = E, A’dw.
2.e=-¢ey, (R; > kR, k # 0g). E, nini-inci satir, I,,, 'nin i-inci satinmin k katidir:

EyA’nmn i -inci satin = k ( I,, 'nin ¢ -inci satin ) A=k (A 'mmn i -inci satin )
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38 Boliim 6. Elemanter Matrisler ve Ters Hesab1

Diger satirlar degismez; sonug e, (A) dir.
3. e=e3 (R, > kR;+ R;). Ej’in i-inci satiri, I,,,’nin j-inci satinmin k kati ile i-inci satirinin
toplamidir:

E;A 'nmin i -inci satir1 = k ( A ’'nin j -inci satir ) + ( A ’'nin i -inci satir )

Bu da e5(A) 'min i-inci satinidir; diger satirlar degismez.
|

Teorem 6.2 (Elemanter Matrisler Regiilerdir). Elemanter satir matrisleri regiilerdir ve elemanter satir
matrislerinin tersleri de elemanter satir matrisleridir.

ispat.
Her elemanter islemin, ayni tiirden bir elemanter islemle geri alinabildigini kullanacagiz.
1.eq : R; < R;. Aym yer degistirme iki kez uygulanirsa matris degismez:

I,=e ( El ) = 61(Im)E1 = ElEl

Demek ki E| kendi tersidir.
2.e5: R; > kR, (k # Og). Bunun geri alimsi ey : R; — +R;dir; K bir cisim oldugundan k= €
K\ {0g}'dir. B} = e5(1,,,) olmak iizere

A A

Im:eé(E2):E§E2, I, 262(E§):E2E§

m

yani $_2’$, E’Q ‘nin tersidir ve kendisi de elemanterdir. o o

3.e3: R, - kR; + R,. Geri amsi ey : R, — —kR; + R, dir ve ayni hesapla E3Ey = Esby = I,
bulunur.

| ]

I; iizerinde somut olarak: R, <> R, matrisinin tersi kendisidir; Ry — 3R matrisinin tersi R — 2R;
matrisidir; R, — 5R3 4+ R, matrisinin tersi R, — —5R3; + R, matrisidir.

Satir Esdegerligin Cebirsel Karsilig:

Teorem 6.3 (Satir Esdegerlik ve Regiiler Carpan). A, ,y ve B, ,,) K-matrisler olsun. A’nin B’ye

satir esdeger olmas icin gerek ve yeter kosul, bir takim elemanter satir matrislerinin ¢arpimi olan regiiler bir
P matrisiyle

B=PA
yazilabilmesidir.

ispat.
Gereklik. A" B olsun; A’y1 B’ye doniistiiren elemanter satir islemleri sirastyla eV), e@ ... e® olsun:

P ( ( e2) (e(1>(A) )) ): B
Her adimda énceki teoremi uygularsak, B = e () olmak iizere
E@. . E@QELA =B

elde edilir; ara adimlarda matris carprminin asosyatifligi kullanimistr. P = E®)...E() dersek PA = B

olur. Elemanter matrisler regiiler ve regiiler matrislerin carpimi regiiler oldugundan P regiilerdir ve tanimi
geregi elemanter matrislerin ¢arpimi bigimindedir.

Yeterlik. B = ( EW..E@ EO) ) A olacak bicimde elemanter matrisler var olsun. Asosyatiflikle

B=E® ( ( E® ( EDA )) - ) — e ( ( e ( e (A) )) )

yazilir; yani B, A’dan sonlu sayida elemanter satir islemiyle elde edilmistir: A ' B.
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6.5

6.3 Satir Esdegerligin Cebirsel Kargilig1 39

Regiilerligin Olciitii

Teorem 6.4 (Regiilerlik Olciitii). Bir A n) K-matrisinin regiiler olmasi icin gerek ve yeter kosul

AT,
olmasidir.
ispat
Yeterlik. A I, olsun. Onceki teoreme gére PA = I, olacak regiiler bir P vardir. O halde

A=1,A=(PP)A=Pi(PA) = P, = P
P regiiler oldugundan P~ de regiilerdir; yani A = P~ regiilerdir ve
A7l = ( P‘l)_1 =P

Gereklik. A regiller olsun. O halde A # O, ,, dir ve szflr matristen farkly her matris bir tek satir indir-
genmis merdiven matrise satir esdeger oldugundan A *C" B olacak bir B vardir. Onceki teoremden B =
P A bigimindedir; iki regiiler matrisin ¢arpimi regiiler oldugundan B regiilerdir.

Simdi B = I, oldugunu gosterelim. B # I, olsaydi, B satir indirgenmis bir merdiven matris oldugundan
son satiri tamamen Oy 'lardan ibaret olurdu. B regiiler oldugundan B~1 vardir ve

BB~ matrisinin son satir1 = ( B 'nin son satir1 ) B~ = (0 - Og)

satir

olurdu. Oysa BB~ = I, ’nin son satininda 1, # 0y bulunur — celiski. Demek ki B = I, yani A"~
1, dir
]

Q 1spattan cikan {i¢ sonug

1. n-inci mertebeden kare matrisleri¢cin AB = I,, <> BA = I,,’dir; dolayisiyla AB = I,, ise dogrudan
B = A7! (ve A = B7!) denebilir — iki siray1 da denetlemeye gerek yoktur.

2. A~! matrisi, A’y1 I,,’e doniistiiren elemanter satir matrislerinin ¢arpimidur.

3. Herhangi bir satir1 veya herhangi bir siitunu tamamen 0z ’lardan olusan bir kare matrisin tersi
yoktur, ¢ciinkil béyle bir matris I,,’e satir esdeger olamaz. Daha genel olarak, A regiiler degilse bir
satir1 tamamen 0z ’lardan olusan bir matrise satir esdegerdir.

Blok Matrisler

Yatay ve diisey cizgiler kullanarak bir 4 ,,, ,,) K-matrisi blok ad1 verilen alt matrislere ayrilabilir; bloklara
ayrilmis bir matrise blok matris denir. Ayni matris farkli bicimlerde bloklara ayrilabilir:

1-201 3 1 -2|01 1 —-201 3
2 3 57 -2 2357 =12 3 5|7 -2
3145 9 3 145 9 3 1 4|5 9
Bloklarla islemler, bilesenlerle islemlerin birebir kopyasidir. A = (4;;) blok matrisi ve k € K i¢in kA =

(kA;;)dir. A = (A;;) ile B = (B;;) aynu tipte bloklara ayrilmigsa A + B = (A;; + B;;)’dir. U = (Uy,)
ve V = (V) blok matrislerinde U;;, blokunun siitun sayisi V}; blokunun satir sayisina esitse

ip 'pj

olur — yani bloklar sanki birer bilesenmis gibi ¢arpilir.
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6.6 Tersin Hesaplanmasi

Teorem 6.5 (Gauss-Jordan Yontemiyle Ters). A, ., regiiler bir K-matris olmak iizere, n X 2n tipin-
deki blok matris icin

(AL )R (L, |P)=P=A"

ispat.
AT YS (1 |P olsun; yani
(AlL,)~ (I,|P) y

e(p)(u-(e(l)((A|In)))~-~>:(ln|P)

olacak elemanter satir islemleri vardir. Satir islemleri iki bloka da ayni anda uygulandigindan bu tek
esitlik iki esitlige ayrilir:

e ( ( eM(A) ) ) =1, e(®) ( ( eM(I,) ) ) -p

EW = e0)(1 ) dersek bunlar

A

EW..EWA—T EP.EO, — BW..BD = p

n’

bicimini alir. Birincisinden A~ = E®)...EW) ikincisinden ise bu carpimuin P oldugu okunur; dolayisiyla
A~ = Pdir.
|

1 2
Ornek 6.1 (Bir Tersin Hesaplanmasi). A = (2 -1 3) R-matrisinin tersini bulunuz.
4 8

Coziim.
( Al ) blok matrisini yazip sol bloku I3 yapmaya calisalim:

10 20100\ f22mt /10 2[1 00
(2—13010)3 ~ 3(0—1—1—210)

41 8/001 01 0[-401
S (102 1 0 o) . (10 211 0 0)
~ 0112 —-10 ~ 01 12 —-10
010/—4 0 1 00 —-1|—-6 1 1

Ry——R3+R.
100\ fiet 100
2-10 ~ 010
6 001

Sol blok I5 olduguna gére sag blok aranan terstir:

—11 2 2
—4 0 1
6 —1 -1

—11 2 2
Atl=] -4 0 1
6 —1 -1

Saglama olarak AA~1’in birinci satirin1 hesaplayalim: (1 0 2) satir1 ile sirastyla siitunlar carpildiginda
—11412=1,2—2=0,2—2 = 0 bulunur.

|
. 1 0 3
Ornek 6.2 (Singiiler Bir Matris). A = | 2 -1 0 | matrisinin singiiler oldugunu gosteriniz.
-1 2 9
Coziim.
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6.6 Tersin Hesaplanmasi 41

Regiilerlik ol¢iitii geregi A'nin satir kanonik seklinin 5 olup olmadigina bakmak

yeterlidir:
R,——2R;+R,
A (10 3 Y o (103) 1, (103
0 2 12 0212 000

Elde edilen B matrisi, A’nlq satir indirgenmis merdiven seklidir ve B # I5’tiir. Satir kanonik sekil tek
tiirlii belirli oldugundan A S 15 olamaz; dolayisiyla A singiilerdir.
|

6.7 Alistirma

Aligtirma 6.1 (Ters Hesab1 ve Regiilerlik).

a) -1 2 -3
A= 2 1 0 | matrisinin tersini bulunuz.
4 -2 5

b) 21 -1
B =02 1 | matrisinin tersini bulunuz.
52 -3

c) Bir A, ,,) matrisinin tersinin olmasi icin gerek ve yeter kosulun, A’nin bir takim elemanter satir
matrislerinin ¢arpimi biciminde yazilabilmesi oldugunu gésteriniz.

Coziim.

a) ( Al ) tizerinde ¢alisalim. Once birinci satir1 —1 ile carparak koseye 1 getirelim:

-1 2 -3|{100 1-23/—-100
R,——R;

2 1 0010 ~ 21 0/0 10

4 -2 5|001 4-25/0 01

Birinci siitunun altin1 temizleyelim:

Ry——2R,+R
Ry——4Ry 4R, 1—231-10
~ 0 5 —6|2 1
0

0 6 —7|4

0 5 —6|2

Rg——Ry+Rj 1—2 3 -1 (1)
01 —-1/2 -1

Ugiincii satirda 1 belirdigine gore onu ikinci siraya alalim:

pon (1-23]|-1 00
X% lo 1 —-1]2 —-11
05 —6/2 10

Ry——5Ry+Ry 1—=23/-10 0
~ 01 —-1{2 -1 1

0 0 —-1|—8 6 —5

o (1—23]-100
o1 =112 —11
00 18 —65

Ry;—R3+R
Rli_—}?»léisﬂ%ll 1 —-20|-25 18 —15
~ 0 1 0[/10 -7 6
0 01 8 —6 5

Son olarak ikinci stitunu temizleyelim:
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R,—2R,+R, 100/—5 4 -3
~ 01010 -7 6
0018 —6 5
Demek ki
-5 4 -3
Al=|10 -7 6
8 —6 5

Saglama: AA~1’in birinci satir1 (5+20-24 —4-14+18 3+12-15) = (1 0 0).
b) Ayni yéntemi uygulayalim:

1 _1]1
21 —1/100\ p .p (15 5300
02 1010 ~ 02 1]010
52 -3/001 52 —-3/001
1 111
Ry——5R;+R; é ; 12 (2) (1) 8
04 —4|-3 01
1 _ 111
Ry—1R, L 2 22 (1) 0
1 _1|_5
0—2 —3|—201
11 1|1 1_1)1
R3;—1R,+R, 2 22 ? R;——4R, L3 22 ? 0
00 —1]-511 00 1{10—1 —4
Uciincii siittunu temizleyelim:
R,——1R3+R, 1 11 1
e PR A
001410 —1 —4
me (070 51
001{10 —1 —4
Yani
8§ —1 -3
Bl=|-51 2
10 —1 —4

Saglama: BB~ Vin birinci satir1 (16-5-10 —2+1+1 —6+2+4) = (1 0 0).
c) Gereklik. A regiiler olsun. Regiilerlik 6l¢iitiine gére A S 1,,’dir; dolayisiyla elemanter matrislerin
carpimi olan bir P ile PA = I, yazilir. Buradan

A=p!
bulunur. P = E®)...E() jse carpimin tersi kuraliyla
A=p1= ( E(l))fl... ( E(p))fl

olur. Elemanter matrislerin tersleri de elemanter oldugundan A, elemanter matrislerin bir ¢carpimidir.
Yeterlik. A = EVE®)...E®) olsun. Her elemanter matris regiilerdir ve regiiler matrislerin carpimi
regiilerdir; nitekim
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6.7 Alistirma 43

A1 = ( E(p))—l... (E(l))—l

matrisi A’nin tersidir. Demek ki A’nin tersi vardir.
||

Matris makinesi hazir. Simdi onu asil isinde kullanacagiz: bilinmeyenleri bulmak. Siradaki béliimde lineer
denklemleri ve sistemlerini kurup ¢6ziim kiimesinin yapisini inceliyoruz: lineer denklemler ve sistemleri.
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7.1

7. Lineer Denklemler ve Sistemleri

Lineer cebirin ¢ikis noktasi, adin1 da veren nesnedir: bilinmeyenlerin yalmzca birinci kuvvetleriyle
gorindigu denklemler. Bu bélimde 6nce tek bir lineer denklemin ne zaman ¢6zildiigini, ardindan
bir denklem sisteminin ¢6ziim kiimesinin nasil bir yap1 tasidigini inceliyoruz. Cikacak sonug sasirtici
derecede diizenlidir: bir sistemin biitiin ¢oztimleri, tek bir ¢6ziimiin etrafina dizilmis olarak bulunur.

Lineer Denklem

Tanim 7.1 (Lineer Denklem). K komutatif bir cisim olsun. z; (i = 1, ..., n) bilinmeyenler (degisken-
ler), a, € K ve b € K olmak tizere

a1y + ayTy + - +a,z, =0 (1)

ifadesine K cismi tizerinde n bilinmeyenli bir lineer denklem denir. a,’ye x,; degiskeninin katsayisi,
b’ye denklemin sabit terimi denir.
x, yerine k; € K konuldugunda

alkl + a2k2 + ce + ank:n = b
oluyorsa, ; = kq, ..., z,, = k,,’ye (1) denkleminin bir ¢6ziimii denir ve bu ¢6ziim
u=(ky,kg,...., k)

biciminde gosterilir.

Ornek 7.1 (Bir n-li Coéziim mii?). K =R iizerinde z; + 2z, — 475 + 7, = 3 denklemi i¢in u =
(3,2,1,0) ve v = (1,2,4,5) dortlilerini sinayiniz.

Cozim.

u icin bilinmeyenlerin yerine sirayla 3,2, 1, 0 koyalim:
3+2-2—-4-14+0=3+4—-4=3

Esitlik saglandigindan u bir ¢6ziimdiir. v igin ise

142-2—4-445=14+4—-16+5=—6+3

oldugundan v bir ¢6ziim degildir.
|

Tek bir lineer denklemin ¢6ziimleri ti¢ duruma ayrilir.
1. Katsayilardan en az biri sifirdan farkli. Diyelim a; # 0 olsun. K bir cisim oldugundan a7 vardir
ve denklem

— a1 —1 -1
Ty =a] b—aj ayxy —--—aj a,x,

biciminde yazilabilir. x,, ..., z,, bilinmeyenlerine keyfi degerler verilerek x; icin bir deger bulunur; bu
degerlerin tiimii birlikte bir ¢6ziim olusturur. Ayrica denklemin her ¢6ziimii bu bicimde elde edilir. Ozel
olarak tek bilinmeyenli az = b (a # 0 ) denkleminin tek ¢éziimii z = a~b’dir.

2. Biitiin katsayilar sifir, sabit terim sifirdan farkli. Denklem

OK.’El-i-'-'-I-OK.’En:b, b?éOK

bicimindedir ve sol taraf hangi degerler i¢in de olsa 0 oldugundan ¢6ziimii yoktur.
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3. Biitiin katsayilar ve sabit terim sifir. Bu durumda her (kq, ..., k,,) n-lisi denklemi saglar; ¢oziim
kiimesi K™’in tamamudir.

Ornek 7.2 (Tek Denklemin Céziimleri). K = R iizerinde 2z, — 4z, + 25 = 8 denkleminin ¢6ziim-
lerini betimleyiniz ve bir 6rnek veriniz.

Cozim.
z,’in katsayis1 2 # 0 oldugundan denklem z, i¢in ¢oziilebilir:

1
2:171:8+4x2—x3=>x1:4+2x2—§m3

Z, ve x3’e herhangi bir deger verildiginde z,’in degeri belirlenir ve {i¢ deger birlikte bir ¢6ziim
olusturur. Ornegin z, = 3, 5 = 2 alalm:

1
x1=4+2~3—§~2=4—|—6—1=9

Yani (9, 3, 2) denklemin bir ¢ziimiidiir.
|

Lineer Denklem Sistemleri

Tanim 7.2 (Lineer Denklem Sistemi). K komutatif bir cisim, a;;,b; € K (i =1,....,m;j=1,...,n)

olmak tizere z, ..., z,, bilinmeyenlerinden olusan m tane lineer denklemin olusturdugu
a11%1 + A1o%y + -0+ 01, T, = by
Ag1T1 + ATy + -+ + A9, T, = by
1 T1 + Oy + o+ Ay, T, = bm

topluluguna n bilinmeyenli m denklemli bir lineer denklem sistemi denir.
by, by, ..., b, nin hepsi birden 0g degilse sisteme homojen olmayan, hepsi 0 ise homojen lineer
denklem sistemi denir.

u = (ky, ..., k,) n-lisi (2) sistemindeki denklemlerin her birini sagliyorsa u’ya sistemin bir (6zel) ¢ozii-
mii denir. Biitiin 6zel ¢6ztimlerin olusturdugu kiimeye sistemin ¢éziim kiimesi (veya genel ¢oziimii)
denir.

(2) sistemindeki sabit terimlerin yerine 0 konulmasiyla elde edilen

a1+ 9%y + -+ 0,2, = 0
1T+ QT + o0+ Qo Ty = OK

sistemine, (2) ile ilgili homojen sistem denir.

1 Homojen sistem hicbir zaman ¢oziimsiiz degildir

(3) sisteminin en az bir ¢oziimii daima vardir: (O, Oy, ..., 0 ) n-lisi biitiin denklemleri saglar. Bu
¢oziime sifir ¢oziim veya triviyal ¢6ziim denir. Bir homojen sistemin sifir ¢6ztimden farkl ¢6ztim-
leri varsa bunlara triviyal olmayan ¢éziimler denir. Homojen sistemlerde asil soru “¢oziim var mi?”
degil, “sifirdan baska ¢éziim var m1?” sorusudur.

Katsayilar Matrisi ve Genisletilmis Matris

Tanim 7.3 (Katsayilar Matrisi). (2) sistemindeki bilinmeyenlerin katsayilariyla olusturulan
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7.3 Katsayilar Matrisi ve Genigletilmis Matris

47

aj; Qr2 o G1n
A= | Qa1 @22 v Gop
Am1 Qo " Gy

(m,n)

matrisine sistemin katsayilar matrisi denir.

Tanim 7.4 (Genisletilmis Matris). Katsayilar matrisine sabit terimlerin bir siitun olarak eklenmesiyle

elde edilen
apy G v Gy | by
a Aoy - @ b
( Alb ) _ 21 G22 2n | 02
Am1 Amo 7 Qg bm (m,n+1)

matrisine sistemin genisletilmis matrisi denir.

Genisletilmis matris, sistemin biitiin bilgisini tasiyan tek nesnedir: bilinmeyenlerin adlar1 unutulup
yalnizca sayilarla calisilabilir. Sonraki bolimlerde ¢oziim yontemleri tam olarak bu matris tizerinde

yuritillecektir.

Coziim Kiimesinin Yapisi

Teorem 7.1 (Genel Céziimiin Yapisi). wu, (2) homojen olmayan sisteminin bir ézel ¢oziimii ve W da (2)
ile ilgili (3) homojen sisteminin genel ¢éziimii olsun. Bu takdirde (2) sisteminin U genel ¢oziimii

U=u+W={ut+w:weW}
kiimesidir.
ispat.

Teoremin hipotezi geregi U # @ dir. Iki kapsamayr ayri ayri gosterecegiz.
u+W CU. u=(uy,...,u,), (2) nin bir ¢bziimii oldugundan

iUy + Gty + o + 4, = b, (i=1,.
w = (Wy, ..., w,,) € W alalim; w, (3)’iin bir ¢éziimii oldugundan
Qi Wy + GpWy + - + A w, = O (i=1,..

(4) ve (5) taraf tarafa toplamir ve dagilma ozelligi kullanilirsa

a;1(ug +wy) + ap(ug +ws) + -+ + a;, (v, +w,) =b;, + 0 =b;

bulunur. Demek kiu + w = (uy + wy, ..., u,, + w,,) de (2) nin bir ¢oziimiidiir; her w € W i¢in bu dogru
oldugundanu + W C U ’dur.
UCu+W.v=(vy,...,v,) € U keyfi bir ¢oziim olsun:

a;1V1 + QyoVg + 0+ Ay, v, = b, (i=1,..,m)
v’yi u’nun etrafinda yazalim:
v=(up+ (U —Up)s ey Uy + (U, —Uy) ) =ut (v —u)
Simdiv—u = (v, — Uy, ..., v, — u,) n-lisinin (3) i sagladigini gorelim. Her i igin

a1 (vy —uy) + 0+ i (U — uy) = (@301 + 0+ a0y )
- ( AUy + ot Gy Uy, )
=b,—b,=0g
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Burada K 'nin komutatif bir halka olmasindan gelen —(ab) = a(—b) ve —(¢; + - +¢,,) = (—¢;) +
-+ (—c,,) kurallari kullanilmistir. Demek kiv —u € W vev = u + (v —u) € u+ W'dir

Iki kapsama birlikte U = u + W verir.

|

© Teoremin okunusu

Homojen olmayan bir sistemin ¢6ziim kiimesi, ilgili homojen sistemin ¢6ziim kiimesinin bir vektor
kadar kaydirilmis halidir. Bunun iki pratik sonucu var: bir sistemin bitin ¢6ziimlerini bulmak
icin tek bir 6zel ¢6ztim ile homojen sistemin genel ¢6ziimiinii bilmek yeterlidir; ve bir sistemin tek
¢oziimii olmasy, ilgili homojen sistemin sifir ¢6ztimden baska ¢6ziimiiniin olmamasi demektir.

Alistirma

Alistirma 7.1 (Denklemler ve Coziim Kiimeleri).

a) K = Rizerinde 3z; — 24 + 2z4 = 5 denkleminin biitiin ¢éziimlerini betimleyiniz ve iki farkl ¢6ziim
yaziniz.

b) x + y + z = 6 denkleminin bir 6zel ¢dziimiiniin (1, 2, 3) oldugunu dogrulayiniz; ilgili homojen denk-
lemin genel ¢6ztimiini bulup denklemin genel ¢6ziimiint v + W bi¢iminde yaziniz.

¢) Homojen olmayan bir sistemin iki farkli ¢6ziimi varsa, sonsuz ¢oklukta ¢dziimii oldugunu gosteriniz.
(Burada K sonsuz bir cisim, 6rnegin R, alinsin.)

Cozim.
a) z,’in katsayis1 3 # 0 oldugundan denklem z; icin ¢oziilir:

5+$2—2$3

3z, =5+, — 223 =1, = 3

Z, = a, x5 = b serbest birakilirsa ¢6ziim kiimesi

{(HGT%,a,b) :a,bER}

olur.a=1,b=01i¢in (2,1,0); a =0, b =1 i¢in (1,0,1) ¢oziimleri elde edilir. Saglama: 3-2 — 1 +
0=5ve3-1-04+2=05.

b) Dogrudan yerine koyalim: 1 + 2 + 3 = 6 oldugundan u = (1, 2, 3) bir ¢6ziimdiir.

Mlgili homojen denklem z + y + 2z = 0’dir. Buradan = —y — z olur; y = a, z = b serbest birakilirsa

Wz{ (—a—b,a,b):a,bER}
Genel ¢oziim, teoremin verdigi bicimde
Uzu—i—Wz{ (1—a—b,2+a,3+b):a,bER}
olur. Bilesenler toplandiginda 1 —a — b+ 2+ a + 3 + b = 6 ¢ikmasi, kiimenin gercekten ¢oziimler-
den olustugunu dogrular.
¢) Sistemin u = v gibi iki ¢6ziimi olsun. Teoremin ispatindaki hesabin aynisiyla w = v — u farku ilgili

homojen sistemin bir ¢éziimidiir ve v # v oldugundan w # (0, ..., 0)’dur.
Simdi herhangi bir ¢ € R i¢in tw’nin de homojen sistemi sagladigin gorelim: i-inci denklemde

ag (twy) + - + @z (twy,) =t (@qwy + -+ aw, )=t-0=0

Demek ki tw € W’dir ve teoreme gore u + tw sistemin bir ¢6ziimidir. w # 0 oldugundan w’nin
sifirdan farkl bir w; bileseni vardur; farkli ¢ degerleri u + tw ¢6ziimiiniin j-inci bilesenini farkli yapar.
R sonsuz oldugundan bdylece sonsuz ¢oklukta farkli ¢6ziim elde edilir.
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Bunun tersi de aym akil yiriitmeyle goriliir: bir sistemin ¢6ziim sayisi ya sifirdir, ya birdir, ya da
sonsuzdur — “tam olarak iki ¢6ziim” diye bir durum yoktur.
|

Cozum kiimesinin yapisin biliyoruz ama hentiz onu bulacak bir yontemimiz yok. Siradaki adim, sistemi
¢oziim kiimesini bozmadan sadelestirmektir: esdeger sistemler ve merdiven sekli.
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8.1

8.2

8. Esdeger Sistemler ve Merdiven Sekli

Bir denklem sistemini ¢6zmenin klasik yolu, denklemleri birbirinden ¢ikarip bilinmeyenleri teker teker
yok etmektir. Bu béliimde o hamlenin neden mesru oldugunu — yani ¢6ziim kiimesini neden bozmadigini
— kanitlayacak ve sistemi olabildigince yalin bir bicime, merdiven sekline getirecegiz. Bu bicime ulagil-
diginda ¢oztiimiin varligy ve tekligi tek bir sayiya bakarak okunur.

Denklemlerin Lineer Birlesimleri

Teorem 8.1 (Denklemlerin Lineer Birlesimi). (2) lineer denklem sistemindeki 1-inci denklemi ¢, €
K ile, 2-inci denklemic, € K ile, ..., m-inci denklemic,, € K ile carpip taraf tarafa toplayarak elde edilen

( €011 + Tt CrpOpyy ) Tyt + ( €101y + o+ Crplpyy ) 2
P ®)

denklemi, (2) sisteminin her ¢oziimii tarafindan saglanr.

ispat.
w = (U, ..., Uy,), (2) sisteminin bir ¢oziimii olsun. O halde heri =1, ..., m igin

@ity + Gty + -+ iUy, = b;
(8) denkleminin sol tarafinda x; yerine u; koyup terimleri satirlara gore gruplayalim:
( C1a11 + -+ Cplpy ) Uy + ot ( C1a1y, + o+ Cplpyy, ) Up

= Cl( AUy + o+ AUy, ) + ot Cm( Q1 Uy + ot G Uy )

by b

= clbl +oe cmbm

Bu ise (8)’in sag tarafidir; yani u, (8) denklemini saglar. Ara adimda yalnizca K *de ¢carpmanin toplama
iizerine dagilmasi ve toplamanin komutatifligi kullanilmigtir.
|

Tanim 8.1 (Esdeger Sistemler). Coziim kiimeleri ayni olan iki lineer denklem sistemine esdeger (denk)
sistemler denir.

Yok Etme Adimi Coziim Kiimesini Degistirmez

Teorem 8.2 (Yok Etme Adimi). (2) sistemindeki i-inci denklemi L, ile gésterelim (i > 1) ve a; # O
olsun. (2) sistemindeki L; denklemi yerine

—a; Ly +ay, Ly
denklemini koymakla elde edilen sistem, (2) sistemiyle esdegerdir.

Ispat.

Yeni sistemi (x) ile gosterelim; (%), L, denklemini aynen tasir ve L, yerine L, = —a;; L, + a;,L;
denklemini icerir; diger denklemler degismemistir.

(2)’nin her ¢éziimii (x)’1 saglar. L, denklemi, (2) nin denklemlerinin bir lineer birlesimidir (L, igin
katsay1 —a,;,, L; i¢in ay,, digerleri i¢in Qg ). Bir onceki teoreme gére (2) ’nin her ¢oziimii bu birlesimi
saglar. Degismeyen denklemler zaten saglanir.
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(%) ’in her ¢oziimii (2)’yi saglar. a;; # 0y ve K bir cisim oldugundan ajj vardir. L, tanimindan
apL; = L+ a; Ly, = L; = ay; L + ayj a; Ly

yazilir; yani L, denklemi, (x) sistemindeki L} ve L, denklemlerinin bir lineer birlesimidir. Yine onceki
teoreme gére (%) ‘in her ¢oziimii L, *yi saglar; diger denklemler ortak oldugundan () ‘in her ¢éziimii (2) ‘nin
de ¢oziimiidiir.

Iki kapsama birlikte ¢oziim kiimelerinin esit oldugunu verir.

|

1 Ug pratik uyar1

1. Teoremdeki a,; # 0g varsayimi bir kisitlama degildir: denklemlerin yerleri degistirilerek bu daima
saglanabilir ve yer degistirmeyle elde edilen sistem — her denklem digerinin bir lineer birlegimi
oldugundan — asil sistemle esdegerdir.

2. Elde edilen sistem Opez; + -+ + O,, = b (b # 04 ) denklemini igeriyorsa, bu denklemin ¢6ziimi
olmadigindan sistemin ¢oziimii yoktur.

3.Elde edilen sistem O gz, + --- + O x,, = 0 denklemini iceriyorsa, bu denklem her n-li tarafindan
saglandigindan sistemden atilabilir.

Merdiven Sekli
Yok etme adimi tekrar tekrar uygulanarak (2) sistemi, 1 = j; < jo < -+ < j,. ve

ayy #0gs  ag;, # 0k, -y @, #F0g
olmak tizere

(121 + 19T + -+ a1, T, = by

A5, Tj, + 25, 418,11 F o F ATy = by

Upj Tj + @y 11T 11+ + T, = b,
sistemine gegirilebilir. Onceki teoremden (2) ile (9) esdegerdir.

Tanim 8.2 (Merdiven Sekli). (9) sistemine (2) sisteminin bir merdiven sekli denir.

Tanim 8.3 (Serbest Degiskenler). (9) merdiven seklindeki
T, (i#17j2)"'7j7‘)

bilinmeyenlerine, yani hi¢bir denklemin basinda gériinmeyen bilinmeyenlere serbest degiskenler denir.

© Matris diliyle ayni sey

(9) sisteminin genisletilmis matrisi, (2) sisteminin genisletilmis matrisinin bir merdiven seklidir. Yani
denklemler {izerinde yapilan yok etme adimlari, genisletilmis matris iizerinde yapilan elemanter satir
islemlerinden bagka bir sey degildir. Uygulamada hesap her zaman matris iizerinde ytritilir.

(9) sisteminde r < n’dir: her denklem bir éncekinden daha ileri bir siitunda bagladigindan denklem sayis1
bilinmeyen sayisin1 asamaz. Bagka bir deyisle herhangi bir lineer denklem sistemi, denklem sayis1
bilinmeyen sayisindan kiiciik veya ona esit olan bir sisteme esdegerdir.
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Coziimiin Varlig: ve Tekligi

Teorem 8.3 (Merdiven Seklinde Céziim). (9) merdiven seklindeki sistemde:

1. r = n ise, yani denklem sayisi bilinmeyen sayisina esitse, sistemin ¢oziimii vardir ve bu ¢oziim tektir.
2. r < nise,n — r tane serbest degiskene keyfi degerler vererek sistemin bir ¢éziimii bulunabilir; bu durumda
sistemin birden fazla ¢oziimii vardir.

ispat.
1.7 = nolsun. Siitun numaralan 1 = j; < jy < -+ < j,, < n kesin arttigindan zorunlu olarak j; = i dir;
yani sistem ii¢gen bicimindedir ve i-inci denklem x; ile baslar. Son denklem

Applp = bn’ Apn 7& OK

bigimindedir ve tek ¢oziimii x,, = a,,}b,, 'dir. Bu deger bir iistteki denkleme tasinirsa o denklem yalniz
x,,_1 bilinmeyenli birinci dereceden bir denkleme iner ve yine tek bicimde ¢oziliir. Asagidan yukar: dogru
ilerlenerek x,,, x,,_1, ..., ¢, degerlerinin her biri tek tiirlii belirlenir.

2. r < n olsun. Serbest degiskenlere K 'den keyfi degerler atayalim. Bu degerler yerine kondugunda (9)
sistemi, &1, %; , ..., x; bilinmeyenlerinden olusan ve birinci durumdaki gibi ii¢gen bi¢imde olan r denk-
lemli bir sisteme doniisiir; yukaridaki gibi asagidan yukari ¢oziilerek bu bilinmeyenlerin degerleri bulunur.
Serbest degiskenlere verilen her farkli deger ailesi bir ¢oziim iirettifinden ve serbest degisken sayisi n —
r > 1 oldugundan sistemin birden fazla ¢o6ziimii vardir.

|

Bu teoremden c¢ikan ii¢ okuma:

1. (9) sisteminin ve dolayisiyla ona esdeger olan (2) sisteminin en az bir ¢oziimii vardir — merdiven
sekline inildiyse ve icinde Oz = b # 0y tiiri bir denklem kalmaduysa.

2. Merdiven seklinde r < n ise serbest degiskenlere miimkiin olan her deger verilebilir; ¢6ziim sayist
birden fazladur.

3. Bir sistemin tek ¢oziimiiniin olmasi, genel ¢oziimiin yapisi geregi, ilgili homojen sistemin sifir ¢oziim-
den bagka ¢6ziimiiniin olmamasi1 durumunda ortaya ¢ikar.

Homojen Sistemler

Teorem 8.4 (Homojen Sistemlerde Triviyal Olmayan Céziim). K komutatif bir cisim ve a;; € K
olmak iizere (3) homojen sisteminin bir merdiven sekli r denklemli olsun.

1. r = n ise homojen sistemin sifir ¢oziimden baska ¢oziimii yoktur.
2. r < n ise homojen sistemin sifir ¢oziimden farkly bir ¢oziimii vardir.

Ispat.

Homojen bir sistemde biitiin sabit terimler 0y oldugundan, yok etme adimlar: sabit terimleri Oy olarak
birakir: merdiven sekli de homojendir.

1. r =n ise bir onceki teoremin birinci maddesine gore ¢oziim tektir. Sifir ¢oziim daima bir ¢oziim
oldugundan, tek olan ¢éziim sifir ¢oziimdiir.

2.7 < n ise en az bir serbest degisken vardir. Bu serbest degiskenlerden birine 1 # Oy, digerlerine 0
degerini verelim; teoremin ikinci maddesine gore bu atama bir ¢oziim iiretir. Elde edilen n-linin o serbest
degiskene karsilik gelen bileseni 1, # 0y oldugundan ¢bziim sifir ¢éziim degildir.

|
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© Denklemden cok bilinmeyen varsa

Bilinmeyen sayist denklem sayisindan biiyitk olan bir homojen lineer denklem sisteminin sifir
¢oziimden farkli bir ¢6ztimii vardir. Ger¢ekten merdiven seklindeki denklem sayisi 7, baglangictaki
denklem sayis1 m’yi asamaz; m < n ise 7 < m < n olur ve teoremin ikinci maddesi uygulanir. Bu
kiigiik gozlem, ilerideki lineer bagimsizlik ve boyut teoremlerinin belkemigidir.

Alistirma

Aligtirma 8.1 (Esdegerlik ve Merdiven Sekli).

a) z; + 2x9 — x5 = 3; 22 + by + T4 = 8 sisteminin bir merdiven seklini bulunuz, serbest degiskenleri

belirleyip ¢6ztim kiimesini yaziniz.

b) Asagidaki homojen sistemlerin sifir ¢6ziimden farkli ¢oziimiinin olup olmadigini, tek bir hesap

o
~

yapmadan gerekgelendiriniz:

(i) z —2zx9+3z3—22,=0

3z, —Tzyg — 225+ 42, =0
4z, + 3zy + 525 + 22, =0 (ii) @ +2x5—3x3=0

2z + 5z + 223 =0

3z, — Ty —4z3 =0

Iki lineer denklem sisteminin genisletilmis matrisleri satir esdeger ise sistemlerin esdeger oldugunu
gosteriniz.

Cozim.
a) fkinci denklemden birincinin iki katini ¢ikaralim, yani L, — —2L; + L, uygulayalim:
T, + 22y — T3 =3
Ty + 3x3 =2
Bu bir merdiven seklidir: j; =1 < j, = 2 ve r = 2, n = 3’tlir. Serbest degisken sayis1 n — r = 1’dir;

serbest degisken x5 tiir.
3 = a alalim. ikinci denklemden Ty = 2 — 3a; birinci denklemden

7 =3—-22,+23=3—-2(2—3a)+a=3—4+6a+a=—-1+"7Ta
Co6ziim kiimesi
{(—1+7a,2—3a,a):a€R}

Saglama i¢in a = 0 alalim: (—1,2,0) i¢cin —1 +4 — 0 = 3 ve —2 + 10 4+ 0 = 8 dogrudur.

b) (i) Sistem homojendir; bilinmeyen sayisi n = 4, denklem sayis1 m = 3’tir. n > m oldugundan
merdiven seklindeki denklem sayis1 r < 3 < 4 olur ve sifir ¢6ztimden farkl bir ¢6ztim vardir.

(ii) Burada n = m = 3’tiir; bu tek basina sonucu belirlemez, ¢iinkii merdiven seklindeki r degeri 3’ten
kiiciik de ¢ikabilir. Kisa bir hesap gerekir:

L,— 2L, +L,: 2,+8z3=0
Ly — —3L;+Ly: —T7ry+523=0
Ardindan Ly — 7Ly + L ile 6125 = 0 elde edilir. Merdiven sekli
T, + 2z — 323 =0, Ty +8z3 =0, 6lz; =0
olup r = n = 3’tiir; dolayisiyla yalmizca sifir ¢6ziim vardur.
c) iki sistemin genisletilmis matrisleri (A | b) ve (A" | b’) olsun ve (A | b) L (A" | b’) olsun. Satir

esdegerlik, sonlu sayida elemanter satir iglemiyle ge¢is demektir; her elemanter satir igleminin denk-
lemler iizerindeki karsilig1 sudur:
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* R, > R;: iki denklemin yer degistirmesi,
+ R, = kR, (k # 0): bir denklemin sifirdan farkl bir skalerle ¢arpilmast,
* R, = kR; + R;: bir denklemin, bagka bir denklemin k katiyla toplanmas.

Ugii de yeni denklemleri eski denklemlerin lineer birlesimi olarak verir; lineer birlesim teoremine gore
eski sistemin her ¢ziimii yeni sistemi saglar. Ote yandan iic iglemin her biri geri alinabilirdir (sirasiyla
ayni yer degistirme, k! ile carpma ve —kR; + R,); dolayisiyla ayn1 gerekgeyle yeni sistemin her
¢dziimil de eskisini saglar. Iki ¢6ziim kiimesi birbirini kapsadigindan esittir: sistemler esdegerdir.

|

Kuram tamamlandi: hangi hamlelerin serbest oldugunu ve merdiven sekline inildiginde neye bakilacagim
biliyoruz. Sirada bunun diizenli bir hesap yontemine doniismesi var: Gauss yok etme yontemi.
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9.2

9. Gauss Yok Etme Yontemi

Kuram hazir: satir iglemleri ¢6ziim kiimesini degistirmiyor ve merdiven sekline inildiginde her sey okuna-
biliyor. Geriye bunu diizenli bir hesaba ¢evirmek kaliyor. Yontem hep aynidir — genigletilmis matrisi yaz,
merdiven sekline indir, asagidan yukari geri yerine koy — ve karsilagilabilecek biitiin durumlar ¢ baglikta
toplanir: ¢6ziim yok, tek ¢6ziim, sonsuz ¢oziim.

Yontemin Adimlari

Bir sistemi ¢ozerken izlenecek yol sudur:

1. Sistemin genisletilmis matrisi ( A | b ) yazilr.

2. Elemanter satir islemleriyle bu matris bir merdiven matrise indirgenir.

3. Merdiven matriste ( O - 0g | b ), b # 0y biciminde bir satir varsa sistemin ¢6ziimii yoktur; islem
burada biter.

4. Aksi halde tamamen sifir satirlar atilir ve kalan denklem sayisi r ile bilinmeyen sayis1 n karsilagtirilir.
r =n ise tek ¢o6ziim vardir; 7 < n ise n —r tane serbest degisken belirlenir ve bunlara birer
parametre atanir.

5. En alttaki denklemden baglanarak bilinmeyenler yukar1 dogru ¢6zuliir.

Coziimsiiz Bir Sistem

Ornek 9.1 (Coziimii Olmayan Sistem). K = R iizerinde

20, + x5 — 225+ 32, =1
3T, +2xy — 23+ 22, =4
3ry +3x9 +3x3 — 32, =5

sistemini ¢oziiniiz.
Cozim.

Genisletilmig matrisi yazip birinci siitunun altini temizleyelim. Kesirlerden kaginmak icin ikinci ve
iiciincil satirlar: 2 ile carpip birinciyi ¢ikaralim — bu, Ly — —3L; + 2L, ve Ly — —3L; 4 2L adim-

larina karsilik gelir:
21-2 3|1 21-2 3 |1
32-1 2|41 ~101 4 —515
33 3 3|5 03 12 —15|7

Simdi ikinci stitunun altini temizleyelim:

R3—>7£’)\JR2+R3 g } ;2 _35 ;)
00 0 O |-8
Son satir

01,‘1 + O:L'Q + 0:1,‘3 + 01'4 = _8

denklemine karsilik gelir; sol taraf hangi degerler icin de olsa 0 oldugundan bu denklemin ¢6zimil
yoktur. Merdiven seklindeki sistemin ¢6ziimii olmadigina gore, ona esdeger olan asil sistemin de
coziimii yoktur.

]
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9.3 Tek Coziimlii Bir Sistem

Ornek 9.2 (Denklem Sayis1 Fazla, Coziim Tek).
T+ 229 —3z53 =4
Ty +3zy + 253 =11
2z, + 5zy —4x5 =13
2z, + 629 + 225 = 22

sistemini ¢oziiniiz.

Cozim.
Genisletilmis matrisi indirgeyelim:

12 3|4\ 2 nE, (12 -3|4
13 11| Ry—=—2R+R, |01 4 |7
25 —4[13 01 215
26 22 02 8|14
Rys—Rp+R, (1 2 —3| 4
R,——2R,+R, |01 4 | 7
~ 00 —2|—2
00 0
Tamamen sifir olan son satir atilir. Kalan sistem
T + 2z — 315 = 4, Ty +4x3 =17, —2r3 = -2

olup r = n = 3’tiir; dolayisiyla ¢6ztim tektir. Asagidan yukar: ¢ozelim:
2Ty =—-2=1z5=1
Ty =T7—4x3=7—4=3
Ty =4—-225+323=4—-6+3=1

Coziim kimesi {(1,3,1)}’dir. Saglama olarak dérdincii denklemi deneyelim: 2-1+6-3+2-1=
2+18+2 =22
|

9.4 Iki Homojen Sistem

Ornek 9.3 (Triviyal Olmayan Céziimii Olan Homojen Sistem).
T+ 2y — 253 =0, 2z, — 3xy + 3 =0, 2, —4xy + 225 =0
sistemini ¢oziliniiz.
Coziim.

Homojen sistemlerde sabit terim siitunu hep 0 kaldigindan yalnizca katsayilar matrisi iizerinde calig-
mak yeterlidir; yine de siitunu yazalim:

_ R,—>—2R,+R _
11 1[0 R23_>_R11+R32 11 1[0
2 -3 110 ~ 0-5 310

1 -4 210 0—-5 3|0

R3—>—552+R3 ((1) _15 _31 8)

0 0 010
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Kalan sistem
T, + 25— 25 =0, —5z9 + 323 =0

olup r = 2 < n = 3’tir. Serbest degisken sayis1 n — r = 1’dir; serbest degisken x5 tiir. z5 = @ alalim:

3
—5:r2+3a:O=>x2:ga

+ 5 + 2
T =—Ty+T3=—-a+a=-a
1 2 3 5 5

Co6zim kiimesi

2 3
{(511, ga, a) ta € R}
a = 5 alinirsa (2, 3, 5) gibi somut bir triviyal olmayan ¢6ziim elde edilir; saglama: 2+ 3 —5 = 0,4 —

94+45=0,2—-124+10=0.
|

Ornek 9.4 (Yalnizca Sifir Coziimii Olan Homojen Sistem).
T, + 2y — 23 =0, 2z, +4zy — 25 =0, 3z, + 2z9 + 2253 =0
sistemini ¢ozliniiz.

Cozim.

R,——2R;+R.

11-1|0 Ria—:&R}R; 1 1 —-1]0
24 -1]|0 ~ 02 110
32 2|0 0-1 510

11-1|0
02 1]0
00 0

R3—31R,+Rs
~J

=

11
2

Merdiven seklinde r = n = 3’tiir; dolayisiyla sistemin tek ¢6ziimii vardir ve homojen bir sistemin
¢oziimi daima sifir ¢6ztimii icerdiginden bu tek ¢oziim sifir ¢6ziimiidiir. Nitekim asagidan yukar:

11
?x?):o:}x?)zo, 2x2—|—O=0:>"L'2=0, x1=—$2+$3=0

Coziim kiimesi {(0,0,0)} dur.
]

9.5 1Iki Serbest Degiskenli Sistemler

Ornek 9.5 (Zaten Merdiven Seklinde Bir Sistem).

2z, — 3x9 + 653 + 224 — 525 = 3
Ty —4zs+z,=1
Ty — 3z =2

sisteminin ¢6ztim kiimesini bulunuz ve bir 6zel ¢6ziim yaziniz.

Cozim.
Genisletilmis matris
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3
1
2

zaten bir merdiven matristir: ayricalikli elemanlar 2, 1 ve 1 olup sittunlan j; =1 < j, =2 < j; =4
olarak artmaktadir. Burada r = 3 < n = 5’tir; serbest degisken sayis1 n — r = 2’dir ve serbest degis-
kenler ayricalikli stitunlarda gériinmeyen x5 ile x5 tir.

x5 = a, z5 = b alalm. Ugiincii denklemden

2-3 6 2-5
01 410

00 013

Ty, =2+3b

Ikinci denklemden
xo=1+4zs—z,=14+4a— (2+3b) =—1+4a—3b

Birinci denklemden

2z, =3+ 3z, — 623 — 224 + 525 =3+ 3(—1+4a —3b) —6a —2(2+ 3b) + 5b

=3—-3+12a—9b0 —6a—4—6b+ 5b = 6a —10b—4

Buradan z; = 3a — 5b — 2 bulunur. Céziim kiimesi
{ (3¢ —5b—2,—1+4a—3b,a,2+3b,b) : a,bER}

Ozel bir ¢éziim igin @ = 2, b =1 alalm: (—1,4,2,5,1). Saglama: ikinci denklemde 4 —8 +5 =1,
tctinciide 5 — 3 = 2, birincide —2 — 12+ 12+ 10— 5 = 3.
| |

Ornek 9.6 (Dort Bilinmeyenli Bir Sistem).
T+ 2y —2z+3w =2, 20 +4y —3z+4w=>5
5z + 10y — 8z 4+ 11w = 12
sistemini ¢oziiniiz.
Cozim.
REHHEET RN
00 2

1 -2
5 10 —8 11|12 2 4

Ry;——2R,+R, (1) (2) _12 _32 ?
00 0 010

Ikinci siitun tamamen bos kaldigindan ayricalikli siitunlar j; = 1 ve j, = 3’tiir; serbest degiskenler y
vewdir(n —r=4—2=2).
y = a, w = b alalim. Ikinci denklemden

z=1+2b
Birinci denklemden
r=2—-2y+22—3w=2—-2a+2(1+2b)—3b=4—2a+Db
Cozim kiimesi

{(4—2a~|—b,a,1~|—2b,b):a,b€R}
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Ornek 9.7 (Bilinmeyen Sirasina Dikkat).
r—3y— 2w+ 4z =5, 2y +w+ bz = 2, y—3z=4
sistemini x, y, w, z sirasiyla ¢éziintiz.

Cozim.
Situnlar x, y, w, 2z sirasinda yazalim:

1 -3 -2 415 1 -3 -2 415
Ry Ry

02 1 5|2 ~ 01 0 3|4

01 0 3|4 02 1 5|2

RysaRyim, (173 72 45
~ 01 0 —3|4
0 0 1 11|-6
Karsilik gelen sistem
z— 3y — 2w+ 4z =5, y—3z=4, w4+ 1lz =—6
olup r = 3 < n = 4’tiir; tek serbest degisken 2’dir. z = a alalim:

w=—6—1la, =4+ 3a

z=5+3y+2w—42=5+3(4+3a) +2(—6 —1la) — 4a
=5+4+124+9a—12—-22a—4a=5—17a

Co6ziim kiimesi, bilesenler (x, y, w, z) sirasinda olmak tizere

{(5—17a,4—|—3a,—6—11a,a):aeR}

9.6 Alistirma

Alistirma 9.1 (Gauss Yontemiyle C6ziim).

a) x+2y—32=6;2x —y+ 4z = 2; 4z + 3y — 2z = 14 sistemini ¢dziiniiz.

b) 2z 4+ y— 32 =5; 3z — 2y + 2z = 5; bx — 3y — z = 16 sistemini ¢6ziiniiz.

¢) x+2y+32=3;2x+ 3y + 82 = 4; 3z + 2y + 17z = 1 sistemini ¢6ziniiz.

d) z+2y+22=2;3z— 2y — 2z =5;2x — by + 3z = —4; x + 4y + 62z = 0 sistemini ¢6ziniz.

Cozim.
a) Genigletilmis matrisi indirgeyelim:

R,——2R,+R
12 =316 it (12 3] 6
2 -1 42 ~ 0 —5 10 |—10
4 3 —2|14 0 —5 10 |—10

Ry——R,+Ry 12 -3 6

~ 0 -5 10(-10

00 0O

Sifir satir atilir; kalan iki denklem ti¢ bilinmeyenlidir, yani n — r = 1 serbest degisken vardir: z. z = a
alahm. Tkinci denklem —5y + 10a = —10, yani

y=2+42a

Birinci denklemden
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r=6—2y+32=6—-2(2+2a)+3a=6—4—4a+3a=2—a
Coziim kﬁmesi{ (2—a,2+2a,a):a €R }’dir. Saglama (¢ = 1, yani (1,4,1)):1+8—-3=6,2—

4+4=2,4+12-2=14.
b) Koseye 1 getirmek i¢in 6nce ikinci satirdan birinciyi ¢ikaralim:
0
5
16

2 1 3|5 Ry Ry 4R, 21 3|5 RioR, 1 -3 5
3 -2 215 ~ 1 -3 5|0 ~ 21 -3
5 =3 —1 16 5 =3 —1

16 5 -3 —1
Birinci siitunun altini temizleyelim:
Ry——2R+R, 1 -3 5 0
5
6

Ry——5R;+Ry 0 7 —13
0 12 —26

g) Ry——2Ro+R; ((1) _73 _513

16 0-2 0

Ugiincii denklem dogrudan y’yi verir: —2y = 6 => y = —3. Ikinci denklemden
7(—3)—13z2=5= —132=26 = z = —2
Birinci denklemden
r=3y—52=-94+10=1

Cozim kiimesi {(1,—3, —2)}’dir. Saglama: 2 —34+6 =5,34+6 -4 =5,54+9+ 2 = 16.

c)
Ry——2R;+R
12 313 RZ:*:”Ri*RZ 12 3|3
23 8|4 ~ 0 —12(-2
3217|1 0 —4 8|8
R;——4R,+R; (1 2 3

3
0 —-12|-2
0

0 0O
Serbest degisken z’dir; z = a alalim. Ikinci denklemden —y + 2a = —2, yani

y=2+42a
Birinci denklemden
r=3—-2y—32=3—-2(2+2a)—3a=3—4—4a—3a=—-1—"Ta

Coziim kitmesi { (=1 —7a,2+ 2a,a) : a € R }dir.
d) Dort denklem, ti¢ bilinmeyen:

R,——3R;+R,

12 2|2\ & oris (12 2]2
3-2-1|5 | Rem-Ri+R, [0 -8 —7|—1
2 -5 3|—4 ~ 0-9 —1|-8
1 6|0 02 4|-2

Son satir1 sadelestirip ikinci siraya alalim:

12 212 12 22
R;~3Ry | 0 —8 —7|—1| Re»R, |0 1 2 |—1
~ 0-9 —1/-8| 7 |0 -9 —-1/-8

01 2|1 0 -8 —7|-1

Ikinci siitunun altini temizleyelim:
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RysomyiR, (12 2] 2\ ReoiRy (12 2]2
R,—8R,+R, |01 2| —1 R4HéR4 012(-1
~ 00 17|—17 ~ 001[-1
00 9]-9 001[-1

1222

R,—»—Rs;+R, | 01 2|—1

~ 001|-1

000

Sifir satir atildiginda r = n = 3 kalir; ¢6ziim tektir:
z=—1, y=—-1-22=-142=1, T=2—-2y—22=2-242=2

Coziim kiimesi { (2,1, —1)}’dir. Saglama (tigiincii denklem): 4 — 5 — 3 = —4.
|

Bir sistemin katsayilar1 sabit sayilar yerine bir parametre icerdiginde, ¢6ziimiin varligi ve tekligi o
parametrenin degerine bagl hale gelir. Siradaki boliimde bu ayrimi yapmay: 6greniyoruz: parametreli
sistemlerin tartigmasi.
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10. Parametreli Sistemlerin Tartismasi

Katsayilardan biri sabit bir say1 yerine a ya da k gibi bir parametre oldugunda soru degisir: “¢6ziim nedir?”
yerine “hangi parametre degerinde ¢6ziim vardir, hangisinde tektir?” diye sorulur. Yontem yine aynidir
— genigletilmis matris merdiven sekline indirilir — ama son ayricalikli eleman: sifirlayan parametre
degerlerine ayr1 ayr1 bakmak gerekir. Bu béliimde o tartigsma teknigini kuruyoruz.

Kritik Deger Nereden Cikar?

Merdiven sekline inildiginde en alttaki denklem tipik olarak
p(a)z, =q(a)

bigimini alir; burada p ve ¢, parametreye bagh ifadelerdir. U¢ durum vardir:

+ p(a) # O ise denklem z,, i¢in tek tiirli ¢ozilir; merdiven seklinde r» = n olur ve ¢6ziim tektir.

» p(a) = 0k ve q(a) # Ok ise denklem 05 = g(a) # O haline gelir; ¢6ziim yoktur.

+ p(a) = 0 ve g(a) = O ise denklem 05 = 0y olur ve atilir; geriye kalan denklem sayisi bilinmeyen
sayisindan kiciik oldugundan birden fazla ¢6ziim vardir.

Tartigma, tam olarak p(a) = O denkleminin koklerini bulup bu ii¢ dala ayirmaktir.

Tek Parametreli Bir Sistem
Ornek 10.1 (a Parametresine Gore Tartisma).
T+ Ty — x5 =1, 2z, + 3z4 +ax3 = 3, T, +azxy+ 33 =2

sisteminde a € R degerini, (i) sistemin ¢6zimi yoktur, (ii) sistemin birden fazla ¢6ztimu vardir, (iii)
sistemin bir tek ¢6ziimii vardir héllerinin her biri i¢in belirleyiniz.

Coziim.
Genisletilmis matrisi indirgeyelim:

Ry,——2R,+R. _
11 -1]1 R23%7R1+R32 1 1 1|1
23 a|3 ~ 0 1 a+2|1
la 3|2 0Oa—1 4 |1

Ikinci siitunun altini temizleyelim:
1
1
1—(a—1)

Ryor—(a~1)Ry+ Ry é i ot 2
00
4—(a—1)(a+2):4—(a2+a—2):—(a2+a—6)=(a+3)(2—a)

4—(a—1)(a+2)

Uciincii satirdaki ifadeleri sadelestirelim:

l—(a—1)=2—-a
Buna karsilik gelen sistem
T+ x9g—x3=1, Ty + (a+2)zy =1, (a+3)(2—a)zg=2—a

(i) @ = —3 ise. Uciincii denklem 0 = 5 haline gelir; bu denklemin ¢6ziimii olmadigindan sistemin
coziimii yoktur.
(ii) @ = 2 ise. Uciincii denklem 0 = 0 olur ve atilir. Geriye
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T+ xy—23=1, Ty +4z3 =1

sistemi kalir; burada denklem sayis1 2, bilinmeyen sayist 3’tiir, yani r < n’dir. Bir serbest degisken
vardir ve birden fazla ¢6ziim bulunur. z; = ¢ aliirsa z, = 1 — 4t ve

T, =1—2y+23=1—(1—4t)+t=>5t¢

olur; ¢dziim kiimesi { (5¢,1—4¢,¢) : t € R }'dir.

(iii) (a + 3)(2 — a) # 0, yani a # —3 ve a # 2 ise. Merdiven geklinde denklem sayis1 bilinmeyen
sayisina esittir (r = n = 3); bir tek ¢ozitm vardir. Uciincii denklemin iki tarafi 2 — a # 0 ile sadeles-

tirilirse
(a+3) 1= 1
a Lo = Lo = ——
3 37 a+3
Ikinci denklemden
a+2 1
T2 (a+2)zs a+3 a-+3
Birinci denklemden
1 1
i Ty T3 a+3+a+3

Yani tek ¢6ziim (1, aig, a+3) tir. a = 0 i¢in bu ( %7 %) verir; saglama: 1 + % — % =124140=

3,1+0+1=2.
|

Iki Parametreli Bir Sistem
Ornek 10.2 (a ve b Parametrelerine Gore Tartisma). R iizerinde

2z, + 24 =0, T, + 3z3 =0, —ax, =0, T3+zy =0
sisteminin ¢6zimini a ve b’nin degerlerine gére inceleyiniz.

Cozim.
Genisletilmis matrisi yazip koseye 1 getirelim:

2 1 00][0 1 0 30]|0

1 0 30/0|lrer |2 1 000

0 aOOO ~ o —-ao0o0]0

0 11]b 00 11/b
1 0 3 olo 10 3 o0
Ry—»—2R+Ry, | 0 1 —6 0|0 ]| Rs—aR,+Rs |01 —6 0]0
~ 0—a 0 0[0 ~ 00 —6a 0[0
00 1 1[b 00 1 1[b

Uciincii ve dérdiincii satirlarim yerini degistirip son siitunu temizleyelim:

10 3 00 103 0]0
Ry>R, |01 —6 0|0 | Ras6aRs+R, [0 1 —6 0| 0
00 1 1|b ~ 00 1 1|5
00 —6a 0|0 00 0 6a|6ab

Karsilik gelen sistem

T, +3z3 =0, Ty — 653 =0, T3+ x4 =0, 6az, = 6ab
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1. a # O ise. Son denklem z, = b verir ve merdiven seklinde r = n = 4’tiir; ¢6ziim tektir. Uciincii
denklemden x5 = b — z, = 0, ikinciden , = 623 = 0, birinciden £; = —3z3 = 0 bulunur:

Coziim kiimesi = { (0,0,0,0) }

Ozel olarak b = 0 ise sistem homojendir ve tek ¢oziim (0,0, 0,0), yani sifir ¢6ziimdiir — homojen bir
sistemin r = n halinde triviyal olmayan ¢6ziimii olmadig1 sonucuyla uyumlu.
2. a = 0O ise. Son denklem 0 = 0 olur ve atilir. Geriye ii¢ denklem kalir:

I1+3l‘3=0, 1‘2_6.'1:3:0, £L'3~|—.’134=b

Burada r = 3, n = 4’tiir; serbest degisken sayis1 n —r = 1'dir ve serbest degisken x,’tir. x, = ¢
alalim:

x3 =b—c, Zy = 6(b—c) = 6b— 6e, z;=—-30b—¢)=3c—3b
Co6ziim kiimesi
{(3c—3b,6b—6c,b—c,c):c€R}

b=0,c=1icin (3,—6,—1, 1) elde edilir; saglama: 6 —6 =0,3—-3=0,0-(—6) =0,—1+1=0.
|

Alistirma

Alistirma 10.1 (Parametreli Sistemler).
a) R tizerinde
kx+y+2z=1, r+ky+z=1, r+y+kz=1

sistemindeki k degerini, (i) bir tek ¢oziim vardur, (ii) ¢6ziim yoktur, (iii) birden fazla ¢6ziim vardir halleri
icin belirleyiniz.

b) R tizerinde
c4+y+kz=2, 3r+4y+ 2z =k, 2c4+3y—z=1
sistemi icin ayni tartismay1 yapiniz.

¢) x, +2zy —3z3 = —1;3z, — x5 + 225 = 7; 52, + 3z4 — 4x5 = 2 sisteminin ¢ézimiinin olmadigin
gosteriniz.

Cozim.
a) Koseye 1 getirmek i¢in birinci ve tigtincii satirlarin yerini degistirelim:

Birinci siitunun altini temizleyelim:

Ry——R,+R, 1 1 k
R —kR,{+R
R (0 k—1 1—k

01—k 1—k?

1
0
1—k

1
0
1—k
Son satirdaki katsay1y1 ¢arpanlara ayiralim:
2—k—kK=—(KF+k-2)=—(k+2)(k—1)= (k+2)(1 —k)

0k—1 1—k

Rs—Ry+R; 11 k
0 0 2—k—k?
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Yani son denklem (k + 2)(1 — k)z = 1 — k’dir.
(iii) & = 1 ise: Ikinci ve ticiincii satirlar tamamen sifir olur ve atilir. Geriye tek bir denklem, = + y +
z = 1, kalir. U¢ bilinmeyen, bir denklem: iki serbest degisken vardir ve birden fazla ¢6ziim bulunur.
k # 1 ise: Son denklemin iki tarafi 1 — k # 0 ile sadelestirilir: (k + 2)z = 1.
(ii) K = —2 ise: Denklem 0 = 1 héline gelir; ¢6ziim yoktur.
(i) k # 1 ve k # —2 ise: 7 = n = 3’tiir ve bir tek ¢6ziim vardir:
1
TEkr2

Ikinci denklem (k — 1)(y — z) = 0 bigimindedir; k£ # 1 oldugundan y = 2’dir. Birinci denklemden

. _— 1 1 1 \oqi o . . . . . . -
Yani tek ¢oziim (m, o m) dir; simetrik bir sistemde simetrik bir ¢6ziim bulunmasi beklenen

sonuctur.

b) Indirgeyelim:

Son denklem (k — 3)z =3 — k = —(k — 3)’tur.

(i) k # 3 ise: Iki taraf k — 3 +# 0 ile sadelestirilir ve z = —1 bulunur; r = n = 3 oldugundan ¢éziim
tektir. Ikinci denklem y + (2 — 3k)z = k — 6 idi; z = —1 konursa

k
2

DN O =
SR

2 Ry,——3R,+R, 11 k‘
R —2R,+R.
| TR (01 23k
01

1

—1

R3;——Ry+R;3 (1) 1
00

y—(2-3k)=k—6=y=k—6+2—-3k=—4-2k
bulunur. Birinci denklemden
r=2—y—kz=24+4+2k+k=6+3k

Tek ¢oztim (6 + 3k, —4 — 2k, —1)’dir. k = O i¢in (6, —4, —1) ¢ikar; saglama: 6 — 4 + 0 = 2,18 — 16 —
2=012—-124+1=1.

(iii) k = 3 ise: Son denklem 0 = 0 olur ve atilir. Geriye iki denklem, ti¢ bilinmeyen kalir (r =2 < n =
3); birden fazla ¢6ziim vardir. z = ¢ alinirsa ikinci denklemden y = —3 + 7t ve birinciden

r=2—y—3t=24+3-Tt—-3t=5—-10¢

bulunur.

(ii) Son denklemin sabit terimi ile katsayisi daima birbirinin ters isaretlisi oldugundan 0 = ¢ # 0 hali
hicbir £ i¢in ortaya ¢ikmaz: sistemin ¢oziimsiiz oldugu bir k degeri yoktur.

¢) Genigletilmis matrisi indirgeyelim:

R,—»—3R,+R
1 2 —-3|-1 R;:—5R11R§ 1 2 —-3|-1
3-1 2|7 ~ 0 -7 11|10
5 3 —4| 2 0 -7 11| 7
1 2 —-3|-1
Ry——R,+R
R g 7 1110
00 0]-3
Son satir 0x; + 0z4 + 0z = —3 denklemine kargilik gelir; sol taraf daima 0 oldugundan bu denklemin

¢oziimii yoktur. Merdiven sekli asil sisteme esdeger oldugundan sistemin ¢6ziimii yoktur.

Ayni sonucu g6yle de okuyabiliriz: ikinci ve ii¢lincii denklemler indirgeme sonunda ayni sol tarafa
(—7z45 + 11z4) fakat farkli sabit terimlere (10 ve 7) sahip olmustur; bir ifade ayn1 anda iki farkli deger
alamaz.
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Denklem sistemlerinin kurami ve hesab: tamamlandi. Buradan sonra bakis acist degisiyor: n-lileri tek tek
coziimler olarak degil, tizerinde toplama ve skalerle carpma tanimli bir uzayin elemanlari olarak gérecegiz.
Bu, dersin ikinci yarisinin konusu olan vektor uzaylaridir.
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11.2

11. Vektor Uzaylari

Simdiye kadar iki farkli yerde ayni hesap kalibini gordik: sirali n-lileri toplayip bir sayiyla ¢arpmak,
matrisleri toplayip bir sayiyla ¢arpmak. Her ikisinde de ayni sekiz 6zellik gecerliydi. Bu bolimde o
kalib1 soyutlayip adini koyuyoruz — vektor uzayir — ve boylece bir kez ispatladigimiz her seyin, ayni
aksiyomlar1 saglayan biitiin yapilar icin gecerli olmasini sagliyoruz.

Tanim ve Aksiyomlar

Tanim 11.1 (Vektor Uzay1). K komutatif bir cisim ve V bos olmayan bir kiime olsun. V’de bir toplama
ve K’nin elemanlariyla bir skalerle carpma tanmimlansin. Asagidaki aksiyomlar saglaniyorsa V’ye K
tizerinde bir vektér uzayi (lineer uzay) denir ve V (K) ile gosterilir. V’nin elemanlarina vektorler, K nin
elemanlarina skalerler denir.

Al Vu,veVicinu+veV

A2.Vu,v,w € Vicin (u+v) +w=u+ (v+w)

A3.Vu,veVigihut+v=v+u

A4.30y, € V 6yleki Vu € V icin Oy, + u = u (sifir vektor)

A5.Vu € Vicin3dz € V 6yle ki z + u = 0y, (bu z igin —u yazilir)

M1.Vke K,Vue VigcinkueV

M2.Vk € K, Vu,v € Vigin k(u + v) = ku + kv

M3.VEk,, ky, € K,Vu € Vigin (k; + ky)u = kju + kyu

M4. Yk, ky € K, Vu € Vicin (k1kg)u = kq (kyu)

M5. 1, € K olmak iizere Vu € Vicin 1 pu = u

A1-A5 aksiyomlar: tam olarak (V, +) nin komutatif bir grup oldugunu séyler. M1-M35 ise skalerlerin bu
grupla nasil uyustugunu belirler.

Sifir Vektorle Ilgili Kurallar
Aksiyomlarda k - Oy ya da O - u carpimlarinin ne oldugu yazmaz; bunlar teorem olarak cikar.
Teorem 11.1 (Temel Ozellikler). V(K) bir vektor uzay: olsun. O halde

1. Yk € K icink 0y = 0y,

2. Yu €V icinOgu = Oy,

3 ke K,ueVveku=0y isek = 0g veyau = 0y dir
4. Vk € K,Yu € V igin (—k)u = k(—u) = —(ku)

ispat.
1. 0y, = Oy, + 0y, oldugundan (A4), dagilma aksiyomuyla

kOy =k (0y +0y )=Fk0y +kOy
Her iki tarafa soldan —(k 0y,) ekleyelim:
Oy =—(kOy) + (kOy + &0y )= (—(kOy) +kOy )+ kOy =0y +k0y =k0y
2. K bir cisim oldugundan 0 = O + 0y 'dir; M3 ile
Ogu=(0g+0g)u=0gu+0gu

Ayni ekleme yapilirsa 0w = 0y, bulunur.
3. ku = 0y, olsun ve k # 0y oldugunu varsayalim. K bir cisim oldugundan k™ vardur:
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1
wB lgu= (k) B (ku) = K710y Yo,

Demek ki k #+ Oy ise zorunlu olarak v = 0y, dir.
4. Birinci ozellikten ve M2 den

Oy =kOy =k (u+(—u) ) =ku+ k(—u) = k(—u) = —(ku)
Ikinci 6zellikten ve M3 ten
Oy =0gu = ( k+ (—k) ) u=ku+ (—k)u = (—k)u = —(ku)

Ikisi birlikte (—k)u = k(—u) = —(ku) verir.
|

Temel Ornekler
Ornek 11.1 (Sirali n-lilerin Uzay1). K komutatif bir cisim ve
V={(ay,ay,..,a,) 10, €K }
olsun. Toplama ve skalerle carpma bilesen bilesen tanimlansin:
(agy..yay,) + (byy...yb,) = (g + by, ...y a, +0b,)
k(aq,...,a,) = (kaq, ..., ka,)
V’nin K tizerinde bir vektor uzay1 oldugunu gosteriniz. Bu uzay K™ ile gosterilir.

Cozim.

(O, ---,0x) € V oldugundan V # @’dir. On aksiyomun her biri, bilegenlerde K’nin bir dzelligine
indirgenir.

Al.a; +b; € K oldugundan toplam V’dedir.

A2-A3. K’de toplama asosyatif ve komutatif oldugundan, bilesen bilesen

[ (a;) + (b)) |+ (i) = ((a; + b)) +¢; )= (a;+ (b +¢;) ) =(a;) +[ (b;) + () |

A4.0y = (0g, ..., 0g ) dir; cinkii O + a; = a;’dir.

A5. (aq, ..., a,) nin toplamsal tersi (—ay, ..., —a,, ) dir.

M1. ka,; € K oldugundan k(a,;) € V’dir.

M2. K’de carpma toplama iizerine dagildigindan k(a; + b;) = ka,; + kb, dir.

M3, Yine dagilma ozelliginden (k; + kg)a; = kya; + kqa; dir.

M4. K’de carpma asosyatif oldugundan (k,ky)a; = k;(kya;) dir.

M5. 1a; = a; oldugundan 1y (a;) = (a;) dir.

Demek ki K™, K iizerinde bir vektér uzayidir. K = R alindiginda elde edilen R™, n boyutlu reel Oklid
uzayidir.

|

Ornek 11.2 (Matrislerin Uzay1). Bilesenleri K cisminden alinmis biitiin A(mm) K-matrislerinin
kiimesi, matrislerin toplami ve skalerle carpimi iglemlerine gére K iizerinde bir vektor uzayidir.
Gergekten daha once ispatladigimiz sekiz 6zellik tam olarak A1-A5 ve M2-M5 aksiyomlariydi: sifir
vektdr Oy, ,y sifir matrisi, A'nin toplamsal tersi —A’dir. A1 ve M1 ise toplam ve skalerle carpimin yine
ayni tipte bir matris vermesidir.

Ornek 11.3 (Fonksiyonlarin Uzay1). X # & herhangi bir kiime, K komutatif bir cisim ve
V={f|f:X— K bir fonksiyon }

olsun. Toplama ve skalerle carpma noktasal tanimlansin:
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(f+9)(@) = f(2) +9(x),  (kf)(x)=kf(z) (VzeX)
V’nin K {izerinde bir vektor uzay: oldugunu gosteriniz.

Cozim.

Her z € X icin 0(z) = O ile tanimh sifir fonksiyonu V’dedir; dolayisiyla V' # @’dir. Iki fonksi-
yonun esitligi, her noktada ayni degeri almalar1 demektir; bu yiizden biitiin aksiyomlar “her z icin”
denetlenir.

Al f(z) + g(z) € K oldugundan f + g yine X ten K ye bir fonksiyondur.

A2.Her x € X i¢in

[(f+9) +h](z (z) +9(z) ) + h(z)
( +h(m))

(z)
f+g+h)] (=)
_|_
).y

(f
f
=

f)(z)
ani g(x) = 0 demektir; o halde 0y, = O sifir

A3, (f +9)(z) = f(z) + g(x) = g(z) + f(z) = (g
A4. g+ f = f olmasi her z i¢in g(z) + f(z) = f(z
fonksiyonudur.

A5. f* + f = 0 kosulu her z i¢in f*(z) = —f(z) verir; yani —f fonksiyonu (—f)(z) = —f(z) ile
tanimlidir.

M1. kf(z) € K oldugundan kf € V’dir.

M2. Her z € X i¢in

[E(f+9) ] () =k (f(z)+9(z))=Ekf(2)+kg(x) = (kf + kg) ()
M3. Her z € X icin
[ (Br+ ko) f ] (2) = (k1 + ko) f(2) = ki f(2) + ko f () = (ki f + K2 f) ()

(k1ky) [ ] (2) = (kiky) f(z) =y (ko f(2) ) = [ Ra(Rof) ] (2)
1Kf>( )—1Kf( ) = f(z)
Biiti'ln aksiyomlar saglandigindan V', K iizerinde bir vektor uzayidir.
u

© Vektor her zaman bir ok degildir

Son 6rnekte “vektorler” birer fonksiyondur; ondan énceki 6rnekte birer matris. Vektor uzay kavra-
minin gicti tam da buradadir: tanim, elemanlarin ne olduguna degil, yalnizca nasil toplandiklarina
ve nasil 6lceklendiklerine bakar. Bu yiizden ileride ispatlayacagimiz her teorem — taban, boyut, rank
— ayn1 anda hem R™ hem matrisler hem de fonksiyonlar i¢in gecerli olacaktur.

Vektor Uzay:1 Olmayan Yapilar

Bir aksiyomun tek bir kars1 6rnekle bozulmasi, yapinin vektor uzay: olmasini engeller.

Ornek 11.4 (U¢ Kars1 Ornek). V = { (a,b):a,beR } kiimesinde agagidaki islemlerin tanimlandig:
yapilarin R iizerinde birer vektor uzay: olmadigini gosteriniz.

a) (a,b) + (¢,d) = (a+ ¢, b+ d) ve k(a,b) = (ka, b)

b) (a,b) + (¢,d) = (a, b) ve k(a,b) = (ka, kb)

¢) (a,b) + (¢,d) = (a+c,b+d) ve k(a,b) = ( k%a, k?b )
Coziim.
a) M3 aksiyomunu smayalim. v = (a, b) i¢in

(ky +ky)v=((ky +ky)a,b) = (kja+kya,b)
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74 Boliim 11. Vektor Uzaylari

kiv + kov = (kya, b) + (kpa, b) = ( kya + kaa, 2b)

b # 0 olan her vektor icin b # 2b’dir; 6rnegin v = (1,1), k; = k, = 1 alindiginda sol taraf (2, 1), sag
taraf (2, 2) ¢ikar. M3 saglanmadigindan yap1 bir vektor uzay: degildir.
b) A3 aksiyomunu sinayalim. v = (1,2) ve w = (3,4) i¢in

v+w=(1,2), w+v=(3,4)

v+ w # w + v oldugundan toplama komutatif degildir; yap: vektor uzay: degildir. (Ayni islem A4 ve
A5'i de bozar.)
c) Yine M3'ti sinayalim. k; = 1, ky = 2 ve v = (3, 4) alalim:

(ky + ky)v = 3v = (323,32 -4) = (27, 36)
v+ kv =1-(3,4) +2-(3,4) = (3,4) + (12,16) = (15, 20)

Iki taraf farkli oldugundan M3 saglanmaz; yap1 vektor uzay: degildir.
|

Alistirma

Aligtirma 11.1 (Vektor Uzayr m1?).

a) V = R? kiimesinde toplama alisildik bicimde, skalerle carpma ise k(a, b) = (ka, 0) olarak tanimlansin.
Bu yapinin bir vektor uzayi olup olmadigini belirleyiniz.

b) V(K) bir vektor uzayy, u,v € Vvek € K \ {Ox} olsun. ku = kv ise u = v oldugunu gosteriniz.

c) V=A{(ab) e R2:b= 3a} kiimesinin, R?’deki alisildik iglemlerle bir vektor uzay: oldugunu goste-
riniz.

Coziim.
a) M5 aksiyomunu smayalim: her v i¢in 1z = u olmaldir. v = (1, 1) alalim:

1-(1,1) = (1-1,0) = (1,0) # (1,1)

M5 saglanmadigindan yapi bir vektor uzay: degildir. (Diger dokuz aksiyomun saglaniyor olmasi
durumu kurtarmaz; tanim hepsini birden ister.)
b) ku = kv olsun. Her iki tarafa —(kv) ekleyip M2 ve teoremin dordiincii maddesini kullanalim:

Oy =ku—kv=ku+k(—v)=k (u+(—v))=k(u—0)

Simdi teoremin tigiincii maddesini uygulayalim: k(u — v) = 0y, oldugundan ya k = 0 dir ya da u —
v = 0y, dir. Varsayim geregi k # 0y oldugundan u — v = 0Oy,, yani u = v bulunur.

¢) V, diizlemde b = 3a dogrusu tizerindeki noktalardan olugur; elemanlari (a, 3a) bigimindedir. (0, 0) €
V oldugundan V' # &’dir.

Al (a,3a) + (¢,3¢c) = (atc¢,3a+3c)=(a+c,3(a+c))EV

ML1. k(a, 3a) = (ka, 3ka) = ( ka,3(ka) ) €V

A4.(0,0) = (0,3-0) € V ve toplamaya gére etkisizdir.

A5. (a,3a)'nm tersi (—a, —3a) = ( —a,3(—a) ) € V'dir.

Kalan aksiyomlar (A2, A3, M2-M5) R?’de zaten gecerli oldugundan ve V' C R? ayn islemleri tagidi-
gindan bunlar V’nin elemanlar i¢in de saglanir. Demek ki V' bir vektor uzayidir.

Bu son gozlem bir sonraki béliimiin de fikridir: bityiik bir uzayin i¢inde yasayan ve iki islem altinda
kapali olan her alt kiime, kendiliginden bir vektor uzayidir.

]

Son aligtirmada gordiigiimiz durum o kadar sik kargimiza ¢ikar ki ayri bir ad ve kisa bir 6l¢iit hak eder:
alt uzaylar.
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12.1

12. Alt Uzaylar

Bir vektor uzayimn icinde, kendisi de vektor uzay: olan alt kiitmeler bulunur. Bunlar1 bulmak i¢in on
aksiyomu bagtan denetlemeye gerek yoktur: biiyiik uzaydan miras alinan 6zellikler zaten gegerlidir, geriye
yalnizca kapalilik kalir. Bu bélimde o kisa 6l¢iitii kurup bol 6rnekle calistiracagiz.

Tanim ve Olciit

Tanim 12.1 (Alt Uzay). V, K tizerinde bir vektor uzayive @ = W C V olsun. W’nin kendisi de V’deki
toplama ve skalerle carpma iglemlerine gore K iizerinde bir vektor uzayi ise, W’ye V’nin bir alt uzayi
(alt vektor uzayr) denir.

Teorem 12.1 (Alt Uzay Olg¢iitii). V (K) bir vektor uzayive @ #+ W C V olsun. W 'nin V ’nin bir alt uzay:
olmasu igin gerek ve yeter kosullar sunlardir:

1L VovweWicihv+weW
2. Vke K,Yve W icinkve W

Ispat.

Gereklik. W bir alt uzay, yani kendi basina bir vektor uzay: ise A1 ve M1 aksiyomlarini saglar; bunlar
tam olarak (1) ve (2) kosullaridur.

Yeterlik. (1) ve (2) saglansin. (1) tam olarak A1, (2) tam olarak M1'dir. W C V oldugundan W ’nin
elemanlari ayni zamanda V ’'nin elemanlaridir ve V 'de gecerli olan A2, A3, M2, M3, M4, M5 aksiyomlari
W ’nin elemanlari igin de gecerlidir. Geriye A4 ve A5 kalir.

A4. W + & oldugundan bir u € W vardir. (2) kosulunda k = 0y alalim: 0w € W 'dir. Ote yandan
temel ozellikler teoreminden 0y u = Oy, ’dir; demek ki Oy, € W'dir. Herw € W CV i¢in Oy, +w =w
oldugundan Oy,, W ’'nin de sifir vektoriidiir.

AS5.w € W olsun. (2) kosulundak = —1 - alahm: (—1x )w € W dir. Yine temel ézelliklerden (—1 ;- )w =
— ( 1w ) = —w’dir; yani —w € W dir.

Biitiin aksiyomlar saglandigindan W, V ’nin bir alt uzayidir.

]

Iki kosul tek bir kosulda birlestirilebilir; uygulamada en cok kullanilan bicim budur.

Teorem 12.2 (Tek Kosullu Ol¢iit). V(K) bir vektor uzayr ve @ #+ W C V olsun. W ’nin V ’nin bir alt
uzayt olmasu icin gerek ve yeter kosul

Vk,le K,YoweW kv+lweW

olmasidir.

Ispat.

Gereklik. W alt uzay ise onceki élgiitiin (2) kosuluyla kv € W velw € W, ardindan (1) kosuluyla kv +
lwe W olur.

Yeterlik. Kosul saglansin. k = | = 1 alinirsa

vtw=1gv+1lpweWw
elde edilir; bu, onceki 6lgiitiin birinci kosuludur. | = 0y alinirsa, 0w = Oy, ve kv + 0y, = kv oldugundan
kveWw

bulunur; bu da ikinci kosuldur. Onceki teorem uygulanarak W 'nin alt uzay oldugu sonucuna varilr.
|
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12.3

76 Bolium 12. Alt Uzaylar

Ornekler

Ornek 12.1 (Asikar Alt Uzaylar). Herhangi bir V(K) vektdr uzayi icin {0y, } ve V’nin kendisi, V’nin
birer alt uzayidir. Bunlara V’nin asikar alt uzaylari denir.
Gergekten {0y, } i¢in k£ 0y, + 10y, = 0y, + 0y, = 0,,’dir; V i¢in kosul zaten A1 ve M1'dir.

Ornek 12.2 (R® icinde Bir Diizlem). V =R3 ve W = {(a,b,0) :a,b € R } olsun. Wnin R¥iin bir
alt uzay1 oldugunu gosteriniz.

Cozim.

(0,0,0) € W oldugundan W # &’dir.

Toplama: (aq,bq,0) + (ag,by,0) = (a; + ay, by +b,,0) € W

Skalerle carpma: k(a,b,0) = (ka, kb,0) € W

Iki kosul da saglandigindan W bir alt uzaydir. Geometrik olarak W, zy-diizlemidir: baglangi¢ nokta-
sindan gecen bir diizlem.

]

Ornek 12.3 (Homojen Sistemin Coziim Kiimesi). K cismi iizerinde n bilinmeyenli bir homojen lineer
denklem sisteminin ¢6ziim kiimesi W, K™’in bir alt uzayidur.

Ispat.

Sistem a;; 21 + - + a;,%, = 0x (¢ = 1,...,m) olsun.

Sifir ¢oziim daima bir ¢6ziim oldugundan (Og,...,0x) € W ve W # &dir. Ayrica ¢ozimler n-li
oldugundan W C K™'dir.

w = (Upy ., U,) Ve w = (Wq, ..., w,,) iki ¢dziim olsun. Her 7 i¢in

;1 (uy +wy) + -+ @ (U + wy,)
= ( AUy + ot AUy ) + ( AWy + o+ aw, )

oldugundan v 4+ w € W’dir. Benzer sekilde k € K icin
a;1(kwy) + -+ ay (kw,) =k (awy + -+ aw, ) =k0g = 0g

oldugundan kw € W’dir. Olgiit geregi W bir alt uzaydur.
]

Teorem 12.3 (Alt Uzaylarin Kesisimi). U ve W, V(K) nin iki alt uzay: ise U N W de V ’nin bir alt
uzayudur.

Ispat.

U ve W birer alt uzay oldugundan 0y, € U ve Oy, € W dir; dolayisiylaOy, € UNW veU N W # @ dir.
AyricaUNW C U C Vdir.

a,be UNW olsun. a,b € U ve U alt uzay oldugundan a + b € U dur; ayni bicimde a + b € W 'dir.
Demek kia +b € U N W dir.

ke K veae€UNW olsun. ka € U ve ka € W oldugundan ka € U N W 'dir. Olgiit geregi U N W bir
alt uzaydir.

|

Ayni akil yiriitme sonlu sayida alt uzay i¢in tekrarlanabilir: U, U, ..., U,, alt uzaylar ise U; N Uy N --- N
U,, de bir alt uzaydur.

Alt Uzay Olmayan Kiimeler

Ornek 12.4 (R*te U¢ Kars1 Ornek). V = R3 i¢in agagidaki alt kiimelerin alt uzay olmadigini gésteriniz.
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12.3 Alt Uzay Olmayan Kiimeler 77

a) W:{(a,b,c):aZO}
b) W={(a,bc):a®+b+c><1}
o) W={(a,b,c):a,b,ceQ}

Cozim.
a) Skalerle carpma kapali degildir. k = —5 € Rve w = (1,2,3) € W alalm:

kw = (—5,—10,—15)

Birinci bilegsen —5 < 0 oldugundan kw ¢ W’dir.
b) Toplama kapali degildir. v = (1,0,0) € W ve w = (0,1,0) € W’dir (her ikisi i¢in de kare toplami
1 <1). Buna karsin

v+w=(1,1,0), 124+12+02=2>1

oldugundan v + w ¢ W’dir.
c) Skalerle ¢arpma kapali degildir; skalerler R’den alindig: i¢in irrasyonel bir ¢arpan segmek yeter. k =
V5 eRvew = (2,3,4) € W icin

kw = (2V5,3v5,4V5)

bilegenleri irrasyoneldir; kw ¢ W’dir.
| ]

Ornek 12.5 (Fonksiyon Uzayinda Alt Uzaylar). V = {f : R — R} vektor uzay1 icin asagidaki alt
kiimelerin alt uzay olup olmadigini belirleyiniz.

) W={feV:f3) =0}
b) W={feV:Vz, f(—z) = —f(z)} (tek fonksiyonlar)
o) W={feV:Vz, f(z) >0}

Coziim.
a) Sifir fonksiyonu 0(3) = 0 sagladigindan 0 € W ve W # @’dir. k,l € Rve f,g € W i¢in

(kf+19)(3) =kf(3)+1g(3)=k-0+1-0=0

oldugundan kf + lg € W’dir: W bir alt uzaydir.
b) Sifir fonksiyonu tektir (0(—z) = 0 = —0(x)), dolayisiyla W # @’dir. f,g € W ve k, [ € R i¢in her
z’te

(kf +1g)(~2) = kf(—a) + lg(—z) = —kf(z) —lg(z) = — (kf +1g) (@)

oldugundan kf + lg de tektir: W bir alt uzaydar.
¢) Toplama kapalidir (f, g > 0 ise f + g > 0), ama skalerle carpma kapali degildir. f(x) = 2 fonksi-
yonu W’dedir; buna kargin

((=1f) (@) = —a?

fonksiyonu x # 0 icin negatif deger alir, yani (—1) f ¢ W’dir. Demek ki W bir alt uzay degildir.
|

@ Hizli eleme: sifir vektor iceride mi?

Her alt uzay sifir vektorii icermek zorundadir. Bu yiizden bir kiitmenin alt uzay olmadigini goster-
menin en hizli yolu ¢ogu zaman 0y, ¢ W oldugunu fark etmektir. Ornegin {(a,b,c) :a +b+c =1}
kiimesi alt uzay olamaz, ¢iinkii (0, 0, 0) denklemi saglamaz.
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Alistirma

Alistirma 12.1 (Alt Uzay m1?).
a) W ={(a,b,c) €R3:a+2b—c =0} kitmesinin R*"{in bir alt uzay1 oldugunu gosteriniz.

b) U ve W, V(K )’ nin alt uzaylari olsun. U U W’nin genel olarak alt uzay olmadiin bir kars: 6rnekle
gosteriniz.

¢) V, n-inci mertebeden reel kare matrislerin uzay1 olsun. Késegen matrislerin kiimesinin V’nin bir alt
uzay1 oldugunu gosteriniz.

Coziim.
a) (0,0,0) i¢in 0 + 0 — 0 = 0 oldugundan (0,0,0) € W ve W # @’dir.
v = (aq,by,¢;) ve w = (ay, by, ¢y) kilmenin elemanlar, k,! € R olsun:

a; +2b; —c; =0, ag +2by —cy, =0
kv + lw = (kaq + lag, kby + 1by, keq + ley) vektoriinii denklemde yerine koyalim:

(ka, +lay) + 2(kby + 1by) — (kcq + ley)
=k(a;+2by—c; )+1(ay+2by—cy ) =0

0 0

Demek ki kv + lw € W’dir ve tek kosullu 6l¢iit geregi W bir alt uzaydir. (W, tek denklemli bir homojen
sistemin ¢6ziim kiimesidir; genel sonuctan da dogrudan ¢ikar.)

b) V = R? alalm. U = {(a,0) : a € R} ve W = {(0,b) : b € R} kiimelerinin ikisi de birer alt uzaydir
(iki koordinat ekseni).

u=(1,00eUCUUWvew=(0,1) € W C U UWdir. Buna karsin

u+w=(1,1)

vektorti ne U’da ne de W’dedir; yani u + w ¢ U U W’dir. Toplama kapali olmadigindan U U W bir alt
uzay degildir.

(Iki alt uzaym birlesiminin alt uzay olmasi, ancak birinin digerini kapsamasi halinde miimkiindiir.
Birlegimin yerini tutacak dogru kavram, bir sonraki bélimde tanimlayacagimiz toplam U + W’dir.)
¢) Kosegen matrislerin kiimesi D olsun; A € D demek i # j iken a,; = 0 demektir. Sifir matris koge-
gendir, dolayisiyla D #+ @f’dir.

A,B € Dvek,l € Rolsun. kA + [ B matrisinin (3, j) bileseni ka,; + Ib,; dir. i # j icin

kag; +lb;=k-0+1-0=0

oldugundan kA + B de kosegendir. Olciit geregi D bir alt uzaydr.
]

Iki alt uzayin birlesimi ise yaramads; peki onlar1 iceren en kiiciik alt uzay nedir? Yanit, elemanlar1 teker
teker toplamaktan geciyor: alt uzaylarin toplami ve direkt toplam.
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13.1

13.2

13. Toplamlar ve Direkt Toplam

Iki alt uzayin birlesimi genelde alt uzay degildi. Dogru kavram birlesim degil, toplamdir: bir uzaydan bir
vektor, digerinden bir vektor alip toplamak. Bu bolimde toplamin her zaman alt uzay oldugunu gorecek,
ardindan toplamin en diizenli hélini — yazilisin tek tiirlii oldugu direkt toplami — tanimlayacagiz.

Alt Uzaylarin Toplami

Teorem 13.1 (Toplam Bir Alt Uzaydir). U ve W, V(K) vektor uzayinin iki alt uzayi olsun.
U+W={u+w:u€U,w€W}
kiimesi de V (K) ’nin bir alt uzayidur.

ispat.
U ve W alt uzay oldugundan 0y, € U ve 0y, € W 'dir; buradan

olurveU + W + @’dir. Ayrica U, W C V veV toplamaya gore kapali oldugundan U + W C V dir.

Toplama. v, + w, veu, + wy kiimenin iki elemani olsun (u; € U, w; € W). V ’de toplama asosyatif ve
komutatif oldugundan terimler yeniden gruplanabilir:

(up+w )+ (ugtwy)=(utuy)+(w+w, ) eU+W

cU ew

Skalerle carpma. k € K icin M2 aksiyomuyla

ku+w)=ku +kweU+W
ceU ew

Olgiit geregi U + W bir alt uzaydr.
|

UCU+W ve W CU+ Widir (birinde w = 0y, digerinde u = 0y, alinir); dolayisiyla U + W, hem
U’yu hem Wyi iceren bir alt uzaydir — istelik béyle alt uzaylarin en kii¢iigudiir.

Direkt Toplam
Tamim 13.1 (Direkt Toplam). U ve W, V(K) nin alt uzaylari olsun. Her v € V i¢in
v=u+w (ueU,weW)
biciminde bir ve yalniz bir tiirlii bir yazilis varsa, V’ye U ile W’nin direkt toplami denir ve
V=UeoW

yazilir.

Tanimda iki sey birden isteniyor: yazilisin var olmasi ve tek olmasi. Asagidaki teorem bu ikisini denet-
lenmesi kolay iki kogula cevirir.

Teorem 13.2 (Direkt Toplam Ol¢iitii). V = U @ W olmast icin gerek ve yeter kosullar sunlardur:
LV=U+W
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ispat.

Gereklik. V = U @& W olsun.

Herv € V biru + w olarak yazildigindan V- C U + W'dir; U + W C V zaten gecerli oldugundanV =
U + W dir. Birinci kosul saglanir.

Simdia € UNW alalim. a’y1 iki farkl: bigimde yazabiliriz:

a= a + 0Oy, a=0y + a
—~— ——
€U ew eu €W

Yazilis tek oldugundan bu iki gosterilisin karsilikly parcalar esit olmalidir: a = Oy,. Demek kiU N W =
{0y} dir (O, her iki alt uzayda da bulundugundan kesisim bos degildir).
Yeterlik. (1) ve (2) saglansin.v € V alalim. V = U + W oldugundan

v=u+w (ueU,weW)

bigiminde bir yazilis vardur. Bunun tek oldugunu gérelim: v = v’ + w’ ikinci bir yazihs olsun (v’ € U,
w’ € W). O halde

utw=u+vw =uv—uv =w —w
Sol taraf U 'da, sag taraf W 'dedir ve ikisi esit oldugundan bu ortak eleman U N W = {0,,} 'dedir:

v—u =w —w=0, =u=v, w=uw

Yazilis tek oldugundan V.= U & W 'dir.
|

Coziimlii Ornekler

Ornek 13.1 (Simetrik ve Antisimetrik Ayrisimi). V, n-inci mertebeden reel kare matrislerin uzay1
olsun.

U:{MGV:Mt:M}, W:{Mev;Mt:_M}
U simetrik, W antisimetrik matrislerin kiimesidir. V.= U @& W oldugunu gésteriniz.

Cozim.

Once U ve W'nin birer alt uzay oldugunu gérelim: O = O = —O oldugundan sifir matris her ikisin-
dedir ve transpoze islemi (kA + IB)? = kA* + I B? ile lineer davrandigindan her iki kosul da toplam
ve skalerle carpma altinda korunur.

1.V =U + W. A € V keyfi bir matris olsun ve su ayrisum yazalim:

A= (A+At)+%(A—At)

1
2

Birinci terim simetriktir:

1 L | 1
[§(A+At)] :§(At+A):§(A+At)
Ikinci terim antisimetriktir:
1 to 1
[E(AfAt)} =§(At—A):f§(AfAt)

Demek ki her A matrisi bir simetrik ile bir antisimetrigin toplamidir: V = U + W.
2.UNW = {0}. A€ UnNW olsun. O halde hem A* = A hem de A* = — A’dir; buradan

A=-A=24=0=A=0
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(Reel sayilarda 2 # 0 oldugundan b6lme yapilabilir.)
Iki kosul da saglandigindan V = U & W'dir.
|

Ornek 13.2 (R*te Bir Direkt Toplam). U = { (a,b,c) €R*:a=b=c }veW ={(0,b,c) : b,c €
R } olsun. R® = U @ W oldugunu gosteriniz.

Cozim.
1. R® = U + W. Keyfi bir (a, b, ¢) vektoriinii sdyle ayralim:

(a,b,c) = (a,a,a) +(0,b—a,c—a)

——— ——
eU ew

Birinci terimin {i¢ bileseni de esittir, ikinci terimin ilk bileseni sifirdir; ikisi de ait olduklar1 kiimededir.
2.UnNW = {(0,0,0)}. (a,b,c) € UNW olsun. U’da olmak a = b = ¢ demektir; W’de olmak a =
0 demektir. Ikisi birlikte @ = b = ¢ = 0 verir.
Iki kosul saglandigindan R® = U @ W'dir.
|

Ornek 13.3 (Toplam Direkt Olmayabilir). U = { (a,b,0):a,b €R }ve W = { (0,b,¢) :b,ceR }
olsun. R® = U + W oldugunu, fakat toplamin direkt olmadigini gésteriniz.

Coziim.
Toplam R3tiir. Her (a, b, ¢) igin
(a,b,¢) = (a,b,0) + (0,0,c)
————— —————
cU cew
yazilabilir; dolayisiyla R3 = U + W’dir.
Yazilis tek degildir. (3,5, 7) vektoriini iki farkli bigimde yazalim:

(3,5,7) =(3,1,0) + (0,4,7) = (3,—4,0) + (0,9, 7)

Her iki ayrisimda da birinci terim U’da, ikinci terim W’dedir; ama ayrisimlar farklidir. Demek ki R3,
U ile W’nin direkt toplami degildir.
Bunun nedenini 6l¢iit acitkga gosterir:

UNW ={(0,50):bcR }+{(0,0,0)}

Kesisim yalnizca sifir vektoriinden ibaret olmadig: icin tekligin bozulmasi kaginilmazdir: kesisimdeki
herhangi bir (0, ¢, 0) vektdrii birinci terimden ¢ikarilip ikinciye eklenerek yeni bir ayrisim iretilebilir.
|

0 Kesisim, tekligin ol¢tisiidiir

Son iki 6rnek yan yana kondugunda direkt toplamin ne anlama geldigi netlesir: toplam her zaman
vardir, tek olan yaziligtir. Kesisim ne kadar biiyiikse yazilis o kadar ¢ok ¢esitlenir; kesisim yalnizca
sifir vektoriine indiginde her vektoriin tek bir adresi kalir.

Alistirma

Alistirma 13.1 (Toplam ve Direkt Toplam).
a) U={(a,b,0):a,beR }ve W ={(0,0,c):c€R }icin R? = U @ W oldugunu gésteriniz.
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b) U= {(a,b) eR*:b=a} ve W ={(a,b) e R? : b= —a} icin R? =U & W oldugunu gdsterip
(5,1) vektoriiniin ayrisimini bulunuz.

¢) V={f:R — R} uzayinda U cift fonksiyonlarin, W tek fonksiyonlarin kiimesi olsun. V =U & W
oldugunu gosteriniz.

Coziim.

a) Once ikisinin de alt uzay oldugunu not edelim; her biri bilesenlerinden bazilarmin sifir olmasiyla
tanimlidir ve bu kosul toplam ile skalerle ¢carpma altinda korunur.

Toplam: Her (a, b, c) € R3 icin

(a,b,¢) = (a,b,0) +(0,0,¢)

oldugundan R3 = U + W'dir.

Kesisim: (a,b,c) € UNW olsun. U’da olmak ¢ = 0, W’de olmak a = b = 0 demektir; ikisi birlikte
(a,b,¢) = (0,0,0) verir.

Demek ki R3 = U @ W’dir. (Onceki 6rnekten farki: orada ikinci uzay (0,b,c) bi¢imindeydi ve b
bilegeni her iki uzayda da serbestti.)

b) U,y = x dogrusu; W, y = —z dogrusudur. ikisi de baslangigtan gectiginden birer alt uzaydir.
Toplam: (a, b) verilsin; (a,b) = (s, s) + (¢, —t) olacak s, t artyoruz:

b —b
s+t=a, s—t:b=>s:a+ a

Her (a, b) i¢in bu s ve ¢ bulundugundan R? = U + W'dir.
Kesisim: (a,b) € UNW ise b = a ve b = —a; buradan a = —a, yani a = 0 ve b = 0’dir.
Demek ki R? = U @ Wdir. (5,1) i¢cin s = 232 =3vet = 251 =2

(5,1) =(3,3)+ (2,—-2)

c) f cift ise f(—z) = f(x), tek ise f(—x) = —f(z)’tir. Her iki kogul da lineer oldugundan U ve W
birer alt uzaydir.
Toplam: Keyfi bir f icin

fl@) + f(=2) | flz) = f(=2)

floy = TR SO
g(z) h(z)
yazalm. g(—z) = w = g(z) oldugundan g cifttir; h(—z) = w = —h(z) oldugundan

h tektir. Demek ki V' = U + W’dir.

Kesisim: f € U N W ise her z i¢in f(z) = f(—x) = —f(z), yani 2f(z) = 0 ve f(z) = 0’dir. Demek ki
f sifir fonksiyonudur.

Sonug: V = U @ W. Bu, simetrik—antisimetrik matris ayrisimimin fonksiyonlardaki tam karsiligidir;
ikisinde de ayn1 1(A + A*) hilesi kullamlmustur.

|

Alt uzaylari toplayarak yenilerini iiretmeyi 6grendik. Peki elimizde birkac vektor varsa, onlarin tirettigi
en kugciik alt uzay hangisidir? Bu soru bizi dersin merkezindeki kavrama gotiiriir: lineer kombinezonlar
ve doguran kiimeler.
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14.1

14. Lineer Kombinezonlar ve Doguran
Kiimeler

Elimizde birkag vektor varsa, onlarla ulasabilecegimiz buitiin vektorler nelerdir? Yamt basittir: her birini
bir skalerle carpip toplayarak elde edilenler. Bu igsleme lineer kombinezon denir ve bu bolimde goste-
recegimiz gibi, bir kiimenin biitiin lineer kombinezonlar1 o kiimeyi iceren en kiiciik alt uzay: olusturur.

Lineer Kombinezon

Tanmim 14.1 (Lineer Kombinezon). V(K) bir vektér uzayi, vy, vy, ..., v,, € V ve aqy,aq,...,a,, € K
olsun.

a1y + agvy + -+ a v, €V

bi¢iminde yazilan her elemana, vy, vy, ..., v,, vektorlerinin bir lineer kombinezonu denir.

Teorem 14.1 (Gerilen Alt Uzay). V(K) bir vektor uzayi ve & + S C V olsun. S icindeki elemanlarin
biitiin lineer kombinezonlarimin kiimesi, V ’nin S’yi iceren bir alt uzayidir; bu alt uzay L(S) ile gosterilir.
Ayrica W, V ’nin S yi igeren herhangi bir alt uzay: ise L(S) C W 'dir.

ispat.

S CL(S) ve L(S) #+ @&. Her v € S icin v = 1,v tek terimli bir lineer kombinezondur; dolayisiyla
v € L(S)dir.

L(S) bir alt uzaydir. u,w € L(S) alalim:

U= auU + -+ apU,y, w=bw, +--+bw,
burada u;,w; € S vea;,b; € K'dir. O halde
u+w=au +-+a,u, +bw +-+bw,
ifadesi yine S elemanlarinin bir lineer kombinezonudur, yaniu + w € L(S) dir. Benzer sekilde k € K icin
ku=(kay ) uy + -+ ( kay, ) u, € L(S)

Olgiit geregi L(S) bir alt uzaydr.
En kugukliik. W, S’yi iceren bir alt uzay olsun. vy, ...,v,, € S CW ve W bir alt uzay oldugundan,
kapalilik tekrar tekrar uygulanarak

a1y + agvy + -+ a, v, €W

bulunur. Yani S elemanlarinin her lineer kombinezonu W 'dedir: L(S) C W.
|

L(S) alt uzaymna, S tarafindan dogurulan (gerilen) alt uzay denir; S’ye de L(S)’nin bir doguran
kiimesi denir. Teoremin son kismi sunu séyler: L(.S), S’yi iceren butiin alt uzaylarin en kiigtigtdiir.

© Gosterim

S ={vy,...,v,,} sonlu bir kiime oldugunda L(S) yerine kisaca L(vq,...,v,,) yazihr. V =
L(vyq, ..., v,,) ifadesi “V uzay1 vy, ..., v,, vektorleri tarafindan dogrulur” diye okunur.
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Standart Doguran Kiime
Ornek 14.1 (K™i Doguran Vektorler). K komutatif bir cisim olmak {izere K" uzayinda

e; = (1g,0p, - 0k), €= (0,1, 0x,..,0g), .y €, =(0g,...,0p,1x)

vektorlerini ve S = {ey, ..., €,,} kiimesini alalim. K™ = L(S) oldugunu gésteriniz.

Coziim.
L(S) bir alt uzay ve S C K™ oldugundan L(S) C K™dir.
Ters kapsama icin keyfi bir (a;, aq, ..., a,,) € K™ alalim. Skalerle ¢arpma ve toplama bilesen bilesen
islediginden
a6y + azey + -t aye,
= (alv OKv ] OK) + (OKa a2,0K7

= (aq, aq, ..., a,)

,OK) + A + (OK7 ...,OK,an)

Demek ki her vektér e, ’lerin bir lineer kombinezonudur: K™ C L(.S). Iki kapsama birlikte K™ = L(S)
verir.

Bir Vektor Lineer Kombinezon mudur?
Soru her zaman bir denklem sistemine doniistir: bilinmeyenler skalerlerdir.
Ornek 14.2 (R*te Bir Sinama). v = (3,9, —4, —2) € R* vektorii

Uy = (1’_270a3)7 Ug = (233707_1)7 Uz = (27_172a 1)

vektdrlerinin bir lineer kombinezonu mudur? Yani v € L(u, ug, ug) midir?

Coziim.
v = Tuy + Yuy + 2u4 olacak x,y, z € R artyoruz. Sag tarafi bilesenlerine ayiralim:

z(1,-2,0,3) + y(2,3,0,—1) + 2(2,—1,2,1)
= ( x+2y+22,—2:{:+3y—z,2z,3m—y—|—z)

Bunu v’ye egitlemek su sistemi verir:

T+ 2y+ 2z =3, —2x+4+3y—z=29, 2z = —4, 3r—y+2=-2
Genisletilmis matrisi indirgeyelim:

1 2 213 R,—2R,+R, (1 2 2| 3

-2 3 —119 Ry——=3R+R, |0 7 3 15

0 0 2|4 00 2|4

3 -1 1|-2 0 -7 —5|—11

12 2|3 1223

Ry—»Ry+Rs | 07 3 |15 | RamRs+R, |0 7 3|15

00 2|4 002|—4

00 —2|4 000|0

Sistem tutarlidir ve r = n = 3 oldugundan tek ¢6ziim vardir. Asagidan yukari ¢ézelim:
2=—4=2=-2
Ty+3(-2)=1=T7y=21—=y =3
r=3—-2y—22=3—-6+4=1

Demek ki
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v = u; + 3uy — 2u;
Saglama:

(17 _27 07 3) + (65 97 Oa _3) + (_47 27 _47 _2) = (3’ 97 _47 _2)

Ornek 14.3 (R*ii Doguran Ug Vektor). R3 uzaymmu = (1,2,3),v = (0,1,2),w = (0,0, 1) vektorleri
tarafindan dogruldugunu gosteriniz.

Cozim.
Keyfi bir (a, b, c) € R? vektdriiniin bu ii¢iiniin lineer kombinezonu oldugunu gosterecegiz:

(a,b,c) =autyv+2w=(z,2x+y3z+2y+2)
Bilegenler esitlenirse
T =a, 2z +y = b, 3x+2y+z=c

Genisletilmis matrisi indirgeyelim:

100 a
210 —2a+b
321 —3a+c

Ry——2Ro+ Ry 8 _2;+ 5
lla—2b+c¢

Denklem sayis1 bilinmeyen sayisina esit oldugundan (r = n = 3) sistemin tek ¢6ziimii vardir:

R,—»—2R,+R

@\ 25 3mirr, (100
b ~ 010
c 021

O O =
o = O

T =a, y=—2a+ b, z=a—2b+c

Bu degerler her (a, b, ¢) igin var olduguna gére R3 = L(u, v, w)’dir.
Saglama olarak (a,b,c) = (1,0,0) alalm: 2 = 1,y = =2,z = 1 ve

1-(1,2,3)—2-(0,1,2) +1-(0,0,1) = (1,2 — 2,3 — 4+ 1) = (1,0,0)

14.4 Alistirma

Alistirma 14.1 (Lineer Kombinezonlar).

a) v=(1,—2,5) vektorii L ( (1,1,1),(1,2,3),(2,—1,1) ) alt uzayinin bir elemani midir?

b) (a,b,c) € R? vektoriiniin u = (2,1,0), v = (1,—1,2), w = (0,3, —4) tarafindan dogrulan alt uzaya
ait olmasi icin a, b, ¢ arasindaki bagintiy1 bulunuz.

c) W :{ (a,b,0):a,b €R } alt uzaymin u = (2,—1,0) ve v = (1,3,0) tarafindan dogruldugunu
gosteriniz.

Coziim.
a)v=2x(1,1,1) + y(1,2,3) + 2(2,—1,1) olacak z, y, z ariyoruz. Bilegenler:

r+y+2z=1, T+2y—z=-2, z+3y+z=>5
R,—»—R,+R

L\ mlimim (1121

—2 ~ 01 —-3|-3

02 4

—1
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1
-3
10

52=10= 2 =2, y=—-3+3z=3

Ry—=2R+R; (1) i 33
00

Sistem tutarlidir; agagidan yukar: ¢6zelim:

r=1—y—22=1-3—-4=—-6
Demek ki v bu alt uzayin bir elemanidir:
(1a _27 5) = _6(1a 17 1) + 3(17 27 3) + 2(27 _17 1)

Saglama: (—6 +3+4, —6+6—2,—6+9+2) = (1,—2,5).
b) (a,b,c) = zu + yv + zw kosulunu yazalim:

z(2,1,0) +y(1,-1,2) + 2(0,3,—4) = ( 2z + y,z —y + 32,2y — 4z )
Sistem:
2z +y =a, r—y+3z=0, 2y —4z=c

Bu kez soru “¢oziim var mi?” oldugundan sistemin tutarlilik kosulunu ariyoruz. Genisletilmig

matriste koseye 1 getirelim:
21 0]a R,OR, 1 -1 31|b
1 -1 3|b ~ 21 0]a
0 2 —4|c 0 2 —4|c

1-13] b
R —2R,+R
IR0 3 —6la—2b
0 2 —4 c

Ugiincii satir 3, ikinciyi 2 ile ¢arpip ¢ikaralim — esdeger olarak Ry — —%RQ + Rs:
1-13 b
~10 3 —6| a—2b
00 0]fc— 22

Sistemin ¢6ziimii olmasi i¢in son satirin sabit teriminin sifir olmasi gerekir:

2a — 4b
3

c— =0=3c=2a—4b=2a—4b—3c=0

Aranan bagmti budur: (a, b, ¢) vektorii ancak ve ancak 2a — 4b — 3¢ = 0 oldugunda L(u, v, w)’ dedir.
(Bu, ii¢ vektoriin R%’ii dogurmadigini, yalnizca bir diizlem gerdigini de gosterir.)

c) Iki kapsamayi ayr1 ayr1 gorelim.

L(u,v) C W: u ve v'nin liciincii bilegeni sifir oldugundan, her zu + yv kombinezonunun tgiincii
bileseni de sifirdir; yani L(u,v) C W'dir.

W C L(u,v): Keyfibir (a,b,0) € W icin zu + yv = (a, b, 0) arayalim:

z(2,—1,0) +y(1,3,0) = ( 2z + vy, —z + 3y, 0 )
Ugiincii bilesen kendiliginden uyuyor; kalan sistem
2z +y=a, —z+3y=>
Birinci denklemden y = a — 2g; ikincide yerine koyalim:

3a—b
7

—z+3a—2z)=b= —Tx=b—3a =z =

Acik Matematik - acik-matematik.com 86 CC BY-NC-SA 4.0


https://acik-matematik.com
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.tr

14.4 Alistirma 87

Her (a, b, 0) icin bu degerler var oldugundan W C L(u, v)’dir. Iki kapsama birlikte W = L(u, v) verir.
]

Bir matrisin satirlarina K™’in vektorleri goziiyle bakarsak, doguran kiime kavrami dogrudan matris
hesabina baglanir. Siradaki bolimde bu koprityt kuruyoruz: satir uzay: ve siitun uzayi.
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15. Satir Uzayi ve Suitun Uzayi

Bir matrisin satirlarina K™’in vektorleri goziiyle bakilabilir. O zaman matrisin tasidig: bilgi, bu satirlarin
gerdigi alt uzaydir — ve elemanter satir islemleri bu alt uzay1 degistirmez. Bu gozlem, “iki vektor ailesi
ayni alt uzayl m1 geriyor?” sorusunu tamamen mekanik bir hesaba indirger.

15.1 Tanim

Tanim 15.1 (Satwr Uzay1). A = (a;;) () bir K-matris olsun. A'nin satirlar:

Ry = (a11,-,01), s B = (Qn1seoes Gn)

K™in elemanlari olarak distiniiliirse, L(Ry, ..., R,,,) € K™ alt uzayina A’nin satir uzay1 denir.

Tanim 15.2 (Sittun Uzay1). A = (a;;)(,,,,) Matrisinin siitunlary

C’1 = (a117a217 '“7am1)’ ) On = (alnva2n7 "'7a’mn)

K™’in elemanlar olarak disinilirse, L(Cy, ...,C,) € K™ alt uzayina A’nin siitun uzay1 denir.

15.2 Satir Islemleri Satir Uzayini Korur
Teorem 15.1 (Satir Esdegerlik ve Satir Uzay1). Satir esdeger matrislerin satir uzaylari aynidir.

Ispat.

A%}EJlr B olsun. Elemanter satir islemlerinin her biri — iki satirin yer degistirmesi, bir satirin sifirdan farkh
bir skalerle carpilmasi, bir satira baska bir satirin katinin eklenmesi — yeni satirlari eski satirlarin lineer
kombinezonu olarak verir. Dolayisiyla B’nin her satiri ya A’nin bir satindir ya da A’nin satirlarinin bir
lineer kombinezonudur; hepsi A’nin satir uzayindadur.

A’nin satir uzay: bir alt uzay oldugundan, gerilen alt uzayin en kiiciikligii geregi

B 'nin satir uzay1 C A 'nin satir uzay

Ote yandan her elemanter satir islemi geri alinabilir oldugundan B’ye uygun islemler uygulanarak A elde
edilir; ayni akil yiriitmeyle

A ’nin satir uzay1 C B ’nin satir uzayi

Iki kapsama birlikte esitligi verir.
|

Teorem 15.2 (Kanonik Sekiller ve Esitlik). [ki satir indirgenmis merdiven matrisin satir uzaylarinin
ayni olmasi igin gerek ve yeter kosul, sifirdan farkli satirlarinin birbirinin ayni olmasidir.

Buna bir de su olguyu ekleyelim: her A, ) K-matrisi bir tek satir indirgenmis merdiven matrise satir
esdegerdir; bu matrise A'nin satir kanonik sekli denir. Ikisi birlikte pratik bir &l¢iit verir.

Acik Matematik - acik-matematik.com 89 CC BY-NC-SA 4.0


https://acik-matematik.com/dersler/matrisler/merdiven-matrisler.qmd
lineer-kombinezon.qmd
https://acik-matematik.com
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.tr

90 Boliim 15. Satir Uzayi ve Siitun Uzayi

Q iki gerilen uzay esit mi? Uc adimda yanit

L(uy, ..., up,) ile L(vy, ..., v,) alt uzaylarmin ayni olup olmadigini anlamak igin:

L. w;’leri satir kabul eden A matrisini, v;’leri satir kabul eden C' matrisini yaz.
2. Her ikisini de satir kanonik sekline indir.
3. Sifirdan farkli satirlar birebir ayniysa iki uzay esittir; degilse farklidur.

15.3 Coziimlii Ornekler

Ornek 15.1 (Iki Uzay Ayn1 m1?). u; = (1,2,—1,3), uy = (2,4,1,—2), u3 = (3,6, 3, —7) tarafindan
dogrulan U ile v; = (1,2,—4,11), vy, = (2,4, —5, 14) tarafindan dogrulan V alt uzaylar1 ayni midir?

Cozim.
u,;’leri satir kabul eden matrisi indirgeyelim:

R,—»—2R,;+R
12 -1 3 R§:73R1+R§ 12 -1 3
A=|(24 1 — ~ 00 3 -8
36 3 —7 00 6 —16
_ 12 -1 3
el U L SC LS P -3
00 0 O 00 0 O
R;—R,+R 120 %
1 N2 1 O O 1 _§ — B
000 O
(Son adimda 3 — % = % kullanildi.) Simdi v;’ler i¢in aynismn1 yapalim:
C = 12 —4 11\ Reo—2Ri+Ry (1 2 —4 11
“\24-514 00 3 -8

Ry»iRy (12 —4 11
~ oo 1 -8

R,—4R,+R; (1 2 0 % _.D
001 -8)

(Burada 11 — % = %’tﬁr.)
B ile D’nin sifirdan farkli satirlar1 birebir aynidir; dolayisiyla satir uzaylar: esittir. A "' Bve 0K

D oldugundan

U = A 'nmin satir uzay1 = B ’'nin satir uzay1
= D ’nin satir uzay1 = C ’'nin satir uzay1 =V

Iki alt uzay aynidur.
]

Ornek 15.2 (U¢ Matrisin Satir Uzaylari).

1-1-1

115 1 -1 -2
A=(351) 5= ( ) c=li-s
2 313 3 -2 3 s 1 3
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15.3 Coziimlii Ornekler 91

matrislerinden hangilerinin satir uzaylar1 aynidir?

Coziim.
Uciiniin de satir kanonik seklini bulalim.

AR24*1R1+R2 115 R1H*32+R1 102
013 013

BR2—>—3R1+R2 1 —1 —2\ Ri—»R+R; (101
01 3 013

R,——4R,+R,

R;——3R,+R, 1 -1

3
6

-1 -1

Ry;——2R,+R; 5
0

1 R,—Ry+R,
0 ~
0

OO =
O O =
O = O
S W N

1 1
2 0

Aile C’nin sifirdan farkli satirlar1 (1 0 2) ve (0 1 3) olarak cakisir; dolayisiyla A ile C’nin satir uzaylar:
aynidir.

B’nin birinci satir1 (1 0 1) olup digerlerinden farklidir; B’nin satir uzay1 A ile C’ninkinden farklidar.
]

15.4 Alistirma

Alistirma 15.1 (Satir Uzaylari).

a) uy = (1,1,-1), uy=1(2,3,-1), uz=(3,1,-5) ve v; =(1,—-1,-3), vy =(3,—2,-8), vy =
(2,1,-3) olsun. L(uy, us, us) ile L(v;, vy, v5) uzaylart R¥’iin ayni alt uzayr midir?

b) A bir K-matris ise A’nin satir uzayinin, A*’nin siitun uzayma esit oldugunu gézlemleyiniz.

Cozim.
a) u,; lerin matrisini indirgeyelim:

R,——2R,+R
L= R§:73R1+Rz L1 — Ry—2R,+R; 11—l
23 -1 ~ 01 1 ~ 01 1
315 0—2 -2 00 0
10 -2
R1_>_52+R1 0 ? 1
00 0
Simdi v, ler igin:
_1 —3\ Ry—>—3R,+R 1 — 1 —
I=1-3 Ra——2R,+R, 1 —1-3 Rg——3Ry+Rg 1 —1-3
3 —2 -8 ~ 01 1 ~ 01 1
2 1 -3 03 3 00 O
R,—R,+R, 10 -2
~ 011
00 0

Iki satir kanonik sekil birebir aynidir; dolayisiyla iki alt uzay esittir:
L(Ul,UQ,’LL3) = L(v17v2,v3) =L ( (13 0, _2), (Ov 1, 1) )

b) Transpoze tanimi geregi A nin i-inci siitunu, A’nin 4-inci satirinin kendisidir. Ayni vektér ailesi s6z
konusu oldugundan gerdikleri alt uzaylar da aynidir:

A 'nin satir uzay1 = A? ’nin siitun uzay:

Acik Matematik - acik-matematik.com 91 CC BY-NC-SA 4.0


https://acik-matematik.com/dersler/matrisler/matrisler-ve-islemler.qmd
https://acik-matematik.com
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.tr

92 Boliim 15. Satir Uzayi ve Siitun Uzayi

Simetrik olarak A’nin siitun uzayi, A*'nin satir uzayina esittir. Bu gézlem sayesinde siitun uzayryla
ilgili her soru, transpoze alinarak satir uzay: sorusuna cevrilebilir — ve satir uzayinda elimizde satir
islemleri gibi giiclii bir arag¢ vardir.

]

Bir alt uzay1 doguran kiimede gereksiz vektorler bulunabilir: biri digerlerinin lineer kombinezonuysa
onu atmak uzayi degistirmez. “Gereksiz vektor yok” durumunu kesinlestiren kavram siradaki bolimiin
konusudur: lineer bagimlilik ve bagimsizlik.
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16.1

16.2

16. Lineer Bagimlilik ve Bagimsizlik

Bir alt uzay1 doguran kiimede gereksiz vektorler bulunabilir: bir vektor digerlerinin lineer kombinezo-
nuysa, onu atmak gerilen uzay: degistirmez. “Gereksiz vektor yok” durumunu tam olarak yakalayan
kavram lineer bagimsizliktir ve tim taban-boyut kurami bunun tizerine kurulur.

Tanim

Tanim 16.1 (Lineer Bagimlilik ve Bagimsizlik). V(K) bir vektér uzayi ve vy, vy, ..., v,, € V olsun.

ey Upp,
a1V + ayvy + -+ a,,v,, = 0y,
olacak bicimde hepsi birden sifir olmayan a,, ..., a,,, € K elemanlar varsa, vy, ..., v, vektorlerine K

iizerinde lineer bagimli denir.
Eger bu bagint1 ancak a; = a, = - = a,,, = 0 olmas1 halinde gerceklenebiliyorsa, yani

a1v; +aqvy + -+ a,,v, =0y S a =ay=--=a,, =0k

ise vy, ..., v, vektorlerine K tizerinde lineer bagimsiz denir.

Iki basit gozlem:

* Uy, ..., Uy, vektorlerinden biri sifir vektorii ise bu vektérler lineer bagimlidir. Gergekten v; = 0y, ise
O0xvy + -+ 1gv; + -+ + 0gv,, = 0y bagmntisinda 1 # 0 dir.

+ v # 0y, ise tek bagina v lineer bagimsizdir: av = 0y, ve v # 0y, iken temel 6zellikler teoremi a = O
Vverir.

© Bagmmsizlik bir homojen sistem sorusudur

K™de a v, + -+ + a,,v,, = 0 bagintisi, bilinmeyenleri a4, ..., a,,, olan bir homojen lineer denk-
lem sistemine doniisiir. Vektorler bagimsizdir <> sistemin yalnizca sifir ¢éziimii vardir < merdiven
seklindeki denklem sayisi bilinmeyen sayisina esittir. Biitiin hesapl 6rnekler bu terciimeyle ¢ozuliir.

Coziimlii Ornekler

Ornek 16.1 (R*te Bagimsiz U¢ Vektor). V = R* olsun. v; = (6,2,3,4), vy, = (0,5,—3,1), vy =
(0,0,7,—2) vektorlerinin R {izerinde lineer bagimsiz oldugunu gosteriniz.

Cozim.
z,y, z € R olmak tizere zv; + yvy + zv5 = (0,0, 0, 0) olsun:

$(67 27 37 4) + y(07 57 _37 1) + z(O’ 0’ 77 _2)
= ( 62,2z +5y,3x — 3y + Tz, dv +y— 2z )

Bilegenler sifira esitlenirse su homojen sistem ¢ikar:
6z =0, 2z 4+ 5y =0, 3x —3y+ 72 =0, dr+y—22=0
Birinci denklemden dogrudan z = 0 bulunur. Bunu ikinciye tagryalim:
S5y=0=y=0

Uciincii denklemde 2 = iy = 0 konursa
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94 Boliim 16. Lineer Bagimlilik ve Bagimsizlik

2=0=2=0

(Dordiincii denklem 4 -0 4+ 0 — 0 = 0 ile kendiliginden saglanir.) Merdiven seklinde denklem sayisi
bilinmeyen sayisina egittir (r = n = 3); sistemin tek ¢éziimi sifir ¢6ziimdiir. Demek ki

TV, +Yvg +2v3 =0pa = Tz =y=2=0

yani vy, vy, V5 lineer bagimsizdir.
|

Ornek 16.2 (R*te Bagiml Ug Vektor). u = (1,—1,0), v = (1,3,—1), w = (5,3, —2) € R3 vektorle-
rinin lineer bagiml oldugunu gosteriniz.

Coziim.
zu + yv + zw = (0,0, 0) yazalim:

z(1,-1,0) +y(1,3,-1) + 2(5,3,-2) = (z + y + 52, —x + 3y + 32, —y — 22 )
Homojen sistem:

z+y+5z=0, —x+ 3y + 3z =0, —y—2z=0

0\ p,ip, (1 1 5
o] "~ o1 2
0 0 -1 -2

0
0
0

Merdiven seklinde denklem sayis1 7 = 2, bilinmeyen sayis1 n = 3’tiir. 7 < n oldugundan sistemin sifir
¢oziimden farkli ¢oziimleri vardir: serbest degisken z’dir.
z = 1 alalim. Ikinci denklemden y = —2, birinciden £ = —y — 5z = 2 — 5 = —3 bulunur. Yani

Genisletilmis matrisi indirgeyelim:

1 1 50 Ry R, AR, 11 5
-1 3 310 ~ 0 4 8
0 -1 -2j0 0—-1-2

R3—Ry+Rs (1) 1 ;
000

0
0
0

—3u —2v+w = Ops
Katsayilar hepsi birden sifir olmadigindan u, v, w lineer bagimhdir. Saglama:

—3(1,—1,0) — 2(1,3,—1) + (5,3,—2) = (—3—2+5,3 — 6+ 3,0+ 2 — 2)
= (0,0,0)

16.3 Bagimliligin Anlami

Teorem 16.1 (Bagimlilik Ol¢iitii). vy, ...,v,, € V(K) vektorlerinin lineer bagimli olmast icin gerek ve

Uy
yeter kosul, iclerinden birinin digerlerinin bir lineer kombinezonu olmasidur.

Ispat.
Gereklik. Vektorler bagimli olsun; o halde hepsi birden sifir olmayan by, ...,b,, € K ile

blvl 44 ijj 4+ -4+ bmvm = 0y

yazilir. Sifirdan farkly katsayilardan birini, diyelimb; # 0y olanini secelim. K bir cisim oldugundan b;l
vardir; bagintiy b;l ile carpalim:

( b;lbl ) vy o+ ( bjflbj )Uj + -+ ( b;lbm ) Uy = OV

——
1K
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v; terimini yalniz birakalim:
v;=—( bj_lb1 Jog = —( b;lbjf1 ) vim1—( bj_lij ) Vi — o — ( b;lbm ) Um

Yani v, digerlerinin lineer kombinezonudur.
Yeterlik. v;, digerlerinin bir lineer kombinezonu olsun:

Vj=a1vp a5 05 T a5V o AU,
Biitiin terimleri sola alalim:
ayvy + -t a; v+ (g ) v ai v et G v,, = 0y

v; 'nin katsayist —1 - # O oldugundan katsayilar hepsi birden sifir degildir; vektorler lineer bagimhdir.
n

Bir sonraki teorem bu sonucu keskinlegtirir: bagimlilik halinde, “digerlerinin” degil dogrudan kendisin-
den oncekilerin kombinezonu olan bir vektdr bulunabilir.

Teorem 16.2 (Oncekilerin Kombinezonu). v, ...,v,, € V(K) (m > 2) vektérlerinin hicbiri sifir
vektorii olmasin. Bu vektorlerin lineer bagimli olmast icin gerek ve yeter kosul, iclerinden birinin, diyelim
v; ’nin (i € {2, ...,m}), kendisinden éncekilerin bir lineer kombinezonu olmasidir:

V; = QU F GgUy + -+ a1V (a1,y-,a;,_1 € K)
ispat.
Gereklik. Vektorler bagimly olsun:
a,v; + ayvy + -+ a,,v,, = 0y

katsayilar hepsi birden sifir olmamak iizere. a, # 0 kosulunu saglayan en biiyiik indis t olsun. t'den
sonraki biitiin katsayuar sifir oldugundan baginti

a vy + -+ ap = 0y

haline iner.

t > 1 oldugunu gorelim: t = 1 olsaydi a,v, = 0y, ve ay # O olurdu; buradan v; = 0y, ¢ikard: ve bu,
hi¢bir vektoriin sifir olmadigi hipoteziyle celisirdi. Demek kit > 1’dir.

Simdi bagintiyr a; ! ile carpip v, ’yi yalniz birakalim:

vp=—(agtay ) vy — o —(agtay ) vy

Yani v,, kendisinden oncekilerin bir lineer kombinezonudur.
Yeterlik. v, = ayv; + --- + a,_v;_; olsun. Terimleri sola alalim:

agvy + -+ a1y + (= 1g ) v+ 0g v + 0+ 0gvy = 0y

v, ’nin katsayist —1 i # 0 oldugundan vektorler lineer bagimlidur.
|

Merdiven Matrisin Satirlar:

Teorem 16.3 (Merdiven Matrisin Satirlar1 Bagimsizdir). Bir merdiven matrisin sifirdan farkl satirlar:
lineer bagimsizdur.

Ispat.

A(,n) bir merdiven K-matris ve sifirdan farkl satirlart Ry, ..., R, olsun. Bu satirlarin lineer bagimli
oldugunu varsayalim.

Satirlarin higbiri sifir vektorii olmadigindan bir onceki teorem uygulanabilir — satirlart Ry, R, 1, ..., Ry
sirasiyla ele alalim. O halde bir R, satiri, kendisinden sonraki satirlarin bir lineer kombinezonudur:
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Ry =ayRy+ap 1Ry ++a, 1Ry

R, ’nin ilk sifirdan farkli bileseni, yani ayricalikli elemani, s-inci siitunda bulunsun. Merdiven matris
tanimi geregi ayricalikly elemanlarin siitun numaralan asag1 indikce kesin arttifindan, R, ,,..., R,
satirlarinin hepsinin s-inci bileseni 0 g “dir.

O halde yukaridaki esitligin sag tarafinin s-inci bileseni

ag O + 4 a, -0 =0
olur. Ama sol tarafin s-inci bileseni, tanim geregi Oy dan farkli olan ayricalikli elemandir — celiski.

Demek ki Ry, ..., R, satirlari lineer bagimsizdr.
|

Bu teorem, bir vektor ailesinin bagimsizligini sinamanin en pratik yolunu verir: vektorleri satir kabul eden
matrisi merdiven sekline indir; sifir satir ¢tkmiyorsa vektorler bagimsizdur.

Bes Uyan

1.vq, ..., U, lineer bagimhiise {vy, ..., v,,, } kiimesine lineer bagimli kiime, bagimsiz ise lineer bagimsiz
kiime denir.
2. Vektorlerden herhangi ikisi esitse, 6rnegin v; = v, ise, vektorler lineer bagimhidir:

V1 — Uy + OK'U3 + -+ OK'Um = OV

bagmtisinda v, ’in katsayis1 1, # 0p dir.

3. Iki vektoriin lineer bagimli olmasi igin gerek ve yeter kosul, birinin digerinin bir kat1 olmasidir: v; =
avy (a € K).

4. Lineer bagimli bir kiime iceren kiimenin kendisi de lineer bagimlidir. Bundan dolay1 bir lineer bagimsiz
kiimenin her alt kiimesi de lineer bagimsizdir.

5. {vy,...,v,, } lineer bagimsiz ise, indislerin herhangi bir permiitasyonu ,, ..., ,, i¢in {vil, veey vim} de
lineer bagimsizdir: bagimsizlik siralamaya bagh degildir.

Alistirma

Alistirma 16.1 (Bagimli mi, Bagimsiz m1?).
a) R¥te (1,—2,1), (2,1, —1), (7, —4, 1) vektérlerinin lineer bagimli olup olmadigini belirleyiniz.
b) R%te (1,2,-3), (1,—3,2), (2, —1,5) vektorlerinin lineer bagimli olup olmadigin1 belirleyiniz.

¢) u,v,w € V(K) lineer bagimsiz olsun. u + v, u — v, u — 2v + w vektdrlerinin de lineer bagimsiz
oldugunu gosteriniz.

d) v=(1+1i,2i)vew = (1, 1+ i) vektorlerinin C*’de C iizerinde lineer bagiml, fakat R {izerinde lineer
bagimsiz oldugunu gosteriniz.

Coziim.
a)z(l,—2,1)+y(2,1,—-1) + 2(7,—4,1) = (0,0, 0) homojen sistemini kuralim:

r+2y+72=0, —2x+y—4z=0, r—y+2=0
R,—2R,+R
1 2 710 R;:—R11+R23 12 71/0
—2 1 —410 ~ 0 5 10(0
1 -1 1|0 0 -3 —6|0

w601 5 fo) ®m (o oo
0 -3 —6/0 0000

r = 2 < n = 3 oldugundan sifirdan farkli ¢6ziim vardir: vektorler lineer bagimlidir. z = 1 alinirsa
y=—2vex =—2y—Tz=4—7=—3;yani
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—-3(1,—2,1) — 2(2,1,—-1) + (7,—4,1) = (0,0,0)

b) Ayni yolla:
r+y+2z=0, 20 —3y— 2 =0, —3z+2y+5z2=0
R,—»—2R,+R
1 1 2|0 R2:_>3Rll+R32 11 210
2 -3 —1)0 ~ 0 -5 =50
-3 2 510 0 5 11|0

0 -5 -5

R3—Ry+Rs 112
00 6

0
0
0

r = n = 3 oldugundan yalmizca sifir ¢6ziim vardir (z = 0 = y = 0 = x = 0): vektorler lineer bagim-
sizdir.
¢)a,b,c € K i¢in

a(u+v) +b(u—v) + c(u—2v+w) =0y,
olsun. Terimleri u, v, w’ye gore toplayalim:
(a+bdb+c)u+(a—b—2c)v+cw=0y
u, v, w lineer bagimsiz oldugundan biitin katsayilar sifir olmalidur:
a+b+c=0g, a—b—2c=0g, c=0g
Ugiincii denklemden ¢ = 0 ; bunu ilk ikisine tasiyalim:
a+b=0g, a—b=0g

Ikisini toplarsak 2a = Oy, ¢ikarirsak 2b = Oy olur. (Burada K’nin karakteristiginin 2 olmadigini,
ornegin K = R ya da C oldugunu varsayiyoruz.) Buradan a = b = 0 bulunur. Uc katsay1 da sifir
ciktigindan verilen vektorler lineer bagimsizdir.

d) C dizerinde bagiml. w’yi 1 + i skaleriyle carpalim:

A+idw=(1+4,(1+0)?)=(1+41+2i+3*)=(1+4,2)=v

Demek ki v = (1 + ¢)w’dir; biri dierinin kati oldugundan (iigiincii uyari) iki vektér C tizerinde lineer
bagimlidir.
R iizerinde bagimsiz. Bu kez skalerler yalniz reel olabilir. a,b € R i¢in av + bw = (0, 0) olsun:

a(l+14)+b=0, 2ai +b(1+14) =0
Birinci denklemi reel ve sanal kisimlarina ayiralim:
(a+b)+ai=0=a=0ve a+b=0

Buradan a = 0 ve b = 0 bulunur; ikinci denklem de kendiliginden saglanir. Katsayilar sifir olmak
zorunda oldugundan vektorler R iizerinde lineer bagimsizdir.

Bu 6rnek 6nemli bir noktay1 gosterir: bagimlilik, vektorlerin kendisi kadar skalerlerin alindigi cisme
de baghdur.

|

Bir uzay1 doguran ve ayni zamanda lineer bagimsiz olan bir kiime, o uzay i¢in en ekonomik tarif olur. Bu
kiimelere taban denir ve siradaki bolimiin konusudur: taban ve boyut.
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17. Taban ve Boyut

Bir uzay1 doguran kiime, o uzayu tarif eder; lineer bagimsiz bir kiime ise icinde fazlalik tasimaz. ikisi birden
saglandiginda elde edilen kiime, uzayin en ekonomik tarifidir: taban. Bu bolimde tabani tanimlayacak
ve dersin en 6nemli sayisal degismezine varacagiz — bir uzayin biitiin tabanlarinin eleman sayis: aynidir.

Taban ve Boyut

Tanim 17.1 (Taban). V, K komutatif cismi tizerinde bir vektér uzay: olsun. V’yi doguran, yani
V =L(e,ey,....e,)

kogulunu saglayan lineer bagimsiz bir {e;, ey, ...,e,} C V kiimesine, V' vektor uzaymnm bir tabani
denir.

Tanim 17.2 (Boyut). 7 elemanli bir tabani bulunan V' vektér uzayina n-boyutlu (sonlu boyutlu) vektor
uzay1 denir ve dim V' = n yazilir.

Iki uc durum tanima ilistirilir:
+ {0y} vektér uzayinin boyutu sifir kabul edilir: dim{0,,} = 0.
« Sonlu boyutlu olmayan bir vekt6r uzayina sonsuz boyutlu vektor uzay: denir.

Ornek 17.1 (K™in Standart Tabani). K komutatif bir cisim olsun. K™ vektor uzayinda
ey = (g, 0k, -, 0k), €3 = (0g, 1k, 0k, .., 0g), -, €, =(0g,....,0k, 1)
vektorlerinin K™’in bir tabanini olusturdugunu ve dim K™ = n oldugunu gésteriniz.

Cozim.

Dogurma. K™ = L(eq, ..., e,,) oldugunu daha 6nce gosterdik: her (aq, ..., a,,) vektori a,e; + -+ +
a,e,, biciminde yazilir.

Bagimsizlik. Bu vektorleri satir kabul eden matris

lK OK OK
VR N S 4

birim matristir ve bir merdiven matristir. Merdiven matrisin sifirdan farkli satirlar1 lineer bagimsiz
oldugundan ey, ..., e,, bagimsizdir.

Iki kosul birlikte {ey, ..., ,,}'in bir taban oldugunu verir; eleman sayisi n oldugundan dim K™ = n’dir.
Bu tabana K™’in standart (dogal) tabani denir.

|

K = Rven = 3 alindiginda {(1,0,0), (0,1,0), (0,0, 1)} kiimesi R3’{in bir tabanidir ve dim R3 = 3’tiir.

Ornek 17.2 (Ayn1 Uzayin Bagka Bir Tabani). {(1,2,3), (0,1,2), (0,0,1)} kiimesinin de R3’iin bir
tabani oldugunu gosteriniz.

Cozim.
Dogurma. Bu ii¢ vektdriin R3’ii dogurdugunu daha énce hesaplamistik: her (a, b, ¢) i¢in

Acik Matematik - acik-matematik.com 99 CC BY-NC-SA 4.0


lineer-bagimsizlik.qmd
lineer-kombinezon.qmd
https://acik-matematik.com
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.tr

17.2

100 Boliim 17. Taban ve Boyut

(a,b,¢) =a(1,2,3) + (—2a + b)(0,1,2) 4+ (a — 2b+ ¢)(0,0, 1)

Bagimsizlik. Vektorleri satir kabul eden matris

A:

O O
[en il V]
=N W

bir merdiven matristir; ayricalikli elemanlar1 1, 1, 1 olup stitun numaralar1 1 < 2 < 3 olarak artar.
Dolayisiyla satirlar: lineer bagimsizdir.

Kiime hem doguruyor hem bagimsiz oldugundan R3’{in bir tabanidur.

|

1 Taban tek tiirlii belirli degildir

Son iki 6rnek R®’iin birbirinden farkli iki tabanini verdi. Genel olarak sonlu boyutlu bir V(K vektor
uzayiin birden fazla tabani olabilir; taban tek tiirlii belirli degildir. Degismeyen sey, birazdan
gorecegimiz gibi, tabandaki eleman sayisidir.

Doguran Kiimeyi Sadelestirmek

Teorem 17.1 (Doguran Kiimeye Ekleme ve Cikarma). {v,,...,v, } kiimesi bir V(K vektér uzayini
dogursun, yani V. = L(vy, ..., v,,) olsun. O halde:

1. w € V olmak iizere {w, vy, ..., v, } kiimesi lineer bagimlidir ve V' ’yi dogurur:
V = L(w,vy,...,v,)

2. v; (i € {2,...,n}) kendisinden éncekilerin bir lineer kombinezonu ise {vy, ..., v;_1,V; 1, ..., U, } kiimesi
de V'’yi dogurur.

Ispat.

1. weV =L(vq,...,v,) oldugundan w, v, lerin bir lineer kombinezonudur; bagimhlik ol¢iitii geregi
{w, vy, ...,v, } lineer bagimhdur.

Dogurma igin: v € V alalim. v = a;v, + - + a,v,, yazilir ve buna sifir katsayil bir terim eklemek
serbesttir:

v= 0w+ a;v; + -+ a,v, € L(w,vq,...,v,)

Demek ki V C L(w, vy, ..., v,,) dir. Ters kapsama, w ve v, lerin hepsi V ’de oldugundan ve V' bir alt uzay
oldugundan gecerlidir. Iki kapsama esitligi verir.

2.v; = ayvy + -+ a;_1v;_y olsun. L(vy, ...,v;_1,V;,1,...,v,) C V aciktir. Ters kapsama i¢inv € V
alalim:

v==tv; + -+ Ly + -+,
v; yerine yukaridaki ifadeyi koyup terimleri gruplayalim:
U=ty A g0yt (g e a0 ) U e 0,
=(tyttiag v o+ (G H e ) vy v o,

Sag tarafta v; gorinmiiyor; yaniv € L(vy, ..., v;_1,V; 1, ..., v, ) dir.
|
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Degistirme Teoremi

Teorem 17.2 (Degistirme Teoremi). {v,...,v,,} kiimesi V(K) wvektéor uzayim dogursun ve
{wy, ..., w,,} CV lineer bagimsiz bir kiime olsun. O halde

m<n
ve V(K), uygun n — m tane v vektorii secilerek elde edilen
{wy, e Wy, v 5y}
kiimesi tarafindan dogrulur. Dolayisiyla V ’de n + 1 veya daha fazla vektor daima lineer bagimhidir.

ispat.
{wy, s w,, } bagimsiz oldugundan hicbir w; sifir vektori degildir. Gerekirse sifir olan v;’ler atilarak
v, ’lerin de higbirinin sifir olmadigi varsayilabilir (sifir vektoriinii atmak gerilen uzay: degistirmez).
Birinci adim. wy € V = L(vy, ...,v,,) oldugundan, énceki teoremin birinci maddesiyle

{wy,vq, ..., v, } lineer bagimhdir ve V = L(w,, vy, ..., v,,)

ey Up

Bu kiimenin hi¢bir elemani sifir olmadigindan oncekilerin kombinezonu teoremi uygulanir: kiimedeki bir
vektor, kendisinden éncekilerin lineer kombinezonudur. Bu vektér w, olamaz, ¢iinkii listede w, ‘den dnce
higbir vektor yoktur ve wy # Oy, 'dir. O halde bu vektor bir v; dir. Onceki teoremin ikinci maddesiyle v;
atilabilir:

V=L ( W1y Vs ey Vi1, Vjgqs ey Uy )
Ikinci adim. Ayni islemi w, ile tekrarlayalim:

{wl, Woy Vyyeey Vi1, Vjigqsons vn} bagimhidir ve V' ’yi dogurur

Yine bir vektir oncekilerin kombinezonudur. Bu vektér w; olamaz; wqy de olamaz, ¢iinkii wy 'nin éncesinde
yalnizca wy vardir ve {w;, wy} bagimsiz oldugundan w,, w, ’in kat1 degildir. Demek ki yine bir v, dir ve
atilabilir.

Genel adim. Bu sekilde devam edildiginde her adimda bir w eklenir ve bir v atilir. Atilan vektér hicbir
zaman bir w olamaz: {w, ..., w,, } bagimsiz oldugundan hi¢bir w), kendisinden onceki w’lerin kombi-
nezonu degildir.

m < n.m > n olsaydin adim sonra biitiin v’ler tiikenir ve
V = L(wy, ..., w,)

olurdu. O zaman w,, ., € V, wy, ..., w,, in bir lineer kombinezonu olur ve {w, ..., w,, } lineer bagiml
¢tkardr — hipotezle celisir. Demek kim < n’dir.
m < n oldugunda islem m adimda biter ve geriye n — m tane v kalir:

V:L(wl,...,w v

s Vis s U )

Son iddia da buradan ¢ikar: V’de n + 1 veya daha fazla vektor bagimsiz olsaydim > n + 1 > n olurdu,
bu ise az once dislandh.
|

Boyut Iyi Tanimlidir

Teorem 17.3 (Tabanlarin Eleman Sayis1). Sonlu boyutlu bir V(K vektor uzayinin her tabaninda ayni
sayiwda eleman vardir.

ispat.

{e1, - en} ve{f1, s fin}s V(K) nin iki tabani olsun.

{e1, ..., €, } bir taban oldugundanV = L(ey, ..., e,) dir, yani V'’yi dogurur. { f1, ..., f,,} bir taban oldu-
gundan lineer bagimsizdir. Degistirme teoremini bu ikili icin uygulayalim:
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m<n

Simdi rolleri degistirelim: { f1, ..., f,,} V 'vi dogurur ve {e, ..., e,,} lineer bagimsizdir. Ayni teorem

bl n

n<<m

verir. Iki esitsizlik birlikte m = n sonucunu dogurur.
|

Bu teorem sayesinde dim V' gercekten uzaya ait bir sayidir: hangi taban secilirse secilsin degismez.

Alistirma

Aligstirma 17.1 (Taban ve Boyut).

a) {(1,1,1),

(1,2,3), (2,—1,1)} kiimesinin R3’{in bir taban1 oldugunu gosteriniz.
b) {(1,1,2), (17 2 5) (5 3,4)} kiimesinin R®’iin bir tabani olmadigin1 gosteriniz.

(

(

c) R¥te L ((1,- ), (1,1,-2,3) ) alt uzaymn boyutunu bulunuz.
d) R*¥te L ((3,-6,3,-9), (—2,4,—-2,6) ) alt uzaymin boyutunu bulunuz.
Coziim.

a) dim R? = 3 oldugundan ii¢ elemanli bir kiimenin taban olmasi i¢in lineer bagimsiz olmasi yeterlidir;
yine de burada dogrudan hesapla ilerleyelim. Vektorleri satir kabul eden matrisi indirgeyelim:

Ro——R,+R,

111 Ry—>—2R,+Rs 11 R;—3R,+R; 111
1 2 3 ~ 01 ~ 012
2 —-11 0 -3 -1 005

Elde edilen matris bir merdiven matristir ve sifir satir1 yoktur; dolayisiyla ti¢ vektor lineer bagimsizdir.
Ayrica merdivenin satir uzayu, ilk matrisin satir uzayina esittir ve ti¢ ayricalikli eleman ii¢ siitunu da
kapsadigindan bu uzay R®’iin tamamidir. Kiime hem bagimsiz hem doguran oldugundan bir tabandr.
b) Ayn1 yéntemi uygulayalim:

Ry——R,+R
P12y e (11 2 o nn, (112
125 ~ 01 3 ~ 013
5314 0 -2 —6 000

Bir satir tamamen sifir oldugundan ¢ vektor lineer bagimlidir; bagimh bir kiime taban olamaz.
(Nitekim gerilen uzaym boyutu 2°dir, R%’iin tamamu degildir.)
c) Iki vektorii satir kabul eden matrisi indirgeyelim:

1 -2 3 —1\ Re=»—Ri+R; (1 =2 3 —1
11 -2 3 0 3 —5 4

Merdiven seklinde iki sifirdan farkli satir kaldi; bunlar lineer bagimsizdir ve satir uzay: degismedigin-
den alt uzayin bir tabanin olustururlar. Demek ki

dim L ((1,-2,3,-1),(1,1,-2,3) ) =

(Aym1 sonug dogrudan da gorilir: hicbiri digerinin kat1 olmadigindan iki vektor bagimsizdir.)
d) Burada ikinci vektor birincinin bir katidir:

2
75(3a *6a 37 79) = (727 47 *27 6)

Dolayisiyla iki vektor lineer bagimlidir ve gerdikleri uzay tek bir vektoriin gerdigi uzaydir:
L ( (3a _67 3a —9)’ (_27 47 _27 6) ) =L ( (3a _67 3a _9) )

Sifirdan farkli tek bir vektor bagimsiz oldugundan bu kiime bir tabandir ve boyut 1’dir.
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17.5 Alistirma 103

Boyutun iyi tanimli oldugunu biliyoruz. Simdi bu sayinin nasil kullanildigina bakalim: bagimsiz kiimeleri
tabana tamamlamak, alt uzaylarin boyutlarini karsilastirmak ve iki alt uzaymn toplaminin boyutunu
hesaplamak. Siradaki boliim bunlar1 veriyor: boyut teoremleri.
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18. Boyut Teoremleri

Boyutun iyi tanuml bir say1 oldugunu biliyoruz. Bu béliimde onu bir araca doniistiiriiyoruz: bagimsiz
bir kiime ne zaman tabana tamamlanir, bir alt uzayin boyutu ana uzaymkinden nasil kii¢iik kalir ve iki
alt uzayin toplamimin boyutu nasil hesaplanir? Son sorunun yaniti, kesisimi de hesaba katan zarif bir
formiildir.

Maksimal Bagimsiz Alt Kiime

Tanim 18.1 (Maksimal Bagimsiz Alt Kiime). S, bir V(K) vektér uzayinn bir alt kiimesi olsun.
Asagidaki kosullar saglanirsa {vy, ..., v,, } kiimesine S’nin bir maksimal bagimsiz alt kiimesi denir:
Kosul 1. {vy, ..., v,,}, S’nin lineer bagimsiz bir alt kiimesidir.

Kosul 2. Her w € S i¢in {vy, ..., v,,,, w} kiimesi lineer bagimhdir.

Teorem 18.1 (Bagimliliktan Kombinezona). {v,...,v,,}, V(K) nin lineer bagimsiz bir alt kiimesi
olsun.w € V igin {vq, ..., v,,, w} kiimesi lineer bagimli ise w, vy, ..., v,,, vektérlerinin bir lineer kombinezo-
nudur.

ispat.
Bagimhlik geregi, hepsi birden sifir olmayan aq, ..., a,,,b € K ile

o Im

a0 + -+ a,,v,, + bw =0y,

yazilir. Eger b = Og olsaydi baginti a;v; + - + a,,v,, = 0y, hdline gelirdi ve katsayilar hepsi birden
sifir olmadigindan {vy, ..., v,, } bagimh ¢ikardi — hipotezle ¢elisir. Demek ki b # 0y “dir.
K bir cisim oldugundan b= vardwr; w’yi yalniz birakalim:

w=— ( bla, Jog— - —( b la,, ) U € L(vy, .0y 0p,)

Teorem 18.2 (Sonlu Doguran Kiimeden Taban). V(K) vektor uzay, bos kiimeden farkli sonlu bir S
kiimesi tarafindan dogrulsun (V = L(S)). Bu takdirde V' sonlu boyutludur ve S’nin bir alt kiimesi V 'nin
bir tabanidir.

Ispat.

S’nin biitin elemanlar1 0y, ise V = L(S) = {0y, } 'dir ve tanim geregi dim V' = 0°dir; iddia bu durumda
gecerlidir.

Aksi halde S, sifirdan farkly bir vektor icerir ve bu vektor tek basina lineer bagimsiz bir alt kiime olusturur.
S sonlu oldugundan S’nin lineer bagimsiz alt kiimeleri de sonlu sayidadir; bunlar arasinda eleman sayisi
en bityiik olani secelim ve {v,, ..., v,, } diyelim.

Bu kiime S nin maksimal bagimsiz alt kiimesidir: w € S i¢in {vq, ..., v,,, w} bagimsiz olsaydi, daha ¢ok
elemanli bagimsiz bir alt kiime bulunmus olurdu ve bu secimimizle gelisirdi (eger w zaten v, lerden biriyse
kiime tekrar eden vektor icerdiginden bagimlidir). Bir sonraki teorem bu kiimenin bir taban oldugunu
verir.

|

Teorem 18.3 (Maksimal Bagimsiz Alt Kiime Bir Tabandir). {vq,...,v,,}, V(K)’yi doguran bir S
kiimesinin (V = L(S)) maksimal bagimsiz alt kiimesi ise {vy, ..., v,, }, V 'nin bir tabanidir.

ispat.
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Kiime zaten lineer bagimsizdir; geriye V ’yi dogurdugunu géstermek kalir.
w € S alalim. Kosul 2 geregi {vy, ..., v,,, w} lineer bagimhdir; {vy,...,v,,} bagimsiz oldugundan bir
onceki teorem uygulanir:

w € L(vy,...,v,,)

Bu her w € S i¢in dogru oldugundan S C L(vy,...,v,,) dir. L(vy,...,v,,) bir alt uzay oldugundan,
gerilen uzayn en kiiciikligii geregi

L(S) C L(vy,...,v,,)

V = L(S) oldugundan V' C L(vy, ...,v,,) dir; ters kapsama v; € V olmasindan gelir. Demek ki V =
L(vy,...,v,,) dir ve kiime hem bagimsiz hem doguran oldugundan bir tabandur.
|

Boyutun Uc¢ Sonucu

Teorem 18.4 (Sonlu Boyutlu Uzaylarda U¢ Sonug). V(K), n-boyutlu bir vektor uzay: olsun. O halde:

1. V’den + 1 veya daha fazla elemanh bir kiime lineer bagimhdur.
2. Herhangi bir lineer bagimsiz kiime, V (K ) nin bir tabaninin alt kiimesidir; yani bir tabana tamamlana-
bilir.

3. n elemanl: lineer bagimsiz bir kiime, V (K) ’nin bir tabamidr.

Ispat.

{e1,...,e,}, V(K) nin bir tabani olsun.

1. Taban V’yi dogurdugundan, degistirme teoremi geregi V ’de bagimsiz bir kiimenin eleman sayisi n’yi
asamaz. Dolayisiyla n + 1 veya daha fazla elemanli her kiime bagimhdir.

2.{vq, ...,v,.} lineer bagimsiz olsun. Degistirme teoremi, uygun n — r tane taban vektorii segilerek

V=L ( Uy Ups €5 ey € )
oldugunu verir. Sagdaki kiime S olsun; S sonludur ve V- = L(S) dir. Bir énceki teoreme gore S nin bir alt
kiimesi V ’nin tabanidir. S’nin eleman sayisi n’dir ve V ’nin her tabaninda n eleman bulundugundan bu
alt kiime S ’nin kendisidir. Demek ki S bir tabandir ve {v,, ..., v, } 'yi icerir.
3.7,V ’ninn elemanh bagimsiz bir alt kiimesi olsun. (2) ‘ye gére T', bir tabanin alt kiimesidir; her tabanda
n eleman bulundugundan ve T' de n elemanli oldugundan T ’nin kendisi o tabandur.
|

Teorem 18.5 (Alt Uzayin Boyutu). V' (K) n-boyutlu bir vektor uzayr ve W, V ’'nin bir alt vektor uzay
olsun. O halde

dimW <n
Ayricadim W = n ise W =V dir.
Ispat.
W C 'V oldugundan W ’nin bir tabani, ayni zamanda V ’de lineer bagimsiz bir kiimedir. Bir onceki
teoremin birinci maddesine gore V de bagimsiz bir kiimenin eleman sayisin’yi asamaz; dolayisiyla W ’nin
tabani en ¢cok n elemanhdir, yani dim W < n’dir.

dim W = n olsun ve {wy, ..., w,, }, W’nin bir tabani olsun. Bu kiime V ’nin n elemanli lineer bagimsiz
bir alt kiimesidir; onceki teoremin iiciincii maddesiyle V ’nin de bir tabanidir. O halde

V =L(wy,...,w,) =W
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Boyut Formiilii

Teorem 18.6 (Boyut Formiilii). U ve W, V(K) nin sonlu boyutlu alt vektor uzaylari olsun. O halde U +
W de sonlu boyutludur ve

dim(U + W) =dimU 4 dim W — dim(U N W)
Ozel olarak V =U @ W isedimV = dim U + dim W 'dir.
Ispat.
U NW, hem U 'nun hem W ’nin bir alt uzayidir; dim(U N W) = k olsun ve {2, ..., z; } bunun bir tabam

olsun.
Bu kiime U ’da bagimsizdir; onceki teoremin ikinci maddesiyle U 'nun bir tabanina tamamlanabilir:

{z1, - 2z uy,u,} tabam = dimU =k +p
Ayni bicimde W ’nin bir tabanina da tamamlanabilir:
{zl, veey 2y Wy weey wq} tabani1 = dimW =k +g¢q
Simdi
B= {zl, ceey By Uy veey Upyy Wy ey wq}

kiimesinin U 4+ W ’nin bir tabani oldugunu gésterelim.

B, U 4+ W'i dogurur. U + W'nin keyfi bir elemani uw + w bigimindedir. uw € U, z’ler ve u’lar
cinsinden; w € W, z’ler ve w’ler cinsinden yazildigindan toplamlari B’nin elemanlarimin bir lineer
kombinezonudur.

B lineer bagimsizdur. Skalerler a;,b;, c, olmak iizere

79

k P q

E a;z; + g bju; + g cowy, = 0y
i=1 j=1 =1

olsun. Terimleri ayiralim:

k P q
T = E a;z; + g bju; = — g Cowy
i j =1

Sol taraf U’nun, sag taraf W'nin bir elemamdir; esit olduklarina gore x € U N W 'dir. O halde z,
{#1, ..., 23, } cinsinden yazilir: x = > d,z;. Buradan

k q
Z dzzz + Z CyWy = OV
i=1 =1

elde edilir. {zl, vy gy W14 ...,wq}, W ’nin tabani oldugundan bagimsizdir; dolayisiyla biitiin d; ve c,
katsayilar sifirdir. ¢, = Qg oldugu bilindigine gore baslangictaki baginti

i=1 j=1

haline iner. Bu kez {zl, vy 2y Uy weey up}, U’nun tabani oldugundan bagimsizdir ve biitiin a;, b; katsa-
yiulari sifir ¢ikar. Demek ki B bagimsizdir.
Sonug. B bir taban oldugundan

dim(U+W)=k+p+q=(k+p)+(k+q) —Fk
=dimU + dim W — dim(U N W)

V =U @ W ise direkt toplam élgiitii geregi U N W = {0y, } ve dim(U N W) = 0°dwr; formiil dimV =
dim U + dim W ’ye iner.
|
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Coziimlii Ornekler

Ornek 18.1 (K*te Dort Vektor). K komutatif bir cisim olmak tizere K*+’te
(o 1y 1kes 1k)s (O 1pes 1ges 1)
(0,0, 1k, 1K), (Ok, 0k, 0p; 1)

vektorlerinin K#’{in bir tabani oldugunu gésteriniz.

Cozim.
Bu vektorler

lg 1g 1x 1
A= O 1 1 1k
O O 1g 1k
O O Ox 1k

matrisinin satirlaridir ve A bir merdiven matristir (ayricalikli elemanlarin sittunlar 1 < 2 < 3 < 4).
Merdiven matrisin satirlar1 bagimsiz oldugundan dort vektor lineer bagimsizdir.

dim K* = 4 oldugundan, 4 elemanli lineer bagimsiz bir kiime kendiliginden bir tabandir (ii¢c sonug
teoreminin ticiincii maddesi). Demek ki verilen kiime X **in bir tabanidr.

|

Ornek 18.2 (Boyut Bir Ust Sinirdir). R%’te
v, = (257,—132,58), vy = (43,0,—17)
vy = (521,—317,94), vy = (328,—512,—731)
vektorlerinin lineer bagimli oldugunu tek satirda gerekgelendiriniz.

Coziim.

dim R3® = 3’tiir ve n-boyutlu bir uzayda n + 1 veya daha fazla vektor daima lineer bagimlidir. Burada
3 + 1 = 4 vektor verildiginden v, , vy, v5, v, lineer bagimlidir — sayilarin ne olduguna bakmaya bile
gerek yoktur.

]

Ornek 18.3 (Taban Bulma ve Tabana Tamamlama). W, R%*in (1,-2,5,-3), (2,3,1,—4),
(3,8,—3,—5) vektorleri tarafindan dogrulan alt uzayi olsun.

a) W’nin bir tabanim ve boyutunu bulunuz.

b) Buldugunuz tabani R*’iin bir tabanina genisletiniz.

Cozim.
a) Vektorleri satir kabul eden matrisi indirgeyelim:

1 -2 5 =3\ feo 2+l (1 2 5 -3
A=[23 1 4| 7 <~ lo7r —9 2
3 8 -3 -5 014 —18 4
momamen (077 55 L
00 0 0

A B oldugundan satir uzaylar: aynidir:

W = B ’nin satir uzay1 = L ( (1,-2,5,-3),(0,7,—9,2) )
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18.4 Coziimlii Ornekler 109

B bir merdiven matris oldugundan sifirdan farkl iki satir1 lineer bagimsizdir. Demek ki
{ (1,-2,5,-3),(0,7,—-9,2) }

W’nin bir tabanidir ve dim W = 2’dir.
b) Bagimsiz bir kiime her zaman bir tabana tamamlanabilir; burada tamamlamay1 merdiven yapisini
koruyacak bigimde segelim. (0,0, 1, 1) ve (0,0, 0, 1) vektorlerini ekleyelim:

1 -2 5 -3
07 —9 2
00 1 1
00 0 1

Bu bir merdiven matristir (ayricalikli situnlar 1 < 2 < 3 < 4); dolayisiyla dort satir lineer bagimsizdur.
dim R* = 4 oldugundan 4 elemanli bagimsiz kiime bir tabandur:

{ (1,_2»57_3)7 (0,7,_95 2)7 (0703 ]-7 1)3 (07050, 1) }

kiimesi R*’tin bir tabanidir ve W nin tabanini icerir.
|

Ornek 184 (Kesisimin Boyutunu Formiille Bulmak). U=
L((1,1,0,-1),(1,2,3,0),(2,3,3,~1) ) ve W = L ( (1,2,2,-2),(2,3,2,-3), (1,3,4,-3) ), R¥iin
alt uzaylar1 olsun. dim(U + W) ve dim(U N W) degerlerini bulunuz.

Coziim.
dim(U + W). U + W, alt1 vektériin tamaminin gerdigi uzaydir; hepsini satir kabul eden matrisi
indirgeyelim:

Ry—»—R+R,
110 -1 1};%*2151*'53 110 -1
——R;+

123 0 | aom o131

233 1| Rem—R:i+Rs |01 3 1

122 -2 012 -1

232 -3 012 —1

134 -3 024 -2
g3ﬁ*§2+§3 11 0 —1 R RoAR 11 0 —1

——R,+ s—— Ryt

Res—RotRy |01 3 1 | poyor4r, |01 3 1
R¢——2R,+Rs | 00 0 O R3¢ Ry 00 —1 -2
00 -1 -2 00 0 O
00 -1 -2 00 0 O
00 -2 —4 00 0 O

Sifirdan farkl ii¢ satir kaldigindan dim(U + W) = 3’tiir ve
{ (1a 1) 07 _1)7 (07 1a 3) 1)’ (07 07 _1a _2) }

U + W’nin bir tabanidir.
dim U. U’nun {i¢ doguran vektoriini indirgeyelim:
Ry——R +R
110 -1 R32j_2Rll+R23 110 -1 Ry Ryt Ry 110 -1
1230 ~ 0131 ~ 0131
233 -1 013 1 000 O

dim U = 2°dir.
dim W. Ayni islem:
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R,——2R,+R, _
122 -2 R3:7R1+R3 1 2 2 2
232 -3 ~ 0-1-21
134 -3 01 2 —1

1 2 2 -2

Ry R+ 01 -9 1

00 0 O

dim W = 2’dir.
Kesisim. Boyut formiiliini kullanalim:

3=2+42—dim(UNW) = dim({UNW) =1

Kesisimin bir tabanini bulmadan boyutunu 6grenmis olduk.
]

18.5 Alistirma

Alistirma 18.1 (Boyut Hesaplari).

a) V, K izerinde bir vektor uzayr ve dim V' = 6 olsun. U ve W, V’nin birbirinden farkli gercek alt
uzaylart(U C V,W C V,U # W)vedim U = dim W = 4 olsun. dim(U N W)’nin alabilecegi biitiin
degerleri bulunuz.

b) U=L((1L3, 223),(1, ,—3,4,)(,3, ~1,-2,9)) ve W=
L ( (1,3,0,2, 1) (1,5,—6,6,3),(2,5,3,2,1) ) ]R5’1n alt uzaylar1 olsun. U + W’nin bir tabanini ve
boyutunu bulunuz.

Cozim.
a) d = dim(U N W) diyelim. Boyut formiili

dm(U + W) =4+4—d=8—d

verir.
Ust simir: U + W, V’nin bir alt uzay1 oldugundan dim(U + W) < 6’dur:

8—d<b6=d>2

Alt stnir: UNW C U oldugundan d < dimU = 4’tiir. d = 4 olsaydy, U N W, U’'nun dim U boyutlu
bir alt uzay1 olurdu ve alt uzay boyutu teoremine gére U N W = U ¢ikardi. Ayni gerekgeyle U N W =
W olurdu, dolayisiyla U = W — bu ise U # W varsaymmiyla celisir. Demek ki d < 3’tiir.

Iki kosul birlikte d € {2, 3} verir. Her iki deger de gergeklesebilir: R®’da U = L(e,, €5, €5,€,) alip W =
L(eq,eq, €5, e5) secilirse d = 3; W = L(eq, ey, €5, €4) segilirse d = 2 olur.

b) Alt1 doguran vekt6riin tamamuni satir kabul eden matrisi indirgeyelim:

Ry——R,+R,
13-2 2 3\ Ro2Ri+E (1 3 —2 2 3
14-3 4 2| @0 gia o1 -1 2 1
23 -1 -29|R>2R+R; [0 —3 3 —6 3
13 2 1 ~ 00 2 0 —2
156 6 3 02 —44 0
25 3 2 1 0-17 —2-5

Ikinci siitunu temizleyelim:
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18.5 Alistirma 111

—2 3
Ry—3R,+R,
R;——2R,+R; —-12 -1
Rg—Ro+Rg 0 0
~J

cocoococor
cCooo R w
o
cCooo N
|
)

Dérdiincii satir: ayricalikli satir olarak kullanalim:

Ry—R,+Rs 13 -223
Res—3R,+R, |01 —1 2 —1
Ry Ry 00 2 0 -2
~ 00000
00 0 0 O

00 0 0 O

Sifirdan farkli ii¢ satir kaldi; bunlar bir merdiven matrisin satirlari oldugundan lineer bagimsizdir ve
satir uzay1 korundugundan U + W’yi dogururlar. Demek ki

{ (1735 _272a3)7 (07 1) _172a _1)’ (0)0727(]’ _2) }

U + W’nin bir tabanidir ve dim(U + W) = 3’tiir.
|

Bir matrisin satir uzayimin boyutu, o matrisin tagidigi “bagimsiz bilgi” miktarini dlcer. Bu sayiya rank
denir ve denklem sistemleri hakkindaki her seyi tek bir sayiya baglar: rank ve denklem sistemleri.
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19. Rank ve Denklem Sistemleri

Bir matrisin satirlarinin gerdigi uzayin boyutu, o matriste kag tane “bagimsiz satir” bulundugunu soyler.

Bu say1 — rank — sagirtic1 bicimde siitunlar igin de ayni ¢ikar ve lineer denklem sistemleri hakkindaki
biitiin sorulari tek bir sayiya baglar: ¢6ziim var mi, kag tane var, ¢oziim kiitmesinin boyutu nedir?

Rank

Tanmim 19.1 (Satir Ranky). Bir A, .,y K-matrisinin satir uzaymin boyutuna A’nin satir ranki denir.

Tanim 19.2 (Siitun Ranki). Bir A, ,) K-matrisinin siitun uzaymn boyutuna A’nin siitun ranki

denir.

Teorem 19.1 (Satir Ranki Siitun Rankina Esittir). Bir A, .,y K-matrisinin satir ranky, siitun rankina

esittir.

Bu ortak sayiya A matrisinin ranki denir ve rank (A) ile gosterilir:

rank (A) = A 'nin satir ranki = A ’nin siitun ranki

© Rank nasil hesaplanir?

olusturur. Yani

A’y1 elemanter satir iglemleriyle bir merdiven matrise indirgeyin. Satir uzay1 korundugundan ve
merdivenin sifirdan farkl: satirlari lineer bagimsiz oldugundan, bu satirlar satir uzayinin bir tabanim

rank (A) = bir merdiven seklindeki sifirdan farkli satir sayis

1
Ornek 19.1 (Bir Rank Hesab1). A = (2
3
Cozim.
Merdiven sekline indirgeyelim:
Ry——2R{+R
R§:73R1+R§ 120
~ 02 -3
04 —6

satir

2 0 -1

6 —3 -3 | R-matrisinin rankinmi bulunuz.
10 -6 —5

—1 R3—»—2R,+R, 120 -1

-1 ~ 02-3-1|=B
-2 00 0 O

A"~ B oldugundan satir uzaylar1 aynidir:

A 'nin satir uzayr = L ( (1,2,0,-1),(0,2,—3,—1) )

B bir merdiven matris oldugundan bu iki satir lineer bagimsizdir ve satir uzaymin bir tabanini
olusturur. Demek ki satir uzayimin boyutu 2°dir:
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Denklem Sistemlerine Uygulama

K cismi tizerinde m denklemli, n bilinmeyenli bir lineer denklem sistemi matrislerle
AX =B

biciminde yazilir; burada A, ,,) katsayilar matrisi, X, ;) bilinmeyenler siitunu, B, ;) sabit terimler
sttunudur:

ayp - Qip T by
A= :
a - a

ml mn

Sistemin genisletilmis matrisi (A, B)(,, 1) dir.

Teorem 19.2 (Coziilebilirligin Rank Ol¢iitii). AX = B denklem sisteminin ¢oziimiiniin olabilmesi icin
gerek ve yeter kosul, A katsayilar matrisinin rankinin, (A, B) genisletilmis matrisinin rankina esit olmasidur:

rank (A) =rank (4, B)

Bu 6lgiit, Gauss yonteminde gordiigiimiiz “¢oziimsiizliik isareti’nin cebirsel kargiliidir: merdiven seklin-
de sol tarafi tamamen sifir, sag tarafi sifirdan farkl bir satir belirmesi, genisletilmis matriste fazladan bir
sifirdan farkl satir bulunmasi demektir; o zaman rank (A, B) = rank (A) + 1 olur.

Homojen Sistemin Coziim Uzay1

AX = O homojen sisteminin ¢6ziim kiimesi W’nin K™’in bir alt uzay1 oldugunu biliyoruz. Boyutu, rank
tarafindan belirlenir.

Teorem 19.3 (Coziim Uzayimin Boyutu). AX = O lineer homojen denklem sisteminin W ¢oziim
uzayinin boyutu

dimW =n—r

dir; burada n bilinmeyenlerin sayisi, r = rank (A) di.

1 Not

Bu teoremin ispati i¢in heniiz elimizde uygun arag yok; dontisiimler ve denklem sistemleri bolimiinde
boyut teoremiyle birkac satirda ispatlayacagiz.

Bu teorem, merdiven seklindeki serbest degisken sayisi ile ¢6ziim uzaymin boyutunun aym sey oldu-
gunu soyler. Bir taban da dogrudan okunur: serbest degiskenlerden birine 1, digerlerine Oy verilerek
bulunan ¢6ztimler bir taban olusturur.

Ornek 19.2 (Bes Bilinmeyenli Bir Homojen Sistem). R iizerinde

r+2y—4z+3r—s=20
z4+2y—22+2r+s=0
20 +4y—22+43r+4s=0

sisteminin W ¢6zlim uzayinin boyutunu ve bir tabaninm bulunuz.

Coziim.
Genisletilmis matrisi indirgeyelim (stitunlar z, y, 2, r, s sirasinda):

Ry——R+R
12 —-43 -1|0 R32:72R11+R23 12 -4 3 —-1|0
12-22 110 ~ 00 2 -1 2|0
24

-23 4|0 00 6 =3 6|0
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19.3 Homojen Sistemin C6ziim Uzay1 115

Ry——3R,+R; (

rz4+2y—42+3r—s=0, 2z—r+25s=0

O O =

2 -4 3 —1|0
02 -1 210
00 0 010

Merdiven seklindeki sistem

olup 7 = rank (A) = 2 ve n = 5’tir. Demek ki
dimW=n—-r=5-2=3

Ayricalikli stitunlar birinci ve tiglincii stiitunlardir; serbest degiskenler y, r ve s’tir. Her birine sirayla 1,
digerlerine 0 vererek ii¢ ¢oziim iiretelim.
y=1,7=0,s = 0:Ikinci denklemden 2z = 0, yani z = 0; birinciden z = —2y = —2. Coziim

w; = (_27 ]-, 03 07 0)

y=0,7=1,s = 0:Ikinciden 22 — 1 = 0, yani z = %;birinciden
1
r=42—3r+s—-2y=2-3=—-1= wy = (—1,0,5,1,0)

y=0,r=0,s= 1: Ikinciden 2z + 2 = 0, yani z = —1; birinciden
r=4z—3r+s—2y=—-4+1=-3 = wy; =(-3,0,-1,0,1)

{wy, wy, ws}, Wnin bir tabanidur.
|

Ornek 19.3 (Denklemlerle Verilmis iki Alt Uzay). R*’te
U:{ (a,bye,d) :b+c+d=0 }, W:{ (a,b,c,d) : a+b=0,c:2d}
alt uzaylar veriliyor. U, W ve U N W’nin boyutlarin: ve birer tabanini bulunuz.
géziim.
Ucii de birer homojen sistemin ¢6ziim uzayidir; her birinde n = 4’tiir.

U. Tek denklem Oa + b + ¢ + d = 0’dir; katsayilar matrisi (0 1 1 1) bir merdiven matristir ve ranki
1’dir. O halde

dimU=4—-1=3
Serbest degiskenler a, ¢, d’dir:
a=1,¢c=0d=0=b=0= u; =(1,0,0,0)
a=0,c=1,d=0=b=-1=u, = (0,—1,1,0)
a=0,c=0d=1=b=—-1=uy; =(0,—1,0,1)

{uq, Uy, us}, U'nun bir tabanidir.
W. Denklemler a + b = 0 ve ¢ — 2d = 0’dir; katsayilar matrisi

1100
001 -2

dimW =4—-2=2

bir merdiven matristir ve ranki 2’dir:

Serbest degiskenler b ve d’dir:
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b=1,d=0=a=-1,c=0= w; =(-—1,1,0,0)
b=0,d=1=a=0,c=2= w, = (0,0,2,1)

{wy,wy}, W’nin bir tabanidur.
U N W. Bir vektoriin her iki kiimede de olmasi, ti¢ denklemi birden saglamasi demektir:

b+c+d=0, a+b=0, c—2d=0

Katsayilar matrisini merdiven sekline getirelim (siitunlar a, b, ¢, d):

011 1 R1<—>R21100
110 0 ~ 011 1
001 -2 001 -2

Bu bir merdiven matristir ve ranki 3’tiir:
dim(UNW)=4—-3=1

Tek serbest degisken d’dir. d =1 alalim: t¢iincii denklemden ¢ = 2, ikinciden b = —c —d = —3,
birinciden a = —b = 3. Demek ki

v=(3,-3,2,1)

ve {v}, U N W’nin bir tabarudir. Saglama: -3 4+2+1=0,3—-3=0,2=2"1.
Boyut formiilii de tutarhidir: dim(U + W) =3 +2 —1 =4, yani U + W = R¥tiir.
| ]

Alistirma

Alistirma 19.1 (Rank ve Coziim Uzay1).
a)

matrisinin rankini bulunuz.

2 1 0 L
A=|7, | 5 | matrisinin ranki bulunuz.

-1 4 -2
c) z+3y+2z2=0;x+ 5y + z = 0; 3z + 5y + 82 = 0 homojen sisteminin ¢dziim uzayinin boyutunu
ve bir tabanini bulunuz.

d) —2y+72=0;2x + 3y — 22 = 0; 2z — y + z = 0 homojen sisteminin ¢6ziim uzaynin boyutunu
bulunuz.

Cozim.

a) Merdiven sekline indirgeyelim:
Ry—»—Ry+R
Ros—2R,1R, (1 3 1 —2 -3
R,~-3R+R, |0 1 2 1 -1

0 -3 —-6-3 3
0-1-2-11

Ry—3R,+R,
Ry—Ry+R,

Sifirdan farkl iki satir kaldigindan rank (A) = 2’dir.
b) Ayni yontemle:
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Ro,——2R,+R,

Ry—2R,+R; (1 2 —3\ RysR,+m, (1 2 —3
Ry—R+R, 0—-3 6 R,—2R,+R, | 0 —3 6
~ 03 -3 ~ 00 3
0 6 =5 00 7

1 2 -3

R,—»—IRs+R, | 0 —3 6

~ 00 3

0 0 O

Sifirdan farkl ii¢ satir kaldigindan rank (A) = 3’tiir. (A bir 4 X 3 matris oldugundan rank en ¢ok 3
olabilirdi; bu tist sinira ulagilmgtir.)
c) Katsayilar matrisini indirgeyelim:

R,——R;+R
132 R32:—31%11+1223 1.3 2 R3—2R,+R, 13 2
151 ~ 0 2 -1 ~ 02 -1
358 0—4 2 00 O
Rank 2 ve n = 3 oldugundan
dimW =3-2=1
Serbest degisken z’dir. Kesirlerden kag¢inmak i¢in z = —2 alalim: ikinci denklem 2y — z = 0’dan y =

g = —1; birinciden

r=—-3y—2z=34+4=7
Demek ki {(7, —1,—2)}, W’nin bir tabanidir. Saglama: 7 —3—-4=0,7—-5—-2=0,21—-5—16 =

0.
d) Katsayilar matrisini indirgeyelim:

1 -2 7 Ry,——2R;+R, 1 -2 7 s 1 -2 7

9 3 _9 R34)7,2VR1+R3 07 —16 R3z— LR2+R3 0 7 —16

2 -1 1 03 —13 00 —%
(Son bilesen —13 + 28 = =248 — _22'dir)

Rank 3 ve n = 3 oldugundan
dmW =3-3=0

Yani sistemin yalnizca sifir ¢6ztimi vardir: W = {(0,0,0)}.
|

Vektor uzaylar kurami tamamlandi. Simdi bu uzaylar arasindaki yapiy: koruyan fonksiyonlara geciyoruz
— lineer cebirin asil nesnesi vektor uzaylar: degil, onlar arasindaki dontisimlerdir: lineer dontigiimler.
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