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Giris

Konveks analizin tek bir ¢ekirdek fikri vardir: bir kiimenin iki noktasini birlestiren dogru parcasi
kiimenin disina ¢ikmiyorsa, o kiitme hakkinda beklenmedik olciide cok sey sdylenebilir. Bu
masum gorinen kosul, kiimeyi disaridan bir hiperdiizlemle ayirmayi, icindeki her noktay: sonlu sayida
kosenin ortalamasi olarak yazmayi ve tiirevlenemeyen fonksiyonlarla bile ¢calismay1 miimkiin kilar. Aym
fikir fonksiyonlara, grafigin tizerinde kalan bolge (epigraf) tizerinden taginir: konveks fonksiyon, epigrafi
konveks kiime olan fonksiyondur.
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1.1

1.2

1. Ic Carpim, Norm ve Komsuluklar

Konveks analiz bastan sona uzaklik ve yakinlik tizerine kuruludur: bir kiitmenin “i¢i”, “sinir1” ya da bir
noktaya “en yakin nokta” derken hep ayni 6l¢iiye bagsvururuz. Bu haftada o 6l¢iiyti kuruyoruz — i¢ carpim,
ondan dogan Oklid normu ve normdan dogan metrik — ve bunlarin ilk topolojik iiriinii olan komsuluk
kavramini tamimliyoruz. Buradaki sonuclarin ¢ogu lineer cebir ve analiz derslerinden tanidiktir; amacimiz
onlar tek bir dilde toplamak ve ileride hangi bi¢imde kullanacagimizi belirlemektir.

R™ Uzay1 ve I¢ Carpim

x = (xq,...,2,) bi¢cimindeki tim reel say1 n-lilerinin olusturdugu kiimeyi R" ile gosterelim. xz =
(@1, ), Y= (Y15, Yp) € R" ve X € R olmak tizere

z+y=(T1,.x,)+ WY, ¥,) = (1 + Y1, sz, +v,) — toplama
Az = A2y, .., 2,) = (AZy, ..., Az,) — skaler ile carpma

islemlerine gore R™ kiimesi bir vektor uzayi (lineer uzay) olur.

Herhangi bir karisiklik yaratmayacaksa R™ uzaymnn sifir elemani ile R kiimesinin sifir sayisini ayni 0
notasyonu ile gosterecegiz.

R™ uzaymin herhangi bir z = (24, ..., x,,) elemanini, vektor olarak

siitun vektori ile gosterecegiz; buradaki 1" harfi vektor transpozesini ifade etmektedir.

Tanim 1.1 (I¢ Carpim). Herhangi iki = = (24, ...,z,)) € R® ve y = (y;,...,¥,,) € R” elemanmnin i¢
carpimi

n
) = Z T:Y;
i=1
biciminde tanimlanir.

Onerme 1.1 (ic Carpimun Ozellikleri). Herhangiz,y,z € R™ ve A € R icin asagidakiler gecerlidir:
(i) {z,z) > 0; ve (x,z) = 0 olmast igin gerek ve yeter kosul x = 0 olmasidur,

(i) (z,y) = (y,z),

(iii) (Az,y) = Mz, y),

(iv) (z,y+ 2) = (z,y) + (z, 2).

Norm ve Uzaklik

Tanim 1.2 (Oklid Normu). Bir z = (z,...,,,) € R" elemaninin Oklid normu

I ll= 2%+ .. +23

biciminde tanimlanir.
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8 Boliim 1. i¢ Carpim, Norm ve Komsuluklar

o= Vi = >

Onerme 1.2 (Normun Ozellikleri). Herhangiz,y € R™ ve A € R icin asagidakiler gegerlidir:

Tanimlar1 dogrudan kullanarak

esitliklerini yazabiliriz.

(i) || z [|= 0; ve ||  ||= 0 olmas i¢in gerek ve yeter kosul x = 0 olmasidur,
@ [ Az =11 |
(i) |+ <) 2 | + | 9 | acgen esitsizlii),

>

() | (z,y) | <||z || - || y || (Cauchy-Schwarz esitsizligi).

Esitlik ne zaman gerceklesir?
Ucgen ve Cauchy-Schwarz esitsizliklerinde esitlik durumu asagidaki hallerde gergeklenir:
@ |z+y =z | + | y || olmas: i¢in gerek ve yeter kosul, bir & > 0 i¢in z = ay olmasidr,

(i) | {(z,y) | =] = || - || y || olmas1 i¢in gerek ve yeter kosul, bir @ € R i¢in = ay olmasidir.
Birinci kosuldaki a > 0 ile ikincisindeki ac € R arasindaki fark 6nemlidir: ticgen esitsizliginde esitlik
icin vektorlerin ayni1 yéne bakmasi gerekir, Cauchy-Schwarz’da ise ayn1 dogrultuda olmalar yeter.

Tanim 1.3 (Ac1 ve Ortogonallik). 0 +# z,y € R” ve z ile y vektorleri arasindaki a¢1 0 < 6 < 7 olmak
uzere

{@.y) =l |-[lyll-cosd

esitligi gecerlidir. Eger (z, y) = 0 ise = ve y vektorleri ortogonaldir ya da birbirlerine diktir denir.

Cauchy-Schwarz esitsizligi, bu esitlikteki cos 6 degerinin [—1, 1] araliginda kalmasinin bir baska yazili-
sidir; ag1 kavramini iyi tanimli kilan da odur.

Ornek 1.1 (Bir A¢1 ve Diklik Hesab1). R? uzayinda z = (1,2,2), y = (2,—2,1) ve z = (0,1, —2)
vektorleri verilsin. x ile y arasindaki aciy1 belirleyiniz; z vektoriiniin bunlardan birine dik olup olmadigim
inceleyiniz.

Coziim.
I¢ carpim dogrudan hesaplanir:

(z,y)=1-242-(-2)+2-1=0.
Sifir giktigindan z ile y diktir, yani § = 7/2°dir.
Z icin ise
(,2) =0+2—4=-2, (y,z2) =0—2—2=—4
oldugundan z vektorii ikisine de dik degildir. Ornegin || = ||= 3 ve || z ||= v/5 oldugundan
o {z,2) =2
Fzl-lzl 3v5

bulunur; degerin negatif olmasi § > 7/2 demektir. Cauchy-Schwarz esitsizligi burada 2 < 3v/5 bici-
mindedir ve esitlikten uzaktir — vektorler ayni dogrultuda degildir.

Tanim 1.4 (Oklid Metrigi). Herhangi iki z = (zq,...,z,)) € R" ve y = (y1,...,¥,) € R" eleman
arasindaki Oklid metrigi ya da uzakligi
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1.2 Norm ve Uzaklik 9

d(z,y) =z —y|

seklinde tanimlanur.

Dogrudan tanim kullanilarak kolayca

dz,y) =z —y = V(e —yz—y) = /> (x; —v,)?
=1

Onerme 1.3 (Metrigin Ozellikleri). Herhangi,y,z € R™ icin asagidakiler gecerlidir:

esitlikleri elde edilir.

(i) d(z,y) > 0; ved(z,y) = 0 olmasi icin gerek ve yeter kosul © = y olmasidr,

(i) d(z,y) = d(y, x),
(iii) d(z, z) < d(z,y) + d(y, 2) (ii¢gen esitsizligi).

1.3 Komsuluklar

Oklid normu kullanilarak R™’deki civar (komsuluk) kavrami tanimlanir; daha sonra da civarlar yardi-
muyla R™ uzayindaki diger topolojik kavramlar elde edilir.

Tanim 1.5 (Komgsuluklar). Herhangi bir a € R™ noktasinin r > 0 yaricapli komsuluklar1 asagidaki
gibi tanimlanmaktadir:

B(a,r):=={z eR":||z—a|<r}, agik komguluk

B(a,7)={z eR" ||z —a||<r}, kapali komguluk

B*(a,r):={z€R":0<||z—a|<r}=B(a,r)\{a}, delinmis komguluk

B(a, r) — acik B(a, r) — kapali B*(a, r) — delinmis
R i BN R i .
. 2N . 2
K4 / kN K4 / kN
4 4 Y 4 s ‘
’ 4 \ ’ 4 \
4 4
1 / \ ! 4 \
1 al,/ 1 ] @ 7 [l
1 L4 1 1 1
\ ) \ ]
' '
N ’ ¥ ’
A ’ A ’
\s ¢ \s ¢
~ v ~ v
~ - ’ ~ - ’

~~~~~~~~~~~

Sekil 1.1: Bir a noktasin r yarigapl ic komsulugu. Kesikli cember, ¢emberin kiimeye ait olmadigini
gosterir: acik komsulukta |x - a| < r, kapali komsulukta |x — a| < r aranir. Delinmis komsuluk acik komsu-
luktan merkezin ¢ikarilmasiyla elde edilir; yigilma noktas: taniminda tam olarak bu kiime kullanilir.

Komsuluk kavrami elimizde olduguna gére artik bir kiimenin hangi noktalarinin igeride, hangilerinin
kenarda kaldigini sorabiliriz; bir sonraki haftanin konusu budur.
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2.1

2. Acik ve Kapal1 Kiimeler, Diziler

Komguluklar, R™ uzayinin topolojisini kurmak icin gereken tek malzemedir. Bu haftada onlardan agik ve
kapali kiime kavramlarim elde ediyor, ardindan ayni kavramlar: diziler diliyle yeniden yaziyoruz: y1gilma
noktasi, kapanis ve siur. Bu sozliik ileride konveks bir kiimenin kapanisini ve igini incelerken siirekli
kullanilacaktir.

Acik ve Kapali Kiimeler

Ik ayrim, bir noktanin kiimenin “icinde” mi yoksa “kenarmda” mi durdugudur; ikisini de yalnizca
komsuluklar cinsinden ifade edecegiz.

Tanim 2.1 (iq Nokta). A C R" ve a € A olmak tzere, eger
Je >0 oOyle ki B(a,e) C A

gercekleniyor ise a noktast A kiimesinin bir i¢ noktasidir denir. A kiimesinin tim i¢ noktalarimin
kiimesini int A ile gosterecegiz.

Tanim 2.2 (Acik Kitme). A C R" olmak iizere, eger A kiimesinin her noktasi A kiimesinin bir i¢ noktasi
ise A kiimesine R™ uzayinda bir a¢ik kitme denir.

Herhangi bir acitk komsuluk, & ve R™ kiimeleri acik kiimelerdir.

Onerme 2.1 (Acikligin Denk ifadeleri). Bir A C R™ kiimesi icin asagidaki iddialar denktir:
(i) A kiimesi aciktr,

(ii) hera € A i¢in B(a,e) C A olacak bigimde bir e > 0 vardr,

(iii) int A = A.

Tamim 2.3 (Kapal1 Kiime). A C R™ olmak iizere, eger R™ \ A kiimesi agik bir kiime ise A kiimesine
bir kapal1 kiime denir.

Herhangi bir kapali komsuluk, & ve R™ kiimeleri kapali kiimelerdir. Aciklik ile kapalilik birbirinin zidd1
degildir: bir kiime ikisi birden olabilecegi gibi, hicbiri de olmayabilir.
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acik kapali ne acik ne kapali

-

Il < 1 I <1 0<ld=1

Sekil 2.1: Acik kiime sinirinin higbir noktasini, kapali kiime tiimiinii icerir. Ugiincii kiime ikisi de degildir:

cemberi icerdiginden acik degildir (cember tizerindeki noktalar i¢ nokta olamaz), sinir noktasi olan 01

icermediginden kapali degildir. Agiklik ile kapalilik birbirinin zi1dd1 degil, tiimleyen tizerinden tanimlanan
iki ayr1 ozelliktir.

Onerme 2.2 (Birlesim ve Kesisim). R" uzayindaki agik ve kapali kiimelerin kesisim ve birlesimlerine
dair asagidaki onermeler dogrudur:

(i) herhangi sayidaki acik kiimenin birlesimi agiktir,

(ii) sonlu sayidaki agik kiimenin kesisimi aciktir,
(iii) herhangi sayidaki kapali kiimenin kesisimi kapalidir,
(iv) sonlu sayidaki kapalr kiimenin birlesimi kapalidur.

Diziler, Yigilma Noktalar1 ve Kapanis

Tanim 2.4 (Yakinsaklik). Her k € N i¢in z;, € R™ gercekleyen bir {x,} dizisi ve bir z, € R™ noktas:
g6z ontne alinsin. Eger

lim ||z, —xy [|=0

k—o0
gercekleniyor ise {x;} dizisi z, noktasina yakinsar denir. z, noktasina da {z;} dizisinin limiti denir
ve bu durum

lim z, =z,
k—o0

yazilarak ifade edilir.

Tanmim 2.5 (Yigilma Noktasi). A C R" ve y € R™ olmak tizere, eger
Ve >0 i¢in AN B*(y,e) # &

gercekleniyor ise y noktasina A kiimesinin bir yigilma noktasi ya da limit noktasi denir. A kiimesinin
tium yigilma noktalarinin kiimesini Y18 A ile gosterecegiz.

Tanim 2.6 (Kapanis Noktasi ve Kapanis). A C R” ve z € R™ olmak tizere, eger
Ve >0 i¢in AN B(z,e) + &

gercekleniyor ise z noktast A kiimesinin bir kapanis noktasidir denir. Bu durumda z noktasinin,
elemanlar1 A kiimesinden olan yakinsak bir dizinin limiti olacagina dikkat ediniz.
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2.2 Diziler, Yigilma Noktalar1 ve Kapanis 13

A kiimesinin tiim kapanis noktalarmin kiimesi A ile gésterilir ve A kiimesinin kapanis1 olarak adlandi-
rilir.

Dolayisiyla A kapamis kiimesi, elemanlari A kiimesinden alinan tiim yakinsak dizilerin limitlerinin
kiimesidir. Yigilma noktasi ile kapanis noktasi arasindaki tek fark, birincisinde komsulugun delinmis
olmasidir: bu yiizden A’nin yalitilmig bir noktasi kapams noktasidir ama yigilma noktas: degildir.

Tanim 2.7 (Sinir Noktasi). A C R" ve s € R™ olmak tizere, eger
Ve >0 igcin AN B(s,e) # @ ve (R"\ A)NB(s,e) + &

gercekleniyor ise s noktasina A kiimesinin bir sinir noktasi denir. A kiimesinin tiim sinir noktalarinin
kiimesine A’nin sinir1 denir ve bd A ile gosterilir.

dis nokta

Sekil 2.2: Bir A kiimesine gére iig tiir nokta. I¢ noktanin tamamen A'da kalan bir komgulugu vardir; dig
noktanin A'ya hi¢ degmeyen bir komsulugu vardir; sinir noktasinin ise her komsulugu hem A'dan hem
de A disindan nokta icerir. intA tiim i¢ noktalarin, bdA tiim siir noktalariin kiimesidir.

Asagidaki 6rnek, ti¢ kavramun (i¢, yig1lma, kapanis) birbirinden nasil ayrildigini tek bir kiimede toplar.

Ornek 2.1 (Delinmis Disk ve Yalitilmis Nokta). R? uzayinda g, birim diskten uzakta bir nokta olmak
uzere

A={zeR*:0<|z||<1}U{q}
kiimesini goz 6niine alalim. Bu kiime icin int A, Y18 A, A ve bd A kiimelerini belirleyiniz.

Cozim.
Delinmis disk agiktir, dolayisiyla her noktasi i¢ noktadir. Buna karsilik ¢ noktasinin hi¢bir komsulugu
A’nin i¢inde kalmaz, ¢iinki ¢’nun etrafinda A’ya ait bagka nokta yoktur. Béylece

int A={z:0<| z|<1}.
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14 Boliim 2. Acik ve Kapali Kiimeler, Diziler

Yig1lma noktalari igin: || 2 ||< 1 kosulunu saglayan her nokta, delinmis diskten olusan bir dizinin limi-
tidir; 6zellikle A’ya ait olmayan 0 noktasi ve ||  ||= 1 ¢emberi de y1ilma noktasidir. ¢ ise yalitilmugtir,
ciinkii yeterince kiigiik bir € i¢cin A N B*(q, &) = & olur. Boylece

Yig A= {z:||z|<1}.

Kapanis A = A U Y15 A oldugundan kapali disk ile ¢ noktasmin birlesimidir. Son olarak bd A = A\

int A esitligi kullanilirsa sinir, || z ||= 1 ¢emberi ile 0 ve ¢ noktalarindan olusur.
A=fo<|xl<1}u{q A = kapali disk u {q}
Lemm T So
p > o’ o
4 .
4 \
4 \
4 \
1 '
1 0 1
i o |
1 1
A} 1
A} 1
AY 4
A 4
A 'l
hi
AS .~ - .

~
------

bd A: cember, 0 ve q

Sekil 2.3: Delinmis ac¢ik disk ile ondan uzakta duran tek bir g noktasinin birlesimi. Yigilma noktalarinin

kiimesi kapali disktir: g yalitilmis oldugundan yigilma noktasi degildir, buna karsilik kiimeye ait

olmayan 0 bir y1g1lma noktasidir. Kapanig A = A u YigA oldugundan sagdaki kiimeyi verir; sinir ise A
\ intA, yani ¢cember ile 0 ve g noktalaridur.

Alistirma 2.1 (Kapanis ve I¢ Kitme Ozellikleri). Asagidaki 6nermelerin dogru oldugunu gozleyiniz:
(i) A=AUYg A,
(i) A kiimesi, A kiimesini kapsayan tiim kapal kiimelerin kesisimidir,
(iii) A kiimesi, A kiimesini kapsayan en kiiciik kapal kiimedir,
(iv) int A kiimesi, A kiimesinin kapsadig: tiim agik kiimelerin birlegimidir,
(v) int A kiimesi, A kiimesinin kapsadig1 en bitytk agik kiimedir,
(vi) A kiimesinin kapali olmasi i¢in gerek ve yeter kosul Y1§ A C A olmasidir,
(viii) daimaint A C A C A gecerlidir,

)
)
)
(vii) A kiimesinin kapali olmasi i¢in gerek ve yeter kosul A = A olmasidr,
)
(ix) bd A= A\ int A.

Coziim yolu.

(i) z€ Avez ¢ Aisehere > 0icin AN B(z,¢) # & olur; bu kesisimdeki nokta z’den farkli olmak
zorunda oldugundan A N B*(z,¢) # &, yani z € Y1 A. Ters kapsama agiktir.
(i) ve (iii) A'min kapal oldugu (vi) ile goriliir; A’y1 kapsayan her kapali F' kiimesi icin Yig A C
Y1g F C F oldugundan A C F elde edilir. Kesisim ile en ki¢iiklik ifadeleri bundan ¢ikar.
(iii) ve (v) A’nin kapsadig: her agik U kiimesinin her noktasi, tanim geregi A’nin i¢ noktasidir: U C

int A. Ote yandan int A kendisi agiktir, ¢iinkii bir i¢c noktanin A’da kalan komsulugunun her
noktas1 da i¢ noktadir.

(iv) ve (vii) A kapaliysa tumleyeni agiktir; tiimleyendeki bir nokta A’nmn yigilma noktas: olamaz.
Tersine Y1g A C A ise tiimleyenin her noktasinin A’ya degmeyen bir komsulugu vardir, yani
tiimleyen agiktir. (vii), (i) ile (vi)‘'nin birlesimidir.
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2.2 Diziler, Yigilma Noktalar1 ve Kapanis 15

(v) A’nun her noktasi kendisinin bir kapanis noktasidir; i¢ noktalarin A’ya ait oldugu tanimdan gelir.

(vi) Bir s noktasmn smir noktasi olmasi, hem A’da bulunmasi hem de A’nin icinde bulunmamasi
demektir; iki tanim yan yana kondugunda esitlik dogrudan okunur.

Alt Diziler

Bir dizinin kendisi yakinsamasa bile, terimlerinin bir kismini sirasint bozmadan secerek yakinsak bir dizi
elde etmek ¢ogu zaman mimkiindiir. Bir sonraki bolimiin temel teoremi tam olarak bunu sdyleyecegi
icin, bu se¢me iglemine bir ad veriyoruz.

Tanim 2.8 (Alt Dizi). {x;}, R™’de bir dizi ve {k;} kesin artan bir dogal say1 dizisi olmak iizere {:1: k, }
dizisine {z; } dizisinin bir alt dizisi denir.

Sira, bu topolojik dilin analizdeki en gii¢lii iki sonucuna geldi: sinirhilik ile kompakthgin iligkisi ve siirekli
fonksiyonlarin kompakt kiitmeler tizerindeki davranigi.
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3.1

3.2

3. Sinurhilik, Kompaktlik ve Siireklilik

Bu hafta, ileride varlik teoremlerini kurarken dayanacagimiz iki temel tas1 yerlestiriyoruz: kompaktlik
ve siireklilik. Bolzano-Weierstrass teoremiyle kompaktligin R™’deki basit karakterizasyonunu, ardindan
da Weierstrass varlik teoremini elde ediyoruz — konveks analizde bir en yakin noktanin ya da bir
minimumun var oldugunu gostermek hemen her zaman bu teoreme indirgenecektir. Yol iizerinde kiimeler
lizerindeki toplama islemini ve reel sayilardaki supremum-infimum kavramlarini da topluyor, haftay:
ayrilmus ve baglantili kiimelerle kapatiyoruz.

Sinirlilik ve Kompaktlik

Tanim 3.1 (Sinirli Kiime ve Sinirhi Dizi). A C R™ bir kiime olmak tizere, eger A C B(0, M), yani her
x € Aigin || z ||< M olacak bigimde bir M > 0 varsa A kiimesine bir sinirli kiime denir.

{z\}, R™de bir dizi olmak iizere, eger her k € N icin || z;, ||< M olacak bicimde bir M > 0 varsa {z; }
dizisine bir sinirli dizi denir.

Teorem 3.1 (Bolzano-Weierstrass Teoremi). Her sinirli dizinin yakinsak bir alt dizisi vardr.

Asagidaki kompaktlik kavrami analizde ve optimizasyonda ¢ok 6nemli bir role sahiptir.

Tanim 3.2 (Kompakthik). Eger A icerisindeki her dizinin, A icerisindeki bir noktaya yakinsayan bir
alt dizisi var ise A kiimesi R"™ uzayinda kompakttir denir.

Asagidaki teorem Bolzano-Weierstrass teoreminin bir sonucu olarak elde edilir.

Teorem 3.2 (Kompakthigin Karakterizasyonu). A C R"™ olmak iizere, A kiimesinin kompakt olmas:
icin gerek ve yeter kosul kapali ve sinirli olmasidur.

kompakt kompakt degil kompakt degil
’ . e b ~
L4 >
. s
’ )
’ \
[l [
1 1
-— — i 1
\ 1
) U
. ’
. .
. .
~ ’
~ ~o - ’
kapal1 ve sinirh sinirh degil kapal1 degil

Sekil 3.1: R™ uzaywnda kompaktlik, kapalilik ile sinirlhiligin birlikte saglanmasidir (Heine-Borel). Ortadaki
serit kapalidir ama sinirli degildir; sagdaki acik disk sinirlidir ama kapali degildir — her ikisinde de sinira
dogru giden bir dizi kurulabilir, oysa limit kiimede yoktur.

Kiimeler Uzerinde Islemler

Tanim 3.3 (Kiime Toplami ve Skaler Kati1). A, B C R" ve A > 0 olmak iizere, kiimeler izerinde
asagidaki toplama ve skaler ile carpma islemleri tanimlansin:
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A+B={z+y:z€ A,y € B}, M ={) z:z € A}
Eger A = {z} tek nokta kiimesi ise A + B kiimesi i¢in z + B yazilisi kullanilir.

o x + B kiimesine B kiimesinin bir otelemesi denir.
« M\A kiimesine A kiimesinin bir skaler kat1 denir.
+ Eger A # 0 ise x + A\ A kiimesi A kiimesine homotetiktir denir.

Iki kiimenin A + B toplamini gérsellestirmeye ¢alisirken, bu toplami ételemelerin birlesimi olarak ifade
etmek faydali olabilir:

A+B=|J@+B) =J(A+y)

T€EA yeB

dogru parcasi + dogru parcasi kare + disk

A+B

A+B

Sekil 3.2: Toplam kiimesi A + B, B'nin A'nin her noktasina 6telenmesiyle taranan bolgedir: A + B = Uy ¢

A (x + B). Solda iki dogru parcasinin toplami bir paralelkenardir; i¢indeki ince ¢izgiler Bmin A boyunca

kayan kopyalaridir. Sagda karenin kdselerine oturan disk kopyalar1 koseleri yuvarlatir — bir kiimeyi diskle
toplamak, onu yaricap kadar her yone kalinlagtirmak demektir.

Onerme 3.1 (Toplamin Topolojik Ozellikleri). A, B C R" olsun.

(i) A veya B agik ise A+ B agiktir.
(ii) A kapali ve B kompakt ise A + B kapalidir.

Reel Sayilarda Supremum ve Infimum

Simdi R uzayindaki alt kiimelerin sinirlar1 hakkindaki kavramlari hatirlayalim.

Tanim 3.4 (Alt ve Ust Sinir). D C R olmak tizere, her z € D igin m < z gercekleyen bir m € R varsa
m sayist D kiimesi icin bir alt sinirdir ve D kiimesine de alttan sinirli kitme denir.

Benzer bicimde, her € D igin x < M gergekleyen bir M € R varsa M sayis1 D kiimesi i¢in bir st
sinirdir ve D kiimesine de iistten sinirli kiitme denir.

Ayni zamanda hem alttan hem de tstten smurli olan kiitmeye sinirl1 kiime denir.

Tanim 3.5 (Infimum ve Supremum). @ # D C R kiimesi alttan sinirl olsun. D kiimesinin alt sinir-
lariin en biiyiigiine D kiimesinin infimumu denir ve inf D ile gosterilir.

@ # D C R kiimesi istten siurli olsun. D kiimesinin tst siurlarmin en kiigiigiine D kiimesinin
supremumu denir ve sup D ile gosterilir.

Eger D kumesi alttan siirl degil ise inf D = —oo, ustten sinirli degil ise sup D = +o0o yazilir. Ayrica
inf @ = 400 ve sup @ = —oo kabul edilir.
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3.3 Reel Sayilarda Supremum ve Infimum 19

| Tamhik Aksiyomu

R uzayindaki bostan farkli ve tistten sinuirlt her alt kiitmenin supremumu vardir; bu supremum bir reel
sayidir.

Tamlik aksiyomunu kullanarak, bostan farkli ve alttan sinirli bir kiimenin reel say1 olarak infimumunun
var oldugunu gormek zor degildir: D alttan siirhysa —D = {—z : € D} tstten smurhdir ve inf D =
—sup(—D) olur.

Siireklilik ve Ekstremum Degerler
Tanim 3.6 (Siireklilik). f: A CR"™ — Rve x, € A olsun. Eger
Ve >0 igin 36 >0 oyleki z € A, ||z —=y ||[< 0 iken | f(z)— f(zg) | <e

gergekleniyor ise f fonksiyonu z, noktasinda siireklidir denir. Eger f fonksiyonu A kiimesinin her
noktasinda strekli ise f fonksiyonu A iizerinde siireklidir denir.

Tanim 3.7 (Dizisel Siireklilik). f: A CR™ — R ve z; € A olsun. Eger A kiimesi i¢cindeki limiti z
olan tiim {z,,} dizilerinin f altindaki gériintilerinden olusan { f(z,)} reel say1 dizilerinin limitleri f(z)
sayisi ise f fonksiyonu z, noktasinda dizisel siireklidir denir.

Onerme 3.2 (Siirekliligin Iki Yiizii). f: A CR™ — R vex, € A olsun. Bu durumda f fonksiyonunun
xo noktasinda siirekli olmasi igin gerek ve yeter kosul, x, noktasinda dizisel siirekli olmasidir.

Tanim 3.8 (Yerel ve Mutlak Ekstremum). f: A CR"™ — Rve z,; € A olsun. Eger
36 > 0 oyle ki Vz € B(z,,0) N A icin f(zq) < f(z)

gercekleniyor ise f fonksiyonu A iizerinde z, noktasinda yerel minimuma sahiptir denir.
Eger

Ve e A igin f(zy) < f(x)

gecerli ise f fonksiyonu A iizerinde z noktasinda mutlak minimuma sahiptir denir. Yerel maksimum
ve mutlak maksimum kavramlar1 benzer bicimde tanimlanir.
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20 Boliim 3. Siirhilik, Kompaktlik ve Siireklilik

f(x)
B(x0, 8)

mutlak maksimum

yerel minimum

mutlak minimum

Sekil 3.3: Yerel minimumda f(x,) < f(x) esitsizligi yalnizca bir B(x,, 8) komsulugunda istenir; mutlak
minimumda ise kiimenin tamaminda. Sagdaki nokta kendi komsulugunun en al¢ak noktasidir ama kiiresel
olarak degildir. Konveks fonksiyonlarda bu ayrimin ortadan kalkacagini ileride gorecegiz.

Kompaktlik, siirekli doniigiimler altinda korunan bir 6zelliktir: f : R™ — R™ siirekli bir fonksiyon ve A C
R™ kompakt bir kiime ise f(A) C R™ goriintii kiimesi de kompakt olur. Dolayisiyla matematik analizin
ve optimizasyon teorisinin temel sonuglarindan biri olan asagidaki teorem gegerlidir.

Teorem 3.3 (Weierstrass Varlik Teoremi). & # K kompakt bir kiime ve f : K — R siirekli bir fonk-
siyon olsun. Bu durumda f fonksiyonu kompakt K kiimesi tizerinde mutlak ekstremum degerlerine ulasir;
yani

Jxg,y0 € K Oyle ki f(zy) = min{f(z): 2z € K} ve f(y,) = max{f(z):z € K}

gecerlidir.
fx) K = [a, b] kompakt f&) K = (a, b) kompakt degil
en biiyiik deger en biiyiik deger yok

1.5 1.5

1 1
0.5 0.5

en kiiciik deger en kiiciik deger alinir
x x
a 1 2 b /] 1 2 b

Sekil 3.4: Weierstrass varlik teoremi kompakthigi zorunlu kilar. Solda kapali ve sinirly bir aralikta siirekli
fonksiyon hem en kiiciik hem en biiyiik degerine ulasir. Sagda aralik agildiginda en biiyiik degerin aday: ug
noktadadir ama o nokta kiimede olmadigindan ulasilamaz: supremum vardir, maksimum yoktur.

Bu teorem, ileride kuracagimiz eniyileme problemlerinin ¢6ziimiiniin var oldugunu garanti eden temel
aractir: konveks analizde bir minimumun varligini géstermek cogu zaman kisit kiimesinin kompakt, amag
fonksiyonunun siirekli oldugunu géstermeye indirgenir.
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Ayrilmis ve Baglantili Kiimeler

Tanim 3.9 (Ayrilmis ve Baglantili Kiimeler). A, B C R” kiimeleriicin AN B =g = BN A gecerli
ise A ve B kiimeleri ayrilmistir denir.

Eger bir kiime, bostan farkli iki ayrilmis kiimenin birlesimi olarak ifade edilemiyorsa o kiimeye bir
baglantili kiime denir.

Ornek 3.1 (Ayrik Olmak ile Ayrilmis Olmak). R uzayinda A =[0,2], B = (2,4) ve C = (0,2)
kiimelerini gz 6niine alalim. A U B ile C' U B kiimelerinden hangisi baglantilidir?

Coziim.

Dikkat edilirse 2 € B oldugundan A N B # & olur; boylece A ile B ayrik olmalarina karsin ayrilmis
kiimeler degildirler. Ote yandan C N B = @ = B N C gerceklendiginden C ile B ayrilmis kiimelerdir.
Dolayisiyla AU B = [0,2] U (2,4) = [0, 4) kitmesi baglantilidir; buna karsihk C U B = (0,2) U (2,4)
kiimesi baglantili degildir.

A=[0,2] B=(24)
¢ ¢ { O baglantilt
0 1 ) 3 .
2€AnB
C=(0,2) B=(24)
C ¢ { O baglantili degil
0 1 2 3 1

2 highirinde yok

Sekil 3.5: Ayrik olmak ile ayrilmis olmak farkli seylerdir. Ustte 2 noktas1 A'ya ait ve ayni zamanda
B'de oldugundan A n B # @; kiimeler ayrilmis degildir ve birlesimleri [0, 4) baglantilidir. Altta 2 noktasi
hicbirine ait degildir, iki kiime birbirinin kapanisina da degmez: birlesim baglantili degildir.

Bu béliimde toplanan kavramlarin hepsi, bundan sonra tek bir amag icin kullanilacaktir: konveksligin
getirdigi ek yapinin, bu genel topolojik cercevede ne kadar giiclii sonuglar dogurdugunu gérmek. flk adim,
dogrulari iceren kiimeleri — yani afin kiimeleri — incelemektir.
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4.1

4. Afin Kumeler

Bir kiimeyi “diiz” yapan sey nedir? Iki farkli yanit vardir: kiime herhangi iki noktasindan gecen dogrunun
tamamuni iceriyorsa afin, yalnizca aradaki dogru parcasini iceriyorsa konveks olur. Bu tek harflik fark,
iki bambagka teori dogurur. Bu haftada bunlarin ilkini kuruyor ve afin kiimelerin lineer cebirle bagini
kesinlestiriyoruz: her afin kiime, bir lineer alt uzaymn 6telenmisidir.

Dogrular ve Afin Kiimeler

Tanim 4.1 (Dogru). z,y € R™ olmak tizere
{@=XNz+Ay: AeR}
veya bagka bir yazilis ile
Mz + Ay A+ A =12, 0 €R}

kiimesine x ve y noktalarindan gecen dogru denir.

(1-A)x+Ay -7

Sekil 4.1: ki noktanin (1 — A)x + Ay kombinasyonu, A biitiin reel sayilar1 dolastiginda x ile y'den
gecen dogruyu cizer. A yalnizca [0, 1] aralifinda kaldiginda ise dogru parcasi elde edilir: afin kiimeleri
dogrulara, konveks kiimeleri dogru pargalaria duyarli yapan fark tam olarak budur.

Tanim 4.2 (Afin Kiime). A C R" olmak iizere, her A € R ve her x,y € A i¢cin
1-XNz+Iyed
gercekleniyor ise A kiimesine R™’de bir afin kiime denir. Bagka bir deyisle, herhangi iki noktasindan

gecen dogruyu iceren kiimelere afin kiime denir.

&, R™, tek nokta kiimeleri, dogrular ve diizlemler birer afin kiime 6rnegidir.

Tanim 4.3 (Afin Kombinasyon). z,,z,,...,x,, € R", A\{; Ay, ..., A, € Rve 221 A; = 1 olmak iizere
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M+ Az + o+ A2,

noktasina z, &, ..., z,, noktalarinin afin kombinasyonu denir.

Afin kombinasyon kavramimi kullanarak, afin kiimeleri herhangi iki noktasinin afin kombinasyonunu
iceren kiimeler olarak tanimlamak mimkiindiir. Asagidaki teorem, “iki nokta” ile “sonlu ¢ok nokta”
arasinda fark olmadigini séyler.

Teorem 4.1 (Afin Kiimeler Biitiin Afin Kombinasyonlari icerir). Bir A C R” kiimesinin afin olmast
icin gerek ve yeter kosul, elemanlarinin tiim afin kombinasyonlarini icermesidir.

Ispat.

Yeterlilik. A kiimesi elemanlarinin tiim afin kombinasyonlarini igersin; bu durumda herhangi iki nokta-
sinin afin kombinasyonunu da icerir, dolayisiyla A afin kiime olur.

Gereklilik. Tersine A bir afin kiime olsun vem > 2 olmak iizere A kiimesininm — 1 tane elemaninin afin
kombinasyonunu icerdigini kabul edelim (tiimevarim hipotezi). Simdi x+, ...,x,, € Ave A, ..., A, € R,
Z:zl A; = 1 olsun. Amacimiz ¢ = Z:il A x; € A oldugunu gostermektir.

A+ ... + A, = 1 oldugundan \; lerden en az biri 1 den farkhdir; genelligi bozmadan A,,, # 1 olsun. Bu
durumda

m—1 m—1
by
x = Z: N + AT, = (1= A,,) (Z 1 _1/\ xl) + AT,
i=1 i=1 m
=y
yazulabilir. Burada
LN Mt A, 1=, .,
—1-2, 11—, S 1-2,

oldugundan y noktasi, A kiimesinin m — 1 tane x; elemanimin afin kombinasyonudur ve tiimevarim
hipotezi geregiy € A’di. Béylecex = (1 — A,y + A, @,,, noktast A’nin iki elemaninin afin kombinas-
yonu oldugundan A kiimesine aittir. Timevarimla, bir afin kiimenin elemanlarinin herhangi bir afin
kombinasyonunu icerdigi gosterilmis olur.

|

Afin Orti

Tanim 4.4 (Afin Orti1). Bir A C R" kiimesini kapsayan tiim afin kiimelerin kesigimine, yani I herhangi
bir indis kiimesi olmak iizere

ﬂ{Ai :ACA; veher i€ igin A; afindir}
iel

kesisim kiimesine A kiimesinin afin ortiisii ya da afin zarf1 denir ve aff (A) ile gosterilir.

Sonug 4.1 (Afin Ortii En Kiiciiktiir). A C R™ olmak iizere aff (A) kiimesi, A kiimesini kapsayan en
kiiciik afin kiimedir.

Neden?.

Afin kiimelerin kesisimi yine afindir: kesisimin iki noktasi her A;’de bulundugundan, bu iki noktadan
gecen dogru da her A, de, dolayisiyla kesisimde kalir. Boylece aff (A) afindir ve tanimi geregi A’y1 kapsar.
A’yi kapsayan herhangi bir F' afin kiimesi ise kesisimdeki ¢arpanlardan biridir; dolayisiyla aff (A) C
F olur.

Teorem 4.2 (Afin Ortiiniin Icerigi). Bir A C R™ kiimesi icin aff (A) afin ortii kiimesi, A kiimesinin
elemanlarinin tiim afin kombinasyonlarinin kiimesine esittir.
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Ispat.

A kiimesinin elemanlarinin tiim afin kombinasyonlarinin kiimesi W ile gésterilsin. Herx € Aiginx =1 -
x yazilabildiginden A C W ’dir. Ayrica W afin bir kiimedir: iki afin kombinasyonun afin kombinasyonu,
katsayilari toplami yine 1 olan bir afin kombinasyondur. Dolayisiyla aff (A) C W gegerlidir.

Ote yandan aff (A) kiimesi afin oldugundan Teorem 4.1 nedeniyle elemanlarinin tiim afin kombinasyonla-
rint igerir. A C aff (A) oldugundan ézel olarak A kiimesinin elemanlarinin tiim afin kombinasyonlarini,
yani W kiimesini de kapsar; boylece W C aff (A) olur. Sonug olarak aff (A) = W elde edilir.

]

Ornek 4.1 (Bir Afin Ortii Hesab1). R® uzayinda v; = (1,0,0), v, = (0,1,0), v3 = (0,0, 1) noktala-
rinin afin ortisiind belirleyiniz.

Cozim.

Teorem 4.2 geregi afin ortii, bu i¢ noktanin tiim afin kombinasyonlarinin kiimesidir. A;v; + Ayvy +
A3U3 = (Aq, Ag, A3) oldugundan katsayilar tizerindeki > A, = 1 kosulu dogrudan noktanin bilesenleri
uzerine diser:

a‘ff {’l}l,’ll27’()3} = {(‘Tayrz) € RS : .’E+y+2 = 1}

Bu diizlem 0 noktasini icermediginden bir lineer alt uzay degildir. Paralel oldugu alt uzay1 bulmak icin
Teorem 4.3 uyarmca kiitmeden bir noktas1 — 6rnegin v; — ¢ikarilir:

L = aff {1)171}2’7}3}_1}1 :{($ayvz) .’L‘+y+Z:O}

L alt uzaymn bir taban1 {vy — v;, v4 — v; }, dolayisiyla boyutu 2’dir. Afin kiimenin boyutu paralel alt
uzayin boyutu olarak tanimlandigindan afin 6rtiiniin boyutu da 2°dir.

Lineer Alt Uzaylar ve Paralellik

Tamim 4.5 (Lineer Kombinasyon). z,,%,,...,z,, € R® ve A\{, Ay, ..., A, € R olmak tizere
M+ Az + o+ A2,

noktasina z, ..., ¢, noktalarmnin lineer kombinasyonu denir.

Afin kombinasyondan tek farki, katsayilar tizerinde hicbir kisit bulunmamasidir.

Tanim 4.6 (Lineer Alt Uzay). L C R" bir kiime olmak tizere
(i) 1,29 € Liginzy + 24 € L,
(i) re L, A€Rigin \x € L

gercekleniyorsa — ya da esdeger olarak z,,z, € L, A\{, Ay € R icin A\;z; + A\y2, € L gercekleniyorsa,
yani herhangi iki noktasinin lineer kombinasyonunu igeriyorsa — L kiimesine bir lineer alt uzay denir.

Dikkat edilirse her lineer alt uzay ayni zamanda bir afin kiimedir. Ancak her afin kiimenin lineer alt uzay
olmasi gerekmez: orijinden ge¢meyen bir dogru afindir ama 0’1 igermediginden alt uzay degildir.

Tanim 4.7 (Paralellik). A, B C R" iki afin kiime olsun. Bir z, € R" i¢in A = B + z ise A kiimesi B
kiimesine paraleldir ya da A kiimesi B kiimesinin z, 6telemesidir denir. B = A — z, yazilabildiginden
B kiimesinin de A kiimesine paralel olduguna dikkat ediniz.

Asagidaki teorem afin kiimeler ile lineer alt uzaylar arasindaki iligkiyi tam olarak ifade eder: afin kiimeler,
alt uzaylarin 6telenmislerinden bagka bir sey degildir.

Teorem 4.3 (Afin Kiime = Alt Uzayin Otelemesi). @ # A C R" olsun. A kiimesinin afin olmast icin
gerek ve yeter kosul, A’min tek bir L lineer alt uzayina paralel olmasidr.
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Sekil 4.2: Bostan farkli bir afin kiime, bir lineer alt uzayin otelenmisidir. A iizerinden herhangi bir x, se¢ilip
A - %, kuruldugunda daima orijinden gecen ayni L alt uzay: ¢ikar — sekilde x; ile otelemek de ayni dogruyu
verir. Bu yiizden A'nin boyutu, paralel oldugu L alt uzayinin boyutu olarak tanimlanir.

ispat.

Gereklilik. A afin olsun ve bir xy € A segilsin. Bu durumda L = A — x, bir lineer alt uzaydir. Gergekten:
(i)a € Rvex € L = A — x olsun. Dolayisiyla x = a — x, olacak bi¢imde bir a € A vardir. A bir afin
kiime oldugundan aa + (1 — o))z, € A gecerlidir. Béylece

az = ala—19) = aa—azy+ 25— 2 =[aa+ (1 —a)zy | -2 € L,

€A

yani ax € L saglanir.
(ii) z1,2o € L=A — 2, ise T, = a; —x, Ve Ty = ay — x, olacak bicimde a,,ay € A vardir. Bu
durumda

1 1
m1+x2:a1+a2—2x0=2(§a1+§a2—x0)eL

———
€A

elde edilir; burada A afin oldugundan %al + %ag € A olup parantez icindeki nokta L’ye aittir, (i)
nedeniyle de bu noktanin 2 kati L kiimesine aittir.

Sonugta L kiimesi toplama ve skaler ile carpma islemlerine gore kapalidir, yani bir lineer alt uzaydir. L =
A—xyise A= L+ x, oldugundan A kiimesi L alt uzaywna paraleldir.

Yeterlilik. Tersine A kiimesi bir L lineer alt uzayina paralel olsun, yani belli bir x, € R™ icin A = L +
Zo olsun. x1,x5 € A, A, Ay ERveA] + Ay =1 olsun. x1,2, € Aisex; =y, + Ty ve Ty = Yy + X
olacak bigcimde y,,y, € L vardir. Boylece

AT+ ATy = My +Ays + (A + X))z €EL+z5=A
N —— — _’—,
eL —1

olur; bu ise A kiimesinin afin olmasi: demektir.
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4.3 Lineer Alt Uzaylar ve Paralellik 27

Teklik. z,,z5 € R™ ve L, L, lineer alt uzaylariicin A = Ly + x; = Ly + x5 olsun. Budurumda L, =
Ly + (zo — x,) olur. Ote yandan L, bir lineer alt uzay oldugu i¢in 0 € Ly, dolayisiyla 0 € Ly + (x4 —
x4) olacagindan —(x4 — x,) € L, ve alt uzay olmasi nedeniyle x5 — ©, € Ly olmalidir. Sonugta

Ly =Ly + (zy —xy) = Ly

—_
eL,

bulunur.

Sonug 4.2 (Alt Uzaylar Orijini Icerir). Lineer alt uzaylar, orijini iceren afin kiimelerdir.

Neden?.
Her alt uzay afindir ve 0’1 igerir. Tersine A afin ve 0 € A ise Teorem 4.3 geregi A = L + x yazilir; z, =
0 segilebileceginden A = L olur.

Bu bag, bir afin kiitmeye boyut atamamuzi saglar. Bir sonraki haftada boyutu tam olarak n — 1 olan afin
kiimeleri — hiperdiizlemleri — ayr1 bir baglik altinda inceleyecegiz; biitiin ayirma teoremlerinin sahnesi
onlar olacak.
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5.1

5. Hiperdiizlemler ve Afin Bagimsizlik

Bir afin kiimeye boyut atayabildigimize gore artik en ilging durumu ayirabiliriz: boyutu, iginde bulundugu
uzayin boyutundan yalnizca bir eksik olan afin kiimeler. Bunlara hiperdiizlem denir ve tek bir lineer
denklemle yazilirlar — ayirma teoremlerinin biitiin agirligini tasiyacak olan yapi budur. Haftanin ikinci
konusu olan afin bagimsizlik ise, bir nokta kiimesinin afin 6rtiisiiniin boyutunu okumanin aracidur.

Boyut ve Hiperdiizlemler

Tanim 5.1 (Dogurma, Lineer Bagimsizlik, Taban ve Boyut). V kiimesi R tizerinde bir vektor uzay:
ve A C V olmak uzere, eger her v € V elemani A kiimesinin elemanlarinin bir lineer kombinasyonu
seklinde yazilabiliyor ise A kiimesi V' uzayini dogurur ya da gerer denir.

Eger vy, ...,v,, € V vektorleri icin

0] + ayvy + ...+ v, =0

denklemi yalmizca oy = ... = «,,, = 0 i¢in saglaniyor ise vy, ..., v,,, vektorleri lineer bagimsizdir denir;
aksi halde lineer bagimlidir denir.

Bir V vektor uzaymni doguran lineer bagimsiz vektorler kiimesine V' uzaymin bir tabani denir. Eger V'
vektor uzayi k tane elemani olan sonlu bir tabana sahipse, V'nin tiim tabanlar1 da k tane elemana sahiptir;
bu k sayisina V vektdr uzayinin boyutu denir ve dim(V) = k ile gosterilir.

L CV bir lineer alt uzay ise boyutlar arasinda dim(L) < dim(V) esitsizligi gecerlidir. Ayni boyut
kavrami, 6telenmis hélleri olan afin kiimelere de taginir.

Tanim 5.2 (Afin Kiitmenin Boyutu). Bir A C R" afin kiimesinin boyutu, A afin kiimesine paralel
olan lineer alt uzayin boyutu olarak tanimlanir ve dim(A) ile gésterilir.

Teorem 4.3 bu tanimui iyi taniml kilar: paralel alt uzay tektir.
Alistirma 5.1 (Kiicitkk Boyutlu Uzaylarin Alt Uzaylari). R, R? ve R? uzaylarmin her biri icin bir
taban belirleyip lineer alt uzaylarini boyutlarina gore siniflandiriniz.

Cozim.

Standart tabanlar sirasiyla {1}, {e;, e} ve {e;, ey, €53} tiir; boyutlar 1, 2 ve 3’tiir. Bir lineer alt uzay
orijini icermek zorunda oldugundan smiflandirma boyuta gére soyledir:

+ R’de: {0} (boyut 0) ve R (boyut 1).

« R?’de: {0}; orijinden gecen dogrular (boyut 1); R? (boyut 2).

« R3’te: {0}; orijinden gecen dogrular (boyut 1); orijinden gegen diizlemler (boyut 2); R? (boyut 3).
Afin kiimeler ise bunlarin 6telenmisleridir: 6rnegin R3’te afin kiimeler tek noktalar, dogrular, diizlemler
ve uzayin kendisidir — orijinden ge¢me kosulu olmaksizin.

Tanim 5.3 (Hiperdiizlem). R™ uzaymda boyutu n — 1 olan her afin kiimeye bir hiperdiizlem denir.

Alistirma 5.2 (Kiiciikk Boyutlu Uzaylarda Hiperdiizlemler). R, R? ve R3 uzaylarindaki hiperdiiz-
lemleri belirleyiniz.

Cozim.
Hiperdiizlem, uzayin boyutundan bir eksik boyutlu afin kiimedir:
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30 Boliim 5. Hiperdiizlemler ve Afin Bagimsizlik

+ R’de boyut 0: tek noktalar, yani {a} kiimeleri.
« R?de boyut 1: dogrular — orijinden gegmek zorunda degildirler.
« R®te boyut 2: diizlemler.

U¢ durumda da hiperdiizlem, tek bir lineer denklemin ¢éziim kiimesidir: sirasiyla ax = b, a;x, +
ayxy = bve a;x + ayxy + a5 = b (katsay1 vektori sifirdan farkli olmak iizere).

Tanim 5.4 (Ortogonal Tiimleyen). Bir L C R” lineer alt uzay1 i¢in
Lt ={yeR": (y,z)=0,Yz € L}

seklinde tanimlanan kiime de bir lineer alt uzay olup L lineer alt uzayinin ortogonal tiitmleyeni olarak
adlandirilir.

Her x € R" vektérii z; € L, o € L* olmak iizere x = z; + z, seklinde tek tiirlii yazilir ve dim(L) +
dim(L*) = n gecerlidir. Ozel olarak L bir hiperdiizlem (boyutu n — 1 olan alt uzay) oldugunda L' alt
uzay1 1 boyutlu bir dogru olur.

Teorem 5.1 (Hiperdiizlemin Denklemi). Herhangi bir H C R™ hiperdiizlemi, belli bir 0 + a € R”
vektorii ve b € R sayisi igin

H={zeR": (a,z) =b}
kiimesi ile gosterilebilir. Ustelik bu bicimde verilen her kiime bir hiperdiizlemdir.

ispat.

H kiimesi R™’de bir hiperdiizlem olsun. Bu durumda H ’nin boyutu n — 1°dir ve Teorem 4.3 nedeniyle
n — 1 boyutlu bir L lineer alt uzay ile belli bir x, € H i¢cin H = L + z, gecerlidir. dim(L) =n —1
oldugundan dim(Lt) = 1 olur; dolayisiyla bir 0 # a € R™ vektorii icin L+ = {\a : A € R} gecerlidir.
Boylece

teHer—zy€Ls (a,z—z5) =0« (a,z) = (a, )

elde edilir. b := (a, x,) denirse H = {x € R" : (a,x) = b} bulunur.
]

Tanim 5.5 (Normal Vektér). Hiperdiizlemlerin H = {x : {a,z) = b} yaziliglarindaki 0 # a vektériine
H hiperdiizleminin bir normal vektérii denir.

Normal vektor tek degildir: sifirdan farkli her ¢ i¢in ta vektori de ayni hiperdiizlemin normalidir, yeter
ki sag taraf tb olarak giincellensin.

Ornek 5.1 (Diizlemde Bir Hiperdiizlem ve Paralelleri). R? uzaymnda z + 2y = 4 denkleminin
belirledigi H hiperdiizlemini yaziniz. H hiperdiizleminin paralel oldugu L alt uzayini belirleyiniz. H, =
(1,—4) + H paralel hiperdiizlemini bulunuz.

Cozim.
Denklem bir i¢ carpim olarak okunursa normal vektér dogrudan gorilir:

H=A{(z,y):z+2y =4} = {(z,y) : {(z,y), (1,2)) = 4}.
Paralel alt uzay, ayni normal ile orijinden gegen hiperdiizlemdir:
L=A{(z,y) : {(z,9),(1,2)) = 0}.

Oteleme i¢in (z,y) € H noktalarma (1,—4) eklenir. k =z + 1, t = y — 4 dontsimii ile z = k — 1,
y =t + 4 yazilirsa

H =1,—4)+H={(k,t): (k—1)+2(t+4) =4} = {(k,t) : k+ 2t + 7 = 4}
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5.1 Boyut ve Hiperdiizlemler 31

= {(z.9) 1z +2y =3} = {(z.1) : {(.9), (1,2)) = -3}.

Ug dogru da (1, 2) vektoriine diktir; teleme yalnizca sag taraftaki sayiy1 degistirmistir.

Sekil 5.1: x + 2y = 4 hiperdiizlemi, ona paralel olan L alt uzay: (x + 2y = 0) ve (1, -4) 6telemesiyle elde
edilen H, (x + 2y = -3). Uc dogru da a = (1, 2) vektoriine diktir; 6teleme sabit terimi degistirir, normali
degistirmez. Paralel hiperdiizlemler yalmizca sag taraftaki b sayisiyla ayrilir.

1 Sonuc

Trivial ¢6ziime sahip olmayan bir lineer denklemin ¢6ziim kiimesi bir hiperdiizlemdir.

Teorem 5.2 (Afin Kiimeler Lineer Denklem Sistemlerinin C6ziim Kiimeleridir). A birm x n
matris ve b € R™ olmak iizere M = {x : Az = b} kiimesi R™ uzayiwnda bir afin kiimedir; ayrica herhangi

bir afin kiime bu sekilde ifade edilebilir.

ispat.
Once M = {z : Az = b} kiimesinin afin oldugunu gosterelim. x,y € M ve A € R olsun. z := (1 —
Az + Ay olarak tanimlansin. Bu durumda

Az=(1—NAz+Xy=(1—-Nb+Xb=b

gecerli olur. Boylece z € M gerceklendiginden M kiimesi bir afin kiimedir.

Simdi & + M kiimesi R™ uzaywinda herhangi bir afin kiime olsun. Teorem 4.3 nedeniyle M kiimesinin
paralel oldugu bir L lineer alt uzay: vardir. {ay, ..., a,, } vektor kiimesi L* uzaymnin bir tabant olsun. Bu
durumda

L=(LYHY*t={z:2Lay,...v La,}={x:{a;,z)=0,i=1,...,m}={z: Ax =0}

gegerlidir; burada A, satirlart aq, ..., a,, olan m X n matrisini gostermektedir. M afin kiimesi L alt
uzayina paralel oldugundan, bir x, € M igin

M=L+zy={z:Alx —x,) =0} ={z: Az = Az } = {z : Ax = b}

gegerli olur; burada b := Az alinmigtir.
|
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Teorem 5.2'ndeki afin kiime asagidaki bicimde de ifade edilebilir:

M:{x;<x7ai>:bi,i:1,...,m}: ﬂHZ

Burada a, ile A matrisinin . satiri, b; ile b € R™ vektoriiniin . bileseni ve H; ile H; = {z : (z,a;) = b;}
kiimesi gosterilmektedir. Her bir H; kiimesi bir hiperdiizlemdir. Dolayisiyla:

1 Sonuc

R™ uzayimuin her afin alt kiimesi, sonlu sayidaki hiperdiizlemin bir kesisimidir.

5.2 Afin Bagimsizlik

Tanim 5.6 (Afin Bagimsizlik). m > 1 olmak tizere v, vy, ..., v, € R™ noktalar1 icin

y Av; =0 ve y A=0= X=X\ =..=X\,=0

gerektirmesi dogru oluyor ise vy, vy, ..., v,, noktalar: afin bagimsizdir denir.

afin bagimsiz — aff: diizlem afin bagimli — aff: dogru
V2

-
-
-
/’Vz
7
-

V2= Vo /

V. rd
57~ Vo = 2(Vy = Vo)

Vi

Vo Vi — Vo Yo

Sekil 5.2: v,, vy, v, noktalarinin afin bagimsiz olmasi, v, - v, ile v, — v, farklarinin lineer bagimsiz olmasi
demektir. Solda iki fark farkli dogrultudadir, afin 6rtii diizlemin tamamidir (boyut 2). Sagda biri digerinin
kat1 oldugundan ii¢ nokta bir dogru tizerindedir ve afin 6rtii yalnizca o dogrudur (boyut 1).

Teorem 5.3 (Afin Bagimsizlifin Lineer Karsiligt). m > 1 olmak iizere vy, vy, ..., v,, € R™ noktala-

rinin afin bagimsiz olabilmesi i¢in gerek ve yeter kosul, v; — vy, Vg — Vg, ..., U, — Uy vektorlerinin lineer
bagimsiz olmasidur.

ispat.
Gereklilik. v, ..., v, noktalar: afin bagimsiz olsun ve
Z Ai(v; —v9) =0
i=1
denklemini ele alalim. \, := — Z:Zl A; olarak tanimlansin; boylece Z:Zo A; = 0 olur. Dikkat edilirse
Z Ai(v; —vg) = Z Aiv; — (Z )‘i) Vo = Z Aiv; + Agvg = Z Aiv; =0
i=1 i=1 i=1 i=1 i=0
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5.2 Afin Bagimsizlik 33

gecerlidir. vy, ..., v,, noktalari afin bagimsiz oldugundan heri = 0,1, ...,m i¢in A; = 0 olur. Dolayisiyla
V] — Vg, ..., Uy, — Ug vektorleri lineer bagimsizdir.
Yeterlilik. Tersinev, — v, ..., v, — vy vektorleri lineer bagimsiz olsun. Z:‘io Av; =0 ve Z?:Lo A =0

olsun. Ikinci esitlikten Ay = — Z:L A, yazilip birincide yerine konursa
0= Z/\ivi = Zkivi - (Z )‘i) Vo = Zki(vi — )
i=0 i=1 i=1 i=1
elde edilir. Lineer bagimsizlik nedeniyle Ay = ... = X\, = 0, buradan da A\, = 0 bulunur.
]

Bundan sonra bir C' C R™ kiimesi tarafindan dogurulan uzay span (C) ile gosterilecektir. span (C)
kiimesi, C' kiimesinin elemanlarinin tiim lineer kombinasyonlarinin olusturdugu kiime oldugundan bir
lineer alt uzaydir.

Lemma 5.1 (Afin Ortiiye Paralel Alt Uzay). wvg,vy,...,v,, € R® ve K := aff {vy,vy,...,v,,} ise
span {v; — vg, ..., V,,, — Vg } kiimesi K kiimesine paralel olan alt uzaydr.

ispat.
K afin kiimesine paralel olan alt uzay L ile gosterilsin. vy € K oldugundan K — vy, = L olur; dolayisiyla

heri=1,...,m icinv; —vy € L ve L bir alt uzay oldugundan bu elemanlarin tiim lineer kombinasyon-
lariny icerir. Bu ise

span {v; — vgy ..., U, —Vo} C L

kapsamasinin gegerli olmasi demektir.
Tersine, sabit bir v € L icin v+ vy € K gegerlidir. Dolayisiyla K ’nin tanmimi geregi v + v, elemani,
v, lerin bir afin kombinasyonu seklinde yazilir:

m m
v+v0=Z)\ivi, Z)\izl.
i=0 i=0
Bu ise
m m m m
v= Z)\ivi — vy = Z)\ivi — (Z )\Z-) vy = Z)\i(vi — ) € span {v; — Uy, ...y Uy, — Vg }
i=0 i=0 i=0 i=1

icermesinin, dolayisiyla da L C span {v; — vy, ..., v,, — vy} kapsamasinin dogru oldugunu séyler. So-
nugta K — vy = span {v; — vy, ..., v,,, — vy} elde edilir.
]

Sonug 5.1 (Afin Bagimsizlik ve Boyut). m > 1 olmak iizere vy, v, ..., v, noktalarimin afin bagimsiz

olmas icin gerek ve yeter kosul, aff ({vy,vq, ..., v,,}) kiimesinin m boyutlu olmasidur.
Neden?.
Lemma 5.1 geregi bu afin ortiiye paralel alt uzayspan {v, — v, ..., v,,, — Vg } 'dir; boyutu, bu m vektériin

lineer bagimsiz olmasi hdlinde tam olarak m dir. Teorem 5.3 ile birlestirilirse iddia elde edilir.

Hiperdiizlemler ile afin bagimsizlik, konveks kiimelere ge¢cmeden 6nce ihtiyacimiz olan son afin araclardi.
Bir sonraki haftada bu yapilar1 koruyan déntistimleri tanimlayip dersin asil nesnesine geciyoruz.
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6.1

6. Lineer Doniisiimler ve Konveks Kiimeler

Bu hafta iki is yapiyoruz. Once lineer déniisiimleri tanimlayip her birinin bir matris oldugunu ve siirekli
oldugunu gésteriyoruz; bu stireklilik, hiperdiizlemlerin ve yar1 uzaylarin kapaliligini daha bu hafta icinde
kullanmamizi saglayacak. Ardindan dersin asil nesnesini tanimliyoruz: konveks kiimeler. Afin kiimeler-
den tek farklari, dogrunun tamami yerine yalnizca dogru parcasini istemeleridir.

Lineer Doniisiimler

Afin ve konveks kiimelerin yapisini koruyan déntisiimlerin en basiti lineer déniistimlerdir; afin doni-
stimleri, konveksligin korunmasini inceledigimiz gelecek haftaya birakiyoruz.

Tanim 6.1 (Lineer Doniisiitm). 7' : R™ — R™ olmak tizere

(i) herz,y e R"icin T'(z +y) = T(z) + T(y),

(i) herx € R™, A € Rigin T (Az) = AT (z)

kosullarini — veya esdeger olarak her z,y € R™, a, 8 € Ri¢in T'(az + By) = oT'(z) + BT (y) kosulunu

— saglayan T fonksiyonuna R™’den R"™’e bir lineer doniisitm denir. Eger bir lineer déniigiim R"™’den
R’ye tanimlanmis ise 6zel olarak bu déniisiim lineer fonksiyonel olarak adlandirilir.

Teorem 6.1 (Her Lineer Doniisitm Bir Matristir). 7' : R™ — R™ bir lineer doniisiim olsun. Bu
durumda T (z) = Ax gercekleyen bir A,,,.,, matrisi vardir.

isjéalgn olsun. eq, ey, ..., e, vektorleri R™’in standart tabani olmak iizere bir x € R™ vektorii standart
taban cinsinden
T = [Ty, Tg, ., T,|T = T1€) + Toey + ... +T,€,
seklinde yazilir. Dolayisiyla lineerlik ile
T(z) =T(z1e1 + ... + ze,) = 21T (e)) + 25T (ey) + ... + 2, T(e,) (1)

gecerlidir. Bu yazilista T (x) vektérinii belirleyebilmek icin T'(e,), ..., T'(e,,) vektorlerini bilmek yeterlidir.
j=1,..,nicinT(e;) € R™ vektorinin i. bilesenini a,; ile gosterirsek (1) nedeniyle

agy Q1p a1 7 Qi | |21
Tx)=z,| ! | +..+z,| + | =]+ = P =Ax

olur; buradaki A matrisi aranan matristir.
]

1 Sonug

T : R™ — R lineer fonksiyoneli icin T'(z) = (a, =) gercekleyen bir a € R™ vardir. Kisacasi her lineer
fonksiyonel, uygun bir @ € R" yardimiyla (a, ) biciminde ifade edilebilir.

Lemma 6.1 (Lineer Doniisiimler Siireklidir). Herhangi bir T : R™ — R™ lineer doniisiimii siireklidir.

ispat.
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{e1, ..., €, } kiimesi R™ ’in standart tabani ve v, := T'(e;),i = 1, ..., n olsun.x = (x4, ..., x,,) olmak iizere
herhangi bir x € R™ icin
T(x)=T (Z f"iei) = inT(ei) = Zmivi
=1 =1

i=1

esitlikleri gecerlidir. Bu durumda iicgen esitsizligi ve Cauchy-Schwarz esitsizligi yardimiyla

n n n n 2
I T() =0y 1< D e |- Il v 1< \/ZI @ [? \/Z Fos [T =M || z |
i=1 i=1 i=1 i=1
N — —

=:M>0

kisacasi, M > O sabit bir sayr olmak iizere her x € R™ igin | T'(z) ||[< M || || esitsizligi gegerlidir.
Boylece her p, k € R™ i¢gin

I T@)=TE [=ITE—-k) I<M[p—Fk|

esitsizligi gerceklenir; bu ise T' doniisiimiiniin bir Lipschitz fonksiyonu, dolayisiyla da diizgiin siirekli ve
sonugta siirekli olmasi demektir.
|

Ozel olarak R™’de taniml her lineer fonksiyonel siireklidir; bu, birazdan hiperdiizlemlerin kapali, yar1
uzaylarin ise kapali veya acik oldugunu séylerken kullanacagimiz gézlemdir.

Konveks Kumeler

Tanim 6.2 (Konveks Kombinasyon ve Dogru Parcasi). z,...,x,,, € R", A;,..., A, > 0veA; +... +
A, = lolmaktizere \;z; + ... + A, z,, toplamna z, ..., z,,, noktalarinin bir konveks kombinasyonu
denir.

Ozel olarak z ve y gibi iki noktanin bir konveks kombinasyonunu 0 < A < 1 olmak iizere (1 — \)z + Ay
yazilisi ile ifade etmek miimkiindiir. z,y € R™ olmak iizere

{1=Nz+My:0<A<1}

kiimesine x ve y noktalarini birlestiren dogru parcasi denir.

Konveks kombinasyonun afin kombinasyondan (Tanim 4.3) tek farki, katsayilarin negatif olmamasidir.
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/ o
/ 0,9x, + 0,5%, - 0,4%;

Sekil 6.1: Ug noktanin katsayilar1 toplami 1 olan kombinasyonlar1 diizlemin tamamini (afin drtilyii)
tarar; katsayilarin hepsi negatif olmadiginda ise yalnizca ii¢gen, yani konveks ortii elde edilir. Turuncu
noktanin katsayilar1 da 1'e toplanir ama biri negatif oldugundan nokta ticgenin disina diiser.

Tanim 6.3 (Yildiz Bicimli Kiime). Sabit bir z; € C C R™ olmak iizere, eger her y € C ve her 0 <
A < ligin (1 — Az, + Ay € C gergekleniyor ise C kiimesi z, noktasina gore yildiz bi¢cimli bir kiimedir
denir.

Tanim 6.4 (Konveks Kiime). C' C R" olmak tizere, eger
Vr,y € C,0< A <1 igin (1—-Nz+IyeC

icermesi gercekleniyor ise C kiimesine bir konveks kiime denir.

Yukaridaki tanima egdeger olarak, konveks bir kiime asagidaki ifadelerden herhangi biri ile de tanimla-
nabilir:

« herhangi iki noktasini birlestiren dogru pargasini iceren kiime,
« herhangi iki elemaninin konveks kombinasyonlarini iceren kiime,
« her bir elemanina gore yildiz bi¢imli olan kiime.

Son ifade, konvekslik ile y1ldiz bigimlilik arasindaki farki tam olarak yakalar: yildiz bi¢imlilik bir noktadan
biitiin kiimenin gériilmesini, konvekslik ise her noktadan biitiin kiitmenin goriilmesini ister.
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konveks yildiz bicimli yildiz bicimli de degil
\/ @ ---fF>H-1---0
@
her kiris iceride x her noktay1 goriir kiris kiitmeden ¢ikar

Sekil 6.2: Konveks kiime, herhangi iki noktasini birlestiren dogru parcasini tamamen icerir. Ortadaki

kiime konveks degildir ama x noktasina gére yildiz bicimlidir: bir nokta biitiin kiimeyi goriir. Sagdaki

kiimede boyle bir nokta yoktur; iki kolun uglari arasindaki kirig her secimde bosluktan gecer. Bir kiimenin
konveks olmasi, her noktasina gore yildiz bigimli olmasiyla ayni seydir.

Teorem 6.2 (Konveks Kiimelerin Kesisimi). I herhangi bir indis kiimesi olmak iizere her i € I icin
C, C R" kiimeleri konveks ise ﬂie ; Ci kesisim kiimesi de konvekstir.

ispat.

Tq,Ty € ﬂie] C; ve 0 < A < 1 olsun. Bu durumda heri € I icin x, € C; ve x4 € C; gecerlidir. Her C;
konveks oldugundan (1 — Xz, + Az, € C; ve dolayisiyla (1 — M)z + Azy € (), _; C; gergeklenir.

]

Bu basit sonug, bu boliimiin en ¢ok kullanilan aracidir: konveks oldugunu bildigimiz kiimelerin kesisimi
olarak yazabildigimiz her kiime konvekstir.

Konveks Kiime Ornekleri

Ornek 6.1 (Temel Konveks Kiimeler). Asagidaki kiimelerin konveks oldugunu gosteriniz: (1) R™, &
ve tek nokta kiimeleri; (2) kapali birim yuvar B(0, 1); (3) hiperdiizlemler; (4) yar1 uzaylar; (5) polihedral
kimeler.

Coziim.

1. R™ ve tek nokta kiimesi i¢in kogul agikar bicimde saglanir; & i¢in de saglamir, ¢iinkii kontrol edilecek
nokta cifti yoktur.

2.21,25 € B(0,1) ve 0 < A < 1 olmak iizere liggen esitsizlifi ve normun homojenligi ile

0,
A =Nz + Az, [<S[T=A]- [z [+ [A]-[[zp [SA=X)+A=1,

yani (1 — A)z; + Az, € B(0,1) gegerlidir.
3. Teorem 5.1 nedeniyle herhangi bir hiperdiizlem H = {z : (a,z) = b} ile gosterilebilir. ,,z, € H
ve 0 < A < 1igin

(a,(1 = A)zy + Azy) = (1= A)(a,z1) + XMa,z5) = (1= A)b+Ab=1b

olacagindan (1 — \)z; + Az, € H elde edilir.

4. Yar1 uzaylar i¢in ayni hesap, esitlik yerine esitsizlikle tekrarlamr: (a,z;) < b ve (a,z,) < b ise
agirlikli ortalama da b’yi agmaz. Kesin esitsizlik icin de aynis1 gecerlidir.

5. Polihedral kiime, sonlu sayida kapali yar1 uzayin kesisimidir; her biri konveks oldugundan Teorem
6.2 geregi kesisim de konvekstir. Ayrica lineer fonksiyoneller siirekli oldugundan (Lemma 6.1) her {x :
(a;,z) <b;} kiimesi kapalidir ve kapali kiimelerin kesisimi kapali oldugundan polihedral kiimeler
kapalidur.
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6.2 Konveks Kumeler 39

Tanim 6.5 (Yar1 Uzaylar). Bir H = {z € R" : (a,z) = b} hiperdizlemi R" uzayim
H= ={z:{(a,z) <b} yada H<={z:{a,z) <b}

ve
H=={z:{(a,z) > b} yada H> ={z:{a,x) > b}

olmak {iizere iki yar1 uzaya ayirir. H< ve H= uzaylarina H hiperdiizleminin belirledigi kapal1 yar1
uzaylar, H< ve H” uzaylarina da acik yar1 uzaylar denir.

H>:{a,x)=b

Hs<:{a,x)<b H:{a,x)=b

Sekil 6.3: Bir hiperdiizlem H = { x : {a, x) = b }, uzay1 iki kapal1 yar1 uzaya boler. Normal vektor a, H'ye
diktir ve <a, x) degerinin arttig1 yonii gosterir; bu yiizden a'nin igaret ettigi taraf H=, ters taraf H< olur. R*
uzayinda H'nin boyutu n - 1'dir.

Tanim 6.6 (Polihedral Kitme). A, ., bir matris,b € R™, x € R" olmak tizere Az < b seklinde verilen
n bilinmeyenli m tane sonlu esitsizlik sisteminin ¢6ziim kiimesi olan

P={zeR": Az <b}={x eR": (a;,2) < b;,i =1,...,m}

kiimesine bir polihedral kiime veya bir ¢ok yiizlii kitme denir.
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P .
s /

So |
S " i - /
S e -7 P={x{Ax<b}
~ Pid /

N sorflu sayida yar1 uzagin kesisimi
I ~ - /
|
|

Sekil 6.4: Polihedral (¢ok yiizlit) kiime, sonlu sayida kapali yar1 uzayin kesisimidir. Her <a;, x) < b; esitsizligi
bir dogrunun bir yanini keser; okla gosterilen disa dogru normaller yasak yonii isaret eder. Kapal yar
uzaylar hem kapali hem konveks oldugundan kesisimleri de kapal1 ve konvekstir.

Her hiperdiizlem ayni zamanda bir polihedral kiimedir: (a,z) = b kosulu, (a,z) < b ve (—a,z) < —b
esitsizlik ¢iftine denktir.

Tanim 6.7 (Konveks Kiimenin Boyutu). Bir C C R" konveks kiimesinin boyutu, C' kiimesinin
afin értiisti olan aff (C') afin kiimesinin paralel oldugu lineer alt uzayin boyutudur ve dim(C') ile gosterilir.

Konveks kitmenin tanimi ve ilk 6rnekleri elimizde. Bir sonraki hafta bu 6zelligin hangi islemler altinda
korundugunu sistematik olarak inceleyecegiz.

Acik Matematik - acik-matematik.com 40 CC BY-NC-SA 4.0


https://acik-matematik.com
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.tr

7. Konvekslik Ozelliginin Korunmasi

Yeni konveks kiimeler tiretmenin en pratik yolu, elimizdekilerden yola ¢ikmaktir. Bu hafta konveksligin
hangi islemler altinda korundugunu topluca inceliyoruz: toplama, skaler ile carpma, kartezyen carpim,
lineer ve afin dontistimler, kapanis ve i¢ alma. Kesisimin konveksligi gecen hafta kurulmustu ve bu
bolimiin de en ¢ok kullanilan araci olmay: siirdiirecek.

7.1 Konveksligi Koruyan Islemler
Konvekslik 6zelligi bir takim iglemler altinda degismeden korunur. Asagidaki teoremler, hangi islemler
altinda konveksligin korunduguna iligkindir.
Teorem 7.1 (Toplam Kiimesi). Cj,C, CR" konveks ise C; + C, = {z; + x5 : ¢, € C}, 25 € Co}
toplam kiimesi de konvekstir.
ispat.
z,y € C; + Cyve0 < XA < 1olsun.x = x, + x5 vey = y; + Yo olacak bicimde z,,y, € C| vexy,y, €
C, vardir. Bu durumda
(I=XNz+Ay=(1=XNz;+Ay; + (1 =Nz + Ay, € G + G

eC, eC,

icermesi gecerlidir.
|

Teorem 7.2 (Skaler Kat). « € R veC C R" bir konveks kiime ise aC' = {ax : © € C'} skaler kat kiimesi
de konvekstir.
ispat.
z,y € aC ve0 < X <1 olsun. z = ax, vey = axy olacak bicimde 1, x5 € C vardir. Bu durumda
(I-=Nz+dy=a[(1—ANz,+ Az, | € aC

N — e’
eC

icermesi gecerlidir.
|

Sonug 7.1 (Lineer Birlesimler). A, A\, € R olmak iizere C|,C, C R"™ konveks ise A\;C| + A,C, de
konvekstir. Ozel olarak C; — C, konvekstir.
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42 Béliim 7. Konvekslik Ozelliginin Korunmasi

toplam skaler kat

C, +C,

G,

Sekil 7.1: Konvekslik toplama ve skaler ile carpma altinda korunur. Solda bir ii¢gen ile bir diskin toplami,

iicgenin yaricap kadar her yone kalinlastinlmis halidir. Sagda aC kiimeleri, C'nin orijine gore biiyiitiliip

kiiguiltillmiis kopyalaridir. Ayni sey kesisim icin de gegerlidir; buna karsilik iki konveks kiimenin birlesimi
genellikle konveks olmaz.

Teorem 7.3 (Kartezyen Carpim). C),C, C R" konveks ise C; x Cy = {(z1,24) : ¢, € C;, x4 € Cy}
kartezyen carpim kiimesi de konvekstir.

ispat.
(21,%9), (Y1,ys) € C; x Cy ve0 < A < 1 olsun. Konveks kombinasyon bilesen bilesen alindigindan

(L= X)(21,22) + A(Y1,%2) = (L= N2y + Ay, (1= A)zy + Ayy ) € Cy x G
eCy eCy

elde edilir.
| ]

Teorem 7.4 (Lineer Doniisiitm Altinda Gériintii). 7 : R™ — R™ lineer doniisiim ve C C R™ konveks
olsun. Bu durumda T (C) = {T'(z) : € C} gorintii kiimesi R™ de konvekstir.
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7.1 Konveksligi Koruyan Islemler 43

CcR? T(C) c R?

Sekil 7.2: Lineer (ve daha genel olarak afin) bir doniisiim konveksligi korur: T((1 - 1)x + Ay) = (1 - 1)T(x)
+ AT(y) oldugundan bir dogru parcasinin goriintiisii yine dogru parcasidir. Kare paralelkenara, disk elipse
doniisiir; her ikisi de konveks kalir. Ters gériintii T™(D) i¢in de ayni sonug gecerlidir.

ispat.
Y1, Y3 € T(C)ve0 < A < Lolsun.y; = T(x,) vey, = T(x,) olacak bigimdex,, x5 € C vardir. Boylece
lineerlik ile
(L=Nys + Ay, = (1= NT () + AT (zy) =T ( (1 = N)zy + Az, ) € T(C)
~— e

eC

dogru olur.
u

Alistirma 7.1 (Ters Goriintiiniin Konveksligi). 7 : R® — R™ lineer doniisim ve D C R™ konveks
olsun. Bu durumda 771 (D) = {z € R" : T(z) € D} ters goriintii kiimesinin R™’de konveks oldugunu
gosteriniz.

Cozim.
2,7y € T71(D)ve 0 < X\ < 1olsun. O halde T'(x,),T(x,) € D olur. Lineerlik nedeniyle

T ((1=XNzy+Azy )= (1= NT(zy) + AT'(2,)

yazilir; D konveks oldugundan sag taraf D’ye aittir. Buise (1 — A\)z; + Az, € T~1(D) demektir.

Tanim 7.1 (Afin Doniigiitm). F' : R™ — R™ dontisimiine, her A € R ve x,y € R™ i¢in
F ( (1—XNz+ My ) =(1—=MNF(x)+ \F(y)

gercekliyorsa afin doniisiim denir.

Her lineer doniisiim bir afin donisiimdiir; bu, lineerligin dogrudan bir sonucudur. Tersi ise dogru degildir:
sabit bir oteleme afindir ama F'(0) = 0 kosulunu saglamadig siirece lineer degildir. Asagidaki iki sonug,
aradaki farkin tam olarak bir 6telemeden ibaret oldugunu gosterir.

Lemma 7.1 (Orijini Sabitleyen Afin Doniisiim Lineerdir). F :R"™ — R™ afin doniisimii igin
F(0) = 0 ise F bir lineer déniisiimdiir.

ispat.
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F bir afin doniisiim olmak iizere « € R ve x € R™ olsun. Bu durumda
Flaz)=F (az+(1—a) 0)=aF(z)+ (1 - a)F(0) = aF(z)

gerceklenir. Simdi x,y € R™ olsun:

Flz+7y) = F(Q(%:r + %y) +(-1)- 0) - zp(lx + ly) +(—1)F(0)

1 1
=2-5F(2)+2- 5F(y) = F(z) + F(y)
gerceklenir. Dolayisiyla F' bir lineer doniisiim olur.
|

Teorem 7.5 (Afin Doniisitmlerin Yapisi). 7' : R™ — R™ bir lineer doniisiim ve a € R™ olmak iizere,
F : R™ — R™ seklinde tanimlanmus her afin déniisiim F (z) = T(z) + a bigcimindedir.

Ispat.

F bir afin déniisiim olsun. a := F(0) € R™ ve T'(x) := F(x) — a segilirse T' déniisiimii de afin bir do-
niisiim olur (sabit bir vektoriin cikarimasi afinligi bozmaz). Ote yandan T'(0) = F(0) — a = 0 gecerlidir.
Bu durumda Lemma 7.1 nedeniyle T bir lineer doniisiimdiir; dolayisiyla F(x) = T'(x) + a bigimindedir.
Tersine, a € R™ ve T lineer doniisiim olmak iizere F'(z) = T'(z) + a ise A € R igin

F(A=Nz+dy)=T ((1-XNz+Ay)+a=(1-NT(z)+T(y) +a
=(1-XN (F@)—a)+A(F(y)—a)+a=(1-NF(z)+AF(y)

gerceklenir. Dolayisiyla F' bir afin doniisiimdiir.
|

1 Sonug

Bir F' : R" — R™ doniistimiiniin afin olmasi i¢in gerek ve yeter kosul, T'(x) = F(x) — F(0) seklinde
tanimlanmig 7' : R™ — R™ doniisimiiniin lineer olmasidir. Buradan, afin déntisiimlerin de konveks-
ligi korudugu ¢ikar: 6teleme konveksligi bozmaz.

Teorem 7.6 (Kapanisin Konveksligi). C C R™ konveks ise C kiimesi de konvekstir.

ispat.
z,y € C ve 0 < X< 1 olsun. Elemanlari C kiimesinde olan oyle {x,} ve {y,} dizileri vardir ki
lim,_,  z, =« ve lim,_,  y, =y gerceklenir. C' konveks oldugundan her k € N i¢in (1 — Nz, +
Ay, € Cdir. Limite gegilirse

lim (1= Nz, +Xy, )= (1—Nz+ryeC

k—o0

elde edilir. Dolayistyla C' kapanis kiimesi konvekstir.
|

Teorem 7.7 (I¢ Kitmenin Konveksligi). C C R" konveks ise int (C) kiimesi de konvekstir.

Ispat.

z,y €int (C) ve 0 < XA <1 olsun. Bu durumda B(x,r,) C C ve B(y,ry) C C gercekleyen ry,r5 >
0 sayilart vardir. r = min{ry,ry} olsun. B ( (1 —A)z + Ay,r ) C C kapsamasinin gegerli oldugunu
gostermek yeterli olacaktir.

Once B ((1=XNz+Ay,r )= B(z,1)+ Ay — z) oldugunu gosterelim:
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7.1 Konveksligi Koruyan Islemler 45

z€ B ((1—A)z+ Ay, 7 ) ©parallelz — ( (1 — A)z + Ay )parallel< r <parallelz — A(y — z) — zparallel< r
=:t

& teB(r,r)<z—ANy—2) € B(z,r) & z€ B(z,r) + N(y — )

oldugundan esitlik dogrudur.

Simdiw € B ( (1 —A)z+ Ay, r ), dolayisiylaw € B(z,r) + A(y — z) olsun. Bu durumda w = w; +
Ay — z) olacak bigimde bir w, € B(z,r) C B(z,r,) C C vardwr.

Benzer bir hesapla B(x,r) + (y — x) = B(y, r) oldugu da gozlenir:

z € B(y,r) < z—y < r ©parallelz — (y — ) — zparallel< r < z € B(z,r) + (y — 2).

=:t
Bu durumdaw, + (y — z) € B(z,r) + (y — ) = B(y,r) C C gegerlidir. C konveks oldugundan

w=w +ANy—z)=1-Nw, +A(w, +(y—=))eC
< e

yaniw € C elde edilir. Béylece B ( (1—=XNz+ My, r ) C C kapsamas: gegerli olur.

C

(1-M)x + Ay

Sekil 7.3: int C kiimesinin konveksliginin ispatindaki fikir. x ve y i¢ noktaysa, her ikisinin de yaricapi r
olan bir yuvar: C'de kalir. Aradaki noktanin yuvari B(x, r) yuvarinin A(y - x) kadar ételenmisidir ve C
konveks oldugundan bu dteleme de C'nin icinde kalir; dolayisiyla ara nokta da bir i¢ noktadur.

7.2  Gorelilc

Konveks bir kitmenin i¢i bos olabilir: diizlemde bir dogru parcgasinin higbir i¢ noktas: yoktur, ¢inkii her
komsulugu dogrunun digina tagar. Oysa aym dogru parcasina kendi afin 6rtiisii icinden bakildiginda
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46 Béliim 7. Konvekslik Ozelliginin Korunmasi

uc noktalar1 disindaki her noktasi iceridedir. Bu ayrimi yakalayan kavram, komsulugun tamami yerine
yalnizca afin 6rtii ile kesigimini kullanir.

Tanmim 7.2 (Géreli I¢). C C R”™ konveks bir kiime olmak iizere
ri (C)={z€C:3e>0 dyleki B(z,e)Naff (C)CC}

kiimesine C' kiimesinin goreli i¢i denir.

I¢ nokta tanimindan tek fark, B(z, ) komsulugunun tamaminin degil, yalnizca aff (C) ile kesisiminin C
icinde kalmasinin istenmesidir. Dolayisiyla daima

int (C)Cri(C)cCccC

kapsamalar1 gecerlidir. dim(C') = n, yani aff (C') = R™ oldugunda iki kavram cakigir; boyut diistiigiinde
ise int (C') bogalirken ri (C') bog kalmaz. Nitekim bostan farkli her konveks kiimenin géreli i¢i bosg
degildir — konveks kiimelerde “kalinlik” ancak bulundugu uzaya gore kaybolur, kendi afin ortiisiine gore
degil.
Ornek 7.1 (I¢i Bos, Goreli I¢i Dolu Bir Kitme). R3 uzayinda zy-diizlemine oturan

C ={(z,y,0) : 2 + y* < 1}

birim diski i¢in int (C') ve ri (C') kiimelerini belirleyiniz.

Cozim.
Bir (z,y,0) € C noktasinin R3 uzayindaki her B ( (z,9,0),e ) komsulugu ti¢iincii bileseni sifirdan
farkli noktalar icerir ve bunlarin hi¢biri C kiimesinde degildir. Dolayisiyla hi¢bir nokta i¢ nokta olamaz:

int (C) = @.

Ote yandan aff (C') = {(z,y,0) : z,y € R}, yani zy-diizlemidir. Komsuluk bu diizlemle kesistirildi-
ginde geriye diizlem icinde bir disk kalir ve 22 + y? < 1 olan her nokta igin yeterince kiiciik ¢ bu diski
C icinde tutar; buna karsilik 22 + y? = 1 olan noktalarda komsuluk cemberin disina tasar. Boylece

ri (C) ={(z,y,0): 2% +y*> <1}
bulunur. Kiime R? icinde “ince” oldugundan ici bostur, ama kendi diizlemine gore bakildiginda kalin-

ligin1 korur.

Bu araclarla artik ters yonde bir soru sorabiliriz: verilen herhangi bir kiimeyi kapsayan en kii¢iitk konveks
kiime nedir? Bir sonraki haftanin konusu budur.
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8. Konveks Ortii ve Carathéodory Teoremi

Konveks olmayan bir kiimeyi konveks yapmanin en ekonomik yolu, onu kapsayan en kiigiik konveks
kiimeyi almaktir. Bu haftada konveks ortiiyii tanimliyor, onun tam olarak kiimenin elemanlarinin konveks
kombinasyonlarindan olustugunu gosteriyor ve Carathéodory teoremiyle bu kombinasyonlarda kag
noktanin yettigini belirliyoruz: uzaym boyutu n ise n + 1 nokta her zaman yeter.

Konveks Ortii

Konveks kiimelerin kesisimi yine konveks oldugundan, bir kiimeyi kapsayan biitiin konveks kiimeleri
kesigtirmek anlamli bir igslemdir; sonug, o kiimeyi kapsayan en kiiciik konveks kiime olur.

Tanim 8.1 (Konveks Ortii). Bir A C R™ kiimesini kapsayan tiim konveks kiimelerin kesisimine, yani
I herhangi bir indis kiimesi olmak tizere

ﬂ{Ai :her i€ i¢in A; konveksve AC A}

iel

kesigim kiimesine A kiimesinin konveks ortiisii veya konveks zarf1 denir ve bu kiime conv (A) ile
gosterilir.

conv(A): politop conv(A): en kiiciik konveks kiime

sonlu nokta kiimesi girintiler doldurulur

Sekil 8.1: Konveks ortii conv(A), A'y1 kapsayan biitiin konveks kiimelerin kesisimi — yani A'y1 kapsayan
en kiiciitk konveks kiimedir. Solda sonlu bir nokta kiimesinin etrafina gerilen lastik bir politop verir; sagda
girintili bir bélgenin ¢ukurlari doldurulur. conv(A), A elemanlarinin biitiin konveks kombinasyonlarimin

kiimesine esittir.

Teorem 6.2 nedeniyle conv (A) konvekstir; dolayisiyla A kiimesini kapsayan en kiigitk konveks kiimedir.
Daima A C conv (A) gegerlidir; A konveks bir kiime ise conv (A) C A gergekleneceginden conv (A) =
A elde edilir.

Teorem 8.1 (Konveks Kiimeler Biitiin Konveks Kombinasyonlar1 icerir). C C R" kiimesinin
konveks olmasu icin gerek ve yeter kosul, elemanlarinin tiim konveks kombinasyonlarini icermesidir.

Ispat.
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48 Boliim 8. Konveks Ortii ve Carathéodory Teoremi

Ispat, Teorem 4.1 ile birebir ayni tiimevarimdr; tek fark katsayilarin negatif olmamasinin korunmasidr.
Yeterlilik yonii aciktir. Gereklilik i¢in C konveks olsun ve C’nin m — 1 tane elemaninin konveks kombi-
nasyonlarini igerdigini kabul edelim. x4, ..., z,, € C,\; > 0, 221 A; = Lverilsin. Eger A, = 1 ise diger
katsayilar sifirdir ve toplam x,, € C"’ye esittir. Aksi hdalde 1 — X, > 0 olup

m m—1

i=1 i=1 m

=y

yazilr. Burada A; /(1 — X,,) > 0 ve bunlarin toplami 1 oldugundan y, C ’nin m — 1 elemaninin bir kon-
veks kombinasyonudur; hipotez geregi y € C’dir. C' konveks ve 0 < X\, < 1 oldugundan (1 — \,,,)y +
Ao, € C bulunur.

]

Bundan sonra bir A C R™ kiimesinin elemanlarinin tiim konveks kombinasyonlarinin kiimesini K (A)
ile gosterecegiz. K (A) konvekstir ve A C K (A)’dir; bir A kiimesinin konveks olmasi i¢in gerek ve yeter
kosul A = K(A) olmasidir.

Teorem 8.2 (Konveks Ortiiniin Icerigi). A C R" icin conv (A) = K(A) gegerlidir.

ispat.

Ispat Teorem 4.2 ile ayni akist izler. K (A) konveks ve A’y1 kapsayan bir kiime oldugundan conv (A) C
K(A) olur. Tersine conv (A) konveks oldugundan Teorem 8.1 nedeniyle elemanlarinin tiim konveks
kombinasyonlarini igerir; A C conv (A) oldugundan ozel olarak K(A) C conv (A) elde edilir.

|

Baylece bir kitmenin konveks olmasi i¢in gerek ve yeter kosul A = conv (A) olmasidir.

Ornek 8.1 (iki Konveks Ortii). Asagidaki konveks ortiileri belirleyiniz: (1) R?’de ayni dogru iizerinde
bulunmayan ti¢ noktanin konveks 6rtiisi, (2) birim ¢emberin konveks o6rtiisi.

Cozim.

1. Teorem 8.2 geregi conv {vy, vy, v5} kiimesi, A; > 0 ve Y A, = 1 olmak iizere > A,v; noktalarinin
kiimesidir. Katsayilar afin 6rtiidekilerle aynidir, iistelik negatif olmama kosuluyla sinirlanmistir; bu da
afin 6rtii olan diizlemden yalnizca kogeleri v, v4, v5 olan kapali tiggensel bolgeyi secer.

2. S = {z € R? | z ||= 1} olsun. Kapali birim yuvar konveks oldugundan ve S kiimesini kapsadi-
gidan conv (S) C B(0,1) gecerlidir. Ters yénde, || = ||< 1 olan bir z noktasindan gecen herhangi
bir dogru cemberi iki noktada keser ve z bu iki noktanin konveks kombinasyonudur; dolayisiyla « €
conv (S) olur. Sonugta

conv (S) = B(0,1)

elde edilir. Dikkat edilirse burada Carathéodory teoreminin izin verdigi n + 1 = 3 nokta yerine 2 nokta
yetmistir: teorem bir tist sinir verir, her noktada gercekten gereken sayiy1 degil.

Tanim 8.2 (Kapali Konveks Ortii). @ # C C R" kiimesini kapsayan tiim kapali ve konveks kiimelerin
kesigimine C kiimesinin kapali konveks 6rtiisii denir ve bu kiime conv(C) ile gosterilir.

Onerme 8.1 (Kapali Konveks Ortii ile Kapanis). @ # C C R" icinconv(C) = conv (C) gegerlidir.

isgat.

conv (C) kiimesi C kiimesini iceren kapali ve konveks bir kiimedir — konvekslik Teorem 7.6'ten gelir.
Dolayisiyla conv(C') C conv (C) kapsamast gegerlidir.

Ote yandan, tanimi geregi conv(C) kiimesi C’yi kapsayan bir konveks kiime oldugundan conv (C') C
conv(C) kapsamasi gegerlidir. Bu kapsamada her tarafin kapanisi alimirsa veconv(C') kiimesinin kapali

olduguna dikkat edilirse
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conv (C) C conv(C) = conv(C)

elde edilir.
| ]

Carathéodory Teoremi

Konveks ortii, tanim1 geregi sonsuz ¢ok noktanin kombinasyonlarin: icerebilir. Carathéodory teoremi,
uzayin boyutunun bu sayiya kesin bir tist sinir koydugunu soyler.

Teorem 8.3 (Carathéodory Teoremi). A C R™ herhangi bir kiime olsun. conv (A) kiimesinin herhangi
bir elemani, A kiimesinin n + 1’den daha fazla olmayan sayidaki elemaninin konveks kombinasyonu
seklinde yazilabilir.

ispat.

z € conv (A) = K(A) olsun; dolayisiyla X; >0, 35" X\; = 1 sayilari ve x; € A noktalan icin x =
EZI \;x; yazulabilir. Bu yazilistam > n + 1, dolayisiylam — 1 > n olsun.

R™ uzayinda en fazlan tane vektoriin lineer bagimsiz olabilecegi bilgisi kullanilirsa, m — 1 tane olan

Ty = Tppyy Ty — Tpps oves Ty — Ty

vektorlerinin lineer bagimli olmak zorunda oldugu sonucu elde edilir. Bu ise hepsi birden sifir olmayan
..y @y € R sayilar igin

Qg ($1 - 'rm) +..t am71($m71 - mm) =0 (*)
esitliginin saglanmasini gerektirir. o, = — ZZ}I «o; denirse (x) esitliginden
m—1 m—1 m—1 m m
Z o;T; — o, |z, = Z o,z +o,,T,, = Zaixi =0, o; =
- i=1 i=1 i=1 i=1

elde edilir. Boylece hert € R icin

yazilabilir. Simdi amacimiz, her i icin \; — tqa; > 0 ve ZZI(AZ- —toay) = 1 olacak, iistelik en az bir
katsayyr sifir yapacak birt, € R bulmaktir.

o; 'lerin hepsi birden sifir degil ve Z:’ll o; = 0 oldugundan, o;’lerden en az biri pozitiftir; boylece I :=
{i : a; > 0} indis kiimesi bos degildir. Dolayisiyla

A Y
ty == — =:min{—’:z€I}>0

sayist iyi tamimhdir. Bu sekilde belirlenen t igin:

ci€lise Ay —too; = oy ( % — 1ty ) = 0; 6zel olarak © = iy igin A; —toa; =0,
e i ¢ Iisea; <0vety > 0 oldugundan \; — tyo,; > 0 olur.

Ayrica
zm:)\—toa Xm:AZ—tOZa—l—to 0=1
i=1 i=1

gerceklenir. Sonugta x = EZI(Ai — tye; )x; noktasy, A kiimesinin noktalarinin bir konveks kombinas-

yonudur ve en az bir i igin katsayr sifir oldugundan = noktast A kiimesinin m — 1 tane elemaninin
konveks kombinasyonu seklinde yazilmus olur.
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50 Boliim 8. Konveks Ortii ve Carathéodory Teoremi

Egerm — 1 = n + 1 ise ispat biter; m — 1 > n + 1 ise ispatin basindaki m yerine m — 1 yazilarak ayni
islemler tekrar edilir. Bu indirgeme, konveks kombinasyondaki eleman sayisi n + 1 olana kadar devam
ettirilebilir.

|

Teorem 8.4 (Kompakt Kiimenin Konveks Ortiisii). C C R" kiimesi kompakt ise conv (C) kiimesi
de kompakttir.

Ispat.

C' kompakt, yani kapalr ve sinirl bir kiime ve € conv (C) olsun.

Simurlilik. Carathéodory teoremi nedeniyle x = Z?:ll o,;x; olacak bicimde x; € C' noktalar: ve
E?:ll a; =1 saglayan 0 < o; < 1 sayilart vardir. C' sinirli oldugundan her i icin || z; |< M olacak
bicimde bir M > 0 vardir. Boylece

n+1 n+1

[z < Zai | 2 1< MZ%‘ =M
i=1 i=1

nedeniyle conv (C') kiimesi sinirl olur.
Kapalilik. conv (C) kiimesinden yakinsak bir {z,} dizisi alahm ve x;, — x, olsun. Carathéodory
teoremi nedeniyle her k € N igin

n+1
T = Zakixki (2)
i=1
olacak bigimde Ty, ..., Ty, 41) € C noktalar: ve Z?:ll ay,; = 1 saglayan ay; > 0 sayilar vardir. {ay,; }

dizileri [0,1] arahginda, {z,;} dizileri ise sitnirlh C' kiimesinde kaldiklarindan sinirlidirlar; Bolzano-
Weierstrass teoremi nedeniyle yakinsak alt dizilere sahiptirler. Genelligi bozmaksizin bu yakinsak dizileri
elimizdeki diziler olarak alalim. C' kompakt, dolayisiyla kapali oldugundan x,; — x,; olacak sekilde

xo; € C noktalari vardir; ayrica ay; — a; > 0 ve limitte Z"T ag; = 1 olur. Simdi (2) esitliginde k —
oo igin limite gecilirse

i=

n+1

Lo = E Qo Lo;
i=1

elde edilir. Boylece z, noktasi C' kiimesindeki n 4+ 1 tane noktanin bir konveks kombinasyonu olarak
yazuabildiginden conv (C) kiimesine aittir; yani conv (C) kapalidir.

Hem simirli hem kapali oldugundan conv (C) kompakttir.

|

Carathéodory teoremi, goriiniiste sonsuz bir islemi sonlu bir isleme indirger. Aym sonlu boyut fikrinin
iki giiclii akrabasi — Radon ve Helly teoremleri — bir sonraki haftanin konusudur.

Acik Matematik - acik-matematik.com 50 CC BY-NC-SA 4.0


https://acik-matematik.com
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.tr

9.1

9. Radon ve Helly Teoremleri

Bu haftanin iki teoremi de ayni basit gézlemden beslenir: R™ uzayinda n taneden fazla vektor lineer
bagimsiz olamaz. Radon teoremi bunu bir nokta kiimesini ikiye ayirmak, Helly teoremi ise konveks
kiimelerden olusan bir ailenin ortak noktasiin varligini gostermek igin kullanir. Haftanin sonunda
konveks kiimelerin kdge yapisina bakiyoruz: kose noktalari, politoplar ve simpleksler.

Radon Teoremi

Radon teoremi, diizlemde dort noktanin — daha genel olarak R™’de n + 2 noktanin — hi¢bir zaman
“daginik” duramayacagini sdyler: nokta kiimesi daima, konveks ortiileri kesisen iki parcaya boliinebilir.

Teorem 9.1 (Radon Teoremi). C = {x,,z,,...,z,} kiimesi R" de sonlu noktal herhangi bir kiime
olsun. Egerr > n + 2 ise C kiimesi, conv (C}) N conv (C,) # & saglanacak bicimde ayrik iki C; ve C, alt
kiimesine parcalanabilir.

ispat.

r > n+ 2 oldugundan Teorem 5.3 geregi C kiimesi afin bagimhdir: r —1 > n + 1 tane fark vektorii
R™ de lineer bagimsiz olamaz. Bu durumda hepsi birden sifir olmayan é6yle oy, ..., «,. sayiari vardir ki

T T
E oz, =0 ve E a; =0
i=1 i=1

esitlikleri saglanir. Toplamlar sifir olup hepsi birden sifir olmadigindan, bu o; sayilarinin en az biri pozitif
ve en az biri negatiftir. Dolayisiyla, genelligi bozmaksizin 1 < k < r saglayan bir k igin

aq,...,0y >0, i1y, <0
gerceklendigini kabul edebiliriz. Ote yandan «; 'lerin toplami 0 oldugundan

a=0oy+ ..t =—(0p +...+a,)

seklinde tanimlanan o sayisi pozitiftir. Simdi asagidaki bicimde tanimlanmis x noktasini goz oniine
alalim:

T k T k T
Q; @
0= g ;T = E o,z + g T, = T = g —T; = E —— |z;.
4 4 — «
=1 =1 i=k+1 =1 i=k+1

Sol taraftaki katsayilar negatif degildir ve toplamlari 1°dir; sag taraftaki katsayilar da pozitiftir ve top-
lamlari 1°dir. Boylece x noktast hem x1, ..., ), noktalarinin hem de x; 1, ..., x, noktalarinin bir konveks
kombinasyonudur; yani

z € conv {zy,...,x,} Nconv {Ty q,..., T, }.
Cy=A{zq, ...z} ve Cy:={xp,q,...,x,} kiimeleri tammlanirsa C; NCy, =& ve conv (C;)N

conv (Cy) # & gerceklenir.
]

Ornek 9.1 (Diizlemde Dort Nokta). R? uzayinda doért nokta verildiginde (n = 2,7 = 4 = n + 2) Radon
parcalanisinin hangi bicimleri alabilecegini inceleyiniz.

Coziim.
Iki durum vardur.
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Dordir de disbitkey konumdaysa, yani hicbiri diger ti¢iiniin olusturdugu ti¢cgenin icinde degilse,
noktalar bir dértgenin koseleridir. Parcalanis kosegenlere gore yapilir: C) bir késegenin iki ucu, G,
diger kosegenin iki ucu alinir. Bu durumda conv (C}) ile conv (C,) kiimeleri késegenlerin kendisidir
ve disbiikey bir dortgenin kosegenleri kesistiginden

conv (C)) Nconv (Cy) + &

gerceklenir.

Biri diger iiciiniin ii¢geninin icindeyse o nokta tek basmna Cj, kalan {i¢ nokta G, olarak alinir. Bu kez
conv (C;) tek noktali, conv (C,) ise ticgensel bdlgedir; nokta tiggenin i¢inde bulundugundan kesisim
yine bos degildir.

U¢ nokta ile aymisini yapmak miimkiin degildir: bir iiggenin koselerini iki gruba ayirdigimizda
gruplardan biri tek nokta, digeri bir kenar olur ve bir kdse kars1 kenarin {izerinde bulunmaz. Radon
teoremindeki r > n + 2 kosulu bu nedenle keskindir.

Helly Teoremi

Radon teoreminin en unlii sonucu, konveks kiimelerden olusan bir ailenin ortak noktasinin varligini
yalnizca kiigiik alt ailelere bakarak garanti eden Helly teoremidir.

Teorem 9.2 (Helly Teoremi). C),...,C. CR™ r>n+1ve heri=1,...,7 icin C; kiimeleri konveks
olsun. Eger bu konveks kiimelerden herhangin + 1 tanesinin kesisimi bos degil ise ﬂ::1 C, # & gerceklenir.

ispat.

Ispatir iizerinden tiimevarim ile yapalim. Eger r = n + 1 ise kanitlanacak bir sey yoktur. Simdir — 1 >
n + 1 olmak iizere hipotezin v — 1 tane konveks kiime icin dogru oldugunu kabul edelim. Bu durumda
her1 < i < r igin, i. kiimeyi disarida birakan r — 1 tanelik aileye tiimevarim hipotezi uygulanarak

z,€C,N...NC,_ NCyN...NC,

gercekleyen bir x, noktasi bulunur.

r>n+2 oldufundan S := {zq,...,x,} kiimesine Radon teoremini uygulayarak S; NSy =& ve
conv (S;) Nconv (Sy) # & saglayan S ve S, kiimelerini elde edebiliriz. Genelligi kaybetmeksizin 1 <
k < r olmak iizere Sy := {1, ...,z } ve Sy := {Ty1, ..., x, } varsayabiliriz.

conv (S;) Nconv (Sy) # & nedeniyle var olan

z € conv {@q,...,z,} Nconv {z) 1, ..., 2, }

noktasinin heri =1, ..., icin x € C; oldugunu gosterelim. Gergekten de i < k oldugunda x; € C, 1 N
... N C,. gecgerlidir. C; ’ler konveks oldugundan konveks kombinasyonlar da bu kesisimde kalir:

xz €conv {xy,...,2,} CCpyN...NC,.

Benzer bicimde i > k + 1 oldugunda z; € C; N ... N C, ve dolayisiyla
z € conv {Zp,q,..,2,} CCLN...NC,

gergeklenir. Sonucta x € C; N ... N C,. olur; bu ise istenendir.
|

Kose Noktalari, Politoplar ve Simpleksler

Tanim 9.1 (Kose Noktas1). M C R"™ konveks kiime olmak tizere, eger bir x € M noktast igin

1
x:§x1~|—§x2, T,y € M,z #+ x4

olacak bicimde x, 5 noktalar1 bulunamiyor ise « noktasina M kiimesinin bir kose noktasi (u¢ noktasz)
denir. Egdeger olarak: z, M nin i¢inde kalan hicbir dogru parcasinin i¢ noktas: degildir.
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politop disk yar1 uzay

7 O

koseler: 5 nokta cemberin her noktasi

kose noktasi yok

Sekil 9.1: Bir kdse noktasi, kiimenin baska iki noktasinin ortasi olarak yazilamayan noktadir. Politopta

yalmizca koseler bu 6zelligi tasir; diskte cemberin her noktas: bir kése noktasidir; yar1 uzayda ise hig

yoktur, ¢iinkii her nokta bir dogru par¢asimin icinde kalir. Kompakt konveks kiimeler kose noktalarinin
konveks ortiisiidiir.

Tanim 9.2 (Politop). Sonlu noktali bir kiimenin konveks ortiisiine bir politop denir.

Tamim 9.3 (Simpleks). z,,...,2,,; € R™ noktalar afin bagimsiz (yani z, — , ..., 2, ; — 2; lineer
bagimsiz) olmak iizere

k+1 k+1
conv {Zq, ..., Ty 1} = {Z)\Zmz : Z)‘i =LA\ >0i=1,...,k+ 1}
i=1 i=1

kiimesine R™’de x4, ..., ¢, ; kose noktali bir k-(boyutlu) simpleks denir.

Ornek 9.2 (Diisitk Boyutlu Simpleksler). 0-simpleks bir noktadir, 1-simpleks bir dogru parcasidir, 2
-simpleks bir ticgensel bolgedir, 3-simpleks bir tetrahedrondur.

0-simpleks 1-simpleks 2-simpleks 3-simpleks
nokta dogru parcasi ticgensel bolge tetrahedron

Sekil 9.2: k-simpleks, afin bagimsiz k + 1 noktanin konveks ortiisiidiir; boyutu tam olarak k'dir. Bir nokta
ekledikce boyut bir artar. Simpleksler, Carathéodory teoreminin geometrik karsiligidir: R*de bir konveks
ortiiniin her noktasi, kogeleri kiimeden secilen bir n-simpleksin i¢indedir.

Buraya kadar konveks kiimelere iceriden baktik. Bir sonraki hafta disaridan bakacagiz: bir konveks
kiimeyi ¢evresinden bir hiperdiizlemle ayirmak.
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10.1

10. Ayrilabilme Teoremleri

Konveks analizin en giiclii fikri sudur: konveks bir kiimenin disindaki her nokta, kiimeden bir
lineer esitsizlikle ayirt edilebilir. Bu haftada 6nce bu iddianin dayanagim kuruyoruz — kapali konveks
bir kiimenin digindaki bir noktaya en yakin nokta vardir ve tektir — sonra bu tek sonugtan ayirma
teoreminin dort farkli bi¢imini tiretiyoruz.

En Yakin Nokta ve Destek Hiperdiizlemleri

Ayirma teoremlerine giden kapiyi, kiimeye en yakin nokta kavrami acar. Bu béliimiin ilk iki sonucunu
ifade edebilmek i¢in 6nce bir noktanin bir kiimeye uzakligini adlandiralim.

Tanim 10.1 (Bir Noktanin Bir Kiimeye Uzaklig1). @ # C C R" ve y € R"™ olmak tizere
p(C,y) =inf{||z -y [|: z € C}

sayisina y noktasinin C' kiimesine uzaklig denir.

Bu infimumun gercekten bir noktada alinip alinmadig1 ve alintyorsa o noktanin tek olup olmadigy,
asagidaki iki teoremin konusudur.

Teorem 10.1 (En Yakin Noktanin Tekligi). @ # C C R™ konveks kiime ve y ¢ C olsun. Eger C
kiimesinin y noktasina en yakin noktasi varsa bu nokta tektir; yani p(C,y) =|| z — y || olacak bigimde bir
z € C varsa z tektir.

C konveks: tek en yakin nokta iki tane en yakin nokta

C konveks degil

Sekil 10.1: Kapalr ve konveks bir C kiimesinin, disindaki bir y noktasina en yakin noktast vardir ve tektir.

Iki aday olsayd ortalarini almak — konvekslik sayesinde C'de kalan bir nokta — daha kisa bir uzaklik verirdi.

Sagdaki kiime konveks olmadigindan teklik bozulur: iki ayri en yakin nokta ortaya ¢ikar. Solda z'den y'ye
giden vektoriin C'yi destekleyen dogruya dik olduguna dikkat ediniz.

ispat.
Varsayalim ki z,,z, € C noktalariy ¢ C noktasina en yakin olan iki nokta olsun; yani
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56 Boliim 10. Ayrilabilme Teoremleri

(1)
p(Coy) =llzy =y lI=llzs —y Il .

T1+To

C konveks oldugundan =52 € C olup

+ 1 1
p(C,y) <|| % —y = §parallel(w1 —9) + (z, — y)parallel< 3 (lzy =yl +lzz—yl)=p(C,y)

esitsizlikleri saglanir. Bastaki ve sondaki terimler esit oldugundan aradaki tiim esitsizlikler esitliktir;
ozellikle

parallel(z; —y) + (2 — y)parallel=[ z; —y [| + [l zo — v ||,

yani iicgen esitsizliginin esitlik hali gegerlidir. Boylece biro. > 0 i¢inz, —y = a(z, — y) gerceklenir. (1)
esitligi nedeniyle o = 1, dolayisiyla x; — y = x4 — y, buradan da v, = x4 bulunur.
]

Teorem 10.2 (En Yakin Noktanin Varligl). & + C C R™ kapali kiime vey ¢ C olsun. Bu durumda C
kiimesinin y noktasina en yakin olan bir a € C noktasi vardur.

ispat.

xg € C ver >| xqg—y | olsun. Bu durumda C, := B(y,r) N C kiimesi iyi tammlidir: z, € C; oldu-
gundan C; bos degildir ve kapali bir yuvar ile kapali bir kiimenin kesisimi oldugundan kapali ve sinirli,
yani kompakttir.

G = RTU{0}, zfz—yl]

seklinde tamimlanan fonksiyon C; iizerinde siirekli oldugundan Teorem 3.3 geregi mutlak minimum
degerini bira € C; C C noktasinda alir. Dolayisiyla her x € C| igin | x — y ||>|| a — y || gerceklenir.
z€C vex ¢ Cy durumundaise ||z —y |>r olur;r >| 2y —y ||[>|| a — y || oldugundan yine || z —
y >l @ — y || gegerlidir. Boylece a noktasi C kiimesinin tamamu iizerinde en yakin noktadur.

|

| Sonug

Teorem 10.1 ve Teorem 10.2 nedeniyle, C' C R™ konveks ve kapali bir kiime ve y ¢ C ise C kiimesinin
y noktasina en yakin tek bir noktasi vardir. Bu nokta, béliimiin devamindaki ayirma teoremlerinin
¢ikis noktasidir.

Tanim 10.2 (Destek Hiperdiizlemi). Eger bir H = {z : {a,z) = b} hiperdiizlemi bir M kiimesinin bir
sinir noktasini iceriyor ve bu M kiimesinin tamami H hiperdiizleminin bir tarafinda kaliyorsa — yani
H’nin dogurdugu yar1 uzaylardan yalnizca biri tarafindan kapsaniyorsa — H hiperdiizlemi M kiimesi
icin bir destek hiperdiizlemidir denir.

Baska bir deyisle, herm € M i¢in (a, m) < byada (a, m) > b esitsizliklerinden biri, esitlik haliyle birlikte
gercekleniyor ise H hiperdiizlemi M kiimesini destekler denir.
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10.1 En Yakin Nokta ve Destek Hiperdiizlemleri 57

kosede tek degil

destek dogrusu o]
/

Sekil 10.2: Destek hiperdiizlemi, kiimenin bir sinir noktasindan gecen ve kiimenin tamamin: bir yaninda

birakan hiperdiizlemdir. Diiz kenarda ve diizgiin smir noktasinda tektir; kosede ise sonsuz ¢oktur —

kesikli dogrularin hepsi kiimeyi destekler. Ayirma teoremleri, disaridaki bir noktay1 kiimeden ayiran
hiperdiizlemi tam olarak bu sekilde tiretir.

Destek hiperdiizlemi, kiimeyi “disaridan yaslanarak” tanimlar. B6liimiin geri kalaninda bu fikri, iki kiimeyi
birbirinden ayiran bir hiperdiizlem tiretmek icin kullanacagiz.

10.2 Bir Hiperdiizlem Ne Zaman Ayirir?

Tanim 10.3 (Ayiran Hiperdiizlem). M, N C R", 0 # a € R", b € R olmak tizere her m € M ve her
n € N i¢in
(a,m) < b < {a,n)

esitsizligi gercekleniyor ise H = {x : {a, z) = b} hiperdiizlemi M ve N kiimelerini ayirir denir.

Dikkat edilirse M C {z : (a,z) < b} ve N C {z: (a,z) > b} ger¢eklendiginden M ve N kiimeleri, H
hiperdiizleminin belirledigi iki farkli yar1 uzay tarafindan kapsanur.
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H:<{a,x\=Db
{a,n)=b

{a,m)<b

Sekil 10.3: Bir H hiperdiizlemi, M'nin biitiin noktalarini {a, x) < b, N'nin biitiin noktalarini {a, xy = b yar1
uzayinda birakiyorsa iki kiimeyi ayirir. Ayirma, iki kiimeyi tek bir lineer esitsizlikle birbirinden ayirt
edebilmek demektir; konveks analizin dualite kurami bu fikrin Gizerine kurulur.

Ayirmanin iki derecesi vardir ve aralarindaki fark bu bolimiin ana konusudur. Tanim 10.3"daki esitsizlikler
kiimelerin hiperdiizleme degmesine izin verir; agagidaki giiclii bigim ise arada pozitif genislikte bir bogluk
birakir.

Tamim 10.4 (Kesin Ayiran Hiperdiizlem). M, N C R", 0 +# a € R", b € R olmak iizere, bir g, > 0
say1st i¢in her m € M ve hern € N’de

(a,m) <b—¢g, ve (a,m) > b

esitsizlikleri gercekleniyor ise H = {z : (a, z) = b} hiperdiizlemi M ve N kiimelerini kesin ayirir denir.

Bir Noktay1 Konveks Kiimeden Ayirmak

Teorem 10.3 (Kapanisin Disindaki Bir Noktanin Kesin Ayrilmas1). & # M C R" konveks bir kiime
ve xy ¢ M olsun. Bu durumda 6yle bir a # 0 vektorii ve birey > 0 sayist vardir ki her x € M igin

<aa .’L’) < <av m0> —&o
esitsizligi gerceklenir.
ispat.

M kiimesi kapali ve konvekstir (Teorem 7.6) ve x ¢ M oldugundan, x, noktasina en yakin olan tek bir
y € M noktasi vardir. Dolayisiyla her x € M igin

[z —ao |21y —=o |l (%)
gecerlidir.

M konveks oldugundan x € M ve 0 < XA < 1 icin (1 — Ny + Az € M dir. (%) esitsizligini bu noktaya
uygularsak

Acik Matematik - acik-matematik.com 58 CC BY-NC-SA 4.0


https://acik-matematik.com
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.tr

10.3 Bir Noktay1 Konveks Kiimeden Ayirmak 59

2
|y — o |[<parallel(1 — Ay + Az — zparallef =chevron.ly — =, + A(z — ),y — 25 + A(z — y)chevron.r

N — e’

eM

2 2
=ly—=o | +2Mz —y,y —zp) + X |z —y |
2 —_—
gerceklenir. Iki taraftan || y — x || atilip A > 0 ile boliiniirse, her x € M ve her 0 < A < 1 igin

2z —y,y—z) +A |2~y 20
gecerli olur. Burada )\ — 07 icin limite gecilirse her x € M icin
(z—y,y—29) 20 (1)
elde edilir.

2 —_—
Simdia := zy —y veey :=| a ||= (a,a) diyelim. xy ¢ M oldugundan a # 0 vee, > 0 olur. Dolayisiyla
(1) esitsizligi nedeniyle her x € M igin

(z—y,—a) 20 & (a,2) < (a,9) = (a, 2y — a) = (a,79) — (a,a) = (a,2¢) — &

elde edilir. b := (a,x,) — &, denirse her x € M icin
(a,x) < b< <a,x0)

esitsizlikleri gegerlidir; bu ise {x} tek nokta konveks kiimesi ile M konveks kiimesinin {z : (a,x) = b}
hiperdiizlemi tarafindan kesin ayrildigi anlamina gelir.

a,x) =b +g,

Sekil 10.4: Kapali konveks bir M kiimesi ile disindaki bir x, noktast daima kesin ayrilir. Ispatin kurulumu
sekilde goriiliiyor: y, x,'a en yakin nokta; a = x, - y ise ayiran hiperdiizlemin normali. Hiperdiizlem y'den
gecer ve a'ya diktir; biitiin M bir yanda kalirken x,, & = //a//z kadar ote yandadir.
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60 Boliim 10. Ayrilabilme Teoremleri

Ayiran hiperdiizlemin nasil kurulduguna dikkat ediniz: normal vektér a = z, — y, yani en yakin noktadan
dis noktaya giden vektdrdiir; hiperdiizlem ise y noktasindan geger ve a’ya diktir. Bu insa, ayn1 zamanda
M i¢in y noktasinda bir destek hiperdiizlemi verir.

Ornek 10.1 (Bir Noktay1 Yuvardan Ayirmak). R? uzayinda C = B(0, 1) kapali birim yuvari ile z, =
(3,4) noktasi verilsin. z, noktasini C' kiimesinden kesin ayiran hiperdiizlemleri belirleyiniz.

ﬁgzzil receteyi izleyelim: 6nce en yakin nokta, sonra normal vektor, sonra sag taraf.
| 2o |l= v9+ 16 =5 > 1 oldugundan z, ¢ C’dir ve C kiimesinin z, noktasina en yakin noktasi, z,
dogrultusundaki birim vektordiir:
oz, s34
Vet~ (55)
12 16

Normal vektér a = z5 —y = ( = 5 ) olur; yalnizca dogrultusu 6nemli oldugundan bunun yerine
a = (3,4) almak da serbesttir. Bu a ile her z € C' i¢in Cauchy-Schwarz esitsizligi

(g,z) <[[a]-[[z]<5-1=5
verir; ote yandan (a, z,) = 9 + 16 = 25’tir. Dolayisiyla 5 < b < 25 kosulunu saglayan her b i¢in
H={z € R?: 3z, + 4z, = b}

hiperdiizlemi C kiimesi ile {z } kiimesini kesin ay1rir; birakilan bogluk ¢, = 25 — b > 0 olarak okunur.
b = 5 secimi ise ayirmay1 kesin olmaktan cikarir: bu hiperdiizlem y noktasinda C' kiimesine degdi-
ginden onun y noktasindaki destek hiperdiizlemidir.

Nokta kiimenin kapanisinda ama kendisinde degilse kesin ayirmay1 bekleyemeyiz — hiperdiizlem kiimeye
degmek zorundadir. Bu durumda da ayirma yine miimkiindiir:

Teorem 10.4 (Kiimeye Ait Olmayan Bir Noktanin Ayrilmasi). M C R"™ konveks bir kiime ve x, ¢
M olsun. Bu durumda 6yle bir a # 0 vektérii vardir ki her x € M igin {(a, z) < (a,xzy) olur.

Ispat.

Birinci durum: x, ¢ M. Bu durumda Teorem 10.3 nedeniyle her z € M icin (a,z) < (a,z,) gercek-
lenir ve ispat biter.

Ikinci durum: x, € M ama xy ¢ M. Bu durumda x, noktass M kiimesinin bir sinir noktasidir;
gercekten, konveks bir kiimenin kapanisi ile kendisinin i¢ kiimeleri ¢akistifindan x bir i¢ nokta olamaz.
Dolayisiyla hern € N icin x,, ¢ M velim,,_, x, = x, gercekleyen bir {x,,} dizisi vardir.

Bu durumda Teorem 10.3 nedeniyle hern € N i¢in, her x € M ’de

<a’n7m> < <a’n71’ln> —&, < <a’n7xn>

gercekleyen bir a,, # 0 vektorii ve e,, > 0 sayisi vardir. Esitsizligin her iki tarafi || a,, ||# 0 ile boliiniirse,

hern € N ve her x € M igin
a a
T ) <{ Tt (2)
<|| a, || > <|| a, || ”>
gecerlidir.

Ote yandan || == ||= 1 oldugundan { ==t dizisi stnirhdir; Bolzano-Weierstrass teoremi geregi
ol la,l

. a’ﬂk _ n
lim —*—-=a€R
koo || @y, ||

olan yaknsak bir alt dizi vardwr. Bu durumda her k € N ve her x € M icin (2) esitsizligi gecerli
oldugundan, k — oo icin limite ge¢ildiginde —x,, — x, oldugu da kullanilarak — her z € M i¢in
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(a,2) < (a, )

bulunur. Dikkat edilirse norm siirekli oldugundan || a ||= 1, dolayisiyla a # 0’dw.
|

Iki Konveks Kiimeyi Ayirmak

Bir noktay1 ayirabiliyorsak iki kiimeyi de ayirabiliriz: fark kiimesine ge¢cmek yeterlidir.

Teorem 10.5 (Ayrik Iki Konveks Kitmenin Ayrilmasi). M,;, M, C R™ konveks kiimeler ve M, N
M, = & olsun. Bu durumda éyle bir a # 0 vektorii vardir ki her x; € M, ve her x, € M, icin {a,z,) <
(a, z5) olur.

ispat.

M := M, — M, diyelim; Sonug 7.1 geregi M konvekstir. M, N My = & oldugundan 0 ¢ M “dir: aksi
halde z, = x, olacak bigcimde ortak bir nokta bulunurdu.

Teorem 10.4 nedeniyle oyle bir a # 0 vektorii vardwr ki her x € M igin (a,z) < (a,0) = 0 olur. Ote
yandan

reEM=M -—M,&zx=2,—2y, z, €M,z €M,
oldugundan her x; € M, vex, € M, icin
(0,7, — 25) <0< (a,7,) < (a,z5)

bulunur.
| ]

Teorem 10.6 (Kompaktlik Altinda Kesin Ayirma). M; C R™ kompakt konveks kiime, My C R™
kapalr konveks kiime ve M, N My = & olsun. Bu durumda 6yle bir a # 0 vektorii ve ey > 0 sayist vardir
ki her x, € M, ve her x4 € M, icin

(a,71) < (a,75) — &g

olur.
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Sekil 10.5: M, kompakt, M, kapalr ve ikisi ayrik oldugunda aralarina pozitif genislikte bir serit sigar: ayiwran
hiperdiizlem hicbir kiimeye degmez ve arada ¢, > 0 genisliginde bir bosluk kalir. Kesin ayirmay: siradan
aywmadan ayiran sey tam olarak bu bosluktur.

ispat.
M = M, — M, diyelim. M; N M, = & oldugundan 0 ¢ M dir ve Sonuc 7.1 geregi M konvekstir.
M kapalidr. {z,} dizisi M kiimesinde yakinsak ve lim,,_,  z,, = z € R™ olsun; z € M oldugunu

gosterelim. {z,, } dizisi M kiimesinden alindifindan, M kiimesinde bir {x,,} ve M, kiimesinde bir {y,, }
dizisi vardir ki z,, = x,, — y,, saglamr. M; kompakt oldugundan z,, — = € M, saglayan yakinsak bir
{a:nk} alt dizisi vardir. Dolayisiyla

Yn, =T, — 2p, > T—2
gegerlidir. M, kapali oldugundan limy,_,  y,, =z — z € M, dir. Boylece
z= 2z — (z—2) e M, —M,=M
—~ N —— e’

eM, M,

gerceklenir; bu ise M kiimesinin kapali olmasi demektir. .
Aywrma. Simdi Teorem 10.3 teoremi, kapali konveks M kiimesi ve zy = 0 ¢ M = M icin uygulanirsa,
oyle bir @ # 0 ve ey > 0 vardir ki herx € M igin

(@,z) < (a,0) — ey = —&,.
T =T, — Ty yazilip a = & alirsa, her v, € M, ve xy € M, icin
(a,71) — {a,25) < —g¢ & (a,71) < (a,7,) — &g

elde edilir.
| ]
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10.4 Iki Konveks Kiimeyi Ayirmak 63

Kompaktlik neden gerekli?

Iki kiimenin kapali, konveks ve ayrik olmasi kesin ayirma icin yetmez. R? uzayinda
Mlz{(x,y)x>0,y21/a:}, M2:{(x,y)y§0}

kiimeleri kapali, konveks ve ayriktir; buna karsilik aralarindaki uzaklik  biiytidiikge sifira iner. Onlar:
ayiran tek dogru y = 0’dir ve bu dogru M, 'ye degdiginden pozitif bir ¢, boslugu birakilamaz. Teorem
10.6'min kompaktlik kosulu tam da bu durumu digarida birakir.

ikisi de kapalr: kesin ayrilamaz

Mi:y=1/x

aralik — 0

M;:y=<0

Sekil 10.6: Kompaktlik kosulu atilamaz. Bu iki kiime kapali, konveks ve ayriktir; buna karsilik arala-
rindaki uzaklik x biytidiikge sifira iner. Onlar1 ayiran tek dogru y = 0'dir ve o da M,'ye degdiginden
pozitif bir &, boglugu birakilamaz: kiimeler ayrilir ama kesin ayrilamaz.

Ayirma teoremleri, konveks analizin dualite kuraminin kapisidir. Bir sonraki hafta bu fikrin dogal yasam
alani olan konilere, ardindan da konveks fonksiyonlara geciyoruz.
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11.1

11. Konveks Koniler ve Konveks
Fonksiyonlar

Bu hafta iki konuyu birlestiriyoruz. Once ayirma teoremlerinin en verimli uygulandigi yapilar1 — orijinden
¢ikan 1gmlardan olusan konileri — ve onlarin dualini inceliyoruz. Ardindan konveks kiimeler kuramim
fonksiyonlara tagiyoruz; bunun en temiz yolu, bir fonksiyonu grafigiyle degil, grafiginin iistiinde kalan
bolgeyle tanimlamaktir.

Koniler

Bu yapilarin tanimi tek bir kapalilik kosulundan ibarettir: pozitif skaler ile carpma.

Tanim 11.1 (Koni ve Konveks Koni). K C R" kiimesine, her A > 0 ve z € K i¢in Az € K ise — yani
pozitif skaler ile ¢arpim altinda kapali ise — K kiimesine bir koni denir. Eger K konisi aym zamanda
konveks bir kiime ise K’ya konveks koni denir.

{0} kiimesi, lineer alt uzaylar, orijinden gecen hiperdiizlemlerin belirledigi acik ve kapali yar1 uzaylar,
pozitif orthant kiimesi {z € R™ : z > 0} ve negatif olmayan orthant kiimesi {z € R" : z > 0} birer
konveks konidir.

acisal bol, iki acisal bolge orijinden gecen yar1 uzay

konveks koni koni ama konveks degil konveks koni

Sekil 11.1: Koni, pozitif skaler ile carpma altinda kapali kiimedir: x kiimedeyse biitiin Ax (A > 0) 1511 da

kiimededir. Ortadaki kiime bu kosulu saglar ama konveks degildir — iki kolun noktalarini birlestiren kiris

digar1 cikar. Bir koninin konveks olmasi, herhangi iki elemaninin konik kombinasyonlarini igermesiyle
ayni seydir.

Tamim 11.2 (Konik Kombinasyon). z,...,z,, € R® A{,..., A, > 0 olmak lizere \yz; + ... + A, z,,
toplamina z, ..., z,,, noktalarinin konik kombinasyonu denir.

Konveks kombinasyondan (Tanim 6.2) farki, katsayilarin toplami tizerinde bir kisit bulunmamasidir.

Teorem 11.1 (Konveks Koninin Karakterizasyonu). K C R"™ kiimesinin konveks koni olmast igin
gerek ve yeter kosul, \{, Ay > 0 vex|, 25 € K icin \{x, + Xy € K olmasidir

Ispat.
Gereklilik. K bir konveks koni, A\, Ay > 0 vex,, x5 € K olsun. Bu durumda
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A A
Aa:—l—Aa:z(A—l—A)( Lo+ 2 m)
1%1 T A% 102 PV VLR W W
>

yazilabilir. Burada A, Ay > 0 oldugundan A; + Ay > 0 ve

A1 A2

. M Ay
AL+ A7 AL+ A

=1
I W

(0,1),

gecerlidir. K konveks oldugundan parantez icindeki konveks kombinasyon K ’ya aittir; K bir koni oldu-
fundan bu noktanin (A\; + \,) kati da K ’ya aittir.
Yeterlilik. Tersine, A, Ay > 0 vex,,z, € K i¢in

)\11‘1 + )\21‘2 S K (3)

gecerli olsun.
K ’nin bir koni oldugunu gosterelim: A > 0 vex € K i¢in

A A
Az = 57 + 57 eEK
yazulabildiginden K bir koni olur.
Simdi K 'nin konveks bir kiime oldugunu gosterelim: 0 < A <1 vex,,x, € K olsun. A = 0 i¢in sonug
z, € K, A=1 i¢in x5 € K olarak zaten gerceklenir. 0 < A < 1 oldugunda ise 1 —X >0 ve A >0
oldugundan (3) nedeniyle

(1—/\)x1+3\4x26K
-
>0 >0

icermesi gerceklenir; bu ise K 'nin konveks olmasi demektir. Boylece K hem koni hem de konveks oldu-
gundan konveks bir koni olur.
|

Boylece konveks koniler, herhangi iki elemaninin konik kombinasyonunu igeren kiimeler olarak da
tanimlanabilir.

Ornek 11.1 (Koni Olan ve Olmayan Kiimeler). Asagidaki kiimelerin koni olup olmadigni, koni iseler
konveks olup olmadigini belirleyiniz:

W) K ={(z,y) eER*:y>|z [}, K, ={(z,y) eR* : 2y > 0}, 3) K3 = B ( (0,1),1).

Coziim.
1.A>0ve (z,y) € K; i¢cin \y > A | z | =| Az | oldugundan A\(z,y) € K dir; yani K; bir konidir.
Konveksligi Teorem 11.1 ile denetleyelim: (x,y;), (24, y,) € K ve Ay, Ay > 0 icin ticgen esitsizligi

| A1y +Aomy | <Ay [ g [+ | 2o | < Ajyp + Ay,

verir; dolayisiyla konik kombinasyon yine K dedir ve K; konveks bir konidir.

2. K, kiimesi birinci ve iiiincii bolgelerin birlesimidir. A > 0 icin (Az)(\y) = A2zy > 0 oldugundan
K, bir konidir. Ancak konveks degildir: (1,0) ve (0, —1) noktalarinin ikisi de K, dedir (¢arpimlar1 0),
oysa orta noktalar ( %, —% ) icin ¢arpim —i < O0’drr.

3. K5, merkezi (0, 1) ve yarigap: 1 olan kapali disktir; bir yuvar oldugundan konvekstir. Buna kargilik
(0,1) € K5 iken A = 3 i¢in (0, 3) ¢ K5 oldugundan koni degildir.

Ug 6rnek birlikte, koni olmak ile konveks olmanin birbirinden bagimsiz iki 6zellik oldugunu gosterir.

Konveks ortiiniin koni karsilig1 da ayni fikirle kurulur: bir kiitmeyi kapsayan en kii¢iik koniyi, o kiitmenin
noktalarindan ¢ikan 1sinlarin birlesimi olarak yazariz.

Tanim 11.3 (Konik Ortil). @ # X C R"™ olmak iizere
cone (X)={dz:A>0,z € X}
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kiimesine X kiimesinin konik ortiisii denir.

A = 0 degerine izin verildiginden konik 6rtii orijini daima igerir; X konveks bir kiime oldugunda ise
cone (X) konveks bir koni olur.

Dual Koni

Tanim 11.4 (Dual Koni). @& # K C R" bir koni olmak iizere
K*={z*eR":Vz € K, (z,z*) > 0}

kiimesine K konisinin dual konisi denir.

u;

u;

Sekil 11.2: u, ile u, 1sinlarmin gerdigi K konisi ve onun dual konisi K* = { x* : {x, x*) = 0, her x € K'}. K* bir

x* vektoriini, K'nin her elemaniyla i¢ ¢carpimi negatif olmadiginda igerir; bu, K'nin iki kenar 1gimina dik

iki yar1 diizlemin kesisimi demektir. Dar bir koninin duali genis olur: K burada 60°, K* ise 120° agikliktadir.
Dual koni her zaman kapali ve konvekstir.

Lemma 11.1 (Dual Koni Kapali ve Konvekstir). @ # K C R"™ herhangi bir koni olmak iizere K*
dual konisi daima konveks ve kapali bir konidir.

Coziim.
Her x € K i¢in HZ := {z* : (x,z*) > 0} kiimesi, orijinden gecen bir hiperdiizlemin belirledigi kapal
yart uzaydir. Tanim geregi

K*= () H;
zeK

yazilir. Kapalr yari uzaylar konveks ve kapali oldugundan — lineer fonksiyoneller siirekli oldugu icin
kapalidirlar — herhangi sayidaki kesisimleri de konveks ve kapalidir.

Koni oldugunu gormek i¢in x* € K* ve A > 0 alalim: her x € K i¢in (x, \x*) = Az, 2*) > 0 oldugun-
dan Ax* € K* dur.

Dikkat edilirse burada K ’nin konveks ya da kapali olmas hi¢ kullanilmadi: dual koni, ne kadar diizensiz
bir koniden iiretilirse iiretilsin daima kapalr ve konvekstir.
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Lemma 11.2 (Koni ile Kapanisinin Duali Aymidir). @ # K C R™ bir koni olmak iizere K ve K ayni

dual koniye sahiptir; yani K* = (K)* gegerlidir.

Ispat.

z* € (K)* ise herz € K igin (x,2*) > 0 ve K C K oldugundan ozel olarak her z € K igin (x,z*) >
0 gerceklenir; bu ise x* € K* demektir.

Tersine x* € K* olsun. Bu durumda her x € K icin (x,z*) > 0 gecerlidir. Simdi T € K olsun; bu
durumda elemanlar K konisinden olan ve z;, — T saglayan bir {x,} dizisi vardir. Bylece her k € N
icin (z, x*) > 0 gerceklenir. I¢ ¢arpim siirekli oldugundan k — oo igin limite gegilirse (T,x*) > 0 elde
edilir. BuradakiT € K herhangi oldugundan x* € (K)* bulunur.

|

Ornek 11.2 (Negatif Olmayan Orthantin Duali). K = {z € R" : x > 0} negatif olmayan orthan-
tinin dual konisini belirleyiniz.

Cozim.
z* € K* olmasy, her > 0 i¢in (z, z*) > 0 olmas1 demektir. Standart taban vektorleri e; de K kiime-
sinde oldugundan, 6zel olarak

(e;, "y =xF >0, i=1,..,n

cikar; yani z* > 0, dolayisiyla K* C K gecerlidir.
Tersine x* > 0 ve > 0 ise biitiin terimler negatif olmadigindan

n
<£L‘,$*> = szw: >0
i=1

olur; bu ise K C K* demektir. Sonugcta

K*=K

)

yani negatif olmayan orthant kendi dualine esittir; boyle konilere 6z-dual denir. Lemma 11.1 ile tutarh
bicimde K zaten kapali ve konveks bir konidir.

Bu iki lemma birlikte, dualiteyi son derece kullanigh bir ara¢ yapar: bir koninin dualini almak, onu
otomatik olarak kapali ve konveks bir nesneye ¢evirir ve bu iglem, koninin kapanisini almakla ayni sonucu
verir. Bolimin ikinci yarisinda ayni dualite dilinin fonksiyonlara nasil tagindigini gorecegiz; destek
fonksiyonu ile subdiferansiyel ise bir sonraki bélimiin konusudur.

Tanim Kiimesi ve Epigraf

R=RU {Foo} = [—00, +0] genisletilmis reel sayilar kiimesini kullanarak, bir fonksiyonu grafiginin
iistiinde kalan bolge tizerinden okumayi saglayan iki kavrami tanimlayalim.

Tanim 11.5 (Tamim Kiimesi ve Grafikiistii Kiimesi). f : R” — R fonksiyonu i¢in

dom (f) ={z e R": f(z) < +o0}

kiimesine f fonksiyonunun tanim kiimesi,

epi (f) = {(x,a) R xR: f(z) < a}

kiimesine de f fonksiyonunun grafikiistii kiimesi (ya da f’in epigrafi) denir.

Fonksiyonlarin 400 degeri almasina izin vermek yalmizca bir kolaylik degildir: bir kisitli problemi kisitsiz
yazmanin standart yoludur. Bir kisit kiimesinin diginda fonksiyona +o0o degeri atandiginda, o kisit amag
fonksiyonunun i¢ine gémiilmis olur.
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Tanim 11.6 (Konveks Fonksiyon). Grafikistii kiimesi konveks kiime olan fonksiyonlara konveks
fonksiyon denir. Bagka bir deyisle, bir f: R® — R fonksiyonu i¢in epi (f) kiimesi R"*! uzayinda
konveks ise f fonksiyonuna R™ uzayinda bir konveks fonksiyon denir.

Eger — f fonksiyonu konveks ise f fonksiyonuna konkav fonksiyon denir.

konveks fonksiyon konveks olmayan fonksiyon

epi(g)

2 epi(f) D)

0 0 kiris epigraftan cikar

-2 -1 0 1 2 -2 -1 0 1 2

Sekil 11.3: Bir fonksiyonun grafikistii (epigraf) kiimesi, grafiginin tizerinde kalan noktalardan olugur.
Konveks fonksiyon tanimi geregi epigrafi konveks olan fonksiyondur. Sagdaki fonksiyonda epigrafin iki
noktasini birlestiren kiris kiimenin digina diiger; bu, kirisin grafigin altina inmesiyle ayni seydir.

Tanim 11.7 (Has (Proper) Fonksiyon). f:R” — R olmak iizere
Vr € R" i¢in —oo < f(x) ve Jz, € R™ oyle ki f(z,) < 400

saglayan bir fonksiyona has (proper) fonksiyon denir.

1 Uyan

Bundan sonra aksi soylenmedikce has ve konveks olan fonksiyonlar ile ¢calisacagiz. Has olma kosulu
iki u¢ durumu digarida birakir: hicbir yerde sonlu olmayan fonksiyonu ve bir noktada bile —oo degeri
alan fonksiyonu.

Kiris Esitsizligi
Teorem 11.2 (Konveksligin Esitsizlik Bicimi). f:R™ — R olmak iizere, f fonksiyonunun konveks
olabilmesi icin gerek ve yeter kosul, her x,,z5 € R™ ve0 < X\ < 1 igin

f Az + (1= Xzy ) SAf(zy) + (1= A) f(zg) (%)

esitsizliginin gerceklenmesidir.
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M(x,) + (1-M)f(x,)

fOx, + (1-M\)xs)

X; Ax; + (1-A)x, Xz

Sekil 11.4: Konvekslik esitsizliginin okunusu: iki nokta arasindaki kiris daima grafigin istiinde kalr.
Yatay eksende A ile alinan agirlikli ortalama, diisey eksende fonksiyon degerlerinin ayni agirliklarla ortala-
masina karsilik gelir; mavi parca bu iki deger arasindaki farktir. Kesin konvekslikte bu fark u¢ noktalar

disinda hep pozitiftir.

ispat.

Gereklilik. Eger x, ¢ dom (f) ya da x4 ¢ dom (f) ise (%) in saf tarafi +00 olacagindan esitsizlik
zaten gegerlidir. Varsayalim ki x,, x5 € dom (f) olsun; bu durumda f(z,) < f(zy) ve f(zy) < f(zy)
esitsizlikleri esitlik haliyle saglandigindan

(21, f(zq) ) € epi (f), (22, flzs) ) € epi (f)
icermeleri gecerlidir. f konveks ise epi (f) konvekstir; bu nedenle 0 < X < 1 icin
ALz fl@1) )+ (1= N) (2 f(@g) ) = (Azy + (1= Nag, M (1) + (1= N f () ) € epi (f)
€ epi (f) € epi (f)

gerceklenir. Epigrafin tanimi geregi bu, tam olarak (*) esitsizligidir.
Yeterlilik. Tersine () gecerli olsun. (x4, 04), (x4, 0y) € epi (f), yani f(z1) < a; ve f(zy) < ay olsun.
0< A< 1igin

f( Az + (1 =Nz ) SAf(zy) + (1= A) fzg) < Aoy + (1= Ay

elde edilir; bu ise \(xz1, 1) + (1 — X) (24, ag) € epi (f) demektir. Dolayisiyla epi (f) konvekstir.
]

Teorem 11.2 nedeniyle (*) esitsizligi ¢ogu kaynakta dogrudan tanim olarak alinir; iki yaklagim denktir.
Esitsizligin geometrik okunusu sudur: iki nokta arasindaki kiris daima grafigin iistiitnde kalir.

Ornek 11.3 (Norm Fonksiyonu Konvekstir). Herz € R" i¢in f(z) =|| z || seklinde tanimlanan norm

fonksiyonunun has konveks bir fonksiyon oldugunu gosteriniz.

Cozim.
Her z;,2z, € R" ve 0 < A < 1 icin tiggen esitsizligi ve normun homojenligi ile

parallelA\z, + (1 — A)zyparallel<| Az, || + [ (1 =N)zy [[= A [ 2y [| +(1=A) [} 22 |
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esitsizligi gecerlidir; burada A > 0 ve 1 — A > 0 oldugundan mutlak degerler dogrudan acilabilmistir.
Norm her yerde sonlu ve negatif olmadigindan fonksiyon ayni zamanda hastir.

f(x) = [x] birim yuvarlar

xloo

-
~——o
-
-

kiris iistte
-

e

~

-
~—o
-~
-

Il

Sekil 11.5: Norm fonksiyonu iicgen esitsizligi ile homojenlik sayesinde konvekstir: [Ax, + (1-A)x,| <
Mxa| + (1-2)[x.]. Bunun geometrik karsiligi, her normun birim yuvarmin konveks olmasidir — birim
yuvar, normun 1 seviye kiimesidir.

Konvekslik, kirigin grafigin altina diismemesini ister; kirisin grafie degmesine izin verir. Bu izni
kaldirirsak bir adim daha gii¢lii bir kavram elde ederiz.

Tanim 11.8 (Kesin Konvekslik). Eger z; # z, ve 0 < A < 1 igin
f( Az + (1= XNzy ) <Af(z1) + (1= A)f(zy)

ise — yani Teorem 11.2'teki (x) egitsizligi kesin ise — f fonksiyonu kesin konvekstir denir.

kesin konveks konveks ama kesin degil

kiris grafigin kesin iistiinde

-
-
——— e
- -
———

kiris grafigin iizerinde

Sekil 11.6: Kesin konvekslikte u¢ noktalar disinda kiris ile grafik hi¢ degmez. Sagdaki fonksiyon

konvekstir ama diiz parc¢as: tizerinde kiris grafigin tam ustiine oturur; esitsizlik esitlige doniistiigiinden

kesin konveks degildir. Kesin konvekslik, bir eniyileme probleminin ¢6ziimiiniin tek oldugunu garanti
etmek icin istenen ek kosuldur.

Aradaki farki tek ciimlede sdylemek miumkundir: kesin konveks bir fonksiyonun grafigi hicbir
dogru parcasi icermez. Konveks bir fonksiyon bir aralik boyunca dogrusallasirsa, o araligin uclarim
birlestiren kiris grafigin tam iistiine oturur ve esitsizlik kesin olmaktan cikar.
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f(x) konveks kesin konveks neden

z? evet evet grafik hicbir
yerde dogrusal-
lasmaz

| z | evet hayir [0,1] uzerinde

dogrusaldir, ora-
da kiris grafige

oturur

2z +1 evet hayir grafigin kendisi
bir dogrudur, ki-
ris daima onunla
cakigir

—x hayir hayir kiris grafigin al-
tinda kalir

Bu fazladan kelimenin somut bir kazanci vardir: kesin konvekslik minimum noktasin teklestirir.

Onerme 11.1 (Kesin Konvekste Minimum En Fazla Bir Tanedir). C C R"™ konveks bir kiime ve f
fonksiyonu C iizerinde kesin konveks olsun. Bu durumda f fonksiyonunun C' iizerinde en fazla bir minimum
noktast vardur.

Ispat.
Zq F* x4 noktalarimin ikisi de minimum noktasi olsun ve ortak en kiigiik degere m = f(x,) = f(z,)
diyelim. C konveks oldugundan orta nokta %(371 + z5) da C kiimesindedir ve A\ = % icin kesin konvekslik

£ (B2 )< G f @) + 5 f @) = m

verir. Bu ise m sayisimin f fonksiyonunun C' iizerindeki en kiigiik degeri olmasiyla celisir. Demek ki iki
farkli minimum noktasi bulunamaz.
|

Konveks olup kesin konveks olmayan fonksiyonlarda béyle bir garanti yoktur: f = 0 sabit fonksiyonu
konvekstir ve kiimenin her noktas: onun bir minimum noktasidir.

Fonksiyonlarda Konveksligi Koruyan Islemler

Teorem 11.3 (Konveks Fonksiyonlarin Supremumu). Her i € I icin f; fonksiyonlari konveks ise,
f(x) = sup;¢; f;(x) seklinde tanimlanan supremum fonksiyonu da konvekstir.
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Sekil 11.7: Konveks fonksiyonlarin supremumu yine konvekstir, ¢iinkii epi(sup f;) = n epi(f,) olur ve konveks

kiimelerin kesisimi konvekstir. Sekilde dort afin fonksiyonun supremumu par¢ali dogrusal bir konveks

fonksiyon verir. Tersine, her konveks fonksiyon kendisini alttan destekleyen afin fonksiyonlarin supremumu
olarak yazilabilir.

ispat.
f(x) = sup;e; f;(x) iseepi (f) = ﬂie] epi (f;) gecerlidir; ¢iinkii

(z,a) €epi (f) ©a> f(z)=sup f;(z) & Viel, a> f(x)
iel

& Viel, (z,a) €epi (f;) & (z,a) € ﬂepi (f:)-

iel

Heri € I igin f; konveks oldugundan epi (f;) kiimeleri konvekstir. Konveks kiimelerin kesisimi konveks
oldugundan (Teorem 6.2) epi (f) konveks olur; yani f konvekstir.
|

Bu teoremin giicti, indis kiimesinin sonsuz olabilmesindedir: sonsuz ¢ok afin fonksiyonun supremumu
olarak yazilan her fonksiyon konvekstir. Tersi de dogrudur — bu, dualite kuraminin ¢ikis noktasidur.
Supremum isleminin konveksligi korumasina benzer sekilde, infimum islemi de konkavligi korur. Bir
f;(x) konkav fonksiyon ailesi i¢in bu 6zellik, supremum ile infimum arasindaki temel esitlikten dogrudan
elde edilir:

inf{ f;(z)} = —sup{—f;(z)}

Her bir f;(z) konkav oldugundan, — f;(z) fonksiyonlar1 konvekstir. Konveks fonksiyonlarin supremumu
konveksligi korudugu icin esitligin sag tarafindaki sup{—f;(z)} ifadesi konvekstir. ifadenin bagindaki
eksi carpimi nedeniyle fonksiyon tekrar tersine doner ve sonug her zaman konkav bir fonksiyon olur.

Teorem 11.4 (Jensen Esitsizligi). f konveks fonksiyon olmak iizere z,...,z,, € R™ ve X\; >0,
S A =1igin

FOLzy + X0ms + o+ A 2,) SALf(2) + Ao f(22) + o+ A f(4)
esitsizligi gecerlidir.

ispat.
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Heri € {1,...,m} icin f(z;) < f(z;) oldugundan ( z;, f(z;) ) € epi (f) gegerlidir. f konveks oldugun-
dan epi (f) konveks kiimedir; Teorem 8.1 nedeniyle elemanlarinin tiim konveks kombinasyonlarini igerir.
Dolayrisiyla A; > 0, Zzl A; = 1 olmak iizere

Zm:)‘l (i, flz;) ) = (i)‘ﬂ?m i)‘zf(xi) ) € epi (f)
i=1 i=1 i=1
< f (ikz% ) < isz(wz)
olur.
|

Teorem 11.5 (Negatif Olmayan Katsayili Toplamlar). Heri € {1, ..., m} igin f; fonksiyonlari konveks
ve oy; > 0 olmak iizere

f(z) = a1 f1(z) + asfo(x) + ... + @, [ (2)

fonksiyonu da konvekstir.

ispat.
z,y € R® ve0 < X < 1 olsun. Her f; icin kiris esitsizligi yazilip o,; > 0 ile carpilirsa (¢carpanlar negatif
olmadigindan esitsizlik yonii korunur):

IA
S

FOwH A=) =Y e (et (- X9) <D (M) + 1= N1w) )

SAY i)+ (=0 D asfi() = M (@) + (1= W)

i=1

gerceklenir; dolayisiyla f konvekstir.
|

Konveksligin ne oldugunu artik biliyoruz; sira onu pratikte denetlemeye ve tiirevin var olmadig1 nokta-
larda onun yerine ne kullanacagimiza geldi. Bir sonraki haftanin konusu budur.
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12.1

12. Hessian Matris ve Subdiferansiyel

Gegen hafta konveks fonksiyonlari epigraflar1 izerinden tanimlamis ve genisletilmis reel degerlere — yani
R kiimesine — izin vermistik; bu hafta aym1 cercevede devam ediyoruz. Bir fonksiyonun konveks olup
olmadigini kiris esitsizliginden okumak ¢ogu zaman zordur. Bu haftada iki kez tiirevlenebilen fonksiyonlar
icin konveksligi tek bir matrisin isaretine indirgiyor, ardindan tiirevin var olmadig1 noktalarda onun
yerini alan subgradient kavramini kuruyoruz. Boliim, konveks analizin ti¢ temel fonksiyonuyla kapaniyor:
destek fonksiyonu, indikator fonksiyonu ve pozitif homojen fonksiyonlar.

Konveksligin Hessian ile Belirlenmesi

Tek degiskende konveksligin 6l¢iitii herkesin bildigi bir seydir: f” > 0. Grafik her yerde yukar1 bikili-
yorsa kiris grafigin tistinde kalir. Cok degiskende aranan ey tam olarak aynidir; tek fark, “ikinci tirev’in
artik bir say1 degil bir matris olmasidir.

Bunu goérmek icin z noktasindan d yoéniinde ¢ikan dogru uizerinde f’yi izleyelim:

gt) = fz +td).

g tek degiskenli bir fonksiyondur ve zincir kurali iki kez uygulaninca

§0) = {d H) ), H(z) = ( ad ;;m)

¢ikar; buradaki simetrik H (z) matrisine f fonksiyonunun Hessian matrisi denir. Yani (d, H (z) d) say1si,
f’nin z noktasinda d yoniindeki ikinci tiirevinden bagka bir sey degildir.

Bir fonksiyonun konveks olmasi, tizerinden gecen her dogru parcasinda konveks olmasi demektir. O halde
aranan kosul kendiliginden ortaya cikiyor: hicbir yonde ikinci tiirev negatif olmasin. Bu kosulun
matrislerde hazir bir ad1 vardir.

Tanim 12.1 (Pozitif Taniml ve Pozitif Yari-Tanimli Matris). Simetrik bir @,,,,, reel matrisine, eger
her z € R" i¢in (z, Qz) > 0 ise pozitif yari-tanimli matris, eger her x € R™ \ {0} i¢in (z,Qz) >0
ise pozitif tanimli matris denir; (z, Qz) ifadesine de sirasiyla pozitif yari-tanimli form ve pozitif
tanimli form denir.

Sezgisel kargiliklar1 sudur: yari-tanimli “hi¢bir yonde asag1 bikiilmityor”, tanimli ise “her yonde gergekten
yukari biikiilityor”.

Teorem 12.1 (Hessian Kriteri). f: C C R™ — R fonksiyonu agik konveks bir C kiimesi iizerinde reel
degerli ve ikinci mertebeden siirekli tiirevlenebilir bir fonksiyon olsun. Bu durumda f fonksiyonunun C
tizerinde konveks olabilmesi i¢in gerek ve yeter kosul,

2
H(z) = (5525;3(37))’ ,j=1,..,n

Hessian matrisinin her z € C igin pozitif yari-tanimli olmasidir.
Eger H(x) matrisi her z € C igin pozitif tanimlu ise o zaman f kesin konveks fonksiyondur.
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76 Boliim 12. Hessian Matris ve Subdiferansiyel

pozitif tanimli Hessian tanimsiz Hessian ’

seviye kiimeleri konveks

Sekil 12.1: Iki kez siirekli tiirevlenebilir bir fonksiyon, ancak Hessian matrisi her noktada pozitif yari-

tanimliysa konvekstir. Solda pozitif tanimli bir kuadratik formun seviye egrileri ic ice elipslerdir ve alt seviye

kiimeleri konvekstir. Sagdaki formda oncii esas minor A, negatif oldugundan Hessian tanimsizdir: seviye
egrileri hiperbol, orijin ise ne minimum ne maksimum olan bir eyer noktasidur.

1 Aklinda kalsin

« n =1 durumunda H(x) tek elemanli bir matristir ve teorem tamdik f”(z) > 0 kosuluna iner.
Hessian, ikinci tiirevin ¢cok degiskenli halidir.

« Hessian tek bir noktada bile pozitif yari-tanimli degilse fonksiyon konveks degildir.

« Pozitif tanimlhilik kesin konveksligi getirir, ama tersi dogru degildir: f(z) = x* kesin konvekstir,

buna kargilik f”(0) = 0’dur.

Kontrol Recetesi: Esas Minorler

Tanim “her z i¢in” dediginden dogrudan kullanigh degildir; sonsuz ¢ok vektor tek tek denenemez. Neyse
ki isi sonlu sayida determinant hesabina indiren kriterler vardir. Bu kriterleri kullanirken dogru yapilmasi
gereken tek bir ayrim var — karigan yer tam olarak burasidir.

Tanim 12.2 (Esas Minor ve Oncii Esas Minor). Q simetrik bir n x n matris ve elemanlar1 a; ; olsun.
Esas mindr: ayni numarali satir ve sutunlar birlikte secilerek elde edilen alt matrisin determinanti.

Ornegin 3 x 3 bir matriste {2} se¢imi ay, sayisini, {1, 3} secimi ise Z;i

a . .
a”‘ determinantini verir. Bos
33

olmayan her secim bir minér verdiginden toplam 2™ — 1 tanedir.
Oncii esas minor: yalnizea {1},{1,2}, ..., {1, ...,n} secimlerinden gelenler, yani sol iist koseden basla-
y1p biiytiyen kareler:

Ayy v Gk
A, =aqy, A=t ~ k=2,3,..,n.
Opy * Opg
Toplam n tanedir.

Her 6ncii esas mindr ayni zamanda bir esas minérdiir; tersi dogru degildir.
Kriterler bu iki listeyi soyle kullanir:
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12.2 Kontrol Regetesi: Esas Minorler 77

Aranan Kosul Bakilacak minorler Kag tane
pozitif tanimli (= ke- hepsi > 0 yalnizca oncii esas mi- n

sin konveks) norler

pozitif ~yari-tanimli  hepsi > 0 biitiin esas minérler 2" —1

(< konveks)

Lemma 12.1 (Sylvester Kriteri). Simetrik bir A,,.,, matrisin pozitif tanimli olmasu i¢in gerek ve yeter
kosul, tiim dncii esas mindrlerinin pozitif olmasidir; yani herk =1, ..., n i¢in A, > 0 gerceklenmesidir.

Pozitif yari-tanimlilik kriteri. Simetrik bir A,,,,, matrisin pozitif yari-tanimli olmasi i¢in gerek ve
yeter kosul, 2 — 1 tane olan esas minérlerinin hepsinin negatif olmamasidir.

Yari-tanimlilikta 6ncti minérler neden yetmez?

A= (8 f1> matrisinde Ay =0 > 0 ve A, = det(A) = 0 > 0’dur: 6ncti mindrlerin ikisi de negatif

degil. Buna karsilik = (0, 1) icin
(x,Az) = —-1<0

oldugundan A pozitif yari-tanimh degildir. G6zden kacan minér sag alt kdsedeki —1’dir; o da bir esas
mindrdiir ama 6ncti degildir. Kisacasi: kesin konvekslik ararken oncii minérler yeter, diiz konvekslik
ararken yetmez.

. - b e oL
n = 2 i¢in tablo tamamen acilabilir. A = (Z C) matrisinin 6ncii esas minérleri a ile ac — b?, biitiin esas

mindrleri ise a, ¢ ve ac — b2 oldugundan:

« kesin konveks (pozitif tanimli): a > 0 ve ac — b% > 0;
» konveks (pozitif yari-taniml): a > 0, ¢ > 0 ve ac — b2 > 0.

Aradaki tek fark ikinci listede ¢’nin de ayrica kontrol edilmesidir; yukaridaki tuzak tam olarak bu unutulan
¢’den dogar.

a b c

n =3 durumunda A = | b d e | matrisinin yedi esas minéri a, d, f, ad — b2, af —c?, df —e? ve
ce f

det(A) degerleridir; hepsi negatif degilse A pozitif yari-tamimlidir. Daha biiyiik n i¢in de durum aymdur.

Ornek 12.1 (Kesin Konveks Bir Kuadratik Form). f(z,y,2) = 22 + 2y? + 322 + 2zy + 222z fonk-
siyonunun R3’te konveksligini inceleyiniz.

Cozim.
Kuadratik bir formda Hessian sabittir, dolayisiyla tek bir matris hesab: biitiin noktalar i¢in yeter. Tab-
lonun birinci satirindan, yani Sylvester kriterinden baglayalim: yalnizca 6ncii esas minérlere bakacagiz;

hepsi pozitif ¢ikarsa fonksiyon kesin konvekstir.
Birinci mertebeden tiirevler

fo =2z + 2y + 2z, [y =4y + 2z, f,=6z4+2z
oldugundan ikinci mertebeden tiirevler
fxa::2) fxy:27 fmz:2? fym:27 fyy:4? fyz:07 fza::27 fzyzO’ fzz:6

olur ve

H(z,y,z) =

N DN
O =N
S O N

elde edilir. Simdi 6ncii esas mindrlerini hesaplayalim:
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78 Boliim 12. Hessian Matris ve Subdiferansiyel

A =250, AQ:’“ —8>0.

N DN
S =N
D O N

Her z € R3 i¢in A;, A,, A; > 0 gerceklendigine gore Lemma 12.1 nedeniyle Hessian matrisi pozitif
tanimh bir matristir. Dolayisiyla Teorem 12.1 nedeniyle f fonksiyonu R? iizerinde kesin konveks bir
fonksiyondur.
Hessian burada sabittir; kuadratik formlarda durum daima bdyledir ve konvekslik tek bir matris
hesabina iner.

Ornek 12.2 (Kiipsel Terim Konveksligi Bozar). f(z,y,z) = z + 3? + 2> — zy — 32 fonksiyonunun
R3’te konveksligini inceleyiniz.

Cozim.
Birinci mertebeden tiirevler

fwzl_yﬂ fy:2y_x7 fz:322_3
oldugundan ikinci mertebeden tiirevler

fww:()v fzy:_L fa:z:()v fyz:_lu fyy:27 fyz:O7 fzwzov fzy:O7 fzzZGZ

olur ve
0 -1 0
H(z,y,z)=]1-1 2 0
0 0 6z
elde edilir. Oncii esas mindrler
0 —1 0 -1 0
A, =0, A2:_1 2’:—1<0, Ag=|-1 2 0|=—62
0 0 6z

bi¢imindedir. Bu kez sorulan konvekslik oldugu icin tablonun ikinci satirindayiz: her esas minor
negatif olmamali. Oysa A, = —1 < 0’dir ve A, de bir esas minérdiir. Bu tek basina, Hessian’in hicbir
noktada pozitif yari-tanimli olmadigini gosterir.

Ayni sonug z tizerinden de okunabilir: 62 bir esas minordiir ve z < 0 i¢in negatiftir. Nitekim konveksligi
bozan asil terim 23 tiir; tek degiskenli 23 — 3z fonksiyonunun ikinci tiirevi 62 olup 2 < 0 bélgesinde
negatiftir.

Dolayisiyla f fonksiyonu R? iizerinde konveks bir fonksiyon degildir.
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12.2 Kontrol Regetesi: Esas Minorler 79

Sekil 12.2: z* - 3z fonksiyonunun ikinci tiirevi 6z'dir ve z < 0 i¢in negatiftir. Orada kirig grafigin

altina diser, dolayisiyla fonksiyon konveks degildir. Cok degiskenli bir fonksiyonda tek bir kipsel

terimin bulunmasi da ayni seyi yapar: Hessian, o degiskenin negatif oldugu bolgede pozitif yari-taniml
olmaktan cikar.

12.3 Seviye Kiimeleri
Tanim 12.3 (Seviye Kitmesi). o € R, C konveks bir kitme ve f : C C R™ — R olmak iizere

Li(a)={z € R": f(x) < a}

kiimesine f fonksiyonunun « seviye kiimesi denir.

Lemma 12.2 (Seviye Kiimeleri Konvekstir). C konveks bir kiime olmak iizere f: C CR"™ — R
fonksiyonu konveks ise, her o € R igin L ;(«v) seviye kiimeleri konvekstir.

konveks f f(x) = x*: tersi dogru degil

0 kiris altta

f(x) < a: bir aralik

Sekil 12.3: Konveks bir fonksiyonun biitiin Le(at) = { x : f{x) < a ] seviye kiimeleri konvekstir. Bunun tersi

dogru degildir: sagdaki x’ fonksiyonunun her seviye kiimesi bir aralik, yani konvekstir; buna karsilik kiris

grafigin altina indiginden fonksiyonun kendisi konveks degildir. Seviye kiimeleri konveks olan fonksiyonlara
kuazikonveks denir.
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ispat.
a€R, 2,7y € Ly(a) veO < A < 1 olsun. f konveks oldugu i¢in

F( Az + A =Xzy ) S A (2) + (1= A)f(z) SAa+ (1-Na=a

yani f (Azy + (1 — M)y ) < o gerceklenir. Bu ise Axy + (1 — M)z, € Ly(a), dolayisiyla Ly(cv) kii-
melerinin konveks olmasi demektir.
|

Uyari: tersi dogru degildir

Yukaridaki lemmanin tersi her zaman dogru degildir. Ornegin R’de tanimlanmis f(x) = 23 fonksi-
yonunun her a € R icin

Li(a) ={z:2° < a} = (— oo, Va]

seviye kiimesi bir aralik, yani konvekstir; ancak f(x) = z3 fonksiyonu R iizerinde konveks degildir
— z < 0 bolgesinde ikinci tiirev 6x negatiftir ve kiris grafigin altina diser.

Biitiin seviye kiimeleri konveks olan fonksiyonlar ayr1 bir ad tasur.

Tanim 12.4 (Kuazikonveks Fonksiyon). C konveks bir kiime ve f : C C R™ — R olmak tzere, her
a € Rigin L(a) seviye kiimesi konveks ise f fonksiyonuna kuazikonveks denir.

Lemma 12.2 her konveks fonksiyonun kuazikonveks oldugunu séyler; 3 6rnegi ise tersinin dogru

olmadigini gosterir. Kisacas: konvekslik, kuazikonvekslikten kesin olarak daha gii¢lii bir kosuldur.

Yonli Tirev

Tanim 12.5 (Yonlii Tiirev). d € R™ olmak tizere

f(@o + Ad) — f(z0)
A

"(zq:d) = li
f'(zg;d) lim

limitine f fonksiyonunun z, noktasindaki d yoniindeki yonlii tiirevi denir.
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12.4 Yonli Turev 81

F(xo; d) 1 x

Sekil 12.4: Yonli tiirev, x, noktasindan d yoniinde cizilen kirislerin egiminin A — 0* limitidir. Konveks
fonksiyonlarda bu egimler A kiictilditkge azalir ve alttan sinirhdir; bu yiizden limit her yonde vardir —
fonksiyon o noktada tiirevlenebilir olmasa bile.

Ornek 12.3 (Bir Yonlii Tiirev Hesab1). f(z,y) = xy seklinde tanimlanmis f : R? — R fonksiyonunun
zy = (1,1) noktasinda d = (1, 2) yéniindeki tiirevini hesaplayiniz.

Cozim.
Once x, + Ad noktasini yazalim:

Tog+Ad=(14+ X 142)).
Buradan
flzog+Ad) = (L+N)(1+20) =222 +32+1, flzg)=1-1=
olur. Boylece

22243\ +1—-1
"z d) = li
f'(zg;d) lim Y

= lim(2\ + 3) = 3.
A0

Genel olarak konveks bir kiime iizerinde tanimlanmis konveks bir fonksiyonun bir i¢ noktada diferan-
siyellenebilir olmas1 gerekmez. Ornegin R {izerinde tanimlanmis f(z) = | = | konveks fonksiyonu
x = 0 noktasinda diferansiyellenebilir degildir. Buna kargilik yonli tiirev her yénde vardir: konveks
fonksiyonlarda fark bolimleri A kiigiilditkce azalir ve alttan sinirlidir. Bu nedenle konveks fonksiyonlar
i¢in gradient kavramindan daha genel olan subgradient kavrami verilmektedir.

Subgradient ve Subdiferansiyel
Tanim 12.6 (Subgradient). f: R™ — R bir has konveks fonksiyon olsun ve z, € dom (f) olmak iizere
Vz € R" igin f(z) — f(zo) > (z", ¢ — )

saglayan z* € R™ vektoriine f fonksiyonunun z, noktasindaki bir subgradienti denir.
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diizgiin nokta: tek teget

-
7

-7 7z N ~
- o7 aM0) = [-1,1] TN -

Sekil 12.5: Bir x* subgradienti, grafige x, noktasinda degen ve fonksiyonun her yerde altinda kalan afin
fonksiyonun egimidir: f(x) — f(x,) = {x*, x — Xo). Dlizgiin noktalarda boyle tek bir dogru — teget — vardir.
Kirilma noktasinda ise kesikli dogrularin hepsi ise yarar; subgradientler bir aralik olusturur.

Esitsizligin anlami geometriktir:  — f(z,) + (z*, © — x,) afin fonksiyonu, grafige x, noktasinda deger
ve her yerde grafigin altinda kalir. Diizgiin noktalarda béyle tek bir dogru vardir — teget; kirilma nokta-
larinda ise bir dogru ailesi.

Tanim 12.7 (Subdiferansiyel). f fonksiyonunun z, noktasindaki tiim subgradientlerinin kiimesine
f’in zy noktasindaki subdiferansiyeli denir ve

Of(xg) ={a" e R™: f(z) — f(zy) = (2", @ — z), V& € R"}

ile gosterilir.

Ornek 12.4 (Mutlak Deger Fonksiyonunun Subdiferansiyeli). R {izerinde tanimlanmis f(z) =
| z | fonksiyonu i¢in 8 f(0) subdiferansiyel kiimesini hesaplayiniz.

Coziim.
Subdiferansiyel tanimu geregi, z, = 0 ve f(0) = 0 oldugundan her = € R i¢in

|z | > z*x
saglayan z* noktalariin kiimesini hesaplamaliyiz. U¢ durumu ayr ayri ele alalim:

« = > 0icin esitsizlik £ > x*x halini alir; x > 0 ile boliiniirse 1 > z* bulunur.

+ ¢ < 0 i¢in esitsizlik —z > 2*z halini alir; negatif olan « ile boliindiigiinde yon degistigi icin —1 <
z* bulunur.

« & = 0 icin esitsizlik 0 > 0 olur ve her 2* € R bunu saglar.

Uc kosul birlikte —1 < z* < 1 verir. Dolayistyla
of(0) =[-1,1]

elde edilir. Sifirdan farkli noktalarda ise fonksiyon tiirevlenebilir oldugundan subdiferansiyel tek
noktalidir: z > 0 i¢in df(z) = {1}, z < Oi¢in O f(z) = {—1}.
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destekleyen dogrular yelpazesi of(x) grafigi
f(x) = [x|

+1

0 [-1,1]

Sekil 12.6: f(x) = |x| fonksiyonu 0 noktasinda tiirevlenebilir degildir ama subdiferansiyeli bog degildir:

her x € R i¢in [x| = x*x esitsizligini saglayan x* degerleri tam olarak [-1, 1] araligini1 doldurur. Sagda

df'nin kendisi bir kiime degerli déniigiim olarak ¢izilmistir: sifirin diginda tek nokta, sifirda ise biitiin
bir aralik.

12.6 Destek, Indikator ve Pozitif Homojen Fonksiyonlar

Tanim 12.8 (Destek Fonksiyonu). & # A C R" olmak iizere
S(x, A) = sup{(z,a)}

acA

fonksiyonuna A kiimesinin destek fonksiyonu denir.
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S(x, A) = sup {x, ay

en uzak nokta

Sekil 12.7: Bir kiimenin destek fonksiyonu, verilen x yoniinde kiimenin ne kadar uzaga gittigini dlcer:

S(x, A) = sup {{x, a) : a € A }. Degeri, x'e dik olup A'y1 destekleyen hiperdiizlemin konumunu belirler;

supremum, o hiperdiizleme degen noktada alinir. Destek fonksiyonu her zaman konveks ve pozitif
homojendir.

Destek fonksiyonu, bir kiimeyi 8l¢tiigii yonler tizerinden kodlar: S(z, A) degeri, z yoniine dik olup A’y1
destekleyen hiperdiizlemin konumunu verir. Teorem 11.3 nedeniyle destek fonksiyonu — lineer fonksi-
yonlarin supremumu oldugundan — her zaman konvekstir.

Tanim 12.9 (Indikatér Fonksiyonu). & # A C R" olmak iizere

0, z€A
5<x’A):{+oo x¢ A

fonksiyonuna A kiimesinin indikatér fonksiyonu denir.

Indikatér fonksiyonu, genisletilmis reel degerli fonksiyonlarda +o0o degerine neden izin verdigimizin
cevabidir: A iizerinde bir eniyileme problemi, f + §(-, A) fonksiyonunun kisitsiz eniyilemesine doniigiir.
A konveks ise epi ( 6(-, 4) ) = A x [0, +00) oldugundan indikatér fonksiyonu da konvekstir.

Tanim 12.10 (Pozitif Homojen Fonksiyon). 0 < A < +oco olmak iizere her z € R" i¢in f(Az) =
Af(z) gergekleyen f : R™ — R has fonksiyonuna pozitif homojen fonksiyon denir.
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indikator 8(x, A) pozitif homojen f

+00 +00

2 epi(f) bir konidir 2x) = 2f(x)

Sekil 12.8: Konveks analizin iki temel yapi tasi. Indikatér fonksiyonu bir kisiti fonksiyona cevirir: A

iizerinde 0, disinda +oo degerini alir, boylece “x € A” kogulu ama¢ fonksiyonunun igine gomiiliir ve A

konveksse 8 de konveks olur. Pozitif homojen fonksiyonlarda f(Ax) = Af(x) oldugundan epigraf bir konidir;
destek fonksiyonu bu ailenin en 6nemli 6rnegidir.

Pozitif homojenlik, epigrafin bir koni olmasiyla aym seydir: (z,a) € epi (f) ve A > 0 ise f(Az) =
A (z) < Aa oldugundan (Az, Aa) € epi (f)’dir. Norm fonksiyonu ile destek fonksiyonu bu ailenin en
tanidik iki tiyesidir; boylece koniler boliimiinde kurdugumuz dualite dili, dogrudan fonksiyonlara taginmis
olur.

Acik Matematik - acik-matematik.com 85 CC BY-NC-SA 4.0


koniler-ve-konveks-fonksiyonlar.qmd
https://acik-matematik.com
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.tr

86 Boliim 12. Hessian Matris ve Subdiferansiyel

Acik Matematik - acik-matematik.com 86 CC BY-NC-SA 4.0


https://acik-matematik.com
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.tr

13.1

13. Alistirmalar ve Problemler

Bu boliim, dersin on iki haftasinda kurulan makinenin ¢alistig1 yerdir. Problemler konu sirasina gore
dizilmigtir; her birinin ¢6ziimii kapali bir kutu i¢cindedir, béylece 6nce kendiniz deneyebilirsiniz. Kullanilan
biitiin tanim ve teoremler 6nceki boliimlerdekilerle aynidir ve gerektiginde baglant: verilmistir.

Birkag problem bilerek “yanlis” iddialarla gelir: bunlarda beklenen sey ispat degil, iddiay: ¢iiriiten bir ters
ornektir. Konveks analizde bir kosulun neden orada durdugunu ¢ogu zaman ancak onu kaldirdigimizda
bozulan 6rnegi gorerek anlariz.

Lineer Doniisiimler

Aligtirma 13.1 (Matris Carpimi Lineerdir). A bir m X n reel matris olmak iizere L(u) = Au seklinde
tanimlanan L : R® — R™ doniisiimiiniin lineer oldugunu gosteriniz.

Cozim.
Matris ¢arpiminin toplama tizerine dagilma ve skalerle degisme 6zellikleri dogrudan kullanilir. u,v €
R"™ ve A € R olsun:

L(u+v) = A(u+v) = Au+ Av = L(u) + L(v),
L(Au) = A(Mu) = MAu) = AL(uw).

Tanim 6.1°deki iki kosul da saglandigindan L bir lineer déntisiimdiir. Teorem 6.1 bu gozlemin tersini
soyler: R™’den R™’e giden her lineer doéniisiim bu bi¢imdedir, yani “lineer déniisiim” ile “matris” ayni
seyin iki adidur.

Alistirma 13.2 (Her Lineer Fonksiyonel Bir I¢ Carpimdir). L :R"™ — R bir lineer fonksiyonel
olsun.

(@) L(z) = (a, z) gercekleyen bir a € R™ vektoriiniin var oldugunu gdsteriniz.

(b) L fonksiyonelinin stirekli oldugunu gosteriniz.

Cozim.
(@) {eq, .-, €, } kiimesi R™’in standart tabam olsun. Her = (x4, ..., z,,) vektorii x = Z:L:
minde yazildigindan, lineerlik ile

L(z)=1L (i xiei> = imiL(ei)

elde edilir. Simdi a := ( L(e,), ..., L(e,,) ) € R™ denirse sag taraf tam olarak (a, z) toplanudir.
Bua Vezkt('jrii tektir: (a,z) = (a’, ) her z icin gecerliyse (a — a’, ) = 0 olur; x = a — a’ segilirse ||

| T;€; bigi-

a—a’ ||=0,yania = a’ bulunur.
(b) (a) sikkindaki gosterim ile her z, y € R™ i¢in Cauchy-Schwarz esitsizligi

| L(z) = L(y) [ = [ {@,z —p) [ <[ a |l - [z —y |

verir. Bu, L fonksiyonelinin || a || sabitli bir Lipschitz fonksiyonu olmasi demektir; dolayisiyla diizgiin
stirekli, 6zel olarak da stireklidir. Verilen bir ¢ > 0 i¢in 6 := ¢/(]| a || +1) se¢mek yeterlidir.

Ayni sonug Lemma 6.1'nin m = 1 6zel halidir; buradaki hesap, o ispatin tek boyutlu ve daha kisa bir
yazilisidir.
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88 Boliim 13. Alistirmalar ve Problemler

Aligtirma 13.3 (Lineer mi, Degil mi?). Asagidaki déniigiimlerin lineer olup olmadigini inceleyiniz;
lineer olanlarin doniigiim matrisini bulunuz.

(@) L:R2 = R3 L(z,y) = (y, z, = + ).
(b) L:R® — R2 L(z,y,2) = (zy, yz).

(
() L:R® - R?% L(z,y,2) = (2 — z,z +y). Ayrica L(e; ), L(e,), L(e5) vektorlerini hesaplayip
L(z,y,z) = zL(e;) + yL(ey) + zL(e3) esitligini dogrulayimz.

Cozim.
(a) Bilesenlerin hepsi z ile y’nin birinci dereceden ve sabit terimsiz ifadeleridir. «, 5 € R i¢in

L ( (@, 1) + B(23, Y2) ) = ( ayy + BYy, azy + By, a(zy +yy) + B(@g + y2) ) = aL(zy,y;) + BL(23, o)

oldugundan L lineerdir. Teorem 6.1'in ispatindaki recete uyarinca matrisin stitunlar1 L(e;) ve L(e,)
goruntileridir: L(1,0) = (0,1,1) ve L(0,1) = (1,0, 1). Béylece

01
A=1]10], L(x,y):A(x).
11 y

(b) Lineer degildir: bilegenler ikinci derecedendir. Tek bir ters ornek yeter. u = (1,1,1) ve A =2
alinirsa

L(2u) = L(2,2,2) = (4,4), 2L(u) =2(1,1) = (2,2)

olup L(2u) # 2L(u)’dur. Homojenlik kosulu bozuldugundan L lineer olamaz.
(c) Bilegenler yine birinci dereceden ve sabit terimsizdir; (a) sikkindaki hesabin aynis1 burada da yuriir,
dolayisiyla L lineerdir. Taban vektorlerinin gériintiileri

L(el) IL(l,O,O) = (_1’1)a L(€2) :L(Oalv()) = <071)a L(e?)) :L(anvl) = (170)
olur. Bunlarla
wL(ey) +yL(ey) + 2L(e3) = (—z,2) + (0,y) + (2,0) = (z =z, z + y) = L(z,y, 2)

esitligi dogrulanir. Doniisiim matrisi, siitunlari bu {i¢ gériintii olan matristir:
-101
A= < 11 0) ’

Alistirma 13.4 (Lineer Doniisiimiin Iki Basit Ozelligi). L : R® — R™ bir lineer doniisiim olmak
tizere (a) L(0) = 0 ve (b) her u,v € R™ i¢in L(u — v) = L(u) — L(v) oldugunu gosteriniz.

Cozim.

(a) Homojenlik kosulunda A = 0 aliir: L(0) = L(0-0) = 0- L(0) = 0.
(b) Once A = —1 i¢in L(—v) = —L(v) oldugu goriiliir; ardindan toplamsallik kullanilir:

Llu—v)=L (u+(—v))=L(u) + L(—v) = L(u) — L(v).

Birinci 6zellik, lineer ile afin doniigiimleri ayiran testtir: Teorem 7.5 geregi her afin déniisim F'(x) =
L(z) + a bicimindedir ve a = F'(0) sifir oldugunda — ancak o zaman — F' lineer olur.

13.2 Kapalilik ve Kompaktlik

Alistirma 13.5 (Hiperboliin Ustiindeki Bolgeler). R? uzayinda

A={(m,y):y2%,x>0}, B={(m,y):y2*£,x<0}
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13.2 Kapalilik ve Kompaktlik 89

kiimelerini diizlemde betimleyiniz ve kompaktliklarini inceleyiniz.

Coziim.

A kiimesi, birinci bélgedeki y = 1/x hiperbol kolunun iistiinde kalan bélgedir. B kiimesinde z <
0 oldugundan —1/z > 0’dir; dolayisiyla B de ikinci bdlgedeki y = —1/z kolunun iistiinde kalan
bolgedir. Ikisi de y eksenine gére birbirinin aynadaki gériintiisiidiir.

Kapalilik. A kiimesinden yakinsak bir {(x, y;)} dizisi alalm ve (x;,y;,) — (z,y) olsun. Eger z =
0 olsaydi y;, > 1/x;, — +oo olurdu ve {y;,} yakinsayamazdi; demek ki > 0’dur. ¢ > 1/¢ fonksiyonu
x > 0 noktasinda siirekli oldugundan y,, > 1/z,, esitsizliginde limite gegilerek y > 1/z bulunur, yani
(z,y) € A olur. Bdylece A kapalidir; ayni akil yiiriitme B i¢in de gegerlidir.

Simirlilik. A sinirh degildir: her k € Nicin (k, 1/k) € A ve || (k,1/k) ||> k — oo’dur. Ayn1 bigimde
B de smurli degildir.

Teorem 3.2 geregi kompaktlik kapali ve sinirli olmayi gerektirdiginden A ve B kiimelerinin hi¢cbiri
kompakt degildir.

Son bir gézlem: 1/x fonksiyonu z > 0 tzerinde konveks oldugundan A kiimesi onun grafikiistii
kiimesidir ve dolayisiyla konvekstir; B i¢in de durum aynidir. Bu iki kiitme Alistirma 13.30'nde yeniden
karsimiza cikacak.

Alistirma 13.6 (Kapali iki Kiimenin Toplami Kapali midir?). A, B C R? kapali kiimeler ise A +
B toplam kiimesi de R?’de kapali midir? Neden?

Cozim.
Hayir. Iddia genel olarak yanlistir; bir ters drnek verelim.

A={(t,0): t € R} (x -ekseni), B z{( s,% )is> 0} (hiperbol kolu)

kiimelerini alalm. A bir dogru oldugundan kapalidir; B ise siirekli bir fonksiyonun grafigidir ve
Alistirma 13.5'ndeki akil yiiriitmeyle kapalidir.
Toplami hesaplayalim. Herhangibir u € Rvev > O verilsin. s := 1/v > 0 segilirse ( 5,1 )=( Lv ) €

B olur ve ’
1 1
(u——,O)—l—(—,v)z(u,’u)
v v

yazilir. Ters yonde, A + B kiimesindeki her noktanin ikinci bilegeni 1/s > 0 bi¢iminde oldugundan
pozitiftir. Demek ki

A+ B={(u,v) eR?: v >0},

yani agik ist yari diizlemdir; bu kiime kapali degildir. Nitekim (0,1/k) € A + B dizisi A 4+ B kiime-
sinde bulunmayan (0, 0) noktasina yakinsar.

Hangi ek kosulun yettigini Onerme 3.1 sdyler: A kapali ve B kompakt ise A + B kapalidir. Yukaridaki
B kapalidir ama sinirli olmadigindan kompakt degildir; kapaliligin bozuldugu yer tam olarak burasidir.

13.3 Afin Kiimeler ve Hiperdiizlemler

Alistirma 13.7 (Kesisim, Toplam ve Birlesim).

(a) Herhangi sayidaki afin kiimenin kesisiminin de afin oldugunu gésteriniz.

(b) A, B C R™ afin kiimeleri i¢cin A 4+ B toplam kiimesi afin midir? A U B birlegim kiimesi afin midir?

Coziim.

(a) {4;},_, afin kiimelerden olusan bir aile ve z,y € [],_; 4; olsun. Herhangi bir A € R icin: her
i € I indisinde z,y € A, ve A; afin oldugundan (1 — X\)z + Ay € A, gerceklenir. Bu her ¢ i¢in dogru
olduguna gore nokta kesisimdedir. Demek ki kesisim afindir.

(b) Toplam afindir. z; + y;, 5 + y, € A+ B ve A € R olsun. Terimler yeniden gruplanirsa
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90 Boliim 13. Alistirmalar ve Problemler

(L= +y) + Az +y) =[(L =Nz + Az |+ [ (1 =Ny, + Ay, € A+ B

€A eB

elde edilir.

Birlesim afin olmak zorunda degildir. R? uzayinda A = {(t,0) : t € R} ve B = {(0,t) : t € R}
eksenlerini alalim; ikisi de afindir. (1,0) € A ve (0,1) € B noktalarindan gecen dogru {(1 — A, \) :
A € R} kiimesidir ve 6rnegin A = % icin elde edilen ( %, % ) noktasi ne A’da ne de B’dedir. Dolayisiyla
A U B afin degildir.

Alistirma 13.8 (Afin Kombinasyon ile Lineer Alt Uzay).

(a) Bir z € R™ noktasi z, ..., x,,, € R™ noktalarinin bir afin kombinasyonu ise ayni zamanda bir lineer
kombinasyonudur; neden?

(b) A C R™ bir lineer alt uzay ise A bir afin kiimedir; neden?

Coziim.

(a) Tanim 4.3 ile Tanim 4.5'u yan yana koyalim. Ikisi de ZZ | Ai%; bicimindeki noktalardir; tek fark,
afin kombinasyonda katsayilara ek olarak ZZ 1 Ai = 1 kosulunun konmasidir. Lineer kombinasyon
tanimu katsayilar tizerine hicbir kisit koymadigindan, kosulu saglayan her yazilis ayni1 zamanda kisitsiz
tanimi da saglar. Kisacasi afin kombinasyonlar, lineer kombinasyonlarin 6zel bir alt sinifidir; ters yon
dogru degildir — 6rnegin 2z, noktasi bir lineer kombinasyondur ama katsayilar toplami 1 olmadigin-
dan afin kombinasyon degildir.

(b) A bir lineer alt uzay, z,y € A ve A € R olsun. Tanim 4.6 geregi A kiimesi herhangi iki elemanimnin
lineer kombinasyonlarini icerir; 6zel olarak A; = 1 — A ve A\, = A katsayilariyla

1-XNz+IyeAd

gegerlidir. Bu ise tam olarak Tanim 4.2°deki koguldur. Tersi dogru degildir: orijinden ge¢meyen bir
dogru afindir ama 0 noktasini icermediginden alt uzay olamaz. Sonug 4.2 bu ayrimi kesinlestirir —
lineer alt uzaylar, orijini iceren afin kiimelerdir.

Alistirma 13.9 (Bir Dogrunun Afinligi ve Boyutu). A = {(z,y) € R? : z + y = 1} kiimesinin afin
oldugunu gosteriniz ve boyutunu belirleyiniz.

Cozim.

A kiimesi tek bir lineer denklemin ¢oziim kiimesidir. Denklem i¢ carpim diliyle ((1,1), (z,y)) =1
biciminde yazildigindan Teorem 5.1 geregi A bir hiperdiizlemdir; R?’de hiperdiizlemler dogrulardir ve
her hiperdiizlem afindir.

Ayni sonucu dogrudan da goérebiliriz: (z1,y;), (z4,y5) € Ave X € Ri¢in

[(1= Nz + A2, [+ [ (A= Ny + Ay | = (1= N (@ +y) + M@ +y) = (1= N +A=1.

Boyut. Tanim 5.2 geregi dim(A), A kiimesine paralel olan lineer alt uzayin boyutudur. (1,0) € A
noktasi ¢ikarilirsa

L=A—-(1,0)={(z,y) : 2 +y =0} =span {(1,—-1)}

bulunur. Tek bir sifirdan farkli vektor tarafindan gerildiginden dim(L) = 1, dolayisiyla dim(A) =
1’dir. Beklendigi gibi: bir dogrunun boyutu birdir ve R?’de 2 — 1 = 1, yani A gercekten bir hiperdiiz-
lemdir.

Alistirma 13.10 (Bir Dogruya Dik Vektérlerden Hiperdiizlem). A = aff {(1,1,0), (3,0,—1)}
olmak tizere

H={$€R3:(x,y—(1,1,0)>=0,Vy€A}
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seklinde tanimlanan H kiimesinin R*’te bir hiperdiizlem oldugunu gbosteriniz; H = {z : (a,z) = b}
yazilisindaki 0 # a vektériinii ve b sayisini belirleyiniz.

Cozim.
Once A kiimesini acalim. Iki noktanin afin értiisii, bu noktalardan gecen dogrudur (Tanim 4.1); yon
vektori
V= (37 07 _1) - (1a 170) = (27 _17 _1)
oldugundan

A={(1,1,0) + tv: t € R}, yani ye A< y—(1,1,0) =tv (bir t €R igin) .

Simdi H kiimesindeki kosulu bu yaziligla degistirelim. Her y € A i¢in (x,y — (1,1,0)) = 0 olmasi, her
t € R icin t(z,v) = 0 olmas1 demektir. t = 1 alindiginda (z, v) = 0 ¢ikar; tersine (x,v) = 0 ise her ¢
icin esitlik saglanir. Dolayisiyla

H={zeR3:((2—-1,-1),z) =0}.
Burada a = (2,—1,—1) # 0 ve b = 0’dur. Teorem 5.1'in ikinci yarisi, bu bicimde verilen her kiimenin
bir hiperdiizlem oldugunu soylediginden H bir hiperdiizlemdir — geometrik olarak, A dogrusunun y6n

vektoriine dik olan ve orijinden gecen dizlemdir. b = 0 olmasi, H kiimesinin ayni zamanda bir lineer
alt uzay oldugu anlamina gelir (Sonug 4.2).

Aligstirma 13.11 (Hiperdiizlemler Polihedraldir). Hiperdiizlemlerin polihedral kiimeler oldugunu
gosteriniz.

Cozim.

H = {z € R": (a,z) = b} bir hiperdiizlem olsun (0 # a). Bir reel say1 i¢in “= b” kosulu, “< b” ve “>
b” kosullarinin ikisinin birden saglanmasiyla ayni seydir; ikincisi de —1 ile garpilarak “<” bi¢imine
sokulabilir:

(a,z2) =b< {{a,z) <Db
(—a,z) < —b.

Sag taraf, satirlari a ve —a olan bir 2 x n matrisi A ve b = (b, —b) vektorii ile Az < b8 biciminde
yazilan sonlu bir esitsizlik sistemidir. Tanim 6.6 geregi ¢6ziim kiimesi polihedraldir; yani

H=H<NnH=

olup hiperdiizlem, kendi belirledigi iki kapali yar1 uzayin kesisimidir. Bu gézlemin bir yan iirtinti de
sudur: polihedral kiimeler kapali ve konveks oldugundan (Ornek 6.1) hiperdiizlemler de kapali ve
konvekstir.

13.4 Konveks Kumeler

Alistirma 13.12 (Iki Polihedral Kiime). Asagidaki kiimelerin polihedral oldugunu gosteriniz.
(@ 0#a€R”vea < folmakizere A= {zr € R": a < (a,z) < S}
(b) 0 +# ay,a, € R™ olmak iizere C = {x € R" : (aq,z) < by, (ay,x) < by}

Cozim.

() Iki tarafli esitsizligi iki ayr1 “<” kosuluna ayirmak yeter. Soldaki o < (a, z) esitsizligi —1 ile carp1-
larak (—a, z) < —a bigimine gelir. Béylece

A={z:{a,z) <B}N{z: (—a,z) < —a}

olup A kiimesi iki kapali yar1 uzayin kesigimidir; Tanim 6.6 geregi polihedraldir. Geometrik olarak A,
ayni a normaline sahip iki paralel hiperdiizlem arasinda kalan “serit”tir.
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(b) Burada yapilacak bir sey yoktur: C' zaten sonlu (m = 2) sayida esitsizlikle tanimlanmustir. Satirlar
a, ve a, olan 2 X n matris A ve b = (b, by) ile C = {z : Az < b} yazilir.
Ikisi de Teorem 6.2 geregi konveks, lineer fonksiyoneller siirekli oldugundan (Lemma 6.1) kapalidur.

Aligtirma 13.13 (Kutupsal Kiime Konvekstir). @& # A C R™ herhangi bir kiime olmak tizere

B={yeR":|(z,y) | <1,Vz € A}
kiimesinin konveks oldugunu gésteriniz.

Cozim.

Iki yol var; ikisi de ayni fikrin farkl yazilislaridur.

Kesisim olarak. Sabit bir z € A i¢in | (z,y) | < 1 kosulu, —1 < (z,y) <1 cift esitsizligidir; yani
Alistirma 13.12in (a) sikkindaki seridin ta kendisidir ve konvekstir. B kiimesi bu seritlerin x € A
iizerinden kesisimi oldugundan

B=({y: -1<(z,y) <1}

T€A

yazilir ve Teorem 6.2 geregi konvekstir. Kesisimin sonsuz olmasi bir sorun degildir — teorem herhangi
bir indis kiimesi icin gecerlidir.
Dogrudan. y;,y, € Bve 0 < A < 1 olsun. Sabit bir z € A i¢in i¢ ¢arpimin lineerligi ve tiggen esitsiz-
ligi ile

| (2, (L =Nys + Ayo) [ = | (1= Az, 1) + Mz, 90) [ S A=A (z,00) | +A] {z,45) [ <1

~——— ~———
<1 <1

elde edilir; burada 1 — X ile A negatif olmadigindan mutlak degerler dogrudan acilabilmistir. x € A
herhangi oldugundan (1 — \)y; + Ay, € B olur.

Dikkat edilirse A kiimesinin konveks olmasi hi¢ kullanilmadi: B, ne kadar diizensiz bir A’dan tiretilirse
iiretilsin konvekstir. Ayni olguyu dual koni i¢in Lemma 11.1'te de gormiistiik.

Alistirma 13.14 (Paraboliin Sagindaki Bélge). C = {(z,y) € R? : z > y?, y > 0} kiimesinin kon-
veks oldugunu gosteriniz.

Coziim.
C kiimesini iki kiimenin kesisimi olarak yazalim:

C={(z,y): 2>y} n{(z,y) : y > 0}.
=:C, =:C,

C, bir kapal yar1 uzay oldugundan konvekstir. C; i¢in dogrudan tanima gidelim: (x4, y;), (24, y,) €
C; ve 0 < X < 1 olsun. t -+ 2 fonksiyonu R iizerinde konveks oldugundan

(A =Nys +Ay2)? < (1= Nwf + g5 < (1= Nz + Az

zinciri gecerlidir; ilk esitsizlik kiris esitsizligi, ikincisi ise y? < x; varsayiminin negatif olmayan katsa-
yilarla birlestirilmesidir. Bu ise (1 — A)(z1,y;) + A2y, y,) € C; demektir.

Iki konveks kiimenin kesisimi konveks oldugundan (Teorem 6.2) C konvekstir.

Ayni sonucu seviye kiimeleri diliyle de okuyabiliriz: g(x,y) = y* — z fonksiyonu konvekstir ve C; =
L,(0) oldugundan Lemma 12.2 dogrudan uygulanur.

Alistirma 13.15 (Kesisim Olarak Yazarak Konvekslik). Asagidaki kiimelerin konveks oldugunu
gosteriniz.

@ C={(z,y,2) eER3:z+y<3,z>1,y>0,z2=3}
b C={(z,y) eR?*:x2+2y* <l,z+y<l,z—y <1}
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Cozim.

(a) Dért kosulun her biri lineerdir. 1k iicii kapali yar1 uzay, sonuncusu ise ((0,0,1),(z,y,2)) =
3 hiperdiizlemidir. Hiperdiizlem de iki kapali yar1 uzaymn kesisimi oldugundan (Alstirma 13.11) C
toplam bes kapali yar1 uzayin kesisimidir; yani polihedraldir, dolayisiyla Teorem 6.2 geregi konveks ve
kapalidur.

(b) Bu kez kosullardan biri lineer degildir, ama yine de konveks bir kiime belirler:

« E={(z,y): 2?4+ 2y* < 1} kiimesi, g(z,y) = 2* + 2y fonksiyonunun 1 seviye kiimesidir. g kon-
vekstir (Hessian’1 diag (2,4) olup pozitif tanimhdir), dolayisiyla Lemma 12.2 geregi E konvekstir —
geometrik olarak bir elips ve igidir.

« {(z,y) : ¢ +y < 1} bir acik yan uzay, {(z,y): x —y < 1} ise kapali bir yar1 uzaydir; ikisi de
konvekstir.

Uciiniin kesisimi olan C konvekstir. Kapal degildir, ciinkii kesisime giren yar1 uzaylardan biri agiktir;
konvekslik ile kapaliligin birbirinden bagimsiz olduguna dikkat ediniz.

Alistirma 13.16 (Hangi Islem Konveksligi Korur?). C;,C, C R" konveks kiimeler olmak iizere
asagidaki kiimeler konveks midir? Neden?

(@) C,UC, (b) C, NC,(c) Cy + Cy (d) Ty — int (Cy) () C, \ Cy

Cozim.

(a) Hayir. R’de C; = [0, 1] ve C, = [2, 3] alalim; ikisi de konvekstir. 0 € C; ve 3 € C, noktalarinin
orta noktasi % ise birlesimde degildir.

(b) Evet. Teorem 6.2in iki kiimelik 6zel halidir.

(c) Evet. Teorem 7.1.

(d) Evet. Teorem 7.6 geregi C,, Teorem 7.7 geregi int (C,) konvekstir. Fark kiimesi C; — int (C,) =
C, + (—1) int (C,) biciminde yazildigindan Sonuc 7.1 dogrudan uygulanir (A\; = 1, \, = —1). Burada
“fark” isleminin kiime fark: degil, toplam kiimesi anlaminda fark olduguna dikkat ediniz.

(e) Hayir. R'de C} = [0,2] ve C, = {1} alahm. C} \ C, = [0, 1) U (1, 2] kiimesi konveks degildir: 0 ile
2 noktalarinin orta noktasi 1 disarida kalir.

Kisacasi konvekslik toplama, kesisim ve lineer birlesim altinda korunur; birlesim ve kiime farki altinda
korunmaz.

Alistirma 13.17 (Konveks mi, Degil mi?). Asagidaki kiimelerin konveks olup olmadigini belirleyiniz;
konveks olmayanlar i¢in birer ters érnek veriniz. (b), (c) ve (d) siklarinda (z,y) yazilis, z ile y reel
sayilarinin ¢arpimi zy anlamindadir.

(a) R'de [—1,1] U [3,4]

(b) {(z,y,2) ER® 1z <y <z}

© {(z,y) eR?*: (z y)Zl}

@ {(z,y,2) eR®: (z,y) > 1,y+2>1,y— 100z > 1}
() {(z,y) ER? 13z +4y <12,z —y >4}

() {(z,y,2) eR¥:z? + 9> < 1,224+ 22 < 1}

Coziim.

(a) Konveks degildir. 1 € [—1,1] ve 3 € [3,4] noktalarinin orta noktasi 2 kiimede degildir. R’de
konveks kiimeler tam olarak araliklardir; iki ayrik araligin birlesimi aralik degildir.

(b) Konvekstir. Kiime {z — y < 0} ve {y — z < 0} kapali yar1 uzaylarinin kesisimidir; polihedraldir.
(c) Konveks degildir. {(z,y) : xy > 1} kiimesi hiperboliin iki kolunun istiinde kalan bélgelerin
birlesimidir. (1, 1) ve (—1, —1) noktalarinin ikisi de kitmededir (carpimlari 1), oysa orta noktalari (0, 0)
icin carpim 0 < 1’dir.

(d) Konvekstir — ve buradaki incelik tam olarak (c) ile arasindaki farktir. Son iki kisit, birincisinin
kot kolunu keser: y + z > 1 esitsizliginin 100 kati ile y — 100z > 1 toplanirsa

100(y + z) + (y — 100z) = 101y > 101, yani y>1
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¢ikar. Demek ki kiimedeki her noktada y > 1 > 0’dir ve bu bolgede zy > 1 kosulu z > 1/y kosuluna
denktir. y -+ 1/y fonksiyonu y > 0 iizerinde konveks oldugundan {(z,y) : y > 1,z > 1/y} kiimesi
konvekstir; kalan iki kisit da yar1 uzaydir ve kesisim konveks kalir.

(e) Konvekstir. ki kapali yar1 uzayin kesigimi, yani polihedral bir kiimedir. (Kiimenin bog olup
olmadig1 konveksligi etkilemez; bos kiitme de konvekstir.)

(f) Konvekstir. {a:2 +42 < 1} kiimesi, R3’te z ekseni yoniinde sonsuza uzanan dolu bir silindirdir ve
g(z,y, 2) = 2% + y? konveks fonksiyonunun bir seviye kiimesi oldugundan konvekstir; {z? + 2% <
1} i¢in de aynisi gegerlidir. Ikisinin kesisimi konvekstir.

Alistirma 13.18 (ici Bos ve Iici Bos Olmayan Konveks Kiimeler). Ici bos olan ve ici bos olmayan
konveks kiime 6rnekleri veriniz.

Coziim.
Ici bos olanlar. R? uzaymda bir dogru pargasi, 6rnegin

S={(t0):0<t<1},

konvekstir; ama S kiimesinin hicbir noktasinin S icinde kalan bir komsulugu yoktur, c¢iinkii her
B ((t,0),¢ ) yuvar ikinci bileseni sifirdan farkli noktalar igerir. Dolayisiyla int (S) = @’dur. Aymi
bicimde tek nokta kiimeleri, dogrular, hiperdiizlemler ve bos kiimenin kendisi de i¢i bos konveks
kiimelerdir.

I¢i bos olmayanlar. Acik ya da kapali bir yuvar, 6rnegin B(0,1) C R?, konvekstir ve ici acik birim
yuvardir. Bir yar1 uzay ve R™ uzayimnin kendisi de boyledir.

Ayrimin kaynagl boyuttur: bir konveks kiimenin icinin bos olmamasi igin gerek ve yeter kosul
dim(C) = n olmasidir. Boyut diistiigiinde int (C') bosalir, ama Tanim 7.2'teki géreli i¢ bos kalmaz —
yukaridaki S i¢in ri (S) = {(¢,0) : 0 < ¢ < 1}’dir.

13.5 Goreli ic ve Konveks Ortii

Alistirma 13.19 (Bir Dogru Parcasmin I¢i ve Goreli I¢i). A= {(z,y) eR?*:1 <z <2,y=0}
kiimesi i¢in int (A) ve ri (A) kiimelerini belirleyiniz.

Cozim.

A kiimesi, x ekseni iizerinde z = 1 ile x = 2 arasindaki kapali dogru parcasidur.

I¢.Bir (x,0) € Anoktasive herhangibire > 0 alalim. (z, 5 )noktas1 B ( (z,0),e ) komsulugundadir
ama ikinci bilegeni sifirdan farkli oldugundan A kiimesinde degildir. Demek ki hi¢bir nokta i¢ nokta
olamaz:

int (A) =@.

Goreli i¢. Once afin 6rtityii bulalim: A kiimesi = ekseni iizerinde iki farkli nokta icerdiginden onlarin
afin ortiisii biitiin eksendir, yani

aff (4) = {(z,0) : z € R}.

Tanim 7.2'te komsuluk bu dogru ile kesistirilir: B ( (2, 0),e ) N aff (A) kiimesi, z merkezli € yaricaph
acik araliktan ibarettir. Bu aralifin A i¢inde kalmasi i¢in 1 < x < 2 olmasi gerekir ve yeter — ug
noktalarda aralik disar1 tagar. Boylece

i (A) ={(z,0): 1<z <2}

bulunur. Kiime, diizlem i¢inde “ince” oldugu icin i¢i bostur; ama kendi dogrusu iizerinde bakildiginda
uclar1 disindaki her noktasi iceridedir.

Alistirma 13.20 (Goreli icin Ug Sorusu).

(a) A C R? konveks kiimesinin boyutu 2 ise ri (A) = int (A) olur; neden?
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(b) A, bir 1-simpleks olmak tizere ri (A;) nedir?
(c) AC Biseri (A) Cri (B) kapsamasi her zaman gecerli midir?

Coziim.
(a) dim(A) = 2 olmasi, A kiimesine paralel alt uzaym R? olmasi, yani aff (4) = R? demektir. Bu
durumda Tanim 7.2"teki

B(z,e) Naff (A) = B(z,e) NR? = B(z,¢)

olur ve goreli i¢ kosulu, Tanim 2.1°daki i¢ nokta kosuluyla harfi harfine ayn hale gelir. Dolayisiyla iki
kiime gakigir. Ayni gerekge R™’de dim(A) = n oldugunda da gecerlidir.

(b) Tanim 9.3 geregi 1-simpleks, afin bagimsiz iki nokta z; # x,’nin konveks ortisiidiir, yani onlar
birlestiren kapali dogru pargasidir. Alistirma 13.19'daki hesabin aynisi burada da yiirir: afin o6rtd, iki
noktadan gecen dogrudur ve goreli i¢, uglar1 atilmis a¢ik dogru parcasidir:

ti (A)) = {2y + AaZg i A, A9 > 0,0 + Ay =1}

Genel olarak bir k-simpleksin goreli i¢i, koselerinin konveks kombinasyonu yazilisindaki katsayilarin
hepsi kesin pozitif olan noktalardan olusur; katsayilardan biri sifirlandiginda bir yiize digiilir ve
nokta goreli sinira gecer.

(c) Hayzr, her zaman gecerli degildir. R? uzayinda

A={(1,0)}, B = B(0,1)

alahm; A C B gecerlidir. Tek nokta kiimesinin afin ortiisit kendisi oldugundan ri (A) = A =
{(1,0)} dir. Ote yandan dim(B) = 2 oldugundan (a) sikki geregi ri (B) = int (B), yani agik birim
yuvardir ve || (1,0) ||= 1 oldugundan (1,0) ¢ ri (B)’dir. Demek ki ri (A) € ri (B).

Kapsamanin bozulmasiin nedeni afin értiilerin farkli olmasidir: aff (A) tek nokta iken aff (B) =
R2"dir. aff (A) = aff (B) oldugunda kapsama gecerlidir. Buna karsilik kapanislar icin A C B = A C
B kapsamas hicbir ek kosul olmadan dogrudur; goreli i¢, kapanis kadar uysal davranmaz.

Alistirma 13.21 (Bir Hiperbol Kolunun Konveks Ortiileri). X = {(z,y) e R? :zy =1,z > 0,y >
0} olmak iizere asagidaki konveks ortiileri belirleyiniz.

(@ X; ={(0,0)} ise conv (X; UX) =?
(b) X, ={(0,0), (0,1)} ise conv (X, U X) =?
() X5 ={(0,y) : y € R} ise conv (X3 U X) =?

Coziim.

Kolaylik i¢in agik birinci bélgeyi Q = {(z,y) : > 0,y > 0} ile gosterelim.

Once conv (X). X, hiperboliin birinci bélgedeki kolu — bir egridir. H = {(z,y) € Q : xy > 1}
kiimesi konvekstir (bu, z > 0 tizerinde konveks olan 1/z fonksiyonunun grafikiistii kiimesidir) ve X’i
kapsar; ters yonde H kiimesinin her noktasi, egri tizerindeki iki noktay1 birlestiren bir kirigin tizerin-
dedir. Dolayisiyla conv (X) = H’dir.

(a) Konveks orti, (0, 0) noktasindan H kiimesinin noktalarina giden bitiin dogru parcalarinin birlegi-
midir:

conv (X;UX)={M:heH0<AL1}.

Bu kiimenin tam olarak @ U {(0,0)} oldugunu gérelim. Bir yandan Ah noktasinin bilesenleri A > 0
i¢cin pozitiftir, A = 0 icin nokta orijindir. Ote yandan herhangi bir (u,v) € Q verilsin ve ¢ := uv > 0
olsun. Eger ¢ > 1 ise nokta zaten H kiimesindedir. Eger ¢ < 1 ise A := /c € (0, 1) segilirse

1
h:= —(u,v) igin

c
=-=1
A c

)

>l
>

yani h € X C H ve (u,v) = Ah olur. Sonucta
conv (X; UX)={(z,y): >0,y >0}U{(0,0)}
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bulunur: acik birinci bolge ile orijinin birlesimi.

(b) X, kiimesi (0,0) noktasini da icerdiginden (a) sikkinda bulunan kiime bagtan iceridedir; geriye
yalnizca (0, 1) noktasinin eklenmesi kalur. (0, 0) ile (0, 1) arasindaki dogru pargas: y ekseni tizerindedir;
(0,t) bicimindeki bir nokta ile @ kiimesinden bir nokta arasindaki dogru pargasmnin ug¢ noktalar
disindaki her noktasinin birinci bileseni pozitiftir, yani () kiimesindedir. Béylece

conv (X, UX)=QU{(0,t):0<t <1}

kiimesinin konveks oldugu ve gereken biitiin noktalar1 igerdigi goriilir.
(c) Bu kez y ekseninin tamami eklenmistir. Herhangi bir (u,w) noktasi u > 0 kogulunu saglasin;
(0,2w — 1) € X5 ve (2u,1) € @ noktalar1 alinirsa

%(0, 2w—1) + %(2% 1) = (v, w)

olur. Demek ki > 0 olan her nokta konveks ortiidedir; y ekseninin kendisi de zaten X olarak
iceridedir. Ters yonde, X5 U X kiimesinin her noktasinin birinci bileseni negatif olmadigindan konveks
kombinasyonlarinda da negatif olamaz. Sonucta

conv (X3 U X) = {(z,y) e R? : z > 0},

yani kapali sag yar1 diizlem elde edilir.

Ug sik birlikte sunu gosteriyor: konveks 6rtii alma islemi, eklenen kiigiik bir kiimeye kars1 son derece
duyarhidir — tek bir noktanin eklenmesi egriyi koca bir bdlgeye, bir dogrunun eklenmesi ise yari
duzleme cevirmistir.

13.6 Koniler ve Dual Koniler

Alistirma 13.22 (Koniligi Koruyan Islemler). Asagidakileri gosteriniz.

(a) I herhangi bir indis kiimesi olmak tizere {q}ze ; bir koni ailesi ise ﬂie s C; de bir konidir.
(b) C; C R™ ve C, C R™ birer koni ise C; x C, de bir konidir.

(c) C C R™ bir koni ise C de bir konidir.

Cozim.

Uciinde de denetlenecek tek sey Tanim 11.1°deki kosuldur: A > 0 ve z kiimede iken Az de kiimede
olmali.

@ze ﬂie[ C;ve A > 0 olsun. Her ¢ € I igin z € C; ve C; koni oldugundan Az € C,’dir. Bu her 7 igin
gecerli oldugundan Az kesisimdedir.

(b) (z,y) € C; x Cy ve A > 0 olsun. Skalerle carpma bilegen bilesen yapildigindan A(z, y) = (Az, Ay)
olur; C; ve C, birer koni oldugundan Az € C; ve Ay € C,, yani A\(z,y) € C; x Cy’dir.

(¢) T € Cve A > 0 olsun. Elemanlar1 C kiimesinden olan ve z;, — T gercekleyen bir {x; } dizisi vardir.
C koni oldugundan her k icin Az, € C"dir; 6te yandan skalerle carpma stirekli oldugundan Az, — Az
olur. Elemanlar1 C' kiimesinden olan yakmsak bir dizinin limiti kapanista bulundugundan A% € C elde
edilir.

Ugiinde de konveksligin hi¢ kullanilmadigina dikkat ediniz; koni olma 6zelligi yalnizca skalerle carp-
mayla ilgilidir.

Alistirma 13.23 (Pozitif Homojen Fonksiyon Altinda Koniler). f:R"™ — R pozitif homojen bir
fonksiyon olsun.

(@) C C R” bir koni ise f(C) kiimesinin R’de bir koni oldugunu gosteriniz.
(b) D C R bir koni ise f~1(D) kiimesinin R™’de bir koni oldugunu gosteriniz.

Cozim.
Tanim 12.10 geregi her A > 0 ve her z icin f(Ax) = Af(z)’tir; bitin is bu esitligi dogru yénde
okumaktan ibarettir.

Acgik Matematik - acik-matematik.com 96 CC BY-NC-SA 4.0


https://acik-matematik.com
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.tr

13.6 Koniler ve Dual Koniler 97

(@)t € f(C) ve A > 0 olsun. t = f(z) gergekleyen bir z € C vardir. C koni oldugundan Az € C’dir
ve pozitif homojenlik ile

FO@) = M) = M

olur. Demek ki At € f(C')’dir.

(b) z € f~1(D), yani f(x) € D ve A > 0 olsun. Pozitif homojenlik ile f(Az) = Af(x)’tir; D bir koni
ve f(x) € D oldugundan \f(z) € D olur. Boylece f(Ax) € D, yani Az € f~1(D) gerceklenir.

Norm fonksiyonu pozitif homojen oldugundan (bkz. Tanim 12.10°i izleyen aciklama) bu iki sonug
dogrudan norma uygulanabilir; destek fonksiyonu S(-, A) i¢in de aynis1 gegerlidir.

Alistirma 13.24 (Negatif Yar1 Eksen). A = (—00,0) C R kiimesinin konveks bir koni oldugunu
gosteriniz.

Cozim.

Koni. z < 0 ve A > 0 ise Az < 0, yani Az € A’dir.

Konveks. z,y < 0ve 0 < A < 1olsun. dile 1 — X katsayilar1 negatif degil ve toplamlar1 1 oldugundan
en az biri pozitiftir; dolayisiyla

1-=XNz+Ay<0

gerceklenir ve nokta A kiimesindedir. (Ayn1 sonug, R’de konveks kiimelerin tam olarak araliklar oldugu
gozleminden de okunabilir.)

Ikisi birlikte A kiimesinin konveks bir koni oldugunu verir. Dikkat edilirse 0 ¢ A’dir; Tanum 11.1
yalnizca A > 0 istediginden bu bir ¢eliski yaratmaz — koniler orijini icermek zorunda degildir.

Alistirma 13.25 (Norm ile Tanimlanan Koniler). Asagidaki kiimelerin kapali konveks koni oldugunu
gosteriniz.

(@ K={(z,t) eR" xR:|| z | < t}
(b) K ={(z,y) eR?: | z | <2y}

Cozim.
Iki 1k da ayni iic adimdan gecer; (b), (a) sikkinin n = 1 halinin 6l¢eklenmisidir.
(a) Koni. (z,t) € K ve A > 0 olsun. Normun homojenligi ile

Az =Xz [|< At

oldugundan A\(z,t) = (Az, At) € K’dur.
Konveks. Teorem 11.1 geregi konik kombinasyonlar1 denetlemek yeter. (x,%,), (24,t5) € K ve
A1, Ay > 0 olsun; licgen esitsizligi ve homojenlik ile

| Arzq + Aoz [S A ([ 21 || +20 [ 22 IS Aty + Aoty

elde edilir; yani A; (1, ) + Aq(24,t5) € K dir. Koni ve konveks oldugundan K bir konveks konidir.
Kapali. g(z,t) :=|| z || —t fonksiyonu siireklidir (norm siireklidir, ¢tkarma da 6yle) ve K = {(z,t) :
g(z,t) < 0} dur. Siirekli bir fonksiyonun bu bi¢imdeki seviye kiimesi kapalidir: K kiimesinde yakinsak
bir dizi alinip esitsizlikte limite gegcilirse limit noktas: da kosulu saglar.

(b)| z [ < 2ykosulu| F | <y biciminde yazilabilir; yani (z,y) € K < ( 3,y ) noktas (a) sikkindaki
n = 1 konisindedir. Ayni ii¢ adim harfi harfine tekrarlanir:

« A>0icin| Az | =X |z | < 2)\y;
© A Ay > 0icin [ Aymy + Aoy | <Ay [ @y [+ Ay | 3y | S2(A 101 + Agtn);
« (z,y) & | ¢ | — 2y siirekli oldugundan kiime kapalidir.

Geometrik olarak (b), tepesi orijinde olan ve y ekseni etrafinda simetrik duran bir agidir; (a) ise onun
R"™*! boyutlu hali — literatiirde dondurma kiilah1 konisi diye anilan yapidir.
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Alistirma 13.26 (Konveks Kiimenin Konik Ortiisii). X C R™ konveks bir kiime ise cone (X)
kiimesinin konveks bir koni oldugunu gésteriniz.

Cozim.

Tanim 11.3 geregi cone (X) = {Az: A >0,z € X }'tir.

Koni. u = ax € cone (X) (@ >0,z € X) ve u > 0 olsun. pu = (pa)z ve pa > 0 oldugundan pu €
cone (X)'tir.

Konveks. Teorem 11.1 uyarinca konik kombinasyonlar1 denetleyelim. v = az, v = By (o, 8 > 0;
z,y € X) ve A\{, Ay > 0 olsun. Toplamin katsayilarim

ile toplayalim.

« s=0ise \ya =X, =0, dolayisiylacc = f =0ve \ju+ Ayv =0=0-z € cone (X)’tir.
+ 5> 0 ise toplam s parantezine alinir:

A A
/\lu—|—/\21}=>\1aaj+/\2ﬂy=s(%m—{—%ﬂy).

Parantez icindeki katsayilar negatif degildir ve toplamlar1 1’dir; yani parantez, z ile y noktalarimin bir
konveks kombinasyonudur. X konveks oldugundan bu nokta X kiimesindedir ve s > 0 oldugundan s
kat1 da cone (X) kiimesindedir.

Boylece cone (X) konveks bir konidir. X kiimesinin konveks olmasi sarttir: ornegin X =
{(1,0),(0,1)} i¢cin cone (X) iki 1s1mun birlesimidir ve konveks degildir.

Alistirma 13.27 (iki Koninin Toplami). @ # K, K, C R" iki koni ise K; + K, C conv (K; U K,)
kapsamasinin gegcerli oldugunu gosteriniz.

Coziim.

Puf noktasi, bir toplami konveks kombinasyona ¢evirmek igin katsayilarin toplaminin 1 olmas: gerek-
tigidir; koni olma 6zelligi de bunu tcretsiz saglar.

z, € K, ve x5 € K, olsun. K, ve K, birer koni ve 2 > 0 oldugundan

2, € K, CK UK, 2z,€K,CK UK,

gecerlidir. Simdi toplamu bu iki noktanin konveks kombinasyonu olarak yazalim:
1 1
T+ Ty = 5(2931) + 5(2552)-

Katsayilar negatif degildir ve toplamlar1 1'dir; yani sag taraf K; U K, kiimesinin iki elemaninin
konveks kombinasyonudur. Teorem 8.2 geregi conv (K; U K,) kiimesi bu tiir biitiin kombinasyonlari
icerdiginden z; + x4 € conv (K; U K,) elde edilir.

Kapsama genel olarak esitlik degildir, ama koniler i¢in ¢ogu zaman Oyle olur: 6rnegin K; ile K,
orijinden ¢ikan iki 151n ise her iki taraf da onlarin gerdigi acidur.

Alistirma 13.28 (iki Dual Koni Hesab1).
(@ K; =(—00,0) C Rve K, = (0,+00) C R konveks konileri i¢in (K; + K,)* dual konisini belirle-
yiniz.
(b) {0} C R™ tek nokta konisinin dual konisini bulunuz.
Cozim.

(a) Once toplam1 hesaplayalim. Herhangi bir ¢ € R verildiginde, yeterince bityiik bir s > Oigint — s <
0 olur ve
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yazilir. Demek ki K; + K, = R’dir. $imdi Tanim 11.4 uygulanur:
R*={yeR:zy >0,Vz € R}

y > 0 olsaydr x = —1 i¢in ¢arpim negatif olurdu; y < 0 olsaydi = 1 i¢in negatif olurdu. Geriye
yalnizca y = 0 kalir ve bu deger kosulu saglar. Béylece

(K; + Ky)* = {0}.

(b) K = {0} icin tek denetlenecek esitsizlik (0,z*) > 0, yani 0 > 0’dwr; bu her z* i¢in dogrudur.
Dolayisiyla

{0} = R",

Iki ik birlikte, dual almanin ne kadar “ters cevirici” bir iglem oldugunu gésterir: koni bityiidiik¢e duali
kii¢iiliir. En bilyiik koni olan R™’in duali en kiigiik koni {0}, en kiiciik koni {0}’1n duali ise R™’dir.

Alistirma 13.29 (Bir Koni Kendi Dualini Kapsar m1?). K = {(z,y) € R? : > 0,y > 0} konisi i¢in
K* C K kapsamasi gecerli midir?

Cozim.
Hayir, gegerli degildir. Once duali hesaplayalim:

K* ={(a,b) e R? : az + by > 0, Vz,y > 0}.

Eger a < 0 olsaydi, y’yi sabit tutup z’i bityiiterek ax + by ifadesini negatif yapabilirdik; aynis1 b < 0
icin de gecerlidir. Demek ki @ > 0 ve b > 0 olmalidir. Tersine a,b > 0 ve z,y > 0 ise toplam negatif
olamaz. Boylece

K*={(a,b) :a >0,b > 0},

yani kapali birinci bolge elde edilir.

Simdi kapsamay1 sinayalim: (0,0) € K*’dir, oysa K kiimesi z > 0 istediginden (0,0) ¢ K’dir. Aym
bicimde (1,0) € K* \ K’dir. Dolayisiyla K* € K’dur.

Bunun sasirtict olmamasi gerekir. Hangi koniden iretilirse iretilsin dual koni daima 0 noktasini
icerir, c¢iinki her z i¢in (x,0) = 0 > 0’dur; oysa K acik oldugundan orijini i¢ermez. Bu tek gdzlem,
actk bir koninin dualini kapsamasini bastan olanaksiz kilar.

Daha derli toplu bir okuma da miimkiindiir: Lemma 11.2 geregi K* = (K)*’tir ve K negatif olmayan
orthant oldugundan Ornek 11.2 ile

K = (R)r =K

bulunur. Yani dual, K kiimesinin kendisini degil kapanisini geri verir; kapsama ancak K kapali olsayd1
— o zaman da esitlik olarak — dogru olurdu.

13.7 Ayrilabilme

Alistirma 13.30 (Ayrilabilme ve Kesin Ayrilabilme).

(a) Ruzaymda M = [2,5)ile T = { 3 } kiimeleri ayrilabilir midir?

(b) Alistirma 13.5'ndeki A ve B kiimeleri ayrilabilir midir? Kesin ayrilabilir midir?
Coziim.

(a) Evet, iistelik kesin ayrilabilirler. iki kiime de konvekstir (R’de araliklar) ve g ¢ [2,5) oldugun-
dan ayriktirlar. Tanim 10.3'daki esitsizligi @ = 1 ile kuralim: her ¢t € T" ve her m € M ic¢in

(a,ty ==<b<2<m=(a,m)

O w
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olacak bir b arryoruz. b = I secimi isi gériir; ayiran hiperdiizlem H = {zeR:z= z }. yani tek bir
noktadir (R’de hiperdiizlemler noktalardir).

Ayirma kesindir: ¢ = }1 alinirsahert € T'icint < b —¢y = % veherm € M icinm >2>0b gfﬁek-
lenir. Bunu Teorem 10.6’dan da okuyabilirdik: T" tek noktali oldugundan kompakt ve konvekstir, M =
[2, 5] kapal1 ve konvekstir, kesisimleri bogtur.

(b) Ayrilabilirler ama kesin ayrilamazlar. A kiimesinin bitiin noktalarinda z > 0, B kiimesinin

biitiin noktalarinda z < 0’dir. @ = (1,0) ve b = 0 aliursa her (z,y) € B i¢in
(a,(z,y)) =2 <0=0, her (z,y) € A i¢in {a,(z,y))=2>0=10

olur; yani y ekseni B ile A kiimelerini ayirir. (Ikisi de konveks ve Alistirma 13.5'nde gériildiigii gibi
kapalidir, ayrica ayriktirlar; ayrilabilirlik zaten Teorem 10.5 tarafindan garanti edilmisti.)

Ayirma kesin degildir ve olamaz da. ( 1,k ) € Aile (— Tk ) € B noktalar: arasindaki uzaklik 2
0’dur; iki kiime arasindaki uzaklik sifir oldugundan aralarina pozitif genislikte bir bosluk sigmaz. Tanim
10.4’daki £, > 0 hi¢bir a ve b i¢in bulunamaz.

Eksik olan kosul kompaktliktir: Teorem 10.6 kiimelerden birinin kompakt olmasini ister, oysa A ile B
yalnizca kapalidir. Bu, Teorem 10.6'y1 izleyen uyaridaki kars: 6rnegin bir baska yiiziidir.

13.8 Konveks Fonksiyonlar

Alistirma 13.31 (D6rt Temel Tanim). Asagidaki kavramlarin R™ uzayindaki tanimlarini yazimz.

(a) f:R"™ — R fonksiyonunun konveks olmast.
(b
(c
(d) @ #+ K C R™ konisinin K* dual konisi.

f : R™ — R fonksiyonunun , noktasindaki d yoniindeki yonlii tiirevi.
h : R™ — R fonksiyonunun grafikiistii kiimesi.

)
)
)
)

Coziim.
(a) Grafikiistii kiimesi konveks olan fonksiyonlara konveks fonksiyon denir (Tanim 11.6): f konvekstir
< epi (f) € R™*! konveks bir kiimedir. Teorem 11.2 geregi bu, her x;, 2z, € R" ve 0 < X < 1 icin

f( Az + (1= Nzy ) S Af(zy) + (1= A)f(zy)

kiris esitsizligine denktir; cogu kaynak ikincisini dogrudan tanim olarak alir.
(b) Tanum 12.5 geregi d € R™ olmak tizere

f(@o + Ad) — f(x0)
A

f(@g;d) = lﬁg

limitidir. Limitin yalmizca A | 0, yani sagdan alindigina dikkat ediniz; konveks fonksiyonlarda bu limit
her yonde vardir, oysa iki tarafli tiirev var olmayabilir.
(c) Tanim 11.5 geregi

epi (h) ={(z,a) e R" xR: h(z) < a},

yani grafigin tistiinde kalan bolgedir.
(d) Tanim 11.4 geregi

K*={z*eR": (z,2*) > 0,Vz € K},

yani K konisinin biitiin elemanlariyla dar a¢1 yapan vektorlerin kiimesidir.

Aligtirma 13.32 (Afin Fonksiyon: Hem Konveks Hem Konkav). a € R™, b € R olmak tizere f :
R™ — R fonksiyonu f(z) = (a,z) + b seklinde tanimlansin. f fonksiyonunun hem konveks hem konkav
oldugunu gosteriniz ve seviye kiimelerini belirleyiniz.

Cozim.
Konvekslik ve konkavlik. z;, 7, € R" ve 0 < X < 1 olsun. I¢ carpimin lineerligi ile
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13.8 Konveks Fonksiyonlar 101

f (Azy + (1= XN)zy ) =chevron.la, Az; + (1 — A)zychevron.rt b = Aa, z1) + (1 — A)(a, z5) + Ab + (1 — A)b
=b

= Af(z1) + (1 = A)f(zs)

elde edilir. Kiris esitsizligi esitlikle saglandigindan f konvekstir; ayni esitlik —f icin de gecerli
oldugundan Tanim 11.6 geregi f konkavdir da. Geometrik okunusu sudur: kirig grafigin iistiinde de
altinda da kalmaz, grafige tam olarak oturur.

Seviye kiimeleri. o € R icin

Li(a) ={z:{a,z) +b<a}={r:(a,z) <a—b}

olur. a # 0 ise bu, normali a olan bir kapal1 yar1 uzaydir; a = 0 ise b < « olup olmamasina gore ya
R"™ ya da @’dur. Her halde konvekstir — Lemma 12.2 bunu zaten garanti eder.

Son bir not: tersi de dogrudur. R™ tizerinde hem konveks hem konkav olan reel degerli bir fonksiyon,
mutlaka bu bicimdedir; yani afin fonksiyonlar, kiris esitsizligini iki yonde birden saglayan tek ailedir.

Aligtirma 13.33 (Maksimum Egitsizliginden Seviye Kiimelerine). & #+ A C R"™ konveks bir kiime
tizerinde tanumlanmis bir f : A — R fonksiyonu

Vz,y€ A ve VA€ [0,1] i¢in f (Az+ (1—A)y ) <max{f(z), f(y)}

esitsizligini saglasin. Bu durumda herhangi sabit bir o € Ri¢in L, = {x € A : f(z) < a} seviye kiime-
sinin konveks oldugunu gésteriniz.

Cozim.
x,y € L, ve A € [0, 1] olsun. Tanim geregi f(z) < o ve f(y) < a’dir; iki sayimin maksimumu da bu
ortak {ist sinir1 agamayacagindan

max{f(z), f(y)} < &

olur. Hipotezdeki esitsizlik ile
f(Az+(1=Ny)<max{f(z), f(y)} <o

elde edilir. Ayrica A konveks oldugundan Az + (1 — \)y € A’dwr. Ikisi birlikte Az + (1 — \)y € L,
demektir; yani L, konvekstir.

Buradaki kosul, konveksligin bir adim zayiflatilmig halidir: kiris esitsizliginde sag taraftaki agirlikl
ortalama yerine maksimum yazilmistir ve ortalama daima maksimumdan kiiciik ya da ona esit
oldugundan her konveks fonksiyon bu kosulu saglar. Elde edilen sonug ise tam olarak Tanim 12.4"teki
ozelliktir; kisacas1 bu kosul, kuazikonveksligin bir bagka yazilisidir. Tersinin dogru olmadigini 23 6rnegi
gosterir.

Aligstirma 13.34 (Artan Konveks Fonksiyonla Bileske).

(@) f:R™ — R konveks bir fonksiyon ve T : R — R konveks ve artan bir fonksiyon olsun. h(z) =
T ( f(z) ) bileske fonksiyonunun konveks oldugunu gésteriniz.

P
(b) p > 1 olmak tizere f(x) =| z || fonksiyonunun R iizerinde konveks oldugunu gésteriniz.

Cozim.
(@) z,y € R*ve0 < X < 1olsun. Iki adimda ilerleyecegiz; birincisinde T" fonksiyonunun artan olmasi,
ikincisinde konveks olmasi kullanilacak.

f konveks oldugundan
f(Az+(1=Ny)<Af(z) + (1= A)f(y)

gecerlidir. T artan oldugundan bu esitsizligin iki tarafina uygulanabilir ve y6n korunur — ispatin bu
adiminda T fonksiyonundan istenen tek sey azalmamasidir, kesin artan olmasi gerekmez:
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h()\x+(1—)\)y)=T(f()\x+(1—/\)y))gT(Af(a:)+(1—/\)f(y)).

Simdi T konveks oldugundan, sag taraftaki argiimanin f(z) ile f(y) sayilarinin konveks kombinasyonu
oldugu kullanilir:

T (AMf(z)+ (1 =Nf(y) ) <AT (f(x) )+ @ =XT (f(y) ) = Ah(z) + (1 = Ah(y).

Iki esitsizlik birlestirilirse h igin kiris esitsizligi elde edilir.

T fonksiyonunun artan olmasi vazgecilmezdir: f(x) = x? konveks, T'(t) = —t konveks (afin) ama
azalandir ve T(f(z)) = —a2 konveks degildir.

(b) g(z) =|| = || fonksiyonu Ornek 11.3 geregi konvekstir ve degerleri [0, +o00) araligindadir. Dis
fonksiyon olarak

T'(t) = (max{t,0})”

p
alalim; bu fonksiyon ¢ > 0 tizerinde t? ile ¢akistigindan T'(g(x)) =|| = || olur. T fonksiyonu artandir
(t bityiidiike azalmaz) ve konvekstir: ¢ < 0 icin sabit sifir, ¢ > 0 icin tiirevi ptP~* > 0 olup p > 1
nedeniyle azalmayandir; tiirevin R ﬁzerind% azalmamasi konvekslige denktir.

Boylece (a) sikki uygulanir ve f(x) = || z | konveks ¢ikar. p = 1 durumunda sonug zaten normun

konveksligidir; p = 2 durumunda || z |= (z, z) elde edilir ve bu, Hessian1 21 olan kesin konveks bir
kuadratik formdur.

Alistirma 13.35 (Konveks Iki Fonksiyonun Carpimi). f, g : R"™ — R fonksiyonlar: konveks ise (f -
g) carpim fonksiyonu da konveks midir?

Cozim.
Hayir. Iddia genel olarak yanlistir ve bir ters drnek yeter. R iizerinde

fl@) ==z, g(z)=—2
alalim. ikisi de afin oldugundan Alistirma 13.32 geregi konvekstir (hatta konkavdir). Carpimlari ise
(f-9)(z) = —2?
olup (f - g)”(x) = —2 < 0’dur; tek degigkenli 6lgiit geregi bu fonksiyon konveks degildir. Dogrudan

da goriilebilir: —1 ile 1 noktalarinin orta noktasi 0 i¢in

(f-)(0) =0 oysa L(f-g)(~1)+ (- g)(1) =1

oldugundan kirig grafigin altinda kalir.

Ters ornegin kaynagi, carpanlardan birinin negatif degerler almasidir. Nitekim tek degiskende ek
kosullar altinda iddia dogru olur: bir aralik iizerinde f ile g negatif olmayan, konveks ve ayni yonde
tekdiize (ikisi de azalmayan ya da ikisi de artmayan) fonksiyonlarsa ¢carpimlar1 konvekstir. Yukaridaki
ornekte g azalan, f artandir — kosul tam olarak burada bozulur.

Alistirma 13.36 (iki Tek Degiskenli Aile). Asagidaki fonksiyonlarin R {izerinde konveksliklerini
inceleyiniz.

@ f(z)=e"", —oo<z<400, —00<a<+oo.
(b) 1 < p < 400 olmak iizere

P, x>0
fle) = {+oo,:c <0.

Coziim.
(a) Fonksiyon her « i¢in iki kez tiirevlenebilirdir:
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f'@) =ae=,  f'(x) = e,

Ustel fonksiyon her zaman pozitif ve a? > 0 oldugundan her = € R i¢in f”(z) > 0’dir; dolayisiyla f
her « degeri i¢in konvekstir. « # 0 ise f” > 0 oldugundan kesin konvekstir; & = 0 durumunda f =
1 sabit fonksiyonu elde edilir ve o da konvekstir ama kesin konveks degildir.

(b) Burada fonksiyon genisletilmis reel degerlidir; dom (f) = [0, +00)’dur. Iki sey denetlenmeli.
Tanim kiimesi tizerinde. x > 0 i¢in

(@) =pzP™t,  f(z)=p(p—1)zP2 >0

olur, ¢iinkii p > 1 ve z > 0’dir. Demek ki f fonksiyonu [0, +00) tizerinde konvekstir.

Tanim kiimesinin disinda. Kiris esitsizliginde z; ya da x5 noktalarindan biri negatifse sag taraf +oo olur
ve esitsizlik kendiliginden saglanir. Ikisi de negatif degilse ara nokta da negatif degildir ve yukaridaki
hesap gecerlidir.

Boylece f genisletilmis reel degerli konveks bir fonksiyondur; ayrica f(0) = 0 < 400 ve hi¢bir yerde
—o0o degeri almadigindan Tarnum 11.7 anlaminda hastir. Grafikiistii kiimesi epi (f) = {(z,a) : >
0, & > P} olup konvekstir.

Bu fonksiyon, +0o degerine izin vermenin ne ise yaradiginin kii¢iik bir érnegidir: “x > 0” kisit1 ayrica
yazilmak yerine fonksiyonun icine gomiilmiistiir.

Alistirma 13.37 (Konkav mudur?).  f(z) = —sup{—Inz, —/z} fonksiyonu R* kiimesi iizerinde
konkav muidir?

Cozim.
Evet, konkavdir. {si supremum teoremine havale edelim.
Once igerideki iki fonksiyonun konveks oldugunu gérelim. z > 0 {izerinde

d? 1 d?
= >0 s

(—\/E):A—ix’3/2>0

oldugundan — In x ile —+/z fonksiyonlarinin ikisi de R* iizerinde (kesin) konvekstir.
Teorem 11.3 geregi konveks fonksiyonlarin supremumu konvekstir; dolayisiyla

g(z) = sup{—ln:v, —\/5} = max{—lnx, —\/E}

fonksiyonu R {izerinde konvekstir. f = —g oldugundan Tanim 11.6'un ikinci yarisi uyarinca f
konkavdir.
Ifade sadelestirilirse ayn1 sonug bir kez daha goriiliir:

flz) = —max{—lnx, —\/5} = min{lnm, \/E},

yani f, iki konkav fonksiyonun noktasal minimumudur. Bu da aymi kapiya cikar: Teorem 11.3'in
ardindan belirtildigi gibi

inf{f;} = —sup{—f;}

esitligi nedeniyle infimum iglemi konkavlig1 korur. Hangi yoldan gidilirse gidilsin sonu¢ aynidir —
zaten iki yol da tek bir teoremin isaret degistirmis halleridir.

Aligtirma 13.38 (Uzaklik Fonksiyonu Konvekstir). @& # A C R™ konveks bir kiime olmak tizere, =
noktasinin A kiimesine uzakligini veren

p(Az) = inf |z —all

fonksiyonunun R" tizerinde konveks oldugunu gosteriniz.

Cozim.
xq,Ty € R", 0 < A < 1 ve herhangi bir € > 0 verilsin. Infimum tanimi geregi
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[ 2y —ay [|I< p(A,z,) + ¢, | z2 —ay [|< p(A,z5) + €
gercekleyen a,, a; € A noktalar: vardir. A konveks oldugundan
a:=MXa; +(1—XNay, € A

gecerlidir. Bu a noktasi, p gA, Azy + (1 — Az, ) infimumunun adaylarindan biridir; infimum biitiin
adaylardan kii¢iik ya da onlara esit oldugundan

p (AjAzy + (1 —N)zy ) <parallelA\z; + (1 — M)z, — aparallel=parallel\(z; —a;) + (1 — A)(z; — az)parallel
yazihir. Ucgen esitsizligi ve normun homojenligi ile sag taraf
SAzy—ay [+A=A) [ 22 —ay [| SAp(A 2y) + (1= A)p(A, z5) €

olarak siirlanir. Buradaki € > 0 herhangi oldugundan ¢ — 07 igin istenen kiris esitsizligi elde edilir.
Ispatta & kullanilmasinin nedeni, infimumun bir noktada alinmak zorunda olmamasidir: A kapali
degilse en yakin nokta var olmayabilir ve || z; — a; || degerini tam olarak p(A,z;) yapan bir a;
bulunamaz. A kapali oldugunda Teorem 10.2 geregi bu noktalar vardir ve €’a hi¢ gerek kalmaz.

A kiimesinin konveks olmasi vazgecilmezdir: A = {—1,1} C Ri¢in p(4,2) = | |z [—1 | olup z =
0 noktasinda kiris grafigin altina diser.

13.9 Hessian ile Konvekslik Denetimi

Alistirma 13.39 (U¢ Kuadratik Form). Asagidaki fonksiyonlarin konveksligini inceleyiniz.

@ f(z,y)=2?+y* +z+y Rde

(b) f(x,y,2) =322 + 622+ y* —4dyz + 822, R3’te.

(©) flx,y,2) =22+ 2zy + 42z + 3y? + yz + 722, R3te.
Cozim.
Uciinde de fonksiyon ikinci dereceden oldugundan Hessian sabittir; tek bir matris hesab: biitiin
noktalar icin yeter. Uciinde de éncii esas minérler pozitif gikacagindan Lemma 12.1 (Sylvester kriteri)

yolu izlenir ve sonu¢ kesin konveks olur.
(a) Birinci mertebeden tiirevler f, = 2z + 1 ve f, = 2y + 1 oldugundan

H:(g g) A =250, A,—4>0.

Hessian pozitif tanimlidir; Teorem 12.1 geregi f fonksiyonu R? iizerinde kesin konvekstir. Dogrusal
terimler (x + y) Hessian’a hi¢ girmez — afin bir ek, konveksligi degistirmez.
(b) Birinci mertebeden tiirevler

fo =6z + 62, fy =2y —4z, f, =6z —4y + 162

oldugundan ikinci mertebeden tirevler f,, =6, f,, =0, f,, =6, f,, =2, f,, =—4,f,, =16 ve

6 0 6
H=1]0 2 —4
6 —4 16
bulunur. Oncii esas minérler:
60
A, =6>0, A2:’02‘:12>0,

Ay =det H=6(2-16—16) — 0+ 6(0 — 12) = 96 — 72 = 24 > 0.

Ugii de pozitif oldugundan H pozitif tanimlidir ve f fonksiyonu R3 iizerinde kesin konvekstir.
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(c) Birinci mertebeden tiirevler

fo=22+2y+4z, f,=22+6y+z  f,=4dz+y+14z

oldugundan

I
=N N
= O N
LN

elde edilir. Oncii esas mindrler:
A, =2>0, A, =12—-4=8>0,
A; =2(84—-1)—2(28—4)+4(2—24) =166 — 48 — 88 = 30 > 0.

Yine pozitif tanimlidir; f kesin konvekstir.

Alistirma 13.40 (Konveks mi, Kesin Konveks mi, Konveks Degil mi?). f(z,y,2) = (z —y)% +
222 fonksiyonunun R3’teki konveksligini inceleyip sonucu bu ii¢ ifadeden biriyle belirtiniz.

Cozim.
Acarsak f(z,y,z) = 22 — 22y + y? + 222 olur. Birinci mertebeden tiirevler

oldugundan
2 =20
H=|-2 20
0 0 4

bulunur; Hessian yine sabittir.
Once Sylvester’s deneyelim. Oncii esas minorler

2 =2

A =2>0, AQZ‘_Q 9

‘:4-4:0, Ay=detH=4-0=0

bicimindedir. A, ile A pozitif olmadigindan Lemma 12.1 uygulanmaz: matris pozitif taniml degildir,
dolayisiyla bu yoldan kesin konvekslik ¢ikmaz.

Simdi konvekslige bakalim. Bunun i¢in tablonun ikinci satirindayiz: biitiin esas minérler denetlen-
meli, 6ncii olanlar yetmez. 3 X 3 bir matriste 23 — 1 = 7 tane esas minér vardir:

+ birinci mertebeden (kdsegen elemanlar1): 2, 2, 4 — hepsi > 0;

« ikinci mertebeden: {1, 2} se¢imi 4 — 4 = 0; {1, 3} se¢imi 2 - 4 = 8; {2, 3} secimi 2 - 4 = 8 — hepsi
2 0;

« Ucluncii mertebeden: det H = 0 > 0.

Yedisi de negatif olmadigindan H pozitif yari-tanimlidir ve Teorem 12.1 geregi f fonksiyonu R3
tizerinde konvekstir.

Kesin konveks degildir. Bunu ayrica gostermek gerekir, ¢iinkii Hessian kriterinin yalnizca “pozitif
tanimli = kesin konveks” yonii vardir. d = (1,1, 0) yoniini alalim:

ft,t,0)=(t—1t)2+0=0

oldugundan f fonksiyonu bu dogru boyunca sabittir. Sabit bir fonksiyon tizerinde kiris grafige tam
oturur, yani kesin esitsizlik bozulur. Ayni sey (d, Hd) = 0 hesabindan da okunur.

Sonug: f konvekstir, kesin konveks degildir. Bu problem, éncii esas minorlerle biitiin esas minorler
arasmdaki ayrimin neden 6nemli oldugunun tam 6rnegidir: 6ncii minérlere bakip “A, = 0, demek ki
konveks degil” demek yanlig olurdu.
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Alistirma 13.41 (Bir Kesirli Fonksiyon). f(z,y) = %2 fonksiyonunun R x R* kiimesi iizerindeki
konveksligini inceleyiniz.

Coziim.

Tamm kiimesi C = {(z,y) : y > 0} acik ve konveks bir kiimedir; Teorem 12.1 tam olarak boyle
kiimelerde uygulanur.

Birinci mertebeden tiirevler

ve

bulunur. Bu kez Hessian sabit degildir, ama isareti her noktada aym ¢ikacaktir.
Biitiin esas mindrleri yazalim (n = 2 i¢in g tane vardir):

2 222 2 222 42?42 422

—>0, —320, detH:——3——4=—4——:O

Y Y vy vy Y Y
y > 0 oldugundan ii¢ii de negatif degildir; dolayisiyla H (z, y) her noktada pozitif yari-tanimlidir ve f
fonksiyonu R x R* iizerinde konvekstir.
Determinantin her noktada sifir olmasi, fonksiyonun kesin konveks olmadigini sezdirir; nitekim ¢ >
0 i¢in

t2x? z?

f(tz, ty) = o ”

oldugundan f pozitif homojendir (Tanim 12.10) ve orijinden ¢ikan her 151 boyunca dogrusaldir. Bir
dogru parcas: tizerinde dogrusallagsan fonksiyon kesin konveks olamaz.

Alistirma 13.42 (Ustellerin Toplaminin Logaritmasi). f(z,y) = ln( e’ +e¥ ) fonksiyonunun
R2°deki konveksligini inceleyiniz.

Cozim.
Kisaltma i¢in S := e® 4 e¥ > 0 yazalim. Birinci mertebeden tiirevler

T Y

e (&
fw_§7 fy_g

olur. Ikinci mertebeden tiirevler bélme kuraliyla hesaplanir:

eSS —e* . e eTe¥ e
fmm_ S2 - S2 ’ fyy—_

Ortak ¢arpan disar1 alinirsa
eery 1 _1
H(fﬂy)—F(I 1)

elde edilir; buradaki ¢ := e**¥/S? say1s1 her noktada pozitiftir.
Esas minorler: kdsegen elemanlari ¢ > 0 ve ¢ > 0; determinant ise
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det H=1c2?(1-1—(—1)(=1)) = 0.

Ucii de negatif olmadigindan H her noktada pozitif yari-tanimlidir ve f fonksiyonu R? iizerinde
konvekstir.

Kesin konveks degildir: d = (1, 1) yoniinde (d, Hd) = ¢(1 — 1 — 1+ 1) = 0’dwr. Nitekim f(z + ¢,y +
t) = f(z,y) + t oldugundan fonksiyon késegen dogrultusunda tam olarak dogrusaldir.

Alistirma 13.43 (Konveksligi Bozan Bir Carpim). f(z,y) = ze¥ + ye® fonksiyonunun R?’deki
konveksligini inceleyiniz.

Coziim.
Birinci mertebeden turevler

fx:ey+yem7 fy:xey+el‘
oldugundan
fmw=y6m7 fxyzey+em) fyyzmey

ve

ye®* e +eY
H(CL‘, y) = (em + ey xey

bulunur. Tek bir noktada kosulun bozulmasi, fonksiyonun konveks olmamasi i¢in yeter. Orijini alalim:

H(0,0) = (g g) det H(0,0) = —4 < 0.

Determinant bir esas minérdiir ve negatiftir; dolayisiyla H (0, 0) pozitif yari-tanimh degildir ve Teorem
12.1 geregi f fonksiyonu R? iizerinde konveks degildir.
Ayni sonug bir dogru tizerinde de goriilebilir: g(¢) := f(t,t) = 2te’ fonksiyonunun ikinci tiirevi

g (t) = 26 (t +2)

olup ¢t < —2 ic¢in negatiftir. Konveks bir fonksiyon her dogru tizerinde konveks olmak zorunda oldu-
gundan (bolimin agilisindaki kesit fikri) bu tek basina iddiay1 ¢iiritir.

Not: f fonksiyonu eksenler iizerinde dogrusaldir — f(z,0) = z ve f(0,y) = y — yani “kétii davrang”
ancak eksenlerin digina ¢ikildiginda goriiniir. Konveksligi tek bir dogru tizerinde denetlemenin yeterli
olmadigini gosteren iyi bir drnektir.

Alistirma 13.44 (Konveksligin Bélgeye Bagh Olmasi). f(z,y) = 2% — 2zy + 3y — 3y fonksiyo-
nunun R?’deki konveksligini inceleyiniz.

Coziim.
Birinci mertebeden turevler

fo=22-2y, f,=-220+y*—3

oldugundan ikinci mertebeden tiirevler f,, = 2, f,, = =2, f,, = 2y ve

O

bulunur. Bu kez Hessian y degiskenine baglidir; sonug da bolgeye baglh ¢ikacaktir.
Esas minorler 2, 2y ve det H = 4y — 4’tiir. Hepsinin negatif olmamast i¢in

2 >0 (daima), 20 >0« y >0, dy—4>0&y>1
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kosullar1 gerekir; ti¢ii birlikte y > 1 verir.

+ y > 1 olan agik yar1 diizlemde A; =2 > 0 ve A, = 4y — 4 > 0 oldugundan Hessian pozitif tanim-
lidir: f orada kesin konvekstir. Siireklilikle {(z, y) : y > 1} kapali yar1 diizleminde de konvekstir.
+ y < 1 olan noktalarda det H = 4y — 4 < 0 oldugundan Hessian pozitif yari-tanimli degildir.

Dolayisiyla f fonksiyonu R?’nin tamaminda konveks degildir; konveks oldugu en biiyiik bolge y >
1 yar1 diizlemidir. Konveksligi bozan terim %y”q’ tur: tek degiskenli karsiliginin ikinci tirevi 2y olup y <
0 bolgesinde negatiftir, capraz terim —2xy ise esigi y = 0’dan y = 1’e tagimustir.

Buradaki ders sudur: “bu fonksiyon konveks midir?” sorusunun cevabi ¢ogu zaman hangi kiime
uizerinde diye sorulmadan verilemez.

Yonlii Tiirev ve Subdiferansiyel

Alistirma 13.45 (Subdiferansiyel, Tek Yanli Tiirevler Arasindaki Araliktir). f: R — R konveks
bir fonksiyon ve x, € R olsun.

0f (wo) = [ f~ (), f1 (o) |
esitligini gosteriniz; burada f ve f/ sirasiyla soldan ve sagdan tiirevleri gostermektedir.

Coziim.
Once konveks fonksiyonlarin temel gozlemini yazalim: 7, < x, < z, icin ii¢ kiris esitsizligi

f(zo) — f(=1) < f(zg) — f(zq) < f(zg) — f(zo)

Ty — T, Ty — T, Ty — T

gecerlidir. Bu, z, = Az, + (1 — ANz, yazip (A = 2220

To—T
f@)=f(zo) £y bé')h'ir?n'i, 1:r degiskeninin azalmayan bir fonksiyonudur.

) kiris esitsizligini diizenlemekten ibarettir.
Sonucu soyle okuyabiliriz: x >

Dolayistyla o
fi(ilf ) = sup f( ) : f(fL'O)7 f/ (iC ) — inf f(l') : f(IL‘O)
<z T — Iy >z x—

limitleri vardir ve f’ (z4) < f () dir.
Simdi Tanim 12.6'i agalim. Bir z* € R sayis1 igin

z* € 0f(zy) & Vx € R icin f(z) — f(zg) = z*(x — z;).
U¢ durumu ayr1 ayri inceleyelim.

s T = x icin esitsizlik 0 > O olur ve her z* bunu saglar.
s T >z, icin x — x5 > 0 ile boliiniir ve yon korunur:

f(z) = f(=o)

T — Ty

> x*.

Bu, sag taraftaki biitiin fark béliimlerinin z* sayisini agmasi demektir; infimum alindiginda kosul
z* < fi(z) haline gelir.
« T <z icin x — x5 < 0 ile boliiniir ve yon degisir:

f(z) = f(=o)

T —x

< z*.

Supremum alindiginda kosul 2* > f’ () olur.

Ugii birlikte z* € df(zy) < [/ (zy) < z* < f/ () verir; yani iddia edilen esitlik dogrudur.

Iki dogal sonug: (i) subdiferansiyel daima kapali bir araliktir, dolayisiyla kapali ve konveks bir kiimedir;
(ii) f fonksiyonu x noktasinda tiirevlenebilir olmast i¢in gerek ve yeter kosul f” (zy) = fi(z), yani
0f(z,) kiimesinin tek noktali olmasidir — bu durumda tek eleman f’(z,)’dir.
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Aligtirma 13.46 (Subgradient Yonlii Tiirevi Alttan Sinirlar). f : R™ — R has konveks bir fonksiyon
ve xy € dom (f) olsun. Eger g, € 0f(z,) ise her d € R™ i¢in

[ (@o;d) = (g0, d)
esitsizliginin gerceklendigini gosteriniz.

Coziim.
gp bir subgradient oldugundan Tanim 12.6 geregi her x € R" i¢in

f(x) — f(zg) > (g0, z — )

gecerlidir. Bu esitsizligi herhangi bir d € R™ yoni ve A > 0 i¢in = x5 + Ad noktasinda kullanalim.
T — %y = Ad oldugundan

elde edilir. A > 0 oldugundan iki taraf X ile boliinebilir ve yon korunur:

f(@o + Ad) — f(x0)
A

> <907d>'

Sag taraf A\ degiskenine bagli olmadigindan, sol tarafta A | 0 icin limite gecilebilir. Tanim 12.5 geregi
bu limit tam olarak f’(z;d) oldugundan

f/($0§d) > <gO’ d>

bulunur.

Sonucun anlamu sudur: bir subgradient, fonksiyonun hicbir yonde kendisinden daha hizli azalama-
yacagini garanti eder. Nitekim aslinda daha fazlasi1 dogrudur — konveks fonksiyonlarda f'(zy;d) =
max{(g,d) : g € 0f(x,)} esitligi gecerlidir; yonlii tiirev, subdiferansiyelin d yéniindeki destek fonksi-
yonudur (Tanim 12.8). Yukarida gosterilen, bu esitligin kolay yonudiir.

Aligstirma 13.47 (Parcali Bir Fonksiyonun Subdiferansiyeli). f:R — R fonksiyonu

ro = {505y

z, >0

seklinde tanimlanmig olsun. f fonksiyonunun konveks oldugunu grafikiistii kiimesini ¢izerek gosteriniz,
x = 0 noktasindaki tiirevini aragtirimiz ve 9 f(0) kiimesini belirleyiniz.

Coziim.
Konvekslik. Fonksiyon z = 0 noktasinda siireklidir: soldan 02 = 0, sagdan 0 ve f(0) = 0’dur. Tiirev

, 2z,x <0
f(x):{l x>0

bi¢imindedir. x < 0 bolgesinde 2z artarak 0 degerine yaklasir; > 0 bolgesinde sabit 1’dir. Dolayisiyla
tiirev biitiin eksen boyunca azalmayan bir fonksiyondur ve bu, tek degiskende konvekslige denktir.
Grafikistii kiimesi diliyle ayni sey soyle okunur: epi (f) kiimesi, solda paraboliin, sagda y = x dogru-
sunun istiinde kalan bélgedir; iki parca £ = 0 noktasinda hem deger hem de “yukar: bitkiilme” yonii
bakimindan uyumlu bi¢cimde birlesir ve elde edilen bolge konvekstir. Tanim 11.6 geregi f konvekstir.
« = 0 noktasindaki tiirev. Tek yanl tiirevleri hesaplayalim:

R () R A (U N

S0 = Jim T = i = i =0
/ - 0 .
O
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Ikisi esit olmadigimdan f fonksiyonu z = 0 noktasinda tiirevlenebilir degildir; grafikte bir kirilma
vardir.
Subdiferansiyel. Alistirma 13.45 geregi dogrudan

9f(0) = [ £2(0), £1(0) | = [0,1]
yazilir. Ayni sonucu tanimdan da dogrulayalim: her z i¢in f(x) > 2*z olmalidir.

« > 0icin x > z*z olup x > 0 ile boluniirse x* < 1;

« = < 0icin 22 > z*z olup negatif olan z ile béliiniirse yon degisir ve z < z* bulunur; bu her z < 0
icin istendiginden z* > 0;

« & = 0icin kosul 0 > 0’dur.

Ugii birlikte 0 < z* < 1, yani §f(0) = [0, 1] verir. Sifirdan farkli noktalarda fonksiyon tiirevlenebilir
oldugundan subdiferansiyel tek noktalidir: < 0i¢in 0f(x) = {2z}, x > 0 i¢in df(x) = {1}.

Alistirma 13.48 (U¢ Maksimum Fonksiyonunun Subdiferansiyeli). Asagidaki fonksiyonlarin kon-
veks oldugunu gosteriniz, parcali bigcimde yaziniz ve belirtilen noktadaki subdiferansiyellerini belirleyiniz.

(@ f(z) =max{1l,z}, aIf(1)="
(b) f(z) = max{z,4—2x}, If(2)="
(¢) f(z) =max{e*,1—=x}, a9f(0)="

Cozim.

Ortak gerekce. Ug fonksiyon da iki konveks fonksiyonun noktasal maksimumudur; Teorem 11.3
geregi (iki elemanli bir indis kiimesiyle) hepsi konvekstir. Kirilma, iki parcanin esitlendigi noktada
olugur ve orada Alistirma 13.45 dogrudan uygulanir: subdiferansiyel, soldan ve sagdan tiirevler arasin-
daki kapali araliktir.

(a) 1 < z < z > 1 oldugundan

ro = {35

z,x > 1.

Kirilma noktast z, = 1’dir ve f(1) = 1’dir. Soldan tiirev sabit parcadan gelir: f” (1) = 0. Sagdan tiirev
dogrusal parcadan gelir: f} (1) = 1. Boylece

of(1) =10,1].
(b) x > 4— z < x > 2 oldugundan
ve f(2) = 2’dir. Soldan gelen parcanin egimi —1, sagdan gelenin egimi +1 oldugundan
ffQ=-1, fi@=1 092 =[-11].
(c) Hangi parcanin nerede biiyiik oldugunu bulmak i¢in h(z) := €* — (1 — x) = €* + z — 1 farkina

bakalim. h(0) = 0 ve ' (z) = €* + 1 > 0 oldugundan h kesin artandir; dolayisiyla z < 0 i¢in h(z) <
0, z > 0 i¢in h(x) > 0’dir. Demek ki

1l—z,2<0
f(x)_{ez, z>0
ve f(0) = 1’dir. Tek yanh tiirevler f/ (0) = —1 ve f,(0) = e® = 1 oldugundan
21(0) = [1,1].

Ortak kural. Uc sikta da sonug, kirilma noktasinda egitlenen iki parganin oradaki tiirevleri arasindaki
araliktir:
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13.10 Yonli Tirev ve Subdiferansiyel 111

9f(zg) = conv { fi(xo), fa(xo) } -

Bunun sezgisi Tanim 12.6'in geometrik okunusundan gelir: kirilma noktasinda grafige alttan yaslana-
bilen dogru tek degildir; iki parcanin tegetleri arasinda kalan butiin egimler ige yarar. Ayni olguyu
Ornek 12.4'ta f(z) = | | = max{x, —z} icin de gormiistitk; orada iki parcanin egimleri —1 ile 1
oldugundan 9f(0) = [—1, 1] ¢ikmust1.
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