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Giris

Kompleks analiz, karmasik diizlemde tanimli fonksiyonlarin tirev ve integralini inceleyerek reel analizde
ulagilamayan sonuglara varir. Analitik bir fonksiyonun tek bir tirevinin varliginin sonsuz kez tiirevlene-
bilirligi gerektirmesi gibi sasirtici sonuglariyla matematigin en zarif dallarindan biridir.

1 Not

Asagidaki mifredattaki tiim bagliklarin notlar1 hazirdir ve baglantilardan ulasilabilir.
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1.1

1. Kompleks Sayilarin Cebirsel Yapisi

Kompleks analizin biitiin yapisi tek bir cebirsel adim tizerine kurulur: reel say: ciftlerine, karesi —1 olan
bir eleman icerecek bicimde ¢arpma tanimlamak. Bu béliimde kompleks sayilari sirali ikililer olarak kurup
dort islemin tamamin elde edecegiz.

Toplamlar ve Carpimlar

Tanim 1.1 (Kompleks Say1). Bir kompleks sayi, reel sayilarin sirali bir (z, y) ikilisidir; 2y-diizleminin
noktalar1 gibi diiginiilir. Kompleks sayilarin kiimesi C ile gosterilir ve diizlem bu yorumla kompleks
diizlem adin alir.

z = (x,y) sayisiun ilk bilesenine reel kisim, ikinci bilegenine sanal kisim denir:

Re z =z, Imz=y

Iki kompleks say1, ancak ve ancak reel kisimlar1 ve sanal kisimlar1 ayr1 ayr esitse esittir.

(0,y) bi¢imindeki sayilar y ekseni iizerinde yer alir; bu yiizden y eksenine sanal eksen denir ve (0,y)
sayilar1 saf sanal olarak adlandirilir.

Im (sanal eksen)

z=(X,y)=x+1iy

A2 mi et o
|
|

i=(0,1) ® :
|

|

|

|

|

|

o 1

0 1=(1,0) X Re (reel eksen)

Sekil 1.1: Kompleks diizlem: yatay eksen reel kismi, diisey eksen sanal kismi tasir. z = (x, y) sirali ikilisi
diizlemin bir noktasidir; 1 = (1, 0) reel eksende, i = (0, 1) sanal eksende birim uzakliktaki noktalardir.

Tamim 1.2 (Toplam ve Carpim). z; = (z1,Yy;) ve 25 = (Z4, Y5 ) icin toplam ve ¢arpim sdyle tanumlanir:
21+ 2 = (21 + T9,y1 + o)

2129 = (T1%9 — Y1Y2,Y1 T2 + T1Ys)

(z,0) bicimindeki sayilar bu islemler altinda tipki reel sayilar gibi davranir:
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1.2

1.3

14 Boliim 1. Kompleks Sayilarin Cebirsel Yapisi

(371’0) + <$270) = (xl +x2)0)7 (mlvo)(x%()) = (xlx%O)

Bu nedenle (z,0) sayisin x reel sayisiyla zdeslestirir ve z = (z,0) yazariz; kompleks say: sistemi, reel
say1 sisteminin dogal bir genislemesidir.

¢ Sayis1 ve x + 1y Gosterimi
i = (0,1) olarak tanimlansin. Herhangi bir z = (z, y) say1s1
z=(x,0)+(0,1)(y,0)
bi¢iminde ayrigir; ¢iinkii (0,1)(y,0) = (0-y —1-0,1-y+0-0) = (0, y). Ozdeslestirmeyle bu,
z=x+ 1y
demektir. Carpim tanimi ¢’nin karesini hemen verir:

2 =(0,1)(0,1) = (—1,0) = —1

© Islemler icin tek kural

z = z + 4y gosterimi kullanildiginda ikili tanimlarini ezberlemeye gerek kalmaz: kompleks sayilar,
i? goriildiigii her yerde —1 yazilmasi kuraliyla, reel sayilardaki gibi carpilip toplanir. Ornegin

(@1 + Y1) (2o + iyp) = 21T + 21y + Y125 + Y1y = (2125 — Y192) + (Y125 + T1Y5)

sonucu, tanimdaki carpimla birebir aynidir.

Temel Cebirsel Ozellikler

Kompleks sayilarda toplama ve carpma, reel sayilardaki alisildik yasalarin tiimiinii saglar. Degisme ve
birlesme yasalari

21t 2y =201 21, 212 = 297
(21 + 29) + 25 = 21 + (29 + 23), (2129) 25 = 21(2923)
ve dagilma yasasi
2(zq + 29) = 221 + 224

tanimlardan, reel sayilarin karsilik gelen yasalar:1 kullanilarak dogrulanir.
Toplamanin birim eleman1 0 = (0, 0), carpmanin birim eleman: 1 = (1, 0) sayisidir:

z4+ 0=z, z-1=z
Her z = (z, y) sayisin bir toplama tersi vardir ve tektir:
—z=(-z,—y), z2+(-2)=0

Cikarma iglemi bu ters yardumiyla tanimlanir: z; — 2z = 27 + (—25).

Teorem 1.1 (Carpma Tersi). Sifirdan farkli her z = (z,y) kompleks sayisinin, zz~1 = 1 kosulunu
saglayan tek bir carpma tersi vardir:

Z_l = L _—y
2 + y2 P2 + y2
ispat.
271 = (u,v) anyoruz; (z,y)(u,v) = (1,0) kosulu, ¢carpim tanimina gére

zu—yv =1, yu+zv =20
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1.3 Temel Cebirsel Ozellikler 15

lineer sistemine denktir. Sistemin katsay: determinantiz? + y2 'dir ve z # 0 oldugundan sifirdan farklidir;
dolayisiyla tek ¢oziim vardir:

T -y
Uu=——->, V= —F75
x2+y2 l.Q_I_yQ

z = 0 sayismin ¢arpma tersi yoktur: 0 - w = 0 # 1 her w i¢in gegerlidir.

1.4 Sifir Carpanlar: Yoktur

Teorem 1.2 (Carpimin Sifir Olmasi). z;2, = 0 ise z; = 0 veya z, = 0 olmalidir (ikisi birden de sifir
olabilir).

ispat.
2129 = 0 olsun ve z; # 0 oldugunu varsayalim. O zaman 27" vardir ve

zp=1 2y = (27'21) 2 = 21 (5120) = 271 - 0=0

Bu 6zellik, reel sayilardan tanidigimiz “carpim sifirsa carpanlardan biri sifirdir” kuralinin kompleks sayi-
larda da aynen gecerli oldugunu séyler; denklem ¢6zerken garpanlara ayirmayi giivenle kullanabiliriz.

1.5 Bolme

Bolme, carpma tersiyle tanimlanir (2, # 0):

L =22t

Bilegenler cinsinden agik formil

2 (x1x2 1T Y1y Y1To _3/'11/2)
2 vity; | 23+

bi¢imindedir; ama bu formiil ezberlenmez. Pratikte pay ve payda, paydanin sanal kisminin isareti degisti-
rilmis kopyastyla — yani x, — iy, ile — carpilir; payda boylece reel say1 3 + 2 olur. Bu islem, bir sonraki
bolimde tanitilacak eslenik kavraminin ilk gériintisidiir.

Ornek 1.1 (Bolme Islemi). 24j3ii bolimiini z + iy biciminde yaziniz.

Cozim.
Pay ve payday1 2 + 3i ile carpalim:

A+i  (4+i)(2+3)  8+12i+2+3> 5+14i 5 14,

2—-3i (2—3i)(2+3i) 4+9 BN TIERETRITY

Bolmeyle ilgili beklenen 6zdesliklerin tiimi tanimdan ¢ikar; sik kullanilanlar sunlardir (24, 24 # 0):

1 1 1 Z3+2z4 23 n 2y 23 2y 2324
) 21 22’ 21 21 31’ 21 ) Z1%9
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1.6

1.7

16 Boliim 1. Kompleks Sayilarin Cebirsel Yapisi

Binom Formiilii
Reel cebirdeki binom ag¢ilimi, kanit1 yalnizca degisme-birlesme—-dagilma yasalarina dayandigindan komp-
leks sayilarda da gecerlidir: n = 1, 2, ... i¢in

n

(21 +2)" = Z(Z)z’fzz’"k

k=0

Alistirma

Alistirma 1.1 (Cebirsel Islemler). Asagidaki sayilar1 x + iy biciminde yaziniz.

a) (2—3i)(—=2+1)
b) 1420 4 2
c) (1—i)!

Coziim.
a) Carpimi dagitip i2 = —1 yazalim:
(2—3i)(—2+i)=—4+2i+6i—3i>=—-4+8 +3=—1+8i
b) Her iki boliimii de paydanin eslenigiyle genisletelim. flk terim:
1+2i (14+20)(3+4i) 3+4i+6i—8 —5+4+10i —1+2i

3—4i  (3—4i)(3+4i) 9+ 16 25 5

Ikinci terimde payda saf sanaldir; 1/i = —i oldugundan

2—i  (2—i)(—i) —2i+i% —1—2

5i 5 5 5
Toplarsak sanal kisimlar birbirini gotiiriir:

—14+2 —-1-20 =2

5+5_5

¢) Once kareyi alip sonucu tekrar karelemek en kisa yoldur:

1—i)3?=1-2i+i>=-2i, (1—-i)t=(-20)2=4>=—-4

Cebirsel islemler tamamlandi; sirada kompleks sayilarin geometrisi var: vektor yorumu, modiil ve eslenik.
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2.1

2.2

2. Vektorler, Modiil ve Eslenik

Bir kompleks say1 yalnizca bir nokta degil, ayn1 zamanda baslangi¢ noktasindan o noktaya cizilen bir
vektordiir. Bu ikinci bakis, toplama iglemine paralelkenar kuralini, modiile uzaklik anlamini ve tiggen
esitsizligini kazandirr.

Vektor Yorumu

z = x + 1y sayisy, bilesenleri x ve y olan konum vektorii gibi diistiniilebilir. z; + 2z, toplaminin bilegenleri,
vektor toplaminin bilesenleriyle aynidir; dolayisiyla kompleks toplama, paralelkenar kuraliyla yapilan
vektor toplamasidir. Carpim 2 2z, ise ne noktalarin ne de vektorlerin bilinen bir ¢arpimina karsilik gelir;
onun geometrik anlami iistel formda ortaya ¢ikacaktir.

toplam: paralelkenar kurali fark: z,'den z,'e giden vektor
Alm Alm
21 + 2
Z2
21— 2z
Z1
> = >
Re N Re
~
~
~
~
~
SA
Zi -2

Sekil 2.1: Solda z; + z, toplami paralelkenarin késegenidir. Sagda z, — z, farki, z, ucundan z, ucuna
giden vektordiir; baglangica tasinmig kopyasi kesikli ¢izilmistir. Bu yiizden |z, — z,| iki nokta arasindaki
uzakliktir.

Modiil

Tanim 2.1 (Modiil). z = z + iy sayisinin modiilii (mutlak degeri), z vektoriiniin boyudur:

2= VT
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18 Boliim 2. Vektorler, Modiil ve Eslenik

Im

z=3+2i

Jz] = v13 ~ 3,61

x=3 Re

Sekil 2.2: Modiil, z vektériiniin boyudur: bilesenleri x ve y olan dik ticgenin hipoteniisii. Pisagor teoremi
tanimdaki formiilii verir: 2] = V(x* + y?), 6rnekte |3 + 21 = V(9 + 4) = V13.

Tanimdan iki kullanish gézlem hemen ¢ikar:
| 2 |2 = (Re 2)%2 + (Im 2)?, Rez<|Rez|<|z], Imz<|Imz|<]|z]|

Modiil, reel sayilardaki mutlak degerin genislemesidir ve siralamay1 degil, yalnizca buyikliigii 6lger: z; <
zo yazmak kompleks sayilar icin anlamsizdir; | z; | < | 2z, | ise anlamlidir ve z;’in baslangi¢ noktasina
daha yakin oldugunu séyler.

Ornek 2.1 (Hangisi Daha Yakin?). —3 + 2i ve 1 + 4i noktalarindan hangisi baslangic noktasina daha
yakindir?

Coziim.
| =342 |=vV9+4=+13, |1+4i|=vV1+16=V1T7

V13 < /17 oldugundan —3 + 2i daha yakindur.
|

2y — 24 farky, z5°den z;’e giden vektordiir; dolayisiyla

|21 =25 | = V(21 — 29)2 + (y; — 92)?
sayist iki nokta arasindaki uzakliktir. Bu yorumla,
|z—2 =R
denklemi, merkezi z, ve yarigcap1 R olan ¢emberi temsil eder.
Ornek 2.2 (Cember Denklemi). | z — 1 + 3i | = 2 denklemi hangi kiimeyi temsil eder?
Cozim.

Denklemi | z — (1 — 37) | = 2 olarak okuyalim: merkezi z, = 1 — 34, yani (1, —3) noktasi olan, 2
yaricapli cemberdir.

Acik Matematik - acik-matematik.com 18 CC BY-NC-SA 4.0


https://acik-matematik.com
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.tr

2.3

2.2 Modil 19

AlIm

\ 4

Re

Sekil 2.3: |z - z,| = R denklemi, z,'a uzaklig1 tam R olan noktalarin kiimesidir: merkezi z,, yaricap1 R
olan cember. Ornekteki |z — 1 + 3i = 2 icin merkez 1 - 3i'dir; isaretlere dikkat.

Ucgen Esitsizligi

Teorem 2.1 (Ucgen Esitsizligi). Her z,, 2o icin
2142 [ <[z |[+] 2|

Ayrica ters yonlii kestirim gegerlidir:

|21+32|2||z1|_|z2|‘

Birinci esitsizlik geometrik olarak agiktir: bir {icgenin bir kenari, diger iki kenarin toplamindan uzun
olamaz. Ikincisi birincisinden ¢ikar: | z; | =| (21 + 25) + (—25) | < | 2y + 2y | + | 25 | yazip diizenle-
mek, ardindan z; ile 2, nin rollerini degistirmek yeterlidir. z, yerine —z, konursa ayn ¢ift, farklar i¢in
de kestirim verir:

[lz1 =z | |[S<lz—2 [ <[ 2 [+] 2]
Toplamin iicgen esitsizligi, timevarimla sonlu toplamlara genisler:

|21t 2o+t 2, [ <2 [+ 2z [+ 4] 2, |
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20 Boliim 2. Vektorler, Modiil ve Eslenik

Ornek 2.3 (Cember Uzerinde Kestirim). z, birim cember | z | = 1 iizerinde dolagsin. | z — 2 | ifadesi
i¢in alt ve st siur bulunuz.

Cozim.
Uggen esitsizliginin iki yonii dogrudan uygulanir:

|z—2|<|2z]|4+2=3, |z—2\2||z|—2|:1
Geometrik dogrulama: birim ¢emberin 2 noktasina en yakin noktas: z = 1 (uzaklik 1), en uzak noktasi

z = —1’dir (uzaklik 3).
|

2.4 Kompleks Eslenik

Tanim 2.2 (Eslenik). z = z + iy sayisinin kompleks eslenigi, z’nin reel eksene gore yansimasidir:

Z=x—1y

Alm

z=3+2i

Re

—_—————e———— - e = =
\ 4

z=3-2i

Sekil 2.4: Eglenik z, z'nin reel eksene gore yansimasidir: reel kisim ayni kalir, sanal kismin isareti degisir.
Yansima boyu degistirmediginden |2| = || olur.

Temel 6zellikler tanimdan hemen dogrulanir:
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2.4 Kompleks Eslenik 21

- _ _ _ _ Z1 Z1
2]t 29 = 21 + 29, 2] — Zg = 2y — Zg, 2129 = 2129, <—> ==

Reel ve sanal kisimlar eslenik cinsinden yazilabilir:
Rez=z+z, Imz:z_‘z
2 1

En 6nemli 6zdeslik, modiille eslenigi birbirine baglar:

2= (z+iy)(z—iy) =2 +y* =]z

© Bslmenin gercek mekanizmasi

2z =| z |* bzdesligi, onceki boliimdeki bolme tekniginin aciklamasidir: pay ve paydayi z, ile
carpmak, payday1 | z, |? reel sayisima déniistiiriir:

Ornek 2.4 (Eslenikle Bolme). % bolimuni hesaplayimiz.

Cozim.

—1+3i_(—1+3z’)(2+i)_—2—i+6i+3i2_—5+5i__1+i
2—i  (2—i)(2+i) 5 -5

2.5 Carpimin ve Boliimiin Modiilii
2z = | z |? 6zdesligi, modiiliin carpimla uyumunu zahmetsizce verir:
| 2125 P = (212)(2120) = (2121)(2220) = | 21 [ | 25 2
Karekoklerin alinmasiyla (| z | > 0 oldugundan):

21
29

- (22 #0)

| 2120 | = | 21 |] 29 |,

Ornek 2.5 (Polinom Modiilii I¢in Ust Sinir). | z | < 2 bolgesindeki her z icin ’ B4322-2241<
25 oldugunu gosteriniz.

Coziim.

Uggen esitsizligi ve | 2™ | = | z | ozelligiyle:
|z3+322—2z+1|§|z|3+3|z|2+2|z|+1<8+12+4+1:25

|

Bu tiir kestirimler ileride stk karsimiza ¢ikacak: cevre integrallerinin modiillerini sinirlarken aym teknik
kullanilir.

2.6 Alistirma

Alistirma 2.1 (Modiil ve Eslenik).

a) (24 7)? sayisini hesaplayimiz.
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22 Boliim 2. Vektorler, Modiil ve Eslenik

b) z,

z | = 2 ¢emberi Gizerindeyken oldugunu gosteriniz.

1 1
z474z2+3’ < 3

Coziim.
a) Eslenik alma ¢arpimla degisebilir; 6nce kareyi agmak da ayn1 sonucu verir:

(2+i)2=4+4i+i®=3+4i = (2+i)2=3—4

Kontrol olarak (2 4 i)? = ( 2—|—i)2 =(2—-i)?=4—-4i—1=3—4i.
b) Payday: ¢arpanlarina ayiralim:

4P 4+3= (P -1)(22-3)
Her iki carpanu ters iicgen esitsizligiyle alttan sinirlayalim. | z | = 2, yani | 22 | = 4 oldugundan
‘z2—1’2’z2’—1:3, ‘32—3’2‘z2’—3:1
Modiil carpimsal oldugundan
| 2% =422 +3 | =2 —-1]||*-3|>23-1=3

Payda sifirdan farkli ve modiilii en az 3 olduguna gore

—_

< =
-3

1 B 1
24— 4224+ 3| | 24—4z2+3|

Sirada, carpmanin geometrisini gériiniir kilan gosterim var: kutupsal ve tstel form.
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3.1

3.1.1

3. Kutupsal ve Ustel Form

Kartezyen gosterim toplama icin bicilmis kaftandir; carpmanin geometrisi ise kutupsal koordinatlarda
gorinir hale gelir: modiller carpilir, acilar toplanir. Bu bélimiin amaci bu ilkeyi kesin bi¢ime kavus-
turmaktir. Yolun basinda, “bir noktanin agis1” deyiminin sanildifindan daha ince bir kavram oldugunu
gorecegiz.

Kutupsal Form ve Argiiman

Sifirdan farkli z = x + iy sayisinin noktasi, kutupsal koordinatlarla = r cos 6, y = rsin 0 olarak yazil-
sim. O zaman

z=r(cosf +isinf)

Burada r = | z | modiildiir; € ise pozitif reel eksenden z vektoriine, saat yoniiniin tersi pozitif sayilarak
olc¢tilen yonlii agidir. Bu kitapta tiim acgilar radyan cinsindendir.

AIm

z = r(cos 0 + i sin 0)

Y

x=rcos @ Re

Sekil 3.1: Kutupsal gosterimin iki verisi: r, vektériin boyu (modiil); 6, pozitif reel eksenden vektére saat
yoniiniin tersine 6l¢iilen ac1 (argiiman). Bilesenler x = r cos 0, y = rsin file geri gelir.

Bir Noktanin Kac¢ Acis1 Vardir?

r tek bigimde belirlidir; 0 ise degildir. z = —1 — i noktasina pozitif reel eksenden baslayip saat yoniinde
3m/4 donerek varilir; saat yoniiniin tersine 57 /4 donerek de, saat yoniinde bir tam tur fazlasiyla 37 /4 +
27 = 117 /4 donerek de varilir. Sebep basittir: cos ve sin fonksiyonlarinin periyodu 27 oldugundan, z =
rcosf ve y = rsin @ esitlikleri bir 0 icin saglamiyorsa 6 + 27, § — 27 ve genel olarak § 4+ 2nm igin de
saglanir. “Noktanin agis1” tek bir say1 degil, 27 araliklarla dizilmis sonsuz bir say: ailesidir.
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24 Béliim 3. Kutupsal ve Ustel Form

Im

baslangig: pozitif reel eksen

Arg z = -3m/4
(saat yontinde, 135°)

-371t/4 + 21t = 51/4
(tersine, 225°)

Re
-31t/4 - 21t = -117/4

(saat yoniinde, 495°)

hepsi arg z kiimesinin
7z =-1.<1 elemanidir; Arg z tek
temsilcidir.

Sekil 3.2: Ayni z noktasina pozitif reel eksenden baglayarak sonsuz ¢oklukta agiyla varilir: saat yoniinde

-31/4, saat yontinin tersine tam bir tur fazlasiyla 51/4, ya da saat yoniinde bir tur fazlasiyla —11m/4. Kiigik

harfli arg z bu acilarin titmiiniin kiimesidir; biyiik harfli Arg z iclerinden (-, 7] araligina diigen tek
degeri secer.

Bu belirsizlik bir kusur degil, kompleks analizin karakteridir: logaritmanin ¢ok degerliligi, dal kesimleri,
koklerin ¢oklugu — hepsi buradan dogar. Belirsizlikle baga ¢ikmanin yolu, iki ayr1 nesneye iki ayr1 ad
vermektir: agilarin kiimesi ve o kiimeden anlagmayla secilen tek temsilci.

Tanim 3.1 (Argiiman ve Esas Argiiman). z =2+ iy # 0ver =| z | olsun.

(i) Argitman. z =rcosf ve y =rsin@ esitliklerini birlikte saglayan her reel 6 sayisimna z’nin bir
argiimamn denir.

(ii) Argiiman kiimesi. z’nin tiim argiimanlarimin kiimesi, kii¢iik harfle, arg z ile gosterilir. 6 bir argii-
mansa

argz = {0y + 2nm:n=0,41,42,...}

(iii) Esas argiiman. arg z kiimesinin —7 < 6 < 7 araligina diisen tek elemanina z’nin esas argiimani
denir ve buyik harfle, Arg z ile gosterilir. Bu kitap boyunca © harfi esas argiiman i¢in ayrilmigtir: © =
Arg z. Boylece

argz = {Arg z+ 2nm:n=0,+1,42, ...}, —rm<Argz<m

z = 0i¢in 7 = 0 oldugundan her 8 (i)‘yi saglar; tek bir a¢1 se¢menin anlami yoktur. Bu ytizden arg0 ve
Arg 0 tanimsiz birakilir.

Tanimdaki iki iddia kisa birer gerekce hak eder.

+ (ii)'de “baska argiiman yoktur™: 0 ve 6, ikisi de argiimansa cosf = cosf, = z/r ve sinf = sinf, =
y/r; dolayisiyla cos(f — 6,) = cos @ cos b, + sinfsinf, = (22 + y?)/r? = 1, yani  — 6, 27 nin bir
tam katidur.

« (iii)‘te “tek eleman”: arg z, ardigik elemanlar1 tam 27 aralikli bir kiimedir; uzunlugu 27 olan yar1 agik
(—m, 7] aralif1 boyle bir kiimeden tam bir eleman yakalar. Aralik iki ucundan kapali olsaydi negatif reel
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3.1 Kutupsal Form ve Argiiman 25

eksen iizerindeki sayilar icin — ve 7 ikisi birden girerdi; iki ucundan agik olsaydi bu sayilar temsilcisiz
kalird1. Yar1 aciklik tesadiif degildir.

-11m/4 Argz =-3m/4 5m/4 13m/4
o (—7[, 7[] P
f @ f @ t @ f H@———>
—47 -3n -21 -7 0 T 27 31 47

—————> 2raralk

Sekil 3.3: arg(-1 - i) kiimesi say1 dogrusunda: 2mt aralikli sonsuz nokta. Uzunlugu 27 olan (-, 1] penceresi
bu noktalardan tam birini yakalar; yakalanan nokta Arg z'dir. Pencerenin sol ucu acik (-7 digarida), sag
ucu kapalidir (t igeride).

Kiiciik harf kiime, bityiik harf say1

« arg z sonsuz elemanl bir kiilmedir; Arg z tek bir reel sayidir ve Arg z € arg z.

+ Dogruyazim § € arg z bi¢cimindedir: 6rnegin 57 /4 € arg(—1 — ). Bircok kitaptaki “arg z = 57 /4”
ifadesi, “57/4, z’nin bir argiimanidir” ciimlesinin kisaltmasidir; “arg z = Arg z + 2n7” yazimi da
kiimenin tamaminin kisaltmasidir.

+ 51 /4 ile —37 /4 arasinda “dogru—yanhs” iligkisi yoktur; ikisi de —1 — ¢’nin argiimanidir. Yalmzca
ikincisi esas argiimandur.

+ (—m, 7] bir uzlagimdar: baz1 kaynaklar ve hesap makineleri [0, 27r) kullanir. Bu kitap bastan sona
(—m, 7] kullanir; logaritmanin esas dali bu se¢ime dayanacaktir.

« Esas argiiman yalnizca yone baghdir: ¢ > 0 reel sayisi i¢in Arg (tz) = Arg 2.

Esas Argiimanin Hesaplanmasi

Elimizde z ve y varken Arg z nasil bulunur? ik akla gelen, tan § = y/z esitligini cézmektir; ama bu tek
basina yetmez. Eksiksiz kural sudur.

Teorem 3.1 (Esas Argiitmanin Hesaplanmasi). arctan, deferleri (—m/2,7/2) aralifinda olan reel
arktanjant fonksiyonu olmak iizere z = x + iy # 0 igin

arctan £, x>0
arctan £ + 7,2 <0,y >0
Arg z = S arctan 2 — 7,2 < 0,y <0
5 x=0y>0
— 5 x=0y<0

Ispat.

© = Arg z olsun; tamim geregicos© = z/r vesin® = y/r.

x > 0 ise cos © > 0, dolayisiyla © € (—n/2,7/2). Bu aralikta tan birebirdir ve tan © = y/x oldugun-
dan © = arctan(y/x).

x<0vey>0isecos® < 0 vesin® > 0; yani © € [r/2,7]. O halde ©® — 7 € [—7/2,0] ve tan(© —
m) =tan © = y/x; dolayisiyla © — w = arctan(y/x). (y = 0 i¢in sonug arctan 0 + m = m: negatif reel
eksen 7’ye diiser, —m ’ye degil.)

x<0vey <0ise® € (—m,—n/2); ayni akil yiriitme © + 7 € (0, 7/2) igin yapilr.

x = 0 ise cos © = 0; (—m, 7| aralginda kosiniisiin sifirlari yalnizea £7 /2 dir ve sin © = y/r’nin isareti
hangisi oldugunu séyler.

|

Neden arctan(y/x) tek basina yetmez? Uc nedenle:

Acik Matematik - acik-matematik.com 25 CC BY-NC-SA 4.0


https://acik-matematik.com/dersler/elemanter-fonksiyonlar/logaritma.qmd
https://acik-matematik.com
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.tr

26 Béliim 3. Kutupsal ve Ustel Form

1. Bilgi kaybi. tan’in periyodu 7’dir, 27 degil. z ile —z ayn1 y/z oranini verir — 1 4+ ¢ ve —1 — ¢ igin
y/x =1 — oysa esas arglimanlar1 7/4 ve —3m/4’tiir. Oran alinirken z ve y’nin isaretleri, yani hangi
ceyrekte oldugumuz bilgisi silinir.

2. Deger aralig1. arctan yalnizca (—m/2,7/2) degerlerini iiretir; bu tam olarak sag yar1 diizlemin (z >
0) esas argiimanlaridir. Sol yar1 diizlemde sonu¢ tam 7 kadar sasar; diizeltmenin isareti (+7 mi, —7
mi) sonucun (—, 7] araligina diigsme zorunluluguyla belirlenir.

3. & = 0 durumu. y/x tamimsizdir, ama Arg (iy) = +7/2 gayet tanimlidir.

Im
x<0,y=0 x>0

Arg z = arctan(y/x) + 7t Arg z = arctan(y/x)

arctan(1) = n/4

Re

arctan(1) = /4 ? —31t/4

-1-1i
vy/x = 1 dogrusu

x<0,y<0 x>0

Arg z = arctan(y/x) - 1t Arg z = arctan(y/x)

Sekil 3.4: 1+ ive -1 — ii¢in y/x orani aynidir (1); arctan(y/x) ikisine de m/4 der, ¢linkii hangi ceyrekte
oldugunu bilmez. atan2(y, x) isaretleri ayr1 ayr1 okur ve koselerdeki diizeltmeyi kendisi yapar; sonucu her
zaman (-, 7t] araligindadir, yani tam olarak Arg z'dir.

Bolge Isaretler Arg 2z Deger aralig1
L ceyrek xz>0,y>0 arctan(y/x) (0,7/2)

IL ¢eyrek z<0y>0 arctan(y/x) + 7 (m/2,7)

IIL. ceyrek x<0,y<0 arctan(y/x) — 7 (—m,—m/2)
IV. ceyrek z>0y<0 arctan(y/x) (—n/2,0)
pozitif reel eksen z>0y=0 0

pozitif sanal eksen z=0,y>0 /2

negatif reel eksen r<0,y=0 ™

negatif sanal eksen x=0,y<0 —m/2
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3.1 Kutupsal Form ve Argiiman 27

1 Bilgisayarda esas argiiman: atan2

Teoremdeki parcali ifade, programlama dillerindeki atan2 fonksiyonunun ta kendisidir:
Arg (z + iy) = atan2 (y,x)

atan2 iki girdiyi ayr1 ayr1 alir — girdi siras (y, ) tir, énce sanal kisim — ve tam da bu sayede isaret
bilgisini korur: ¢eyrek diizeltmesini kendisi yapar ve her zaman (—, 7] aralifinda, radyan cinsinden
bir deger dondiiriir. Yani atan2, arctan’in ¢eyrekleri bilen stirimudiir.

« Python: math.atan2(y, x) ya da dogrudan cmath.phase(z); NumPy: np.angle(z).

« C, C++, Java, JavaScript, MATLAB: atan2(y, x).Excel’de sira terstir: ATAN2(x; y).

« atan2 (0, 0) makinede 0 déndiriir; bu bir programlama uzlagimidir, matematikte Arg 0 tanimsiz-
dir.

Ornegin math.atan2(-1, -1) cagrist —2,356... = —3m/4 verir — Arg (—1 — i)’nin ta kendisi.
Ornek 3.1 (Esas Argiimanin Bulunmasi). z = —1 — i i¢in Arg z degerini ve arg z kiimesini bulunuz.
Cozim.

r=1+2;z=—1<0vey=—1 < 0 oldugundan teoremin iiciincii durumu gecerlidir:

T 3T
rg ( i) = arctan — T=g7 1

Saglama: v/2 cos(—3m/4) = —1 ve v/2sin(—37/4) = —1; iki esitlik de tutuyor. Argiiman kiimesi

3 117 37 57 13
arg(—l—i):{—f+2m:n:o,il,i2,...}:{...,— T OT o 2om }

PEEEVEIE

Sekilden “bariz” goriinen 57 /4 (225°) de bir argiimandir (n = 1); yanls degildir, yalnizca esas olmayan
bir temsilcidir. Stk yapilan hata, arctan(y/x) = 7/4 degerini dogrudan almaktir: /4, 1 + 4’nin esas

argiimanidir, —1 — #’nin degil — iki nokta ayn1 dogru tizerindedir ama baslangictan c¢ikan zit 1ginlar-
dadir.
|

Ornek 3.2 (Ayn1 Oran, Dort Farkli A¢1). 1+, —1 44, —1 —4, 1 — 4 noktalarinin ve —2, —3i, 5
sayilarinin esas argiimanlarini bulunuz.

Coziim.
Dért kose noktasinda | y/x | = 1’dir, ama ¢eyrekler farklidir:

3
Arg (1414) = arctanl = Z, Arg (—1+14) = arctan(—1) + 7 = Zﬂ
. 3 . s
Arg (—1 —i) = arctanl — 7 = - Arg (1 —4) = arctan(—1) = 1
Eksen uzerindekiler icin tabloya bakmak yeterlidir: Arg (—2) = 7 (—n degil!), Arg (—3i) = —7/2,
Arg 5=0.
|
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3.2

28

Béliim 3. Kutupsal ve Ustel Form

© Esas argiiman siireksizdir

istten yaklasinca —

Im

Arglz>0

.

£

Argi=m/2

° Arg(1 +1i) = /4

Arg(-1)=m Arg1=0
— o—
eksen tizerinde m segilir \J Re
alttan yaklasinca — -
([ ]
Arg(-1-1) = +-31/4
T Arg(-i) = -m/2
Arg'z<0

e — 0% icin Arg (—1 + ie) — m, ama Arg (—1 — ie) — —m: negatif reel eksenden gecerken esas
argiiman 27 kadar sicrar. Arg, negatif reel ekseni ve baglangi¢ noktasi ¢gikarilmis diizlemde streklidir;
negatif reel eksenin her noktasinda siireksizdir. Bu “kesik”, ileride logaritmanin esas dalinin dal kesimi
olarak yeniden karsimiza gikacaktir.

Sekil 3.5: Esas argiimanin kuralt: iist yar1 diizlemde 0 ile 7t arasi, alt yar1 diizlemde 0 ile -7 arasi 6lg.
Negatif reel eksende iki 6l¢tim karsilagir ve 7t secilir (-7 hi¢ kullanilmaz); ekseni yukaridan asagiya

gecerken Arg z aniden 27 diiser. Bu eksen, Arg'in siireksiz oldugu tek yerdir.

Euler Formiilii ve Ustel Form

Tanim 3.2 (Euler Formiilii). Her reel § icin e’

ei@

0

semboli

= cosf +isinf

olarak tanimlanir. Bu tanimla kutupsal form, kompakt iistel forma doniisiir:

z=re",

T=|Z‘,

0cargz

Buradaki § € arg z yazimina dikkat: iistel formda € olarak z’nin herhangi bir argiimani kullanilabilir; esas
argiimani se¢mek zorunlu degildir.

Ornek 3.3 (Ustel Forma Gecis). —1 — i sayisin iistel formda yaziniz.

Coziim.

r = /2 ve Arg z = —37/4 oldugundan

—1—i=V2e B4
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3.3

3.2 Euler Formiilii ve Ustel Form 29

Argiimanin tiim degerleri istenirse:

—1—i= \/ﬁe{p(—%ﬂ + ZnW)} (n=0,+1,+42,..)

Bazi1 6zel degerler ezber haline gelecek kadar sik kullanilir:

6—271'/2 — ei2nm — 1

e =—1 —1,

)

| €@ | = v/cos20 +sin2 @ = 1 oldugundan e*?, birim cember iizerinde acis1 @ olan noktadir. Bu gézlem
cemberlere dogal parametrizasyon saglar:

z:Rew(OgGg?ﬂ') ve z:zo+Rei9(0§0§27r)

egrileri sirasiyla baglangic merkezli ve z, merkezli R yaricapl cemberlerdir.

Ustel Formda Carpim ve Boliim
Trigonometrik toplam formiilleri, iistel gosterimde tek satira iner:

e%1¢i% = (cos @, +isinf,)(cos B, + isinb,) = cos(d; + 0,) + isin(f, + 0,) = e1+02)
Buradan z; = ;€% ve z, = rye?2 igin:

. z Ty 1 .
2129 =TTy 61(91+92)7 211 61091702), -1 —1i0
29 Ty r

Carpmanin geometrik anlami artik agiktir: z; ile carpmak, diizlemi | z; | oraninda dlgekleyip arg z, kadar
dondiirdr.
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30 Béliim 3. Kutupsal ve Ustel Form

Im

2,2, = z_em/Z =21

0, +0,

fz| = 2 cemberi
t t
-2 -1

Sekil 3.6: Carpimda modiiller ¢arpilir, agilar toplanir: 1,6 - 1,25 = 2 ve 71/6 + 7/3 = 71/2. z, ile carpmak,
diizlemi |z,| oraninda dl¢ekleyip arg z, kadar dondiirmektir.

3.4 Kuvvetler ve de Moivre Formiulu

Teorem 3.2 (Ustel Formda Kuvvetler). z = re®® £ 0 ve n herhangi bir tam say: olmak iizere

N = ,r.neinﬁ
ispat.
n > 1 icin timevarim: n = 1 agiktir; 2" = 2" 1z = ( r" lein—1)¢ ( ret? = rmem n =0 igin iki
taraf da 1’dir. n = —m < 0 icin 2" = (271)™ yazilir ve 271 = r~Le™¥ icin pozitif kuvvet sonucu
uygulanir.
|

Ornek 3.4 (Yiiksek Kuvvet Hesab1). (/3 + i)7 sayisini « + iy biciminde yaziniz.

Cozim.

| V3+i | =2ve Arg (v/3 +1i) = 7/6; dolayisiyla

(\/§+Z)7 — 2761'777/6 — ( 266i7r ) ( 26i7r/6 ) — 64 ( \/§+’L )

r = 1 alinirsa kuvvet formiilii de Moivre formiiliinii verir:
(cos @ + isin )™ = cosnb + isinnd (n=0,41,42,...)

Ornek 3.5 (de Moivre ile Kat A¢c1 Formiilleri). n = 2icin de Moivre formiiliinden kat a¢1 6zdesliklerini
tiiretiniz.
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3.4 Kuvvetler ve de Moivre Formiulii 31

Cozim.
(cos@ + isin#)? = cos? § — sin? § + i 2sin f cos § = cos 20 + i sin 260
Reel ve sanal kisimlarin esitlenmesiyle:

cos 20 = cos? § — sin? @, sin 260 = 2sinf cos 6

3.5 Carpimlarin ve Boliimlerin Argiimanlar:

Carpim kurali e?1¢%%2 = et(01+02) argiiman kiimeleri i¢in bir 6zdeslige doniigiir:
21

arg(z,25) = arg z; + arg zo, afg ~ | = argz; —argz
2

Bu egitlikler kiime esitligi olarak okunmalidir: soldaki kiimenin her elemani, sagdaki toplamin uygun
temsilcileriyle elde edilir ve tersi de gegerlidir.

Esas argiiman toplamsal degildir

Tanimdaki kiime-say1 ayriminin ilk somut sonucu budur: ayni 6zdeslik Arg igin genelde yanlistir.
Ornegin 2; = —1, z, = i alinirsa

m T 3w
Arg (2,29) = Arg (—i) = 5 Arg z; + Arg zo =+ 5=5

iki deger esit degildir; ama 27 farkla ayni argiiman kiimesindedirler: —/2 + 27 = 37 /2. Cok degerli
arg ile yazilan 6zdeslik bozulmaz. Genel kural: Arg (z;2,), Arg z; + Arg z, toplaminin (—, 7]
araligina indirgenmis halidir; gerekirse 27 eklenir ya da ¢ikarilir.

Im Arg z, + Arg z, = 31/2

Arg(z,z,) = -7/2
Zo =1
ﬂ fark tam olarak 27:

ayni arg kiimesi, farkli temsilci
Zl i _1 /\
o¢
/ Re
Arg(z,2,) = -1/2

+ Arg z, = +7/2

Z1Z, = —1

Sekil 3.7: -1'in acis1 7, Ustiine imin 7/2'si eklenince toplam 37/2 olur ve ok alt yar1 diizleme, —i
noktasina varir. Ama —i'nin esas argiimani 37t/2 degil, —7/2'dir: toplam (-7, 7] araligindan tagmis ve
27 geri sarilmigtir. Kiime olarak arg(z,z,) = arg z; + arg z, esitligi yine de bozulmaz.

—2

Ornek 3.6 (Boliimiin Esas Argiimani). z = T3 icin Arg z degerini bulunuz.

Cozim.
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32 Béliim 3. Kutupsal ve Ustel Form

Argiiman 6zdesligiyle bir argiiman degeri bulalim (3 isareti “sagdaki say1 soldaki kiimenin elemanidir”
demektir):

2
argz 35 Arg (—2)—A1rg(1—1—\/§i):71_%:?7T

27 /3 degeri (—m, 7] araligindadir; dolayisiyla dogrudan esas argiimandir:

2m
A = —
1gz=-
Kontrol: z = _2(1Zﬁi) = *1"'2‘/&‘ ikinci ¢eyrektedir ve modiilii 1’dir; agis1 gercekten 27 /3’tiir.
]
Alistirma

Alistirma 3.1 (Ustel Form Uygulamalari).

a) (1+ V3 2-)—10 say1sini x + 4y biciminde yaziniz.
b) | z, | =] 2, | olsa bile Arg (z,2,) # Arg z; + Arg z, olabilecegine bir drnek veriniz.

¢) —3 + 4i ve 3 — 44 sayilarinin esas argiimanlarini ii¢ ondalik basamakla bulunuz.

Coziim.
a) Once taban iistel forma cevirelim: ‘ 1++34 ‘ = v/1 + 3 = 2 ve nokta birinci ¢eyrekte, tan § = V3
oldugundan Arg ( 1++3i ) =7/3:

1+ V34 =23
Kuvvet kurali negatif tam sayilar i¢in de gecerliydi:
(1+ \/gi)—lo — 9—10 —i107/3
Aciy1 esas araliga indirgeyelim; 27r'nin katlarini eklemek argiimani degistirmez:

107 2T

5 tam=o = (14 V3i)710 = 2710 gi2n/
Son olarak e%2™/3 = cos 2?7’ + isin 27” = —% + z‘/Tg yazilirsa
(1+V3i)710=2710. “1H Vi J;*/gz =271 (—1+V3i)
b) z; = 2z, = —1 alalim; modiiller esittir: | z; | = | 2, | = 1. Bir yanda

Arg (z12;) = Arg (1) =0
Ote yanda
Arg zy + Arg zo =+ =21
Iki deger esit degildir. Esitligin bozulmasi bir geliski dogurmaz: 0 ile 27, 27 farkla ayni argiiman
kiimesindedir; ¢cok degerli arg ile yazilan 6zdeslik ayaktadir. Bozulan yalnizca esas argiimanin (—, 7]
araligina zorlanmasidir.

c) arctan(4/3) ~ 0,927 degerini aklimizda tutalim. —3 + 4 ikinci ¢eyrektedir (z < 0, y > 0), dolay1-
styla

4
Arg (=3 +44) = arctan—3 +m=-—0,927 + 3,142 = 2,214

3 — 41 ise dordiinci ceyrektedir (z > 0), diizeltme gerekmez:
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3.6 Alistirma 33

—4
Arg (3 —4i) = arctan 3 = —0,927

Iki say1 birbirinin negatifidir (3 — 47 = —(—3 + 41)); esas argiimanlar1 arasindaki fark 7’dir, beklendigi
gibi. Bir bilgisayarda math.atan2(4, -3) vemath.atan2(-4, 3) ayni sonuglari verir.
]

Ustel formun ilk bityiik 6diilii bir sonraki boliimde: her kompleks saymin tam n tane n-inci kokii vardir
ve hepsi bir diizgiin ¢okgenin koselerinde oturur.
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4.1

4.2

4. Kompleks Sayilarin Kokleri

Reel sayilarda 22 = —1 ¢oziimsiizdii; kompleks sayilarda ise durum tam tersine doner: sifirdan farkli her
saymnin tam n tane n-inci kokii vardir. Ustel form bu kokleri hem bulur hem de geometrilerini gésterir:
hepsi bir cember iizerinde, diizgiin bir ¢okgenin koselerindedir.

Ustel Formlarin Esitligi
Kok almanin anahtari, iki iistel formun ne zaman ayni say1y1 temsil ettigini bilmektir:
ret =ryetf2 o =1, ve 0, = 0, + 2kn(k € Z)

Modiiller esit olmali; argimanlar ise ancak 27’nin bir tam kati kadar farkli olabilir.

n-inci Koklerin Bulunmasi

2o = roe'% % 0 verilsin ve 2" = 2, denklemini ¢dzelim. z = re?’ yazilirsa denklem

inf

rrein = r et

olur. Esitlik ol¢titiine gore r™ = 1, ve nf = 0, + 2km; yani
0y 2km

T:{L/ﬁv 0:E+T (kEZ)

Burada {/7, pozitif reel saymin bilinen tek pozitif kokiidiir. k’nin ardisik n degeri farkli noktalar tiretir;
k’ye n eklemek arglimani 27 artirdigindan ayni noktaya doner.

Teorem 4.1 (n-inci Kokler). z, = rye'® # 0 sayisinin tamn tane n-inci koki vardur:
0y 2k
cp = "roe{p(—oﬁ-—ﬂ)] (k=0,1,...,n—1)
n n

Kékler, | z | = p/ry cemberi iizerinde esit araliklarla dizilir ve n > 3 icin diizgiin bir n-genin késelerini
olusturur.

/

Koklerin kiimesi zé " ile gosterilir. §, = Arg 2, secilerek elde edilen c, kokiine esas kok denir.

© Tek kokten digerlerine

w, = e;ﬁp%”) yazilirsa tiim kokler tek kokten tiretilir:

= cowk (k=0,1,...,n—1)

Geometrik okuma: w,, ile garpmak 27 /n kadar déndiirmektir; kokler, ¢y’ ardisik déndiirmeleridir.
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36 Boliim 4. Kompleks Sayilarin Kokleri
(—8i)1/3: |z| = 2 cemberinde egkenar iicgen 1Y% birim kokleri, w = el2ve
AIm Alm
c,=2i
w’ 1 )
21/3

\271/6
1> w? 1 >
6 Re Re

c,=-v3-1i Co=+3-1i
4 [ 5
w w

Sekil 4.1: Solda -8i'nin ti¢ kip kokii: esas kok ¢, agis1 Arg(-8i)/3 = —1/6 olan noktadir, digerleri 2mt/3'lik
adimlarla dénerek elde edilir. Sagda 1'in altinci kokleri: her kok bir éncekinin w ile ¢carpimudir, yani 27/6
kadar dondirilmiisiidir.

4.3 Coziumlii Uygulamalar

Ornek 4.1 (Kiip Kokler). (—8i)'/3 koklerinin tiimiinii bulunuz.

Coziim.

—8i = 8etif—7% )] oldugundan kokler

Tek tek yazalim:
. V3 i
2¢im6 —9o T2 _ 2| = —
o e < 5 3 V3 —i
¢, = 2e/2 =2
Cy = 26i77r/6 — —\/g—’t

Ug kok, | z | = 2 gemberi iizerinde eskenar iicgenin koseleridir. Saglama: (2i)3 = 8i% = —8i.
|

Ornek 4.2 (Birim Ko6kleri). 1 sayisinin n-inci koklerini bulunuz.

Coziim.
1 =1-¢" oldugundan

2k
1M/n = ey(p'—w> =1lw,w,..
n

Kokler birim ¢ember tizerindedir ve 1 noktas: her zaman koselerden biridir. n = 2 igin +1; n = 3 i¢in
eskenar tiggen 1, ( —1++/3i ) /2; n = 4 igin kare +1, +1 elde edilir.
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4.4

4.3 Coziimlii Uygulamalar 37

Ornek 4.3 (Karekokler ve Yarim Aci). ( V3 + i)l/ 2 koklerini « + 4y biciminde yaziniz.

Coziim.

V3 +i = 2¢i/6 oldugundan iki karekok
¢ = \/ie%p(l% + kw)] (k=0,1)

bicimindedir; yani ¢; = —c,. Esas kokil agmak i¢in yarim ac1 formiillerini kullanalim:
s ™ \/1 +cos(m/6) V243
12 2 2
sin ™ — \/1—cos(7r/6) _ V2-3
12 2 2
Boylece

cozx/ﬁ(cosi—l—z'sinl) :%<\/2+\/§+i\/2—\/§)

ve kokler +¢; olur.
| ]

Alistirma

Alistirma 4.1 (Kok Hesaplar).
a) (—16)/* koéklerinin tiimiinii bulunuz ve 4-v/2(1 + i) biciminde yazlabildiklerini gésteriniz.

b) (—1)'/3 kéklerini bulunuz ve 23 + 1 polinomunun (z+1)( 22—2+1 ) carpanlarina ayrihisiyla
kargilagtiriniz.

Cozim.

a) Once —16 sayisin iistel forma yazalim: modiilii 16, esas argiimam 7’dir, yani —16 = 16 '".
Dordiincii kokler formiiliinde ry = 16, 6, = 7, n = 4 alinur:

¢ = \“/Ee{pGerfTw)] - 2e{p(%+k§)] (k=0,1,2,3)

Dort degeri tek tek yazalim; cos(w/4) = sin(w/4) = g oldugundan
co =264 =2 (1 414), ¢ = 2eB7/4 = /2 (=1 +14)
Cy =260 = 2(14+1),  cg =264 =V2(1—1)

Dért kok, isaretlerin dért secimiyle tam olarak ++/2 (1 4 ) kiimesini olusturur. Beklendigi gibi hepsi
2 yaricapli cember iizerinde ve bir karenin kdselerinde oturur.
b) —1 = €'" oldugundan kiip kdkler

yani

£i57/3 — 1-V3i

=—1, cy = 5

Karsilastirma icin carpanlara ayrilisa bakalim. 22 + 1 = (2 + 1)(22 — 2 + 1) ifadesinin sifirlari, z =
—1 ile ikinci dereceden denklemin kokleridir:
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38 Boliim 4. Kompleks Sayilarin Kokleri

1+4vV1—4 1++3i
z = =
2 2

Bunlar tam olarak ¢;, ¢, ve cy’dir: kok alma isleminin verdigi ii¢ say1 ile polinomun sifirlar1 ayni
kiimedir.
]

Kompleks sayilarin cebiri ve geometrisi elimizde; analiz yapabilmek i¢in son bir hazirlik kaldi: diizlemin
komsuluk, i¢ nokta, domen gibi topolojik kavramlar.
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5.1

5.2

5. Kompleks Diizlemde Bolgeler

Limit, siireklilik ve analitiklik gibi kavramlarin timii “bir noktanin yakini” fikrine dayanir. Bu béliimde,
ileride siirekli kullanacagimiz topolojik sozliigi kuruyoruz: komsuluk, acik ve kapali kiime, domen, bolge
ve y1gilma noktasi.

Komsuluklar

Tanim 5.1 (Komsuluk). z, noktasmnin bir e-komsulugu, € > 0 olmak tizere
| z—2y | <e

esitsizligini saglayan tim z noktalarmin kiimesidir: z, merkezli, € yaricapli ¢cemberin ici. Merkezin
cikarilmasiyla elde edilen

0<|z—2z | <€

kiimesine delinmis komsuluk denir.

I¢, D1s ve Sinir Noktalar:

S, kompleks diizlemin bir alt kiimesi olsun. Bir z, noktast i¢in ii¢ olasilik vardir:

* 2y’ tamamen S icinde kalan bir komsulugu varsa 2, S’nin bir i¢ noktasidir.

+ 2y'm S ile hic ortak noktasi olmayan bir komsulugu varsa z,, S nin bir dis noktasidur.

+ Bu ikisi de degilse — yani her komsulugu hem S’den hem S digindan nokta iceriyorsa — 2, bir sinir
noktasidur.

Sinir noktalarinin tiimine S’nin sinir1 denir.
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Im
-y
P Sso sinir noktasi
”
7
S: /Z/ <14 ’
’
’

’ \

) \
1 Y \
1 \
1 1
I 1¢ nokta I
1 1 Re
\ 1

\ ]

\ ’

\ y

\ v
\ ’
N 7
N e
~ ~ > 7
Seo_l_--" dis nokta

Sekil 5.1: Agik disk Sicin ii¢ tiir nokta. ¢ noktanin tamamen Sde kalan bir komsulugu vardir; dis noktanin
S'ye hi¢ degmeyen bir komsulugu vardir; sinir noktasinin ise her komgsulugu iki taraftan da nokta igerir.
Cemberin kendisi S'ye ait olmadigindan (kesikli) kiime agiktir.

Ornek 5.1 (Birim Diskin Sinir1). | 2 | <1 ve | z | < 1 kiimelerinin her ikisinin de sir1 | z | = 1
cemberidir: cember tizerindeki bir noktanin her komsulugu, hem diskten hem disk disindan nokta igerir.
Fark sudur: birinci kiitme sinirinin hi¢gbir noktasini icermez, ikincisi tamamini icerir.

Acik ve Kapali Kiimeler

Tanim 5.2 (Acik ve Kapali Kiime). Sinirinin hicbir noktasini icermeyen kiimeye agik, sinirimin tim
noktalarini iceren kiimeye kapali denir. Bir kiime aciktir ancak ve ancak her noktasi bir i¢ noktaysa.
S’nin kapamig1 S, S ile sinirinin birlesimidir ve her zaman kapalidir.

Iki uc 6rnege dikkat edilmelidir:

+ 0 < | z | < 1kiimesi ne acik ne kapalidir: sinir noktasi 0’1 icermez (kapali degil), ama sinir noktala-
rindan olusan | z | = 1 cemberini icerir (agik degil).
+ Tium diizlem C, siir noktas: olmadigindan hem a¢ik hem kapalidir.

Acik Matematik - acik-matematik.com 40 CC BY-NC-SA 4.0


https://acik-matematik.com
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.tr

5.4

5.3 Acik ve Kapali Kiimeler 41

Im

|z| = 1 kiimeye ait

0 kitmede degil

Y
J

Re

Sekil 5.2: 0 < |z] < 1 kiimesi. Cember kiimeye aittir ama tizerindeki hi¢bir nokta i¢ nokta degildir, dolayisiyla
kiime acik degildir. Baglangic noktasi bir sinir noktasidir ama kiimede degildir, dolayisiyla kiime kapali
da degildir.

Baglantililik, Domen ve Bolge

Tanim 5.3 (Domen ve Bolge). Acik bir S kiimesi, herhangi iki noktasi tamamen S i¢inde kalan sonlu
sayida dogru parcasindan olusan bir cokgensel yolla birlestirilebiliyorsa baglantilidir.

Acik, baglantili ve bos olmayan bir kiimeye domen denir. Bir domene sinir noktalarmin bir kismi, tamam
eklenirse (ya da hi¢biri eklenmezse) elde edilen kiimeye bolge denir.

Her komsuluk bir domendir. Halka bigimindeki
1<lz|<2

kiimesi de bir domendir: aciktir ve icindeki herhangi iki nokta, halkadan ¢ikmadan ¢okgensel bir yolla
birlestirilebilir.
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42 Boliim 5. Kompleks Diizlemde Bolgeler

Sekil 5.3: Halka 1 < |2| < 2 bir domendir: sinir cemberlerini icermediginden aciktir ve herhangi iki noktasi,
halkadan hi¢ ¢ikmayan sonlu sayida dogru parcasiyla (cokgensel yol) birlestirilebilir. Dogrudan bir dogru
pargasi icteki delige girebilirdi; kirik ¢izgi bunu agar.

1 Neden baglantililik isteriz?

Domen tanimindaki baglantililik kosulu keyfi degildir. Analizin bircok teoremi — 6rnegin tiirevi her
yerde sifir olan fonksiyonun sabit olmas1 — ancak baglantili kiimelerde gecerlidir: iki ayrik parcadan
olusan bir acik kiimede fonksiyon her parcada farkl: bir sabit deger alabilir.

Sinirlilik

Bir S kiimesi, her noktasi bir | z | < R diski i¢inde kalacak bicimde bir R bulunabiliyorsa sinirlidir; aksi
halde sinirsizdir. Ornegin | z | < 1 sinirly, sag yari diizlem Re z > 0 sinursizdir.

Yigi1lma Noktalar:
Tanim 5.4 (Yigilma Noktasi). Bir z, noktasinin her delinmis komsulugu S’den en az bir nokta iceri-

yorsa, z,’a S’nin bir yigi1lma noktasi denir.

Yig1lma noktasi kiimenin elemani olmak zorunda degildir; kiimeye “sonsuz kez yaklagilan” noktadir.

Teorem 5.1 (Kapalilik ve Yigilma Noktalar1). Bir kiime kapalidir ancak ve ancak tiim yigilma nokta-
larini igeriyorsa.

ispat.
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5.6 Yig1lma Noktalar 43

2y, S°nin S’de olmayan bir yigilma noktasi olsun. Her komsulugu S den nokta igerir; zo ¢ S oldugundan
ayni komsuluk S disindan da nokta (z,'in kendisi) icerir. O hdlde z, bir sinir noktasidir ve S onu
icermediginden S kapali degildir. Tersine, S kapali degilse sinirinin bir z, noktasini igermez; z, ’in her
komsulugu S den nokta ierir ve zy & S oldugundan bu noktalar z, ’dan farkhidir — yani z,, S ’de olmayan
bir yigilma noktasidur.

|

Ornek 5.2 (Bir Dizinin Yigilma Noktasi). S = {% n=1,2,3, } kiimesinin tek yigilma noktasi
2y = 0’dir.

Coziim.

i/n — 0 oldugundan 0’1n her delinmig komgulugu kiimeden nokta igerir; 0 bir yigilma noktasidir.
Kiimenin herhangi bir i/n noktasi ise yalitilmistir: komsu elemanlara uzakligi pozitif oldugundan,
yeterince kiiciik delinmis komsulugu kiimeden hi¢ nokta icermez. Diizlemin bagka hi¢bir noktasi da
kiimeye y1g1lmaz: sanal eksen digindaki bir nokta eksene pozitif uzakliktadir, eksen tizerindeki 0 digin-
daki noktalar ise i/n terimlerinden pozitif uzaklikta kalir. 0 ¢ S oldugundan, teoreme gére S kapali
degildir.

|

Alistirma

Alistirma 5.1 (Kitme Siniflandirmasi).  Asagidaki kiimelerin agik mi, kapali mi, domen mi oldugunu;
sinirlarini ve sinirliliklarini belirleyiniz.

a) |z—241i|<1

b) |[22+3|>4

¢c)Imz>1

d) 0<argz<m/4(z+#0)
Cozim.
a)| z— (2—1) | <1kosulu, 2 — ¢ merkezli 1 yaricaph kapali disktir. Sinir, | 2z — 2+ ¢ | = 1 gembe-
ridir ve bu cember kiimenin i¢indedir; kiime tiim sinir noktalarini barindirdigindan kapalidir. Cemberin
iizerindeki noktalarin hicbiri i¢ nokta olmadig i¢in kiime agik degildir, dolayisiyla domen de degildir.

Tiimiiyle | z | <1+ |2 —i | = 1 4+ /5 diskinin icinde kaldigindan sinirhidir.
b) Esitsizligi merkez-yaricap bicimine getirelim:

|224+3|>4<2

3
Z+§‘>4<=>

3
— 2
z+2‘>

Bu, —3/2 merkezli 2 yarigapli cemberin disidir: her noktas: i¢ noktadur, yani kiime agiktir; herhangi iki
noktas: cemberin disinda kalan kirik cizgilerle birlegtirilebildiginden baglantilidir — acik ve baglantili
oldugu icin domendir. S | z 4 % = 2 cemberidir ve bu ¢cember kiimeye ait degildir. Modila
istendigi kadar bitytik noktalar icerdiginden sinirsizdur.

¢) Im z > 1 kiimesi, y = 1 dogrusunun istiinde kalan acik yar1 diizlemdir. Her noktas1 i¢ noktadir
(acik), yar1 dizlem baglantilidir (domen), sinir1 Im z = 1 dogrusudur ve bu dogru kiimeye dahil
degildir. Yatayda ve yukarida sinir tamimadigindan sirsizdir.

d) 0 < arg z < /4 kiimesi, baglangi¢ noktasindan ¢ikan iki 1g1nin arasinda kalan kapali ag1 bolgesidir;
ancak z # 0 dislanmustir. I¢ noktalar 0 < arg z < 7/4 olanlardir; 1sinlarin iizerindeki noktalar kiimeye
ait oldugu halde ic nokta degildir, dolayisiyla kiime acik degildir. Ote yandan z = 0 noktas1 bir sinir
noktasidir (her komsulugu hem kiimeden hem tiimleyeninden nokta igerir) ve kiimeye ait degildir; bu
yizden kiime kapal1 da degildir. Siniri, arg z = 0 ve arg z = 7/4 1sinlar ile baglangi¢ noktasindan
olugur. Isinlar sonsuza uzandigindan kiime sinirsizdir.

|
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44 Boliim 5. Kompleks Diizlemde Bolgeler

Sahne hazir: bir sonraki kisimda bu diizlem tizerinde fonksiyonlar: tanimlayip kompleks analizin asil
nesnesine, analitik fonksiyonlara dogru yola ¢ikiyoruz.
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6.1

6. Fonksiyonlar ve Tasvirler

Kompleks degiskenli bir fonksiyonun grafigi cizilemez: tanim kiimesi de deger kiimesi de ikiser boyut-
ludur, grafik dort boyutta yagar. Bu yiizden kompleks analizde fonksiyonlar bir tasvir (génderim) olarak
incelenir: z-diizlemindeki egri ve bolgelerin w-diizleminde nereye tasindigina bakilir.

Fonksiyon Kavrami

Tanim 6.1 (Kompleks Degiskenli Fonksiyon). S, kompleks sayilarin bir kiimesi olsun. S iizerinde
tanuml bir f fonksiyonu, S’nin her z elemanina tek bir w = f(z) kompleks sayisi karsilik getiren
kuraldir. S’ye f’nin tanim kiimesi, w’ye f’nin z’deki degeri denir.

Tanim kiimesi acgik¢a sdylenmediginde, kuralin anlamli oldugu en genig kiime alinir: w = 1/z igin bu,
delinmis diizlem z # 0 kiimesidir.
z = ¢ + 4y yazilirsa f’nin degerleri reel ve sanal bilesenlere ayrilir:

f(2) = u(z,y) +iv(z,y)

Burada u ve v, iki reel degiskenli reel degerli fonksiyonlardir. Kutupsal koordinatlar kullanilirsa f(z) =
u(r,8) +iv(r, 0) yazilir.

Ornek 6.1 (Bilesenlerin Bulunmasi). f(z) = 2? fonksiyonunun kartezyen ve kutupsal bilesenlerini
bulunuz.

Coziim.
Kartezyen bicimde:

flz+iy) = (x+iy)? =22 —y?* +i2xy = u=2%—19% v=2wy
Kutupsal bicimde z = re® icin:

f(2) =12 =12 cos20 + ir?sin20 = u = r?cos 20, v =r?sin26

v = 0 ise f reel degerlidir; 6rnegin f(z) = | z |* = 22 + y? boyledir.
n negatif olmayan bir tam say1 ve ay, ..., a,, kompleks sabitler (a,, # 0) olmak tizere

P(z) =ag+a.z+ - +a,z"

fonksiyonu n-inci dereceden bir polinomdur; tanim kiimesi tiim dizlemdir. Polinomlarin bolimi
P(z)/Q(z) ise rasyonel fonksiyondur ve Q(z) # 0 noktalarinda tanimlidir.

1 Cok degerli fonksiyonlar

Kompleks analizde bir z’ye birden cok deger esleyen kurallar da dogal olarak ortaya ¢ikar; z'/2 bunun
ilk 6rnegidir. Boyle durumlarda degerlerden birini sistemli bicimde secerek tek degerli bir fonksiyon
— bir dal — elde edilir. Ornegin

f(z) = \Vrei®/? (r>0,0=Arg 2)

kurali, z'/?’nin esas degerini secen tek degerli bir fonksiyondur. Dallar konusu logaritma fonksiyo-

nunda derinlemesine iglenecek.
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T

Tasvir Kavrami

w = f(z) yaziip z- ve w-dizlemleri ayr1 ayr1 distinildiginde f’ye tasvir (gonderim) denir. Bir S

kiimesindeki noktalarin goriintiilerinin kiimesine S nin goriintiisii denir. En basit tasvirler geometri
olarak tanidiktir:

o w = z+ 1: her noktay1 1 birim saga oteler.
e w=1z|iz | =| z | vearg(iz) = arg z + 7/2 oldugundan, baslangi¢ etrafinda 7/2 dondiiriir.
« w = z: reel eksene gore yansitir.

w = 22 Tasviri

u = 2% — y%, v = 22y bilesenleri, w = 22 tasvirinin biitiin geometrisini tasir.

z-diizlemi w-diizlemi
v

k

Sekil 6.1: w = 2% altinda x* - y* = ¢, hiperboliiniin iki kolu da u = ¢, dikey dogrusunun tamamina, 2xy =
¢; hiperboliiniin iki kolu da v = ¢, yatay dogrusuna gider (¢izimde ¢, = 1, ¢; = 2). Hiperbollerin kesistigi z,

noktasi, dogrularin kesistigi w, = z,” noktasina taginir.

Ornek 6.2 (Hiperbollerin Gériintiisii). 22 —y% = ¢; (¢; > 0) hiperboliiniin w = 22 altinda goriin-

tiisti, u = ¢; dikey dogrusudur; 2xy = ¢, (¢ > 0) hiperboliiniin goriintiisii v = ¢, yatay dogrusudur.

Cozim.

Birinci hiperbol iizerinde u = x? — y? = ¢, sabittir; nokta hiperboliin sag kolunda y degeri —oo’dan
+00’a taranarak dolagildiginda v = 2zy = 2y+/y? + ¢; de —oo’dan +o00’a tiim degerleri alir. Yani sag

kolun goriintiisii v = ¢; dogrusunun tamamudir; sol kol da ayn1 dogruya gider.
Ikinci hiperboliin > 0 kolunda v = 2zy = c, sabittir ve z parametresiyle

2
L2
422

u=1a%—y?=1%— (0 <z <o0)

ifadesi —oo’dan 4-o0’a monoton artar; goriintii v = ¢y dogrusunun tamamidir. < 0 kolu da ayni

dogruya taginir.
|

Ornek 6.3 (Bir Bolgenin Serite Tasviri). = > 0,y > 0, zy < 1 kosullartyla taniml bélgenin w = 2
altindaki gériintiisiniin 0 < v < 2 seridi oldugunu gésteriniz.

Cozim.
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6.3 w = 22 Tasviri 47

Bolgedeki noktalar, 0 < ¢, < 2 olmak tizere 22y = ¢, hiperbol kollarinin birinci ¢eyrekte kalan parca-
lar1 iizerinde yer alir. Onceki érnege gore her boyle kol, v = ¢, dogrusunun tamamina tasvir edilir; c,,
(0, 2) araligin tararken goriintiiler 0 < v < 2 seridini doldurur.

Sinirlarin davranisi da 6greticidir: pozitif y ekseni (2 = iy) w = —y? < 0’a, pozitif x ekseni (z = z)w =
22 > 0’a gider; ikisi birlikte v = 0 dogrusunu (u ekseni) 6rter. xy = 1 hiperbolii ise v = 2 dogrusuna
gider. Kapali bolge z > 0, y > 0, xy < 1’in goriuntiisi kapali serit 0 < v < 2 olur.

x>0,y>0,xy<1 0 <v <2 seridi

kesikli: 2xy = ¢,

O<c,<2 v=2

Sekil 6.2: Bolge, 0 < ¢, < 2 olan 2xy = ¢, hiperbol yaylariyla (kesikli) taranir; her yay v = ¢, dogrusunun
tamamina gittiginden gdriintii 0 < v < 2 serididir. Sinirda pozitif y ekseni u ekseninin negatif yarisin,
pozitif x ekseni pozitif yarisini 6rter; xy = 1 hiperboli v = 2 dogrusuna gider.

Kutupsal koordinatlarda w = 2? tasviri daha da saydamdir: z = re® icin w = r?e*??; modiil karelenir, ac1

5

ikiye katlanir. Birinci ¢eyrek 0 < 6 < 7/2, iist yar1 diizleme 0 < 20 < 7 tasvir edilir; iist yar1 diizlem
ise tim diizlemi Orter.

Ustel Fonksiyonla Tasvirler

e* = e%e¥ fonksiyonunda (ayrintilar icin) modiil e”, argiiman g’dir. Bu ayrigma, kartezyen 1zgaray1
kutupsal 1zgaraya doniistiiriir:

+ Dikey dogru z = ¢, p = et yaricapli cembere tasvir edilir; dogru boyunca y bir 27 araligini astikca
cember tekrar tekrar dolanilir.

» Yatay dogru y = c,, acisi ¢, olan ve baglangic noktasindan ¢ikan (ama onu icermeyen) 1s1na tasvir
edilir.

Ornek 6.4 (Dikdortgenin Gorintiisit). a <z < b, ¢ < y < d dikddrtgeninin w = e* altindaki gériin-
tisi

e? < p<e, c<p<d
halka parcasidir. Tasvir, d — ¢ < 27 oldugu stirece birebirdir; 6rnegin tabani1 y = 0, tavan1y = 7 dogrular1

iizerinde olan her dikdértgen (¢ = 0, d = ), tist yar1 diizlemde bir yarim halkaya birebir tasvir edilir.

Sinir durumu 6zellikle 6nemlidir: 0 < y < 7 yatay seridinin tamamu, tst yar1 dizlem Im w > Omw =

0 ¢ikarilmis haline tasvir edilir; alt kenar y = 0 pozitif reel eksene, iist kenar y = 7 negatif reel eksene
gider.
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0 <y < 7 seridi Imw=0,w#+0
y Ay

A4

y=m—>@=m7 y=0—>¢=0 u

w = (| hari¢

Sekil 6.3: e”altinda yatay dogrular 1s1na, dikey dogrular cembere gider: a < x < b, 0 < y < 7 dikdortgeni e
< p = e’yarim halkasina bukiiliir. Seridin alt kenar1 y = 0 pozitif reel eksene, uist kenar1 y = 7 negatif reel
eksene gider; seridin tamami w = 0 ¢ikarilmis iist yar1 diizlemi orter.

Alistirma

Alistirma 6.1 (Tasvir Alistirmalari).

a) f(z) = 2% + z + 1 fonksiyonunun u ve v bilesenlerini bulunuz.
b) w = 22 altinda y = 1 yatay dogrusunun goriintiisiiniin v = 4(u + 1) parabolii oldugunu gosteriniz.

¢) w = e? altinda —7/2 < y < /2 yatay seridinin goriintiisiini belirleyiniz.

Cozim.
a) z = x + iy yazip kiipi acalim:

2% = 23 + 322 (iy) + 3z(iy)? + (iy)® = 23 — 3xy? + i ( 3x2y — 33 )
Buna z + 1 = (z + 1) + iy eklenir ve reel/sanal kisimlar ayrilir:
u(z,y) = o3 — 3zy® + 7+ 1, v(z,y) =322y — 3 +y
b) y = 1 dogrusunun noktalar1 z = x + ¢ bigimindedir (x reel). Goriintiiyi hesaplayalim:
w=(x+1i)? =221+ 2ix
Buradan bilesenler okunur:
u=z%-1, v =2z

Ikinci esitlik # = v/2 verir; bunu birinciye koyarsak
02
uzz—1©v2:4(u+1)

z tiim reel sayilar taradiginda v = 2z de tiim reel degerleri alir; dolayisiyla goriintii, tepesi (—1,0)
noktasinda olan bu paraboliin tamamudar.
c)w = e* = e”e" oldugundan

|w|=e", argw=y

Seritte x tim reel degerleri alir, yani | w | = e® sayis1 (0, 00) araligim tarar — | w | asla 0 olamaz.
Argiiman ise —7/2 < y < /2 aralifinda kalir. Modiilii pozitif, argiimani bu aralikta olan noktalarin
kiimesi tam olarak
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6.5 Alistirma 49

Re w >0, w#*0

yani baslangic noktasi ¢ikarilmis kapal sag yar1 diizlemdir. U¢ degerler de goriintiiye dahildir:
y = /2 dogrusu pozitif sanal ekseni, y = —m/2 dogrusu negatif sanal ekseni verir.
|

Tasvirler bize fonksiyonlarin kabaca davramisimi gosterdi; incelikli davranis — yakinlasma, stireklilik,
tirev — limit kavramiyla baslar.
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7.1

7. Limitler ve Sureklilik

Kompleks limit tanimi, reel analizdeki tanimin s6zciigii sézciigiine tasinmusidir; tek fark, mutlak degerin
yerini modiiliin almasidir. Ama bu kiiciik degisimin biiyiik bir sonucu vardir: z, limit noktasina her
yonden yaklasabilir ve limit hepsinde ayni olmak zorundadir.

Limit Tanimi

Tanim 7.1 (Limit). f, z,’mn bir delinmis komsulugunda taniml olsun.

Jlim f(z) = w

demek sudur: her € > 0 i¢in 6yle bir 6 > 0 vardir ki

O0<|z—z |<d=|f(z)—wy |<e

0<|z-2|<¥d [f(z) - wo| < €
Im Im
————— -~ P i
,” \\\ //’ N
Y4 zZ \
) Y PN O
A ® \ I |
\ 1
: 2o \ f \ Wo 1
i \ & ’
1 1 — \
\ o) /] - .7
\ ’ ~eo-"
\
\ 7/
N 4
See_ - o
Re Re

Sekil 7.1: Limit tanimu iki diizlemde okunur: z, merkezli delinmis §-diskinin (merkez haric) her noktasi, f
altinda w, merkezli e-diskinin i¢ine diismelidir. 8, z,'a hangi y6nden yaklasildigina bakmaz; kosul diskin
tamamu i¢in gecerlidir.

Limit varsa tektir: w, ve w; ikisi de limitse, | w; —wy | < | f(2) —wy | +| f(2) —w; | < 2 her e igin
saglanir; dolayisiyla w; = w,.

Tanim, f’nin tanim kiimesinin siirindaki noktalara da uyarlanir: z’nin yalnizca tanim kiimesinde kalan
degerleri hesaba katilir.

Ornek 7.1 (Tammmla Limit Dogrulama). f(z)= 2, |z |<1 agk diskinde taniml olsun.
lim, ,; f(z) = 5 oldugunu gosteriniz.

Cozim.
z diskte olmak tizere

_lEt a1
2 2
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Verilen € i¢in § = 2¢ secilirse, 0 < | 2z — 1 | < § iken | f(2) —i/2 | < € olur.
|

Ornek 7.2 (Yonlere Gore Degisen Limit). f(z) = Z fonksiyonunun z — 0 i¢in limiti yoktur.

Coziim.

Reel eksen boyunca z = z icin f = x/z = 1; sanal eksen boyunca z = iy icin f = iy/(—iy) = —1.1ki
yonden iki farkli degere yaklasilir; limit tek olmak zorunda oldugundan var olamaz.

z — 0 yollar1

f degerleri
Im Im
f=i
z=x(1+1) /"‘_.\‘\
z =iy - Rl AN
f(z)=2z/z /] *
1 \
- f=-1, \‘f=1
o——— ¢ : P
zZ=X Re \ !

0 acily 1s1n boyunca f = 410

Sekil 7.2: flz) = z/z her 151n iizerinde sabittir ama 151ndan 151na degisir: reel eksende 1, sanal eksende
-1, kosegende i; genel olarak 0 acili 1sinda €*®. Degerler birim cember iizerinde dagildigindan z — 0
icin tek bir limit yoktur.

iki yonde ayni olmasi yetmez

Reel analizde sagdan ve soldan limitlerin esitligi yeterlidir; kompleks diizlemde ise sonsuz ¢oklukta

yaklagma yonii ve egrisi vardur. Iki (hatta her dogrusal) yénde ayni degeri bulmak limiti garanti etmez
— tanimin giici tam da bu evrensellikte yatar.

7.2 Limit Teoremleri

Teorem 7.1 (Bilesen Limitleri). f(z) = u(z,y) +iv(x,y), 2y = Ty + iy ve wy = uy + vy olsun. O

zaman
lim f(z2) =w, & lim U = Uy ve lim V="
D ) = w0 ™ T ™ ) g " 0
Ispat.
(S f—wel=](u—up)+ilv—2vy) | <|u—wug |+ | v—vy | oldugundan, bilesen limitleri varsa

her biri € /2 den kiigiik yapilir ve f — w, ¢ikar.

E)lu—ug | <| f—wy|vel|v—oy | <| f—wyq | esitsizlikleri, f — w, iken bilesenlerin de yakin-
sadigini verir.
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Teorem 7.2 (Limitlerin Cebiri). lim, . f(z) =w, velim__,, g(z) =W, ise

lim [ f(z) +9(2) | = wo + W, lim f(z)g(z) = weW,

z—2g Z=Zo
ve W, # 0 oldugunda
f(z) _wy

lim —% = —
==z g(2) 0

Ispat.

Ug kural da Teorem 7.1 iizerinden reel analizdeki karsiliklarina indirgenir: kompleks bir limitin varligi,
reel ve sanal kissmlarin limitlerinin varligiyla esdegerdir. Toplam, carpim ve bolim agildiginda ortaya
ctkan bilesenler, u,v, U,V reel fonksiyonlarinin sonlu toplam ve carpimlaridir; her birine reel analizdeki
limit kurallari uygulanir ve sonuglar yeniden birlestirilir. Boliim kuralinda W, # 0 kosulu, paydanin z,
yakininda sifirdan uzak kalmasini saglar.

|

Dogrudan sonuglar: lime¢ = ¢, lim,,_,

_ . n_ .n . .
2y 2 = %0, lim,_,, 2" = zg ve her P polinomu icin

lim P(z) = P(z,)

z—zg

Sonsuzdaki Nokta

Kompleks diizleme tek bir sonsuzdaki nokta co eklenirse genisletilmis kompleks diizlem elde edilir.
Geometrik model Riemann kiiresidir: diizleme baslangi¢c noktasinda teget bir kiire alinir; kuzey kutbu
N ile dizlemdeki z noktasini birlestiren dogru kiireyi N diginda tam bir noktada keser. Bu esleme
(stereografik izdiigiim) diizlemin noktalarini kiirenin N digindaki noktalariyla birebir esler; N nin kendisi
oo’a kargilik gelir. Kiigiik € > 0 olmak tizere

1
|z |> =
€

kiimesi, co’un bir komsulugu olarak tanimlanir.

Riemann kiiresi (yandan goriiniis)

N > 00 |z| > 1/e komsulugu

|z biiyiik o kompleks diizlem

Sekil 7.3: Diizlemdeki z noktasi, kuzey kutbu N ile birlestirilerek kiiredeki z” noktasina eslenir. Modili
bityiiyen noktalarin gérintileri N'ye yigilir; bu ytizden |z| > 1/e kiimesi, kiirede N = oo etrafindaki kii¢iik
bir takkeye karsilik gelir ve co'un bir komsulugu sayilir.

Teorem 7.3 (Sonsuz Iceren Limitler). Sonsuz iceren limitler, siradan limitlere su sozliikle cevrilir:

1
lim f(z) =00« lim —— =0
z—2g f( ) 2—2g f(Z)
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lim f(z) = w, < lgn(jl) = Wy

2—00 0\ z

. . 1
Jim f(2) = o0 & lim <2 =0

ispat.
Her denklik, komsuluk tanimlarinin dogrudan yazilmasiyla ¢ikar. Birincisini gorelim: lim ,_, . f(z) =00
demek, here > 0 i¢in 0 < | z— 2z, | < ¢ oldugunda

1
1) 1> -

olmasi demektir. Bu esitsizlik ise
59 <
— — €
f(z)
kosuluyla birebir aymdir; yani 1/ f fonksiyonunun z, daki limiti sifirdir. Diger iki denklik, oo komsulu-

Funun | z | > 1/e tammiyla ayni bigimde yazilir.
|

Ornek 7.3 (Ug Tipik Hesap). Asagidaki limitleri dogrulaymiz.

z4+ 3 . 2z41 22831
im =00 b) lim ¢)lim — =
z=—1 z+1 z—o00 z 4+ 1 z—00 22 41

a

Cozim.
a) Ters cevirip sifira gittigini gorelim:

. z+1 0
lim - = — =0
z—»—-11z+3 —i+3

b) z — 1/z degisimiyle:

2/z+1 . 241z
lm—:hm—
z—0 1/Z+1 z2—=0 142z

c) Hem ters ¢evirip hem degisken degistirerek:

122 +1 3
lim AL 2
2—0 2(1/2)3 —1 20 2 — 23

Siireklilik

Tanim 7.2 (Siireklilik). f, z,’da siireklidir demek su ii¢ kosulun saglanmasidur: lim,_,, f (z) vardir,
f(zo) tanimlidir ve

lim f(2) = f(zo)

z—2zg

Bir bélgenin her noktasinda siirekli olan fonksiyona o bélgede siirekli denir.

Limit teoremlerinden, siirekli fonksiyonlarin toplami ve ¢arpimu siireklidir; bolimi, payda sifir olmayan
noktalarda streklidir. Polinomlar tiim diizlemde siireklidir. Ayrica:

« Bileske siireklidir: f, z,’da; g, f(z,)’ da siirekliyse g[f(z)] bileskesi z,’da siireklidir.
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+ f(z) = u + iv streklidir < u ve v siireklidir.

Teorem 7.4 (Sifirdan Uzak Kalma). f, 2, da siirekli ve f(z,) # 0 ise, z, in bir komsulugunda f(z) +
0 kalir.

ispat.

Siireklilik taniminda € = | f(z) | /2 alnsin; karsiik gelen 0-komsulugunda | f(z) — f(z) | <
| f(20) | /2 olur. Bu komsulukta bir noktada f(z) = 0 olsaydr | f(zy) | <| f(zo) | /2 celiskisi dogard..
|

Teorem 7.5 (Kapali Sinirli Bolgede Maksimum). f, kapali ve sinirly bir R bélgesinde siirekliyse, R ’nin
her z noktasi igin

| fz) [ <M

olacak ve esitligin en az bir noktada saglanacag bir M sayisi vardir:| f |, R iizerinde maksimumuna ulasir.

Bu, reel analizde iki degiskenli siirekli v/u? + v? fonksiyonunun kapali sinirli kiimede ug deger almasinin
dogrudan sonucudur; ileride integral kestirimlerinde sik¢a kullanilacaktir.

Alistirma

Alistirma 7.1 (Limit ve Sureklilik).

249 0.
Z+1 Jimitini hesaplaymniz.

a) hmz*”- o

b) f(z) = jif} fonksiyonunun hangi noktalarda siirekli olamayacagini belirleyiniz; kaldirilabilir olanlar:

ayirt ediniz.

Cozim.
a) Pay ve payda z — i iken birlikte sifira gider; carpanlara ayirip sadelestirelim. 22 + 1 = (z —4)(z +
1) oldugundan, z # 7 igin

22 +1 _ (z— z)(z—l— i)

- =z+4+1
z—1 z—1

Limit, fonksiyonun z = i’deki degerine degil, delinmis komguluktaki davranigina baktigindan sadeles-
me serbesttir. Sagdaki polinom siirekli oldugu igin
22 +1

lim —=4i4+1i=2
z—=i 2 —1

b) Boliim, paydanin sifir olmadig1 her noktada siireklidir. Payday: ¢arpanlarina ayiralim:
z4—1:(z2—1)(224-1):O(:)z:l,z:—l,z:i,z:—i

Fonksiyon bu dért noktada tanimsizdir, dolayisiyla yalnizca burada siirekli olamaz. 1ki durumu
ayiralim.
z = 41 noktalarinda pay da sifirdir ve ortak ¢arpan sadelesir: z # 41 i¢in

2241 1
f& =y vy~ 21
Sagdaki ifade z = +i’de siireklidir ve orada 22 = —1 oldugundan
1 1
li = =—=
S JE) =y = 3
Limit var olduguna gore bu iki siireksizlik kaldirilabilirdir: f(4i) = —1/2 tanimlanirsa fonksiyon

orada suirekli olur.
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56 Boliim 7. Limitler ve Siuireklilik

z = +1 noktalarinda ise pay 2% + 1 = 2 # 0 iken payda sifira gider; | f(z) | — oo olur ve sonlu bir
limit yoktur. Bu iki siireksizlik kaldirilamaz.
|

Siireklilikten bir adim 6tesi, kompleks analizi bambagka bir diinyaya tasiyan kavramdir: tiirev.
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8.1

8. Turev ve Tirev Formiilleri

Kompleks tirev, bicimsel olarak reel tirevle ayni oran limitidir. Ama Az artik sifira diizlemin her
yoniinden yaklagabilir ve limitin hepsinde ayni ¢cikmasi gerekir. Bu ek kosul o kadar kisitlayicidir ki, reel
bakigla gayet “diizgiin” goriinen fonksiyonlar bile kompleks anlamda tiirevsiz kalabilir.

Aw/Az oram her yoldan ayni limite gitmeli

Im
Az = iAy
o e ”— 5\\
egriyol ==~ ~ S
4 N
s\ \
/ \ \
y \ \
/ \ \
1 \ X
! NN 1
I A / Az = Ax |
1 < T
1 Zo 1
\ 1
\ 1
\ /
\ /
\ ’
. 7
Az =Ax(1 +1i) 7> L’
\\ ’/
~ -

Re

Sekil 8.1: Kompleks tiirevde Az, z,'a yalniz sagdan-soldan degil, diizlemin her yoniinden ve her egri
boyunca yaklasir; Aw/Az oraninin hepsinde ayni limite gitmesi gerekir. z (her yerde) ve |z]* (z # 0 iken)
icin yatay ile dikey yaklagimin farkli ¢ikmasi, tiirevin yoklugunu gostermeye yeter.

Thiirevin Tanimi
Tanim 8.1 (Tiirev). f, z,’ 1 bir komsulugunda tanimh olsun. f’nin z,’daki tiirevi

2—2zg z— 2

limitidir (varsa). Az = z — z, ve Aw = f(z, + Az) — f(z,) yazilirsa ayni tanim

, . Aw
F(z) = Jim 2

bicimini alir; ‘2—7“;’ gosterimi de kullanilir.

Ornek 8.1 (Tanimdan Tiirev). f(z) = 22 icin f/(z) = 22 oldugunu gésteriniz.
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58 Boliim 8. Tiirev ve Tiirev Formiulleri

Cozim.

Aw  (z+Az)2—22  22Az+ (Az)?

x, = A, s =2z24+Az—2z (Az—0)

Limit Az’nin y6éniinden bagimsiz ¢ikts; tiirev her noktada vardur.
]

8.2 Tiirevlenemeyen Fonksiyonlar

Ornek 8.2 (Eslenik Hicbir Noktada Tiirevlenemez). f(z) = z fonksiyonunun higbir noktada tiirevi
yoktur.

Coziim.

Aw z—{—Az—E_E

Az Az Az
Az = Az (yatay yaklagim) icin oran 1; Az = iAy (dikey yaklasim) icin iAy/(iAy) = —1. iki yén
farkli deger verdiginden limit hi¢bir z’de yoktur.
|

Ornek 8.3 (Modiil Karesi Yalnizca Baslangicta Tiirevlenir). f(z) = | z |? fonksiyonunun yalnizca
z = 0’da tiirevi vardir ve f/(0) = 0’dur.

Coziim.

| w|? = ww dzdesligiyle
Aw (24 Az)(z+Az)—22  _ — Az
A: - Az TARASTEL

z =0 ise oran Az’dir ve 0’a gider: f'(0) = 0. z # 0 ise yatay yaklasim z + Az + z — Z + z, dikey
yaklasim — z — z verir; z # 0 iken bu ikisi farklidir (2z # 0), tiirev yoktur.
|

1 Reel gozle diizgiin, kompleks gozle kati

| z |2 = 2% + y? fonksiyonunun bilesenleri u = 2% + y2, v = 0 her mertebeden kismi tiireve sahiptir;
buna ragmen kompleks tiirev tek bir nokta disinda yoktur. Kompleks tiirevlenebilirlik, bilesenlerin
diizgiinligiinden ¢ok daha fazlasini ister: bilesenleri birbirine baglayan Cauchy-Riemann denklem-
lerini.

8.3 Tiirev Siirekliligi Gerektirir
Teorem 8.1 (Tiirevlenebilirlik Siirekliligi Gerektirir). f'(z,) varsa f, z, da siireklidir.

ispat.

lim [ f(2) — f(z) ] = lim FE) = 1z) (z—2)) = f'(29) - 0=0

z—2g z—2g zZ— 2 z—zg

Tersi dogru degildir: Z ve | z |2 her yerde siireklidir ama neredeyse higbir yerde tiirevlenemez.
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8.5

8.3 Tirev Siirekliligi Gerektirir 59

Tirev Formiilleri

Limit teoremleri, reel analizden tanidik tiim tiirev kurallarimi ayni kanitlarla kompleks diizleme tagir. ¢
sabit, f ve g tiirevlenebilir olmak tizere:

d d d

—c =0, %z=1, - [cf(z) ]| =cf'(2)

—2"=n""! (ne€eZmn<0 icin z+#0)

1@ +9() = 1) +9(2)

L 11@9) ] = F'(2)a(:) + £ (2)

d [f(Z)] _ ['(2)g(2) = f(2)g'(2) (9(2) 4 0)

dz | g(2)
Carpim kuralinin kaniti 6rnek olsun: Az — 0 iken

f(z+ Az)g(z + Az) — f(2)9(2)
Az

f(z+Az) — f(z)
Az

+9(2)

yazilir; tiirevlenebilen f siirekli oldugundan birinci terim f(z)g’(2)’ye, ikincisi g(2) f/(z)’ye gider.

Teorem 8.2 (Zincir Kurali). f’nin 2, da, g’nin f(z,) da tirevi varsa F(z) = g[f(z)] bileskesinin z,’da
tiirevi vardir ve

F'(z9) = g'[£(2)] /' (20)
w = f(z) ve W = g(w) yazilisiyla bu, alisildik bigimini alir:
dw _dW dw

dz  dw dz
Ornek 8.4 (Zincir Kurali Uygulamasi). % ( 222 + i)5 turevini hesaplaymiz.

Coziim.
w =222 44, W = w® alalm:

d ) .
- (2z2+z)5=5w4-4z:202(2z2+z)4

Alistirma
Alistirma 8.1 (Tiirev Hesaplari).
a) f(z) = &5 (2 # —1) i¢in f’(2) tiirevini hesaplayiniz.

b) f(z) = Im z fonksiyonunun hicbir noktada tiirevlenemedigini, tanim tizerinden yatay ve dikey yakla-
simlar1 kargilastirarak gosteriniz.

¢) P(z) =ay+ a,z + - + a,2" polinomunun tiirevinin yine bir polinom oldugunu yaziniz.

Coziim.
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60 Boliim 8. Tiirev ve Tiirev Formiulleri

a) Boliim kuralini uygulayalim; pay z — 1, payda 2z + 1’dir:

Fz) = (z—1)(2z2+1)— (2 —1)(22+1)"  (2z2+1)—2(z—1)
#= 2z +1)2 T (2zr1)2

Payi sadelestirirsek 2z + 1 — 2z + 2 = 3 kalir:

FO-gry (#73)

b) Az = Az + iAy olmak iizere fark boliimiint yazalm. f(z) = Im z = y oldugundan
flz+Az)—f(z) _ w+Ay)—y Ay

Az Az +iAy Az +iAy

Yatay yaklasim (Ay = 0, Az — 0): b6liim her adimda

0

Az 0

Dikey yaklasim (Az = 0, Ay — 0): bolum her adimda
Ay 1

iy i
Bir limitin var olmasi i¢in, Az — 0 giden her yol boyunca ayni degere ulasilmasi gerekir. Burada iki
yol 0 ve —i gibi farkli degerler verdiginden limit yoktur. Secilen z noktas: keyfi oldugu i¢in Im z higbir

noktada tiirevlenebilir degildir.
c) Tiirev, sonlu toplamlar izerinde terim terime uygulanir ve %zk = kzFVdir:

P'(2) = a; + 2ayz + 3a32% + - + na, 2" !

Sonug yine bir polinomdur: a,, # 0 ve n > 1 ise derecesi n — 1’dir. Polinomlar tiim diizlemde tiirevle-
nebilir oldugundan bu iglem istendigi kadar tekrarlanabilir ve n’inci tiirevden sonra sabit n! a,, elde
edilir.

|

Yatay ve dikey yaklagimlarin uyusmas: tesadiife birakilamaz; bu uyumun kesin kosullari, kompleks
analizin imzas1 sayilan denklemlerdir: Cauchy-Riemann denklemleri.
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9.1

9. Cauchy-Riemann Denklemleri

Kompleks tirevin var olmasi, bilegen fonksiyonlar1 u ile v’yi birbirine kenetleyen iki kismi diferansiyel
denklemi zorunlu kilar. Bu béliimde 6nce bu denklemleri tiiretecek, sonra hangi ek kosulla tiirevin
varligini garanti ettiklerini gorecegiz.

Denklemlerin Tiiretilisi

f(2) = u(z,y) + iv(x,y) fonksiyonunun z, = x, + iy, noktasinda tiirevi var olsun:

, . Aw
Flz) = Jim 7

Limit her yonden ayni olduguna gore, iki 6zel yonii karsilastirabiliriz.

Alm
esitlenince: u, = vy, uy = -v,
|
f'(zo) = v, - iu
Az = iAy vy
4 Az = Ax
Yo T o<
Zo | f(zo) = uy + ivy

I

I

|

|

I

I

I

I

I

} »-
r L
®o Re

Sekil 9.1: Tiirev her yonden ayni olduguna gore iki 6zel yon karsilastirilabilir: yatay yaklasim f(z,) = uy
+ ivy, dikey yaklasim f(z,) = v, — iu, verir. Iki ifadenin reel ve sanal kisimlarinin esitligi Cauchy-Riemann
denklemleridir.

Yatay yaklasim (Az = Ax): oran

Aw _ u(z + Az, yp) — u(®o, Yo) i v(zg + Az, yy) — (9, Yo)
Az Az Az

bigimini alir ve limitte
f'(20) = ug (0, 9o) + 1v4(70,%0)

Dikey yaklagim (Az = iAy): 1/i = —i oldugundan
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62 Boliim 9. Cauchy-Riemann Denklemleri

Aw  v(zg,yo + Ay) — v(zg, Yo) ; u(zg, Yo + Ay) — (g, Yo)

Az Ay Ay

ve limitte
f'(z) = Uy(-’Eano) - i“y(mo,yo)

Iki ifadenin reel ve sanal kisimlari esitlenirse aranan denklemler cikar.

Teorem 9.1 (Cauchy-Riemann Denklemlerinin Gerekliligi). f = u + iv fonksiyonunun z, = =, +
1y, noktasinda tiirevi varsa, u ve v’nin birinci mertebeden kismi tiirevleri o noktada vardir ve Cauchy-
Riemann denklemlerini saglar:

Ayrica tiirev su iki esdeger bicimde yazilabilir:
[ (z) = u, +iv, = v, —iu,
Ornek 9.1 (Denklemlerin Dogrulanmasi). f(z) = 2% icin u = 22 — 2, v = 2zy’dir:

Uy = 2T = U, U, = -2y = —v,

Denklemler her noktada saglanir ve f'(z) = u, + iv, = 2z + i2y = 2z — tanimdan buldugumuz sonugla
aynidir.

Ornek 9.2 (Denklemlerle Eleme). f(z) = | z |? icin u = 2% + y?, v = 0’dir. Cauchy-Riemann denk-
lemleri

2z =0, 2y =0

yalnizca baslangic noktasinda saglanir; dolayisiyla z # 0 hicbir noktada tirev olamaz. (Baslangicta
tiirevin gergekten var oldugunu tanimdan biliyoruz: f/(0) = 0.)

Gereklidir, tek basina yeterli degildir

Cauchy-Riemann denklemlerinin bir noktada saglanmasi, tiirevin o noktada var oldugunu garanti
etmez; kismi tiirevlerin o noktada siirekliligi gibi bir ek kosul gerekir. Denklemlerin asil giicii eleyi-
cidir: saglanmadiklar1 noktada tiirev kesinlikle yoktur.

Yeterlilik Teoremi

Teorem 9.2 (Tiirevlenebilirlik I¢in Yeterli Kosullar). f = u+ iv, 2y = x + iy, n bir e-komsulu-
Funda tamimly olsun. Eger

a) u ve v’nin birinci mertebeden kismi tiirevleri bu komsulukta her yerde varsa,

b) bu kismi tirevler (x,y,) da siirekliyse ve orada Cauchy-Riemann denklemlerini saghyorsa,
o zaman f'(zy) vardir ve f'(zy) = u, (2, Yp) + i v, (2, Yp) dir:

ispat.
Kismi tirevlerin siirekliligi, artmalarin lineerlestirilebilmesini saglar: Az = Az + iAy — 0 iken
€1, .--,€4 — 0 olmak iizere

Au = u, Az + u, Ay + £, Az + e,Ay

Av =v, Az +v,Ay + esAz +¢,Ay
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9.2 Yeterlilik Teoremi 63

(kismi tiirevier (), yo) ‘da hesaplaniyor). Aw = Au + iAv ifadesinde Cauchy-Riemann denklemleriyle

Uy = —Vy, U, = U, yazilirsa
Aw = (u, +iv,)(Az + iAy) + (g +ie3) Az + (69 +ig,) Ay
Boylece
Aw ) . Az . Ay
R, = Ue TV (1 + z53)E + (eo + 154)E

| Az/Az | < 1wve| Ay/Az | <1 oldugundan son iki terim sifira gider; limit u,, + iv,, olarak vardur.
|

Ornek 9.3 (Ustel Fonksiyonun Tiirevi). f(z) = e® = e® cosy + i e® siny fonksiyonu her noktada
tiirevlenebilir ve f'(z) = f(z)’dir.

Cozim.
u = e”cosy, v =e"siny igin

— T — — T o3 —
U, =€ cosy—vy, u, = —e sy = —v

Yy T

Kismi tiirevler her yerde siirekli ve denklemler her yerde saglanir; teoreme gore

f(z) =u, +iv, =e®cosy+ie®siny = e*

Kutupsal Koordinatlarda Cauchy-Riemann
zoy # 0 civarinda « = r cos 6, y = rsin § déntisimi yapilirsa, zincir kuraliyla
u, = u, cosf + u, sin6, ug = —u,rsing + u,rcosf

(ve v icin benzerleri) yazilir. Kartezyen denklemler yerine kondugunda kutupsal bi¢im elde edilir:

Teorem 9.3 (Kutupsal Cauchy-Riemann Denklemleri). f = u(r, ) + iv(r, ), z, = roe?% (ry >
0) noktasinin bir komsulugunda tanimh olsun. Kismi tiirevler bu komsulukta var, (r,, 8,)) 'da siirekli ve

U, = vy, Uy = —TV,

denklemlerini saglyorsa f'(z,) vardir ve

f/(zO) = e—i@ ( Uy + ivr )

Ornek 9.4 (1/z Tiirevi). f(z) = % (z # 0) icin kutupsal denklemleri dogrulayip tiirevi bulunuz.

Cozim.
f(Z) — lw — ;6729 _ cosf i smG; yaniu — COSG, v = _sm@l
re s T s s T
cos 6 sin 6
ru, = — = Uy = — = —rv
T r 6> 6 r T
Denklemler » > 0’da saglanir; tirev
. —i0 —1i20
) cosf) . sinf e’ . e 1
f(z)=e|— 5 | =—— (cos9—zsm0):— — =
r T T r z
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64 Boliim 9. Cauchy-Riemann Denklemleri

Ornek 9.5 (Kiip Kok Dalinin Tiirevi).
f(2) = /retl3 (r>0a<8<a+?2n)

dalinin her noktada tiirevlenebilir oldugunu gosterip tiirevini bulunuz.

Im

a<0<o+2n /

Re

0 = a 15101 haric

Sekil 9.2: Kiip kok dal1 7 > 0 ve < 0 < o + 21 kosullariyla tanimlidir: her z'nin acis1 8 = a 151nindan
baslayarak saat yoniiniin tersine tam bir tur i¢inde 6l¢iilir. Bu 151 ve baslangi¢ noktas: disarida birakilir;
kalan acik kiimede dal tek degerli ve tiirevlenebilirdir.

Coziim.
— 3 (2 — 3 in 0 s
u = /rcos 3, v = /rsin 3 icin
3
ru, = ~3- o8 3 = vy, Ug = —

" 3

T

ﬁ
[
3

sine =—7rv
3=

Tirev formiliyle

fl(z)=e ! cos 4 + isin AN el = ! = !
B 3r2/3 3 3) 323 372361203 3[f(2))2
Reel analizdeki %xl/ 3= ?)m;z/g formiiliiniin birebir karsiligidir.

9.4 Alistirma

Alistirma 9.1 (Cauchy-Riemann Uygulamalari).

a) f(z) = e ® (cosy—isiny ) fonksiyonunun tim diizlemde tiirevlenebilir oldugunu ve f’(z) =
—f(2) saglandigin1 gosteriniz.
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9.4 Aligtirma 65

b) f(z) = 2% + iy? fonksiyonunun Cauchy-Riemann denklemlerini hangi noktalarda sagladigini bulu-
nuz; bu noktalarda tiirevin var oldugunu ve f’(z) = 2z degerini aldigini gosteriniz.

¢) f(z) = z Im z fonksiyonunun yalnizca z = 0 noktasinda tiirevlenebildigini gosteriniz.

Cozim.
a) Bilesenler u = e™* cosy ve v = —e ™ * sin y’dir. Kismi tiirevleri yazalim:
J— —T J— —T &3
u, = —e T cosy, u, = —e “siny
— p T o7 — —T
v, = e Tsiny, v, = —€ “cosy

Cauchy-Riemann denklemleri her (z, y) i¢in saglanir:

u, = v, (= —e " cosy), u, = —v,(= —e siny)

Dort kismi tiirev de tiim diizlemde siireklidir; yeterlilik teoremi geregi f her noktada tiirevlenebilirdir.
Tirev formila

—T

f(z) = uy +iv, = —e "cosy+ie “siny = —e™ ¥ (cosy —isiny ) = —f(2)

z

e~ = e~*’dir; bulunan bagint: %e’ =—e 7

verir. (Bu fonksiyon aslinda f(z) =e™® esitliginden
baskas1 degildir.)

b) Burada u = 22

LU= yz’dir:

u, =2z, wu, =0, v, =0, v,=2y

Ikinci denklem u, = —v, her yerde saglanir (0 = 0). Birinci denklem ise
Uy =0, S 20 =2y y=z

yani Cauchy-Riemann denklemleri yalnizca y = x dogrusu iizerinde gecerlidir. Kismi tiirevler tim
diizlemde siirekli oldugundan yeterlilik teoremi bu dogrunun her noktasinda uygulanir ve tiirev vardir:

f'(z)=u, +iv, =2x+1-0=2z (y=1x)

Dogrunun disindaki noktalarda Cauchy-Riemann denklemleri bozuldugu icin tiirev yoktur. Dikkat:
tirev bir dogru uizerinde var olsa da hicbir noktada analitik degildir; analitiklik bir a¢ik komsuluk
ister, dogrunun ise i¢ noktas: yoktur.

Acik Matematik - acik-matematik.com 65 CC BY-NC-SA 4.0


https://acik-matematik.com
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.tr

66 Boliim 9. Cauchy-Riemann Denklemleri

analitiklik ac¢ik bir disk ister

AIm
y=x
dogru iizerinde:
CR saglanir, f* = 2x -
e T~
4 \
4 \
I Zo 1 her komsuluk
1 1 o
\ ; dogrudan tasar
\ /
’
S - z
Re
dogru disinda:
CR bozuk, tiirev yok

Sekil 9.3: f(z) = ¥* + iy? igin Cauchy-Riemann denklemleri yalniz y = x dogrusunda saglanir; tiirev bu
dogrunun her noktasinda vardir. Ama analitiklik z,'in bir komsulugunun her noktasinda tirev ister
ve her disk dogrudan tasar: fhicbir noktada analitik degildir.

¢) f(z) = z Im z = (z + iy)y = wy + iy? oldugundan u = zy, v = y*'dir:

Uy =Y, U, =T, v, =0, v, =2y

Cauchy-Riemann denklemleri:

Uy, =0, S y=2y<y=0, u, =—v, <=0

Iki kosul yalnizca z = 0 noktasinda birlikte saglanir; bagka hicbir noktada tiirev olamaz. Baslangicta
ise kismi tiirevler siirekli oldugundan yeterlilik teoremi tiirevin varligin verir:

£/(0) = u,(0,0) +iv,(0,0) = 0

Tirevin bir noktada degil, bir acik kiimenin her noktasinda var olmasi, kompleks analizin merkez
kavramini dogurur: analitiklik.
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10.1

10.2

10. Analitik Fonksiyonlar

Bir noktada tiirevin varligi zayif bir bilgidir: | 2 |? yalnizca baslangigta tiirevlenebilir ama bu ona higbir
ayricalik kazandirmaz. Kompleks analizin gercek kahramany, tiirevi bir acik kiimenin her noktasinda
var olan fonksiyonlardir.

Tanimlar

Tanim 10.1 (Analitiklik). f fonksiyonu, z,’in bir komsulugunun her noktasinda tiirevi varsa z,’da
analitiktir. A¢ik bir kiimenin her noktasinda analitikse o kiimede analitik denir. Tiim diizlemde analitik
fonksiyona tam fonksiyon denir.

Tanim 10.2 (Tekil Nokta). f, z,’da analitik olmasin ama z,’in her komsulugu f’nin analitik oldugu bir
nokta igersin; b6yle bir z;’a f’nin bir tekil noktasi denir.

Ug temel 6rnek kavramlar ayristirir:

+ f(z) = 1/z, delinmis diizlemde analitiktir; z = 0 onun tekil noktasidur.

« f(2) =| z |? higbir yerde analitik degildir: tiirevi yalnizca z = 0’da vardir, higbir acik kiimede
yoktur. Tekil noktas: da yoktur — ciinkii analitik oldugu nokta yoktur.

« Polinomlar tam fonksiyonlardur.

Analitikligin gerek kosullar1 6nceki boliimlerden miras kalir: analitik fonksiyon stireklidir ve bilegenleri
Cauchy-Riemann denklemlerini saglar.

Analitik Fonksiyonlarin Cebiri

Tiirev kurallar1 dogrudan su sonuglari verir: iki fonksiyon bir D domeninde analitikse

» toplamlar1 ve carpimlar1 D’de analitiktir;
« boliimleri, paydanin sifirlanmadig1 noktalarda analitiktir;
« analitik fonksiyonlarin bileskesi analitiktir (zincir kurali).

Ozel olarak bir rasyonel fonksiyon P/Q, @ nun sifirlar1 disinda her yerde analitiktir.
Ornek 10.1 (Bir Rasyonel Fonksiyonun Tekil Noktalari).

23 +4

I& =@y

fonksiyonu, paydann sifirlar1 olan z = 4+/3 ve z = +i diginda tiim diizlemde analitiktir; bu dort nokta
f’nin tekil noktalaridir.

Ornek 10.2 (Bir Tam Fonksiyon). f(z) = coshx cosy + i sinh  sin y fonksiyonunun tam oldugunu
gosteriniz.

Cozim.
u = cosh z cosy, v = sinh  sin y i¢cin

u, = sinhzcosy = v,, u, = —coshasiny = —v

Yy x

Kismi tiirevler her yerde siirekli ve Cauchy-Riemann denklemleri her yerde saglanir; yeterlilik teoremi
her noktada uygulanir. (Bu fonksiyon, ileride tanisacagimiz cosh z’dir.)
]
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68 Boliim 10. Analitik Fonksiyonlar

10.3 Tiirevi Sifir Olan Fonksiyon Sabittir

Teorem 10.1 (Sabitlik Teoremi). Bir D domeninde f'(z) = 0 ise f, D de sabittir.

Ispat.

f=u+iv yazalim. f’ =u, +iv, =0 oldugundan u, = v, = 0; Cauchy-Riemann denklemleriyle
u, = v, = 0 da gikar. Yani Vu = (u,,u, ) gradyani D de 6zdes sifirdur.

D icindeki herhangi bir L dogru parcas: iizerinde, parca boyunca yonlii tiirev % =Vu-U =0 oldu-
gundan u, L boyunca sabittir. D bir domen oldugundan herhangi iki noktasi, tamamen D ’de kalan sonlu
sayiwda dogru parcasiyla birlestirilebilir; parca parca sabitlik zincir boyunca tasinir ve u, D ’nin tamaminda
tek bir a degerini alir. Ayni akil yiiriitme v igin bir b sabiti verir; f(z) = a + bi olur.

her dogru parcasinda du/ds =Vu -U=0

D

Z2

u sabit

u sabit

Sekil 10.1: Vu = 0 oldugundan u, D icindeki her dogru parcasi boyunca sabittir. D bir domen oldugu icin
z, ile z,, tamamen D 'de kalan sonlu sayida parcayla birlesir; sabitlik parcadan parcaya tasinir ve u(z;) =
u(z,) cikar.

Teoremde D’nin baglantili olmasi vazgecilmezdir: iki ayrik acik diskten olusan kiimede, her diskte farkl
sabit deger alan fonksiyonun tiirevi de sifirdir ama fonksiyon sabit degildir.
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10.3 Tiirevi Sifir Olan Fonksiyon Sabittir 69

f" = 0 her yerde, ama f sabit degil

D, D,
-—- -
,’ \\ ,’ \\
’ \ 4 \

/ \ 4 \
4 \ / \
1 \ ! \
I 1 I 1
1 f=2a 1 1 f=b+a 1
\ I \ I
\ / \ /
\ / \ 7
\ Vs \ ’
\ /7 \ 7’
\\ /’ \\ /’

D = D, u D, baglantili degil

Sekil 10.2: ki ayrik acik diskte ayr1 ayr1 sabit olan fonksiyonun tiirevi her noktada sifirdir, ama a # b ise
fonksiyon sabit degildir. Sabitlik teoremindeki domen (baglantili acik kiime) kogulu tam da bunu engeller:
iki diski birlestiren, kiimede kalan bir yol yoktur.

10.4 Katilik Ornekleri

Analitiklik o kadar kisitlayicidir ki, tizerine kiigtik bir ek kosul koymak fonksiyonu tiimiiyle dondurabilir.

Ornek 10.3 (Eslenigi de Analitikse). f ve f(z) bir D domeninde birlikte analitikse f, D’de sabittir.
Cozim. -
f=u-+ivve f =u— ivyazalim. f analitik oldugundan
Uy = Uy, y -

f analitik oldugundan (bilesenleri u ve —v):

Taraf tarafa toplanirsa u, = 0 ve u
Teorem 10.1 geregi f sabittir.
|

y = 0; geri konursa v, = v, = 0. O hélde " = u, +iv, =0 ve

Ornek 10.4 (Modiilii Sabitse). | f(z) | bir D domeninde sabitse f de sabittir.

Coziim.

| f/(z) | = colsun. ¢ = 0ise f = 0’dir. ¢ # 0 ise f, D’de hig sifirlanmaz ve

2

f(2) f(z) = ¢ = f(z) = @

Sag taraf, sifirlanmayan analitik fonksiyonun bolimi olarak D’de analitiktir; yani f de analitiktir.

Onceki 6rnege gore f sabittir.
]
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70 Boliim 10. Analitik Fonksiyonlar

1 Neden ‘katilik’?

Reel tiirevlenebilir fonksiyonlar esnektir: bir parcasini degistirip kalanini koruyabilirsiniz. Analitik
fonksiyonlar ise kristal gibidir — modiliini sabitlemek, eslenigini analitik yapmak veya (ileride
goriilecegi gibi) kiiciiciik bir yayda degerlerini bilmek, fonksiyonun tamamini belirler. Bu katilik
kompleks analizin en giicli teoremlerinin kaynagidir.

Alistirma

Aligtirma 10.1 (Analitiklik Sorulari).

a) f(z) = 2(2;2111) fonksiyonunun tekil noktalarim bulunuz.

b) f(z) = W)(Z;% fonksiyonunun tekil noktalarini bulunuz.
¢) Bir D domeninde f analitik ve reel degerliyse sabit oldugunu gésteriniz.
Coziim.
a) Iki polinomun béliimii, payda sifirdan farkli oldugu her noktada analitiktir. Payday1 sifirlayan
noktalar1 bulalim:

z(z2—|—1)20®z=0 veya 22=—-1e2=0z2=1iz2=—i

Bu u¢ noktada pay sifir degildir (z = 0 i¢in 1, 2 = 4¢ igin 1 4 2¢), dolayisiyla sadelesme yoktur. f,
bu noktalarin her birinin delinmis komsulugunda analitik ama kendisinde analitik olmadigindan tekil
noktalar

noktalaridir.
b) Paydanin ikinci ¢arpaninin sifirlarini bulalim:

—244—38
z2+22+2=O=>z=iT=—lj:i

Payda ayrica z = —2 i¢in sifirdir. Paymn bu noktalardaki degerleri sifirdan farklidir: z = —2 icin 22 +
1 =5; 2z = —14+iicin 22 = F2i oldugundan 2% + 1 = 1 F 2i # 0. Tekil noktalar

z=-2, z=—1+41, z=—1—1

¢) f = u+ v yazalim. f reel degerli oldugundan D’nin her noktasinda v(z,y) = 0’dir, dolayisiyla
v’nin tim kismi tirevleri sifirdir. f analitik oldugu i¢in Cauchy-Riemann denklemleri gecerlidir:

u, = v, =0, u, =—v, =0
Tiirev formiili artik

J(2) = u, +iv, =0

verir; yani f’, D boyunca 6zdes olarak sifirdir. Tiirevi bir domende sifir olan fonksiyon sabit oldugun-
dan f sabittir.
|

Analitik fonksiyonlarin bilesenleri siradan fonksiyonlar degildir: ikisi de Laplace denklemini saglar. Bu
baglant1 bizi harmonik fonksiyonlara gétiiriiyor.
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11.1

11. Harmonik Fonksiyonlar

Analitik fonksiyonlar, uygulamali matematigin en 6nemli denklemlerinden biriyle dogustan akrabadur:
bir analitik fonksiyonun reel ve sanal kisimlar1 Laplace denklemini saglar. Bu kopri, 1s1 iletimi, elekt-
rostatik ve akigkanlar mekanigi problemlerinin kompleks analizle ¢6ziilmesinin temelidir.

Harmoniklik

Tamim 11.1 (Harmonik Fonksiyon). Iki reel degiskenli, reel degerli bir H(z,y) fonksiyonu; bir
domende birinci ve ikinci mertebeden siirekli kismi tiirevlere sahipse ve Laplace denklemini

H,, +H,, =0

sagliyorsa o domende harmoniktir.

Ornek 11.1 (Bir Harmonik Fonksiyon). T(z,y) = e Y sin x fonksiyonu tiim diizlemde harmoniktir:

T, =—eYsing, T, =e Vsinz, T,,+1,,=0
Bu fonksiyon, 0 < x < &, y > 0 yar1 seridinde duragan sicaklik dagilimi olarak yorumlanabilir: dikey

kenarlarda T' = 0, taban y = 0 iizerinde T = sin = degerlerini alir ve y — oo iken sifira soner.

T = e7¥ sin x: yan seritte duragan sicaklik

A\y
y — oo:T— 0
T=0 T=0
sin x
/’ ------- \\
/’/’ \\\\
rd ~
” ~
rd ~
r'd ~
- \\
= >
y=0:T =sin x T x

Sekil 11.1: Harmonik T = e ¥ sin x, yar1 seritte duragan sicaklik dagilimidir: dikey kenarlarda T = 0,
taban tizerinde T = sin x (kesikli profil) ve y — oo iken T — 0. Bu sinur degerlerini saglayan bir Laplace
¢coziimudiir.
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11.3
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Analitik Fonksiyonlarin Bilesenleri Harmoniktir

Teorem 11.1 (Bilesenlerin Harmonikligi). f(z) = u(z,y) + iv(z,y) bir D domeninde analitikse, u
ve v, D’de harmoniktir.

Ispat.

lleride kanitlanacak temel bir gercegi édiing aliyoruz: analitik bir fonksiyonun her mertebeden tiirevi
vardir; 6zellikle u ve v’nin ikinci mertebe kismi tiirevleri var ve siireklidir.

D’de Cauchy-Riemann denklemleri gecerlidir:

Birinciyi x’e, ikinciyiy’ye gore tiiretelim:

u =" Uy — —U

Sirekli kanisik tirevler sira degistirdiginden (v,,, = v,, ) taraf tarafa toplaninca u,, +u
Benzer bigimde birinci denklem yye, ikincisi x e gore tiretilirse v, + v, = 0 elde edilir.
]

gy = 0 cikar.

Ornek 11.2 (Analitiklikten Harmoniklik Uretmek). f(z) =e Ysinz —ie ¥ cosz fonksiyonu
tamdir: bilegenleri i¢cin Cauchy-Riemann denklemleri her yerde saglanir ve kismi tiirevler stireklidir (dog-
rulamas bir satirdir; bu fonksiyon —ie?#’dir). Teoreme gore Ornek 11.1'teki T = e~ ¥ sin = fonksiyonunun
harmonikligi, hesapsiz da goriilebilirdi: 7', bir tam fonksiyonun reel kismidir.

Ornek 11.3 (Delinmis Diizlemde Harmoniklik).

i 22 2wy +i(x? —y?)

2R @

fonksiyonu z # 0’da analitik oldugundan,
2xy . x? — g2
Y g — 2
(z? +y?)? (z* + %)

fonksiyonlar1 baglangi¢ noktasi ¢ikarilmis diizlemde harmoniktir — dogrudan dogrulamasi epey zahmetli
olacak bir gercek.

Harmonik Eslenik
Tanim 11.2 (Harmonik Eslenik). u ve v, bir D domeninde harmonik olsun. Birinci mertebe kismi
turevleri D’de Cauchy-Riemann denklemlerini

Uy = Uy? Yy T

sagliyorsa, v’ye w'nun bir harmonik eslenigi denir.

Teorem 11.2 (Analitiklik = Harmonik Egleniklik). f = u + iv fonksiyonu bir D domeninde anali-
tiktir ancak ve ancak v, uw’nun harmonik eslenigiyse.

Bir yon Teorem 11.1 ile Cauchy-Riemann gerekliliginden; diger yon, harmonikligin icerdigi stireklilikle
yeterlilik teoreminden c¢ikar.
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11.3 Harmonik Eslenik 73

Sira onemlidir

Mligki simetrik degildir: v’nin w'nun eslenigi olmasi, u'nun v’nin eslenigi olmasi demek degildir.
Ornegin v = 22 — 2, v = 2zy cifti icin u + v = 2% analitiktir; ama ters sirali v + ju = 22y +
i(x? — y?) fonksiyonu hicbir yerde analitik degildir (Cauchy-Riemann denklemleri yalniz baslangic
noktasinda saglanir). Dogru simetri sudur: v'nin bir harmonik eglenigi —w’dur; ¢iinkii v — ju =
—i(u + iv) carpim analitiktir.

Harmonik Eslenik Bulma Yontemi

Verilen harmonik u’dan eglenigi, Cauchy-Riemann denklemlerinin adim adim integrallenmesiyle bulunur.
Yontem bir 6rnek tizerinde en iyi goriliir.

Ornek 11.4 (Harmonik Eslenigin Insas1). u(z,y) = y® — 322y fonksiyonunun harmonikligini dog-
rulay1p bir harmonik eslenigini ve karsilik gelen analitik fonksiyonu bulunuz.

Coziim.

Harmoniklik: v, = —6y, Uy = 6y; toplam sifirdur.

Birinci denklem: v, = u, = —6zy olmal. y’ye gére integralleyelim; “sabit” z’e baglh olabilir:
v(z,y) = —3zy* + ¢(2)

Ikinci denklem: v, = —u,, olmal:

=3y + ¢’ (x) = —(3y* — 32?) = ¢'(z) = 32® = p(z) =2 + C
y’li terimlerin tamamen sadelegsmesi, «’nun harmonikliginin giivencesidir. Boylece
v(z,y) = -3y +2° +C
ve karsilik gelen analitik fonksiyon
f(2)=(9* =32y )+i (2 =32y’ +C ) =i (#+C)

Son esitlik 22 = z3 — 3292 + i(32%y — y*) acihmiyla dogrulanur.
]

Harmonik eslenik, sabit ekleme diginda tektir: iki eglenik vy, v, icin f; — fy = i(v; — vy), reel kismu
ozdes sifir olan analitik bir fonksiyondur. Cauchy-Riemann denklemleri bu durumda (v; — vy), = (v; —
vy),, = 0 verir; tirevi sifir olan bu fonksiyon sabitlik teoremi geregi sabittir.

Alistirma

Alistirma 11.1 (Harmonik Eslenik Aligtirmalar1). Asagidaki fonksiyonlarin tiim diizlemde harmo-
nik olduklarimi gésterip birer harmonik egleniklerini bulunuz.

a) u(z,y) = 2z(1 —y)
b) u(z,y) = 2z — 3 + 3zy?
¢) u(z,y) = sinhzsiny
Cozim.
a) u = 2x — 2zxy i¢in kismi tirevler:

Uy, =2—2y, wu,, =0, Uy = —2%, Uy, =0

Uy + Uy, = 0 oldugundan v tiim diizlemde harmoniktir. Eslenigi Cauchy-Riemann denklemlerinden

kuralim. Once Uy = Uy
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74 Boliim 11. Harmonik Fonksiyonlar

Uy:2—2y=>v:2y—y2+np(m)
Simdi v,, = —u,, kosulunu uygulayalim:

v, =@ () =22 = p(z) =22+ C
Boylece

v(@,y) =2 —y* +2y+C
b) u = 2z — 23 + 3zy? icin
u, =2 — 32?4+ 3y%, wu,, = —6z, u, = 6zy, u,, =6z
Toplam sifirdir, u harmoniktir. Eglenik i¢in
v, = u, =2 —3z% +3y> = v =2y — 3%y + y* + p(z)

v, = —bzy + ¢’'(z) = —u, = —bzy = ¢'(z) =0
Sonug:
v(z,y) =2y —3a?y +y° + C

¢) u = sinh z sin y icin

u, = coshxsiny, wu,, =sinhxsiny, u, = sinhzcosy, wu,, = —sinhzsiny
Iki ikinci tiirev birbirini gotiiriir; u harmoniktir. Eslenik:
v, = u, = coshxsiny = v = —coshzcosy + p(z)
v, = —sinhz cosy + ¢’ (x) = —u, = —sinhz cosy = ¢’'(z) =0

Sonug:
v(x,y) = —coshz cosy + C

(Elde edilen f = u + iv fonksiyonlari sirasiyla 2z + i2? + iC, 2z — 2% + iC ve —i cosh z + iC bigi-
minde yazilabilir; C' reel sabittir.)
|

Analitik fonksiyonlarin katilig1 yalnizca bilesenlerinde degil, degerlerinin dagiliminda da kendini gosterir:
bir analitik fonksiyon, kii¢liciik bir bolgedeki degerleriyle tiimiiyle belirlenir.
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12.1

12. Tek Tiirli Belirlenme ve Yansima
Prensibi

Analitik fonksiyonlarin katilig1 bu boliimde en ¢arpici bi¢imine ulasir: bir domenin kiigiiciik bir kosesinde
— hatta tek bir dogru parcas: tizerinde — fonksiyonun degerlerini bilmek, onu domenin tamaminda
belirler. Bu ilke hem “analitik uzanim” kavramini hem de simetri 6zelliklerini yéneten yansima prensibini
dogurur.

Ozdes Sifir Olma Ilkesi

Teorem 12.1 (Ozdes Sifir Olma). f, bir D domeninde analitik olsun. f, D nin bir alt domeninde veya D
icinde kalan bir dogru parcasi iizerinde 6zdes olarak sifirsa, D ’nin tamaminda f(z) = 0’dwr.

Ispat.

Kanitin anahtari, seriler kuramindan édiing alinacak yerel bir gercektir: analitik bir fonksiyon, sifirlandig
bir alt domeni (veya dogru parcasini) iceren her acik diskte 6zdes sifirdir. Bunu kabul ederek kiiresel sonucu
kuralim.

2o, [ 'nin sifirlandig alt bolgede bir nokta; P, D’nin herhangi bir noktasi olsun. D baglantili oldugundan
2o 1 P’ye baglayan ve tamamen D de kalan bir L ¢okgensel yolu vardir. d, L ile D’nin simir1 arasindaki en
kiigiik uzaklik olsun (D tiim diizlemse d herhangi bir pozitif say1 alinabilir). L iizerinde ardisik uzakliklar
d’den kiigiik sonlu sayida

20121522y +1 1y ”n — P

noktasi secelim ve her z;, merkezlid yaricapli N, diskini diisiinelim; her disk D icindedir ve z; ., € N, dir.

)1 € Ny sifir diskten diske gecer

Sekil 12.1: f, z, etrafindaki kiigiik alt domende sifirdir. Cokgensel yol tizerinde ardisik uzakliklari d'den
kiigiik noktalar segilir; her Ny diski D 'nin icinde kalir ve bir sonraki merkezi icerir (d: yolun D 'nin sinirina
uzakhg). Yerel gercek N,'da f = 0 verir, kesisim iizerinden N,'e, oradan N,'ye gecer ve P'ye ulasir.
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Yerel gercek Ny'da f =0 verir. N,’in merkezi z;, N, in icindedir; f, Ny N N; kesisiminde (bir alt
domende) sifir oldugundan yerel gercek N, 'de de f = 0 verir. Zincir boyunca ilerleyerek N,, de, ozellikle
P’de f(P) = 0 bulunur.

u

Teorem 12.2 (Tek Tiirlii Belirlenme). f ve g, bir D domeninde analitik olsun. D nin bir alt domeninde
veya D ’de kalan bir dogru pargasi iizerinde f(z) = g(z) ise, D’nin tamaminda f(z) = g(z) ‘dir.

ispat.

h = f — g fonksiyonu D’de analitiktir ve ilgili alt kiimede Ozdes sifirdir; Teorem 12.1 gere§i D’nin
tamaminda sifirdir.

|

Analitik Uzanim

Tek tiirlt belirlenmenin en verimli kullanimi, fonksiyonlarin tanim bolgesini genisletmektir. D; ve D,
kesisimi bos olmayan iki domen olsun; f;, D, ’de analitik olsun. D, de analitik bir f, fonksiyonu kesisimde
fi ile cakisiyorsa, fy’ye f;’in D,’ye analitik uzanimi denir.

Uzanim — var oldugunda — tektir: kesisimde f; ile cakigsan iki uzamim, D,’de birbirine esit olmak
zorundadir (Teorem 12.2). O zaman

_Jfi(2),z€ Dy
Flz) = {f?(z)vz €D,

fonksiyonu D; U D, birlesiminde analitiktir ve iki parcanin ortak genislemesidir.
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12.2 Analitik Uzanim 77

Zincirleme uzanimda doniig garantisi yoktur

Ug domen zincirinde f,, f;’in Dy’ye; f3, fo nin Dy’e uzanimi olsun. Dj, D, ile de kesisiyorsa f5’iin
bu kesisimde f; ile cakigsmasi gerekmez. Cok degerli koklerin ve logaritmanin dallar1 bu olgunun
kaynagidir: baslangic noktasi etrafinda bir tam tur uzanan z'/2 dali, baslangic degerinin negatifiyle
geri doner.

2% dah baslangic etrafinda bir tur uzatilinca

78I

Sekil 12.2: f;, D,'de z/*'nin bir dal1 olsun. D,'ye, oradan D;'e uzatilip baglangi¢ noktasinin etrafinda
tam tur doniiliince Ds n D; kesisiminde f; = —f; bulunur: her adimda komsu uzanimlar ¢akisir ama
zincirin sonu bagiyla ¢akismak zorunda degildir.

12.3 Yansima Prensibi

Bazi tam fonksiyonlar f(z) = f(2) simetrisine sahiptir — yani eslenik almak, degiskenin eslenigini
almakla yer degistirebilir. Ornegin z + 1 ve 22 boyledir; ama z + i ve i22 boyle degildir. Ayrimi belirleyen
sey, fonksiyonun reel eksendeki davranigidir.
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D reel eksene gore simetrik: z € D < z €D
Im

f(x) reel Re

N |

f(z) = f(z)

Sekil 12.3: Yansima prensibinin sahnesi: D reel eksene gore simetrik bir domendir ve eksenin bir par¢asini
icerir. fbu parcada reel deger aliyorsa, z'nin yansimasi z'de fonksiyonun degeri f{z)'nin yansimasidir: f{z)

= fl2).

Teorem 12.3 (Yansima Prensibi). D, reel eksene gire simetrik ve reel eksenin bir parcasini iceren bir
domen; f, D’de analitik olsun. O zaman

f(z) = f(z) (tim z € D)
ozdesligi gecerlidir ancak ve ancak f, eksen parcasi iizerinde reel degerler aliyorsa.

Ispat.
(Yeterlilik) f(x) eksen parcasinda reel olsun. F(z) = f(2) tammlayalim ve F ’nin D’de analitik oldu-
Sunu gorelim. f = u + v yazilirsa

F(z) = u(z, —y) + iv(z, —y) = u(z, —y) —iv(z, —y)

U(z,y) = u(z,—y) ve V(z,y) = —v(x,—y) bilesenleri, t = —y yazihisiyla f’nin Cauchy-Riemann
denklemlerinden kendi denklemlerini devralir. Zincir kuraliyla

Uy (2,y) = uy (2, 1), Uy(x,y) = —uy(z,1), Vo(z,y) = —v,(,1), Vy(ac,y) = vy(z,1)

[ 'nin denklemleri u, = v, ve uy = —v, oldugundan U, =V, veU, = —V, cikar; kismi tiirevler siirekli
oldugundan F, D’de analitiktir (D nin simetrisi burada kullanilir: z € D iken (x,—y) € D olmalidir).
Eksen parcasinda z = x i¢in F(x) = f(z) = f(x); ¢inki f(z) reeldir. F ile f, D’de kalan bir dogru
parcasinda ¢akistifindan Teorem 12.2 geregi D nin tamaminda esittirler; istenen 6zdeslik budur.
(Gereklilik) Ozdeslik gecerliyse, eksen pargast iizerinde z = x igin f(x) = f(x); yani f(x) kendi esleni-
Sine esittir ve reeldir.

]

Ornek 12.1 (Simetrinin Denetlenmesi). Yansima prensibi baslangictaki gozlemleri aciklar:

e f(z) = z+1 ve f(z) = 22 reel eksende reel deger alir; dolayisiyla z + 1 = Z + 1 ve 22 = 22 dzdes-
likleri gecerlidir.

« f(z) =z+1i icin f(z) =z + i reel degildir; simetrinin bozuldugunu tek nokta gosterir: z = 0’da
f(0) =i = —i, oysa f(0) = 1. L

« f(2) = i2% icin f(z) = ix? reel degildir; z = ’de f(1) =i = —i # i = f(1).
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Alistirma

Alistirma 12.1 (Belirlenme ve Yansima).

a) Tam bir f fonksiyonu reel eksenin bir parcasi tizerinde sin = degerlerini aliyorsa, tiim diizlemde f’nin
tek tiirli belirlendigini acgiklayiniz.

b) f(z) = sinh 2’nin, reel eksende reel deger aldigini kullanarak sinh z = sinh z 6zdegligini gerekgelen-
diriniz.

¢) f(z) = f(z) ozdesligini saglayan bir tam fonksiyonun Maclaurin katsayilarinin reel olmasi gerektigini,
turevlerin reel eksendeki degerlerini diisiinerek tartiginiz.

Cozim.

a) g(z) = sin z fonksiyonu tamdir ve reel eksende sin x degerlerini alir. Varsayima goére f de tamdir ve
reel eksenin bir pargasi tizerinde ayni degerleri alir; yani f — g farki, o parcanin her noktasinda sifirdur.
f ve g, tim dizlem domeninde analitiktir ve bu domende kalan bir dogru parcasi tizerinde ¢akigirlar.
Teorem 12.2 geregi domenin tamaminda cakigirlar, dolayisiyla

f(z) =sinz (her z igin)

Boylece f, verilen parca tizerindeki degerleriyle tek tiirli belirlenmigtir: ayni kosulu saglayan baska
bir tam fonksiyon yoktur.

b) sinh z tiim diizlemde analitiktir ve diizlem reel eksene gore simetriktir. Reel eksende sinh x degerleri
reeldir. Yansima ilkesinin kosullar1 saglandigindan

sinh z = sinh 2
Her iki tarafin eglenigi alinirsa (eslenigin eslenigi kendisidir)

sinh z = sinh 2z
elde edilir. Dogrudan hesap da ayni sonucu verir: sinh(z — iy) = sinh  cos y — i cosh z sin y ifadesi,
sinh(z + iy) = sinh x cos y + 4 cosh z sin y sayisinin eglenigidir.
c) Once f’nin reel eksende reel degerli oldugunu gorelim: z = x reel alindiginda z = z oldugundan
ozdeslik f(z) = f(z) haline gelir, yani f(z) kendi eslenigine esittir ve reeldir.

Simdi tiirevlere gecelim. f tam oldugundan f’(x) tiirevi vardir ve limit, Az — 0 giden her yol boyunca
aynidir; 6zellikle reel h degerleriyle hesaplanabilir:

h—0 h
heR

Sagdaki her fark boliimii reel sayilarin bolumidiir, dolayisiyla reeldir; reel sayilardan olusan bir dizinin
limiti de reeldir. Demek ki f’ de reel eksende reel degerlidir. f’ yine tam oldugundan aym akil yiiriitme
tekrarlanir ve tiimevarmmla her n icin (™) reel eksende reel deger alir. Ozel olarak

fMO)eR  (n=0,1,2,..)

fW‘(O) oldugundan hepsi reeldir.

n

Maclaurin katsayilar1 a,, =
u

Analitik fonksiyonlar kuraminin iskeleti tamam. Siradaki kisimda bu iskelete somut govdeler giydiriyo-
ruz: tistel fonksiyon, logaritma, kuvvetler ve trigonometrik aile.
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13.1

13.2

13.3

13. Ustel Fonksiyon

Elemanter fonksiyonlar ailesinin atas: tstel fonksiyondur: logaritma onun tersi, trigonometrik ve hiper-
bolik fonksiyonlar onun lineer kombinasyonlaridir. Reel e*’in diizleme genislemesi tek dogal bicimde
yapilir — ve bu genisleme, reel eksende goriinmeyen bir 6zellik kazandirir: periyodiklik.

Tanim
Tanim 13.1 (Ustel Fonksiyon). z = z + iy icin iistel fonksiyon, Euler formiilii yardimiyla tanimlanir:
e* = e%e = e%(cosy + isiny)

exp z gosterimi de kullanilir.

Tanim, y = 0 i¢in reel iistel fonksiyona iner. Daha 6nce gosterdik: u = e® cosy, v = e” sin y bilesenleri
her yerde Cauchy-Riemann denklemlerini saglar ve

olur; e* bir tam fonksiyondur.

1 Kok gosterimiyle kiiciik bir uzlasma

Kokler boliimiinde z'/™ yazimu, z’nin n-inci kokleri kiimesini anlatiyordu; bu uzlasma e'/™’e uygu-
lanmaz. Kompleks analizde e* daima tanimdaki tek degerdir; z = 1/n kondugunda pozitif {/e say1st
anlagilir, kok kiimesi kastedilmez.

Toplama Ozelligi
Teorem 13.1 (Ustel Fonksiyonun Toplama Ozelligi). Her z,, z, icin

ef1e%2 = ezl+22

ispat.
z, = T}, + 1y, yazalim. Reel iistel fonksiyonun carpim kurali ve iistel formda carpma ile

e?1e?2 = ( eT1eiY1 ) ( %212 ) = eT11%2 oi(U11Y2) — 21122

Toplama 6zelliginden bélme kurali ve ters cikar:

z

el 1
— zZ1—Zz

R e 1 27

e*2 e*

Modiil, Argiiman ve Sifirlanmama

Tanimin kendisi e*’nin kutupsal ayrismasidir: modiil ve argiiman dogrudan okunur:

| e* | = e?, arge* =y +2nm  (n=0,41,42,...)

Acik Matematik - acik-matematik.com 81 CC BY-NC-SA 4.0


https://acik-matematik.com/dersler/analitik-fonksiyonlar/cauchy-riemann.qmd
https://acik-matematik.com/dersler/kompleks-sayilar/kokler.qmd
https://acik-matematik.com/dersler/kompleks-sayilar/ustel-form.qmd
https://acik-matematik.com
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.tr

82 Béliim 13. Ustel Fonksiyon

e > 0 oldugundan 6nemli bir sonug elde ederiz:
e*#0 (her z igin)
Ustel fonksiyon 0 degerini asla almaz; birazdan gorecegimiz gibi bagka her kompleks degeri alir.

z-diizlemi w-diizlemi: w, = e*

Alm
X =4

0 alinmaz

i i = =y 5 i . i =0
Sekil 13.1: |eq = e*ve arg e”= y: reel kisim yaricapi, sanal kisim ag1y1 belirler. Dikey dogru x = ¢; cember
|w| = e Uzerine, yatay dogru y = ¢, arg w = ¢, 151 iizerine gider; kesigimleri z, — w, olur. Her pozitif
yarigap bir e*degeriyle elde edilir; yalniz 0 hi¢bir cember {izerinde degildir.

13.4 Periyodiklik

€??™ = 1 oldugundan

ez+27ri — ezei27r = e?

Ustel fonksiyon, saf sanal periyot 2mi ile periyodiktir. Reel iistel fonksiyonun birebirligi diizlemde
kaybolur: diizlem, her biri ayn1 degerleri tireten 27 yiiksekliginde yatay seritlere dilimlenir.
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13.4 Periyodiklik 83

AIm
31
® z, + 2mi
1
]
1
1
]
1
:
ezn—Zni — e = ez(,+27'[i E
1
1
]
1
]
:
]
T '
_________________ e e c— o — o f— — — — — — — — — — ——
]
1
1
1
:
® 2
1
1
1
l
0 »
T >
: Re
1
1
1
]
:
: —W<YysT
l
=TT 1
_________________ -
1
]
1
l
1

Sekil 13.2: e”**"= e% z, noktasini dikey yénde 2t kaydirmak degeri degistirmez. Diizlem, 27 yiiksekliginde
yatay seritlere boliiniir; her serit ayni deger kiimesini iiretir. Tarali serit -7 < y < «, logaritmanin esas
degerinin (Log z) yasadig1 bolgedir.

Reel sezgiyle celisen degerler

e® daima pozitifken e* negatif (hatta istenen her sifirdan farkli degerde) olabilir:

ei7r — 71’ eln2+i7r =_9

“Ustel fonksiyon pozitiftir” aligkanligi yalnizca reel eksende gegerlidir.
13.5 e* = w Denkleminin Coziimii

Ustel fonksiyonun hangi degerleri aldigini gormek icin w # 0 verilip e* = w ¢ozillir. w = pe® (p >0,
¢ = Arg w) yazilirsa, e¥e*¥ = pe'? esitliginden
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84 Béliim 13. Ustel Fonksiyon

z = lInp, y=p+2nmw

Yani sonsuz c¢oklukta ¢6ziim vardir — dikey bir dogru iizerinde 27 araliklarla dizilirler. Bu hesap, bir
sonraki bolimdeki logaritmanin dogum belgesidir.

z-diizlemi: ¢oziimler

Im |
; 0+ 2m w-diizlemi
A | v
[
‘ .
} w = pe'?
21 }
} p
|
| - VA
! | wW=e @
e - u
} Re
|
[
[
[
[
[
|
|
|
¢ ¢ -2n
[
x=Inp

Sekil 13.3: e”= w denkleminin ¢6ztimii: modiil esitligi x = In p dikey dogrusunu, argiiman esitligi y = ¢
+ 2n7 basamaklarini verir. Tek bir w degeri, ayn1 dikey dogru tizerinde 2m araliklarla dizilmis sonsuz bir
¢oziim merdiveninden gelir; bu merdiven bir sonraki boliimde log w olacaktur.

Ornek 13.1 (Ustel Denklem Coziimii). e? = 1 + i denkleminin tiim ¢6ziimlerini bulunuz.

Cozim.
144 =1+/2¢/4 oldugundan

1
bfc:111\/§:§1n27 y:%+2n7r

1 . 1
z:§1n2+z(2n+z)7r (n=0,+1,42,...)

Saglama (n = 0): e3n2¢im/4 — \/5(‘/75 + z@) =141
|

13.6 Alistirma

Alistirma 13.1 (Ustel Fonksiyon Alistirmalar).

a) | e?* | modiiliinii z cinsinden ifade ediniz ve | e~ 2 | < 1 esitsizliginin hangi yar diizlemde gegerli
oldugunu belirleyiniz.

b) e* = —2 denkleminin tiim ¢6ztimlerini bulunuz.

¢) e? fonksiyonunun higbir yerde analitik olmadigin1 Cauchy-Riemann denklemleriyle gésteriniz.
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13.6 Alistirma 85

Cozim.
a) 2z = 2z + 12y oldugundan

| 2% = 027 012y |= 027 | 12y |= 027
ciinki | e'? | = 1’dir. Ayni hesap —2z cin | e ?* | = e~ 2% verir. Reel iistel fonksiyon artan oldugundan
e <l=e"s 2r<0&2>0

Esitsizlik tam olarak Re z > 0 sag yar diizleminde gecerlidir.
b) iki kompleks saymin esitligini modiil ve argiiman olarak ayr1 ayr1 okuyalim. e = e%e® ve —2 =
2¢'™ oldugundan

e =2 ve eW=¢m
Birincisi # = In 2 verir. Ikincisi, argiimanlarin 27’'nin kat1 kadar farkl olabilecegini soyler:
y=7m+2nt=2n+ )7 (n=0,41,42,...)
Cozumler:
z=In2+4 (2n + 1)m

Beklendigi gibi sonsuz coktur ve ardigik kokler 274 aralikhidr.
c) e* = e® %W = e% cosy — i % siny oldugundan

u = e* cosy, v=—e"siny
Kismi tiirevler:
u, = e’ cosy, wu, =—e"siny, v, = —e’siny, v, = —€*cosy
Birinci Cauchy-Riemann denklemi:
U, =0, < e’ cosy = —e’cosy < 2e’cosy =0 cosy=0
Ikinci denklem:
u, = —v, < —e’siny = e’siny < siny =0

e® hicbir zaman sifir olmadigindan iki kosul da y tizerinedir; ama cosy = 0 ile siny = 0 ayn1 anda
saglanamaz (sin? y + cos? y = 1). Demek ki Cauchy-Riemann denklemleri hi¢bir noktada saglanmaz;
tiirev higbir yerde var olmaz, dolayisiyla e® hicbir noktada analitik degildir.

|

Ustel fonksiyon her sifirdan farkli degeri sonsuz kez aliyor; dyleyse tersi tek degerli olamaz. Bu ¢ok
degerliligi yonetme sanati, kompleks analizin en incelikli konularmdan biridir: logaritmik fonksiyon.
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14.1

14.2

14. Logaritmik Fonksiyon ve Dallar:

e* = w denkleminin sonsuz ¢oklukta ¢6ziimii oldugunu gordiik; dyleyse “logaritma” tek bir say1 olamaz.
Kompleks logaritma ¢ok degerli dogar: her sifirdan farkli sayiya, sanal kisimlar1 27 araliklarla dizilmis
sonsuz bir deger merdiveni esler. Bu béliimiin konusu, bu merdivenle ¢alisgmanin kurallaridir.

Tanim

Tanim 14.1 (Logaritmik Fonksiyon). z = re® # 0 (6 = Arg 2) icin logaritmik fonksiyon, ¢ok
degerli olarak

logz:lnr+i(®+2n7r) (n=0,+1,42,...)

tanimlanir; kisaca log z = In| 2z | + i arg z. Buradaki In, pozitif reel sayilarin bilinen logaritmasidir.

Tanim tam olarak e” = z denkleminin ¢6ziim kiimesidir; dolayisiyla
elo8? = » (z#0)
her deger seciminde gecerlidir. Sira degistirilirse simetri bozulur:
log(€* ) =z+2nmi (n=0,41,42,...)

ciinki e*’nin logaritma merdivenindeki tiim basamaklar: geri gelir.

Ornek 14.1 (Bir Logaritma Kiimesi). log ( —1—+/3i ) degerlerini bulunuz.

Cozim.
r=|—1—13i|=2veArg (—1—\/§i ) = —2%; dolayisiyla

2 1
log(—l—\/gi)zln2+i(—§+2nﬂ') :1n2—|—2<n—§)m' (n=0,41,42,...)

Esas Deger

Tanim 14.2 (Esas Deger). n = 0 basamagina, yani esas argiimanla hesaplanan degere logaritmanin
esas degeri denir:

Log z=1Inr +1i0 (r=|21],0=Arg2z)

Boylece log z = Log z + 2nmi olur. z pozitif reel sayiysa Log z = In 2’dir.

Ornek 14.2 (iki Temel Hesap).
log1 = 2nmi, Log1=0
log(—1) = (2n + 1), Log (—1) = mi

Negatif reel sayilarin bile kompleks logaritmasi vardir; tanimsiz kalan tek nokta z = 0’dur.
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88 Boliim 14. Logaritmik Fonksiyon ve Dallar1

Logaritmanin Dallar:

Cok degerlilikten tek degerli, analitik bir fonksiyon damitmak i¢in argiiman bir araliga hapsedilir. o
herhangi bir reel say1 olsun ve

logz=1Inr+i6 (r>0,a<6<a+2r)

tanimlansin. Bu fonksiyon belirtilen domende tek degerli ve siireklidir; bilesenleri v = Inr, v = 6 kutupsal
Cauchy-Riemann denklemlerini saglar:
ru, = 1 = vy, Uug =0=—rv

r

ve tirev

d ) | 1
—logz=e¢" (u, +iv,)=e®-=- (|2]>0,a<argz <a+2n)
2

dz r
Im
dal kesimi
0=«
0 — (a+2r)
0—a" o

Re

a<0O<a+2n1

z = 0: dallanma noktasi

Sekil 14.1: Bir dal se¢mek, diizlemden bir 1s1n ¢ikarmaktir: 6 = o 1511 atilinca ag1 kalan bolgede aile o +
27 arasinda tek degerli ve siirekli secilebilir. Kesimin iki yakasinda ac1 a'ya ve a + 2n'ye yaklasir: 2m'lik
fark, 1511n neden atilmak zorunda oldugunu gésterir. Tiim 1s1mlarin ortak ucu, dallanma noktasi z = 0'dir.

Tanim 14.3 (Dal, Dal Kesimi, Dallanma Noktas1). Cok degerli bir f’nin bir dali, bir domende
tek degerli ve analitik olan, her noktada f’nin degerlerinden birini alan fonksiyondur. Dal tanimlarken
domenden ¢ikarilan ¢izgiye dal kesimi, tiim dal kesimlerinin ortak ucuna dallanma noktasi denir.

Log z=1nr +1i0 (r>0—m1<0O<m)

fonksiyonuna esas dal denir; dal kesimi negatif reel eksen (baslangi¢ dahil), dallanma noktas1 z = 0’dur.
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14.3 Logaritmanin Dallar1 89

Im
-m<O<mx

ImLogz—m e}

dal kesimi I
O
! N -

ImLogz— -m dallanma noktasi

Logz=Inr+i®

Sekil 14.2: Esas dal Log z negatif reel ekseni atar. Eksene iistten yaklasan noktalarda Im Log z m'ye,
alttan yaklaganlarda —nt'ye gider: kesim iizerinde deger 2mi kadar sicrar, siireklilik ve analitiklik orada
kurtarilamaz. Dallanma noktas1 z = 0, kesimin ucudur.

Kesim tuizerinde suireklilik kirilir

Esas dal, negatif reel eksene iistten yaklasirken sanal kismu 7’ye, alttan yaklasirken —n’ye yakin
degerler iiretir; kesim tizerinde siireklilik (dolayisiyla analitiklik) kurtarilamaz. Hangi 1s1nin kesilecegi
secimliktir: o degistirilerek sonsuz ¢oklukta dal elde edilir ve uygulamada kesim, problemin geomet-
risine gore konumlandirilir.

14.4 Ozdeslikler: Neyin Gecerli Kaldig:

Reel logaritmanin aligildik kurallari, ancak ¢cok degerli okumayla kayipsiz taginir.

Teorem 14.1 (Carpim ve Boliim Ozdeslikleri). 2,2z, # 0 icin, kiime esitligi anlaminda:

log(z;25) = log z; + log z,, l{gz—l) =log z; — log 2y
%2

ispat.

In| 2,29 | =In| z; |+ 1n| 2z, | reel ézdesligi ile argiiman kiimelerinin toplanabilirligi arg(zyz,) =
arg z; + arg z, birlestirilir; boliim icin ayni akil yiiriitme fark ile yapilir.

|

Ornek 14.3 (Esas Degerde Bozulma). z; = z, = —1 alalim. 2;z, = 1 i¢in
Log (#,25) =0, Log z; + Log zy = mi + mi = 2mi

Esas degerler toplamsal degildir; ama ¢ok degerli 6zdeslik saglamdir: 0 ve 27i, log 1 = 2nmi kiimesinin
iki basamagdir.

Benzer bir uyari kuvvetler icin de gerekir: Log ( i3 ) = Log (—i) = —7Ii oysa 3 Log i = 2°.
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90 Boliim 14. Logaritmik Fonksiyon ve Dallar1

Kuvvetlerle iliski, ¢cok degerli anlamda diizenlidir: her n tam sayis1 i¢in
n nlogz 1/n 1
Z" = el o8, zH™ = exp-log z
n

Birincisi, log z’nin hangi degeri segilirse secilsin ayn1 2" sayisini verir; ikincisinin sag tarafi, n ardigik
basamagin n farkli sonucuyla tam olarak kok kiimesini iretir.

Alistirma

Alistirma 14.1 (Logaritma Hesaplari).
a) Log (1 — ¢) degerini hesaplayimiz.
b) logi kiimesini yaziniz; Log ¢ hangisidir?

¢) logz=Inr+1i0 (r > 0,3 < § < LT) dali i¢in log(—1 — i) degerini bulunuz.

Coziim.
a) Esas logaritma Log z = In| z | + ¢ Arg 2’dir. 1 — i sayis1 dordiincii ceyrektedir:

[1—i|=v2, Arg(l—i)=—

4
Buradan
Log (1—4) = Inv2 ! 11 9 !
1) —17)=1In —— =-ln2——
& 472 4

b) i sayisinin modiilii 1, esas argiimani 7r/2’dir. Cok degerli logaritma tiim argiimanlar1 kullanir:
. (T 1y .
logzzln1+z<§+2n7r) = <2n—|—§>m (n=0,4£1,42,...)
Esas deger, n = 0 terimidir (argiiman (—m, 7] araligina diiser):
i
Log i = —
0g 1=
c) Bu dalda modil ayni kalir; degisen, argiimanin hangi araliktan secilecegidir. —1 — ¢ sayisi i¢in

r:\/i, 96{—%—}—27171’}

Verilen aralik 2% < 6 < L™ tiir. Argiiman degerlerini tarayalim: —3 /4 kiigiik kalr, —37/4 + 27 =

57 /4 araligin icindedir, bir sonraki 137 /4 ise bitytiktiir. Tek uygun se¢im § = 57 /4 tiir:

; 5mi 1 5mi
log(—1 —i) =InV2 + o= 51n2+ e
Ayni saymnin esas logaritmasinin %1112 — % olduguna dikkat ediniz: iki deger 277 farklidir, ¢iinki
farkli dallar kullanilmistr.
]

Logaritma elimizdeyken, z¢ bigimindeki keyfi kuvvetleri tanimlamanin 6niinde engel kalmadi: kompleks
usler.
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15.1

15.2

15. Kompleks Usler

22, 1/2

kompleks iisleri tanimlayabiliriz. Bedeli, cok degerlilikle gelen siirprizlerdir: ¢
reel olan sonsuz bir deger kiimesidir.

ve 21 gibi kuvvetleri ayr1 ayr1 tanidik; logaritma sayesinde hepsini tek cat1 altinda toplayip keyfi
—2Zi gibi bir ifade, tamanu

Tanim

Tanim 15.1 (Kompleks Kuvvet). z # 0 ve ¢ herhangi bir kompleks sabit olmak iizere
2 = eclogz

tanimlanir; log z ¢ok degerli oldugundan 2¢ de genelde ¢ok degerlidir.

Tanim eski dostlarla tutarlidir: ¢ = n tam sayisiyken €™ tek degere coker (2"), ¢ = 1/n iken tam olarak
n koklu kok kiimesi ¢ikar.

Ornek 15.1 (Tamami Reel Bir Kuvvet Kiimesi). i~2* degerlerini bulunuz.

Coziim.
logi = i(5 + 2nm) oldugundan

i7% = exp (— 2ilogi ) = e{p% : z(g + er)} —exp[(dn+1)m]  (n=0,+1,42,..)

Degerlerin tamamu pozitif reel sayilardir: e™, €™, e =37, ...

1/e# = e~ * ozelliginden, tanimin dogal bir sonucu olarak

1 1

— _ ,—clogz

—_— fr —_— —C
2€ eclogz € z

Dallarin Analitikligi

Logaritmanin bir dali segildiginde
logz=1Inr+i6 (r>0,a<6<a+2r)

2¢ = e°18% fonksiyonu ayn1 domende tek degerli ve analitik olur (analitik fonksiyonlarin bileskesi).
Tirevi zincir kuraliyla:
d eclogz

e = ieclogz — Eeclogz —— — ce(cfl)logz
dz dz z elogz

yani ayni dal icinde beklenen kural gecerlidir:

d
Ezczczc_l (| 2| >0,a<argz < o+ 2m)

Tanim 15.2 (Esas Deger ve Esas Dal). log yerine Log konarak elde edilen degere kuvvetin esas degeri
denir:

P. V.2t = eclogz

Ayni formill, | z | > 0, —7 < Arg z < 7 domeninde z°’nin esas dalin1 tanimlar.
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92 Béliim 15. Kompleks Usler

Ornek 15.2 (Bir Esas Deger).

P.V(—i)" =exp[i Log (—i) | = e){p(lnl — z§>] = ¢™/2

Ornek 15.3 (Esas Dalin Aak Yazimi). 2%/3’iin esas dalim kutupsal bicimde yaziniz.

Coziim.
2 2 2 20
P.V22/3 = e)(p?; Log z) = e{p?; Inr+ gz@) = \3/7’_2e>(p'?>

Bilesenleri u = v/r2 cos 22, v = V/r2sin 22, kutupsal Cauchy-Riemann denklemlerini r > 0, —7 <
© < 7 domeninde saglar dal orada anahtlktlr
|

15.3 Us Kurallar1 Ne Zaman Bozulur?

Reel slerin aligkanliklari, esas degerlerle calisirken bazen korunur bazen carpanla bozulur; her iki
durumu tek 6rnekte gorelim.

Ornek 15.4 (Korunan ve Bozulan Carpim Kurali). 2; =1+, zp = 1 — 4, 23 = —1 — i olsun; tiim
kuvvetler esas degerleriyle alinsin.
Korunma. 2,2z, = 2 i¢in

(leg)i — 27, — ei Log2 _ eiln2
Ote yandan

i et Log (1+1)

7= i(lnv2+im/4) —n/4 ,i(In2)/2 i(lnV2—in/4) _ om/4 oi(ln2)/2

= =e e , 25 = el

Carpimlari €' 2’dir; bu 6rnekte (2, 2,)" = 2%z} saglanir.
Bozulma. 2,25 = (1 —4)(—1 — i) = —2icin

(2925)" = (—2)F = N 2Him) — =7 ciln2

Ama
z§ — ¢t Log (—1—1) _ oi(lnv2-i37/4) _ o3m/4 i(ln2)/2
oldugundan
izl = em/4e3T/4 giln2 — o7 giln2 — (5 )i 27
Esas degerler arasinda €™ garpani kadar fark dogar. Neden: Arg 2, + Arg 25 = —m, esas araligim digina

tasar ve 27 diizeltmesi iistel tanim icinde ¢arpana doniisir.
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Arg z, = -m/4

Arg z; = -371/4
ZyZ3 = —2
@ e toplam = -7t € (-7, 7]
Re

Arg(z,z5) =1 = -7 + 27

|2'] = e A8 % oldugundan

[ -3m/4 /4 34 _ o

. . |zziz3i\:e
Zs=-1-1 Z,=1-1

(z025)| = ™

fark 2 — carpan e?™

Sekil 15.1: z, ve z;'lin esas argiimanlari toplaninca -t ¢ikar; bu deger (-, «t] aralifinin tam disindadir
ve carpimin esas argiimani 7 olur. i kuvveti alinirken acilar i-i = -1 ile reel iisse donustiigiinden 2m'lik
diizeltme " carpani olarak ortaya ¢ikar.

15.4 Tabam Sabit Ustel Fonksiyon

Roller degistirilirse, ¢ # 0 sabit taban i¢in

z zloge

cT=e€

tanimlanir. Burada log ¢’nin bir degeri secilip sabitlendiginde c?, z’nin tam fonksiyonudur ve tiirevi
zincir kuraliyla

—c* = e*1%8Clogc = c*logc
dz

¢ = e alindiginda bile ayn1 durum gegerlidir: log e = 1 4+ 2nm¢ kiimesinden esas deger 1 secildigi i¢in e*
tek degerli okunur.

15.5 Alistirma

Alistirma 15.1 (Kuvvet Hesaplari).
a) P.V.i' degerini hesaplaymiz.
b) (—1)'/ kiimesinin tiim degerlerini yaziniz ve birim cember iizerinde yer aldiklarm gésteriniz.

c) % [ (1+4)* ] tirevini, logaritmanin esas degeri secilerek hesaplayimiz.

Cozim.
a) Esas deger, tanimda esas logaritmanin kullanilmas: demektir:

P.V.i = exp (i Log i)

Log i = % oldugundan s

degerini alir ve
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94 Béliim 15. Kompleks Usler

P.V.it = e ™2 ~0,2079

Sanal sayimn sanal kuvveti, sasirtici bicimde pozitif bir reel sayidir.
b) Tanim geregi

(~1)/7 = exp( ~log(-1) )

—1 sayisinin modiilii 1, argimanlar1 7 + 2n7 oldugundan log(—1) = i(2n + 1)7’dir. Ussii hesapla-
yalim:

2n+ )

%log(—l) _ i =i(2n+1)

T
Boylece

(—1)Y™ =@t (n=0,41,42,...)
Her degerin modili | el tl) | =1 oldugundan tiim degerler birim cember iizerindedir. Ardisik

degerler arasindaki ac1 farki 2 radyandir; 2, 27 ile dl¢iilemez (orani irrasyoneldir), dolayisiyla degerler
asla tekrar etmez: sonsuz ¢oktur ve ¢cember tizerinde hicbir zaman kapanmaz.

Alm
2 rad

(_1)1/7t _ ei(2n+1)

n=0 %1,+2, ..

ardigik degerler arasinda
aci1 farki 2 radyan

2/(2m) = 1/ irrasyonel:
noktalar hi¢ cakismaz,

cember hi¢ kapanmaz.

1 degeri hi¢ alinmaz
(2n + 1 = 2rk olamaz)

Sekil 15.2: (-1)**kiimesinin degerleri e**™*: hepsi birim ¢ember tizerindedir ve her adimda a¢1 2 radyan
artar. 2, 27 ile 6l¢tilemediginden noktalar bir diizgiin cokgen gibi kapanmaz; sonsuz ¢oktur ve hicbiri
bir 6ncekiyle ¢akigmaz.

c) Esas dal secildiginde (1 +¢)* = exp( z Log (1 +4) )'dir ve Log (1 + 4) bir sabittir:

s

T 1
L 1+4)=lnv2+i—=-In2+1
og (141) n\/_+z4 5 n +z4

Zincir kuraliyla, tistel fonksiyonun tiirevi kendisi ¢arpi i¢ tiirevdir:

d L . ) 1 us
z Log (1+1) | — i\ oz Log (144) _ Nz =
dz[e ] Log (1 +i)e (1+1) <2ln2~|—z4)
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15.5 Alistirma 95

Kural, reel analizdeki %am = a®Ina formilinin birebir kargiligidir; tek fark, Ina yerine segilen

logaritma dalinin gelmesidir.
|

Sirada, tistel fonksiyonun bir bagka miras: var: siniis ve kosiniistin diizleme taginmasi — trigonometrik
fonksiyonlar.
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16. Trigonometrik Fonksiyonlar

Euler formiilii e’ = cosz +isinz ile eslenigi birlikte coziiliirse, siniis ve kosiniis iistel fonksiyon
cinsinden ifade edilir:

Sag taraflar her kompleks say1 i¢cin anlamlidir — tanimi diizleme genisletmenin en dogal yolu budur.

16.1 Tanimlar ve Temel Ozellikler

Tanim 16.1 (Siniis ve Kosiniis).

iz efiz eiz + efiz
sing = ———, cosz = ———
24
e ve e ** tam fonksiyonlar oldugundan sin z ve cos z tamdur. Tiirevleri, %eiz = ie'* ve %e’iz =
—ie % ile:
—sinz = cos z, —cosz = —sinz
dz dz
Tanimdan dogrudan okunan diger 6zellikler:
+ sin(—z) = —sin z (tek), cos(—z) = cos z (cift);
« €% = cos z + i sin z — Euler formiilii artik her kompleks z icin gecerlidir.
Alisildik 6zdegliklerin tiimii, Gistel tanimlar Gizerinden cebirle dogrulanir:
sin(z; + 2z5) = sin z; €oS 25 + €OS 21 Sin 24
cos(zy + 25) = €OS z; €OS 2, — Sin 2, sin 2,
sin 2z = 2sin z cos z, cos2z = cos? z —sin? 2, sin? z4cos?z =1
. ™ . m
sm<z+—) = cos z, sm(z——) = —cosz
2 2
Periyodiklik de aynen tasinir:
sin(z + 27) = sin z, cos(z + 2m) = cos z, sin(z 4+ m) = —sin z, cos(z+m) = —cosz
16.2 Hiperbolik Bilesenli A¢ilimlar
y reel olmak tizere tanimlar, reel hiperbolik fonksiyonlar: tiretir:
~Y _ oy Y 4 ey
sin(iy) = % = ¢sinhy, cos(iy) = % = coshy
i

Toplama formiillerinde z; = , z, = iy konursa reel ve sanal kisimlar ortaya cikar:
sin z = sinx coshy + i cosx sinh y
cos z = cosx coshy — isinz sinhy

Bu acilimlardan modiiller hesaplanir (cosh? y = 1 + sinh? y kullanilarak):
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98 Boliim 16. Trigonometrik Fonksiyonlar

|sin z |? = sin? 2 + sinh? y, |cosz |? = cos? x + sinh? y

Kompleks siniis smirsizdir

Reel eksende |sinz | < 1 aligkanligi diizlemde c¢éker: y — +o0o iken sinh?y — co oldugundan
|sin z | ve | cos z | dikey yonde sinirsiz bityiir. Ornegin cos(iy) = cosh y degeri y biiyiidiikce patlar.
“Siniisii 2'ye egitleyen ac1 yoktur” ciimlesi de yalnizca reel eksende dogrudur: sin z = 2 denkleminin
kompleks ¢oziimleri vardir.

Sifirlar

Teorem 16.1 (Siniis ve Kosiniisiin Sifirlar1). Kompleks diizlemde
sinz =0 < z = nm, cosz=0©z=g+n7r (n=0,+1,42,...)

Yani tim sifirlar reeldir ve reel analizden bilinenlerden ibarettir.

ispat.
sinz = 0 ise | sin z |2 = sin? z + sinh? y = 0; iki kare birden sifir olmahdur:

sint =0 =z =nm, sinhy=0=y=0

Dolayisiyla z = nr. Tersine bu noktalarda siniis zaten sifirdir. Kosiniis i¢in cos z = —sin(z — %) kay-
dirma 6zdesligi sonucu sintise aktarir.
]

Diger Dort Fonksiyon

Tanim 16.2 (Tanjant, Kotanjant, Sekant, Kosekant).

sin z cos z 1 1
tanz = , cot z = —, secz = , csCz = —
cos z sin z cos z sin z

tan z ve sec z, paydalarinin sifirlari olan z = g + nm noktalar1 disinda; cot z ve csc z, z = nw disinda
analitiktir — bu noktalar ilgili fonksiyonlarin tekil noktalaridir. B6liim kuraliyla tiirevler:

— tan z = sec? Z, —cotz=—csc?z

dz dz

— secz = sec ztan z, d—cscz:—csczcotz
z

dz
Periyodiklik, siniis ve kosiniisiin 7 kaydirma 6zelliklerinden gelir; 6zellikle

tan(z 4+ 7) = tan 2

Alistirma

Aligtirma 16.1 (Trigonometrik Hesaplar).

a) cos(1 + ¢) degerini a + bi bigiminde, reel hiperbolik ve trigonometrik degerler cinsinden yaziniz.

b) sin z = 2 denkleminin ¢6ztimlerinin z = (2n + %)77 Fi ln( 243 ) bi¢iminde oldugunu, reel-sanal
kisim acilimiyla gosteriniz.

¢) |sinhy | <|sinz | < coshy esitsizliklerini modiil agilimindan tiiretiniz.

Coziim.
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16.5 Alistirma 99

a) Acilim formiliinde z = y = 1 alahm:
cos(z + iy) = cosx coshy — isinz sinhy
cos(1+4) =coslcoshl —isinlsinh1 ~ 0,8337 —0,9889
b) z = x + iy yazip reel ve sanal kisimlar1 ayiralim:
sinz = sinxz coshy + ¢coszsinhy = 2
Sag taraf reel oldugundan iki denklem dogar:
sinx coshy = 2, coszsinhy =0

Ikinci denklemi iki durumda inceleyelim. sinh y = 0 ise y = 0 olur ve birinci denklem sin z = 2’ye
iner; reel siniis 1’i asamayacagidan bu durum imkansizdir. Geriye cos = 0, yani

24
Tx=—+nm
2
kalir. Bu noktalarda sin x = 41’dir. cosh y > 0 oldugundan ¢arpimin +2 olabilmesii¢in sin = 1, yani
7r 1
T 2 + 2nm ( n+ 2)71'

secilmelidir. Birinci denklem artik cosh y = 2’dir. Bunu y i¢in ¢ozelim: e¥ 4+ e™¥ = 4, yani t = e¥ i¢in
t2 —4t +1 = 0vet = 2 + /3. iki kok birbirinin tersi oldugundan ((2 4+ v/3)(2 — v/3) = 1)

y=+ln(2+V3)

Coztumler:

1
z= (2n+§)7r:Filn(2~|—\/§) (n=0,41,42,...)

Im
sinz =2 y = In(2+V3)
sin z = 0 (z = n)
{ f L @ f @
/2 4 21 5m/2 3t Re
77777777 .77**77***777*77***77.*77***77
sinz = 2 y = -In(2+v/3)

Sekil 16.1: sin z'nin sifirlar1 yalniz reel eksendedir: z = nnt. Reel eksende |sin x| < 1 oldugundan sin z = 2
denkleminin ¢oziimleri eksenin digina ¢ikar: reel siniistin tepe yaptig1 x = 71/2 + 2nmn dikeyleri tizerinde,
eksenin £In(2 + V3) » £1,317 uzaginda simetrik ciftler.

¢) Modiiliin karesini agilimdan hesaplayalim:

2 x cosh? y + cos? zsinh? y

|sin z |2 = sin
cosh? y = 1 + sinh? y 6zdesligini yerine koyup diizenleyelim:
|sinz |2 =sin’x (1+ sinh? y )+ cos? zsinh? y = sin® z + sinh? y (sin2 xz+cos’x )

yani
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100 Boliim 16. Trigonometrik Fonksiyonlar

|sinz |2 = sin? x + sinh? y
Simdi 0 < sin? z < 1 smurlarini kullanalim:
sinh?y < |sinz |2 < 1+ sinh? y = cosh?y
Karekok alindiginda (cosh y > 0 oldugu icin sag tarafta mutlak degere gerek yoktur)
|sinhy | <|sinz | < coshy

Bu esitsizlik, reel siniisiin aksine kompleks siniisiin sinirsiz oldugunu da gésterir: | y | — oo iken alt
sinir | sinh y | sonsuza gider.
]

Sintisiin icindeki sinh, kosiniisiin i¢indeki cosh tesaduf degil: bir sonraki béliimde bu ikizleri kendi
baslarina inceliyoruz — hiperbolik fonksiyonlar.
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17.1

17.2

17.3

17. Hiperbolik Fonksiyonlar

Reel analizde hiperbolik ve trigonometrik fonksiyonlar ayr: ailelerdir: biri tstelden, 6biirii cemberden
gelir. Kompleks diizlemde bu ayrim ortadan kalkar — 2z = ¢z dondirmesi iki aileyi birbirine dontstiiriir
ve her hiperbolik 6zdeslik, bir trigonometrik 6zdesligin kilik degistirmisi olur.

Tanimlar

Tanim 17.1 (Hiperbolik Siniis ve Kosiniis).

. e? —e % e +e*
sinh z = — coshz = ——

e** tam oldugundan ikisi de tam fonksiyondur; tiirevleri

— sinh z = cosh z, i cosh z = sinh z
dz dz

Trigonometrik Koprii

Sinis ve kosiniistin tistel tanimlariyla kargilagtirma, iki aileyi baglayan dontisiim bagintilarini verir:
—isinh(iz) = sin z, cosh(iz) = cosz
—isin(iz) = sinh z, cos(iz) = cosh z

Ornegin birincisi séyle dogrulanr:

—isinh(iz) = —i = - =sinz
Bu koprii sayesinde trigonometrik kimliklerin her biri hiperbolik bir kimlige ¢evrilebilir.

Ozdeslikler

Sik kullanilanlarin dékiimii:
sinh(—z) = —sinh 2, cosh(—z) = cosh z
cosh? z —sinh? z = 1

sinh(z; + z,) = sinh z; cosh z, + cosh z; sinh z,

cosh(z; 4+ z,) = cosh z; cosh z, + sinh z; sinh 2,
Reel-sanal ayrigimlar ve modiiller (z = x + iy):

sinh z = sinh x cos y 4+ i cosh x sin y, cosh z = cosh z cosy + isinhx siny
|sinh z |2 = sinh? z + sin? y, |cosh z |2 = sinh? z + cos? y

Ornek 17.1 (Kopriiden Modiil Ozdesligi). |sinhz |* = sinh? 2 + sin? y 6zdesligini doniisiim bagin-
tilariyla tiiretiniz.

Coziim.
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102 Boliim 17. Hiperbolik Fonksiyonlar

sinh z = —isin(iz) oldugundan |sinh z | = |sin(iz) |; iz = —y + iz i¢in sintistin modiil formiilii
|sin(—y + iz) |?> = sin?(—y) + sinh? z = sin? y + sinh? z

istenen sonucu verir — yeni hesap yapmadan.
|

17.4 Periyodiklik ve Sifirlar

€*’nin 27 periyodu tanimlar {izerinden taginir:

sinh(z + 27i) = sinh 2, cosh(z + 27i) = cosh 2
Teorem 17.1 (Hiperbolik Fonksiyonlarin Sifirlari).

sinhz = 0 & z = nwi, coshz=0% 2= (g—i—mr)i
(n=0,41,42,...)
ispat.
|sinh z |> = sinh? z + sin? y = 0 ancak sinhz = 0 ve siny = 0 ile miimkiindiir: x = 0, y = n; yani
z = nmi. Kosiniis i¢in koprii bagintisi su zinciri verir:
. . 7T (T
coshz =0 < cos(iz) =0 < iz = §+n7r®z:—z(§+n7r>
Buradaki eksi isareti, n’nin —n — 1 ile yeniden adlandirilmasiyla emilir ve ifade teoremdeki bicimi alir.

Trigonometrik ailedekinin ayna goriintiisii: siniisiin sifirlar1 tamamen reelken hiperbolik siniistinkiler
tamamen saf sanaldir.
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17.5

17.6

17.4 Periyodiklik ve Sifirlar 103

Im

2711 @ sinhz =0
® coshz=0

i @
z — iz

sinz=0

-27 -7 T 2t Re

-7i @

-2mi @

Sekil 17.1: sin znin sifirlar1 reel eksende n noktalari, sinh zninkiler sanal eksende nmi noktalaridir. Ikisi
90°lik z +— iz dondiirmesiyle birbirine gider: sin z = —i sinh(iz) kopristiniin geometrik anlami budur.
Kiiciik noktalar cosh z'nin sifirlari, (5t/2 + nmn)i.

Hiperbolik Tanjant

Tanim 17.2 (Hiperbolik Tanjant).

coshz # 0 olan her domende, yani z = (5 + nm)i noktalar1 diginda analitiktir. cothz = 1/tanh z,
sech z =1/ cosh z ve csch z = 1/ sinh z olarak tanimlanur.

Tiirev formiilleri, reel kargiliklariyla aynidir:

d d
— tanh z = sech?z, — coth z = —csch?z
dz dz

— sech z = — sech ztanh z, — csch z = — csch zcoth z
dz dz

Alistirma

Alistirma 17.1 (Hiperbolik Alistirmalar).
a) cosh(1 + 4m) degerini hesaplayiniz.

b) coshz = % denkleminin tiim ¢6ztimlerini bulunuz.
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¢) tanh z’nin periyodunun 7i oldugunu, sinh(z + 7i) = —sinh 2z ve cosh(z + 7i) = — cosh z bagntila-
rindan tiiretiniz.

Cozim.
a) Acilim formiilinde z = 1, y = 7 alalm:

cosh(z + iy) = coshz cosy + isinhxsiny
cosT = —1 ve sinm = 0 oldugundan sanal kisim kaybolur:
cosh(1 4+ im) = coshl-(—1)+ésinh1l-0 = —coshl

b) Ayni acilimi cosh z = % denklemine uygulayalim. Sag taraf reel oldugundan
1
cosh x cosy = ok sinhzsiny =0

Ikinci denklem iki durum verir. siny = 0 ise y = nm ve cosy = =41 olur; birinci denklem cosh z =
:I:%’ye iner. Ama her reel z icin cosh > 1’dir, bu imkansizdir. Geriye sinh = 0, yani z = 0 kalir.
Birinci denklem artik

1 T
cosy:§:>y:j;§+2mr

Coziimler saf sanaldir:
1\ .
z = (271:{:5)71'2 (n=0,41,42,...)

(Ayni sonug cosh z = cos(iz) bagmtisiyla da bulunur: cos(iz) = 3 denkleminden iz = +% + 2nm
cikar ve i’ye boluniirse yukaridaki kiime elde edilir.)
c) Verilen iki bagintiy1 oranlayalim. Payda sifirdan farkli oldugu her z icin

sinh(z 4+ 7i) —sinhz

tanh ) = = = tanh
anh(z + i) cosh(z +mi) —coshz anhe

Iki eksi isareti birbirini goétiirdiigiinden 7i bir periyottur. Bu periyodun en kii¢iigii oldugunu da
gorelim: p herhangi bir periyot olsun. z = 0 alindiginda tanh 0 = 0 oldugundan

tanhp = 0 = sinhp =0 = p = nmi

ciinkil hiperbolik siniistin sifirlar1 tam olarak n7¢ noktalaridir. Demek ki periyotlar yalmzca 7¢’nin
katlaridir ve sifirdan farkli en kiigtigii w4’ dir. Pay1 ve paydasi 27i periyotlu olan tanh, boliim alindiginda
periyodunun yariya inmesini iste bu isaret degisimine bor¢ludur.

|

Elemanter ailenin son iiyeleri, tersine cevirme igleminden dogar: ters trigonometrik ve ters hiperbolik
fonksiyonlar.
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18. Ters Trigonometrik ve Hiperbolik
Fonksiyonlar

Trigonometrik ve hiperbolik fonksiyonlar iistel fonksiyondan kurulmustu; tersleri de dogal olarak loga-
ritmayla ifade edilir. Tiretme tek bir fikre dayanir: ters fonksiyon denklemi, e** i¢in ikinci dereceden
bir denkleme donustiiriliir.

18.1 Ters Siniis

w=sin"!z yazmak, z = sin w demektir. Ustel tanimla
eiw _ e—iw
24

z =

Her tarafi 2ie'® ile carpip diizenlersek e bilinmeyenli ikinci dereceden denklem cikar:
(ei“’)z—%z(e“" )—1=0
Ikinci dereceden formiille (kompleks karekékiin iki degerli oldugunu hatirlayarak):
e =iz + (1- z2)1/2
1/2

Burada + yazmaya gerek yoktur: (1 — 22)
alinip w cekilirse:

zaten iki degerlidir ve iki isareti birden kapsar. Logaritma

Teorem 18.1 (Ters Siniis Formiilii).
sin™t 2z = —il¢ig + (1— z2)1/2]

Karekokiin iki degeri ve logaritmanin sonsuz basamagiyla sin—?! z, cok degerli bir fonksiyondur.

Ornek 18.1 (Bir Ters Siniis Kiimesi). sin~'(—i) degerlerini bulunuz.

Cozim.
z=—ticiniz=1vel — 22 = 2; formiil

sin~t(—i) = —i log(1+ V2 )
verir. Iki durumu ayr1 ayr1 agalim:
log ( 1+\/§):ln( 1+\/§)~|—2nm’
log(1—=v2)=In(v2-1)+ (2n+1)mi
(ikincisinde say1 negatiftir; modiilii v/2 — 1, argiimani 7°dir). Simdi kritik gézlem:

1
1++2

In(v2—1)=In =—In(1+v2)

Boylece iki kiime tek kalipta birlegir:
log(1+V2)=(-1)"In(14+V2)+nri  (n=0,+1,+2,..)

(n ciftken birinci, tekken ikinci kiitmenin elemanlari gelir). Sonug:
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sin~!(—i) = nr+i(-1)" T In(14+V2)  (n=0,41,£2,..)

Ters Kosiniis ve Ters Tanjant
Aymu teknik diger iki fonksiyona uygulanir:
coslz=—i l({)g—l—i ( 1— 22)1/2]

1 io 1+ 2z
2 %82

Ucii de ¢ok degerlidir. Karekék ve logaritma icin belirli dallar segildiginde her biri tek degerli ve analitik
olur; ¢iinkii analitik fonksiyonlarin bilegkeleridir.

Turevler

Dallar secildikten sonra tiirevler zincir kuraliyla hesaplanir:

d 1 d -1
Sin71 2= """ —_— 871 z

dz (1—22)1/27 dz ° - (1—22)1/2

[k ikisi, karekok icin secilen dala baglidir: kékiin &biir dal segilirse isaret degisir. Ters tanjantin tiirevi
ise karekok icermediginden dal seciminden bagimsizdir:

—tan~lz =
dz 14 22

1 arcsin gosterimi

Bu fonksiyonlar icin arcsin z, arccos z, arctan z gosterimleri de yaygindir; icerik aynidir. Reel ana-
lizdeki “esas deger aralif1” aligkanliginin kompleks karsihigi, karekok ve logaritma dallarinin agik¢a
soylenmesidir.

Ters Hiperbolik Fonksiyonlar

ev—e ™

2

z =sinhw = denkleminde e" icin ikinci dereceden denklem kurulursa ayni yontem sunlari verir:
sinh~! z = 1¢g+ (22 + 1)1/2]
cosh™lz= 1({)g+ ( 22— 1)1/2]

1+2
1—2

1
tanh™! z = 3 log

Reel analizden tanidik formiillerle bicimsel 6zdeslik tam; tek fark, buradaki log'un kompleks (ve ¢ok
degerli) olmasidr.

Alistirma

Alistirma 18.1 (Ters Fonksiyon Hesaplari).

a) tan—!(2i) kiimesini formiilden hesaplayiniz.

b) cos™! 2 degerlerinin 2nw Filn( 2+ /3 ) oldugunu gbsteriniz; reel eksenin [—1, 1] disindaki nokta-
larinda ters kosiniisiin neden reel deger alamadigini yorumlayiniz.
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c) sinh~! i kiimesini hesaplayiniz ve hiperbolik siniisiin sifirlariyla karsilastirmnaz.

Coziim.

a) Formiilde z = 2i yazalim. Once logaritmanin argiimanini sadelestirelim:
i+z 1+25 31 3
i—z  i—2 —i

Boylece

tan1(2i) = %log(—3)

—3 sayisimin modili 3, argimanlar: m 4 2n7 oldugundan log(—3) = In3 + ¢(2n + 1)7’dir:

(2n+ 1) + s

o . _
tan ! (24) = [ln3—|—z(2n+1)7r] 5 5

2n+1

n tim tam sayilari taradiginda —% ifadesi (n + %)ﬂ' degerlerinin aynisini iiretir; kiime

N
tan'(20) = (n+ 3 )m+ JIn3 (0= 0,41,42,..)

b) Formiilde z = 2 alalim. Karekok cift degerlidir:

(1- 22)1/2 = (—3)2 = £iV3
Logaritmanin argiimani iki deger alir:

i (1-22)2=24i(+iV3)=2FV3
Her ikisi de pozitif reel sayidir (2 — v/3 ~ 0, 268), dolayisiyla logaritmalar1
log(ZZF\/g):ln(Z:F\/g)—i-an'
Formiilii tamamlayalim:
cos 12 = —i [m( 23F\/§)~|—2n7ri] =2nm—iln(2F V3)

(2 ++/3)(2 — v/3) = 1 oldugundan In(2 — v/3) = — In(2 4 +/3) tiir; iki isaret tek ifadede toplanir:

cos 12 = 2nm Filn 2—}—\/3)

Neden hicbir deger reel degil? Reel bir w i¢in cos w degerleri [—1, 1] aralifindan ¢ikamaz. Dolayisiyla
cosw = 2 denkleminin reel ¢6ziimii olamaz; ¢6ziimin sanal kismi zorunlu olarak sifirdan farklidir.
Kompleks diizlemde ise cos sirsizdir ve denklem — tistelik sonsuz ¢ok — ¢6ztime sahiptir.

¢) Formulde z = ¢ yazalim; karekokiin igi sifir olur:

(Z2+ D)2 =(2+1)/2=0
Geriye yalnizca logaritma kalir:
S . (T 1\ .
sinh™' 4 =log(i) =In1+ 1(5 + 2n7r) =|2n+ 3 )
Karsilagtirma: hiperbolik sintistin sifirlar1 naé noktalaridir. Bulunan ¢6ziimler ise sanal eksende bu
sifirlarin tam ortasinda, her birinden 7/2 uzaklikta oturur. Bunun nedeni sinh(iy) = i sin y bagint1-

sidir: sanal eksen tizerinde sinh, reel siniisiin ¢ kat1 gibi davranir; sifirlar sin y = 0 noktalarina, sinh w =
i ¢oziimleri ise siny = 1 noktalarina — yani siniisiin tepe noktalarina — karsilik gelir. Dogrulama:

sinh[(?n-ﬁ-%)m] zisin[(Qn-i-%)W] =1
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108 Boliim 18. Ters Trigonometrik ve Hiperbolik Fonksiyonlar

Elemanter fonksiyonlar kiitiiphanesi tamamlandi. Dérdiincti kisimda kompleks analizin motoruna gegi-
yoruz: integral kurama.
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19.1

19. Reel Degiskenli Fonksiyonlarin Tiirev
ve Integralleri

Cevre integrallerine giden yol, miitevazi bir ara duraktan gecer: reel bir ¢ degiskenine bagli, kompleks
degerli w(t) fonksiyonlar1. Bunlarin analizi neredeyse tamamen kalkiiliisten kopyalanir — ama “nere-
deyse” kelimesi 6nemlidir: ortalama deger teoremi gibi bazi taslar yolda diser.

Turev

Tanim 19.1 (w(t) Fonksiyonunun Tiirevi). u ve v, t’nin reel degerli fonksiyonlar: olmak tizere w(t) =
u(t) + tv(t) verilsin. u’ (t) ve v’ (t) var oldugunda w’nin tiirevi

w () =u'(t) +iv' (¢)

Kalkiiliisteki toplam, garpim ve sabit kurallar bilesen bilesen dogrulanir. Ornegin 2z, = x, + iy, kompleks
sabiti i¢in
d

P [ 20w(t) | = zow'(t)

kurall, zyw = (zgu — yov) + i(you + z,v) agiliminin tiretilmesiyle gorilir. Sik kullanilacak bir diger
kural:
Teorem 19.1 (Ustelin Tiirevi). Her z, = x, + iy, kompleks sabiti i¢in

d

_ t
i €

ZOt = ZO 6Z0

ispat.
e*! = e® cosy,t + i €%’ siny,t yazip bilesenleri tiiretelim:

d
—e?ot = %ot (o cosypt — yosinygt )+ e®ot (o sinygt +yo cosy,t )

dt

Sag taraf, (z + iy,) e*o" (cosygt +isinyyt ) carprminin agihmidir; yani zge™ot.
]
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110 Boliim 19. Reel Degiskenli Fonksiyonlarin Tiirev ve Integralleri

Ortalama deger teoremi taginmaz

w, [a, b] iizerinde siirekli ve igeride tiirevlenebilir olsa bile

s wb) —w(a)
w'(c) = —
kosulunu saglayan bir ¢ bulunmak zorunda degildir. Kars1 6rnek: [0, 27] {izerinde w(t) = €. Uclarda
w(27) —w(0) = 0’dir; ama | w'(¢) | = | ie®* | = 1 oldugundan tiirev hicbir noktada sifirlanamaz.
Im

w'(t) = ie',

w(t) = 1

wi(t) = et

w(0) = w(2m) =1

Re

kiris sifir, hiz hig sifir degil

Sekil 19.1: w(¢) = e™ [0, 21t] boyunca birim ¢emberi dolasip basladigi noktaya doner: kiris w(2m) -
w(0) = 0'dir. Hiz vektorii w'(t) = ie” ise her an gembere tegettir ve boyu hep 1'dir; sifirlanan bir w'(c)
yoktur. Ortalama deger teoremi kompleks degerli fonksiyonlara tagimnmaz.

19.2 Belirli Integral

Tanim 19.2 (w(t) Fonksiyonunun Belirli Integrali). w(t) = u(t) + iv(t) fonksiyonunun [a, b] iize-
rindeki belirli integrali, sagdaki iki reel integralin varligi kosuluyla

/bw(t)dt:/bu(t)dt—l-i/bv(t)dt

Boylece integral, reel ve sanal kisim alma iglemleriyle sira degistirir:
b b b b
Re/ wdtz/ Re [w] dt, Im/ wdtz/ Im [w]dt
a a a a

Integralin varlig1 icin u ve v'nin pargali siirekliligi yeterlidir: sonlu sayida nokta disinda siireklilik ve o
noktalarda tek yanli limitlerin varlig1. Sinirsiz araliklar tizerindeki genellestirilmis integraller de bilesenler
iizerinden tanimlanir. Sabitle carpma, toplam ve aralik ekleme kurallar: kalkiiliisten aynen gecer.

Ornek 19.1 (Tanimla Hesap).
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19.2 Belirli Integral 111

1 1 1
2
/(1+it)2dt=/ (1—t2)dt—|—i/ Udt == 14
0 0 0 3

19.3 Temel Teorem

Teorem 19.2 (Kalkiiliisiin Temel Teoremi). w(t) = u(t) + iv(t) ve W(t) = U(¢t) + iV (¢), [a, b] iize-
rinde stirekli olsun. W’ (t) = w(t) ise

ispat.
W’ = w bilesenlere ayrisir: U’ = u, V' = v. Reel temel teorem iki kez uygulanr:

b
/ wdt = U(t)]g +i V(t)]g =[U(®b) +iV(b) |~ [Ula) +iV(a) | = W(b) — W(a)

Ornek 19.2 (Ustelle Iintegral).

/4
/ et dt
0

integralini hesaplayiniz.

Cozim.
it N it
d (ET) = e’ oldugundan W (t) = <~ bir ters tiirevdir:

dt
/4 o eim/4 _ 1 1 i 1 1
a1 )11
/0 z]o i V2 V2 V2 V2

Ornek 19.3 (Integral i¢cin Ortalama Deger de Coker). w, [a, b] {izerinde siirekli olsa bile

b
/ w(t) dt = w(c)(b—a)

a

kosulunu saglayan bir ¢ bulunmayabilir.

Cozim. A
Yine w(t) = €', [0, 27| 6rnegi is goriir:

2w i
/ et dt = i]g” =0
0 7

Ama her ci¢in | w(c)(2m — 0) | = 2m # 0; esitlik hicbir c ile kurulamaz.
|

19.4 Alstirma

Aligstirma 19.1 (Hesap Alistirmalari).
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112 Boliim 19. Reel Degiskenli Fonksiyonlarin Tiirev ve Integralleri

a) ff (- i)2dt integralini hesaplayniz.
b) f(;r/ 6 gi2t gy integralini hesaplayiniz.

¢) m # n tam sayilariigin fOQﬂ ei™t e=int 4t = 0 oldugunu gosteriniz (Fourier serilerinin diklik bagintist).

Cozim.
a) Once integrandin karesini agalim:

(1 .)2 L2 (1 1) 2
- —1 —_—— — — 1 — R EE—
t 2t t2 t

Reel ve sanal kisimlar ayri ayr integrallenir:

271 1 2 1 1
— —1ldt=|->—t| =(—=—-2]—-(-1—-1)=—=
/1(152 >dt[tt}1(2>( ) 2
29
/—dt:2ln2:ln4
Lt

Sanal kisim eksi isaretliydi; sonug:

2 2
/ (——i) dt =—=—1iln4
1\t
b) 2! fonksiyonunun ters tiirevi e;j.t dir:
/7r/6 i2t gy lem] /e eim/3 1
e = = ———
2i 21
0 0
el /3 = % + z\/7§ oldugundan pay —% + i‘/Tg’dir. 2% = —% ile ¢arpalim:

(4+8) ()42

yani

/6 ] 3
/ et dt = \/—_ +
0 4

| .

c) Usler toplanir; K = m — n yazalim. Varsayim geregi k sifirdan farkli bir tam sayidir:

2m
27 2w ikt 2wk
/ eimte—int dt = / eikt dt = e — e’ -1
; ; ik ik

0

k tam say1 oldugundan e?>™* = 1°dir ve pay sifirlanir:

27
/ efmte=int 4t = 0 (m #n)
0

m = n durumunda ise integrand 1’e esit olur ve integral 27 degerini verir — Fourier serilerinde katsay1
formiillerini doguran ayrim tam olarak budur.
]

w(t) integralleri ara¢ kutumuza girdi; simdi bu arac1 diizlemdeki egriler tizerinde caligtiracak zemini
kuralim: yaylar ve cevreler.
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20.1

20. Yaylar ve Cevreler

Kompleks integraller reel eksen araliklar1 tizerinde degil, diizlemdeki egriler tizerinde alinir. Bu boliimde
integral almaya elverigli egri siniflarini tamimliyoruz: yaydan baglayip adim adim ¢evre kavramina ulasa-
cagiz.

Yaylar

Tamim 20.1 (Yay). z(t) ve y(t), a < t < b aralifinda siirekli reel fonksiyonlar olmak tizere
z=1z(t) =x(t) +iy(t) (a <t<b)

denklemiyle temsil edilen nokta kiimesine bir yay (C) denir. Tanim, [a, b] araligindan diizleme siirekli bir
goénderim kurar; goriinti noktalari, artan ¢’ye gore dogal bir yonle siralanir.

Tanim 20.2 (Basit Yay ve Basit Kapali Egri). t; # ¢, iken 2(¢;) # 2(t5) oluyorsa — yani egri kendi-
siyle kesismiyorsa — C’ye basit yay (Jordan yay1) denir. Yalnizca uglarda ¢akisma varsa (z2(b) = z(a)) C,
bir basit kapali egridir (Jordan egrisi). Basit kapal1 egri, saat yoniiniin tersine yonlendirilmisse pozitif
yonliudiir.

Ayni nokta kiimesi, farkli parametrizasyonlarla farkli yaylar tanimlayabilir; yay kavrami kiimeyle
birlikte dolagim bi¢imini de icerir. Dort 6rnek farklar1 gosterir:

Ornek 20.1 (Ayn1 Kiime, Farkli Yaylar).
a) Kirik cizgi:

= rz+ir,0<ax <1
Tzt 1<2<2

0’dan 1 + ¢’ye, oradan 2 + 7’ye giden iki dogru parcasindan olusan basit bir yaydur.
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AIm

—p> ® 2+1i

Y

Sekil 20.1: Kirik ¢izgi tek bir yaydir: 0'dan 1 + i'ye z = x + ix, oradan 2 + i'ye z = x + i parcasl; parametre
x bagtan sona artar. 1 + i kosesinde yon aniden degisir. Farkli x degerleri farkli noktalar verdiginden yay
basittir.

b) Birim ¢ember: z = ¢’ (0 < 6 < 27), saat yoniiniin tersine dolagilan pozitif yonlii bir basit kapali
egridir. z, merkezli R yarigapli cember de z = z, + Re® ile aym bi¢imde temsil edilir.

¢) z=¢e* (0 <0< 2n): nokta kiimesi ayni birim cemberdir; ama dolasim saat yoniindedir —
b’dekiyle ayni yay degildir.

d) z=e? (0 < 6 < 27): yine birim ¢ember, ama iki kez dolagilir; b ve c¢’den farkli bir yaydir ve basit
kapal1 egri degildir.

])) Z= eie C) Z = e_ie d) z= eiZe

Alm Alm Alm

Re Re

saat yoniintin tersine saat yontinde iki kez dolasilir

Sekil 20.2: Uciiniin nokta kiimesi ayni birim cemberdir; yay olarak iicii de farklidir. (b) pozitif yonlii basit
kapali egridir; (c) ayni cemberi saat yontunde dolasir; (d) ise bir kez 0'dan 2t'ye giderken ¢emberi iki kez
dolasir — uglar disinda da cakisan noktalar oldugundan basit kapali egri degildir.

Yeniden Parametrizasyon
Parametre aralif1, egriyi degistirmeden baska bir aralikla takas edilebilir. ¢, [a, B]’y1 [a, b]'ye goénderen,

o(a) = a ve p(B) = b kogullarini saglayan, siirekli tiirevli ve her noktada ¢’ (7) > 0 olan bir fonksiyon
olsun. O zaman

Acik Matematik - acik-matematik.com 114 CC BY-NC-SA 4.0


https://acik-matematik.com
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.tr

20.3

204

20.2 Yeniden Parametrizasyon 115

Z(r) =zp(r)]  (a<7<P)

ayni1 yayl, ayni yonle temsil eder; ¢’ > 0 kosulu yon korumanin giivencesidir.

Diizgiin Yaylar ve Uzunluk

Tanim 20.3 (Tiirevlenebilir ve Diizgiin Yay). z’(t) ve y’(¢), [a, b]'nin tamaminda var ve siirekliyse
C’ye tiirevlenebilir yay denir; tiirevi 2’ (t) = «’(t) + iy’ (¢)’dir. Ek olarak acik aralikta 2’ (¢) # 0 ise C
diizgiin yaydir: her noktada iyi tanimli, siirekli dénen bir birim teget vektorii

2
T=170

vardir.

Tiirevlenebilir bir yayin uzunlugu, kalkiiliisten bilinen formiiliin kompleks yazimidir:

L= [ 70 |70 |=V[zOP + [/ O]

Uzunluk, temsil seciminden bagimsizdir: ¢ = (7) degisimiyle, zincir kurali Z’ (1) = 2’ [p(7)] ¢’ (T) ve
¢’ > 0 sayesinde

/j’ 2'(7) \dTZ/aB! 2 [p(7)] \w’(f)dfz/:| 2/ (t) | dt

Cevreler
Tanim 20.4 (Cevre). Cevre (parcali dizgiin yay), u¢ uca eklenmis sonlu sayida diizgiin yaydan olugsan

yaydir: z(t) stireklidir, 2’(t) ise parcali siireklidir. Yalnizca baglangic ve bitis degerleri ¢akigiyorsa basit
kapali cevre denir.

Kirik ¢izgiler, cemberler, ticgen ve dikdortgen siurlar1 — belirli bir yonle dolagildiklarinda — hep basit
kapali ¢evrelerdir. Bir ¢evrenin uzunlugu, onu olusturan diizgiin yaylarin uzunluklarimin toplamidir.
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Im
dis bolge (sinirsiz)

pozitif yon

i¢ bolge (sinirly)

Re

koseler: z” sicrar C,

Sekil 20.3: Dort diizgiin yayin ug uca eklenmesiyle olusan basit kapali cevre C= C; + C, + C; + C,; uzunlugu
parcalarin uzunluklarinin toplamidir. Késelerde z(¢) siireklidir ama z’(t) sicrar (parcali stirekli). Jordan egri
teoremi: C, diizlemi sinirh bir i¢ bélge ile sinirsiz bir dis bélgeye ayirir.

1 Jordan egri teoremi

Basit kapali bir egri, diizlemi ikisi de sinir1 C' olan iki domene ayirir: biri siurh (i¢ bolge), digeri
siirsiz (dis bolge). Geometrik olarak apagik goriinen bu ifadenin kaniti sasirtict derecede zordur;

kuram boyunca kanitsiz kabul edecegiz.

Alistirma

Aligtirma 20.1 (Parametrizasyon Aligtirmalari).

a) —1 — ¢ noktasindan 1 + ¢ noktasina giden dogru parcasini z(t) biciminde parametreleyiniz.

b) z = €% (0 < 0 < 27) birim cemberinin uzunlugunu L = [| 2’ | d6 formiiliiyle dogrulayimniz.

¢) y =3 (—1 < x < 1) egrisinin, 2’i parametre alan temsilinin diizgiin bir yay tanimladigini gosteriniz.

Coziim.
a) Iki nokta arasindaki dogru pargasi, ug noktalarin bir agirlikli ortalamasiyla yazilir. —1 — 3 = —(1 +
i) ve 1 + i noktalar1 baglangica gore simetrik oldugundan en sade temsil

)= (144t (~1<t<1)

Gergekten z(—1) = —1 — i ve 2z(1) = 1 + ¢’dir; ara degerler de y = = dogrusu iizerindedir. Genel
yazim da kullanilabilir:

2(t) = (=1 =i)+t [ (144) — (=1 =) ] = (=1 —i) + £(2 + 2i) 0<t<1)
b) Tiirevi alalim:
2(0) =i = | 2/(0) | =|i|| | =1

Uzunluk formiilii artik sabit bir integrand igerir:
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20.5 Aligstirma 117

Bu, birim ¢emberin bilinen ¢evresidir.
¢) Egrinin x parametreli temsili

2(x) = o +ix? (-1<z<1)
Tirev
2/ (z) =1+ 322

olup her iki bilegeni de z’in siirekli fonksiyonudur. Ayrica reel kismi sabit 1 oldugundan z’(z) higbir
z i¢in sifir olamaz. Son olarak x + z(z) birebirdir: farkli  degerleri farkli reel kisimlar verir. Siirekli
turevli ve tiirevi hi¢ sifirlanmayan bu temsil, tanim geregi diizgiin bir yay belirtir; birebir oldugundan
bu yay ayrica basittir.

|

Zemin hazir: egrilerimiz tizerinde artik ¢cevre integrallerini tanimlayabiliriz.
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118 Boliim 20. Yaylar ve Cevreler
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21.1

21.2

21. Cevre Integralleri

Kompleks analizin merkez islemi budur: bir f fonksiyonunun, diizlemde bir C' cevresi boyunca integrali.
Degeri genelde yalniz u¢ noktalara degil izlenen yola baghdir — ve tam da bu bagimliligin ne zaman
ortadan kalktig1 sorusu, Cauchy kuraminin kapisini acar.

Tanim

Tanim 21.1 (Cevre Integrali). C:z = 2(t) (a <t <b), z; = z(a)’dan z, = z(b)’ye uzanan bir cevre;
f, C tizerinde parcali siirekli olsun (yani f[z(t)] par¢ali siirekli). f’nin C boyunca gevre integrali:

/C f(2)dz = / " et 7 (1) at

C bir ¢evre oldugundan 2’ (t) parcali siireklidir; integrandin parcali siirekliligi sag taraftaki w(t) integ-
ralinin varligini garanti eder. Deger, yon koruyan yeniden parametrizasyon altinda degismez — yay
uzunlugundaki hesapla ayn1 degisken degisimi bunu gosterir.

Tanimdan hemen ¢ikan 6zellikler (2, sabit):

/Czof(z)dz:zofcf(z)dz, /C[f(z)—l-g(z)]dz:/Cfdsz/ngz

Ters yon. —C, ayn1 noktalari ters sirayla dolasan gevre olsun (z = z(—t), —b < t < —a). Zincir kurali

ve degisken degisimiyle
/ f(z)dz:—/ f(z)dz
-C c

Parcalara ayirma. C, (| ’in bitisi C, nin baslangici olacak bicimde iki ¢evrenin eklenmesiyse (C' = C| +

Cy):

/C F(2)dz = /C f(z)dz+ /C (=) dz

Yol Bagimliligi: U¢ Klasik Ornek

Ornek 21.1 (Eslenigin Yarim Cember Uzerinde Integrali). C,| z | = 2 cemberinin z = —2i’den z =
2i’ye sag yarisi olsun: z = 2¢%, —5<0< 3. fc z dz integralini hesaplayiniz.

Acik Matematik - acik-matematik.com 119 CC BY-NC-SA 4.0


reel-degiskenli-integraller.qmd
reel-degiskenli-integraller.qmd
reel-degiskenli-integraller.qmd
reel-degiskenli-integraller.qmd
reel-degiskenli-integraller.qmd
reel-degiskenli-integraller.qmd
reel-degiskenli-integraller.qmd
reel-degiskenli-integraller.qmd
cevreler.qmd
cevreler.qmd
https://acik-matematik.com
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.tr

120 Béliim 21. Cevre Integralleri

A Im

Y

Re

-1/2<0<m/2 -2i

Sekil 21.1: |2 = 2 gemberinin sag yarist: 6, —n/2'den 7t/2'ye artarken z = 2e” noktas1 —2i'den baslar, 2'den
geger ve 2i'de biter; dolagim saat yoniiniin tersinedir.

Coziim.

2610 — 9010 ye 4 ( 2¢0 ) = 2ie"? oldugundan

a6
/2 ) ) /2

/ Zdz = / 2¢79 25ei? 4O = 44 / dé = 4xi
C —7/2 —m/2

Ikinci okuma: C iizerinde 2z = | 2 |?> = 4, yani Z = 4/2’dir. Sonug su bicimde de yazlabilir:

d 1
—z:—/;?dz:m'
z 4 c

Bu kii¢iik gozlem ileride ters tiirevler bolimiinde yeniden karsimiza ¢ikacak.
|

C

Ornek 21.2 (Aym1 Uglar, Farkli Degerler). f(z) =y —z —i32% (2 = 2 +iy) olsun. O = 0, A = i,
B =1+ i noktalar1 icin iki yol diisiinelim: C; = OAB kirik cizgisi ve C, = OB dogru parcasi. ki
integrali kargilagtiriniz.
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21.2 Yol Bagimhilig1: Ug Klasik Ornek 121

AIm
OABO kapali ¢evresi: C; - C,

C, = OAB

B=1+i

Y

Re

Sekil 21.2: O =0'dan B=1 + i'ye iki yol: C, = OAB kurik ¢izgisi ve C, = OB kosegeni. f(z) = y - x — i3x” i¢in
iki integral farkl ¢ikar; fark, OABO ti¢genini dolasan kapali C; — C, ¢evresi izerindeki integraldir ve sifir
degildir.

Cozim.
C; yolu. OA parcasinda z = iy (0 < y < 1):buradaz =0, f = y ve dz = i dy;

1 .
fdzz/ yidyzi
OA 0 2

ABparcasmdaz =z +i (0<x <1):buraday =1, f =1 —x —i3z2 ve dz = duz;

1 1 1
fdz=/(1—x)da:—3i/ r?dr =~ —i
AB 0 0 2

Ilz/c fdz=

1

Toplam:

+1 . 1—3
=
2 2

N | .

C, yolu. OB iizerinde z = z + iz (0 < z < 1):buraday = z, f = —i3z? ve dz = (1 + 1) dx;
1 1
I, :/ fdz:/ (—i3az2)(1+i)dw:3(1—i)/ r?dr=1—i
Cy 0 0

I, # I,: uclar1 aymi iki yol farkli degerler iretti. Kapalt OABO cevresi (C; — C,) uzerindeki integral
de sifirdan farklidir:

1—1 I o
L -1 = B —(1=i)= 2
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21.3

122 Béliim 21. Cevre Integralleri

2_ .2
22721

Ornek 21.3 (Her Yolda Ayni Deger). C, z,’den z,’ye herhangi bir cevre olsun. fczdz = 2

oldugunu gosteriniz.

Coziim.
Once C diizgiin bir yay olsun: z = 2(t), a < t < b. Gozlem:

ISH
N
—
~+
=
[

a2

Dolayisiyla temel teoremle

/Czdz = /b 2(t)2'(t) dt = [Z(;)]Z]Z = 4 ; 4

a

C, diizgiin yaylarin eklenmesiyle olusan genel bir ¢evreyse, her C), parcasi z;’den 2, ;’e uzansin (2,
baslangic, z,,,, bitis). Parca degerleri teleskopik toplanir:

n _2 2 2 2
z —2z z —2z
/zdz Z k+12 k n+12 1
c k=1

Deger yalnizca uglara baghdir; 6zellikle her kapali ¢evre iizerinde | o? dz =0.
|

1 Iki 6rnegin dersi

Z ve y — x — i3z? analitik degildir ve integralleri yola bagl cikti; z ise tamdir ve integrali yoldan
bagimsiz ¢ikti. Bu bir rastlanti degildir — baglantinin kesin ifadesi ters tiirevler teoreminde ve
Cauchy-Goursat kuraminda verilecek.

Dal Kesimli integrandlar

Integrand, ¢ok degerli bir fonksiyonun dali oldugunda yol, dal kesimine dokunabilir; integral yine de var
olabilir.

Ornek 21.4 (Kesime Dokunan Yarim Cember). C: z=3e" (0 <0 < 7), 2= 3ten z = —3’e iist
yarim ¢ember;

1
f(z):z1/2:e>(p2—logz) (|z|>0,0<argz<27r)

dali verilsin. I = fC 2'/2 dz integralini hesaplaymniz.
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21.3 Dal Kesimli Integrandlar 123

Im

-3 dal kesimi: 0 = 0 3
O O
0 f(3) tanimsiz Re

Sekil 21.3: 0 < arg z < 2n dalinin kesimi pozitif reel eksendir ve yolun baglangic noktasi z = 3 tam bu 151n
tizerindedir: f orada tanimsizdir (bos nokta). Yine de 6 — 0* iken integrandin sag limiti vardir; parcal
siirekli integrand integrali kurtarir.

Cozim.
Dal, 6 = 0 1sininda tanimsizdir; dolayisiyla f, C’nin baglangic noktas1 z = 3’te taniml bile degildir.
Ama integral yine de vardir, ¢linkii integrand pargal siireklidir: 0 < § < 7 igin

fl2(0)] 2/ (0) = V3?2 . 3iei® = 3+/3 i ¢39/2

ve bu ifadenin § — 0% sag limiti 3v/3 i olarak vardir; § = 0°da bu degerle tanumlanirsa [0, 7] tizerinde
strekli olur. Hesap:

T 2 . .
I:3\/§i/ el39/2d9:3x/§i§e239/2]g=2\/§(el3ﬂ/2—1):-2\/3(1+z’)

0

Ornek 21.5 (Kuvvet Fonksiyonunun Cember integrali). C, pozitif yonli z = Re? (—m < 6 < )
cemberi ve a sifirdan farkli bir reel say1 olsun. Esas dal

2% ' =exp[(a—1) Log z ] (l2][>0—m<Argz<m)

icinl = | o 2971 dz integralini hesaplaymiz.
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124 Béliim 21. Cevre Integralleri

AIm

0= esas dal kesimi

yolun iki ucu

Sekil 21.4: Esas dalin kesimi negatif reel eksendir; C cemberi kesime yalniz z = —R noktasinda deger ve
tam da oras1 yolun baslangici (6 = —n) ile bitisidir (6 = 7). Integrand yalniz bu tek noktada tanimsizdir ve
orada iki tek yanli limiti vardir; parcali siireklilik integral icin yeterlidir.

Cozim.
0 € (—m,m) igin

f[z(@)] o (9) — e(afl)(lnRﬁ—iO) iReia — iRaeiaG

(R%, pozitif degeriyle alinir). U¢ noktada § = +7 tek yanl limitler var oldugundan integrand parcali
siireklidir ve

ia |77

™ ia iam —iam a
. ) e et —e 2R
I =1iR% / e'? dp = iR 6]“ =R - =1 sin am
a

Iki 6zel durum dikkat cekicidir:

+ a = n sifirdan farkli bir tam sayiysa sin nm = 0, dolayisiyla fC 2"t dz = 0. (Bu durumda integ-
rand tek degerlidir ve dala gerek yoktur.)
+ Formiiliin kapsamadif1 a = 0 durumunda (1/a tanimsiz) integrand 1/z olur ve dogrudan hesapla

T - 10 T
/%:/ thie” dezi/ 0 = 2ri
c ? _. Re _

U

Sifirdan farkli ¢ikan bu tek istisna, rezidii kuraminin cekirdegidir.
|

214 Alistirma

Alistirma 21.1 (Cevre Integrali Hesaplari).
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21.4 Alistirma 125

a) C,z=1+1iden z = 3 + ¢’ye yatay dogru parcasi olmak iizere [ c? dz integralini hesaplayimiz.

b) C, pozitif yonlii | z | = 1 cemberi olmak iizere [ c zdz = 27i oldugunu gosteriniz.
¢) C,| z | = 2 cemberinin iist yarisi (z = 2’den z = —2’ye) olmak tizere fc % integralini hesaplayiniz.
Cozim.

a) Yatay parcay1 parametreleyelim: z(t) =t 44,1 < ¢ < 3. O zaman z = t — i ve dz = dt’dir:

[z [ [g_]: (2 5) - (L) =12

b) Cemberi z = e* (0 < 0 < 27) ile parametreleyelim. Bu durumda
z=e" dz = ie® do

Integrandda iisler birbirini gétiiriir:

27 27
/ zdz = / e iet? 4o = z/ df = 27i
c 0 0

Sonucun sifir olmamasi sasirtict degildir: z analitik olmadigindan, ikinci kisimda kanitlanacak Cauchy-
Goursat teoremi burada uygulanamaz. (Birim ¢ember iizerinde Z = 1/z olduguna dikkat ediniz; hesap
ashinda fc 42 — 2j integralini vermistir.)
c) Ust yar1 cemberi z = 2¢? (0 < 0 < ) ile parametreleyelim; = 0 noktas1 z = 2, § = 7 noktas1 z =
—2'dir, yani yon istenen yondiir. Tiirev dz = 2ie*?df oldugundan

dz  2ie'® do

e~ a0 W

Yaricap sadelesir ve geriye sabit bir integrand kalir:

d s
/—Z:/ id = i
c % 0

Bir integrali tam hesaplayamadigimizda bile modiiliinii sinirlamak cogu zaman yeterlidir; bunun siste-
matik aract ML esitsizligidir.
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126 Béliim 21. Cevre Integralleri
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22.1

22.2

22. Cevre Integrallerinin Modiilleri I¢in
Ust Sinirlar

Kompleks analizde bir¢ok teorem, bir integralin degerini hesaplamadan modiiliinii sinirlayarak kanit-
lanur: sinir sifira gekilebiliyorsa integral yok olur, sabit kaliyorsa varlik garantiye alinir. Bu bélimiin iki
araci — integral moduli lemmas: ve ML esitsizligi — kuramin en ¢ok kullanilan teknik geregleridir.

Integral Modiiliit Lemmasi

Teorem 22.1 (Integralin Modiilii). w(t), [a, b] iizerinde parcal siirekli kompleks degerli bir fonksiyonsa
b
/ w(t) dt
ispat.

Sol taraf sifirsa esitsizlik apaciktir; sifir degilse integralin degerini kutupsal bicimde yazalim:

b
/ wdt

a

b
S/ | w(t) |dt

b
/ w(t) dt = ryetd, Ty = >0

a

ro’1 cekelim:

b b
ro = e % / w(t)dt = / e~ o (t) dt

a a

Sol taraf reel oldugundan sag tarafin da reel olmasi, yani sanal kisminin sifir olmas: gerekir:

b
Ty = / Re | e Pow(t) | dt

a

Reel kisim modiilii asamaz:
Re | e Pow(t) 1< e~ Oow(t) | =] w(®) |

Reel integrallerin monotonluguylar, < f;| w(t) | dt; rq tam olarak sol taraf oldugundan kanit biter.
|

ML Esitsizligi

Teorem 22.2 (ML Esitsizligi). C, L uzunlugunda bir ¢evre; f, C iizerinde par¢ali siirekli olsun. C’nin her
z noktasinda

| f2) [ <M

olacak bicimde negatif olmayan bir M sabiti varsa

/(; f(z)dz

<ML

ispat.
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128 Boliim 22. Cevre Integrallerinin Modiilleri I¢in Ust Sinirlar

z = z(t) (a <t <b), C’nin bir parametrik temsili olsun. Lemma ve modiiliin ¢carpimsalligiyla

/Cf(z) dz

Son integral, yay uzunlugunun ta kendisidir.
|

/fmmﬂmug/UMMHAQWSM/|Ama:ML

Boyle bir M her zaman vardar: | f[z(¢)] |, kapali [a, b] aralifinda pargal siirekli reel bir fonksiyondur
ve orada sinirlidir; f, C tizerinde siirekli oldugunda M olarak maksimum deger alinabilir.

22.3 Cozimli Uygulamalar

Ornek 22.1 (Hesapsiz Kestirim). C,
yay1 olsun. Sunu gosteriniz:

z | = 2 ¢emberinin z = 2’den z = 2¢’ye birinci geyrekte kalan

/ z3+4 dz SS—W
c? -1 7
Im
2i
C
[z =2
L=4%2m2=n 2 Re

Sekil 22.1: C, |7| = 2 cemberinin birinci ¢eyrekte kalan yayidir: z = 2'den z = 2i'ye saat yoniiniin tersine.
Uzunlugu tam ¢emberin dortte biri, L = t; ML esitsizligindeki L budur.

Cozim.
C uzerinde | z | = 2°dir. Pay i¢in licgen esitsizligi:

|z4+4|<|z|+4=6
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22.3 Cozumlu Uygulamalar 129

Payda i¢in ters yonlii icgen esitsizligi:
|z3—1’2||z|3—1|:7

Dolayisiyla C' iizerinde integrandin modili M = g ile smurhdir. Ceyrek ¢emberin uzunlugu L =
1(2m - 2) = m; ML esitsizligi istenen smnur1 verir.
|

w =z’ diizlemi: |z| = 2 iken |w| = 8

AIm

Sekil 22.2: |z| = 2 iken w = 2z*> degeri |w| = 8 cemberi izerindedir. 1 noktas1 bu ¢emberin i¢inde kaldigindan
cember tizerindeki her wicin |w - 1| = 8 - 1 = 7; en kisa uzaklik w = 8'de alir. Ters yonli tiggen
esitsizligi |2°> - 1| = |z - 1'in geometrik anlami budur.

Ornek 22.2 (Sonsuzda S6nen integral). Criz= Re®® (0 <0 <), R > 1; karekokiin

) 3
212 = \frei/? (r > 0,—% <h< EW)

dal1 alinsin. Sunu kanitlayiniz:

2172
lim 3 dz=0
R—oc0 CRZ +1
Cozim.
C, tzerinde | z | = R i¢in
| 22| = | VRe®? | = VR, |Z2+1|>||zP—1|=R*-1

Dolayisiyla integrand M = % ile sinirhidir; yarim ¢gemberin uzunlugu L = 7R. ML esitsizligiyle
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130 Boliim 22. Cevre Integrallerinin Modiilleri I¢in Ust Sinirlar

WR\/E_ 7/VR
R2—1 1-1/R?

1/2
/ j dz
o, 25 +1
Son ifadede R — oo iken pay sifira, payda 1’e gider; sinir sifira ¢oker ve integral de sifira gitmek

zorunda kalir.
||

(',7 Kestirim recetesi

ML uygulamalarinin degismez sablonu: paydaki her terime tiggen esitsizligi (| toplam | < modiiller
toplami), paydadaki farka ters yonlii tiggen esitsizligi (| fark | > modiiller farki) uygulanir; yol
uzunlugu geometriden okunur. Rezidii kuramindaki has olmayan integral hesaplarinin tamami bu
sablonla kapanir.

a) C, z =1i’den z = 1’e dogru pargas1 olmak tizere UC %

b) Chg,

Alistirma

Alistirma 22.1 (Kestirim Aligtirmalari).

< 4+/2 oldugunu gosteriniz. Ipucu: Parca

iizerindeki bir noktanin baslangica en kisa uzaklig: \/Li’dir.

z | = R (R > 2) pozitif yonlii cemberi olmak tizere

/ 222 —1 J 27R (2R? + 1)
o A5 14
R

(B2 —1)(R? —4)

<

kestirimini kurunuz ve R — oo iken integralin sifira gittigi sonucunu ¢ikariniz.

Coziim.
a) ML esitsizligi icin iki buytklik gerekir: yolun uzunlugu ve integrandin yol iizerindeki bir tist sinir1.
Uzunluk dogrudan okunur; ¢ ile 1 arasindaki dogru parcasi i¢in

L=|1—i|=V2

Ust sinir igin integrandin modiiliinii yazalim:

Bu ifadenin en biiyiik oldugu yer, | z |'nin en kiigiik oldugu noktadur. ipucundaki gibi, parca tizerindeki
1+i

noktalarin baglangica uzakligi en az \/Li’dir (parganin orta noktast <5+, uzakligi \/LE)' Dolayisiyla parga

uzerinde

1
212z =
2

—_
IN
5

=

I
S
Il
<
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22.4 Alistirma 131

Alm

Y

Re

Sekil 22.3: i'den 1'e giden dogru parcasinin baglangica en yakin noktasi, baslangigtan indirilen dikmenin
ayag1 olan orta nokta (1 + i)/2'dir; uzakligi 1/v2. Parca, |2| = 1/V2 ¢emberine orada tegettir; dolayisiyla
parca lizerinde |2| = 1/v/2 ve 1/|z|* < 4 = M olur. Uzunluk L = V2.

ML esitsizligi sonucu verir:

b) Payday: ¢arpanlarina ayiralim:
z4+5z2+4:(z2+1)(z2+4)

| z | = R iizerinde payu iistten, paydayi alttan sinirlayacagiz. Ucgen esitsizligi pay1 verir:
|22 =1|<2[2z[P+1=2R*+1

Ters iicgen esitsizligi paydanin iki ¢arpamini alttan sinirlar; R > 2 oldugundan her iki alt sinir da
pozitiftir:

| 22+1|>R*—1, | 22 +4|>R*—4
Bolimiin modili i¢in

222 -1 | _ 2R* +1 _
24522447 (R2P—1)(R*—4)

Cemberin uzunlugu L = 27 R oldugundan ML esitsizligi istenen kestirimi verir:

/ 222 —1 27rR(2R2+1)
dz
o, 24522 +4
R

(RP—1)(R2—4)

<
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132 Boliim 22. Cevre Integrallerinin Modiilleri I¢in Ust Sinirlar

R — oo davranisini gormek icin sag tarafta payin R?, paydanin R* mertebesinde olduguna bakmak
yeterlidir: oran R~! gibi davranir. Kesin ifadeyle, pay ve payday1 R*’e bolersek
27R (2R*+1) 2m(2 + 3)

(R2—1)(R2—4):R(1—%)(1—%) P

Sikistirma ilkesiyle integralin kendisi de sifira gider. Bu tiir kestirimler, has olmayan integrallerin
rezidiilerle hesaplanmasinda biiyiik yarim cemberlerin katkisini yok etmek icin kullanilacaktir.
]

Kestirim araglar1 hazir. Kapanig béliimiinde, integralin yoldan bagimsizligini tam olarak karakterize eden
teoremi kanithyoruz: ters tiirevler.
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23.1

23.2

23. Ters Turevler

/ o? dz her yolda ayni ¢ikmus, [ o? dz ise yola gore degismisti. Aradaki fark tek bir kavramda diigiimlenir:

integrandin bir ters tiirevinin var olup olmamasi. Bu boliimiin teoremi, yoldan bagimsizlig: ii¢ esdeger
yuziyle karakterize eder — ve kalkiiliisiin temel teoremini ¢evre integrallerine tasir.

Ters Turev

Tanim 23.1 (Ters Tiirev). f, bir D domeninde siirekli olsun. D’nin her noktasinda F’(z) = f(z)
kosulunu saglayan bir F’ fonksiyonuna f’nin D’deki bir ters tiirevi denir.

Ters tiirev, tiirevi olan bir fonksiyon oldugundan zorunlu olarak analitiktir. Ayrica toplamsal sabit
disinda tektir: iki ters tiirevin farkinin tiirevi D’de sifirdir ve sabitlik teoremi geregi fark sabittir.

Denklik Teoremi

Teorem 23.1 (Uclii Denklik). f, bir D domeninde siirekli olsun. Asagidaki ifadelerden biri dogruysa iicii
birden dogrudur:

a) f’nin D’de bir F ters tiirevi vardur;

b) sabit z; noktasindan sabit z, noktasina giden, tamamen D de kalan tiim cevreler boyunca f nin integ-
ralleri ayni degere sahiptir ve bu ortak deger

| = e = P - Pl

c¢) tamamen D ’de kalan her kapali ¢evre iizerinde f nin integrali sifirdur.

Ispat.

Ug ifadenin denkligi icin (a) = (b) = (c) = (a) zincirini kurmak yeterlidir.

(a) = (b). ' = f olsun. C: z = 2(t) (a <t <b), 2, 'den z,’ye D’de kalan diizgiin bir yay ise zincir
kuraliyla

%F[Z(t)] = Fllz2(t)]2'(t) = flz(®)]2'(t)  (a<t<Db)

Temel teorem uygulanir:
b
[ 1@ de= [ 101z @ dt = Pl = Fep) ~ Pz
C a

C, diizgiin yaylarin eklenmesiyle olusan genel bir cevreyse, her Cy, parcasi z;,’den 2z, ‘e uzansin; parca
degerleri teleskopik toplanir:

[ reaz= S [ Flaen) — F(2) ] = Flans) — Fzy)
C k=1

Deger yalniz u¢lara baghdir; (b) kanitland.
(b) = (c). C, D’de kapali bir cevre olsun; tizerinde iki nokta z,, z, secip C’yi, ikisi de z, 'den z,’ye giden
C; ve Cy yollarina aywalim: C = C} — C,. Yoldan bagimsizlikla
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134 Bolum 23. Ters Turevler

C=C1_C2

(C, ters yonde dolasilir)

Sekil 23.1: Kapali C cevresi iizerinde iki nokta secilince C, ikisi de z,'den z,'ye giden iki yola ayrilir: C,
(tist) ve C; (alt). C'yi dolasmak C,'i ileri, C,'yi geri (-C,) izlemektir; yoldan bagimsizlikla iki integral esit
oldugundan C iizerindeki integral sifirdir.

(c) = (a). Kapali cevre integralleri sifir olsun. Once (c)nin (b)’yi verdigine dikkat edelim: z, 'den 2, 'ye
iki yol Cy, G, igin C| — C;, kapalidir, integrali sifirdir, dolayisiyla iki yol ayni degeri verir. Simdi z, € D
sabitleyip

F(z):/zf(s)ds (z€ D)

tamimlayalim; yoldan bagimsizlik sayesinde bu tamim tek degerlidir. F' = f oldugunu gosterelim.
z € D verilsin; z + Az, z’nin tamamen D ’de kalan bir komsulugunda olsun (Az # 0). Yollari z’den z +
Az’ye bir dogru pargasiyla tamamlayarak

z+Az
F(z—I—Az)—F(z):/ f(s)ds

yazabiliriz (integral dogru parcasi tizerinden alinabilir). f:+AZ

z+Az Py 2) — Py z+Az
0= 5 [ seas—= TEEEIZEE gy L [T ) - 1) Jas

ds = Az oldugundan

f, z’de siireklidir: here > 0 igin| s — z | < d iken| f(s) — f(2) | < € olacak bir§ > 0 vardir. | Az | <
0 segilirse dogru parcast tizerindeki her s icin bu kestirim gegerlidir ve ML esitsizligiyle

F(z+ Az) — F(z) 1 B
Demek ki
F(z+ Az)—F(z)
Alz—>0 AZ o f(Z)
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23.3

23.2 Denklik Teoremi 135

yani F'(z) = f(z); (a) kanitlandi ve zincir kapandi.
|

Teorem, ii¢ ifadeden herhangi birinin belirli bir f i¢cin dogru oldugunu iddia etmez; yalnizca ya ti¢iiniin
birden dogru ya ii¢iiniin birden yanlis oldugunu sdyler. Ispat, teorem kutusunun icinde katlanmis olarak
duruyor; 6nce teoremin nasil kullamildigini goérelim.

Coziimli Uygulamalar

23

Ornek 23.1 (Dogrudan Temel Teorem). Siirekli f(z) = 2? fonksiyonu tiim diizlemde F'(z) = % ters
tiirevine sahiptir; z = 0’dan z = 1 + 4’ye her cevre icin

1+14 3
o (1+19) 2 .
2gp = P i 2 UEDT_ 2
/0 22 dz 3:’]0 3 3( +1)

Ornek 23.2 (Delinmis Diizlemde 1/z?). f(z) = 2—12 delinmis diizlem | z | > 0’da siireklidir ve orada
F(z)= —% ters tiirevine sahiptir. Dolayisiyla baslangic noktasini cevreleyen pozitif yonlii z = 2e%
(—m < 0 < 7) ¢emberi i¢cin — hesaba gerek kalmadan —

d
c?

Kapali cevre baslangictan gecmedigi siirece bu sonug tiim kapali cevrelerde gegerlidir.

1/z ayn1 oyuna gelmez

%’nin ters tiirevi olmaya tek aday log z’nin dallaridir; ama hi¢bir dal, delinmis diizlemin tamaminda

tanimli ve analitik degildir — her dal kendi kesimi iizerinde ¢oker. Nitekim | z | = 2 cemberi iizerinde
fc % = 2mi # 0 bulunmustu; teorem geregi delinmis diizlemde ters tiirev var olamaz. Yine de

dallar, cemberin parcalari tizerinde kullanilabilir — siradaki 6rnek teknigi gosterir.

Ornek 23.3 (iki Dalla Tam Cember). C, pozitif yonlii | z | = 2 gemberi olsun. fc 92 — 27 degerini,
logaritmanin iki dalim kullanarak yeniden elde edelim.

Cozim.
Cemberi iki yariya bolelim: C}, —2i’den 2i’ye sag yary; C,, 2i’den —27’ye sol yar1.
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136 Bolum 23. Ters Turevler

C, tizerinde Log z (-t < © < x) C, iizerinde log z (0 < 0 < 27)
AlIm A Im
2i 2i
C C,
Log kesimi log kesimi
O > o >
CEE> 3 Re 0=0 Re
-2i -2i

her dalin kesimi, kullanildig1 yarim ¢embere dokunmaz

Sekil 23.2: Her yarim ¢ember icin kesimi 6biir tarafta kalan bir dal secilir: sag yar1 C, izerinde esas

dal Log z (kesimi negatif reel eksen), sol yar1 C, tizerinde 0 < 0 < 2wt dal1 (kesimi pozitif reel eksen).

Iki parcanin toplamu 2rti'yi verir. Tek bir dal cemberin tamamini kapsayamaz, ¢iinkii her dalin kesimi
cemberi keser.

Sag yarida esas dal is goriir: Log z (r > 0,—7 < © < ), sag yar1 dizlemi iceren domende 1/z’nin
ters tiirevidir:

d ,
@ _ Log z]zlzl. = (1n2+ig> — <1n2 —zg) =
e

Sol yarida esas dalin kesimi yolu keser; log z = Inr + 6 (0 < 6 < 27) dalina gegilir:
dz Y 3 K .
/02 = logz]%2 = (an + 27) - (ln2 + z§> =i

Toplam: [ 92 = 7 + i = 2mi.
]

Ornek 23.4 (Karekok Daliyla Integral). C), z = —3’ten z = 3’e reel eksenin iistiinden gecen
herhangi bir cevre olsun. Cok degerli z*/?’nin

f1(2) = /re?/? (r > O,—g <f< 3;)

dalin alarak [ o 2172 dz integralini hesaplayniz.
1
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23.3 Cozumlia Uygulamalar 137

C, (iistten) Im

....
.......

C, (alttan)

f, kesimi: 0 = -7t/2
kesimi keser

Sekil 23.3: -m/2 < 0 < 37/2 dalinin kesimi negatif sanal eksendir: reel eksenin iistiinden gecen her C; yolu
kesime hi¢ dokunmaz, dolayisiyla f; bu yol iizerinde siireklidir ve ters tiirevi F; kullanilabilir. Alttan gecen
bir C, ise kesimi keser; onun i¢in 71/2 < 0 < 57/2 dali gerekir.

Coziim.

Bu dal, iist yar1 diizlemi ve reel ekseni (0 hari¢) kapsayan domende tanimh ve C; iizerinde siireklidir.
Domende bir ters tiirevi vardir:

2 2 . 3
Fl(z):§z3/2=§r T et30/2 (r>0,—g<9<§>

Uc degerlerle (z =3:7=3,0=0;z2=—3:r=3,0 = 7):
/ 22dz = F(3) — F(—3) = 2V3( e — /2 ) = 2v3(1 + i)
G

Ayni uglar arasinda reel eksenin altindan gegen bir G, gevresi i¢cin (g <f< 57”) daliyla ayn1 yontem
uygulanabilir.

23.4 Alistirma
Alistirma 23.1 (Ters Tiirev Uygulamalari). Asagidaki integralleri uygun ters tiirevlerle hesaplayimniz.
a) [ 2 ez gy
b) foﬂzi cosZdz

c) ff’(z —2)3dz

Coziim.
a) e™* fonksiyonu tiim diizlemde analitiktir ve ters tiirevi %’dir; integral yoldan bagimsizdir:

i/2 0y im/2 i
(& i e — e
TZ — i/2 _
eFdz = — i = -
i ™ ™
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138 Bolum 23. Ters Turevler

ei™/2 — jve ¢i™ = —1 degerleriyle

i/2 e :
/ o gy = ( 1):1—|—z
m

™

%

b) cos 5 fonksiyonunun ters tiirevi 2 sin 5 dir:
T+21
/0 cosgdz: 28111%]6’*” = 25in<g+i) —2sin0
Toplam formiliinii uygulayalim:
AL . LT . T . . .
sm(— + z) = sin — cosi 4 cos —sin = cos = cosh 1
2 2 2
Boylece
T+2
1
/ cosfdz:2cosh1=e+—
0 2 e

o4
¢) (z — 2)3 fonksiyonunun ters tiirevi (= 42) tiir:

/3<22)3d2=@]?=g 1 _,

4 4

Sonucun sifir ¢tkmasi, integrandin z = 2 noktasina gore tek simetrili olmasinin dogal karsiligidir.
|

Birinci kismin sonuna geldik. Dogal soru sudur: f analitikse kapali ¢evre integralleri ne zaman kendili-
ginden sifirlanir? Yanit — Cauchy-Goursat teoremi — ders notlarinin ikinci kisminin agilis konusudur.

Acik Matematik - acik-matematik.com 138 CC BY-NC-SA 4.0


https://acik-matematik.com
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.tr

24.1

24.2

24. Cauchy-Goursat Teoremi

Ters tiirevler boliimiinde sunu gérmiistiik: siirekli bir f fonksiyonunun bir D domeninde ters tiirevi varsa,
D’de kalan her kapali cevre tizerindeki integrali sifirdir. Ama ters tiirevin varligini 6nceden bilmek ¢ogu
zaman mimkiin degildir. Bu boliimiin teoremi, ¢cok daha kolay denetlenen bir kosulla — analitiklikle —
ayni sonucu verir ve kompleks analizin biitiin integral kuramini tasiyan siitun haline gelir.

Green Teoremiyle i1k Bicim

C, z = z(t) (a <t < b) porzitif yénlii basit kapali bir ¢evre; f, C iizerinde ve i¢inde analitik olsun. Cevre
integralinin tanimiyla

b
[ 1@rdz= [ sln2 0 ar
C a
[ =u+ivvez(t) = z(t) + iy(t) yazilip carpim agilirsa integral, iki reel egrisel integrale ayrigir:

/f(z)dz:/udx—vdy+i/vd:c—l—udy (1)
c c

C

Bu ayrigim bigimsel olarak f dz = (u + iv)(dz + i dy) carpimindan da okunabilir.
Simdi f’ tiirevinin, C’nin kapattig1 kapali R bolgesinde siirekli oldugunu gegici olarak varsayalim; o
zaman u ve v’nin birinci mertebe kismi tiirevleri de R’de siireklidir ve Green teoremi uygulanabilir:

/CPdachQdy://R(Qm—Py)dA

Iki egrisel integrale de uygulanirsa

/Cf(z)dZZ//R(—vz—uy)dA—f-i//R(uz—vy)dA (2)

Fakat f analitik oldugundan Cauchy-Riemann denklemleri u, = v, ve u, = —v, gecerlidir; iki kath
integrallerin integrandlar1 R’de 6zdes olarak sifirdir. Sonug:

/ f(z)dz =0 (3)
C

1 Yon 6nemsizdir
Integralin sifir oldugu bir kez saptandiginda C’nin yénii fark etmez; negatif yonde alindiginda

/_Cf(z)dz:—/cf(z)dzzo

olur. Teoremdeki “pozitif yonlii” kogulu, yalnizca ispat kolayligi i¢indir.

Tiirevin Siirekliligi Neden Gereksiz?

Yukaridaki ispatin zayif noktasi, f’ tiirevinin siireklilifinin varsayilmis olmasidir. Bu kosulun gereksiz
oldugunu ilk kanitlayan Goursat’dir ve katkisi kozmetik degildir: kosul kaldirildig: i¢in, analitik bir fonk-
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24.3

140 Boliim 24. Cauchy-Goursat Teoremi

siyonun tiirevi f”’nin de analitik oldugunu — dolayisiyla f’nin sonsuz kez tiirevlenebildigini — dongiiye
diismeden kanitlayabiliriz. Bu sonuca Cauchy integral formiiliiniin genisletilmis bi¢ciminde ulasacagiz.

1 Kisa bir tarih: Cauchy’den Goursat’ya

Yukaridaki sonug, adini1 Augustin-Louis Cauchy’den (1789-1857) alir. Cauchy, sanal sinirlar arasin-
daki belirli integralleri konu alan 1825 tarihli iinli ¢alismasinda (Mémoire sur les intégrales définies,
prises entre des limites imaginaires) bu teoremi kurmus, ancak ispatinda f’ tiirevinin siirekliligini
varsaymuisti.

Yaklagik altmis yil sonra Edouard Goursat (1858-1936), 1884'te Acta Mathematica’da yayimlanan kisa
bir notta bu fazladan varsayimin gereksiz oldugunu gosterdi ve fikri 1900’'de Amerikan Matematik
Dernegi’'nin Transactions dergisinde daha olgun bir bicimde yeniden sundu. Kisa siire sonra Alfred
Pringsheim ayni bolme fikrini karelerin yerine ticgenlerle isledi; bircok modern kitapta karsilagilan
iicgen argiimani buradan gelir. Teorem, iki matematik¢inin katkisim birlikte anmak icin Cauchy-
Goursat teoremi diye anilir.

Ispat iki adimlidir: 6nce bélgeyi, tizerinde fark béliimiiniin tiirevden ¢ok az saptigi kiigiik karelerle érten
bir lemma kurulur; sonra integral bu karelerin sinirlar1 tizerinde dagitilir. Lemma teoremden 6nce geldigi

icin onunla baghyoruz.

Kare Ortiisit Lemmasi

C pozitif yonlii basit kapali bir ¢evre, R ise C ile icindeki noktalardan olusan kapali bélge olsun. R’yi,
eksenlere paralel esit aralikli dogrularla ¢izilen bir 1zgarayla ortelim. Izgaranin olusturdugu kapali kare
bolgelerden R’nin digina tagan parcalar atilirsa, R sonlu sayida kare ve kismi kare ile ortiiliir.

)

/

/ .

[ ] kare

N |:| kismi kare

Sekil 24.1: Rbolgesi (Cile ici) eksenlere paralel bir 1zgarayla ortiiliir: tamamen Cnin i¢inde kalan hiicreler
kare, Cnin kestigi hiicrelerin R'de kalan parcalar1 kismi karedir. Her alt bélgede lemmanin sabit z;
noktasi secilir; kismi karenin siniri, kare kenarlarinin parcalarinin yani sira Cnin yaylarini da igerir.
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24.3 Kare Ortiisii Lemmast 141

Teorem 24.1 (Ortii Lemmasi). f, R iizerinde analitik olsun. Her € > 0 icin R bolgesi, j = 1,2, ...,n ile
indislenmis sonlu sayida kare ve kismi kareyle értilebilir; dyle ki her birinde sabit bir z; noktast vardir ve

f(z) = 1(z)

—f(z)| <e (4)

esitsizligi, o kare ya da kismi karedeki z;den farkli tiim z noktalarinca saglanur.

Ispat.

Aksini varsayalim: ortiideki bir alt bolgede, kosulu saglayan bir z; noktast bulunamasin. Bu alt bolge bir
kareyse, karsilikli kenarlarin orta noktalarini birlestirerek dort kiigiik kareye bolelim; kismi kareyse tam
karesi boliiniip R disinda kalan parcalar yeniden atilsin. Elde edilen kiiciik alt bolgelerin en az birinde
kosul yine saglanamiyorsa bolmeye devam ederiz.

Bolme islemi sonsuza dek siirerse, i¢ ice yuvalanmigs sonsuz bir
00;01,09,0e0,0 5. (5)

kare dizisi dogar; her oy, 0y,_; in icindedir ve hicbiri istenen z; noktasini barindirmaz. Bu karelerin hep-
sinde ortak bir z, noktasi vardir ve her biri z, dan baska R noktalar ierir. Karelerin késegen uzunluklar
sifira gittiginden, z, in her §-komsulugu yeterince ileri indisli kareleri kapsar; dolayisiyla z,, R’ nin bir
yigilma noktasidir ve R kapali oldugundan z, € R’dir.

Ama f, R iizerinde analitiktir; 6zellikle z, 'da tiirevlenebilirdir. Tiirev tanimina gore, verilen € i¢in 6yle bir
0 > 0 vardr ki

f(z) = f(z)

P — ()| <€ (0<|z—2|<9)

K yeterince biiyiik secildiginde o - karesinin kosegeni 6 ’dan kiigiiktiir; yani oz, tamamen bu komsulukta
kalir. O halde 2, o i i¢in aranan z; noktasi olarak is goriir ve o i "y1 bolmeye hig gerek yoktu — bu, dizinin
kurulusuyla celisir.

|

24.4 Teoremin ifadesi

Teorem 24.2 (Cauchy-Goursat Teoremi). Bir f fonksiyonu basit kapali bir C' ¢evresinin icinde ve
tizerindeki tiim noktalarda analitikse

/Cf(z) dz=0

ispat.
€ > 0 verilsin ve R, ortii lemmasindaki gibi ortilsiin. j-inci alt bolgede, z; lemmadaki sabit nokta olmak
iizere

0, z =z,

f2)—-f(z;) ,
5(2) = {—f e ©)

fonksiyonunu tanimlayalim. Lemma geregi alt bolgenin her noktasinda
| 6;(2) | <e (7)

olur; ayricalim__, .. 8;(z) = f'(2;) — f'(2;) = 0 oldugundan 6, o alt bolgede siireklidir.
(6) tanimu f icin su ayrisimu verir:

f(2) = fz;) = z; £ (25) + f'(2;) 2 + (2 — 25) 0;(2)

C;, j-inci alt bolgenin pozitif yonlii sinirt olsun. Yukaridaki ifade C; iizerinde integrallenirse
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142 Boliim 24. Cauchy-Goursat Teoremi

/Cf(z)dz:[f(zj)—zjf/(zj)]/C.dz—i—f/(zj)/c.zdz—i—/C‘(z—zj)éj(z)dz

J J

1 ve z fonksiyonlarinin tiim diizlemde ters tiirevleri oldugundan ilk iki integral sifirdir:

/ dz =0, / zdz=0
G Gj

Geriye tek terim kalir:
/ f(z) dz:/ (2 —2;)0;(2)dz (j=1,2,...,n) (8)
c c,

Simdi bun esitligi toplayalim. Komsu iki alt bolgenin ortak sinir parcasi boyunca integraller zit yonlerde
alindigindan birbirini yok eder; ayakta kalan yalnizca C’nin parcasi olan yaylardir:

7j=1 ' C
Boylece
n
/ f2)de <3 / (2 — 2;) 8,(2) dz (9)
C j=1{VC;
dort kare, her biri pozitif yonli toplam: yalmizca dis siir C kalir

A

i¢ kenarlar C
yok oldu

topla

Sekil 24.2: Dort komsu karenin her biri pozitif yonde dolasilinca ortak kenarlar iki kez ve zit yonlerde

katedilir (kirmizi ¢iftler); bu parcalarin integralleri birbirini gotiriir. Toplamda yalnizca dis sinir iizerin-

deki integral kalir. Ortii lemmasindaki karelerde de ayni sey olur: i¢ kenarlar yok olur, geriye C'nin yaylar
kalr.

(9) 'un sag tarafindaki her terime ML esitsizligini uygulayacagiz. j-inci alt bélgenin bir kenar uzunlugu
s; olsun. Hem z hem z; ayni karede kaldigindan | z — z; | < \/§sj “dir ve (7) ile
| (z—2;)6;(2) | < V2s;e

Alt bolge tam kareyse sinir uzunlugu 4s; 'dir; alant A; = s? yazilirsa
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24.4 Teoremin Ifadesi 143

| =28, x| < VEsje s, = v e (10)
C

Alt bolge kismi kareyse siur uzunlugu 4s; + L;’yi asmaz; burada L;, C’nin o kismi kareye diisen
parcasinin uzunlugudur. A; yine tam karenin alani olmak iizere

/ (z—2;)0;(2)dz| < V2s;6 (4s;+ L; ) <4V2 A;e + V2 SLe (11)
C

Burada S, ortideki tiim kareleri ve C’nin i¢ini kapsayan biiyiik bir karenin kenar uzunlugudur; tiim
A, ’lerin toplami S*’yi asmaz. L ile C’nin uzunlugunu gosterirsek (9)—(11) birlikte

/Cf(z) dz

verir. € > 0 keyfi oldugundan sag taraf istendigi kadar kiiciik yapilabilir; €’dan bagimsiz olan sol taraf
ise sifira esit olmak zorundadur.
]

< (4V28*+V25L)e

© Ispatin fikri tek ciimlede

Analitik bir fonksiyon, ¢ok kiiciik 6lcekte birinci dereceden bir polinom gibi davranir; polinom-
larin ise ters tiirevi vardir ve kapali ¢evre integralleri sifirdir. Lemma bu “cok kiigiik dlgegi” diizgiin
bicimde kurar, kalan hata terimi de ¢ ile ezilir.

Ornek 24.1 (Dogrudan Uygulama). C, pozitif ya da negatif yonlii herhangi bir basit kapali cevre olsun.
Bilegke fonksiyon f(z) = ¢*" tim diizlemde analitik oldugundan

/ezsdz:()
c

C hangi egri olursa olsun, integrali hesaplamaya kalkismak gereksizdir.

Alistirma

Alistirma 24.1 (Cauchy-Goursat Uygulamalar1). C, pozitif yonlii | z | = 1 cemberi olsun. Asagidaki
integrallerin neden sifir oldugunu gerekgelendiriniz.

a) fC ;_23 dz
b) fo ze ?dz

dz
¢) fc 2242242

d) fc Log (2 +2)d=

Cozim.

Her sikta yapilacak is aynidir: integrandin hicbir tekil noktasinin kapali | 2z | < 1 diskinde bulun-
madigini gostermek. Bu saglandiginda integrand C' izerinde ve i¢inde analitik olur ve Cauchy-Goursat
teoremi integralin sifir oldugunu soyler.

a) Integrand bir polinom béliimiidiir; tek tekil noktasi payday sifirlayan z = 3’tiir. | 3 | = 3 > 1 oldu-
gundan bu nokta ¢emberin digindadir. Diskte pay ve payda analitik, payda sifirdan farkli oldugundan
béliim de analitiktir:
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144 Boliim 24. Cauchy-Goursat Teoremi

b) z ve e~ # fonksiyonlariin ikisi de tamdir; tam fonksiyonlarm ¢arpimi da tamdir. ze™# hicbir tekil
noktaya sahip olmadigindan teorem dogrudan uygulanir:

/ze*zdzzo
C

24418
; -

¢) Paydanin kéklerini bulalim:

22 42242=0= 2= —14+1

Bu iki noktanin modila
|—14i|=Vi+1=V2~141>1

oldugundan ikisi de cemberin disindadir. Integrand diskte analitiktir:

/ dz ~0
Cz2+2z+2_

d) Esas logaritma Log w, w = 0 noktasinda ve negatif reel eksende (w < 0) analitik degildir; dal kesimi
w-dizleminde baslangigtan sola uzanan 1gindir. Burada w = z + 2 oldugundan kesim, z-diizleminde

24+2<0s2< -2

kosulunu saglayan noktalardan, yani reel eksenin —2 noktasindan sola uzanan 1sinindan olusur. Bu
1s1n1n baglangica en yakin noktast z = —2°dir ve | — 2 | = 2 > 1’dir; kesim, kapali birim diskle kesig-
mez. Dolayisiyla Log (z + 2) diskte analitiktir:

/Log (z4+2)dz=0
c

Im
Cilz| =1
1
dal kesimi: z < -2 F———
i @
-3 -2 Re
[-2]=2>1

Log(z + 2) analitik

Sekil 24.3: Log(z + 2)'nin dal kesimi, w-diizlemindeki negatif reel eksenin z-diizlemine tasinmis halidir: z
= -2'den sola uzanan 1g1n. Isinin baglangica en yakin noktasi -2 olup birim ¢emberin 1 birim digindadir;
kesim kapali diske degmez, Log(z + 2) diskte analitiktir ve integral sifirdir.
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24.5 Alistirma 145

Teorem basit kapali ¢cevreler i¢in kuruldu. Siradaki adim kisit1 gevsetmektir: hangi domenlerde her kapali
cevre icin gecerlidir, delikli domenlerde ne olur? Yanit basit ve cok baglantili domenlerde.
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25.1

25. Basit ve Cok Baglantili Domenler

Cauchy-Goursat teoremi tek bir basit kapali ¢evre icin kuruldu. Uygulamada ise iki genislemeye ihtiyac
duyariz: egri kendini kesiyorsa ne olur, ve domende delikler varsa integral nasil davranir? Bu bolim iki
soruyu da yanitliyor; ikincisinin yaniti, rezidii kuraminin biitiin hesap teknigini 6nceden haber verir.

Basit Baglantili Domenler

Tanim 25.1 (Basit Baglantili Domen). Bir D domeni, i¢indeki her basit kapali ¢evre yalnizca D’nin
noktalarini ¢evreliyorsa basit baglantilidir. Sezgisel olarak: D’nin “deligi” yoktur.

Bir disk, bir yar1 diizlem ve tiim diizlem basit baglantilidir. Buna karsilik aynmi1 merkezli iki cember arasinda
kalan halka domen basit baglantili degildir: halkanin igindeki bir cember, halkaya ait olmayan noktalar1
(merkezdeki deligi) cevreler.

Teorem 25.1 (Basit Baglantili Domende Cauchy-Goursat). f fonksiyonu basit baglantili bir D
domeninde analitikse, D’deki her kapali C' cevresi icin

[ 1@raz=0 (1)
C

Burada C’nin basit olmasi gerekmez; kendini kesebilir.

Ispat.

C basit kapaliysa sonug dogrudan Cauchy-Goursat teoremidir: C', D’nin icinde kaldigindan f, C’nin
tistiinde ve icinde analitiktir.

C kapalr olup kendini sonlu sayida noktada kesiyorsa, C' sonlu sayida basit kapali ¢evreden olusur.
Ornegin dort ilmekli bir egri i¢in Cy, Cy, Cs, C, basit kapal gevreleri C’yi olusturur; her birine Cauchy-
Goursat uygulanirsa

k=1

/cf(z)dzzfj/c f(z)dz =0
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C.

C3 CI

kesisim noktast

C;

Sekil 25.1: Dort yaprakly giil egrisi kendini yalnizca baslangi¢ noktasinda keser. Tek bir kapali C cevresi
olarak dolasildiginda sirayla C,, C,, Cs, C, basit kapali ilmeklerinden geger; her ilmek pozitif yonlidiir ve
kendi icini cevreler. Cauchy-Goursat teoremi her birine ayri ayri uygulanir, integraller toplanir.

Kapali cevrenin kendini sonsuz ¢oklukta noktada kestigi durumda incelikler dogar; teorem yine gecerlidir,
ancak kaniti farkli bir yaklasim ister.
|

Ornek 25.1 (Diskte Kapali1 Cevre). C, acik disk | z | < 2 icindeki herhangi bir kapali cevre olsun
(kendini kesebilir). O zaman

Ciinkii disk basit baglantili bir domendir ve integrandin tekil noktalar z = 43¢ diskin disindadur.

Ters Tiirevin Varlig:

Teorem 25.2 (Basit Baglantili Domende Ters Tiirev). Basit baglantili bir D domeninde analitik olan
bir f fonksiyonunun D’de her yerde bir ters tiirevi vardir.

ispat.

f, D’de analitik oldugundan siireklidir; Teorem 25.1 geregi D deki her kapali ¢evre iizerinde integrali
sifirdir. Ters tiirev teoreminin (c) = (a) yonii, D de bir ters tiirevin var oldugunu verir.

|
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25.2 Ters Tirevin Varlig: 149

Sonlu diizlem basit baglantili oldugundan bu, hemen sunu séyler: her tam fonksiyonun tiim diizlemde
bir ters tiirevi vardir.

Cok Baglantili Domenler

Tanim 25.2 (Cok Baglantil1 Domen). Basit baglantili olmayan domene ¢ok baglantili denir.

Asagidaki teorem, Cauchy-Goursat teoreminin delikli domenlere uyarlamasidir. Fikri sudur: dig cevre
boyunca dolasirken, i¢ deliklerin etrafinda ters yonde dolasilirsa toplam sifirlanir.

Teorem 25.3 (Cok Baglantili Domende Cauchy-Goursat). Asagidaki kosullar saglansin:
a) C pozitif yonlii basit kapali bir ¢evredir;

b) C, (k=1,2,...,n) cevreleri C’nin icinde kalan, tiimii negatif yonlii, ayrik ve i¢leri ortak noktaya sahip
olmayan basit kapali ¢evrelerdir.

f fonksiyonu bu gevrelerin tiimii iizerinde ve C 'nin i¢inde her C),’nin disinda kalan noktalardan olusan kapali
bolgede analitikse

/Cf(z)dz+i/0kf(z)dz=0 (2)

k=1

Ispat.

Dis cevre Cyi i¢ cevre C| e baglayan, ug uca eklenmis dogru parcalarindan olusan bir L, ¢okgensel yolu
cizelim; C,’i Cy'ye baglayan L, ve bu sekilde devam ederek C,,’i C’ye baglayan L,, | yollar: alinsin.
Bu kesikler, bolgeyi iki basit kapali cevrenin — I} ve I, — cevreledigi iki parcaya aywrir. Her T, cokgensel
yollarin ve C' ile C,,’larin parcalarinin birlesimidir ve 6yle yonlendirilebilir ki, iizerinde yiiriirken cevre-
lenen bélge daima solda kalsin.

Sekil 25.2: Dis cevre C ile i¢ cevreler C,, C, arasindaki bolge (f'nin analitik oldugu yer)L,, L,, L; kesikleriyle

iki parcaya boliiniir; her parca, bolge solda kalacak bicimde yonlendirilmis basit kapali bir I" cevresiyle

cevrilir. Her Ly iki kez ve zit yonlerde katedildiginden Iy ile I','nin integralleri toplaninca kesikler yok olur;
geriye pozitif yonlii C ile negatif yonlii C,, C; kalwr.
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150 Boliim 25. Basit ve Cok Baglantili Domenler

f, her iki ¢evrenin iizerinde ve iginde analitik oldugundan Cauchy-Goursat teoremi uygulanir:

f(z)dz=0, f(z)dz=0

I L

Iki integral toplandiginda, her L, yolu iki kez ve zit yonlerde katedildiginden bu parcalarin katkilar
birbirini yok eder; geriye yalnizca C ve C;,’lar boyunca alinan integraller kalir. Bu da tam olarak (2)
esitligidir.

]

25.4 Yolun Deformasyonu ilkesi

Teorem 25.4 (Yolun Deformasyonu). C| ve C; pozitif yonlii basit kapali cevreler ve C;, Cy nin iginde
olsun. f fonksiyonu bu iki cevre ve aralarindaki tiim noktalardan olusan kapali bolgede analitikse

()dz= [ f(z)dz (3)

& G

4’ Cz

tekil nokta

Sekil 25.3: C, cevresi, f'nin analitik oldugu golgeli bolgeden gecerek C,'e biiziiliir; tekil noktanin distiinden
gecmedigi siirece integral hic degismez. Iki cevre de pozitif yonliidiir: cok baglantily domen teoremindeki
negatif yonlii i¢ cevre, -C, olarak sag tarafa tasindiginda (3) esitligi ¢ikar.

ispat.

Teorem 25.3 tek bir i¢ cevreyle uygulanir; i¢ ¢evre negatif yonlii alinmalidir:

(2)dz+ f(z)dz=0
Cy -,

Acik Matematik - acik-matematik.com 150 CC BY-NC-SA 4.0


https://acik-matematik.com
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.tr

25.5

25.4 Yolun Deformasyonu Ilkesi 151

f—Cl fdz=— fCl f dz oldugundan istenen esitlik cikar.
|

© Adinin anlami

Bu sonuca yolun deformasyonu ilkesi denir: C| ¢evresi, f 'nin analitik oldugu noktalardan gecerek
siirekli bicimde C,’ye deforme edilirse, f’nin cevre iizerindeki integrali hi¢ degismez. Integralin
degeri egrinin ayrintili bicimine degil, hangi tekil noktalari ¢evreledigine baghdir — rezidii kuraminin
biitiin hesap mantig1 bu gézlemin tizerine kurulur.

Ornek 25.2 (Orijini Cevreleyen Her Cevre). C, orijini cevreleyen herhangi bir pozitif yénlii basit

kapali ¢evre olsun. O zaman
d
/ = o
c ?
Coziim.

Orijin merkezli ve tamamen C’nin i¢inde kalacak kadar kiigiik yaricapls, pozitif yonli bir Gy ¢emberi
alalim. f(z) = 1/z fonksiyonu z = 0 disinda her yerde analitik oldugundan, iki ¢cevre arasindaki kapali
bolgede analitiktir ve Teorem 25.4 uygulanir:

d d
/_z: 82 _omi
c ? c, *

Son deger, cember tizerinde dogrudan hesapla bulunmustu. Dikkat edilecek nokta: C' ne kadar ¢arpik
olursa olsun, orijini bir kez ¢evreledigi siirece sonu¢ degismez.
|

Alistirma

Aligtirma 25.1 (Baglantililik Alistirmalari).

a) C,| z | = 3 pozitif yénlii cemberi olmak iizere fc Z‘i—ZQ integralini, z = 2 merkezli kii¢ciik bir cembere

deforme ederek hesaplayiniz.
Z;‘,iz integralinin, z = 1 ve z = —1 ¢evresindeki iki kii¢tiik

b) C, .

cember tizerindeki integrallerin toplamina egit oldugunu gerekgelendiriniz.

z | = 2 pozitif yonlii cemberi olsun. | o
¢) | z | > 0 delinmis diizleminin neden basit baglantili olmadigini, 1/z fonksiyonunun orada ters tiirevi
bulunmadig: gercegiyle iligkilendirerek aciklayiniz.
Cozim.
a) Integrandin tek tekil noktasi z = 2’dir ve C’nin igindedir. C,, z = 2 merkezli, tamamen C"nin iginde

kalan pozitif yonlii kiiciik bir cember olsun (6r. yaricap: p < 1). Iki ¢evre arasindaki halkada integrand
analitik oldugundan deformasyon ilkesi

/ dz _/ dz
Cz—2_ Coz—2

verir. Sagdaki integral dogrudan hesaplanir: z = 2 + pe? (0 < 6 < 27) alindiginda dz = ipe'?dd ve
z — 2 = pe*® oldugundan yaricap sadelesir:

d 21 - 30 27
/ © :/ ”’ewda:i/ d6 = 2ri
? 72 Jy pe 0

Yaricapin hi¢ gériinmemesi, deformasyon ilkesinin somut kanitidir:
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152 Boliim 25. Basit ve Cok Baglantili Domenler

d
/ © —omi
Cz—2

b) Integrandin tekil noktalar1 z = 1 ve z = —1’dir; ikisi de | z | = 2 ¢emberinin i¢indedir. C; ve G,
sirastyla bu noktalarin ¢evresinde birbirini ve C’yi kesmeyen, pozitif yonli kiiciik ¢gemberler olsun.
C’nin icinde ama C] ile C, 'nin disinda kalan bélge, iki delikli ¢ok baglantili bir domendir ve integrand
orada analitiktir. Cok baglantili domenler teoremi tam olarak bu durumu kapsar. Teoremde i¢ cevreler
negatif yonliidiir; f_Ck fdz=—{ o f dz oldugundan (2) esitligindeki bu terimler saga gecirilince

dz dz dz
/0221 _/Cl 221+/02221
Degerleri de bulalim. Basit kesirlere ayiralim:
11 ( 11 )
22—1 2\z—1 2z+1

C; tzerinde ikinci terim analitiktir (tekil noktas1 —1 disarida kalir), dolayistyla integrali sifirdir; birinci
terim (a) sikkindaki hesabi verir:
d 1
/ S (27i) = mi
c

2_1 2
1

Benzer bicimde C;, iizerinde yalnizca ikinci terim katk: yapar:

dz 1
=—— (2m) = —mi
/C2 22 —1 2

Toplam sifirdir: [ z;if 7 = 0. Sonucun sifir ¢ikmasy, integralin kendiliginden yok oldugu anlamina

gelmez; iki deligin katkilar1 birbirini gotiirmistiir.

c) Basit baglantili bir domende, domende kalan her basit kapali ¢cevrenin i¢i de domene aittir. Delinmis
dizlemde | z | = 1 ¢emberini alalim: cember domendedir, ama i¢indeki z = 0 noktas1 degildir. Demek
ki delinmis diizlem basit baglantili degildir.

Bu geometrik gozlemin analitik kargiligi 1/z fonksiyonudur. Basit baglantili bir domende analitik olan
her fonksiyonun kapali ¢evre integralleri sifirdir ve ticlii denklik teoremi geregi fonksiyonun orada bir
ters tiirevi bulunur. Oysa 1/z delinmis diizlemde analitik oldugu halde

d
/ & omi40
|z =1 ?

oldugundan bir ters tiirevi olamaz. Delinmis diizlem basit baglantili olsaydi bu imkéansizdi. Logaritma-
nin tek bir dalla tiim delinmis diizlemde tanimlanamamasinin — her dal i¢in bir kesim atmak zorunda
kalmamizin — kaynag1 da ayni topolojik engeldir.

|

Elimizde artik giiclii bir arag var: analitiklik, kapali ¢cevre integrallerini sifirliyor. Bir sonraki béliimde bu
araci ters cevirip sagirtici bir sonug elde edecegiz — bir fonksiyonun i¢ noktalardaki degerleri, yalnizca
sinirdaki degerleriyle belirlenir: Cauchy integral formiili.
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26. Cauchy Integral Formiilii ve
Genislemesi

Cauchy-Goursat teoremi bir yasak koyuyordu: analitik bir fonksiyonun kapali cevre integrali sifirdir. Bu
boliimde ayni teoremden bir insa c¢ikaracagiz: bir fonksiyonun ¢evre icindeki her degeri, yalnizca cevre
uizerindeki degerlerinden hesaplanabilir. Sonuglari carpicidir — bir kez tiirevlenebilen fonksiyonun sonsuz
kez tiirevlenebildigi buradan ¢ikar.

26.1 Cauchy Integral Formiilii

Teorem 26.1 (Cauchy Integral Formiilii). f, pozitif yonlii basit kapal bir C cevresinin icinde ve
iizerinde her yerde analitik olsun. z,, C’nin icinde herhangi bir nokta ise

O (1)
C

Sekil 26.1: Ispatin sahnesi: z, i¢c noktasi, cevresindeki kiiciik C, cemberi ve aradaki halka. Halka iizerinde f(z)/
(z - z,) analitik oldugundan C iizerindeki integral C, iizerindekine esittir. Yarigap, siirekliligin verdigi §'dan
kiigiik secilir (p < 3); boylece cember tizerinde [f(z) - f(z,)| < € kalwr.
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154 Béliim 26. Cauchy Integral Formiilii ve Genislemesi

ispat.

C,, 2y merkezli p yaricapl, tamamen C’nin iginde kalacak kadar kiigik pozitif yonlii cember olsun.

f(2)/(z — zy) boliimiu, C, ile C arasindaki kapali bolgede analitiktir; yolun deformasyonu ilkesi geregi
0 o p 8 » M gereg

JRCLNy T
c Z— 2 c

z— 2z
P

Sag tarafa f(z) = f( [£(2)

zo) + [f(z
f(2)d = _ [ &) S
[ f(Zo)/szzO—/Cp e @)

— f(z)] ayrisimimi uygulayalim:
z

Cember tizerindeki temel integral fc zizo = 274 oldugundan
d —
c ?— % c, %%

Simdi sag tarafin istendigi kadar kiiciik yapilabildigini gosterelim. f, z,’da analitik, dolayisiyla siirekli
oldugundan her e > 0 i¢in

| z—2 | <d=]f(2) = f(z) | <e

saglayan bir § > 0 vardir. C,’nun yarigapi p < 0 segilsin. z € C, iken | z — 2, | = p oldugundan integ-
randin modiilii € / p ile stmirlidir ve cemberin uzunlugu 2 p’dur; ML esitsizligiyle

/ Mdz < E277,02271'8
o, Z p

%0
(3) ile birlestirilirse

< 2me
z— 2z

/ LB o iz
c

Sol tarafe’dan bagimsiz, negatif olmayan bir sabittir ve keyfi olarak kiiciik bir sayidan kiigiik kalmaktadir;
o halde sifirdir.
|

Formiil, hesap i¢in su bicimde kullanilir:

Ornek 26.1 (Formiille integral Hesab1). C, pozitif yonlii | z | = 2 gemberi olmak {izere

/ zdz
c(9—2*) (2+1)
integralini hesaplayiniz.
Coziim.
Integrandy, tekil noktasi gember iginde olan carpani ayiracak bicimde okuyalim:

z
T 92’

f(2)

Zg = —1t

f.| z | = 2 ¢emberinin iginde ve tizerinde analitiktir (tekil noktalar1 z = +3 disaridadir) ve z; = —i
cemberin icindedir. (4) ile
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/c (9- d)( i) /c ffziffs = omi (i) = 2mi( ) =

Im
C:lz| =2
1 -
disarida disarida
X = = X
-3 =1l 1 3 Re
®z,=-i
iceride

Sekil 26.2: Integrandin iic tekil noktasi vardir: 9 — 2% = 0 kokleri z = +3 cemberin disinda, z = -i ise
icindedir. Bu ytizden z/(9 - 2z°) ¢arpani, C tizerinde ve icinde analitik olan froliinii Gistlenir; (z + i) paydasi
ise formiiliin z - z, ¢arpanidur.

Tiirevler Icin Genisleme

Formiil (1), integral isareti altinda 2’ye gore tiiretilirse — bu adimin gegerliligi ayrica kanitlanmalidir —
turevler igin de integral temsilleri dogar.

Teorem 26.2 (Genisletilmis Cauchy Integral Formiilii). f, pozitif yonlii basit kapali bir C cevresinin
icinde ve iizerinde analitik, z ise C’nin iginde bir nokta olsun. O zaman f’nin her mertebeden tiirevi z’de
vardir ve

mpy= ™ [ fE)ds o 5
() /C (n=0,12,..) (5)

T omi ), (s — 2)nH
Burada f©) = f ve 0! = 1 kabuliiyle n = 0 durumu Cauchy integral formiiliiniin kendisidir.

Ispat.

n = 1 durumunu ayrintili kuralim; genel durum tiimevarimla ayni teknikle yiiriir.

d, z’den C iizerindeki noktalara olan en kiigiik uzaklik ve 0 < | Az | < d olsun. Cauchy integral formiilii
z ve z + Az noktalarinda yazilyp fark alinirsa

fat+An) —f(z) _ 1 / f(s)ds
C

Az 2w ), (s —2— Az)(s—2)
Aday ifadeyi ¢ikaralim:
fz+ Az) — f(z) 1 f(s)ds 1 Az f(s)ds
Az _2_7Ti/c(s—z)2_Z_M/C,(s—z—Az)(s—z)2 ©)

Sag tarafi sinirlayalim. M, | f(s)
z | > dve| Az | < d oldugundan

‘nin C iizerindeki maksimum degerive L, C’nin uzunlugu olsun. | s —
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156 Béliim 26. Cauchy Integral Formiilii ve Genislemesi

|s—z—Az|=|(s—2)—Az|2]|[s—z|[—[Az||=2d—[Az|>0

ve ML esitsizligiyle

i_ | Az | M
2r (d—|Az|)d2

IN

2mi J , (s — 2z — Az)(s — 2)?

1 / Az f(s)ds
C

Az — 0 iken bu simir sifira gider; (6) 'min sol tarafi da sifira gitmek zorundadir. Demek ki tiirev vardir ve

T o

(s —2)?

o L[ S ds
£(2) /C—

Sekil 26.3: d, z'nin C'ye en kisa uzaklhigidir: z merkezli d yarigaph (kesikli ¢izgili) disk C'ye deger ama onu

asmaz. [Az| <d alindiginda z + Az bu diskin icinde kalir ve etrafindaki d - [Az| yarigcapl cember de diskin

icinde kaldigindan C'yi asamaz; dolayisiyla C iizerindeki hers igin [s — z - Az| = d - [Az] > 0 olur ve payda
hi¢bir zaman sifirlanmaz.

Ayni teknik f” icin

™

v L[ Js)ds
£(2) /C

verir; tiimevarimla genel formiil (5) elde edilir.
|

Hesap i¢in kullamgh bi¢im, z, ¢evre icinde bir nokta olmak iizere
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/(f(Z)dz :%f("’(zo) (n=0,1,2,...) (7)
PE !

z— zy)"t!

Ornek 26.2 (Yiiksek Mertebeden Kutuplu Integral). C, pozitif yonlii birim ¢cember | 2 | = 1 olmak
uzere

integralini hesaplayiniz.

Coziim.
f(2) = €?* tamdur; 2z, = 0 ve n = 3 almr. f”(z) = 8€?* oldugundan f”(0) = 8 ve

6 3

e?* 2mi ,, 2mi -8  8mi
/cz_4 dz = 3 f7(0) = =

Ornek 26.3 (Temel Integraller). z,, pozitif yonlii basit kapali bir C' cevresinin herhangi bir i¢ noktasi
olsun. f(z) = 1 alinirsa (7) ifadesi

/ o /Ll:o (n=1,2,..)
c?— % C(z—zo)"+

verir; ¢ciinkii sabit fonksiyonun birinci ve daha yiiksek mertebeden tiirevleri sifirdir. Bu iki esitlik, rezidii
hesaplariin tamaminda temel tas olarak kullanilacaktir.

U¢ Temel Sonucg

Teorem 26.3 (Tirevler de Analitiktir). Bir f fonksiyonu verilen bir noktada analitikse, f’nin tiim
mertebeden tiirevleri de o noktada analitiktir.

Ispat.

f, 2o da analitik olsun; o zaman f’nin analitik oldugu bir | z — z, | < € komsulugu vardir. z, merkezl,
/2 yargaph pozitif yonlii Cy cemberi alinirsa f, G, "in icinde ve iizerinde analitiktir. Teorem 26.2 geregi
C, in her i¢ noktasinda f” vardwr; yani f’, z, komsulugunda tiirevlenebilirdir ve dolayisiyla z, da anali-
tiktir. Ayni akil yiiriitme f'’ye uygulanarak f” nin analitikligi, ardindan biitiin mertebeler elde edilir.

]

Bunun bilesenler cinsinden karsiligi, harmonik fonksiyonlar boliimiinde 6diing aldigimiz gercegi bor¢tan
cikarir:

Teorem 26.4 (Bilesenlerin Diizgiinliigii). f = u + v bir noktada analitikse, u ve v bilesenleri o noktada
her mertebeden siirekli kismi tiirevlere sahiptir.

Gergekten f’ = u, +iv, = v, —iu, analitik, dolayisiyla siirekli oldugundan birinci mertebe kismi

. T —— Do b .
turevler streklidir; f* = u,, +iv,, = v,, — tu,, lzerinden ayni akil yiiriitme tiim mertebelere taginir.

Teorem 26.5 (Morera Teoremi). f, bir D domeninde siirekli olsun. D deki her kapali C gevresi i¢in

/Cf(z)dzz 0

ise f, D’de analitiktir.

I spat.
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Hipotez, ters tiirev teoreminin (c) kosuludur; dolayisiyla D’de F’ = f olacak bi¢imde analitik bir F vardur.
f, analitik F’nin tiirevi oldugundan Teorem 26.3 geregi D’de analitiktir.
| |

Morera teoremi, Cauchy-Goursat teoreminin tersidir: basit baglantili domenlerde “analitiklik” ile “her
kapali ¢evre integralinin sifir olmasi” birbirine denk iki kosuldur.

Teorem 26.6 (Cauchy Esitsizligi). f, z, merkezli R yarigapl pozitif yonlii Cr cemberinin iginde ve
iizerinde analitik olsun. M, | f(2) |'nin Cy iizerindeki maksimum degeriyse

n! Mp
Rn

| 1(z) | < (n=1,2,..) (8)

ispat.
(5) formiulii Cg, iizerinde yazilp ML esitsizligi uygulamir. Cy, iizerinde | z — 2z, | = R ve cemberin
uzunlugu 27 R oldugundan

| f<n)(20) | < 27 Rntl R"

Bu esitsizlik, bir fonksiyonun tiirevlerinin biyiikligini yalmizca fonksiyonun kendi biiyiikliigiiyle
sinirlar; reel analizde benzeri yoktur ve bir sonraki boliimiin kilit aracidir.

Alistirma

Alistirma 26.1 (Integral Formiilit Alistirmalari). C, pozitif yonlii | z | = 2 cemberi olsun. Asagidaki
integralleri hesaplayiniz.

A [,y s
b) fc 2Zzizl

©) f zcif/zz

d [, G

Cozim.

a) 1ntegrand1n tekil noktalar1 z = 0 ile 22 + 8 = 0 denkleminin kékleri z = +2+/2 #’dir. ikincilerin
modiilii 2v/2 ~ 2,83 > 2 oldugundan cemberin disindadur; iceride yalmzca z = 0 kalrr. Integrali for-
milin bigimine sokalim:

oS 2 B f(2) _ cosz
/Cz(zQ—i-S)dz_/Cz—Odz7 f(z)_z2+8

Secilen f, C tizerinde ve icinde analitiktir. Cauchy integral formiili:

fz) . _ o, cos0 mi
/Csz—%mf(O) = 27 g =

b) Payday: 6nce bag katsayisindan arindiralim:

z z :>/ zdz _1/ z ds
22+1  2(z+1) c22+1 2 ) 2— (1)

Tekil nokta z = —1/2,| z | = 2 ¢cemberinin i¢indedir ve f(z) = z her yerde analitiktir:
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1 d 1 1 1 ;
_/ 221:_,27ri<JL_):m.(f_):fﬁ_l
2/02+5 2 2 2 2

c) Payda kareli oldugundan formiliin genisletilmig bi¢imi (n = 1) kullanlir:

/ (f(—z)2 dz = 2mi f'(2,)
c

z—2g)

Burada f(z) = cos z ve z, = m/2’dir;
icindedir. f’(z) = — sin z oldugundan

m/2 | ~ 1,57 < 2 oldugundan tekil nokta | z | = 2 ¢emberinin

COS z . . .
Lmdzz2ﬂl(—sln§):—2ﬁl

d) Yine n = 1 durumu; bu kez f(z) = e * ve z; = —1’dir (| — 1 | < 2, igeride). f'(z) = —e * oldu-
gundan

/ %dz:%rif’(—l):%’i(—el)=—27rie
C

Cauchy esitsizliginin tek bir satirlik sonucu, kompleks analizin en {inlii teoremlerinden birini doguruyor:
sinirli bir tam fonksiyon sabit olmak zorundadir — Liouville teoremi ve cebirin temel teoremi.
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27.1

27.2

27. Liouville Teoremi ve Cebirin Temel
Teoremi

Cauchy esitsizligi, bir fonksiyonun tiirevini kendi biyikligiiyle simirliyordu. Yaricapr buytiterek bu
esitsizligi zorladigimizda, kompleks analizin en keskin sonuclarindan biri ortaya cikar: tiim diizlemde
sinirli kalan bir tam fonksiyon, sabit olmaktan baska sans1 yoktur. Bunun ardindan cebirin temel
teoremi neredeyse bedavaya gelir.

Liouville Teoremi

Teorem 27.1 (Liouville Teoremi). Bir f fonksiyonu tam ve kompleks diizlemde simirlyysa, f(z) diizlem
boyunca sabittir.

ispat.
2z, herhangi bir nokta ve R > 0 keyfi olsun. f tam oldugundan, z, merkezli R yaricapli cemberin iginde
ve iizerinde analitiktir; Cauchy esitsizligin = 1 igin

Mg
! < =t 1
| f'(z) | =R (1)
verir. Burada My, | f(z) |’nin| z — 2, | = R ¢emberi iizerindeki maksimum degeridir.

Sinirlilik hipotezi, her z icin | f(z) | < M olacak bigimde negatif olmayan bir M sabitinin varligini séyler.
Mp < M oldugundan

7G| < g @)

Bu esitsizlikteki M, R’den bagimsizdir ve R keyfi olarak biiyiik segilebilir. Sag taraf R — oo iken sifira
gittigine gore esitsizlik ancak

f'(z) =0

ise ayakta kalr. zy keyfi oldugundan f’(z) = 0°dw; sabitlik teoremi geregi f sabittir.
|

Reel analizde karsilig1 yoktur

sinx ve H% fonksiyonlar: tiim reel eksende sonsuz kez tiirevlenebilir ve sinirlidir, ama sabit degildir.

Kompleks diizlemde ise sin z siirsizdir ve ﬁ tam degildir (z = 44 tekil noktalaridir) — Liouville

teoremiyle ¢elisecek bir 6rnek iiretmek miimkiin degildir.
Cebirin Temel Teoremi
Teorem 27.2 (Cebirin Temel Teoremi). n > 1 dereceli her
P(2) = ag + ayz + ag2® + - + a,, 2" (a, #0)
polinomunun en az bir sifirt vardir; yani P(z,) = 0 olacak bicimde en az bir z, noktast mevcuttur.
Ispat.

Tersini varsayalim: P(z), hi¢bir z degeri i¢in sifir olmasin. O zaman
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162 Boliim 27. Liouville Teoremi ve Cebirin Temel Teoremi

fonksiyonu tiim diizlemde tanimli ve analitik, yani tamdir. Stnirly oldugunu gosterecegiz; Liouville teoremi
celiskiyi getirecektir.

z # 0 igin
) ay ) An
— % 3
w o + on—1 + on—2 + + z ( )
yazalim; bu tanimla
P(z)=(a,+w) 2" (4)

lay |

olur. (3) 'teki boliimlerin her birinin modilii, | z | > R oldugunda 5"~ sayisindan kiigiik kalacak bigimde
yeterince biiyiik pozitif bir R bulunabilir. Uggen esitsizliginin n terime genellemesiyle | z | > R iken

lan | _ @, |
<n- =
fwl<n 5, 2
Ters yonlii iicgen esitsizligiise | z | > R iken
a
oyt w2l a, |~ |w|[> ]
verir. (4) ile birlikte
a
\z|>R:>|P(z)|:|an+w||z\”>%R” (5)

Dolayisiyla | z | > R bolgesinde

1 2

=180 < Tay &

yani f,| z | < R diskinin disinda sinirlidir. Ote yandan f bu kapali diskte siireklidir; kapali sinirl bolgede
siirekli fonksiyonun modiilii sinirhdur. Iki bilgi birlestiginde f, titm diizlemde sinirlidr.
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163

AIm

< R

e sinirli:

R

|z| > R:
If(z)] < 2/ (jan| R?)

If] siirekli

— stmrly

\ 4

Re

Sekil 27.1: Cebirin temel teoreminin ispatinda f = 1/P iki par¢ada sinirlanir: [z > R bolgesinde (5) esitsizligi
[f(z)| < 2/(Jan/R™) verir; kapali ve sinirly [z] < R diskinde ise siirekli f'nin modiilii kendiliginden sinirhdir. Iki
simirin biiyigii tiim diizlemde gecerlidir ve Liouville teoremi devreye girer.

Liouville teoremine gore f(z), dolayisiyla P(z) sabittir. Amaa,, + 0ven > 1 oldugundan P sabit degildir

— celiski.
|

Lineer Carpanlara Ayrilis

Teorem 27.3 (Polinomlarin Carpanlara Ayrilis1). n > 1 dereceli her P(z) polinomu, c ve z;, kompleks

sabitler olmak tizere

P(2) = ¢(2— 2)(2 — 25)-(2 — 2,) (6)

biciminde lineer ¢arpanlarin ¢arpimi olarak yazilabilir. Buradaki z;, sabitlerinin bazilar tekrar edebilir;
ancak P(z), n taneden fazla farkh sifira sahip olamaz.

I spat.

Ispat adim adimdir: Teorem 27.2 bir 2z, sifirinin varliini garanti eder; polinom bolmesiyle

P(z) = (2 — 1) Q1 ()

yazilir ve @1, n — 1 derecelidir. Ayni argiiman Q) e uygulanarak z, elde edilir:

P(z) = (2 — 21)(2 — 23) Q5(2)

Bu sekilde devam edilir; her adimda derece bir azaldigindan n adim sonra sabit bir ¢ ¢arpani kalir ve

(6) ifadesine ulasilir. Carpanlarin hepsi (z — z;,) biciminde oldugundan P nin sifirlart yalnizca z,

saydaridir; farkli olanlarinin sayisin’i asamaz.
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@ 1ki farkls yol

Buradaki akil yiiriitme iki adimlidir: Liouville teoremi en az bir sifir verir, ardisik polinom bélmeleri
ise kalan sifirlar1 tek tek cikarir. Rouché teoremi, bolme yapmadan — kokleri dolanma sayisiyla
sayarak — ayni sonuca tek hamlede varan bambaska bir kanit sunar.

Alistirma

Alistirma 27.1 (Liouville Alistirmalar).

a) ftamveher zicinRe f(z) < M ise f’nin sabit oldugunu gosteriniz. Ipucu: g(z) = ef(?) fonksiyonunu
inceleyiniz; | g | = eRe f sinirhdir.

b) ftam ve her zicin | f(z) | > 1ise f’nin sabit oldugunu gosteriniz.

¢) P(z) = 23 — 1 polinomunu (6) bigiminde lineer carpanlara ayiriniz.

Coziim.
a) Ipucundaki g(z) = ef(?) fonksiyonu, tam fonksiyonlarin bileskesi olarak tamdir. Modiiliinii hesap-
layalim:

Varsayim geregi Re f(z) < M ve reel istel fonksiyon artan oldugundan
| g(z) | < eM (her z igin)

g tam ve smirlidir; Liouville teoremi g’nin sabit oldugunu séyler. Simdi f’ye dénelim: ¢’ = f’ e/ tiirevi
her yerde sifirdir ve ef(*) hicbir zaman sifir olmadigindan f’(z) = 0 olmak zorundadir. Tiirevi tiim
diizlemde sifir olan fonksiyon sabittir.

b) | f(2) | > 1 kosulu, ézellikle f’nin hicbir yerde sifir olmadigini séyler. O halde

1
9(2) =
=10
fonksiyonu tiim diizlemde tanimli ve analitiktir, yani tamdir. Modili ise
1
19(2) | = ——=7 <1
| f(2) |

Liouville teoremi g’nin sabit oldugunu verir; g sifirdan farkli bir sabit oldugundan f = 1/g de sabittir.
¢) 23 = 1 denkleminin kokleri, birin kiip kokleridir:

ok
zk:exp< km) (k=0,1,2)

3

yani
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AIm

Sekil 27.2: z* = 1 denkleminin kokleri birim ¢ember iizerinde 27t/3'liik esit araliklarla dizilir. z, ve z, reel
eksene gore birbirinin yansimasidir: ikisinin de reel kismi -1/2, sanal kisimlar1 +v3/2. Reel katsayili z*
- 1'in reel olmayan koklerinin eslenik cift olusturmasi bu simetridir.

Bas katsay1 1 oldugundan (6) bigiminde ¢ = 1°dir:

P(z):(z_l)(z_w_ﬁi) (_1_ﬁ)

2 2

Son iki ¢arpani ¢arparsak reel katsayili ayrilisa doneriz: (z + %)2 + % =22+ 2+ 1,yani P(2) = (z —
1) ( 22+ 241 ) Eslenik koklerin ¢ift olarak gelmesi tesadiif degildir: reel katsayili bir polinomun reel
olmayan kokleri her zaman eslenik ciftler halinde bulunur.

|

Liouville teoremi modiiliin sonsuzdaki davranigini kullaniyordu. Siradaki teorem ise modiiliin icerideki
davranigini yasaklar: analitik bir fonksiyonun modiilii, bir domenin i¢ noktasinda maksimuma ulasamaz
— maksimum modiil ilkesi.
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28. Maksimum Modiil Ilkesi

Analitik bir fonksiyonun modiilii bir tepe noktasi yapabilir mi? Bu bolimin yanit1 kesindir: hayir —
bir domenin i¢ noktasinda modil maksimuma ulasirsa fonksiyon sabittir. Sonug, uygulamada son derece
pratiktir: kapali bir bolgede en bityiik degeri aramak icin yalnizca sinira bakmak yeterlidir.

28.1 Gauss Ortalama Deger Teoremi

Teorem 28.1 (Gauss Ortalama Deger Teoremi). f, z, merkezli p yarigapl cemberin iginde ve iizerinde
analitik olsun. O zaman f’nin merkezdeki degeri, cember iizerindeki degerlerinin aritmetik ortalamasidir:

1 2 .
feo)=or [ 1 (204 pe® )t (1)
T Jo
Ispat.
Cauchy integral formiliinii C,: | z— 2y | = p cemberi iizerinde yazalim:
1 f(z)dz
f(z0) = i -
o 22— %
P

z = 25+ pe'? (0 < 0 < 27) parametrizasyonuyla dz = ipe'® df ve z — z, = pe'® oldugundan

1 2 f P +pei0 - 1 27 0
f(z0) = — —(—)zpe dH:%/O f (2 +pe? )do

2mi J, pet?

28.2 Yerel Maksimum Lemmasi

Teorem 28.2 (Modiil Lemmas1). f,| z — 2 | < € komsulugunda analitik olsun. Bu komsulugun her z
noktasinda

| f(2) [ <1 F(=) |
ise f(2), komsuluk boyunca sabit f(z,) degerine sahiptir.

ispat.
21, komsulukta z, dan farkli bir nokta ve p = | 2y — z; | olsun. C,, 2, merkezli, z; 'den gegen pozitif
yonlii cember olmak iizere Teorem 28.1 uygulanir:

1 ,
[ £Go | <oz [ 1F (st e |do )
TJo
Ote yandan hipotez geregi
[ F(20+pe) | <[ fz)]| (0<0<2m) (3)
oldugundan
1 2m ” 1 2m
o] 1 Goreet a0 s o [ ste) 0= 1) | (1)

(2) ve (4) birlikte, aradaki ifadelerin egit olmasini zorlar:
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/O%[‘f(zo)‘—’f(zo—i-pew)’]dH:O

Integrand 6’ya gore siireklidir ve (3) geregi negatif degildir; integrali sifir olan boyle bir fonksiyon ézdes
olarak sifirdir:

[J (2040 )| =] f(z0) | (0<0<2m) (5)

Ozel olarak | f(z1) | =| f(29) | 21, delinmis komsulukta keyfi oldugundan | f(z) | = | f(z,) | esitligi
tiim komsulukta gegerlidir; yani| f | bir domende sabittir. Modiilii sabit olan analitik fonksiyonun kendisi
de sabittir; dolayisiyla komsuluktaki her z igin f(z) = f(z,) dir

|

Maksimum Modiil ilkesi

Teorem 28.3 (Maksimum Modiil ilkesi). Bir f fonksiyonu bir D domeninde analitik ve sabit degilse,
| f(2) | modiilii D’de maksimum degere sahip degildir. Yani D deki tiim z noktalariicin| f(z) | <| f(z) |
olacak bigimde bir z, € D noktasi yoktur.

Ispat.
Boyle bir z, noktasinin var oldugunu varsaywp f’nin D boyunca sabit olmak zorunda kalacagini gostere-
cefiz.
P, D’nin herhangi bir baska noktasi olsun. D bir domen oldugundan z,’1 P’ye baglayan ve tamamen
D’de kalan bir L ¢okgensel yolu vardir. d, L iizerindeki noktalardan D nin sinirina olan en kisa uzaklig
gostersin (D tiim diizlemse d herhangi bir pozitif deger olabilir). L iizerinde

205 215 295 ooy Zp_1s Zp, = P, | 2, — 21 | < d
kosulunu saglayan sonlu bir nokta dizisi secelim ve her z;, merkezli, d yaricapli N, komsulugunu alalim.
Her komsuluk D’nin i¢indedir ve her N),’nin merkezi N,,_, ’in i¢inde kalir.
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Sekil 28.1: z,'1 P'ye baglayan ¢okgensel L yolu iizerinde, ardisik uzakliklar: d'den kiiciik noktalar se¢ilir

ve her birinin etrafina d yarigapl bir N komsulugu konur (d, L'nin D'nin sinirina en kisa uzaklhigi). Her

komsuluk D 'nin i¢indedir ve her z, bir 6ncekiNy._,'in icinde kalir; sabitlik lemmasi komsuluktan komsuluga
aktarilarak f(P) = f(z,) bulunur. Cizimde yalnizca ilk komsuluklar ve sonuncusu gosterilmistir.

| f(2) |, 2o’da maksimum degere sahip oldugundan bu deger N, iizerinde de maksimumdur; Teorem
28.2 geregi f(z), N, boyunca sabit f(z,) degerini alir. Ozellikle f(z,) = f(z,) dir. O halde N ’in her z
noktasinda | f(z) | <| f(z1) | olur ve lemma yeniden uygulanabilir:

f(2) = f(z1) = f(20) (z € Ny)

zg € Ny oldugundan f(zy) = f(z,) dir ve zincir aym bi¢imde ilerler. Sonunda N,, komsuluguna varilir
ve f(z,) = f(z), yani f(P) = f(z,) elde edilir. P, D’de keyfi oldugundan f, D boyunca sabittir —
hipotezle celisir.

|

Kapal1 Bolgelerde Sonucg

Kapali ve sinirh bir R bélgesinin iginde analitik ve R tizerinde siirekli olan bir f fonksiyonunun modiili,
kapali sinuirli bolgede maksimumuna ulasir. Maksimum modiil ilkesi bu maksimumun nerede oldugunu
sOyler:

Teorem 28.4 (Maksimum Sinirdadrr). f, kapali ve sinirly bir R bolgesinde stirekli, R ’nin icinde analitik
ve sabit olmasin. O zaman | f(z) | ’nin R tizerindeki maksimum degeri — ki daima ulasilir — asla i¢ bolgede
degil, R’nin sinir1 iizerinde bir yerdedir.

Ornek 28.1 (Dikdortgen Uzerinde Siniisiin Modiilii). R, 0 <z <, 0 <y < 1 dikdértgen bdlgesi
olsun. f(z) = sin 2z tam fonksiyonunun modiiliiniin R tizerindeki maksimumunu bulunuz.
Coziim.

Teoreme gore maksimum sinirdadir; hangi sinir noktasinda oldugunu dogrudan hesapla gorelim.
Siniistin modil formiiliiyle
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170 Béliim 28. Maksimum Modiil lkesi

| f(2) | = +/sin? x + sinh? y

sin? z terimi 0 < z < 7 arahiginda x = /2 iken en biiyiiktiir; artan bir fonksiyon olan sinh? y ise 0 <
y < 1 araliginda y = 1 iken en buyiiktiir. Dolayisiyla maksimum

=244, | f(z) | =V1+sinh?1=cosh1

2

sinir noktasinda gerceklesir; bu nokta gercekten dikdortgenin sinirindadir, i¢ noktasi degildir.

Im

z=m/2 +1i
[sin z| = cosh 1 ~ 1,54

11 4

|
|
|
|
|
|
|
|
|
4

/2 18 Re

[sinz[ =0 [sin z| = 0

Sekil 28.2: |sin z|* = sin’x + sinh®y toplaminda sin®x terimi x = 7/2'de, artan sinh®y terimi ise {ist kenar
y = 1'de en biiyiiktiir. Maksimum bu yiizden iist kenarin ortasindaki 5/2 + i noktasindadir; i¢ noktada
degil, teoremin dedigi gibi stnirdadir. Alt kenarin késelerinde ise modiil sifirlanir.

28.5 Harmonik Fonksiyonlara Uygulanisi

Teorem 28.5 (Harmonik Bilesen Icin Maksimum). f = u + iv, kapali stnirly bir R bolgesinde siirekli,
icinde analitik ve sabit olmasin. O zaman u(x,y) harmonik bileseninin R iizerindeki maksimum degeri de
sinir iizerinde alinir, i¢ bolgede degil.

Ispat.
Bileske fonksiyon g(z) = e/?), R de siirekli, icinde analitiktir ve sabit degildir. Modiilii

| 9(2) | = ev=¥)

oldugundan Teorem 28.4 geregi| g | 'nin maksimumu sinirdadur. Ustel fonksiyon artan oldugundan €* nun
maksimuma ulastig1 nokta, v’nun da maksimuma ulastig1 noktadir.
|

Bu sonug, 1s1iletimi ve potansiyel kuraminin temel fiziksel sezgisini matematiklestirir: duragan bir sicaklik
dagiliminda en sicak nokta, cismin i¢inde degil, daima yiizeyinde bulunur.

28.6 Alistirma

Alistirma 28.1 (Maksimum Modiil Alistirmalari).

a) R,0<z<1,0<y< 1karesiolsun. f(z) = 22 icin| f(2) |'nin R iizerindeki maksimumunun hangi
noktada alindigin belirleyiniz.
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b) R,| z | < 1 kapal diski olsun. f(z) = e? i¢in | f(2) |'nin maksimum degerinin e oldugunu ve z = 1
noktasinda alindigini gosteriniz.

¢) Maksimum modiil ilkesinin minimum i¢in dogrudan gegerli olmadifini, f(z) = z fonksiyonunu
| z | <1 diskinde inceleyerek agiklayiniz; sifirlanmayan fonksiyonlar i¢in 1/f iizerinden minimum
ilkesinin nasil kurulacagini tartisiniz.

Coziim.
a) f(z) = 22 tam bir fonksiyondur ve R kapali ve sinirhdir; maksimum modiil ilkesi geregi | f |
maksimumunu sinirda alir. Modula sadelestirelim:

[ fG) =122 =]z =2"+y?

Yani | f | maksimumunu, kare iizerinde baglangica en uzak noktada alir. 0 <z < 1ve 0 < y < 1igin
22 + y? ifadesi her iki degiskende de artan oldugundan en biiyiik deger x = y = 1 kosesindedir:

max| f(z) | =] 1+ > =2 (z=141)
2€ER

b) Modiil yalnizca reel kisma baghdir:

[ f(2) [=]e [=¢
Reel tistel fonksiyon artan oldugundan maksimum, x’in en biiyiik oldugu noktadadir. | z | < 1 diskinde
x < | z | <1 olup esitlik yalnizca z = 1 i¢in saglanir:

max | e* |=e =e (z=1)
|z <1

Maksimumun sinir noktasinda ¢ikmasi, teoremin 6ngordiigi davranistir.

¢) f(z) = z fonksiyonunu | z | < 1 diskinde ele alahm. | f(2) | = | z | ifadesi minimumunu z = 0
noktasinda alir ve degeri 0°dir. Bu nokta diskin i¢ noktasidir; demek ki “modiill minimumunu da sinirda
alir” bigiminde bir ilke dogru degildir.

Aksayan tek sey f’nin sifirlanmasidir. f, bir domende analitik, kapamiginda siirekli ve higbir yerde
sifir degilse g = 1/ f de ayn1 bolgede analitik ve siireklidir. Maksimum modiil ilkesi g’ye uygulanirsa
| g | =1/ | f | maksimumunu sinirda alir; bir kesrin paydas1 kii¢iildiik¢e kendisi biiyiidiigiinden bu,
tam olarak

min| f(z) | swmirda alinir
zeD

demektir. Boylece minimum ilkesi, “sifirlanmama” kosulu eklendiginde geri kazanilir. f(z) = z drne-
ginde bu kosul saglanmadigi icin sonug da gecerli degildir.
]

Cauchy kurami tamamlandi. Bir sonraki kisimda analitik fonksiyonlarin en verimli temsiline gec¢iyoruz:
sonsuz toplamlar. Diziler ve seriler bélumiyle bagliyoruz.
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29.1

29. Dizilerin ve Serilerin Yakinsaklig:

Analitik fonksiyonlarin en verimli temsili sonsuz toplamlardir: Taylor ve Laurent serileri, hem hesap
yapmay1 hem de tekil noktalarin yapisini okumayi saglar. Bu bolimde temeli kuruyoruz — kompleks dizi
ve serilerin yakinsakligy, reel karsiliklarina indirgeme yoluyla.

Dizilerin Yakinsaklig1
Tanim 29.1 (Dizinin Limiti). Kompleks sayilarin sonsuz bir
21y 2y ey 2y oo (1)
dizisi, her € > 0 i¢in
n>ny=|z2,—2|<e¢ (2)

saglayan bir n, dogal sayis1 varsa z limitine sahiptir. Geometrik okuma: n’nin yeterince biiyiik deger-
lerinde z,, noktalari, z’nin verilen her e-komsulugunda kalir.

Limit varsa tektir; bu durumda dizinin z’ye yakinsadigini séyler ve

nh_)rr;o Z, =2 (3)

yazariz. Limiti olmayan diziye iraksak denir.

Teorem 29.1 (Bilesenlerle Yakinsaklik). z, =z, + iy, (n =1,2,...) ve z = x + iy olsun. O zaman

lim 2, =2< lim z, =z ve lim y, =y
n—oo n—oo n—oo

ispat.
(<) Bilesen limitleri var olsun. Verilen € i¢cinn > n, iken| x, —x | < e/2ven > ngy iken|y, —y | <
€/2 saglayan nq, ny vardir. ng = max{n,, ny} alinirsa, iicgen esitsizligiyle

| (@n +iyn) —(@+iy) [<|z,—z |+]y,—y|<e  (n>mng)
=)z, —x | <|z,—z|vely,—y| <]z, — 2| esitsizlikleri, z,, — z iken bilesenlerin de yakin-

sadigini verir.
|

Teorem, hesabi ikiye boler:
A (2 + iy, ) = lim @, + 4 lim y,
Ornek 29.1 (Basit Bir Limit). z, = % + ¢ dizisi ¢'ye yakinsar:
. 1 . . 1 A .
lim (—3—}—@) =lim —+7¢1lim1=04+i=1
n—oo \ N n—oo M n—oo

Ayni sonug tanimdan da gérilir: n > %g iken | z, —i | = & < e'dur.
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Kutupsal koordinatlarda dikkat
Bilesen teoremi kartezyen bilesenler i¢indir; modiil ve argiimana dogrudan aktarilamaz. Ornegin

(=L" (n=1,2,.)

Z, =—24+1
dizisi i¢in teorem lim z,, = —2 verir. Modiiller de sorunsuzdur:
. . 1
lim r, = lim /4 + — =2
n—o0 n—o00 n
Ama esas argiimanlar ©, = Arg z,, icin
lim ©,, =7 lim © =—7
n=oo 2" ’ n—oo 271

olur: cift ve tek indisli terimler farkli degerlere yaklasir, dolayisiyla ©, 'nin limiti yoktur. Neden:
noktalar negatif reel eksene bir tistten bir alttan yaklagirken esas argiiman (—, 7] araliginin iki ucu
arasinda sigrar.

Im
©,, — 7 (iistten) 0, ~n
Z, = -2 +1/4
o
Zy
. P
z — -2 ©® Re

0,, ; — - (alttan) 0,<0

®z, =-2-1

Sekil 29.1: z, = -2 + i(-1)"/n® dizisi -2'ye yakinsar; ama terimler negatif reel eksenin bir tistiine bir
altina diiser. Ustteki (cift indisli) terimlerin esas argiimani t'ye, alttakilerin —nt'ye yaklasir: nokta ve
modiil yakinsarken Arg z,'nin limiti yoktur, ¢iinkil esas argiiman bu eksende 27 sigrar.

Serilerin Yakinsaklig:

Tanim 29.2 (Serinin Toplami). Kompleks sayilarin sonsuz bir

o0
n=1
serisi, kismi toplamlar dizisi
N
Sn=> 2 (N=12.) (5)
n=1

. o0 .
S sayisina Yakmmyorsa, seri S toplamina yakinsar ve Zn:l z, = S yazilir. Yakinsamayan seriye
wraksak denir.
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Bir dizinin en ¢ok bir limiti oldugundan, bir serinin de en ¢ok bir toplami vardir.

Teorem 29.2 (Serilerde Bilesen Ayrisimi). z, = z,, + iy, ve S = X +14Y olsun. O zaman

izn:Séimanveiyn:Y
n=1 n=1 n=1

ispat.

Kismi toplamlar Sy = X + Yy bi¢iminde yazilir; burada X y ve Yy, reel serilerin kismi toplamlaridir.
>z, = S esitligi dogrudur ancak ve ancak Sy — S ise; Teorem 29.1 geregi bu da Xy — X ve Yy —
Y olmasina denktir.

|

Teorem sayesinde kalkiiliisten bilinen seri 6zellikleri kompleks diizleme taginir. Iki tanesi bu kitap
boyunca kullanilacaktir.

Teorem 29.3 (Terimler Sifira Gider). Kompleks sayilarin bir serisi yakinsaksa, n — oo iken n-inci terim
sifira gider:

lim 2z, =0
n—oo

ispat.
Seri yakinsaksa Teorem 29.2 geregi > x, ve Y.y, reel serileri yakinsaktir; reel analizden bunlarin
terimleri sifira gider. Teorem 29.1 ile

lim z, = lim 2, +¢ lim y, =0+¢-0=0
n—oo n—oo n—00

Buradan dogal bir sonug ¢ikar: yakinsak bir serinin terimleri sinirlidir — her n igin | z,, | < M olacak
bir M pozitif sabiti vardir.

Tanim 29.3 (Mutlak Yakinsaklik). (4) serisine, reel terimli
Dzl =D Vi + i3
n=1 n=1

serisi yakinsaksa mutlak yakinsak denir.

Teorem 29.4 (Mutlak Yakinsaklik Yakinsaklig1 Gerektirir). Bir kompleks serinin mutlak yakinsak-
Iig1, o serinin yakinsakligini gerektirir.

ispat.
Y| #, | yakinsak olsun. Her n igin

2, [ <Vx2+92, |y, [ <22 +92

oldugundan karsilagtirma testiyle > | z,, | ve > | y,, | yakinsaktir. Reel serilerde mutlak yakinsaklik
yakinsakhig1 gerektirdiginden Y x,, ve > y,, yakinsar; Teorem 29.2 ile Y z,, yakinsaktir.
|

Kalanlarla Yakinsaklik Olciitii
Toplamu S oldugu iddia edilen bir serinin /V terimden sonraki kalani
Py =55y (6)

olarak tanimlanir. | S,y — S | = | pyy — 0 | oldugundan su 6l¢iit dogar:
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@ Kalan sifira gitmeli

Bir seri S sayisina yakinsar ancak ve ancak kalanlar dizisi sifira yakinsiyorsa. Kuvvet serileriyle
calisirken toplam formiillerini kanitlamanin en pratik yolu budur.

2y ve a,, kompleks sabitler olmak {izere
Z (z—2) —a0+a1(z—z0)+a2(z—z0)2+~-~

bicimindeki serilere kuvvet serisi denir. Degisken iceren boyle serilerde toplam, kismi toplam ve kalan
sirasiyla S(z), Sy (z) ve py(z) ile gosterilir.

Ornek 29.2 (Geometrik Seri). | z | < 1iken

o0
gz":

n=0

oldugunu kalanlar yardimiyla gosteriniz.

Cozim.
z # 1 i¢in sonlu toplam 6zdesligi

l+z+22 442" =

kismi toplamlari verir:

N-1 1—ZN

S(z) = %_z alindiginda kalan

N
pn(z) = 5(z) = Sy(2) = 1— (z#1)
olur ve
_ =Y

| z | < 1iken | z |¥ — 0 oldugundan kalanlar sifira gider ve toplam formiilii (7) saglanir. | z | > 1
durumunda ise | z |V sifira gitmez; seri iraksaktr.
|

Alistirma

Aligtirma 29.1 (Dizi ve Seri Aligtirmalari).

a) z, = % + 24 dizisinin limitini bulunuz.

b) Zoo % serisinin mutlak yakimsak oldugunu gésteriniz.
C) En 0

Cozim.
a) Bir kompleks dizinin yakinsamasi, reel ve sanal kisimlarinin ayri ayr1 yakinsamasiyla esdegerdir.
Burada

serisinin yakinsak olup olmadigini, geometrik seri 6l¢iitityle inceleyiniz.
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29.4 Alistirma 177

z, = , Yp =2

Reel kisim isaret degistirse de modiilii 1/n — 0 oldugundan z,, — 0’dir; sanal kisim zaten sabittir.
Dolayistyla

lim 2z, =0+ 2 = 2i

n—oo

b) Mutlak yakinsaklik, terimlerin modiillerinden olusan reel serinin yakinsamasidir:

in

n2

ginkil | ¢ | = 1'dir. Sagdaki 3 > =5 serisi, p = 2 > 1 olan bir p-serisidir ve yakinsaktir. Demek ki
verilen seri mutlak yakinsaktir — ve mutlak yakinsaklik yakinsaklig1 gerektirdiginden serinin kendisi
de yakinsar.

c) Seriyi geometrik bicime sokalim:

© (140" S 14
Do =20 4=

n=0 =0

3

Ortak carpanin modiilii

Iq\=|1+i|:
2

Sl

~ 0,707 <1

|

oldugundan seri yakinsaktir. Geometrik serinin toplam formiiliiyle

in_ 122
S WS R G £ S g gy gy

Payday1 eslenigiyle genisletelim:

2 2(144) 2(1414) ,
=i -0+ 2z

Seriler dili kuruldu; simdi asil teoreme geciyoruz: analitik her fonksiyon, analitik oldugu her diskte bir
kuvvet serisine agilir — Taylor serileri.
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30.1

30. Taylor Serileri

Analitik bir fonksiyon, analitik oldugu her diskin merkezinde kuvvet serisine acilir. Bu bolimiin
teoremi kompleks analizin en kullanigh sonuclarindandir: bir kez tiirevlenebilme, sonsuz bir polinom gibi
davranmayi beraberinde getirir.

Taylor Teoremi

Teorem 30.1 (Taylor Teoremi). [ fonksiyonu, z, merkezli Ry yarigapl | z — zy | < R, diski iizerinde
analitik olsun. O zaman f(z), bu diskin her noktasinda kuvvet serisi temsiline sahiptir:

F=>an () (l7—z|<Ry) W

Katsayrlar

a :fm;('z()) (n=0,1,2,...) 2)

(2 = 20" + - 3)

Ispat.

Once merkezin baslangi¢ noktasinda oldugu z, = 0 durumunu kuralim; genel durum sonunda kaydirma
ile ¢ikacak.

| z | = rolsun ve Gy, pozitif yonlii| s | = r, cemberini gostersin; buradar < r, < Ry diw. f, Gy n iginde
ve iizerinde analitik ve z, Cy in i¢inde oldugundan Cauchy integral formiilii uygulanir:

» _ f(s)ds 4
1) /C— (4)

27 s—z
0
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Sekil 30.1: Taylor teoremi ispatinin sahnesi: f, kesikli [z| =R, cemberinin icinde analitiktir. Sabit z noktasi
(|z] = ) ile bu cember arasina ara bir C, : [s| = 1, cemberi yerlestirilir (r <1, <R,). C, iizerindeki her s icin
|[s - z| = 1o - 1 oldugundan kalan, (x/v,)N ¢carpaniyla sifira gider.

Integranddaki1/(s — z) ¢arpanini geometrik seriye hazirlayalim:

1 1 1

s—z s 1—(z/s) (5)

Geometrik seri 6zdesligi, z # 1 igin

biciminde sonlu toplam ve kalan olarak yazilabilir. Burada z yerine z/s konursa (5) ifadesi

1 N-1

1 N 1
= n —_— 6
s—z Agsntl S (s —z)slV ()
olur. Iki taraf f(s) ile arpilip C, iizerinde s’ye gore integrallenirse
N-1
Hobds ([ o) oy [ Sl
c, 57 =\ Je, ® c, (s—2)s

Genisletilmis Cauchy integral formiilii

1 f(s)ds _ f™(0)
%/CO gn+l

n!

verdiginden, her taraf'1/(2mi) ile carpildiginda

Acik Matematik - acik-matematik.com 180 CC BY-NC-SA 4.0


diziler-ve-seriler.qmd
https://acik-matematik.com/dersler/cauchy-teoremleri/cauchy-integral-formulu.qmd
https://acik-matematik.com
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.tr

30.2
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N=1 ¢(n)
1= 0 ) ™)
n=0 :
elde edilir; kalan
2N f(s)ds
pn(z) = 2—7”/0 m (8)

Geriyelimy_, o pn(2) = 0 gostermek kalir. s € Cy icin
ls—z[=]|s|=]z[[=r—r

olduguna dikkat edelim. M, | f(s) | 'nin C, iizerindeki maksimum degeri olmak iizere ML esitsizligi ile

N M Mr, ( r )N

r
< . T = -
| pn(2) | < 2 (rg—r)rd o To —T \Tg

r/ry < 1 oldugundan sag taraf N — oo iken sifira gider; z, = 0 durumu kanitlanmistr.
Merkezi kaydirma. f, | z — 2z, | < R, diskinde analitik olsun. g(z) = f(z + z,) bileskesi | z | < R,
diskinde analitiktir; az énceki sonug g’ye uygulanir:

X 4(n)
OEDIE ,(0)
n=0

(n)
f n(!%) o

2= flet ) =)

n=0

(lz]<Ry)

n.

Bu denklemde ve gecerlilik kosulunda z yerine z — z, yazilirsa teoremdeki (1) agulimu ¢ikar.
|

2o = 0 6zel durumunda seriye Maclaurin serisi denir:

0 £(n)
1= (< Ry) o)
n=0

n:

© Yakmsaklik icin test gerekmez

Bir z, noktasinda analitik olan her fonksiyon, o nokta civarinda Taylor serisine sahiptir: analitiklik
bir | z — 2y | < € komsulugunda gecerlidir ve bu &, teoremdeki R, olarak is goriir. f tam ise R,
istendigi kadar biiyiik secilebilir; seri tiim diizlemde f(z)’ye yakinsar.

Daha keskin ifadeyle: seri, z,’dan f’nin analitik olmadig1 en yakin noktaya olan uzaklik yarigaph
cemberin i¢inde f(z)’ye yakinsar.

Temel Maclaurin A¢ilimlar:

Ornek 30.1 (Ustel Fonksiyon). f(z) = e* tam oldugundan her z icin gecerli bir Maclaurin serisine
sahiptir. f)(2) = e* ve £ (0) = 1 oldugundan

ezzz%zl (| 2| < o) (10)

n=0

z = x + 10 alindiginda reel analizden bilinen e = )" 2™ /n! a¢ilimina inilir.
Ornek 30.2 (A¢ilimdan Acilim Tiiretmek). z2e3* tam fonksiyonunun Maclaurin serisini bulunuz.

Cozim.
Tiirev hesaplamak yerine (10) agiliminda 2 yerine 3z yazip 22 ile carpmak yeterlidir:
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182 Boliim 30. Taylor Serileri

0o 3n
2263Z:Z—z”+2 (| 2] < o0)
n!
n=0

Indis kaydirilarak (n — n — 2) standart bicime getirilir:

x 3n—2
2,3z _ n
z%e —;m_Z)!z (| 2] <o0)

Ornek 30.3 (Siniis ve Kosiniis). sin z ve cos z fonksiyonlarinin Maclaurin serilerini bulunuz.

Coziim.
Ustel tanimdan ve (10) agilimindan:

n ciftken 1 — (—1)™ = 0’dir; yalnizca tek indisler hayatta kalir. n = 2n + 1 yazilirsa, 1 — (—1)?"*+! =

2 ve i?"*1 = (42)" § = (—1)" oldugundan

o) Z2n+1

sinz:Z(—l)”m (| 2| < o) (11)

n=0

Serilerin terim terime tiiretilebilmesi (kuvvet serileriyle islemler bolimiinde kanitlanacak) kullanilirsa

- n2n+1 n_oo_"zZTL z o
cosz:;(—l) mzz —7;)( 1) (2n)! (| z]<o0) (12)

Ornek 30.4 (Hiperbolik Fonksiyonlar). sinhz = —isin(iz) bagintist kullanilarak, (11) acihminda z
yerine iz yazilip —i ile ¢arpilirsa

e 22n+1
inh z = —_ 1
sinh z ;(2n+1)! (] z] < o0) (13)

Benzer bi¢imde cosh z = cos(iz) ile (12) agilimindan

o) 2n

coshz = nZ:O (;m' (2] <o0) (14)

Merkez degistirmek de kolaydir: (14) agiliminda z yerine z + 27 yazilip cosh(z + 27i) = cosh z periyo-
dikligi kullanilirsa, 2, = —2mi civarindaki Taylor serisi elde edilir:

X (z + 273)2"
coshz:z% (| 7 | < o0)

n=0

30.3 Geometrik Acilim ve Kaydirmalar

Ornek 30.5 (1/(1-z) Agilim).  f(z) = ﬁ fonksiyonu z = 1’de analitik degildir; en yakin tekil nokta
orada oldugundan Maclaurin serisi | z | < 1 diskinde gecerlidir. Tiirevler

FI9(:) = s = £7(0) =l
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30.3 Geometrik Ac¢ilim ve Kaydirmalar 183

oldugundan katsayilar a,, = 1 ¢ikar:

1—z

LS (s1<) (15)
n=0

Bu, geometrik serinin toplam formilintin Taylor teoremiyle ikinci bir kanitidir.

Bu tek acilimdan, degisken degistirerek baska temsiller iretilir:

sz —z(ve|—z|<le|z| <)

1 3 n.,n
Do (k<Y

« 21—z (gecerlilik kogulu | 1 — z | < 1,yani| 2 —1 | < 1):
1 o0
;ZZ(—D”(Z—U" (lz—1]<1)
n=0

Bu ikincisi, 1/z fonksiyonunun z, = 1 civarindaki Taylor serisidir — z = 0 tekil noktasina olan uzaklik,
yarigapi belirler.

AIm

0: tekil nokta Re

Sekil 30.2: 1/z fonksiyonunun tek tekil noktas1 0'dir. z, = 1 merkezli Taylor agilimi, merkezden biiytiyiip
tekil noktaya degen en buiytik diskte, yani |z — 1| < 1'de gegerlidir: yakinsaklik yaricapi, merkezden en
yakin tekil noktaya olan uzakliktir.

Ornek 30.6 (Negatif Kuvvetlerin Ilk Goriiniisii).

1+ 222
f(Z)— 23+Z5

fonksiyonunu z’nin kuvvetlerini iceren bir seriye aciniz.

Coziim.
f, z = 0’da analitik olmadigindan Maclaurin serisi yoktur. Yine de cebirsel bir diizenleme sonug verir:
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184 Boliim 30. Taylor Serileri

1+ 22
15 a(;lhnunda z yerine —22 konursa

1
1+ 22

=1—22 42420428 (lz]<1)

Yerine yazalm: 0 < | z | < 1 igin
1 2_ 4 6 _ 8 11 3_ 5
fe)==(2—-1+4+22—2"+20 -2+ )= +-—2z+2°—2"+ -
23 23z

1/23 ve 1/z terimleri, z'nin negatif kuvvetleridir. Boyle acilimlarm kurami bir sonraki béliimiin
konusudur.
]

30.4 Alistirma

Alistirma 30.1 (Taylor Serisi Alistirmalari).
a) f (z) = ;75 fonksiyonunun Maclaurin serisini bulunuz ve gecerlilik yaricapini belirleyiniz.
b) = fonk51yonunun 2o = & civarindaki Taylor serisini bulunuz; gecerlilik kosulunu yazinz.

¢) cos z fonksiyonunun z, = 7/2 civarindaki Taylor serisini, cos z = —sin(z — 7/2) 6zdesligini kulla-
narak elde ediniz.

Coziim.
a) Tiirev almak yerine geometrik seriyi kullanalim. Payday1 9 parantezine alalim:
z z 1 z 1
4 9 z4 =9 24
#4909 142 9 1 (_3)

2

4 =Y w" aglmm w = —%
2 oo}
z4 ¥9 9 g
Gegerlilik kosulu | w | < 1, yani | z |* < 9'dur:
2] <V3
Bu yaricap, beklendigi gibi baslangicin tekil noktalara olan uzakligidir: 24 = —9 koklerinin modiilii

91/4 = /3’tiir.
b) Merkezi z, = ¢ yapmak icin payday1 z — 4 cinsinden yazalim:

ile uygulayalim:

4n

1—z:(1—i)—(z—i):(1—i)[1—i_q

—1

Geometrik seriyi w = 2= ile uygulayalim:

Gegerlilik kosulu | w | < 1’dir:
lz—i|<|1—i|=V2

Yine tekil noktaya (z = 1) olan uzaklig1 bulduk.
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30.4 Alistirma 185

¢) w = z — 7 yazalim. Verilen 6zdeslik cos z = — sin w oldugunu sdyler. Siniisiin Maclaurin serisi tiim
diizlemde gegerhdlr

sinw = i —<_1)n wntl
“— (2n+1)!

Basina eksi koyup w’yi geri yazalim:

’I’L

oS n o) 1
_ (_1) ( )27l+1 + < 7-‘-)2”4-1
osE= ;(2n+1)! T Z:: 2n+1 2
cos z tam oldugundan seri her z i¢in gegerlidir. Ilk terimler acik yazildiginda

cosz:—(z—g) +%<z_g>3_...

elde edilir; z = 7/2’de fonksiyonun sifirlanmasi ve tiirevinin —1 olmasi bu a¢iimdan dogrudan okunur.
]

Taylor serisi, fonksiyonun analitik oldugu diski gerektiriyordu. Peki tekil nokta merkezdeyse? Yanit,
negatif kuvvetlere kap1 acan bir genellemedir: Laurent serileri.
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31.1

31. Laurent Serileri

Taylor teoremi, fonksiyonun merkezde analitik olmasini istiyordu. Peki merkez bir tekil noktaysa?
Laurent’in yaniti, seriyi negatif kuvvetlerle genisletmektir. Bu genisleme sadece bir hesap kolaylig:
degildir: negatif kuvvetlerin katsayilari, tekil noktalarin siniflandirilmasini ve rezidii kuraminin tamamin
tastyacaktir.

Laurent Teoremi

Teorem 31.1 (Laurent Teoremi). f fonksiyonu, z, merkezli Ry < | z — zy | < Ry halka domeni iize-
rinde analitik olsun ve C, z,’1 cevreleyen, bu domende kalan pozitif yonlii herhangi bir basit kapali ¢evreyi
gostersin. O zaman domenin her noktasinda f(z) su seri temsiline sahiptir:

an(z—zon-l-z -2 (R1<|Z_Zo|<R2) 1)
n=0 n— 0
Katsayrlar
1
n:% Z—Z n+1 (n:0,1,2,) (2)
_ 1 12 .
n_2m o (z—27 (7o ntl = e
ispat.

zy = 0 durumunu kuralim; genel durum, Taylor teoremindeki gibi kaydirma ile ¢ikar.

ry < | z | < ry kapali halka bélgesini, z noktasini ve C gevresini igerecek bicimde R, < 1y <14 < Ry
segelim. C) ve Cy sirasiyla| z | = r, ve| z | = rq pozitif yonlii cemberleri olsun. Ayrica z merkezli, halka
bolgesinin icinde kalan kiiciik pozitif yonlii bir v ¢cemberi alalim.
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188 Boliim 31. Laurent Serileri

Sekil 31.1: Laurent teoremi ispatinin sahnesi: f, kesikli cemberler arasindakiR; < [z| <R, halkasinda anali-

tiktir. Icine, z noktasini barindiran kapali 1, < [z| < r, halkasi ve sinir cemberleri C,, C, yerlestirilir; z'nin

cevresine de kiigiik bir y ¢cemberi. C, iizerindeki s icin [z/s| < 1, C, iizerindekiler i¢in [s/z| < 1 oldugundan
iki farkly geometrik seri acilimi kullanilir.

f(8)/(s — z) fonksiyonu, Cy ile C| ve ~ arasinda kalan ¢ok baglantili bélgede analitiktir; cok baglantil
domenler i¢in Cauchy-Goursat teoremi geregi

f(s)ds _/ f(s)ds [ f(s)ds —0
c

S—z s§— 2z s§—Zz
v

G
Uciincii integralin degeri Cauchy integral formiiliine gére 2mi f(z) dir. Béylece

1 f(s)ds N 1 f(s)ds

e 5
s—=z 211 c, #78 (5)

1(z) = 271
Gy

Birinci integral. Taylor teoreminin ispatindaki a¢ilim aynen kullanilir:

1 Af Looon 1
= 2N —
s—z A sntl (s —2)sVV

Ikinci integral. Ayni 6zdeslikte s ile 2 nin rolleri degistirilir:

1 sN

1 i 1 1+
z—8 n:15_n+1 v 2N oz —s

Iki agihm f(s)/(27i) ile ¢arpilip sirasiyla C, ve C, iizerinde integrallenir ve (5) te yerine konursa

N-1 N b
f(z2) =" a,2" + py(2) +ZZ—Z +on(2) (6)
n=0 n=1
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elde edilir; burada a,, ve b,, teoremdeki katsayilar (C' yerine sirasiyla C, ve C| ile), kalanlar ise

2N [ fs)ds oy L sN f(s)ds
pn(2) /c —( n(z) = o 2N /Cl

oM

s—z)sN’ z2—s
2
Kalanlarin sonmesi. | z | =r yazalim (r{ <r <ry) ve M, | f(s) |'nin C; ile C, iizerindeki
maksimum degeri olsun. s € Cy igin | s —z | >rq —r,s € C) igin| z— s | > r — ry oldugundan ML
esitsizligi
N
Mry (7 Mry (1"1 ) N
< — <1 (L
on() [ €272 ( L)L Joaa) | < 0 (2

verir. /1y < 1 ve ry/r < 1 oldugundan iki kalan da N — oo iken sifira gider ve (6), teoremdeki (1)
agtlhimina doniisiir.

Cevrelerin degistirilmesi. C| ve C, yerine, halkada kalan ve z,1 cevreleyen herhangi bir C' ¢evresi
kullanulabilir; bu yolun deformasyonu ilkesinin dogrudan sonucudur. Béylece katsayilar (2) ve (3) bigimini
alr.

|

Ikinci toplamda n yerine —n yazilirsa iki seri tek bir toplamda birlesir:

D S e @

n=—oo

Bu iki bi¢imin her birine f’nin Laurent serisi denir.

1 Taylor serisi 6zel bir durumdur

(3) integralindeki integrand f(z)(z — z)™ ! biciminde yazilabilir. f,| z — 2, | < R, diskinin tama-
munda analitikse bu integrand da analitiktir ve Cauchy-Goursat teoremi geregi tiim b,, katsayilar
sifirdir. Ayrica a,, katsayilar1 genisletilmis Cauchy integral formiiliiyle (™) (z,)/n! degerine indir-
genir: seri, Taylor serisine doniigiir.

Halkanin uclar1 da esnektir: f, yalniz z,’da analitik degilse R, istendigi kadar kiiciik segilebilir ve
temsil delinmis diskte 0 < | z — 2z, | < R, gegerliolur. f, | z— z, | = R; cemberinin diginda her
yerde analitikse gecerlilik kosulu Ry < | z — 2, | < oo bi¢imini alir.

Coziimlii Uygulamalar

Laurent katsayilari, integral gosterimlerine bagvurmak yerine, ¢ogunlukla bilinen agilimlarda degisken
degistirilerek bulunur.

Ornek 31.1 (e*{1/z} Acilimi). e'/* fonksiyonunun 0 < | z | < oo halkasindaki Laurent serisini bulu-
nuz.

Coziim.
Maclaurin agiliminda z yerine 1/z yazmak yeterlidir:

”Zil (LI S 0<|z|<o0)
e? = = — =t =+ z 00
“=nlzn 1z 2122 3123
z’nin pozitif kuvvetleri hi¢ gériinmez: aq = 1 diginda tim a,, katsayilar1 (n > 1) sifirdir. 1/2’nin
katsayisi ise b; = 1°dir ve Laurent teoremine gore bu katsay1

1

b, = — el/z dz
271 c

sayisidir (C, orijini ¢evreleyen pozitif yonli herhangi bir basit kapali ¢cevre). Buradan hesaplanmasi
gli¢ goriinen bir integral bedavaya gelir:
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/ etz dz = 2mi
c

Bu teknik — bir integrali seri katsayisindan okumak — rezidii kuramimin cekirdegidir.
|

Ornek 31.2 (Zaten Laurent Biciminde). f(z2) = ﬁ fonksiyonu, 2z, = 7 i¢in hélihazirda bir Laurent

serisidir:

(z_li)f 3 e —ir (0<|z—i|<o0)

n=—oo

Burada ¢_, = 1 ve diger biitiin katsayilar sifirdir. Katsay: formiilii (4) tersinden okunursa, C' merkezi 4
olan pozitif yonli herhangi bir cember olmak iizere

/ dz _ J2mi,n=-2
o (z—i)m3 |0, n# -2

sonucu dogrulanir — temel integrallerle uyumludur.

Aym Fonksiyon, U¢ Farkli Halka

Bir fonksiyonun Laurent serisi halkaya baglidir: ayni fonksiyon, farkli halkalarda tamamen farklh
acilimlara sahiptir. Klasik 6rnek sudur:

—1 1 1

& ==y~ -1 -2 (™)

Tekil noktalar z = 1 ve z = 2; dolayisiyla f, orijin merkezli ii¢ ayr1 domende analitiktir:

D, :|z|<1, D,:1<|z|<2, Dy:2<|z|<
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Alm
D3 /f—~-—~\\
-~ ~
7 ~
7 N
' N\
/7 \
/ Dg \
/ ="~ \
/ P SR \
/ / \ \
I I/ 1)1 \ \
|’ f \z=1 1z=2
1 1 x x >
! \ ] I Re
\ A 4 !
\ /
\ N P /
\ \\ 7 /
\ ~4 - ’
\ /
\ /
~ e
N //
~
\\\5 —‘//

Sekil 31.2: flz) = -1/[(z - 1)(z - 2)] fonksiyonunun tekil noktalar1 1 ve 2'dir. Bu noktalardan gecen orijin
merkezli cemberler diizlemi i¢ domene béler: D, diski, D, halkas1 ve Ds dis bolgesi. fher birinde analitiktir
ve her birinde farkli bir Laurent serisine sahiptir; halka secilmeden "fnin Laurent serisi" belirsizdir.

Uc acilimin hepsi, tek bir geometrik seriden tiiretilir:

1iZ=Zz" (|z]<1) (8)
n=0

Ornek 31.3 (D, Bolgesi: Maclaurin Serisi). z € D, iken | z | < 1ve | 2/2 | < 1’dir; (7) ifadesini bu
iki kosula uygun bicimde yazalim:

1 1 1

& == s o

(8) agilimiyla

n

== +Y g = (1) (=l<
n=0 n=0

n=0

D; bir disk oldugundan bu temsil, negatif kuvvet icermeyen bir Maclaurin serisidir.

Ornek 31.4 (D, Bolgesi: Iki Yonlii Seri). z € D, iken |%| <lve |§| < 1’dir. Her terimi kendi kosuluna
uygun diizenleyelim:

1 1 1 1

&= a2 1o6n)

(8) agilimiyla

oo 1 ©  .n
f(z):Zan +;2"T

n=0
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Birinci toplamda indis kaydirilip (n — n — 1) terimler standart siraya konursa

oo oo 1
f(z):zszJrZz—n (1<|z]<2)

n=0 n=1

Bu, Laurent teoremindeki (1) bicimidir: hem pozitif hem negatif kuvvetler vardr.

Ornek 31.5 (D, Bélgesi: Yalnizca Negatif Kuvvetler). z € Djiken |2| < 1 ve dolayisiyla || < 1'dir:

1 1 1 1
&= 1= "2 =@

f(z) = Z okl 2 ontl = Z on+1

n=0 n=0 n=0

Indis kaydirilirsa standart bicim ¢ikar:

o~ 1—2nt
f(z)zzz—n (2<]z|<o0)
n=1

Bu halkada tim a,, katsayilari sifirdir.

Once halkay: belirleyin

“f’nin Laurent serisi” ifadesi tek bagina eksiktir: hangi halkada sorusu yanitlanmadan a¢ilim belirsiz-
dir. Yukaridaki ii¢ seri de ayni fonksiyona aittir ve ti¢ii de dogrudur; her biri yalnizca kendi halkasinda
gecerlidir. Belirli bir halkada ise agilim tektir — bu tekligi kuvvet serileriyle iglemler béliimiinde
kanitlayacagiz.

Alistirma

Alistirma 31.1 (Laurent Serisi Aligtirmalari).

a) Z'ZH fonksiyonunun 0 < | z | < oo halkasindaki Laurent serisini yaziniz.

b) 23 sin% fonksiyonunun 0 < | z | < oo halkasindaki ac¢ilimini bulunuz ve agilimda yalnizea ¢ift kuv-
vetlerin gériindiigiini, dolayisiyla 1/ teriminin katsayisinin sifir oldugunu gosteriniz.

c) m fonksiyonunun 0 < | z | < 2ve 2 < | z | < oo halkalarindaki Laurent serilerini bulunuz.
Coziim.
a) Bolmeyi yapmak yeterlidir:

z+1 z 1 1
z oz z

z

Sag taraf zaten bir Laurent serisidir: pozitif kuvvetli kisim 1 sabitinden, negatif kuvvetli kisim tek bir
1/z teriminden olugur. Aqilim 0 < | z | < oo halkasinin tamaminda gegerlidir ve teklik teoremi geregi
bagka bir Laurent agilim1 yoktur. Rezidii — yani 1/2’nin katsayis1 — 1’dir.

b) Siniisiin Maclaurin serisi her argiiman i¢in gegerlidir; 1/z yazalim (z # 0):

) 1 B 0 (_1)77, 1 2n+1 B [} (_1)77, -
SIHZ_Z(2n+1)!(E) _Z(Qn—i—l)!z e

n=0 n=0

23 ile carpmak iisleri iicer artirir:
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&y =y,
3qin L 3—(2n+1) _ 2-2n
Zemy Z(2n+1)12 ;(2n+1)!2

n=0
ik terimler:

z 6 120 22 5040 z*
Genel terimin iissii 2 — 2n = 2(1 — n) oldugundan her zaman ¢ifttir; tek kuvvet hic gériinmez. Ozel
olarak z~! terimi acilimda yer almaz, katsayist sifirdur:

3
2—2n:—1=>n:§¢{0,1,2,...}

Rezidiiniin sifir olmasi, fC 23 sin % dz = 0 demektir (C, baglangici cevreleyen herhangi bir pozitif yonli
basit kapali ¢evre).
¢) Fonksiyonu iki ¢arpana ayiralim:

1 1 1

2(z—2) 2z z—2

0 < | z | < 2 halkasinda | z/2 | < 1 oldugundan ikinci ¢arpani z’nin kuvvetlerine agariz:

1 -1 1 1_1°°zn_§:z"
z—2 2—z 2 1—%2  24uon Luondl
n=0 n=0

1/z ile carpalim:

2(z—2)
2 < | z | < oo halkasinda ise | 2/z | < 1'dir; bu kez 2’nin negatif kuvvetlerine agariz:

1 1 1 1R2" X 20

— > _2 n n+1
z—2 z 1 = zi=z ==z

1/z ile ¢arpip indisi m = n + 2 ile kaydiralim:

1 2, 2 >, gm—2 1 2 4
m—Zm—Z i S v

n=0 m=2

Aymni fonksiyonun iki halkada iki farkli a¢ilimi olmas: celigki degildir: Laurent serisi, merkezle birlikte
halkaya da baglidir. D1s halkada hig pozitif kuvvet bulunmamasi, fonksiyonun sonsuzda sifira gitme-
sinin karsiligidir.

|

Seriler kurulduguna gore onlarla giivenle hesap yapmay1 6grenmeliyiz: yakinsaklik nerede diizgiindiir,
terim terime tiiretme ve integrasyon ne zaman gegerlidir? Kuvvet serilerinin yakinsakligi bolimii bu
sorular1 yanithyor.
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32.1

32. Kuvvet Serilerinin Yakinsaklig:

Bir kuvvet serisi bir noktada yakinsiyorsa, o noktaya kadar olan biitiin diskte yakinsar — ve yakinsaklik,
merkeze yeterince yakin kapali disklerde diizgiindiir. Bu iki gercek, serilerle giivenle hesap yapmanin
(terim terime integrasyon, tiiretme, siireklilik) temelini olusturur.

Yakinsaklik Cemberi

Teorem 32.1 (Diskte Mutlak Yakinsaklik). Kuvvet serisi
Zan(z—zo)" (1)
n=0

bir z = z, noktasinda (z; # z,) yakinsiyorsa, Ry = | z; — zy | olmak iizere agik | z — 2z, | < R, diskinin
her noktasinda mutlak yakinsaktur.

ispat.
Seri z, ’de yakinsak oldugundan terimleri sinirlidir: bir M > 0 sabiti i¢in

|a,(z1—2)" | <M (n=0,1,2,..)

z—zy | < Ry olsun ve

_ | 2— 2 | <1
| 21— 2 |
yazalim. O zaman
[ an(z = 20)" | =] anler — )" | (1220 ) < Mp
| 21— 2 |

> Mp™ geometrik serisi p < 1 oldugundan yakinsaktir; karsilastirma testiyle Y | a,,(z — z)™ | serisi
de yakinsar.
|

Teorem, yakinsakligin dairesel bir yapiya sahip oldugunu sdyler: serinin merkez disinda yakinsadig: her
nokta, o noktaya kadar olan diskin tamamini yakinsaklik bolgesi yapar.

Tanim 32.1 (Yakinsaklik Cemberi). (1) serisinin i¢indeki her noktada yakinsadigi, z, merkezli en
biiyiik cembere serinin yakinsaklik cemberi denir; yaricapina yakinsaklik yaricapi denir.

Seri, yakinsaklik ¢cemberinin disindaki hicbir z, noktasinda yakinsayamaz: yakinsasaydi, Teorem 32.1
geregi z, merkezli ve z,’den gecen ¢cemberin icinde her yerde yakinsards; o zaman ilk cember “en biiytik”
olmazd.
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196 Boliim 32. Kuvvet Serilerinin Yakinsaklig:

Alm

e .
- ~ o~

k cemberi

nsasaydi
ski) _ _-

b - -

Sekil 32.1: Seri z,'de yakinsiyorsa, z, merkezli ve z,'den gecen cemberin icinde (koyu disk) mutlak

yakinsar: yakinsaklik iceri dogru yayilir. Boyle disklerin en buytgiiniin sinir1 yakinsaklik ¢emberidir.

Disaridaki bir z,'de yakinsasaydi, ayni teorem z,'den gegen kesikli cemberin i¢ini de yakinsaklik bolgesi
yapar ve ilk cember "en bityik" olmazdi.
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32.1 Yakinsaklik Cemberi 197

1 Taylor serisinin yaricap1 nereden gelir?

Taylor teoremi, f’nin analitik oldugu her diskte agilimin gecerli oldugunu séyliyordu. Bu iki gézlem
birlestiginde pratik kural dogar: bir Taylor serisinin yakinsaklik yaricapi, merkezden fonksiyonun
en yakin tekil noktasma olan uzakliktir. Ornegin Tlﬂ fonksiyonunun Maclaurin serisi, tekil
noktalar +4 oldugundan | z | < 1 diskinde yakinsar — reel eksende hi¢bir sorun gériinmemesine

ragmen.

Im

Re

|z| < 1: seri yakinsar

reel eksende f sorunsuz,

ama seri iraksar

Sekil 32.2: 1/(1 + 2°) reel eksenin her noktasinda diizgiin ve sonsuz kez tiirevlenebilirdir; yine de
Maclaurin serisi yalniz |z| < 1'de yakinsar. Engel reel eksende degil, sanal eksendedir: tekil noktalar
+imerkeze 1 uzakliktadir ve yakinsaklik ¢emberi onlara degince biiytimesi durur.

32.2 Dizgiin Yakinsaklik

Yakinsaklik ¢emberinin i¢inde bir z sabitlendiginde, kalan pp(z) = S(z) — Sy (2) ifadesi N — oo iken
sifira gider; yani her € > 0 i¢in

N>N,=|pn(2) |<e (2)

saglayan bir IV, vardir. Bu say1 genelde hem ¢’a hem de 2’ye baglidur.

Tanim 32.2 (Dizgiin Yakinsaklik). [V, sayisi yalnizca €’a bagh olacak — belirtilen bolgedeki z
seciminden bagimsiz kalacak — bicimde bulunabiliyorsa, yakinsakliga o bolgede diizgiin denir.

Teorem 32.2 (Kapali Alt Diskte Diizgiinliik). 2z, (1) serisinin | z — 2z, | = R yakinsaklik cemberinin
icinde bir nokta ise, seri Ry = | z; — z, | olmak iizere kapali | z — z, | < R diskinde diizgiin yakin-
saktuir.

ispat.
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198 Boliim 32. Kuvvet Serilerinin Yakinsakligi

21, yakinsaklik cemberinin icinde oldugundan, cemberin icinde z,’a z, ‘den daha uzak ve serinin yakin-
sadig1 bir nokta vardir; Teorem 32.1 geregi

Z| an (2 — 2)" | (3)
n=0
serisi yakinsaktir. Kalanlari

m m
on() = 1m 3 a,(z—z)"  ox=lm S [au(z—z)" |
m—00 m—o00
n=N n=N

olarak yazalim. | z — zy | < | 2z, — 2, | iken

m m m
Zan(z—zo)” < Z|an Il 2=z " < Z|a’n Il 21— 2 [
n=N n=N

n=N

oldugundan, m — oo limitiyle
|2—20 | < Ry = | pu(2) | < o (4)

oy yakinsak (3) serisinin kalani oldugundan N — oo iken sifira gider: her e > 0 i¢in

N>N. = oy<e¢ (5)
4) ve (5) birlikte, | z — z, | < R, diskindeki titm z noktalari icin (2) kosulunu verir ve N_, z’den
0 1 €
bagimsizdir.
| |

32.3 Toplamin Surekliligi

Teorem 32.3 (Kuvvet Serisinin Toplamu Siireklidir). Bir kuvvet serisi, | z — z5 | = R yakinsaklik
cemberinin icindeki her noktada siirekli bir S(z) fonksiyonu temsil eder.

ispat.
21, cemberin icinde bir nokta olsun; S’nin z; “de siirekli oldugunu gosterecegiz, yani her ¢ > 0 igin
| z2—2 | <d=|5(2) = S(%) | <e (6)

saglayan bir 6 > 0 bulacagiz.
Sn(2), ilk N terimin toplami ve py(z) = S(2) — Sy (2) olsun. S = Sy + py aynsimiyla

| $(2) = S(z1) | < | Sn(2) = Sn(z1) [+ ] pn(2) |+ pn(21) | (7)

2z, i igeren, yarigapt yakinsaklik yarigapindan kiigiik bir kapali | z — zy | < R, diski segelim. Teorem 32.2
geregi bu diskte diizgiin yakinsaklik vardir:

N>N, = |on(z) | <3 (8)

ve N, disk icindeki z’den bagimsizdur.
Sy kismi toplami bir polinomdur, dolayisiyla her N igin z, “de siireklidir. N = N_ + 1 secilirse 6yle bir
0 > 0 vardr ki

| 2=z | <8=| Sy(z) = Sn(z) | < 2 (9)

(6,| z— 2z, | < & komsulugu R, diskinden tasmayacak kadar kiigiik alinir.) (7) esitsizlifinde N = N_ +
1 konup (8) ile (9) kullanilirsa

e € ¢
|z—z1|<5:>|S(z)—5'(zl)|<§+§+§:5
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32.3 Toplamin Siirekliligi 199

32.4 Negatif Kuvvetli Serilere Uyarlama

Laurent serisinin ikinci yarisi

bi¢imindedir ve w = deglglmlyle siradan bir kuvvet serisine doniigiir:

i b, w"

n=1
Bu seri bir z; # z, noktasinda yakinsiyorsa, doniismils seri

1

| 21— 2 |

(11)

lw]|<

diskinde mutlak yakinsar ve siirekli bir fonksiyon temsil eder. (11) kosulu | z — 2y | > | 2 — %o | ile ayn1
oldugundan: (10) serisi, | 2 — 25 | = R, ¢cemberinin disindaki domende mutlak yakinsar (R; =
| 21 — 2y |) ve orada siirekli bir fonksiyon tanimlar.

Alm
-~ -
- - . T S ~
-7 S
g N
v pozitif kuvvetler N
N\
- |z — zo| < R;de yakinsar s
’ A
4 \
y/ \

4 \

/ 24 3

§ \
J \
] 1
R2 I Rl 1

L) ‘ l =
! Zo I Re

\ 1
\ 1
\ 1

\ /

\ /
\ ’
\ %
\ ’
A Laurent halkast y
\ 4
~ o 4
s
~ ”
= S~ -~ -~ — - o g
negatif kuvvetler
|z — zo| > Ryde yakinsar

Sekil 32.3: Negatif kuvvetli seri, w = 1/(z - z,) degisimiyle siradan bir kuvvet serisine doner; |w| kiiciik

demek |z - zo| biiytik demektir. Bu yiizden bir z; noktasinda yakinsiyorsa, z;'den gecen ¢cemberin disinda

(tarali dis bolge) mutlak yakinsar. Pozitif kuvvetli kisim ise bir diskte yakinsar; iki bolgenin kesisimi
Laurent halkasidir.
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© Laurent serisinin iki yarist

Bir Laurent temsili R, < | z — 7, | < R, halkasinda gecerliyse, pozitif kuvvetli kisim “igeriden” R,
yarigaph diski, negatif kuvvetli kisim “digaridan” R, yaricapli cemberin digimi yakinsaklik bolgesi
olarak goriir. Ikisi de gegerlilik bélgesinin icinde kalan her kapali halkada diizgiin yakinsaktir —
terim terime hesap yapma iznini veren tam olarak budur.

Alistirma

A11§t1rma 32.1 (Yakinsaklik Aligtirmalari).
a) Z o 5w serisinin yakinsaklik yarigapini bulunuz.

b)

22 7 fonksiyonunun z, = 1 civarindaki Taylor serisinin yakinsaklik yaricapini, tekil noktalara olan
uzaklif1 diisiinerek belirleyiniz.

c) EZO: . % serisinin hangi bélgede yakmsadigini, w = 1/(z — 1) degisimiyle bulunuz.

Cozim.
a) Seri, ortak carpani z/2 olan geometrik seridir:

S Sy
n=0 2" n=0 2

Geometrik seri, ortak ¢arpanin modiilii 1’den kiiciitkken yakinsar:
‘g‘ <le|z|<2

|z |>2 igin terimler sifira gitmediginden seri iraksar. Yakinsaklik yarigapt R = 2’dir ve seri o diskte
L= 5— fonksiyonunu temsil eder; bu fonksiyonun tek tekil noktasi olan z = 2’nin merkeze

1—2z/2 —
uzaklig1 da 2 dir.
b) Taylor serisinin yarigapi, merkezden fonksiyonun en yakin tekil noktasina olan uzakliktir. Tekil
noktalar paydayi sifirlayan noktalardir:

22+4=0= 2=+2i
Merkez z, = 1’e uzakliklar::
|12 |=vV1+4=+5 [1+2i|=+5
Iki tekil nokta merkeze esit uzakliktadir; yakinsaklik yaricapi

R=+5

Seri | z — 1 | < /5 diskinde fonksiyona yakinsar, bu diskin sinirinda ise iki tekil nokta oturur.
c)w = ﬁ degisimiyle seri siradan bir kuvvet serisine doner:

) 3n )

D oy = B

n=1 n=1
Sagdaki geometrik seri | 3w | < 1, yani | w | < % iken yakinsar. Geri déniisiim yapalim:

1
z—1

1
<§<=>|Z—1|>3

Seri, z = 1 merkezli 3 yaricapli cemberin disindaki domende yakinsar. Toplami da bulunabilir:

[ee)

3w 3 3
D (Bu) =g = (z—1) -3 z—4

n=1
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32.5 Alistirma 201

Bu, negatif kuvvetli serilerin tipik davranisidir: yakinsaklik bolgesi bir disk degil, bir cemberin digidir.
|

Diizgiin yakinsaklik elimizde; artik serilerle islem yapmaya hakkimiz var: terim terime integrasyon,
tiiretme, ¢carpma ve bolme — kuvvet serileriyle islemler.

Acik Matematik - acik-matematik.com 201 CC BY-NC-SA 4.0


kuvvet-serileriyle-islemler.qmd
https://acik-matematik.com
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.tr

202 Boliim 32. Kuvvet Serilerinin Yakinsakligi

Acik Matematik - acik-matematik.com 202 CC BY-NC-SA 4.0


https://acik-matematik.com
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.tr

33.1

33. Kuvvet Serileriyle Islemler

Serilerle ¢alisirken en c¢ok ihtiya¢ duyulan haklar sunlardir: terim terime integralleyebilmek, tiiretebilmek,
carpip bolebilmek. Diizgiin yakinsaklik bu haklarin hepsini verir — ve bir bonus daha: bir fonksiyonun
belirli bir blgedeki seri temsili tektir.

Terim Terime Integrasyon

Teorem 33.1 (Terim Terime integrasyon). C, kuvvet serisi
o0
S(z) = an(z—2)" (1)
n=0

serisinin yakinsaklik cemberinin icinde herhangi bir ¢evre ve g, C iizerinde siirekli herhangi bir fonksiyon
olsun. Serinin her terimi g(z) ile carpilarak olusan seri, C' iizerinde terim terime integrallenebilir:

JRCES =Y a, [ 9=z @)
C n=0 C

ispat.
g ve S, C iizerinde siireklidir. p;, serinin N terimden sonraki kalani olmak iizere

N-1
9(2)S(2) = Y 4, 9(2)(z — 2)" + g(2)pn (2)
n=0

yazilabilir; sonlu toplamin terimleri C' iizerinde siirekli oldugundan integralleri vardir ve

N—-1
/ 98 dz =Y a, / 9(2) (2 — z)"dz + / 9(2)px(2) dz 3)
C n=0 C C

M, | g(2) |'nin C iizerindeki maksimumu ve L, C’nin uzunlugu olsun. Diizgiin yakinsaklik geregi her
€ > 0 icin, C tizerindeki tiim z noktalarinda

N>N,=|pn(2) |<e

saglayan ve z’den bagimsiz bir N, vardiwr. ML esitsizligiyle

N>N, = < MeL

/ 9(2)pw (2) d
C

yani son integral N — oo iken sifira gider. (3) ifadesinde limit alinirsa (2) elde edilir.
|

Teorem 33.2 (Toplam Analitiktir). Bir kuvvet serisinin toplami S(z), yakinsaklik cemberinin i¢indeki
her noktada analitiktir.

ispat.

g(z) =1 alinsin ve C, yakinsaklik ¢emberinin iginde kalan herhangi bir kapali ¢cevre olsun. (z — zy)"
fonksiyonlari tam oldugundan

/(z—zo)” dz=0 (n=0,1,2,...)
C
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204 Béliim 33. Kuvvet Serileriyle islemler

ve Teorem 33.1 geregi her biyle cevre igin fc S(z)dz = 0°dw. S ayrica siireklidir; Morera teoremi geregi

S, bu domende analitiktir.
||

Ornek 33.1 (Analitikligin Serilerle Saptanmasi).

e*—1
T

fonksiyonunun tam oldugunu gésteriniz.

Cozim.
Ustel fonksiyonun Maclaurin acilimi her z icin

z — - Z"
verir. Iki taraf z’ye béliiniirse, z # 0 igin
x anl 22 23
O e e e e (4)

n=1

Sagdaki seri z = 0’da da yakinsar ve degeri 1 = f(0)’dur; yani (4) temsili her z i¢in gecerlidir. Teorem
33.2 geregi f tamdir.
Bonus olarak, siirekliliginden bir limit okunur:

oef—1
lim
z—0 z

= f(0)=1

33.2 Terim Terime Tiiretme

Teorem 33.3 (Terim Terime Tiiretme). Kuvvet serisi (1), yakinsaklik cemberinin icindeki her noktada
terim terime tiiretilebilir:

§(5) =3 nay(z - )t )

ispat.
z, yakinsaklik cemberinin icinde bir nokta; C, bu ¢cemberin iginde kalan ve z’yi ¢evreleyen pozitif yonlii
basit kapali bir ¢evre olsun. C' iizerindeki her s noktasinda

tamimlayalim; g, C iizerinde siireklidir. Teorem 33.1 uygulanirsa

/C ds_z / V(s — 2zo)" ds (6)

S, C’nin i¢inde ve iizerinde analitik oldugundan genisletilmis Cauchy integral formiilii sol tarafi verir:

1 S(s)ds 'y
/Cg " omi C(s—z)Q_S()

Ayni formiil sagdaki her integrale de uygulanir:
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33.2 Terim Terime Tiretme 205

1 (s—z)" , d .
/Cg<s><s—zo> ds = 2m/cﬁds—a(z—zo)

(6) boylece
’ - d n
9=, ke

bicimine iner; bu da (5) ile aynidir.
|

Ornek 33.2 (Tiiretmeyle Yeni A¢ilim). Taylor boliimiinde

i "(z—1)" (lz—1[<1)

acilimini bulmustuk. iki tarafi tiiretelim:

—Zézi(—wn(z_nn—l (lz2=1]<1)

Isaret diizenlenip indis kaydirilirsa

LS e (Jao1]<1)

2
z n=0

Yeni bir Taylor hesab1 yapmadan ikinci bir agilim elde edildi.

33.3 Temsillerin Tekligi

Teorem 33.4 (Taylor Temsilinin Tekligi). Bir ZZO: 0 @n(Z—29)"
icindeki tiim noktalarda f(z)’ye yakinsiyorsa, bu seri zorunlu olarak f’nin z, civarindaki Taylor serisidir.

z— 2z, | = R ¢emberinin

Ispat.

o0

f2) = ag(z—2z)*

k=0
demektir (toplam indisini k ile gosterdik). n sabit bir tam sayr olmak iizere
1 1

W

alalim ve C, z, merkezli, yaricapr R den kiigiik bir cember olsun. Teorem 33.1 ile

o0

/ 6 (2 dz=Y a, / 9(2)(2 — 20)* d (1)
C C

k=0

Sol taraf, genisletilmis Cauchy integral formiiliiyle

(n)(,
C

2mi — )”*1 n!

Saf taraftaki integraller ise temel integrallerle hesaplanir:
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1 dz 0,k #n
— k = — _— ’
/CQ(Z)(Z z)" dz Qm-/c(zzo)nkﬂ {1,]@:”

Baéylece (7) ’nin sag tarafi tek bir terime, a,, ‘e iner ve

f(n) (20)

=T
cikar — tam olarak Taylor katsayisi.
|

Teorem 33.5 (Laurent Temsilinin Tekligi). Bir Z;’;ioo e, (z — zy)™ serisi, z, merkezli bir halka
domenindeki tiim noktalarda f(z)’ye yakinsiyorsa, bu seri f ’nin o domendeki Laurent serisidir.

Ispat.

Kanit, Teorem 33.4 ile ayni yolu izler; tek fark, terim terime integrasyon teoreminin negatif kuvvetleri de
iceren serilere uygulanmasidir (bu, w = 1/(z — z,) doniisiimiiyle gerekgelendirilir). Seri, halkada kalan
bir C ¢evresi iizerinde (2 — 2,) "1 ile carpilip terim terime integrallenir; temel integraller yalnizca tek
bir terimi ayakta biraktifindan

1 f(z)dz B
/C— (n=0,+1,+2,...)

"7 omi (z — zg)n*1

yani Laurent teoremindeki katsay formiilii elde edilir.
|

© Teklik neden bu kadar ise yarar?

Teklik teoremleri, bir agilimi nasil buldugumuzun 6nemsiz oldugunu soyler: geometrik seriden
tuiretin, terim terime tiiretin, iki seriyi carpin — buldugunuz sonug¢ Taylor/Laurent serisinin ta kendi-
sidir. Bu yiizden pratikte katsay1 integrallerini hesaplamak yerine bilinen acihimlar cebirsel olarak
islenir; rezidi hesaplar: tamamen bu kolaylik tizerine kuruludur.

Carpim ve Boliim

fveg | z—z, | <R diskinde yakinsayan iki kuvvet serisinin toplamlar1 olsun. Her ikisi de analitik
oldugundan carpimlar1 da analitiktir ve ayni diskte gecerli bir Taylor ac¢ilimina sahiptir:

(o)
f(z)g(z):ch(z—zO)" (lz2—2 | <R)
n=0
Katsayilar, ¢carpimin tiirevleri i¢in Leibniz kuralindan okunur:
S fP(z) g P(z) O
Ch = : = Qg bnfk
; k! (n—k)! ;]

Bu formiil, iki seriyi bicimsel olarak terim terime carpip benzer kuvvetleri toplamakla ayni sonucu
verir; elde edilen seriye iki serinin Cauchy ¢arpimi denir.

e?
1+2

Ornek 33.3 (Serilerin Carpimu). fonksiyonunun Maclaurin serisinin ilk terimlerini bulunuz.

Cozim.
Tekil nokta 2 = —1 oldugundan agihm | z | < 1 diskinde gegerlidir. Iki bilinen seriyi ¢arpalim:

z 1 1
liz: <1+z+§z2+6z3+~-)(1—z+z2—z3+---)
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33.4 Carpim ve Bolim 207

Benzer kuvvetler alt alta toplanirsa:

Bélme de aymi mantikla yiiriir: g(z) # 0 oldugu bir diskte f/g analitiktir, dolayisiyla Taylor serisine
sahiptir ve katsayilar1 seri bélmesiyle bulunur.

Ornek 33.4 (Seri Boslmesiyle Laurent A¢ilimu). m fonksiyonunun 0 < | z | < 7 delinmis diskin-

deki Laurent serisinin ilk ti¢ sifirdan farkli terimini bulunuz.

Coziim.
sinh z’nin sifirlar1 z = n7i oldugundan (hiperbolik fonksiyonlar), orijine en yakin sifirlar +7¢’dir;
delinmig diskin yaricap1 7 olur.

Im
TTi
- - -
- S~
- - ~ ~
’ ~
7’ ~
’ Y
4 N
4 \
V4 \
’ \
’ \
’ \

! \

1 \
1 \
1 1
1 1
1 N 1
1 \9 T >
1 0 disarida I Re
[ 1
! 1

! 1

1 I}
\ O<lz|<m 4
\ V4
. 4

4
\\ P
~ 4
~ 7’
~ 7’
~ ’
~ -
~ -
-~ -~ - AN -
—7Ti

Sekil 33.1: 1/(2* sinh z) fonksiyonu 0'da analitik degildir; sinh z'nin diger sifirlar1 nmi (n # 0) noktalaridir
ve orijine en yakinlar1 +ni'dir. Bu yiizden Laurent acilimi, merkezi digarida birakan 0 < |z| < 7t delinmig
diskinde gegerlidir.

Maclaurin a¢ilimiyla sinh z = z 4 3—3, + g—? + --- oldugundan

11 1
z2sinhz 23 1+§_T+25_‘!‘+...

Parantez icindeki boliimii seri bélmesiyle agalim: 1’i, paydadaki seriye bélmek
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1 1, 1 1],
it TET ATl O

T S
=1-5* 350"

; sl 1 103 _ 7
Ven?f (| z | < ). Katsay1 kontrolii: 56~ 120 = 360 — 360°
1/2? ile carpilirsa aranan Laurent serisi ¢ikar:

1 _ 1 11+7—|- 0<|z|<m)
22sinhz 23 6 360Z i m

33.5 Alistirma

Alistirma 33.1 (Seri islemleri Alistirmalari).
a) e +1 5 fonksiyonunun Maclaurin serisini, ; + —— agilimin tiireterek bulunuz.

b) w fonksiyonunun z = 0’da 1 degeriyle tanimlandiginda tam oldugunu gosteriniz.

¢) -z fonksiyonunun 0 < | z | < m halkasindaki Laurent serisinin ilk iki sifirdan farkli terimini
bulunuz.
Coziim.
a) Geometrik seriden baglayalim; w = —22 ile
1 (o)
= —1)n2n <1
T =2 (21<D

Yakinsaklik cemberinin icinde terim terime tiiretme serbesttir. Sol tarafin tiirevi

i( 1 )_ —2z
dz \1+ 22 _(1+z2)2

Sag tarafin tiirevi ise

Iki ifadeyi esitleyip —2 ile bolelim:

z 1 00
m D) Z(—l)" on 21 = Z(_l)nﬂ n 2271

Indisi m = n — 1 ile kaydirirsak agilim daha okunakli olur:

2m+1 _ 3 5
(1—|—z2 z:() m(m+41)z =2z—229432° — (lz]<1)
Tiiretme yakinsaklik yarigapini degistirmediginden gecerlilik bélgesi yine | z | < 1°dir.
b) Hiperbolik siniisiin Maclaurin serisi tim diizlemde gecerlidir:

oo 2n+1 3 Z5

z z
L
e 7;)(2n+1)! TR

Her terimde en az bir z ¢arpani bulundugundan z # 0 igin z’ye bélebiliriz:
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33.5 Alistirma 209

2n 22 24

sinh 2z i T L
2 (2n+1)! 6 ' 120

Sagdaki kuvvet serisi sinh z’nin serisiyle ayni yakinsaklik bolgesine sahiptir, yani tiim diizlemde
yakinsar; bir kuvvet serisinin toplami yakinsaklik ¢emberinin icinde analitik oldugundan bu seri bir
tam fonksiyon tanimlar. Serinin z = 0’daki degeri 1°dir; verilen tanim tam olarak bu degeri segtiginden

smhz
£ = {1 e

fonksiyonu seriyle her yerde cakisir ve tamdir. Baglangictaki tekillik yalnizca goriintisteydi — kaldiri-
labilir bir tekillikti.
c¢) Payda carpimim serilerle yazalim. Siniisiin acilimindan

22 25 22 A
zsinz =z Z—E—I—EO—--- = 2? 1—64—1—20—---

Tersini almak i¢in 2 = 1 + w 4+ w? + -+ acthmuny, kiigiik | z | icin

ile kullanalim:

L. _1+z2+(1 1)4+
1—w 120 % T\36 120)°

Dérdiincii mertebe katsayisi 3603 = 3L tir. 1/22 ile carpalim:

! 1+1+ ’ + - 0<]z|<m)
zsinz 22 6 3602 z m

[k iki sifirdan farkli terim Z% ve %’dlr. Gegerlilik bolgesinin dig yarigap: 7’dir: sin z’nin baslangica en
yakmn sifirlar1 z = 47 noktalaridir. Ayrica agihmda 1/z terimi bulunmadigina dikkat ediniz; baslan-
gictaki rezidi sifirdur.

|

Seriler kismi tamamlandi. Simdi Laurent a¢iliminin en giiclii uygulamasina geciyoruz: negatif kuvvetlerin
ilk katsayis, tek basina bir integral hesaplama makinesidir — ayrik tekil noktalar ve rezidi.
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34.1

34. Ayrik Tekil Noktalar ve Rezidii

Cauchy-Goursat teoremi, analitik fonksiyonlarin kapali gevre integralini sifirliyordu. Peki ¢evrenin i¢inde
tekil noktalar varsa integral ne olur? Yanit sasirtici 6lgtide basittir: her tekil nokta, integrale tek bir
say1yla katk: yapar — o noktadaki rezidii. Bu bélim o say1y1 tanimliyor.

Ayrik Tekil Noktalar

Tanim 34.1 (Ayrik Tekil Nokta). z,, f’nin bir tekil noktas: olsun. f’nin her yerinde analitik oldugu
delinmisg bir

0<|z—2z|<e

komsulugu varsa, z,’a ayrik tekil nokta denir.

Ornek 34.1 (Ayrik Tekil Noktalar).

z+1

&= m e+

fonksiyonunun ti¢ ayrik tekil noktasi vardir: z = 0 ve z = 4. Her birinin, digerlerini disarida birakan
yeterince kiigiik delinmis bir komsulugu bulunabilir.

Ornek 34.2 (Ayrik Olmayan Tekillikler). Iki karsi 6rnek, kavramin siirmi gosterir.

Logaritmanin esas dali. Log z =Inr +i0 (r > 0, —m < © < 7) dali i¢in orijin bir tekil noktadur,
ancak ayrik degildir: orijinin her delinmis e-komsulugu, negatif reel eksen tizerinde fonksiyonun tanimli
bile olmadig1 noktalar icerir. Ayni gozlem log z’nin diger dallar1 i¢in de gecerlidir; dal kesimi boyunca
tekillik bir ¢izgi halindedir.

Im
PR I
e SN 0<zf<e
’ A
4 \
i \
.. 1
dal kesimi i 0 1
~ 1
O T
Log tanmimsiz ‘\ ! Re
1
\ ’
\ ’
S ’
\\ 7’

her ¢ icin kesimin bir parcasi
(koyu) komsulugun icinde kalir

Sekil 34.1: Log zicin tekillik yalniz orijinde degil, negatif reel eksenin tamamindadir (dal kesimi). Orijinin
her delinmis e-komsulugu bu kesimden bir parca igerdiginden, fonksiyonun her yerinde analitik oldugu
bir delinmis disk bulunamaz: 0 tekil ama ayrik degildir.
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fonksiyonunun tekil noktalar1 2 =0 ve z 2% (n=

Sifirlarin yigildigr nokta. f(z) = m
+1,+2,...) noktalaridir. z = 0 digindakilerin hepsi ayriktir; z = 0 ise ayrik degildir, ¢iinkii herhangi
bir £ > 0 i¢in m > 1/e kosulunu saglayan bir m dogal sayisi secilerek 0 < 1/m < ¢ elde edilir — yani

orijinin her delinmis komsulugu bagka tekil noktalar barindirir.

Im

z,=1/n—0

1/2 1 Re

e=03icin 1/4, 1/5, 1/6, ...
hepsi iceride

Sekil 34.2: 1/sin(rn/z) fonksiyonunun tekil noktalar1 0 ve 1/n (n = £1, £2, ...) sayilaridir; 1/n noktalar: orijine
y1gilir. Her bir 1/n ayriktir; ama 0 degildir: € ne kadar kiiciik secilirse secilsin, 0 < |z| < € delinmig diski 1/
m < ¢ kosulunu saglayan sonsuz ¢oklukta tekil nokta igerir.

Bu iinitede, bir C' basit kapali cevresinin iginde sonlu sayida tekil nokta bulunan fonksiyonlarla
calisacagiz. Boyle noktalarin tamami zorunlu olarak ayriktir ve her birinin, tamamen C’nin i¢inde kalan
yeterince kiigiik delinmis komsuluklar: vardir.

1 Sonsuzdaki nokta da ayrik olabilir

f,bir Ry > 0 sayisti¢in R; < | z | < oo domeninde analitikse, z, = co noktasina f’nin bir ayrik
tekil noktas1 denir. Bu kavrami bir sonraki boliimde, integralleri tek bir rezidiiyle hesaplamak igin
kullanacagz.

Rezidii

2, f’nin ayrik bir tekil noktasi olsun; o zaman f’nin bir 0 < | z — 2z, | < R, delinmis diskinde analitik
oldugu bir R, vardir ve Laurent teoremi uygulanir:

by by
z— 2z + (z— zp)?

1) =S an(—z) + o W
n=0

Katsayilarin integral gosteriminde n = 1 alinirsa
1
by =o— [ f(2)dz (2)
c
elde edilir; burada C, delinmis diskte kalan ve z,’1 ¢evreleyen pozitif yonli herhangi bir basit kapali

cevredir.

Tamim 34.2 (Rezidii). (1) agihminda i teriminin katsayist olan b; sayisina, f’nin 2, ayrik tekil
noktasindaki rezidiisii denir:

b, = Rezz:zOf(z)

(2) esitligi tersine okunursa, integral hesabi icin son derece giiclii bir ara¢ dogar:
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34.2 Rezidii 213

/ f(2) dz = 2miRez,_, f(2) (3)
C

@ integral almak yerine katsay1 okumak

(3) formiiliiniin pratik anlami sudur: bir ¢evre integralini hesaplamak yerine, integrandin Laurent
aciliminda tek bir katsayiy1 bulmak yeterlidir. A¢ilimi bulmanin yolu ise tekligin sagladifi serbest-
liktir — bilinen acilimlarda degisken degistirmek cogu zaman en kisa yoldur.

34.3 Coziimli Uygulamalar

Ornek 34.3 (Rezidiiyle Integral). C, pozitif yonlii birim cember | z | = 1 olmak {izere

/ 22 s<nl—> dz
o 2z

integralini hesaplayiniz.

Cozim.
Integrand, z = 0 disinda sonlu diizlemin her yerinde analitiktir; 0 < | z | < oo halkasinda gegerli bir
Laurent serisi vardir. Siniisiin Maclaurin serisinde z yerine 1/2 yazip 2? ile carpalim:

z%(nl-)—z?(l_l 1,11 )_z_l L S
z) T \z 3l 23 5l 55 731z 5l 23

oldugunu gosteriniz.

Cozim.
Ustel fonksiyonun aciliminda z yerine 1/22 yazalm:

1 1 1 1 1 1 1 1 0
epz—2 = +ﬁ;+5;+§z_6+ (0<[2]|<o00)

Yalnizca ¢ift negatif kuvvetler goriiniir; 1/2’nin katsayisi sifirdir, yani z = 0’daki rezidii b; = 0’dir. (3)
formiilii integralin sifir oldugunu verir.

Bu 6rnek 6nemli bir ayrimi vurgular: bir fonksiyonun C’nin icinde ve {izerinde analitik olmasi, integ-
ralin sifir olmasi i¢in yeterlidir ama gerekli degildir. Burada integrand z = 0’da analitik olmadig1
halde integral sifir ¢tkmistir.

|

Ornek 34.5 (Kaydirilmis Merkez). C, pozitif yonlii | 2 — 2 | = 1 gemberi olmak {izere
/ dz
o 2 (z—2)*
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integralini hesaplayiniz.

Coziim.

Integrandin tekil noktalar1 z = 0 ve z = 2dir; yalnizca z = 2 cemberin icindedir. O halde z = 2
merkezli, 0 < | z— 2 | < 2 delinmis diskinde gegerli Laurent acilimu gerekir.

AIm
- = - -
/”’ N\\
, ~
e
’, N |z - 2| =2
,
\
y C:iz-2|=1 N
\
4 \
4 \
4 \
4 \
4 1
! 1
>4 N 1 >
7oy T >
0 2 1 Re
\ 1
(disarida) |, 1
\ /
\ /
\ ’
\ ’
N ’
\
N 0<[z-2[]<2 y
s acitlim burada gecerli 48
~ -
\\~~ —”/

Sekil 34.3: Cevre C yalmiz z = 2 tekil noktasin sarar; acilim bu yiizden 2 merkezlidir. Kesikli cember
diger tekil nokta 0'dan gecer: 0 < |z - 2| < 2 halkasi, Laurent serisinin gecerli oldugu en biiyiik delinmis
disktir ve C onun i¢inde kalir.

Payday1 z = (z — 2) + 2 ile yeniden yazalim:

1 1 1 B 1 1
G2 -2 24G-D) -2 1o (%)
Geometrik acilim ’%| < 1,yani 0 < | z— 2 | < 2 kosuluyla uygulanr:

1 =, (—1)" .
FEEr DY =2

(0<|z—2[<2)
n=0
ﬁ terimi n — 4 = —1, yani n = 3 i¢in dogar; katsayisi
1 (—1)3 1
Rez,_ = =——
P2 o T A 16
Sonug:
/ dz ( ) e
=27 =——
o #(z—2)4 16 8
|
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34.4 Alistirma

Aligtirma 34.1 (Rezidii Aligtirmalar1). C, pozitif yénlii | 2 | = 3 ¢emberi olmak tizere asagidaki
integralleri rezidii yardimiyla hesaplayiniz.

a) fcez;;dz
b) [, o dz
c) fczel/zdz

d) fc z+L 4z (iki tekil nokta icin ayri ayn rezidii bulunuz)

22—2z

Cozim.

Her sikta yontem aymidir: integrandin ¢ember icindeki tekil noktas: etrafinda Laurent a¢ilimi yazilir,
1/(z — #,) teriminin katsayis1 okunur ve 274 ile ¢arpilir.

a) Tek tekil nokta z = 0’dir ve iceridedir. e=* acilimini z2’ye bolelim:

e ? 1 ) +z2 1 1+1
SR N VA [ R
22 22 2! 22z 2

Rezidi, 1/2’nin katsayisidir: b; = —1. Boylece

z

/ €~ dz=2mi(—1) = —2ni
C

b) Tekil nokta z = 1’dir (| 1 | < 3). w = z — 1 yazalim; e * = e~ (**1) = ¢~le~% oldugundan

e * _e”1 1 +w2 __1(1 1+1 )
(z—1)2  w? Y ¢\ w2

Rezidii b; = —e L'dir:

. 1 o
/ e—de = 27ri(——> —k
c(z—1) e e

c) z = 0 esash bir tekil noktadir; agilimi dogrudan yazalim:

1 1 1 1
zell# =z[14+ -+ — +
z

1 1
2122 "33 PN

) = 1
+ ) ZF +22 622

Rezidii b; = %’dir:

1
/ zel*dy =2mi- = = mi
c 2

d) Payday1 carpanlaria ayralim: 22 — 22 = z(z — 2). Iki tekil nokta da (z = 0 ve z = 2) ¢emberin
icindedir.

z = 0 civarinda % carpan: analitiktir; basit kutupta rezidii, bu ¢arpanin noktadaki degeridir (bu
kural tekil nokta tiirleri boliimiinde gerekgelendirilecek; simdilik asagidaki basit kesir ayrisimindan da
okunabilir):

z+1
z

z = 2 civarinda ise carpani analitiktir:

2+1 3
Rer,y = 2312

Integrali hesaplamak i¢in bulunan rezidiiler basit kesir ayrisiminin katsayilaridir:
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216 Boliim 34. Ayrik Tekil Noktalar ve Rezidii

z+1  —1/2 32

z(z—2) z z—2

Her iki terimin integrali de deformasyon ilkesiyle 274 verdiginden

L 1 3 1.3
/C = . 5y 47 = —5 (2mi) + 5 (2mi) = 2m’(—§ + 5) — i

Rezidilerin toplanmasi tesadif degildir; bir sonraki béliimiin teoremi bunu genel kural haline

getirecek.
u

Son aligtirma, bir sonraki adimi isaret ediyor: ¢cevrenin i¢inde birden ¢ok tekil nokta varsa ne olur? Yanit
sadedir ve bu kuramin ta¢ teoremidir — Cauchy rezidii teoremi.
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35.1

35. Cauchy Rezidii Teoremi ve Sonsuzdaki
Rezidii

Bir ¢evrenin icinde birden ¢ok tekil nokta varsa, integral bunlarin katkilarinin toplamidir. Cauchy rezidii
teoremi bu gozlemi kesinlestirir ve kompleks analizin hesap giiciinii zirveye tasir: karmagik integraller,
birkag seri katsayisinin toplamina indirgenir.

Cauchy Rezidii Teoremi

Teorem 35.1 (Cauchy Rezidii Teoremi). C, pozitif yonlii basit kapali bir cevre olsun. Bir f fonksiyonu,
C'’nin igindeki sonlu sayida z;, (k = 1,2, ...,n) tekil noktas: harig, C’nin i¢inde ve iizerinde analitikse

/ f(z)dz =2mi i Rez,_, f(2) (1)
c k=1

ispat.
Her z;, noktasini merkez alan, birbirlerini kesmeyecek ve tamamen C'nin icinde kalacak kadar kiiciik,
pozitif yonlii C,, cemberleri ¢izelim.

Im

f analitik

Sekil 35.1: Ispatin resmi: her tekil noktay: saran kiigiik pozitif yonlii C ¢emberleri C ile birlikte ¢ok
baglantili bir bolgeyi sinirlar; golgeli bolgede f analitiktir. Cauchy-Goursat teoremi fc - 3. Jox = 0 verir, her
kiigiik cember de 27 - Rez katkist yapar.

Bu cemberler, C ile birlikte cok baglantili bir kapali bélgenin sinirini olusturur: C’nin iginde ve her Cy, ’'nin
disinda kalan bolge. f, bu bolgenin tamaminda analitiktir. Cok baglantili domenler icin Cauchy-Goursat
teoremi uygulanr:

k=1

/Cf(z)dz—zn:/c f(z)dz=0
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Her C,, tek bir tekil nokta cevrelediginden rezidii tanimi gegerlidir:
f(2)dz = 2miRez,_, f(2) (k=1,2,...,n)
Cr

Iki ifade birlestirildiginde (1) elde edilir.
|

Ornek 35.1 (Iki Tekil Noktali Integral). C, pozitif yénlii | 2z | = 2 cemberi olmak iizere

/ 5z —2 ds
o 2(z—1)

integralini hesaplayiniz.

Coziim.

Integrandin iki ayrik tekil noktasi z = 0 ve z = 1’dir; ikisi de C’nin igindedir. iki rezidilyii Laurent
acilimlarindan okuyalim.

z = 0’daki rezidii. 0 < | z | < 1 delinmis diskinde, 71~ = 1+ 2 + 22 + -+ agthmyla

5z — 2 52—2 -1 2
= . = - —1—z— 2% ..
z(z—1) z 1—z2 (5 z)( S )

Sag taraftaki carpimda 1/z’nin katsayis, —% ile —1’in carpimindan gelir: B; = 2.
z = 1’dekirezidii. 0 < | z— 1 | < 1 delinmis diskinde, pay ve payda z — 1 cinsinden yazilir:

bz—2  5(z-1)+3 1
2(z—1) z—1 1+(z—1)
_ (5+zil> [1-G-D+GE-12—]

—’in katsayis1 B, = 3’tiir. Teorem geregi

5z — 2 . : .
/Cm dz = 2mi (B + By) = 2mi(2 + 3) = 10mi

Kisa yol. Integrand basit kesirlere ayrilirsa hesap tek satira iner:

5z —2 2 3

z(z—1) z+z—1

% ifadesi 0 < | z | < 1 i¢in zaten bir Laurent serisidir ve rezidiisii 2°dir; % ifadesi de z = 1 civarinda
rezidiisii 3 olan bir Laurent serisidir. Sonug¢ aynidir.
]

Sonsuzdaki Rezidu

Tekil nokta sayis: arttikca teorem hantallagir. Bazen tek bir rezidii hesabiyla kurtulmak miimkiindir —
yeter ki “sonsuzdaki” davranisa bakmayi bilelim.

f, pozitif yonlii basit kapali bir C' ¢evresinin i¢indeki sonlu sayida tekil nokta hari¢ sonlu diizlemde analitik
olsun. R, C gevresi | z | = R, ¢emberinin i¢cinde kalacak kadar biiyiik bir pozitif say1 olsun; o zaman f,
R, < | z | < 0o domeninde analitiktir ve z, = oo, f’nin ayrik bir tekil noktasidur.
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35.2 Sonsuzdaki Rezidii 219

Im

R, <|z| < oo:

fanalitik

Re

negatif yonlii:
oo solda kalir Co:lz| =Ry

Sekil 35.2: C gevresi |z| = R, ¢cemberinin i¢inde kalir; |z] > R, bolgesinde f analitiktir ve co ayrik bir tekil
noktadir. G, saat yoniinde dolasilir ki sonsuzdaki nokta solda kalsin; golgeli bolgede (Cile G, arasinda) f
analitik oldugundan [c = —[c,.

Tamim 35.1 (Sonsuzdaki Rezidii). C,, Ry, > R, olmak tizere negatif yonlii | z | = R, cemberi olsun.
f’nin sonsuzdaki rezidiisii

/ f(2)dz = 2miRez,_ . f(2) (2)
C

0

esitligiyle tanimlanir. Yoniin negatif segilmesi, tipki sonlu diizlemdeki tanimda oldugu gibi, dolasilirken
tekil noktanin — burada sonsuzdaki noktanin — solda kalmasin saglar.

f, C ile Cy arasindaki kapali bolgede analitik oldugundan yolun deformasyonu ilkesi sunu verir:

/Cf(z)dz:/_c f(z)dZZ—/C f(z)dz

Yani (2) tanimiyla
/ f(2)dz = —2miRez,_, f(z) (3)
c
Bu rezidilyii hesaplamak i¢in f’nin R; < | z | < oo halkasindaki Laurent serisini yazalim:

> n 1 f()d
f(z) :nzz_oocnz ) Cp = %/CO zi?&-lz (4)
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220 Boliim 35. Cauchy Rezidii Teoremi ve Sonsuzdaki Rezidii

(4) aciliminda z yerine 1/z yazilip sonug 1/22 ile carpilirsa

1 > ¢, > ¢ 1
EAEDVE-ED I (MR

n=—oo n=—oo

elde edilir. Bu son serideki 1/z katsayisi c_, 'dir; yani

ey =rer o[ 5(2)]

Ote yandan (4)'te n = —1 konursa c_; = 5= [ ¢ f(2) dz yani (2) tanimiyla karsilastinldiginda
—~0

Rez, . f(2) = —Rez._o| (£ )] (5)

z

Teorem 35.2 (Tek Rezidiiyle Integral). Bir f fonksiyonu, pozitif yonlii basit kapali bir C cevresinin
icindeki sonlu sayida tekil nokta hari¢ sonlu diizlemde her yerde analitikse

/Cf(z) dz = 2miRez,_, [%(é)} (6)

ispat.
(3) ve (5) esitlikleri yan yana konur; iki eksi isareti birbirini gotiiriir.
|

@ Ne zaman tercih edilir?

Teorem, integrandin ¢evre icinde ¢ok sayida tekil noktasi oldugunda biiyiik kolaylik saglar: hepsini
tek tek bulmak yerine tek bir rezidii hesaplanir. Bu, aslinda bir muhasebe esitligidir — sonlu diizlem-
deki tiim rezidiilerin toplamu ile sonsuzdaki rezidiiniin toplami sifirdir.

Ornek 35.2 (Ayni1 Integral, Tek Rezidii). Ornek 35.1 integralini sonsuzdaki rezidiiyle yeniden hesap-
layiniz.

Coziim.
f(z) = fé:f) icin

0 < | z | < 1i¢in geometrik agihimla

5— 2z 5 )
— " —([Z_2 1 2.y =2
=2 (z )( +24+25+) Z+3+3z+

1/#’nin katsayisi 5°tir. (6) formiiliiyle

/%dz:%'i (5) = 10mi
e —

Iki rezidii yerine bir tanesi hesaplandi ve sonug Ornek 35.1 ile ayn1 ¢ikt.
]
Ornek 35.3 (Cok Tekil Noktali Integral). C, pozitif yonlii | z | = 2 cemberi olmak iizere

4y —
/—Z > dz
o 2z—1)
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35.2 Sonsuzdaki Rezidii 221

integralini iki yontemle de hesaplayiniz.

Coziim.
Rezidii teoremiyle. Basit kesirlere ayiralim:

4z—5 ) 1

2(z—1) 2z z—1
Rezidiler 5 ve —1; toplam 4 ve integral 8mé’dir.

Sonsuzdaki rezidiiyle.
%@)_1 2-5 452
Az) 2 L1-1) z(1-2)

4 4
:(-—5) (l+z+)==-—14-
z z

1/#’nin katsayis1 4’tiir ve (6) formiilii yine 87 verir.
|

35.3 Alistirma

Alistirma 35.1 (Rezidit Teoremi Aligtirmalar1). C, pozitif yonlii | z | = 3 ¢emberi olmak iizere
asagidaki integralleri hesaplayiniz.

a) fc z?jtg) dz

b) fc ij;f dz (sonsuzdaki rezidiiyii kullaniniz)

dz
) [o =T

Cozim.
a) Integrandin tekil noktalar1 z = 0 ve z = 2'dir; ikisi de | z | = 3 gemberinin i¢indedir. Her ikisi de
basit kutup oldugundan rezidiiler, kalan carpanin o noktadaki degeridir:

3242  3-0+2
_ - — 1
Rez.0 =2~ 0-2

3z+2  3-2+2
. = :4
RezZ72z(z_2) >

Rezidii teoremi rezidiilerin toplamini ister:

2
/%dzz?wi(l+4)=6m’
e —

b) integrandin tekil noktalar1 z = 0 (esash, e/ yiizinden) ve 1 4 2* = 0 denkleminin kokleridir; bu
koklerin modiilii 1 oldugundan hepsi ¢cemberin i¢indedir.

Acik Matematik - acik-matematik.com 221 CC BY-NC-SA 4.0


https://acik-matematik.com
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.tr

222 Boliim 35. Cauchy Rezidii Teoremi ve Sonsuzdaki Rezidii

AIm

dort tekil nokta da
C'nin i¢inde

Sekil 35.3: zZ’e/%(1 + 2°) integrandinin dort tekil noktasi: 1 + z* = 0 denkleminin birim ¢ember tizerindeki
ii¢ kokii ve orijindeki esasl tekillik. Hepsi |z| = 3 cemberinin i¢ginde oldugundan dort rezidii yerine tek
bir rezidii — sonsuzdaki rezidii — yeter.

Dort noktada da rezidii hesaplamak yerine sonsuzdaki rezidii formiling kullanalim: f,

bolgesinde analitik oldugundan
/ f(2) dz = 27miRez,_ [%(jl)]
c 2Nz

Once f(1/z) ifadesini sadelestirelim:

z|>3

1
z

R
1+ L B+l

23

A =wiem

Baslangi¢ civarindaki a¢ilimi yazalim; 14—% =1— 2%+ oldugundan

Buna 1/2? carpanini ekleyelim:

e? 22 3 22
1+23: 1+z+?—|—-~- (1—z +-'~)=1+z+?—|—-~-

22’ye bolersek
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35.3 Alistirma

Rezidi 1°dir. Sonug:

3.1/z
/ fe—3dz:2m'-1:2m'
cl+=z
c) Tekil noktalar z = 0 (ii¢iincii mertebeden kutup) ve z = —4’tiir; ikincisi gemberin digindadur, dolay:-
L carpanmi baslangic civarinda acalim:

styla yalnizca baslangic katk: yapar. 15

1 1 1 1 z 22
— . =124+ ..
z+4 4 l—f—fl 4 4 16

23’e bolelim:
_r ottt
2(z+4) 423 1622 64z

Rezidii, 1/2’nin katsayisi olan 61—4’t1'ir:
/ L SR
c 2 (z+4) 64 32

Rezidiiyii bulmak i¢in her seferinde Laurent agilimi yazmak zahmetlidir. Tekil noktalar1 siniflandirarak

cok daha hizli formiller elde edebiliriz: tekil nokta tiirleri.

223 CC BY-NC-SA 4.0
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36.1

36.2
36.2.1

36.2.2

36. Ayrik Tekil Noktalarin Uc Tipi

Bir ayrik tekil noktanin karakterini, Laurent agiliminin negatif kuvvetli kismui belirler ve simiflandir-
manin tamamui tek bir soruya dayanir: bu kisimda sifirdan farkli kag terim var? Yalnmizca ti¢ olasilik vardir —
hic, sonlu sayida (en az bir), sonsuz sayida — ve her biri bir tekillik tipini tanimlar. Siniflandirma yalnizca
bir isimlendirme degildir: kutuplar icin rezidiiyii seri yazmadan veren pratik formiiller elde edecegiz.

Esas Kisim

2, [ nin ayrik bir tekil noktasi olsun; 0 < | z — 2z | < R, delinmis diskinde

D I e 8

Tanim 36.1 (Esas Kisim). (1) aciliminin negatif kuvvetleri iceren

= b b
Z = 1 + 2 + - (2)

z—zo z—zo (z—2y)?

kismina, f’nin z,’daki esas kismui denir.

Siniflandirma

Esas Kisim Bossa: Kaldirilabilir Tekil Nokta
Tanim 36.2 (Kaldirilabilir Tekil Nokta). Esaskisimda hi¢ terim yoksa — yani her b,, katsayisi sifirsa —
2y a kaldirilabilir tekil nokta denir. Bu durumda delinmis diskteki acilim bir kuvvet serisinden ibarettir:

o0

f(z) = Zan(z —20)" = ag + a;(2 — 2) + ay(z — 29)* + - (3)
n=0

(0<|2—2% |<Ry)

Adin gerekgesi: f’ye z,’da f(z,) = a, degeri atanirsa (3) a¢ihmi | z — z, | < R, diskinin tamaminda
gecerli olur; kuvvet serisinin toplami yakinsaklik ¢cemberi i¢inde analitik oldugundan f, z,’da analitik
héle gelir. Tekillik boylece “kaldirilmus” olur. Esas kisimda b, terimi de bulunmadiindan, kaldirilabilir bir
noktadaki rezidii daima sifirdir.

Ornek 36.1 (Kaldirilabilir Tekillik). f(z) = =552 icin orijin kaldirilabilir bir tekil noktadr:

1 1_ z2+z4 z6+ _1 z2+z4
21 4l ¢l ol 4l 6l

(0<|z]<o0)

1) =5

Negatif kuvvetli hicbir terim yoktur. f(0) = 1 degeri atandiginda f tam olur.

Esas Kisim Sonluysa: Kutup
Tanim 36.3 (Kutup). Esas kisim bog degil ama sonluysa — yani
bm#o ve bm+1:bm+2:"‘:0
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olacak bicimde bir m > 1 tam sayis1 varsa — 2,’a m-inci mertebeden kutup denir. A¢ilim bu durumda

o0 b, b
=0 o) Z_Zo (2 —z)™

TL
n

(0<|2—2% |<Ry)

bicimindedir. m = 1 durumunda basit kutup ad1 kullanilir.

Ornek 36.2 (Basit Kutup).

22 -22+3 3 3
_ = — =2 -2
z—2 Z+z—2 +(z )+z—2

(0<|2=2[<o00)

Esas kisim tek terimlidir: z, = 2 bir basit kutuptur ve rezidii b; = 3’tiir.

Ornek 36.3 (Ikinci Mertebeden Kutup).

! : ! (l—zt22— 2+ . 1+1 + -
[E— — 2z 24—z eae _ — — = — 2z
22(1+2) 22 1—(—2) =22 ( ) 22

(0 < | z | < 1) agihminda esas kisim iki terimlidir: orijin ikinci mertebeden bir kutuptur ve

1
Rez, j———=-1
F2z=0 22(1+2)

Ornek 36.4 (Ugiincii Mertebeden Kutup).

sinh z 1 23 5 ST 1 11 z 28
R (T T A

24 z4 315 7 2 31 z 5 17!

< | z | < o0) agihminda en yiiksek negatif kuvvet 3’tiir: orijin tigiincii mertebeden kutuptur ve rezidi
= 1 dir.

(0
B
Esas Kisim Sonsuzsa: Esasli Tekil Nokta

Tanim 36.4 (Esasli Tekil Nokta). Esas kisimda sonsuz sayida sifirdan farkli katsay1 varsa, z,’a esash
tekil nokta denir.

Ornek 36.5 (Esash Tekillik).

< 1 1 1 1 1 1
1/z — i Bt T H
€ _;n! z”_1+1! z+2! z2+ (0<]z]<o0)

Esas kisimda sonsuz terim vardir: orijin esasl bir tekil noktadir ve rezidii b; = 1’dir.

1 Picard teoremi

Esasli tekil noktalar, fonksiyonun davranigsinin en vahsi hale geldigi yerlerdir. Picard teoremi bunu
carpici bigimde ifade eder: bir fonksiyon, esasl tekil noktasinin her komgulugunda, olasi bir istisna
disinda her sonlu degeri sonsuz kez alir. Bir sonraki boliimde bu ti¢ tipin limit davraniglarinm
karsilagtiracagiz.
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36.2 Siiflandirma 227

36.2.4 Bir Bakista

esas kisim (n < 0) analitik kisim
[
I
1

kaldirilabilir e ® ®
:
b, # 0, sonrast yok :
I

m = 2 kutup o e ' o [ ) ()
I
|
l
I

esash ... ® ® () () e o ® ®
|
I
I
l

-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2

kuvvet: (z - z,)"

Sekil 36.1: Ug tekillik tipi, tek bakista: her satir bir Laurent agilimidir, dolu noktalar sifirdan farkl katsa-
yilar1 gosterir. Fark yalnizca esas kisimdaki (negatif kuvvetli) terim sayisindadir: hi¢ yoksa kaldirilabilir,
sonluysa kutup, sonsuzsa esasl tekil nokta.

Esas kisimdaki terim sayis1 Tekilligin tipi Ayirt edici 6zellik

hic kaldirilabilir f(zy) = ay ataninca f analitik
olur; rezidi 0

sonlu — sonuncusu b,,, # 0 m-inci mertebeden kutup z— zyiken| f(z) | = o0

sonsuz esashi limit yoktur; davranis vahsidir
(Picard)

Ugiincii siitundaki davramslardan kutuptaki | f(z) | — oo ile esash tekillikteki Casorati-Weierstrass
teoremi bir sonraki boliimde kanitlanacak, Picard teoremi ise kanitsiz aktarilacaktir. Sitniflandirmanin
kendisi yalnizca katsay1 saymaya dayanir.

36.3 Kutuplarda Rezidii

Kutup mertebesini ve rezidiiyi bulmanin temel yolu uygun Laurent serisini yazmaktir; ama ¢ogu zaman
su teorem c¢ok daha hizlidir.

Teorem 36.1 (Kutup Karakterizasyonu ve Rezidii Formiilii). Bir f fonksiyonunun ayrik tekil noktas:
2y, M-inci mertebeden bir kutuptur ancak ve ancak f(z)

f(z) = 2 (5)

(2 —2)™
biciminde yazulabiliyorsa; burada ¢, z, da analitik ve p(z,) #+ 0°diwr. Ayrica
m=1= Rezz:zof(z) = (p(z()) (6)

()D(m_l)(zo) (7)

m>2=>Rez,_, f(z)= (m—1)!

ispat.
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228 Béliim 36. Ayrik Tekil Noktalarin Ug Tipi

(=) f, (5) biciminde olsun. @, z, da analitik oldugundan bir | z — 2z | < € komsulugunda Taylor serisine

sahiptir:
(% (m=1) (4
p(2) = plan) + £ = 29) 4 e Em o sy
% L(m)(5
+ Z ? n(' 0)(z—z0)"

n=m
(5) 'te yerine konursa, 0 < | z — 2z | < € i¢in

_ ©(2) " 90/(%)/11 +_“+Sﬁ(m_l)(zo)/(m—l)!
(2= 29)™ (2 —29)™! zZ— 2

3 "™ (2) nm
+ L n' - (Z - ZO)

f(2)

Bu bir Laurent serisidir; p(zy) # 0 oldugundan esas kisim tam olarak m terimlidir, yani z, gercekten
m-inci mertebeden bir kutuptur. 1/(z — z,) teriminin katsayist da rezidiiyii verir ve (6)—(7) formiilleri
okunur.

(=) zy, m-inci mertebeden bir kutup olsun; (4) agilimi gecerlidir (b,,, # 0).

<p(z) _ {(Z - zo)mf(z), z# 20

b, z =z

tanimlayalim. (4) ile carpim agildiginda
oo
@(2) = by b1 (2= 29) + A by (2= 29)" " + Z a, (2 —29)™*"
n=0

elde edilir; sag taraf | z — z, | < R, diskinde yakinsayan bir kuvvet serisidir, dolayisiyla ¢ orada —
ozellikle z, 'da — analitiktir ve ¢(zy) = b,,, # 0°dir. Bu da (5) gésterimidir.
u

36.4 Coziimli Uygulamalar

Ornek 36.6 (Basit Kutupta Rezidii). f(z) = ZZ2++19 fonksiyonunun tekil noktalarimi ve rezidiilerini
bulunuz.

Cozim.
22 + 9 = (2 — 3i)(z + 3i) oldugundan tekil noktalar z = +34’dir. z = 3i icin

z+1
z+ 3

foy =25 )=

z—3i’
¢, z = 3i’de analitik ve ¢(3¢) # 0 oldugundan bu bir basit kutuptur; (6) ile
3i+41 3i+1 —i 3—i

1= e = =g 6i  —i 6
Benzer hesapla z = —3i noktasi1 da basit kutuptur ve rezidiisit B, = %’dlr.
|

Ornek 36.7 (Uciincit Mertebeden Kutupta Rezidii). f(z) = (ZSL% fonksiyonunun z = i’deki kutup

z—1)
mertebesini ve rezidiisiinii bulunuz.

Cozim.

©(2) = 23 + 22 tamdir ve (i) = i3 + 2i = —i + 2i = i # 0’dir; demek ki z = 4, iigiincii mertebeden
bir kutuptur. (7) formiiliiyle (m = 3):
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36.4 Coziimli Uygulamalar 229

" 6
¢"(z) =6z = B = ('0251) = EZ =3
]
Ornek 36.8 (Cok Degerli Fonksiyonun Daliyla).
1 3
f(z):%, logz=Inr+10 (r>0,0<6<2m)
dali i¢in z = ¢ tekilligindeki rezidiiyti bulunuz.
_-Alm
- .
.’ A
5 \
: i X | ¢ burada analitik
]
1 y
\ 7
N — '
RS Iy 0 = /2
log i = in/2
dal kesimi Re
(0=0ve0=2r)
-i X

Sekil 36.2: Secilen dalin kesimi pozitif reel eksendedir; z = i ondan uzak oldugu icin ¢(z) = (log 2)*/(z +
i) orada analitiktir ve kutup basittir. Bu dalda i'nin acis1 kesimden saat y6niiniin tersine 6l¢iilen 7r/2'dir,
yani log i = int/2.

Cozim.

(log z)*

_p(2) _
f(z) = p(z) = i

. .3 3 3
(i) = (logi)? _ (In1+:%) _ (i%) _—iF o 40
21 21 21 24 16
. . 3o 35
Basit kutuptur; rezidi B = T dir.
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Formiilii yanlis yerde kullanmayin

f(z) = Sigﬂ’z icin “p(z) =sinhz, m =4” yazip (7) formiiliinii uygulamak yanlgtir: formiiliin
gecerliligi ¢(z,) # 0 kosuluna bagldir, oysa sinh 0 = 0’dwr. Dogru yol, Ornek 36.4 hesabindaki gibi
birkag¢ Laurent terimi yazmaktir; orada kutbun aslinda tigiincii mertebeden oldugu ve rezidiiniin 1/6
ciktig1 gorilmiistii.
Ornek 36.9 (Seriyle Teoremin Birlestirilmesi). f(z) = m fonksiyonunun z = 0’daki kutup
mertebesini ve rezidiisiinii bulunuz.

Coziim.
z(e# — 1) tamdir ve sifirlar1 z = 2nmi noktalaridir; orijin f’nin ayrik tekil noktasidir. Maclaurin seri-
siyle
R z 22 23 5 z 22
z (e —l)zz(ﬁ-i-a-i-g-l-m =z 1+§+§+“-
Boylece
p(2) 1
f@) == (&)= —F—F—
22 1+ 2+ 2_2' 4

¢, orijinin bir komsulugunda analitiktir (payda orada sifirlanmaz) ve p(0) = 1 # 0’dir: z = 0 ikinci
mertebeden bir kutuptur. (7) formiiliiyle B = ¢’(0):

(A2
(2!+3!2+ )2:>§0/<0):_1
(1+&+5+)

¢ (2) =

Yani Rez,_ f(2) = —3.
|

Alistirma

Alistirma 36.1 (Siiflandirma Alistirmalari). Asagidaki fonksiyonlarin belirtilen noktalardaki tekil-
lik tipini belirleyiniz ve rezidiiyt hesaplayimiz.
a) ﬁi z=-—1

b) 17;%Shz,Z=0
c) %,z: 1

d) ze{é), z=0
Cozim.
a) Fonksiyonu % bi¢iminde yazalim:
2 2

1+z:zf(71)7 plz) =2

©, z = —1’de analitik ve ¢(—1) = 1 # 0 oldugundan tekil nokta basit kutuptur (birinci mertebeden).
Basit kutupta rezidii ¢(zy) dur:

22

Zzzfll +z -

Re p(-1)=1

b) Payin Maclaurin a¢ilimiyla baglayalim:
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36.5 Alistirma 231

22 A 22 24
1—coshz:1—(1+§+z+-~- =———— — -

2%’ bolelim:

l—coshz_ 1 z
23 T2z 24

Negatif kuvvetli kisimda yalnizca 1/ terimi vardir; payda 2° olmasina ragmen tekillik birinci merte-
beden kutuptur (payin cift katl sifir1 payda mertebesini iki diigiiriir). Rezidi:

1 —coshz _ 1

Rez,_, p 5

z

c¢) Fonksiyon (;p_(i;2 bicimindedir; ¢(2) = e?* analitik ve ¢(1) = e # 0 oldugundan z = 1 ikinci

mertebeden kutuptur. m = 2 i¢in rezidii formiilii ¢’ (z,)’dir:

622

' (2) = 2% = Rezzzlm = ¢'(1) = 2¢2

d) Agilimi yazalim:

:(1) (1+1+ Lt +) N TR S S
e = —_ —_— —_— cee — [ EE— cae
i pz_ z z 2122 3123 z 2z 622

Negatif kuvvetli kisim sonsuz ¢ok terim icerdiginden z = 0 bir esash tekil noktadir. Rezidii yine
1/#’nin katsay1sidur:

1/z:1

Rez,_gze

Kutuplar1 saptamanin bir yolu daha vardir ve genellikle en kullaniglisidir: paydanin sifirlarina bakmak.
Sifirlarla kutuplar arasindaki bu kesin iligki sifirlar ve kutuplar bélimiintin konusudur.
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37.1

37. Sifirlar ve Kutuplar

Bir bolimin kutuplari, paydanin sifirlarindan dogar. Bu boliimde 6nce sifirlarin yapisini inceleyecek,
sonra “m-inci mertebeden sifir = m-inci mertebeden kutup” kopriisinii kuracagiz. Sonunda basit
kutuplar i¢in, hesabi tek bir tiirev almaya indiren zarif bir formiil elde edecegiz.

Analitik Fonksiyonlarin Sifirlar:

Tanmim 37.1 (m-inci Mertebeden Sifir). f, z,’da analitik olsun. Bir m dogal sayisi icin f(z,) =
f'(zg) == fmV(z,) =0 ve f™(z,) # 0 ise, f'nin z,’da m-inci mertebeden bir sifir1 vardir
denir.

Teorem 37.1 (Sifirlarin Karakterizasyonu). f, 2, ’da analitik olsun. f’nin z, ’da m-inci mertebeden bir
sifirt vardir ancak ve ancak z, da analitik ve sifirdan farkl bir g fonksiyonu icin

f(2) = (z—20)" 9(2) (1)
yazilabiliyorsa.

ispat.
(=) (1) saglansin. g, z, 'da analitik oldugundan bir| z — zy | < € komsulugunda Taylor serisine sahiptir;
(1) ’de yerine konursa

£(2) = gz} — ) + L o e 4 S50)

Z,
A

Bu, f icin bir Taylor agilimidir; tekliginden katsayilar okunur:

f(20) = f'(z) == f<m*1)(z0) =0, f(m)(zo) =mlg(z) #0

(=) f’nin z,’da m-inci mertebeden sifir1 olsun. Taylor agiliminin ilk m katsayisi sifirdir:

S0 pln)(y, (m)( (m+1)(,
R S L E e R

n m! (m+1)!

Késeli parantez icindeki kuvvet serisi | z — zy | < €’da yakinsadigindan toplami orada analitiktir; bu
toplami g(z) olarak adlandirirsak (1) elde edilir ve

f(m)(zo)

m!

9(zp) = #0

Ornek 37.1 (Polinomun Sifir1). f(z) = 23 — 8 = (2 — 2)(2% + 2z + 4) polinomunun z, = 2’de birin-
ci mertebeden bir sifir1 vardir: (1) gosteriminde g(z) = 2% + 2z + 4 tamdir ve g(2) = 12 # 0’dir. Aynt
sonug tiirevlerden de okunur: f(2) = 0ve f'(2) =12 # 0.

Ornek 37.2 (Ikinci Mertebeden Sifir). f(z) =z ( e —1 ) tam fonksiyonunun z, = 0’da ikinci mer-
tebeden bir sifir1 vardir:

f0)=0,  f(0)=0, f(0)=2#0
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234 Boliim 37. Sifirlar ve Kutuplar

(1) gosteriminde f(z) = (z — 0)%g(2) olur; burada

e*—1 P 7& 0
= z
9(2) {17 Jap

tam fonksiyonudur (kuvvet serileriyle islemler bélimiinde tamlig1 gosterilmisgti).

37.2 Sifirlar Ayriktir

Teorem 37.2 (Sifirlarin Ayrikhig1). f, 2z, 'da analitik ve f(z,) = 0 olsun. f, z, in hi¢bir komsulugunda
ozdes olarak sifir degilse, z, in delinmis bir0 < | z — z, | < € komsulugunda f(z) # 0’dw.

ispat.
f'nin z,’daki tirevlerinin timii sifir olsaydi, Taylor katsayiarimn timi sifir olurdu ve f, z,’in bir
komsulugunda 6zdes sifir olurdu — hipoteze aykiri. Demek ki sonlu bir m mertebesi vardir ve Teorem 37.1
geregi

f(2)=(z=20)"9(2),  9(%)#0

g, % da analitik oldugundan siireklidir; sifirdan uzak kalma ézelligiyle g(z) # 0 olan bir | z — z, | <
€ komsulugu vardir. Bu komsulukta (z — zy)™ carpant da yalniz z, ’da sifirlanir; sonug olarak delinmis
komsulukta f(z) # 0’dir.

n

Bu teorem, tek turlii belirlenme boliimiinde 6diing aldigimiz “yerel gercegi” gerekgelendirir ve su gigli
sonucu verir:

Teorem 37.3 (Bir Dogru Parcasinda Sifirlanmak). f, z,’in bir N, komsulugunda analitik olsun. z,’1

iceren bir D domeninin ya da bir L dogru parcasimin her noktasinda f(z) = 0 ise, f tiim N, boyunca ozdes
olarak sifirdr.
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37.2 Sifirlar Ayriktir 235

Taylor katsayilar: sifir
= tiim N,da f= 0

e L

Sekil 37.1: Iki adimli yayilma:f, z,'dan gecen L parcasinda sifirsa sifirlarin ayrikligi geregi kiigiik N diskinin
tamaminda sifirdir; o zaman z,'daki biitiin tiirevler, dolayisiyla tim Taylor katsayilary sifirdir ve seri f'yi
biiyiik N, diskinin tamaminda temsil ettiginden orada da f = 0 olur.

ispat.
Aksi halde Teorem 37.2 geregi z,, 'in, her yerinde f(z) # 0 olan delinmis bir komsulugu bulunurdu; bu ise

D (ya da L) iizerinde f’nin sifirlanmasiyla celisir. Demek ki f, z,’in bir N komsulugunda 6zdes sifirdir.
O zaman Taylor katsayilarinin tiimii

(n)
a, = f (Zo) -0
n!

olur ve seri N, in tamaminda f’yi temsil ettifinden f = 0°dir
|

37.3 Sifirlardan Kutuplara

Teorem 37.4 (Sifirlar Kutup Uretir). p ve q fonksiyonlar z, da analitik olsun. p(z,) # 0 ve ¢’nun 2, da

m-inci mertebeden bir sifiri varsa, % boliimiiniin 2, da m-inci mertebeden bir kutbu vardr.

ispat.
q’nun z, da sifirt oldugundan Teorem 37.2 geregi z, in delinmis bir komsulugunda q(z) # 0°dir; yani z,,
boliimiin ayrik tekil noktasidir. Teorem 37.1 ise

q(2) = (z—2)"g(2),  g(z0) # 0

verir. Boylece

=) ®
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©, 2o da analitik ve ¢(z,) # 0 oldugundan kutup karakterizasyonu geregi z,, m-inci mertebeden bir
kutuptur.
|

Ornek 37.3 (Ikinci Mertebeden Kutup). p(z) = 1 ve g(z) = z(e* — 1) alalim. Ornek 37.2'de ¢’'nun
orijinde ikinci mertebeden sifir1 oldugu gorilmiistii; Teorem 37.4 geregi

_
z(ez—l)

fonksiyonunun orijinde ikinci mertebeden bir kutbu vardir. Onceki béliimde ayni sonuca seri hesabryla
ulagmigtik.

Basit Kutuplar I¢cin Rezidii Formiilii

Teorem 37.5 (p/q' Formiilii). p ve g, 2, da analitik olsun. Eger
p(z0) #0,  q(z) =0,  ¢'(z) #0

ise 2, % boliimiiniin bir basit kutbudur ve
Rezz:z p(z) — p/(ZO) (3)
°q(z) (%)
ispat.

Kosullar, ¢’nun z,’da m = 1 mertebeden sifiri oldugunu séyler; Teorem 37.4 geregi z, bir basit kutuptur.
Teorem 37.1 ile

9(2) = (2= %) 9(2),  9(z) #0 (4)

(2) gosterimim = 1 icin p(z) = ’;% verir ve basit kutup rezidii formiilii uygulanir:

]LZ; = p(2g) =

Rez
q(z

z=2zq

Son olarak (4) tiiretilip z = z, konursa ¢’ (zy) = g(zy) ¢ikar; yerine yazildiginda (3) elde edilir.
|

© Neden bu kadar pratik?

(3) formiilii, payday1 carpanlara ayirmay1 ya da Laurent serisi yazmayi gereksiz kilar: payda bir kez
tiiretilir, hepsi bu. Ozellikle sin z, cos 2, €* — 1 gibi transandant paydalarda — carpanlara ayirmanin
miimkiin olmadig1 durumlarda — tek pratik yol budur.

Coziimlii Uygulamalar

Ornek 37.4 (Kotanjantin Tiim Rezidiileri). f(z) = cotz = 2= fonksiyonunun tekil noktalarini ve
rezidiilerini bulunuz.

Cozim.
Tekil noktalar, paydanin sifirlaridir: z = nw (n = 0, +£1, £2, ...). p(z) = cos z ve ¢(z) = sin z i¢in

pnm) = (—1)" £0,  qnm) =0,  ¢'(nm) = cosnm = (—1)" 40

Her biri basit kutuptur ve (3) formiiliyle
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37.5 Coziimli Uygulamalar 237

_ plnm) (=D _
"oq(nm) (F1)
Sonsuz ¢oklukta tekil noktanin rezidiisii tek hamlede bulundu.
|

Ornek 37.5 (tanh z / z2 Rezidiisii). f(z2) = ta:# = Zsi;‘fsﬁz fonksiyonunun z = % noktasindaki rezi-
distinii bulunuz.

Cozim.
z = i /2 noktasi cosh z’nin bir sifiridir. p(z) = sinh 2 ve ¢(z) = 22 cosh z alalm:

(];;—Z) :sinh%:isingzi#o

i)

(

) =0, q'(z) = 2z cosh z + 2% sinh 2

. ) . 2
() () -

(Ilk terim cosh(7i/2) = 0 oldugu icin diistii.) Basit kutuptur ve

p(mi/2) i 4

Tem2) T 2w

Ornek 37.6 (Dordiincii Dereceden Paydada). f(z) = -7 fonksiyonunun z, = V2e ™t =1+
noktasindaki rezidiisiinii bulunuz.
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238 Boliim 37. Sifirlar ve Kutuplar

Im

-1+1i Zo=1+1
X =J2.ein/4
Re
X X
-1-1 1-1
lz] = V2

Sekil 37.2: z* + 4 = 0 denkleminin dort kdkil |2| = V2 gemberi iizerinde 90° araliklarla dizilir; hepsi z/(z* +
4) i¢in basit kutuptur. z, = 1 + i bunlardan agis1 7t/4 olanidir; digerleri i ile carpilarak (90° dénduriilerek)
elde edilir.

Coziim.
2o, 2% + 4 polinomunun bir sifiridir. p(z) = 2 ve q(z) = z* + 4 igin

p(29) = 29 # 0, q(2) =0, q'(29) = 4z8’ #0

Basit kutuptur ve

1 1 1

07 422 422 414402 & 8
Kutup karakterizasyon teoremiyle de bulunabilirdi, ama ¢ fonksiyonunu kurmak icin payday: dort

lineer ¢arpana ayirmak gerekirdi — bu yol ¢ok daha kisadir.
]

Yiiksek mertebeler i¢in formiil yok
(3) formiilii yalnizca basit kutuplar icindir. Daha yiiksek mertebeler i¢in benzer formiiller yazila-

bilir, ancak uzundurlar ve pratikte kullanish degildirler; o durumlarda kutup karakterizasyon teoremi
veya dogrudan Laurent acilim tercih edilir.

37.6 Alistirma

Alistirma 37.1 (Sifir ve Kutup Alistirmalari).
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37.6 Alistirma 239

a)
b)
©)
d)

z
sin z

fonksiyonunun z = 0’daki tekilliginin kaldirilabilir oldugunu gésteriniz.

z

7252 fonksiyonunun z = 7i’deki rezidiisiing (3) formiilityle hesaplaymuz.
1
Ccos z
S1/4
z+1

fonksiyonunun tekil noktalarini ve her birindeki rezidiiyii bulunuz.

(7>0,0<6 <27 )daliicin 2 = —1'deki rezidilyii hesaplaymz.

Cozim.
a) Payda sin 2’nin z = 0’daki sifir1 basittir: sin 0 = 0 ama cos 0 = 1 # 0’dir. Pay olan z fonksiyonunun
da z = 0’da basit sifir1 vardir. Ayn1 mertebeden iki sifir bolimde birbirini gétiiriir; bunu agilimla
gorelim:

z z

. - 3 - 2

sin z 2 _z2Z .
z—%+ & T

Sag taraf z = 0’da tanuml ve analitiktir; limit sonludur:

z

lim =1

2—0 sin z
Sonlu limit, tekilligin kaldirilabilir oldugunu séyler: f(0) = 1 tanimlanirsa fonksiyon | z | < 7
diskinde analitik olur.
b) Payday1 q(2) = 2% + 72 yazalim. q(i) = —7% + 7% = 0 ve ¢/ (i) = 2mi # 0 oldugundan z = 7i,
paydanin basit sifiridir; pay p(z) = e? orada sifirdan farklidir. Basit kutuplar i¢in p/q’ formiilii uygu-
lanir:

Rez,_; e = p(m") = 67"‘. = ;1
224+72  ¢(mi) 2w 2mi
Sonucu sadelestirelim; % = —i oldugundan
—1 -1 1 —1 . )
il i

c) Tekil noktalar paydanin sifirlaridir. Kompleks kosiniisiin sifirlari reel eksendekilerle aynidir:
cosz:Oc)z:g+n7r (n=0,41,42,...)

Bu noktalarda ¢’ (z) = — sin z degeri sifirdan farklidir (sin ile cos ortak sifira sahip olamaz), dolayisiyla

hepsi basit kutuptur. p = 1 ile

1 1
ReZ _ 7 =
T2 eosz —sin( + nm)

Payda degerini hesaplayalim: sin(5 + nm) = cos(nm) = (—1)™. Boylece

Rez = = (—1)*!

Rezidiiler ardigik kutuplarda isaret degistirir: z = 7/2’de —1, z = 37/2’de +1, z = 57 /2’de —1, ...

d) Verilen dalda z'/4 = {/re¥/* (0 < § < 2) fonksiyonu, z = —1 noktasiun bir komsulugunda
analitiktir (kesim pozitif reel eksendedir, —1 oradan uzaktir). Fonksiyon ffl) bicimindedir ve ¢(z) =
2'/% oldugundan z = —1 basit kutuptur; rezidii (—1)’dir.

Acik Matematik - acik-matematik.com 239 CC BY-NC-SA 4.0


https://acik-matematik.com
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.tr

240 Boliim 37. Sifirlar ve Kutuplar

A
2"* burada analitik m
(P(_l) _ eiT[/4
O0=mxn
, . N /
4 \
0/4 = /4
ll N } \ T [
\ 7N ] .. >
\ /’ dal kesimi Re
\\\ R4 (60 =0ve 2r)
z=-1

Sekil 37.3: Kesim pozitif reel eksende oldugundan z = —1'in agis1 bu dalda 0 = n'dir (kesimden saat
yoniiniin tersine yarim tur); -7 secilemez. Dal z = -1 civarinda analitiktir, rezidi ¢(-1) = e™* = (1 + i)/
V2 degeridir (sekilde aymi diizlemde gésterilmistir).

z = —1 i¢in secilen dalda r = 1 ve 8 = 7’dir:

) 1+

o(—1) = V1ei™/4 = cos% + isin% = j;

Dalin se¢imi sonucu degistirir: # arahig1 27 < 6 < 47 olan dalda 6 = 37 alur ve rezidii €?3™/* olurdu.
]

Ug tekillik tipini tanidik ve rezidiileri hesaplamay1 6grendik. Smiflandirmay1 tamamlamak icin son bir

soru kaliyor: fonksiyon, her tip tekil noktaya yaklasirken nasil davranir? Tekil noktalarda davranis.
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38.1

38.2

38. Tekil Noktalarin Civarinda Davranis

Ug tekillik tipini Laurent acilimina bakarak ayirt etmistik. Ayni ayrim, fonksiyonun tekil noktaya yakla-
sirken nasil davrandigina bakilarak da yapilabilir — ve bu ikinci bakis, tiplerin karakterini cok daha canli
gosterir: kutupta modiil diizenli bicimde patlar, kaldirilabilir tekillikte hicbir sey olmaz, esash tekillikte
ise fonksiyon adeta ¢ildirir.

Kutupta: Modiil Sonsuza Gider

Teorem 38.1 (Kutupta Limit). z,, bir f fonksiyonunun kutbuysa
lim f(z) = o0 (1)

z—zg

ispat.
2o, m-inci mertebeden bir kutup olsun. Kutup karakterizasyonu geregi
__»(®)

yazuabilir; burada @, 2, da analitik ve p(z,) # 0’dwr. O halde

(z o zo)m B hmzﬁzo (Z— Zo)m _ 0

BT T AR e dm, e oz

Sonsuz iceren limitler teoremi geregi bu, tam olarak (1) demektir.
|

Kutup, tekilligin en “uysal” bi¢imidir: fonksiyon her yénden sonsuza gider ve gidis hizi, kutup mertebe-
siyle belirlenir.

Kaldirilabilir Tekillikte: Sinirlilik

Teorem 38.2 (Kaldirilabilir Tekillikte Sinirlihik). 2, bir f fonksiyonunun kaldirilabilir tekil nokta-
stysa, f bu noktanin delinmis bir0 < | z — zy | < € komsulugunda analitik ve stnurlidur.

ispat.

fve z, ’da uygun deger atandiginda (f (zy) = ag) fonksiyon bir| z — z, | < R, diskinde analitik olur. O
hélde € < R., olmak iizere kapali | z — z, | < € diskinde siireklidir; kapali sinirl bolgede siirekli fonksi-
yonun modiilii sinirli oldugundan f bu diskte, dolayisiyla delinmis komsulukta sinirlidir.

|

Bunun tersi de dogrudur ve bir Riemann teoremidir:

Teorem 38.3 (Riemann Lemmas1). f, bir z;, noktasinin delinmis 0 < | z — 2z | < € komsulugunda
analitik ve sinarly olsun. f, 2, ’da analitik degilse, orada kaldirilabilir bir tekillige sahiptir.

ispat.
f. 2y ’da analitik olmadigindan z, ayrik bir tekil noktadir ve delinmis komsulukta bir Laurent temsili
vardir:
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38.3

242

Boliim 38. Tekil Noktalarin Civarinda Davranig

(e}
n(z— 2 "+Z

n=0 n=1 Z o zO
C, p < € olmak iizere pozitif yonlii | z — z, | = p cemberi olsun. Laurent katsay: formiilii
1 d
b, = — ij (n=1,2,..)
2mi J o (2 — 2p)

verir. Stmirhilik hipotezi,0 < | z — 2z | < € iken| f(z) | < M olacak bir M > 0 sabitinin varligini séyler.

ML esitsizligiyle

1 M
|bn|§g'm'2ﬂﬂ=Mpn (n=12,.)

b,, katsayilari sabittir; p ise istendigi kadar kiigiik segilebilir. Sag taraf sifira gittiginden biitiin b,, katsa-

yilar sifir olmak zorundadur: (2) agiliminin esas kismi yoktur, yani z, kaldirilabilir bir tekilliktir.
|

Esasli Tekillikte: Casorati-Weierstrass

Esasli tekil noktalarda ne limit sonsuza gider ne de fonksiyon sinirli kalir. Gercekte olan ¢ok daha carpi-

cidir:

Teorem 38.4 (Casorati-Weierstrass Teoremi).
herhangi bir kompleks say: olsun. O zaman her e > 0 i¢in

| f(2) —wp | <e

2o, bir f fonksiyonunun esash tekil noktasi ve w,

esitsizligi, z, 1n her delinmis 0 < | z — z, | < § komsulugundaki bir z noktasinda saglanur.

z-diizlemi
Im

w-diizlemi
Im

(4)

Re

Sekil 38.1: Casorati-Weierstrass: w, ve € ne olursa olsun, z,'in her delinmis 5-komsulugunda goriintiisii w,'in
e-diskine diisen bir z vardir. § kiigiildiikge sol disk daralir ama sagdaki hedefe diisen bir nokta hep bulunur;
esash tekillik civarinda degerler diizlemin her yerinde yogundur.

I spat.
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38.3 Esasli Tekillikte: Casorati-Weierstrass 243

Olmayana ergi kuralim. z, ayrik tekil nokta oldugundan f’nin analitik oldugu delinmis bir 0 < | z —
2o | < 0 komsulugu vardir; (4) kosulunun bu komsuluktaki hi¢bir noktada saglanmadigini varsayalim.
O halde

0<|z—2 [<d=| f(z) —wy | >¢

Bu durumda

1
g(z) = ——— 0<|z—2y| <0 5
fonksiyonu kendi tanim domeninde analitiktir ve | g(z) | < 1/e ile ssmirhidwr. Teorem 38.3 geregi z,, g 'nin
kaldinlabilir tekilligidir; g’yi z, da analitik olacak bicimde tanimlayalim.
Durum 1: g(z,) # 0. (5) ‘ten f’yi cekelim:
— +wy (0<]z—2|<0) (6)
Sag taraf z, da analitiktir; f(z,) = @ + wq tammlandiginda f de z, 'da analitik olur. Bu, z, ’1n esash
degil kaldirilabilir tekillik olmasi demektir — celiski.
Durum 2: g(z,) = 0.9, | z— 2z, | < 6 komsulugunda ézdes sifir olamaz (aksi halde (5) anlamsizlagir);
sifirlarin ayrikligi geregi g nin z, ‘da sonlu bir m mertebeli sifirt vardir. O zaman (6) ifadesi ve sifir-kutup
teoremi, f’nin z,’da m-inci mertebeden bir kutbu oldugunu soyler — yine celiski.

Her iki durumda da z, in esasli tekil nokta olmasiyla ¢eliski dogar; varsayim yanhstir.
|

1 Teoremin sdyledigi

Casorati-Weierstrass teoremi sunu ifade eder: bir fonksiyon, esasl tekil noktasinin her delinmis
komsulugunda, 6nceden verilen herhangi bir sayiya istendigi kadar yakin degerler alir. Daha da giiclii
olan Picard teoremi, fonksiyonun bu komsuluklarda — olas1 bir istisna diginda — her sonlu degeri
gercekten sonsuz kez aldigin soyler.

Ornek 38.1 (e*{1/z}'nin Orijin Civarindaki Vahsiligi). f(z) = e!/? i¢in orijin esasli bir tekil noktadur.
Teoremin 6ngordiigii davranisi somut olarak gérelim: verilen sifirdan farkli bir w, = pe’® sayis1 igin

1
#n = Inp+i(a+ 2nn)

(n=0,1,2,...)

alalim. el/#n = elptila+nm — peic — 4y olur ve n — oo iken z, — 0’dir. Yani e'/?, orijinin her

delinmis komsulugunda sifirdan farkli her degeri sonsuz kez alir; alinamayan tek deger 0°dir — Picard
teoremindeki “olas istisna” tam olarak budur.
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244 Boliim 38. Tekil Noktalarin Civarinda Davranig

Im |z - 1/2] = 1/2 ¢cemberi
R ~
/’ \\
’ ~
4 ~
. ’ N
- - 7/\ \\
i ’ ~ \
’ 4 N\ \
4 \ \
4 ’ \ \
/ 1 \ \
1 1 \
1 A !
i 0 (esash) ! !
! e 1 !
i ] T
! 1) o ! ! Re
\ 1
1
\ Z1 / 1
\ \ / ’
\ / 7
\ AY 4
A \ // 4
~ \ 7 /
R e
~ 4
~ 7’
IS -7 1/
~< - z
~-®zZ e M =w,
her n icin

Sekil 38.2: w, = " ’igin z, = 1/(1 + i1 + 2nm)) noktalar1 |z — 1/2| = 1/2 ¢emberi iizerinde orijine dogru
kosar; her birinde e)”tam olarak w, degerini alir. 5-diski ne kadar kii¢iik olursa olsun sonsuz ¢ogu igeride
kalir: deger her delinmis komsulukta sonsuz kez alinir.

38.4 Ugc Tipin Karsilastirmasi

Tekillik tipi Esas kisim z = % davranisi

Kaldirilabilir terim yok limit vardir ve sonludur; fonksi-
yon sinirhdir

m-inci mertebeden kutup m terim | f(z) | = o0

Esasli sonsuz terim limit yoktur; her degere istendi-
gi kadar yaklasilir

@ Pratik ayirt etme

Bir tekil noktanin tipini saptamak i¢in Laurent serisi yazmak sart degildir: f(z)’nin z — 2 limitine
bakmak ¢ogu zaman yeterlidir. Limit sonluysa kaldirilabilir, sonsuzsa kutup, yoksa esaslidir.

38.5 Alistirma

Aligstirma 38.1 (Davramigs Alistirmalar1). Asagidaki fonksiyonlarin belirtilen noktalardaki tekillik
tipini, limit davranisina bakarak belirleyiniz.

a) £,2=0

1 —
b 2 =1
c) cos % z=0
d) %,2=0
Cozim.
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38.5 Alistirma 245

Olgiit ii¢ durumu birbirinden ayirir: 2 — 2, iken sonlu bir limit varsa tekillik kaldirilabilir, | f | — oo
ise kutup, ikisi de olmuyorsa esaslidir.
a) Siniisiin a¢ilimini 2’ye bolelim:

sin z 1( 23 ) 22
e z__+... :1__+...
z z 6

sin z

Limit sonludur:

im =1

z—=0 Zz

Tekillik kaldirilabilirdir; f(0) = 1 tamimlandiginda fonksiyon tam olur.
b) z — 1 iken payda sifira gider, pay sabit 1’dir:

1

lim (z——l)3

z—1

=0

Tekillik bir kutuptur. Mertebesi, negatif kuvvetlerin en biiytigii olan 3’tiir: fonksiyon zaten (57(33

bi¢imindedir ve ¢ = 1 # 0’dur. Yani uiciincii mertebeden kutup.
c) Iki farkli yaklagimi kargilagtiralim. Reel eksen boyunca z = x — 0 alinirsa

COS —
X

degeri —1 ile 1 arasinda hi¢ durulmadan salinir; limit yoktur. Sanal eksen boyunca z = iy — 0 aliursa,
cos(—i/y) = cosh(1/y) oldugundan

1’ 1
cos —| = cosh— = o
vy Y

Ne sonlu bir limit ne de oo elde edildiginden tekillik esaslidir. (Casorati-Weierstrass teoremi bu
davranigi keskinlegtirir: her delinmis komsulukta degerler tiim diizlemde yogundur.)
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Alm
reel eksen boyunca:
. cos(1/x), -1 ile 1 arasinda
iy —0 o
durmadan salinir; limit yok
4 .
X0 0 0 sanal eksen boyunca:
e O > [cos(1/iy)] = cosh(1/y) — oo
Re
A
yonler uyusmuyor:
' ne sonlu limit ne oo
ty =0 = esasli tekillik

Sekil 38.3: cos(1/z) i¢in orijine iki farkli yonden yaklagma: reel eksen boyunca degerler -1 ile 1 arasinda
salinir, sanal eksen boyunca modiil sonsuza gider. Tek bir limit (sonlu ya da o) olmadigindan tekillik
ne kaldirilabilir ne kutuptur: esashdir.

d) z — 0 iken pay e* — 1, payda 22 — 0’dur:

eZ

z

lim
z—0

=0

Tekillik bir kutuptur. Fonksiyon ‘Pz(f ) bigiminde ve ¢(0) = €° = 1 # 0 oldugundan mertebesi 2'dir:
ikinci mertebeden kutup. Laurent acilimi da ayn seyi sdyler:

Rezidii kuraminin tiim mekanizmasi hazir. Son kisimda bu makineyi ¢alistirtyoruz: reel analizde hesapla-
namayan integraller, kompleks diizlemde birkac rezidiiyle ¢6ziillecek — has olmayan integraller.
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39.1

39. Has Olmayan Integrallerin Hesaplanisi

Rezidii kuraminin en goriniir 6dili sudur: reel analizde ters tiirev bulunamadig i¢in hesaplanamayan
integraller, kompleks diizlemde birka¢ rezidii toplanarak ¢ozilir. Bu bolimde yontemin iskeletini kuru-
yoruz — yarim ¢ember cevresi, ML kestirimi ve rezidii teoremi.

Has Olmayan Integral ve Esas Deger

Kalkiiliisten hatirlayalim: siirekli bir f(z) fonksiyonunun yari-sonsuz araliktaki has olmayan integrali

/Ooof w—égf;o/ fa 1)

limitiyle tanimlanir. Tim eksen tizerinde ise iki bagimsiz limit istenir:

[eS) 0 R,
/ f(z)dz = lim / f(z)dz + lim f(z)dx (2)
oo R, —o0 _R, Ry—o0 0
Tanim 39.1 (Cauchy Esas Degeri). (2) integralinin Cauchy esas degeri, tek bir limitle tanimlanur:
R
PV/ faydz = Jm [ fa)de (3)
-R

(2) integrali yakinsaksa esas degeri de vardir ve ikisi esittir; ¢iinkii

R 0 R
lim fdx = lim / fd:c+/ fdx
R—oc0 _R R—o0 _R 0

ayrigimindaki iki limit, (2)’dekilerle aynidir.
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248 Béliim 39. Has Olmayan Integrallerin Hesaplanigi

Esas degerin varlig yakinsaklik demek degildir

Tersi dogru degildir. f(z) = z i¢in

R
s} $2
P.V./ zdr = lim l—] = lim 0=0

R—oc0

esas degeri vardir; oysa (2) tamimindaki

limitlerinin ikisi de yoktur — integral iraksaktir. Simetrik kesme, birbirini gétiiren iki sonsuzu gizler.

y=x

-R?/2

Sekil 39.1: f{x) = x icin simetrik kesme [-R, R] iki esit ve zit igaretli alan verir: toplam her R i¢in
sifirdir, dolayisiyla esas deger 0'dir. Oysa (2) tanimu iki ucu bagimsiz kesmeye izin verir; tek tarafli
limitlerin ikisi de yoktur (6rnegin R, = 2R, alinirsa fark sinirsiz biiyiir), dolayisiyla integral iraksar.

39.2 Cift Fonksiyonlarda indirgeme

Bu ayrim, integrand ¢ift oldugunda ortadan kalkar.

Teorem 39.1 (Cift Fonksiyonlar I¢in). f(z), (—o0o, 00) iizerinde siirekli ve ¢ift olsun (f(—x) = f(x)).
(3) esas degeri varsa (2) integrali yakinsar ve

/_ : f(z)dz = P.V. /_ : f(z)dz (4)

/Ooo (@) do = % P.V./: f(@) dw] (5)

ispat.
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Grafigin y eksenine gére simetrisi
0 1 R, R, 1
f(m)da::—/ f(z)dz, / flz)dx ==
-R, 2 -R, 0 2

verir. Sag taraflardaki limitler esas degerm varlzgmdan oturu mevcuttur; dolayisiyla soldaki iki limit de
vardir ve (2) yakinsar. Toplandiginda (4), ve f fdr =3 f f dz iliskisinden (5) cikar.

Yarim Cember Yontemi

Simdi rasyonel f(z) = % fonksiyonlariin has olmayan integrallerini hesaplayan yontemi kuralim.

Varsayimlar: p ve g ortak ¢arpani olmayan reel katsayili polinomlar, ¢’nun reel sifir1 yok ve reel eksenin
iistiinde en az bir sifir1 var.

Im

Re

X z, (disarida)

Sekil 39.2: Yarim ¢ember yontemi: yol, [-R, R] dogru pargas ile iist yarim ¢ember Cy'den olusur ve pozitif
yonde dolagilir. Yalnizca iist yar1 diizlemdeki sifirlar z,, z,, z; yolun i¢indedir; q reel katsayili oldugundan

her kutbun eglenigi de kutuptur, ama alt yar1 diizlemde kalir ve rezidii toplamina girmez.

Yontem goyle isler:

1.
2. f(z) =

q(z)’nin reel eksemn iistiinde kalan farkli sifirlar1 2, 25, ..., 2,, olarak belirlenir (sonlu sayidadir).
R <z < R pargasi 11e | z | = R ¢emberinin st yaris1 Cy’den

olusan yarlm dalresel bolgenin pozitif yonli sinir1 tizerinde integrallenir. R yeterince biiyiik secilir
ki tiim z;, noktalar1 bu yolun icinde kalsin.

. Cauchy rezidii teoremi uygulanir:

R n
/ f(z)dx + / f(z)dz = 2mi Z Rez,_, f(2)
-R Cr k=1

yani

R n
/ f(x)dz =2y Rez,_, f(z)— / f(2)dz (6)
—R k=1 C

R

4. Son integralin sifira gittigi gosterilir. Eger
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250 Béliim 39. Has Olmayan Integrallerin Hesaplanigi

R—o0

lim / f(z)dz=10
Cr
ise

P.V./OO f(z) dx = 2mi i Rez,_, f(2) (7)

—o0 k=1

f(x) ¢ift ise Teorem 39.1 devreye girer:

/00 f(z)dz = 2mi Z Rez,_, f(2), /00 f(z)de =mi Z Rez,_, f(2) (8)
—00 k=1 0 k=1

© Yay integrali neden s6ner?

Cp, uzerindeki integrali sifira gotiiren mekanizma her seferinde aynidir: ML esitsizligi. Yayin uzun-
lugu 7R ile biytirken, integrandin modiilii paydanin derecesi sayesinde daha hizli kiigiiliir. Pratik
kural: paydanin derecesi, payin derecesinden en az iki fazlaysa yay integrali soner.

39.4 Tam Coéziimli Ornek

Ornek 39.1 (Klasik Rasyonel Integral).

integralini hesaplayiniz.

Cozim.
Tekil noktalar. f(z) = zf’z_le fonksiyonunun tekil noktalari, 26 = —1 denkleminin kokleridir. Kok

formuliyle

m  2km
= | =+ — k=0,1,...,5
cy, exp[z(G—i- 6 )] ( ,1,...,5)

Hicbiri reel eksende degildir. flk iicii iist yar1 diizlemdedir:

Co = eiﬂ'/67 ¢ = i, Cy = ei57r/6
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39.4 Tam Coziimlii Ornek 251

6

z° = -1 kokleri: ¢, = el(1/6 + 2kn/6)

Im

¢ O O ¢

Cy

Sekil 39.3: z° = —1'in alt1 kokl birim ¢ember tizerinde /3 araliklarla dizilir; c,, ¢, ¢, Uist yar1 diizlemde,
Cs, €, Cs alt yar1 diizlemdedir. R > 1 alinir alinmaz yarim ¢ember yolu tam olarak ustteki ti¢ kutbu igine
alir; higbir kok reel eksende olmadigindan yol tekil noktaya degmez.

Rezidiiler. p/q’ formiiliinii kullanalim; p(2) = 22, q(z) = 25 + 1, ¢/ (2) = 62°:

22 ez 1
Bk:ReZZ:ckm:@:@ (k207172)
¢} degerlerini hesaplayalm: ¢} = e'™? =4, ¢} =% = —i, ¢§ = ¢°™/2 = i. Boylece

1 1 1
By =— B =—— By, =—
°76i’ Y6 27 6i

) (1 1 1 ™

2mi (By + B, + By) :27”(&_&4_&) =3

(6) esitligi, R > 1 olan tiim degerler i¢in

R 2
/ x:;—“d:vzg—/ f(2)dz (9)
R c

verir.
Yay integralinin sénmesi. Cy, tizerinde | z | = R oldugundan

|22’=R2, ‘z6+1|2||z|6—1|:R6—1

Yani | f(2) | < Mg, Mg = R{?—il. Yayin uzunlugu R oldugundan ML esitsizligiyle
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Pay ve payda R%’ya béliindiigiinde ifadenin R — oo iken sifira gittigi aciktir:

R—o0

lim /C f(z)dz =0

Sonug. (9)’da limit alinirsa

oo g2 0
P.V. ——dr = —
/_oow6—|—1 73

Integrand cift oldugundan (5) ile

Alistirma

Alistirma 39.1 (Has Olmayan Integral Alistirmalar1). Asagidaki integralleri yarim cember yonte-
miyle hesaplayiniz.

N
b) fooo (mzd_fl)z
) [ o G

) [ 5

Cozim.
Dérdiinde de integrand cift bir rasyonel fonksiyondur, paydanin reel kokii yoktur ve payda derecesi
pay1 en az iki agar. Boylece biiyiik yarim ¢emberin katkisi sifira gider ve

/ f(l‘) dr = 2mi Z Rezﬁst yar1 diizlemf(z)

kurali gegerlidir; [0, 0o) Gizerindeki integraller ise bunun yarisidur.
a) z2_£—1 fonksiyonunun st yar: diizlemdeki tek tekil noktas: z = #’dir ve basit kutuptur:

1 1 1
Rez —— = —| = _—
21T 2T %
Tum eksen tizerindeki integral
/ *© dx 5 1
= 1 — =
2 +1 T

Integrand ¢ift oldugundan

b) Bu kez z = i ikinci mertebeden kutuptur:

1 e(2) _ 1
(2+12 (z— 02 @) =

Rezidii ¢’ (1) dir:
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39.5 Alistirma 253

Boylece

c) Ust yar1 diizlemde iki basit kutup vardir: z = i ve z = 2i.

R z z —1 T
y/ = L= —_ =
C ALY (244) @+ (2+4)~ 203 6
Re 22 —4 1
Z,,_o; — = — =
R (241 (z2+20) 7T (=3)(4) 3
(Son sadelestirmelerde % = —i kullanildi.) Toplam % — % = —é oldugundan

[ ity ()
(1) (22va) U6/ T3

d) z* + 1 = 0 koklerinin hepsi basit kutuptur ve iist yar1 diizlemde iki tanesi bulunur:

2y = €4, 2y = ei3/4
Basit kutupta rezidii ﬁ’tﬁr; 2* = —1 oldugundan bu ifade sadelesir:
1 1 2k 2k
Rez =—=—=——"
TR 42 4z 4

Rezidilerin toplam

1 ) ) 1 2 2 2 2
- (elﬁ/4+613ﬂ'/4):__ —+Z£—£+Z£ —
4 4\ 2 2 2 4
Boylece
/°° de__, [ V2 _m/§:>/°° dv w2 7
I Tl R R o THHL T 4T 22
]

Peki integrandda sin ax ya da cos az varsa? Dogrudan aym yolu izlemek ise yaramaz — ¢iinki sin z ve
cos z Ust yar1 diizlemde sinirsizdir. Coziim zariftir: Fourier integralleri ve Jordan lemmasi.
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40.1

40.2

40. Fourier Integralleri ve Jordan Lemmasi

Rezidii kurami, Fourier analizinde dogan

oo oo
/ f(z)sinax dzx ve / f(z)cosax dx (1)
tipindeki integralleri de hesaplar (¢ > 0 sabit). Ama 6nceki boliimiin yéntemi dogrudan uygulanamaz;

kiigiik ama kritik bir degisiklik gerekir.

Neden Dogrudan Uygulanamaz?
Trigonometrik fonksiyonlarin modiilleri

|sinaz |2 = sin? ax + sinh? ay, |cosaz |? = cos? ax + sinh? ay

eY—e Y

bi¢imindedir. sinh ay = oldugundan, y sonsuza giderken bu modiiller e®¥ gibi bityiir: yarim
cember yay1 tizerinde integrandi sinirlamak imkéansiz hale gelir.
Cozum, trigonometrik fonksiyonu tstelle degistirmektir. a > 0 ve y > 0 icin

| eiaz | _ | gla(@+iy) | _ | e~y piax | =e W< 1 (2)

yani e??, iist yar1 diizlemde sinirlidir. Reel ve sanal kisimlari ayirma isi de tek satirda halledilir:

R R R
/ f(z)cosaxdx +1i / f(z)sinax dz = / f(z)er® dz (3)
-R -R -R

© Yontemin 6zeti

Integrandda sin az ya da cos az goriirseniz, kompleks diizleme e?®* ile gecin; sonucta reel kismi

alirsaniz kosiniisli, sanal kismi alirsaniz siniislii integrali elde edersiniz.

Coziimlii Ornek: Kosiniis

Ornek 40.1 (cos 3x Integrali).
/ cos3z d 2r
P e =
- ( $2 + 1)2 e3

oldugunu gosteriniz.

Coziim.
Integrand cift oldugundan esas degerin varligini gostermek yeterlidir.

1
Z)=——-3
f ( ) ( 252 + 1)2
alalim; f(2)e? carpimi, z = i disinda reel eksenin iistiinde ve iizerinde analitiktir. Yarim dairesel
bélgenin siur1 tizerinde rezidii teoremi uygulanirsa

R ei3x )
/ m dzr = 27T7:B1 — / f<Z>€13z dz (4)
—R C

R
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256 Boliim 40. Fourier Integralleri ve Jordan Lemmasi

Rezidii. f(z)e’3* = (f_%)? yazalim; burada ¢(z) = % z = 1 ikinci mertebeden bir kutuptur ve
rezidii formiilityle
By = ¢'(i)
, i3e%(z +10)* — €% 2(z41) €37 [i3(z+1i) —2]
¢'(z) = ~ = =3
(z+1) (z+1)
z = i konursa €3’ = 73 ve (2i)3 = —8i oldugundan

B, = e? | 13(21) —2] e?(=8) €7

—81 —8i 1 ie3

Boylece 2miB; = i—g’tﬁr. (4) esitliginin iki tarafinin reel kisimlar alinirsa

R
3 2 )
/ % dr = —73T —Re (2)e3% dz (5)
_r(7*+1) e cn
Yay integrali. C}, iizerinde | z | = R i¢in
Mo — 1
[ =) [ < M=y

ve (2) geregi | i3 | = e~3Y < 1’dir. ML esitsizligiyle

TR

13z [
Re (2)e*dz (- 1)2

Cr

< (2)e3*dz

Cr

R — oo iken sag taraf sifira gider (payda R* mertebesinde, pay R mertebesinde). (5)’te limit alinirsa
istenen sonug ¢ikar.
|

40.3 Jordan Lemmasi

Bazi integrallerde M pm R carpimu sifira gitmez — payda derecesi yeterince yiiksek degildir. Bu durumlarda
€'*? carpaninin sagladigi ek sonmeyi kullanan asagidaki lemma devreye girer.

Teorem 40.1 (Jordan Esitsizligi). Her R > 0 i¢in

—Rsin 6 do < 1 6
/e z ()
ispat.
y=sinfiley = 2?9 dogrusunun grafikleri karsilastirnlldiginda, 0 < 0 < 5 araliginda
2
sin @ > —0
™

—Rsin® 672R0/7r

oldugu goriliir (siniis bu aralikta icbiikeydir, kirisinin distiinde kalir). R > 0 i¢in e olur

ve

2 Rsin6 g 2 2RO/m g — R m
~Rsin0 49 < —2R6/ 4 — 1—e
/O ‘ _/0 ‘ 2 ( ‘ )< 2
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40.3 Jordan Lemmasi 257

Jordan esitsizligi: sin 6 > 20/7 (0 < 0 < 1/2)

y=sin0

/2

Sekil 40.1: [0, n/2] araliginda siniis i¢cbiikeydir: grafigi, (0, 0) ile (7/2, 1) noktalarini birlestiren kirisin
iistiinde kalir, yani sin © = 20/m. Grafik 0 = 7/2 dogrusuna gore simetrik oldugundan ayni kestirim [71/2,
7] aralginda da (kesikli kiris) gecerlidir; iki yari toplaninca f,” e®*"® df < /R ¢ikar.

y = sin@ grafigi 0 = 7/2 dogrusuna gore simetrik oldugundan [7/2, ] aralindaki integral de ayni
siri saglar; ikisi toplaninca (6) elde edilir.
|

Teorem 40.2 (Jordan Lemmasi). Asagidaki kosullar saglansin:

a) f,y > 0 ist yari diizleminde, bir | z | = R, ¢cemberinin disindaki tiim noktalarda analitiktir;
b) Cg, z = Re' (0 < 6 < 7) yarim cemberidir ve R > R, dir;

¢) Cy, iizerindeki tiim noktalarda | f(z) | < My olacak bi¢imde bir My, pozitif sabiti vardir ve
limp , Mp = 0dir.

O zaman her pozitif a sabiti icin

nggo/c f(z)e**dz =0 (7)

R

ispat.
Yay: parametreleyelim:

/ f(z)ev*dz = / f( Re? )exp ( iaRe? )iRew de
c 0

R
z = Re® iciny = Rsin 0 oldugundan (2) ile

|exp( iaReia ) ‘ — e—aRsinG

Acik Matematik - acik-matematik.com 257 CC BY-NC-SA 4.0


https://acik-matematik.com
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.tr

258 Boliim 40. Fourier Integralleri ve Jordan Lemmasi

Y lexp(iaRe'®)| = e R ® carpan; yay iizerinde

yayin iki ucunda (reel eksende) deger 1

tarali alan < /(aR)

- - - -

Sekil 40.2: Cr iizerinde e™* ¢arpanimin modiilii e® *"°'dir: yayin uclarinda 1'e esittir ama aR biiyiidiikce
yayin i¢ kismunda hizla sifira ¢oker. Bu yiizden egrinin altindaki alan n/(aR) ile sinirlidir ve yay integra-
linde ML kestirimindeki R ¢arpani yok olur — Jordan lemmasinin kazanci budur.

Modiil alinip | f(Re®) | < My kullamilirsa

(2)e'%*dz| < MRR/ e—altsing gg
0

Cr
Son integrale Jordan esitsizligi (6) uygulamir (R yerine aR ile):

T Mym
MgzR- — =&
< Mg aR a

(2)e**dz
Cr

Mp — 0 oldugundan sag taraf sifira gider.
|

1 Kazanilan nedir?

Ham ML kestirimi M p 7R verir; Jordan lemmasi ise M(f” verir — arada R carpam kadar fark vardir.
Bu sayede, payda derecesi payinkinden yalnizca bir fazla olan integrandlar bile (6r. ) sorunsuz
islenir.

2z
2242242

40.4 Coziimlii Ornek: Jordan Lemmasiyla

Ornek 40.2 (x sin x Integrali).

*  gsinz
P.V. _
/Oo 2i2ct2”

esas degerini bulunuz.

Coziim.
z B z
242242 (z—2)(z—2)

1) = L m=—lti
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40.4 Céziimlii Ornek: Jordan Lemmasiyla 259

yazalim. Ust yar1 diizlemde kalan tek tekil nokta z, 'dir ve f(2)e’* i¢in basit kutuptur; rezidii formiiliiyle

2 eizl
B =2
21— 21

R > /2 iken yarim dairesel bélgenin sinirinda rezidii teoremi:

R rel® )
/ —————F dz = 2miB; — (2)e** dz
_pZ+2r+2 Ch
Sanal kisimlar alinirsa
R rsinx . iz
i m dl‘ =Im ( 27T’lB1 ) —Im .. f(z)e dZ (8)

Yay integrali — ML yetmez. C, tizerinde

R
2) | < Mp=—"-——
16| <M=
olur ve | e | = e7¥ < 1’dir. Ham ML kestirimi
mR? ™
MpmR = =
R (R_ \/5)2 (1 B ﬁ)2
R

verir; bu ifade R — oo iken 7’ye gider, sifira degil.
Jordan lemmasi devreye giriyor. Buna karsilik

R

_ _ =
Mp (R—\/i)z (1_%5)2

-0 (R — o0)

oldugundan Teorem 40.2 kogullar1 saglanir ve

lim / f(2)e*dz=0
R—o0
Cr

Sonuc. z; = —1 4 icin z; — z; = 2i ve €1 = (71 = ¢~ e~ oldugundan
—1+i)e! (cos1—isinl
omiB, = 2mi LT De (;,OS isinl) _ ™o g4 (cosl—isinl)
i e

Sanal kisim alinirsa:

Im ( 2miB; ) =

T (sinl + cos 1 )
e
(8)’de R — oo limitiyle

®©  gsinz T
PV/_oomdl': E (Slnl-l-cosl)

40.5 Alistirma

Alistirma 40.1 (Fourier Integrali Alistirmalar1). Asagidaki integralleri e?%* yontemiyle hesaplayiniz.

Q) [, 555 d
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260 Boliim 40. Fourier Integralleri ve Jordan Lemmasi

b) foocosa’”dx a>0,b>0)

2+b2
c) P.V. foo “;123”” dz
Coziim.
Uc sikta da yéntem aymidir: cos ax ya da sin ax yerine €@ ile caligilir, iist yar diizlemdeki rezidiiler
toplanir ve sonunda reel ya da sanal kisim alinir. @ > 0 oldugu siirece ’ e | = e~ % < 1 oldugundan

biiyiik yarim ¢emberin katkisi sifira gider.
a) ;23_:1 fonksiyonunun ust yar1 diizlemdeki tek tekil noktasi z = ¢’dir:

R et et® -1
ez, _——— —= —|._. = —_—
241 2z 24

Buradan

e’} 1T —1
S 24 e

Sol tarafin reel kismi aradigimiz integraldir; sonug zaten reel ¢ikti:
> cosz T
[ g
ot e

b) Ayni hesab1 Ze;% ile yapalim; iist yar1 diizlemdeki kutup z = ib’dir:

R eiaz efab
CZ._ .3 = = "
z=1b 22 z=1b 2ib
o8] iax —ab
e . € T _
ﬁdx:%m- = _¢ab
x4+ 2ib b

Reel kismu alip integrandin ¢ift olmasini kullanalim:

¢) Bu kez sin goriindiigii i¢in sanal kisim alinacaktir. 3 f; fonksiyonunun iist yar1 diizlemdeki kutbu

z = iv/3’tiir:

2 ez2z 2 612z

£12(iv3) e’Qﬁ

Rez z:i\/§ = 2 = 2

Paydanin derecesi payinkinden yalmizca bir fazla oldugundan ham ML kestirimi yetmez, yarim ¢em-
berin sonmesi icin Jordan lemmasi gerekir; e2* carpani sayesinde lemma uygulanabilir ve katki sifira

gider:

) 2z —2V3
P.V. / 2l dr=omi S = ine VB
z? + 2

Sanal kismi alalim:

Simdiye kadar tekil noktalar hep reel eksenin disindaydi. Peki integrandin tekil noktas: tam da integ-
rasyon yolunun iizerindeyse? Yolu oradan kii¢iik bir yayla dolagmak gerekir: girintili yollar.
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41.1

41. Girintili Yollar

Simdiye kadar integrandin tekil noktalar: reel eksenin disindaydi. Peki tekil nokta tam da integrasyon
yolunun tizerindeyse? C6ziim, yolu o noktanin ¢evresinden kii¢iik bir yayla dolagmaktir — girintili yol.
Bu béliimde teknigin kuramsal temelini kurup iki klasik integrali hesapliyoruz.

Yarim Cember Limit Teoremi

Teorem 41.1 (Kiiciik Yay Uzerinde Limit). Asagidaki kosullar saglansin:

a) f fonksiyonunun reel eksen iizerindeki bir z = x, noktasinda basit kutbu vardir; delinmis diskte 0 <
| z—xy | < R, gegerli bir Laurent temsili ve By, rezidiisii mevcuttur;

b) C,,| z—xy | = p cemberinin iist yanisidir (p < R,) ve saat yoniinde dolasiimaktadur.

O zaman
lim/ f(2)dz = —Bymi (1)
p—0 c
P
AIm
0</z-%[<R;
Cp
saat yoniinde
yarim tur: —miB,
@ >
Xo— P Xo Xo + P Re

Sekil 41.1: Reel eksendeki basit kutup x,, yarigapi p olan iist yarim ¢cember C, ile saat yoniinde dolasilir
(kesikli cember, Laurent temsilinin gegerli oldugu delinmis disk). Tam tur 21iB, verirken yarim tur bunun
yarisini verir; yon saat yontinde oldugundan isaret eksidir: p — 0 iken integral -miB,'a gider.

ispat.
Laurent temsilini yazalim:

(0<lz—z | <Ry), g(2) =D an(z—a)"

n=0
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262 Boliim 41. Girintili Yollar

Burada g, | z — zy | < Ry diskinde yakinsayan bir kuvvet serisinin toplami oldugundan orada analitik

ve stireklidir. Boylece
dz
| 1@ds= [ gwa+s, [ ®)
C, c, c, Z7 %o

Birinci integral. p < py < R, olacak bicimde bir p, segilirse, g kapali | z — x| < p, diskinde sinir-
ldur: bir M sabitiigin | g(z) | < M. C, yayinin uzunlugu mp oldugundan ML esitsizligiyle

/ 9(2)dz| < Mnp = lim/ g(z)dz=0 (3)
c p—0 c,

P

Ikinci integral. —C, yay: (saat yoniiniin tersi) z = x, + pet? (0 < § < ) parametrizasyonuna sahip-

tir:
d d 1 . i
/ z :7/ i :—/ 5 pie’edQ:—i/ di = —im (4)
c, %o g, ¥ %o o Pe 0

p’dan bagimsiz gikti. (2)’de p — 0 limiti alimp (3) ve (4) kullanilirsa (1) elde edilir.
|

@ Yarim tur, yarim rezidi

Teoremin anlami sezgiseldir: tam bir tur 27¢ B, verirken, yarim tur onun yarisini verir; saat yoniinde
dolagildig1 icin de isaret ters doner: —miB,. Reel eksen iizerindeki basit kutuplar, integrale “yarim
rezidi” katkisi yapar.

41.2 sin x/ x Integrali

Ornek 41.1 (Dirichlet integrali).

o s
sin x
dr =
T

Nl

[}

oldugunu gosteriniz.

Coziim.

% fonksiyonunu, agagidaki girintili yol tizerinde integralleyecegiz: p < R olmak iizere reel eksenin
Li: p<z < Rve Ly —R < 2 < —p parcalari, dig yarim ¢cember Cg, ve orijinin cevresini dolasan
kiiciik yarim ¢ember C,,.
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41.2 sin x / x Integrali 263

AIm

Y

Cp
.
p L, R Re

0: girintiyle disarida

Sekil 41.2: Girintili yol dort par¢adan olusur ve pozitif yonde dolasilir: L, (p'dan R'ye), biiyiik yarim

cember Cy (saat yonuniin tersine), L, (-R'den —p'ya) ve orijini tstten dolagan kiiciik yarim ¢ember C,

(-p'dan p'ya, yani saat yoniinde). Orijin yolun disinda kaldigindan tarali bélgede integrand analitiktir
ve Cauchy-Goursat teoremi uygulanir.

Bu kapali yolun icinde ve iizerinde integrand analitiktir (orijin girintiyle disarida birakildi); Cauchy-

Goursat teoremi
eiz 6iz eiz eiz
/ —dz+/ —dz+/ —dz+/ —dz=0
L, *? Cp % L, % c, *

verir; yani
/ e—dz—i—/ e—dz:—/ e—dz—/ £ dz (5)
L, ? L, ? c, * Ccr *
Sol taraf. L, ve L, parcalan sirasiyla z =r ve z = —r (p < r < R) ile parametrelenir. z = —r
parametrizasyonu L, ’yi ters yonde (—p’dan —R’ye) katettiginden fL =—/ L yazilir:
2 —H2
iz iz R _ir R _—ir R ;
/ e—dz—/ e—dz:/ e—dr—/ ¢ dr:?i/ ST g
L 7 L 2 r r r
1 2 P P P

Baoylece (5) su hale gelir:

Kiiciik yay. Laurent acilimi

e 1 iz (iz)? 1 i d?
7:;[1+ﬁ+ o +-~-]=;+ﬁ+5z+m (0<|z|<o0)

orijinin basit kutup ve rezidiiniin B, = 1 oldugunu gosterir. Teorem 41.1 geregi

eiz
lim —dz=—mi
p—0 Cp VA
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264 Boliim 41. Girintili Yollar

Bityiik yay. Cy, iizerinde |1| = & = My — 0 oldugundan Jordan lemmas: uygulanir:

. e
lim —dz=0
R—o0 yA

Cr

Sonug. (6) esitliginde 6nce p — 0, sonra R — oo limitleri alinirsa

0o » 00 .
) sinr ) sinx s
22/ —dr=m=>/ de = —

0 r 0 T 2

41.3 Dallanma Noktas1 Cevresinde Girinti

Girintinin nedeni her zaman bir kutup olmak zorunda degildir; dallanma noktas1 da yolu kesebilir.
Teknik aynidur.

Ornek 41.2 (Logaritmali integral).

*  Inz ™

oldugunu gosteriniz.

Cozim.
Cok degerli (2120%)2 fonksiyonunun
log z 7 3m
= eee—— O _—— R
f(2) (2 + 47 <|z|> y—y <argz < 2)

dalini alalim. Dal kesimi orijin ve negatif sanal eksendir; dolayisiyla f, iist yar1 diizlemde z = 2¢ disginda
analitiktir. Onceki &rnekteki girintili yolu, p < 2 < R kosuluyla kullaniriz; béylece z = 2i tekilligi
kapal1 yolun icindedir.
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41.3 Dallanma Noktas1 Cevresinde Girinti 265

-7t/2 < arg z < 3m/2 A Im

dal kesimi

(arg z = -1/2)

Sekil 41.3: log z i¢in -7/2 < arg z < 37/2 dali segilince dal kesimi negatif sanal eksene, yani yolun

uzagina diger; kesim yola yalnizca orijinde yaklasir, orijin ise girintiyle digarida birakilmigtir. Bu dalda

L, tizerinde arg z = 0, L, iizerinde arg z = 7 olur — negatif eksendeki In r + in terimi buradan gelir. p <
2 < Rkosuluyla tek kutup 2i yolun icindedir.

Cauchy rezidi teoremi:

/Lfdz—i—/L fdz:27riRezz_2if(z)—/Cfdz—/c fdz (7)

1 2 p R

Dogru parcalari. z = re’ =7 ve 2 = re'™ = —r (p < r < R) parametrizasyonlariyla (log dalinda

argz = 0veargz = m):

R R .
Inr Inr +im

fdz+/ fdz:/ —dr—l—/ ——dr
WL e, Gy

Rezidii. f(z) = %, o(z) = (Zl%f) ile z = 24 ikinci mertebeden kutuptur ve rezidii ¢’ (2:)’dir:

L(z+2i)2 —2(z+ 2i)logz 2 —2logz

#'(2) = (z + 20)3 T T (2t 203

z = 2i i¢in log(2i) = In2 + iF ve (4i)® = —64i oldugundan

2—2In2—inw m . 1—In2

,2':—:— B —
¥'(2) —64i 61 7' 32

Boylece 2mi ¢’ (2() = {5 (In2—1)+1 g—; olur ve (7) esitligi
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266 Boliim 41. Girintili Yollar

R Inr . R dr T 2
2/p —(T2+4)2dr~|—z7r/p —(7‘2—|—4)2 =16 (1n2—1)+23—2

—/C fdz— CRfdz

P

haline gelir. Reel kisimlar esitlenirse
B Inr m
2//) mdrzﬁ(ln2—1)—Re/Cpfdz—Re/CRfdz (9)
Yay integralleri. z = pe? {izerinde (p < 1)
ylogz’:|1np+i9’S’lnp’—l—ﬂ:—lnp—i—ﬂ, |z2+4‘24—p2
oldugundan

—lnp+w mp—plnp
Re/ fdz| <K ———=mp=1—"—T—"773%
o | S T (A

L’Hopital kuraliyla p — 0 iken pIn p — 0; sumur sifira gider. Benzer bicimde Cj, iizerinde

InR+
SWWR:W

ve R — oo iken % — 0 oldugundan bu da sifira gider.

Sonug. (9)’da p — 0 ve R — oo alinirsa
©  lar ™ *  Inz ™
2 ———dr=— (In2—-1 ———dr=— (In2-1
/O (P aE 16 (1o ):>/0 (2 + 42" 52 (n2-1)
Tkinci kazang. (8) esitliginde reel yerine sanal kisimlar esitlenirse, ayni hesaptan bedava bir formiil

daha cikar:
R 2
dr m /
7r — =——Im fdz—Im/ fdz
/p (P +47 32 ., .

R

Limitler alindiginda

/°° dz _m
o (Z2+4)2 32

Alistirma

Alistirma 41.1 (Girintili Yol Alistirmalar).

a) P.V. f—oZo mglf 7 esas degerini, 2 = +1 noktalarin girintiyle dolasarak hesaplayiniz.
b) fooo mlg—fl dz = 0 oldugunu, 6nceki drnekteki yolla gosteriniz.
c) fooo S”;# dx = 7 esitligini, sin? x = % 6zdesligiyle Ornek 41.1 sonucuna indirgeyiniz.
Cozim.
a) Integrandin tekil noktalar1 z = 1 ve z = —1’dir; ikisi de integrasyon yolunun iizerindedir, bu

ytizden esas deger araniyor. Yolu iki kiigiik yarim ¢cemberle yukaridan dolasalim ve bityiik bir C, yarim
cemberiyle kapatalim.
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41.4 Alistirma 267

Kapali yolun iginde higbir tekil nokta kalmadigindan Cauchy-Goursat teoremi toplamin sifir oldugunu

sOyler:
[t oL
dogru pargalar: C o1 c, 9 Cr

Biiyiik yarim cemberin katkusi sifira gider: integrand 1/ R? mertebesinde, uzunluk 7 R mertebesindedir.
Kiigiik yarim cemberler icin girinti lemmasi, basit kutuplarda

p—0

lim/ f(z)dz = —Bmi
CP

verir (B, o noktadaki rezidii). Rezidiileri hesaplayalim:

1 1 1 1
B, = Rezzzlm = m =1 — 5; B_, m z=—1 " _2

p — 0ve R — oo limitinde

© q
P.V./ ° - — B, —miB, =0

— xQ -
*° dx 1 1
P.V. =7i|—=+=-]=0
/Oox21 7”( 2+2>
Sonug, basit kesirlerden de gorilebilir: :c21—1 = %(z—il — z_~1+1) ifadesi « + —x altinda isaret degistirir;

esas deger, tek fonksiyonun simetrik limitidir ve sifirdir.
b) Logaritmali integral 6rnegindeki yolu ve ayni log dalin1 aynen kullanalim; bu kez
log z m 3m
f(2) D ogz=1Inr+if (r>0, 2<t9< 2)
Yol, reel eksenin iki parcasi (—R’den —p’ya ve p’dan R’ye), orijini dolasan C, ve bityiik C, yarim
cemberlerinden olusur. Iceride kalan tek tekil nokta z = i’dir:

logz logz Inl+in/2 =«
Rezz:i = .= - — —
22+1 2z |7 2i 4
Ng:_tgatif eksen parcasinda z = re’™, yanilog z = Inr + im ve dz = —dr’dir; bu parca yon diizeltmesiyle

f Inr+im

oo dr katkisin verir. iki dogru pargasi toplaninca

R R
| d
2/ 2nrldr+i7r/ 2T1:2m’-2—/ fdz—/ fdz
p + p T + C, Cr

Yay katkilar sifira gider: C, tizerinde | f | < [Inp | + 7 ve uzunluk 7p oldugundan plnp — 0; Cr
tizerinde | f | < (In R + 7)/R? ve uzunluk 7R oldugundan (In R)/R — 0.

Limitte sag taraf %’dir. Sol taraftaki ikinci integral fooo % = 7 oldugundan sanal kisimlar
.omim?
M — = —
2 2

esitligiyle birbirini tam olarak karsilar. Geriye reel kisim kalir:

2/ ;I”” dr:O:>/ nz -0
o TiH1 o Tr+1

Sonug sezgiseldir: x — 1/x degisimi integrali kendisinin eksilisine gevirir; (0, 1) aralifindaki negatif
katky, (1, 0o) araligindaki pozitif katkiy1 tam olarak siler.
¢) Ozdesligi yerine koyalim:
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268 Boliim 41. Girintili Yollar

* sin? z *1—cos?2
/ dx = / LS dx
0 2 0 2x2

Kismi integrasyon uygulayalim: u = 1=<22 ve dy = 4z alirsak du = sin 2z dx ve v = — 2 tir:
x x

1 —cos2z 1—cos2x]® > sin 2z
DT = | 2SR da
0 212 2z 0 o T

Sinir terimi iki ucta da kaybolur: £ — oo iken pay sinirli, payda sonsuza gider; z — Oiken 1 — cos 2z ~
222 oldugundan ifade ~ = — 0’dir.
Kalan integralde v = 2z degisimi yapalim:

(o) s o0 :
sin 2x sinu
/ dxr = / du
0 z 0 u

Bu, Ornek 41.1 érneginde hesaplanan Dirichlet integralidir ve degeri 3 dir. Sonug:

 gin? x T
) dl': E
0 T

Dal kesimi bu bolimde yolun disinda kalds; yola yalnizca, girintiyle digsarida biraktigimiz orijinde yaklasti.
Bir sonraki béliimde kesim boyunca uzanan yollarla ¢alisacagiz: dal kesimi boyunca integrasyon.
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42.1

42. Dal Kesimi Boyunca Integrasyon

Bazi integrallerde yol, integrandin dal kesimi boyunca uzanir. ilk bakista bu bir engeldir; oysa asil
firsat buradadir: kesimin iki yakasinda fonksiyon farkli degerler aldigindan, ayni reel integral iki farkh
katsayiyla ¢ikar ve denklem coziilerek integral elde edilir.

Yontemin Kurulumu

0 < a < 1vezx > 0 olmak lizere

o0 xfa
1
/0 x+1dm (1)

integralini hesaplayacagiz. Burada x~¢%, esas degeri gosterir: £~ = exp(—alnz). Bu integral, gama
fonksiyonu kuraminda merkezi bir rol oynar.

1 ki yénden birden has olmayan

(1) integrali yalnizca tist sinir1 yiiziinden degil, integrandin z = 0’da sonsuz siireksizlige sahip olmasi
nedeniyle de has olmayandir. 0 < a < 1iken integrand, z — 0 civarinda z~¢ gibi, z — coiken z~2~1
gibi davranir; her iki ucta da yakinsaklik saglanir. Yakinsaklig1 ayrica kanitlamaya gerek yoktur —
hesabin kendisi bunu iiretecektir.

Cok degerli ;: fonksiyonunun, dal kesimi arg z = 0 olan dalin1 alalim:

f(z)zz—i—l (l2]>0,0<argz<2m) (2)

Integrasyon yolu bir kesik halkadir: p < 1 < R olmak iizere, kesimin iist yakasi boyunca p’dan R’ye
gidilir, dis cember C, tizerinde tam tur atilir, kesimin alt yakas1 boyunca R’den p’ya doniiliir ve i¢ gember
C, uizerinden baglangica varilir. Tek tekil nokta z = —1 bu yolun i¢indedir.
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270 Béliim 42. Dal Kesimi Boyunca Integrasyon

AIm

'\ iist yaka: 0 = 0
‘ dal kesimi

Lot »
> »

/ alt yaka: 0 = 2w Re

Sekil 42.1: Kesik halka: dal kesimi pozitif reel eksendir. Yol, kesimin tist yakasinda p'dan R'ye gider, Cr
lizerinde saat yoniiniin tersine tam tur atar, alt yakada geri doner ve C, iizerinde saat yoniinde baslangica
varir. Ust yakada 0= 0 ile z7%= r 9 alt yakada 0 = 2m ile z-%= r % 2°"dur; tek kutup z = -1 halkanin icindedir.

Iki Yakanin Farki
z = re' icin

_ exp(—alogz) exp[—a(lnr+if) ]

1) z+1 ret? +1
Ust yaka (9 = 0):
_exp[—alnr] r¢
f(z) = r+1 Cor41
Alt yaka (0 = 27):
exp|[—a(lnr+ 27w raeTi2am
o) = 2l 2]
r+1 r+1

2am

Ayni r degeri icin iki yakadaki degerler e~
tam olarak budur.

carpani kadar farklidir — yontemin ¢alismasini saglayan

Rezidii Teoreminin Uygulanmasi

Yol boyunca Cauchy rezidii teoremi uygulanirsa (alt yaka ters yonde katedildiginden isaret eksidir):

R —a R —ag—i2am
/p | dr + /CR f(z)dz —/p r—l——ldr —i—/c f(2)dz = 2miRez,__, f(2) (3)
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42.5

42.3 Rezidii Teoreminin Uygulanmasi 271

Rezidii. f(z) = “’< ) T yazalm; ¢(z) = 2~ = exp [ — a(Inr + i6) | fonksiyonu z = —1 noktasinda (r =
1,0 =m) analitlktlr ve

¢(—1) =exp[—a(lnl+ir) ] = e~ £
Demek ki z = —1 bir basit kutuptur ve
ez, _1f(z) =e "7
(3) esitligi diizenlenirse:

(12 / - dr = ori o - /C F(2)dz— /C £(2)dz (4)

14 P R

Cemberlerin Katkis1 Soniiyor

(2) tanimindan, C, tzerinde | 27 | = p™@ ve | z+ 1 | > 1 — p oldugundan ML esitsizligiyle

—@ 21

p
< =
/Cf(z)dz_l_p%'p T

P

l1—a

1)
P

0 < a < 1 oldugundan 1 — a > 0’dir ve p — 0 iken p!=@ — 0; smnur sifira gider.
Benzer bigimde Cf, lizerinde | 27 | = R ®ve| z+ 1| > R—1ile

/C f(z)dz

R

—a 2 1
R 9rR — TR

< R
R—-1 R—1 Re

R — oo iken ilk carpan 27’ye, ikincisi sifira gider; sinir yine sifirdir.

Sonuc: t / sin axn

(4) esitliginde 6nce p — 0, sonra R — oo alinirsa

) o pa )

( 1 — ei2am )/ dr = 2mi e %™
o T 1

tam

Sol taraftaki ¢arpani sadelestirmek icin pay ve payday1 e**™ ile carpalim:

© p—a ] e—tam etam %
r+1 1— 677,21171' etam etam _ g—tam
0

iam —iam

Payda sintsiin iistel tanimidir: **™ — e = 2¢sin am. Boylece
s
dx = 0<axl1 )
/0 z+1 sinam ( ) )

© Formiiliin iki denetimi

a=3 ahmrsa sag taraf — "= j = T verir. Sol taraf ise x = t? degisimiyle

sin( /2

o g1/2 © 24t
/ L da::/ 2—:2-z:7r
o z+1 o 1 2

— uyusuyor. Ayrica (5) formulu a—0F Ve a — 17 uclarinda sonsuza gider; bu da beklenendir, ¢iinkii
o uclarda integrand sirasiyla —— 1 Ve 3 (m =y gibi davranip integrali raksatur.
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272 Béliim 42. Dal Kesimi Boyunca Integrasyon

Alistirma

Alistirma 42.1 (Dal Kesimi Aligtirmalari).

a) (5) formiiliinde a = § alarak fooo integralini hesaplayiniz.

dx
z1/3(x+1)
b) Ayni kesik halka yoluyla

e8] —a —a
/ x+bd:c:7fb 0<a<1,b>0)
0 T sin am

formulinu tiretiniz.

c) fooo m}/fl dz integralini, z'/2 dali ve aymi yol ile hesaplaymiz.

Cozim.
a) (5) formiilinde a = % yazmak yeterlidir (0 < a < 1 kosulu saglaniyor):

e dz o g=1/3 ™
/ :v1/3(:(:+1):/ x—i—ldw:sinz
0 0 3

sinZ = V3

7 = %5 oldugundan

/°° dz B 27
0 B x+1) 2 /3

|G

b) Ayni kesik halka yolunu f(z) = % icin kuralim; dal yine 0 < 6 < 27 olsun. Kesimin {istiindeki
kenarda z~* = r~¢, altindaki kenarda 6 = 27 oldugundan 2z~ % = r~®e~120mdir Tek tekil nokta z =

—b basit kutuptur ve arg(—b) = 7 secilir:

—a

z J—
z+b

Rez,__, (—b)™@ = b %etam

(3)-(4) adimlarinin aynisi, yay katkilar1 sifira giderken

_io o pa .
(l—e’”)/ ’r‘_—|—bdr:27mb detam
0

verir. Sol taraftaki garpani e ~**" parantezine alalim:

1 _ e—i2am _ —iamw ( elam _ g—iam ) = e T . 2isinam

Yerine koyup sadelestirelim:

2w b~ %e T Tbh™

e T Qisinar  sinaw

Ayni sonug (5) formiiliinde z = bt degisimiyle de bulunur: dz = bdt ve z + b = b(t + 1) oldugundan

(e’ ¢
/0 z+b t+1 sinar

da::b*“/ =T
0

c) Integrali 6nce (5) formiiliine indirgeyelim; u = 22 degisimi ile z = u'/? ve dz = %u’l/ 2du:

2 qu=
wutrl 2 T3

dr =
o T+1

(5) formiilii a = % ile

N —
N —
w|§|=x

3

sin &

V2

I
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42.6 Alistirma 273

Dogrudan yol da ayni sonucu verir. f(z) = ;21_4/-21 dali 0 < 6 < 2 ile alalim; tekil noktalar z = +4’dir
1/2
ve kesik halkanin icindedir. Basit kutuplarda rezidii % _- oldugundan

ei7r/4 ei37r/4
ezZ*’L 27, Y eZZ**Z _2Z
AIm
0<0<2m
Z1/2 _ eirc/4
Xi
0 =1/2
‘\ kesim: 0 =0
Re
0=3n/2
(-7/2 degil) )
X -i
L2 _ i34

Sekil 42.2: 0 < 0 < 2nt dalinda ag1, kesimden (pozitif reel eksen) baglayarak saat yéniiniin tersine 6l¢tlir:
iigin 0 =m/2, —iigin 6 = 37/2 — esas argiiman —7/2 bu dalda gecerli degildir. Bu yiizden -i noktasinda
z/# = ™ alinir; —1t/2 kullanilirsa rezidiiniin isareti yanhs ¢ikar.

(ikinci noktada arg(—i) = 37/2 seilir, yani z'/2 = ¢?37/4

ei7r/4 _ €i37r/4 \/5

.) Toplam

2i 2

Kesimin alt kenarinda z'/? = —z'/2 oldugundan, yon farkiyla birlikte iki kenar ayni katkiy1 verir ve
toplam integralin iki kat1 ¢ikar:

2/ Ve dx=27ri-\/—,§:7r\/§:>/ Vv dm:ﬂﬁzl
o 1 2 0 T

x2 + i

Bu kisimdaki integraller hep sonsuz araliklardaydi. Simdi tamamen farkli bir aileye geciyoruz: 0 ile 27
arasinda, siniis ve kosiniis iceren belirli integraller — trigonometrik integraller.
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43.1

43. Siniis ve Kosiniis Iceren Belirli
Integraller

0 ile 27 arasinda alinan
2
/ F(sin 6, cos 6) do (1)
0

tipindeki belirli integraller, rezidii kuraminin en zarif uygulamalarindandir. Fikir sudur: ’nin 0’dan 27’ye
taramasi, birim ¢cember tizerinde tam bir tur demektir — yani integral aslinda gizli bir ¢evre integralidir.

Doniisiim
Birim ¢emberi

z=e¥ (0<6<2m) (2)

0

ile parametreleyelim. Tiirev formiiliiyle % = ie? =iz olur. Siniis ve kosiniisiin {istel tanimlar1 birim

cember {izerinde e~* = 271 ile su hale gelir:
z—2z71 z+271 _dz

5 cosf = 5 do »

(3)

sinf =

Im

C sin 0
z+72 '=2cos0

z-71=2isin®

Y

Re

Sekil 43.1: Birim cember iizerinde |2| = 1 oldugundan z* = z: zile z " reel eksene gore simetriktir. Toplamlari
reel ve tam 2 cos 6, farklari sanal ve 2isin @dur; (3) degisimleri bu geometrinin cebirsel yazimidir. fartarken
z cember boyunca teget yonde, iz hiziyla ilerler: dz = iz d6.

Bu degisimlerle (1) integrali, C pozitif yonli birim ¢ember olmak iizere
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[r(H ) e @
c 21 2 12

cevre integraline donigir.

© Ne zaman ise yarar?

(4) integralindeki integrand z’nin rasyonel fonksiyonuna indirgeniyorsa, paydanin sifirlari
bulunup — higbiri C' tizerinde olmamak koguluyla — Cauchy rezidii teoremi uygulanir. F' rasyonel
oldugunda bu daima gergeklesir.

Coziimli Ornek

Ornek 43.1 (Klasik Formiil).

/27T d9 S (—l<a<l)
o l+asind /1_q2

oldugunu gosteriniz.

Cozim.
Formiil @ = 0 i¢in apaciktir (27 = 27); a # 0 alalim.
(3) degisimleriyle integral

1 d 2d 2
/ — = / : = / _ e g, (5)
cl+a iz C2zz+a(z —1) c2+Er—1

21

haline gelir.
Paydanin sifirlar. Ikinci derece formiiliiyle

L (‘H— Vl—“)z L (‘1—— Vl—a2>z

a a
Ikisi de saf sanaldir. z; zy = —1 oldugundan | z; | | 25 | = 1’dir; ayrica
1+v1—a?
‘ 29 | = ‘ a | >1

oldugundan zorunlu olarak | z; | < 1 ¢ikar. Yani C iizerinde tekil nokta yoktur, cemberin i¢indeki tek
tekil nokta z, dir.
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43.2 Coéziimlii Ornek 277

1+asin0,a=0,8
AIm

C paydanin sifirlari (a = 0,8):

z,=-1/2, |z, =1/2 < 1

birim ¢emberin icinde

\ 4

Re Z, = -2, |2;] =2>1

birim ¢cemberin disinda
® z
2,2, = -1 = |z4]+|2,5| = 1:
biri icerideyse oteki
zorunlu olarak disaridadir.

Sekil 43.2: a = 0,8 i¢in paydanin sifirlar1 z;, = —i/2 ve z, = —2i'dir. Carpimlarn -1 oldugundan modiilleri
birbirinin tersidir: bityiik olani cemberin diginda kalir, kiiciik olani iceride. Rezidii teoremine yalnizca
icerideki z, girer; ayni akil yuriitme (b) alistirmasindaki z.z_ = 1 igin de gecerlidir.

Rezidii. Integrandi

o) = —2e ) gy e

(z—2)(z—29) 2z—2 z— 2

biciminde yazalim. ¢, z;’de analitik ve sifirdan farklidir; basit kutup formiiliyle

2/a 2/a 1
Bi=olan)=——=3 e, A

Sonug. Rezidii teoremiyle

2/a 27
— 2 gy =92miB = ———
/Cz2+%z—1 VI a2

(5) zinciri geri okunursa istenen formiil elde edilir.

Denetim. a — 0 iken sonug 27’ye gider; | a | — 1 iken sonsuza gider — beklenendir, ¢iinkii o durumda
payda bir noktada sifirlanip integrali iraksatir.

|

Kat Acili integrandlar

Yoéntem, siniis ve kosiniisiin argiimanlar1 #’nin tam katlar1 oldugunda da aynen igler; tek yapilacak, (2)
parametrizasyonunu kuvvetlere tasimaktir:
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ei20 +efi20 _ (eio)z 4 ( ei0)72 B 22 4 272

20 =
€08 2 2 2
Genel olarak
cosnf = %, sinnfd = = %Z (n=1,2,..)
Ornek 43.2 (Kat Acili Ornek).
/ ™ cos 26
o H—4cosb

integralini hesaplayiniz.

Coziim.
Déntigtimle:

4
1
Z dz

2 —2
05_4.Z+2_Z*1 iz

/C 2i2% (

5z—2z2—2)

Payday1 carpanlara ayiralim: —222 + 5z — 2 = —2(z — %) (z — 2). Boylece integrand

24

+1

flz) =

—4i22(z— $)(2—2)

olur. Birim ¢emberin i¢indeki tekil noktalar: z = 0 (ikinci mertebeden kutup) ve z = % (basit kutup);

z = 2 disaridadir.
z = 1/2’deki rezidii.

p(z) = #?;1_2)’ @) N

¥(2)

22

z = 0’daki rezidii. f(z) = Y(z) = 241

gz + 1 yazip ¢arpim kuraliyla tiretelim:

“HEDED)

1% _ 1 _ 17
—4i-5-(-3) % 24

i (z—3)(z—2) =22 —

[=%

ile rezida ¢’ (0)

-1 241 -1 0-1—1-(=3 —
WZ)ZE'W%:}WO):Z'%ZS_?
Toplam.
ZM(H_E) _ (H E) o 2T
247 8 24 24 24 6
Yani
/27T cos 26 _m
o H—4cosb 6
|
Alistirma

Alistirma 43.1 (Trigonometrik Integral Alistirmalar1). Asagidaki integralleri birim cember dénii-

stimilyle hesaplayimniz.

27 do
a) fO 5+4sin 0

b) fozﬂ' dé

1+acos6

(—l<a<l)
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43.4 Alistirma 279

c) foﬂ 4 _ (a > 1) (Ipucu: integrand cifttir; aralig1 [0, 2] 'ye genisletip yarisini aliniz.)

a+cos 0

27 cos? 36
d) fO 5—4 cos 26 do

Cozim. )
a) (3) doniisiimlerini uygulayalim. sin § = 2%

21

oldugundan

2 1\  —2iz* 452 +2i
5+4Sin9:5+—.(z—z_l):5—2i(z——> Taw ozt
2

z z

df = % ile birlikte z sadelesir:

/2“ do _/ z dz_/ dz
o D+4sin® J,—2022+5z+2 iz J, 222 +5iz—2

Paydanin koklerini bulalim:

L =ik VBT +16 _ —bik3i
- - -

1 =z = 5 z=—21
Yalnizca z = —i/2 birim ¢emberin i¢indedir ve basit kutuptur. Rezidii, paydanin tiireviyle:
1 1 1 1

Rez

#==i/29.2 Biy 9 4z 452 _2i+5i 3i

Sonug:

/2” de ori 1 2
_ W g AT
, b+4sind 3 3

b) Bu kez cos § = £tz kullamlir:

2
242 T de 2d
1+a0059:w:>/ :/, z
2z o Ll+acosé cti(az®+22+4a)
Kokler:
-1+ +vV1—a?
=
a
—1 < a < 1liginz, z_ = 1 oldugundan koékler birbirinin tersidir; biri cemberin i¢inde, digeri disindadur.
Igeride kalan 2, = =1+vl=a- Val_‘ﬂ’dlr. Rezidii:
2 1 B 1 B 1
i 2az+27%  d(az +1) iV/1—a2

cinkii az, + 1 = V1 — a?’dir. Sonug:

/2“ do , 1 27
— =27 - =

o l+acosd iV1—a2 V1—a2

(¢ = 0 durumunda formil 27 verir; dogrudur.)

c) Integrand 6 + 2m — 0 degisimi altinda degismez (cos bu simetriye sahiptir), dolayisiyla [0, 27]
tizerindeki integral [0, 7] izerindekinin iki katidir:

/W do _1/2” do
0 a+cosf 2 o a + cosf

Sagdaki integral, (b) sikkinin % katidir: a + cos§ = a(l + %cos 0) yazilip a > 1 igin ’%‘ < 1 oldugu
kullanilirsa
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280 Boliim 43. Siniis ve Kosiniis Iceren Belirli integraller

/2“ o 1 2r 27
o atcost a \/1_a_12 Vaz —1
/7r a7
Oa—l—cosG_ a2 —1

d) Once pay1 indirgeyelim: cos? 36 = HCTOS%. Ardindan ¢ = 20 degisimi yapalim; integrandin ¢
cinsinden periyodu 27 oldugundan

/O " P do— / " (o) dp = / 7 Plp)dg

Yarisin alalim:

Boylece

12/2“ cos? 30 d0:1/2" dy +1/2“ cos 3¢ dy
o D—4cos26 2J), 5—4dcosp 2, 5—4cosp

Birinci integral. Birim ¢ember doniisiimiiyle

2224522 —(2z—1)(z—2
5 dcosp — z° + b5z _ (2z—1)(z—2)
z z

/027T5—Ziosnp:/c—(2z—i)(z—2) '%:i/c@z—f%

Iceride kalan tek kutup z = 1/2’dir:

1
2(z —2)

/27’ ) , ( 1) 2
— =0 27| —= | = =
o 9—4cosyp 3 3

Ikinci integral. cos 3¢ yerine e3¢ ile calisabiliriz: sanal kisim, ¢ > 27 — ¢ simetrisi altinda tek

oldugundan sifirdir. z = €’ ile e3¢ = 23:

/27T cos 3p / 23dz
—d(pzz - @
o D—4cose o (22—1)(z—2)

Yine yalnizca z = 1/2 iceridedir:

Rez,_ /s =

23

2(z—2)

/2“ cos 3¢ d—'2'( 1)_71'
. B—dcosp T T\ T4) T 12

1/8 1

Rez,_ )y = =127 "3~ "oy

Toplam.
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43.4 Alistirma 281

Rezidii kuraminin integral hesabindaki giiciinii gérdik. Son iki bélimde bambagka iki uygulamaya
geciyoruz: fonksiyonlari sifirlarini saymak ve Laplace déniisiimlerini tersine ¢evirmek. Once argiiman
ilkesi ve Rouché teoremi.
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44.1

44. Argiiman Ilkesi ve Rouché Teoremi

Rezidii kurami yalnizca integral hesaplamaz; sayar da. Bu bolumde bir fonksiyonun bir cevre icindeki sifir
ve kutuplarinin sayisini, cevre tizerindeki argiiman degisiminden okumay1 6grenecegiz. Sonug, polinom
koklerinin nerede oldugunu belirleyen pratik bir araca doniisecek.

Meromorf Fonksiyonlar ve Dolanma Sayis1

Tanim 44.1 (Meromorf Fonksiyon). Bir f fonksiyonu, bir D domeninde kutuplar hari¢ her yerde
analitikse D’de meromorftur.

f, pozitif yonlii basit kapali bir C' ¢evresinin i¢i olan domende meromorf; C' iizerinde ise analitik ve
sifirdan farkli olsun. C’nin w = f(z) doniisiimii altindaki gériintiisii I', w diizleminde kapali bir egridir
(basit olmak zorunda degildir) ve f, C' tizerinde sifirlanmadigindan I orijinden gecmez.

z noktasi C’yi pozitif yonde bir kez dolasirken w goriintiisii Iy1 bir kez katederse, arg w degeri strekli
bicimde degisir ve baslangi¢ noktasina donildigiinde bir ¢; — ¢, fark: birikir. Bu fark

Acarg f(z) = ¢1 — ¢o (1)
ile gosterilir ve 27r'nin bir tam katidur.
z diizlemi w diizlemi: w = (z)
Im v
r=£c)
¢ 2(t)

Re

Sekil 44.1: z() noktas1 Cyi pozitif yonde bir kez dolagirken goriintiisit w = f{z(#)), w diizleminde kapali

I' egrisini ¢izer. f, C tizerinde sifirlanmadigindan I' orijinden ge¢mez ve ¢ = arg w stirekli izlenebilir; tur

tamamlandiginda biriken fark Ac arg f; 2t'nin bir katidir. Burada I orijini bir kez sarar: dolanma sayisi 1,
yani C i¢inde bir sifir.

Tanim 44.2 (Dolanma Sayisi).

o Acarg f(2) )

Acik Matematik - acik-matematik.com 283 CC BY-NC-SA 4.0


https://acik-matematik.com
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.tr

44.2

284 Boliim 44. Argiiman Ilkesi ve Rouché Teoremi

tam sayisina, I' egrisinin w = 0 orijini etrafindaki dolanma sayis1 denir. Saat yoniiniin tersine dolan-
malar pozitif, saat yoniindekiler negatif sayilir; I" orijini ¢cevrelemiyorsa dolanma sayust sifirdur.

Argiiman Ilkesi

Teorem 44.1 (Argiiman Ilkesi). C pozitif yonlii basit kapali bir ¢evre olsun ve

a) f, C’nin i¢i olan domende meromorf:
b) f, C iizerinde analitik ve sifirdan farkly
¢) kathiliklar dahil, C icinde f’nin sifirlaninin sayisi Z, kutuplarinin sayisi P

olsun. O zaman
1
%Acargf(z):Z—P (3)

Ispat.
ff(;)) fonksiyonunun C iizerindeki integralini iki farkly yolla hesaplayacagiz.

Birinci hesap: argiiman degisimi. C’nin parametrik temsili z = z(t) (a <t <b) olsun:

e [P0
/Cf(z) d""/a o] @

T orijinden ge¢mediginden, C iizerindeki her noktanin gériintiisii iistel formda yazilabilir:

flz®)] = pt) e (a<t<D)
I’y1 olusturan diizgiin yaylarin her biri boyunca
d / ’ ’ 1 - 7 /
Tflz®)] = f2(0]2 () = p ()™ +ip(t)e e’ (2)

olur. (4) integralinde yerine konup sadelestirilirse

/c J;((;) a:= [ b i(g e /: ¢/(dt = [lnp(®)s +i [ 602

a

C kapaly oldugundan p(b) = p(a) dir ve ilk terim sifirlanir; ikinci terim ise (1) tanimidar:

f'(2) :
dz =1iAqarg f(z 5
NG carg f(2) )
Ikinci hesap: rezidii teoremi. fT/ boliimii, C' icinde yalnizca f’nin sifir ve kutuplarinda tekildir.

f’nin zy’da mq mertebeli bir sifini varsa karakterizasyon teoremiyle f(z) = (z — z5)™0g(z) yazilir (g
analitik, g(z) # 0) ve

f(2) = mg(z — 29)™ 'g(2) + (2 — 29) ™09’ (2)

fz)_ mo  g(2)

1) " Fom ' ee) ©
%, 2 da analitik oldugundan fT/ orada basit kutba sahiptir ve rezidiisii m, dur.
f'nin z,’da m_, mertebeli bir kutbu varsa kutup karakterizasyonuyla f(z) = (z — zy) " ™rp(2) yazilir;
0 D 0

(6) hesabinda my, yerine —m,, geger ve rezidii —m,, olur.
Cauchy rezidii teoremi tiim katkilari toplar:

PO gy iy
/cf<z) dz = 2mi (Z — P) (1)
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(5) ile (7) esitlenip 2mi’ye boliiniirse (3) elde edilir.
|

Ornek 44.1 (Negatif Dolanma). f(z) = 2 fonksiyonunun tek tekilligi orijindeki ikinci mertebeden
kutuptur ve sonlu diizlemde sifir1 yoktur. C, pozitif yonlii birim ¢ember olsun; f orada analitik ve sifirdan
farklidir. Argiiman ilkesi Z = 0, P = 2 ile

1 1
ﬂAC arg(z—z) =2

verir: goriintii egrisi I, orijin etrafinda saat yoniinde iki kez doner. Gercekten z = €% icin w = e~ dir
(0 < 6 < 27m) — dogrudan da goriilir.

Rouché Teoremi

Teorem 44.2 (Rouché Teoremi). C basit kapali bir ¢evre olsun ve

a) f ile g fonksiyonlar: C’nin i¢inde ve iizerinde analitik;

b) C iizerindeki her noktada | f(z) | > | g(2) |

olsun. O zaman f(z) ile f(z) + g(z), C i¢cinde — katliliklar dahil — ayni sayida sifira sahiptir.
ispat.
Yén énemsizdir; Cyi pozitif yonlii alalim. Once ne f 'nin ne de f + g’nin C iizerinde sifirt olduguna dikkat
edelim: z € C' iken

| f(2) [>19(z) [20, [ f(z)+9(z) [=]]f(2) |=]g(2)||>0

Zy ve Zg, 4 C icindeki sifir sayilart olsun. Iki fonksiyon da analitik oldugundan kutuplari yoktur;
argiiman ilkesi

1 1
Zy = %Ac arg f(z), Lprg= %AC arg[ f(2) +9(2) ]

verir. Carpani ayiralim:

Acarg[f—i—g] :Acarg{f[l—i-%]} =Agargf+ AsargF

f(z)
Boylece
1
Fakat C iizerinde
g(z
| F(z)—1|= 'fiz; '| <1

oldugundan, C’nin w = F(z) déniisiimii altindaki gériintiisii | w—1 | < 1 agik diskinin icinde kal.
Bu disk orijini icermediginden goriintii egrisi w = 0 etrafinda dolanamaz: Ay arg F'(z) = 0. (8) esitligi
Zgyg = Zj haline iner.
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lw-1|<1

0 acik diskin disinda:

arg F salinir, tam tur atamaz

Sekil 44.2: C iizerinde [F(z) - 1] < 1 oldugundan goriintii egrisi F(C), merkezi 1 olan agik birim diskin i¢inde
kalir. Orijin bu diskin disindadir (sinir iizerinde); diskteki bir kapali egri orijini saramaz — arg F ileri geri
salinir ama tam tur biriktiremez. Dolayisiyla Ac arg F = 0 ve f + g ile f ayni sayida sifira sahiptir.

@ Nasil kullanilir?

Bir denklemin belirli bir bolgedeki kok sayisini bulmak i¢in, ifadeyi baskin terim f ve kiiciik terim
g olarak ikiye ayirin. Siurda | f | > | g | gosterebilirseniz, kok sayis1 f’nin — genellikle cz™ gibi
apagik — sifir sayisina esittir.

44.4 Cozimlia Uygulamalar

Ornek 44.2 (Birim Cember I¢indeki Kokler). 27 — 423 + z — 1 = 0 denkleminin | z | = 1 ¢emberi
icinde ka¢ koki oldugunu bulunuz.

Cozim.
Baskin terimi ayiralim:

f) =4, gz = a1
| z | = 1 iizerinde
[ f) |=4]2P =4 g [<|z]"+]z][+1=3

Rouché teoreminin kosulu saglaniyor. f(z) = —423 fonksiyonunun birim ¢ember i¢inde katliligiyla
birlikte ii¢ sifir1 vardir (z = 0, ¢ katli); dolayisiyla f + g toplaminin da ti¢ sifir1 vardir. Yani verilen
denklemin birim disk i¢inde ti¢ kokii bulunur.

|
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Ornek 44.3 (Cebirin Temel Teoreminin Ikinci Ispat1). n > 1 dereceli her
P(z)=ag+ayz+ - +a,z" (a, #0)

polinomunun, kathiliklar dahil tam olarak n sifir1 oldugunu Rouché teoremiyle gosteriniz.

Cozim.

F2) = a2, g(2) = ag + st et a2
alalim. | z | = R ¢emberi iizerinde (R > 1):
| f(z) |=1a,]|R"
l9(2) [<lag|+]ay | R+ +|a,  [R<(lag|+]ay [+ +]a,,[)R"
(son adimda R > 1 oldugundan tiim kuvvetler R"~! ile iistten sinirlandi). O halde

>|a0|+|a’l|+"'+|a’n71|
| a

R

n |

kosulunu saglayan bir R secilirse

yani| f(z) | > | g(2) | olur. Rouché teoremi geregi P = f + g, | z | = R ¢emberi i¢inde f(z) = a,2"
ile ayni sayida — yani n tane — sifira sahiptir. R istenildigi kadar buiyiik secilebildiginden bunlar P’nin
tium sifirlaridir.

|

1 Iki ispatin fark:

Liouville teoremiyle verdigimiz ispat yalnizca en az bir sifirmm varligini garanti ediyordu; kalan
kokler, ardigik bolmelerle elde ediliyordu. Rouché teoremi ise kokleri sayarak n tanesinin varligin
tek hamlede verir — dolanma sayisinin giicii budur.

Alistirma

Alistirma 44.1 (Rouché Alistirmalari).

a) 2* + 3z + 1 = 0 denkleminin | 2 | < 2 diskinde kag kékii oldugunu bulunuz.
b) 225 — 622 + 2+ 1 = 0 denkleminin 1 < | z | < 2 halkasinda kag kékii oldugunu belirleyiniz.

¢) ze** =1 (XA > 1) denkleminin birim disk icinde tam bir kékii oldugunu ve bu kokiin reel oldugunu
gosteriniz.

Cozim.
a) Polinomu, cember tizerinde baskin olan terim ile geri kalanina ayiralim:

fle) =24 g(z)=3z+1
| z | = 2 tizerinde bityiikliikleri karsilagtiralim:
[ f) I=1z["=16, [g(z) |<3|z[+1=7
| g | <] f | oldugundan Rouché teoremi, f + g ile f’nin | z | < 2 diskinde aym1 sayida sifira sahip

oldugunu sdyler. f(z) = 2z*’iin orada 2z = 0’da dérdiincii mertebeden bir sifir1 vardir, yani katlilikla
birlikte 4 sifir. Sonuc:

Acik Matematik - acik-matematik.com 287 CC BY-NC-SA 4.0


https://acik-matematik.com/dersler/cauchy-teoremleri/liouville-ve-cebirin-temel-teoremi.qmd
https://acik-matematik.com
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.tr

288 Boliim 44. Argiiman Ilkesi ve Rouché Teoremi

22+ 32+ 1=0 denkleminin | 2z | <2 diskinde 4 kokii vardir.

(Dereceden dolay: toplam kok sayisi da 4’tiir; demek ki biitiin kokler bu diskin igindedir.)
b) Halkadaki kok sayisini, iki gemberdeki sayilarin fark: olarak buluruz.

| z | = 1 iizerinde baskin terim —622’dir:
‘—62‘2‘:6, ‘2z5+z+1|§2+1+1=4<6
Rouché teoremi, polinomun | z | < 1 diskinde —622 ile ayni sayida — yani 2 — sifir1 oldugunu verir.
| z | = 2 tizerinde baskin terim 22°’tir:
| 22° | =2-32 =64, | =622 +2+1|<24+2+1=27<64

Bukez | z | < 2 diskinde 5 sifir bulunur.
Her iki cember tizerinde de esitsizlikler kesindir; dolayisiyla polinomun bu ¢emberler iizerinde sifir1
yoktur ve halkadaki kok sayisi farktir:

5—2=3

1 <| z | £ 2 kapali halkasinda 3 kok vardir.
¢) Denklemi ze** — 1 = 0 biciminde yazalim ve birim cember iizerinde

fl2) =222 g(z)=-1
ayrigimini inceleyelim. | z | = 1 iizerinde z = z + iy ile < 1 oldugundan
[ f2) [=]z]| e |=er "2t > 1=]g(2) |

ctinkii A > 1°dir. Rouché teoremi geregi f + gile f'nin | z | < 1 diskindeki sifir sayilar esittir. f(z) =
ze*~# fonksiyonunun tek sifir1 z = 0’dir ve basittir (e** hicbir zaman sifir olmaz). Demek ki denk-
lemin birim disk i¢cinde tam bir kokii vardir.

Bu kokiin reel oldugunu gorelim. Reel eksen tizerinde

stirekli bir fonksiyondur; u¢ degerleri
h(0)=—-1<0, h(l)=e*1—-1>0 (A>1)

Ara deger teoremi, (0, 1) aralifinda bir x, kokii verir. Bu z birim diskin i¢indedir; diskteki kok tek
olduguna gore aranan kok tam olarak x,’dir ve reeldir.
]

Son bolimde rezidiilerin uygulamali matematikteki en yaygin kullanimina geliyoruz: diferansiyel denk-
lem ¢oziimlerini geri getiren ters Laplace dontisimil.

Acik Matematik - acik-matematik.com 288 CC BY-NC-SA 4.0


ters-laplace-donusumu.qmd
https://acik-matematik.com
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.tr

45.1

45. Ters Laplace Doniisiimii

Rezidii kuraminin uygulamali matematikteki en yaygin kullanimi budur: bir diferansiyel denklemi
Laplace dontgiimiyle cebirsel denkleme cevirdikten sonra, ¢6ziimi geri getirmek. Bu bolumde ters
doniisiimiin integral formulint kurup rezidii toplamina indirgeyecegiz.

Bromwich Integrali

F(s), kompleks s degiskeninin bir fonksiyonu olsun ve sonlu s diizleminde, sonlu sayida ayrik tekil nokta
hari¢ analitik olsun. Ly, s = — ¢R noktasindan s = v + ¢R noktasina uzanan dikey dogru parcasi
olsun; burada v pozitif bir sabit ve R, F’nin tiim tekil noktalar1 bu dogrunun solunda kalacak kadar
biyiiktiir.

Alms Res=y
C ’,’
7/
R,
//
/, o N
4 s S
,/ ,', X ! \\\
4
lll xs:, A \\
I !
1,- % \
T >
1\ S ! Res
vy !
\ //
\\\\ Xs, //
(N .
NGO Is| = R,
N\
N
N
L
-
T=-® y-iR
R>Ry+y

Sekil 45.1: Bromwich yolu Lg, Re s = y dikey dogrusu tizerinde y - iR'den y + iR'ye gider. Yol, merkezi y
olan ve sola acilan Cy yarim cemberiyle (s = y + Re', /2 < 0 < 37/2) kapatilir. Tiim tekil noktalar |s| < R,
diskindedir; R > R, + y alininca hepsi yarim dairesel bolgenin icinde kalir.

Tanim 45.1 (Ters Laplace Doniisiimii). Reel degisken ¢’nin pozitif degerleri i¢in

f(t):% Jim / etF(s)ds (¢ 0) (1)
Lr

Limit var oldugunda bu ifade genellikle
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ft)=— P.V./WH‘Oo estF(s)ds (t>0)

y—100

bi¢iminde yazilir ve boyle bir integrale Bromwich integrali denir.

Oldukgca genel kosullar altinda f(¢), F'(s) nin ters Laplace dontgiimudiir: F,

F(s) = /OO e st f(t) dt
0

(2)

(3)

ile tanimhi Laplace déniisimiiyse, f tam olarak (2) ile geri elde edilir. v’nin se¢imi — tiim tekil noktalar

solda kaldig: siirece — sonucu etkilemez.

Rezidii Toplamina Indirgeme

Teorem 45.1 (Sonlu Sayida Tekil Nokta Hali). F(s) nin tekil noktalari s, (n = 1,2, ..., N) olsun; Cp,
s =7+ Re' (/2 < 6 < 31/2) yarim cemberi olmak iizere, Cy, iizerinde | F(s) | < My olacak bigimde,

R — oo iken sifira giden bir My bulunsun. O zaman
N
f#)=> Rez_, [eF(s)] (t>0)
n=1

ispat.
Ry, tekil noktalarin modiillerinin en biiyigii olsun ve

s =+ Rei® (gsag%ﬂ>

parametrizasyonuyla Cr, yarim ¢emberini alalim (R > R, + «). Her s,, i¢in

(4)

oldugundan tiim tekil noktalar, L , ile C, tarafindan sinirlanan yarim dairesel bolgenin igindedir. Cauchy

rezidii teoremi:

N
/ estF(s)ds = 2mi Z Rez,_, [e"F(s)]— / estF(s)ds
L n=1 C

R R

Yay integrali. (5) parametrizasyonuyla

37/2
/ estF(s)ds = / exp (vt + Rte’ ) F (v + Re* )iRe® df
c

R /2

|exp(vt + Rte™®) | = evteRtest ye| F | < My oldugundan

3m/2
/ estF(s)ds| < e”tMRR/ efiteos? qg
Cr /2
¢ = 0 — 5 degisimiyle cos ) = —sin ¢ olur ve jordan esitsizligi devreye girer:

/37r/2 R ; ™ 5 . T
e t cos do = / e~ t sin d¢ < —
/2 0 Rt

(7) esitsizligi boylece

i
e"Mpm

<
t

/C e’tF(s)ds

R
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haline gelir ve M — 0 oldugundan R — oo iken yay integrali sifira gider. (6) da limit alinip 27i’ye
boliiniirse (4) elde edilir.
|

Is1 iletimi ve mekanik titresim problemlerinde F(s), bir Re s = v dogrusunun solunda kalan sonsuz
¢oklukta ayrik tekil noktaya sahip olabilir. Bu durumda (4) toplami bir seriye genisler:

= Z Rez,_, [e*F(s)] (t>0) (9)
n=1

Bu genislemenin gerekcesi, dikey dogru parcalarmin L, ve vyaylarin Cy ile degistirilip
limy_,o [ c e’ F(s) ds = 0 gosterilmesidir; kanit1 cogu zaman zahmetlidir ve burada kabul edilecektir.
N

Rezidii Hesabinda Kisayollar

F(s)’nin s,’da m-inci mertebeden bir kutbu ve esas kismi

b, b, b

ey —m___ b 0
PR e r L A
ise, dogrudan hesapla su formil elde edilir:
Rez StF(s) | = eSot|b b2t+ -+ b—tm’l (10)
8150[6 S]_e 1 1! (m—1)!

sy = a+iB (8 # 0) ve F, analitik oldugu noktalarda F(s) = F(5) yansima ozelligini sagliyorsa, eslenik
5o da m-inci mertebeden bir kutuptur ve reel ¢ i¢in iki rezidi birlikte hesaplanabilir:

Rez [ € F(s) |+ Rez,_;, [ e F(s)]

SSO

b b, (11)
2e0t it b 2t tmfl
e*’ Re { [ + 1 + -+ —< ) ]}

5o basit kutup ise (m = 1) bunlar sadelesir:

Rez,_, [ € F(s)]=e"'Rez,_,

5=5¢

F(s) (12)

0

Rez,_, [€*F(s) ]+ Rez,_g, [ € F(s) ] =2¢" Re [e"Rez,_, F(s)] (13)

5=5q

Coziimlii Uygulamalar

Ornek 45.1 (Ikinci Mertebeden Kutup Cifti).

S

fonksiyonuna karsilik gelen f(¢)’yi bulunuz.
Cozim.
Tekil noktalar s, = ai ve 5, = —at’dir.
o(s) s
F = —— e
O =Gz )= Grae

yazildiginda ¢, s, = ai’de analitik ve sifirdan farklidir: kutup ikinci mertebedendir. F', analitik
oldugu noktalarda F(s) = F(5) sagladifindan s, da ikinci mertebeden kutuptur ve (11) formiili
kullanilabilir.

Esas kismin katsayilar1 by, by, ¢o’nin s civarindaki Taylor serisinin ilk iki teriminden okunur:

Acik Matematik - acik-matematik.com 291 CC BY-NC-SA 4.0


https://acik-matematik.com/dersler/analitik-fonksiyonlar/analitik-uzanim-ve-yansima.qmd
https://acik-matematik.com/dersler/seriler/taylor-serileri.qmd
https://acik-matematik.com
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.tr

292 Boliim 45. Ters Laplace Doniisiimii

1 L @(ad) : plai)  ¢'(ai)
Fls)= —— — o
() (s —ai)? iplai) + 1! (s —ai) + (s —ai)? + s—ai +
Hesaplayalim:

(ai) ai ai 1
a = = —-——=——

v (2a4)? —4a? 4a

w,(s):(s—i—ai)?_s.Q(s—i—ai): ai—s s o (ai) = 0

(s+ai)t (s + ai)3

Yani b, = 0 ve by = —-. (11) formiilii (a = 0, 8 = a):

Rez,_, [e”F]+Rez,_; [eF|=2Re [emt (—ﬁt)] = % sin at

Smurhilik kosulu. (4) formilini uygulayabilmek i¢in F’nin Cj tizerinde uygun bi¢cimde simirh
oldugunu gorelim. s = v + Re® icin

| s | < v+ R, |s|[>2|R—v|=R—-7>a
ve dolayistyla | 52 + a2 |>]|1s |2 —a? | > (R—~)? —a® > 0. Boylece

Y+ R
[(R=7)?—a??

| F(s) | < Mp, Mp=
R — oo iken My — 0’dir; kosul saglanir ve

f(t):%tsinat (t>0)

Ornek 45.2 (Sonsuz Coklukta Kutup).

tanh s sinh s
F(s) = -
(s) 52 s2 cosh s

fonksiyonuna karsilik gelen f(¢)’yi bulunuz.

Coziim.
Tekil noktalar s = 0 ile cosh s’nin sifirlaridir:

o —1 on — 1
5o = 0, sn:%i, 5= no DT e

s = 0°daki rezidii. Maclaurin serilerinin bolumii

1 sinhs 1 s3 1 s ™
F(g)= — . .2—° _ — 4l =224 -
(s) s2 coshs &2 (S 3 + ) s 3+ (0<‘3|<2)

orijinin basit kutup oldugunu ve rezidiiniin 1 oldugunu gésterir. (12) formiiliiyle
Rez, o [e”F(s)|=¢€"-1=1
s,,’deki rezidiiler. p(s) = sinh s, q(s) = s? cosh s ile p/q’ formiiliinii uygulayalim. Once

sinh s,, = sinh [z (nﬂ' — g)] = isin(mr — g) = —icosnm = (—1)"*Yi £ 0

q(s,) = 0ve ¢'(s,,) = s2 sinh s, # 0 oldugundan basit kutuptur ve
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p(s,) 1 4 1
R _ F — = —= —— —
e FO) = 6 TR T 1P

sinh s = sinh § ve cosh s = cosh s 6zdeslikleri F'(s) = F'(S) yansimasimu garanti eder; (13) formili
(a=0,8= @) eslenik cifti birlegtirir:

s s 4 (2n — 1)t
RGZS:STL [ € tF ] + Rez‘s:'gn [ € tF ] =2 Re {_7T2(27L - 1)2 P |:Z 2 :| }
8 1 (2n — 1)mt
=——" cos
w2 (2n—1)2 2
Sonug. (9) serisinde toplanirsa
8 1 (2n —1)mt
t)=1—— t>0
FO=1- 53 G s g (t>0)
]
Ornek 45.3 (Is1 Denkleminden Gelen Déniisiim).
sinh ( zs!/2
F(s) = 0 1
(s) ssinh ((s1/2)) (0<e<l)
fonksiyonuna karsilik gelen f(¢)’yi bulunuz.
Coziim.
s1/2, iki degerli fonksiyonun herhangi bir dalidir; pay ve paydada aymi dal kullamlir. Seri agilimiyla
$51/2+(%1!/2)3+... _ $+$T%+...

F(s) = =
(5) 5[81/24_(%/!2)3_,_...] 54_%4_...

(14)

Bu ifade, s = 0’m bir tekil nokta oldugunu ve — kuvvet serilerinin b6liimii olarak — basit kutup
olup rezidiisiiniin « oldugunu gosterir. Dal kesimi negatif reel eksende bulunmayacak bigimde segilirse
(boylece sinh(s'/?) o eksen boyunca iyi tamimhdir), diger tekil noktalar s'/2 = +£ni kosulundan
dogar:

n = —n°m (n=1,2,..)
(12) formiilityle s, = 0 igin
Rez, o [ F(s) | ==
s, deki rezidiiler. p(s) = sinh ( xs'/? ) ve q(s) = ssinh ( s1/2 ) alalm. 51/2 = nmi oldugundan
p(s,) = sinh (inmz ) = isinnnz, q(s,) =0, q(s,) = %siﬂ cosh ( si/2 )#0
sinnmz # 0 olan her n icin s,, basit kutuptur ve
2 (1)

Rez,_, F(s) = p/(S") =— sinnrz
q(s,) ™ m

(nz tam say1 oldugunda p(s,,) = 0 olur ve s,, kaldirilabilir bir tekillige doniisiir; formil bu durumda
da dogru degeri, yani sifir1 verdiginden asagidaki seri her x icin gecerlidir.)
(12) ile

_1)m
(=1) e~ ™t sin nrr
n

Rez,_, [eF(s)]=

Sn

3w
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Sonug. (9) serisiyle

[\V]

:]

o) n
= = Z Tt gin (t>0)
n=1

Bu fonksiyon, uglar1 sabit sicaklikta tutulan bir ¢ubuktaki 1s1 dagiliminin klasik ¢6ziimiidiir: ¢ buyi-
diikge tistel terimler soniir ve dagilim, dogrusal denge profili z’e yaklagir.
]

Alistirma

Aligstirma 45.1 (Ters Laplace Alistirmalari). Asagidaki donigtimlerin terslerini rezidii yontemiyle
bulunuz.

a) F(s) = -1 (areel)

b) F(s) = QMQ (a>0)

c) F(s) = 5(52+1)

d) F(s) = S4 1
Cozim.

Dérdiinde de F', paydasi paydan yiiksek dereceli bir rasyonel fonksiyondur; Bromwich integrali, sonlu
sayidaki kutupta e** F(s)’nin rezidiilerinin toplamina iner:

= Zk: Rez,_,, [ estF(s) ]

a) Tek kutup s = a ve basittir:

Yani f(t) = e** — Laplace tablosunun ilk satir1.
b) Kutuplar s = +ia’dir ve basittir. ¢(s) = s2 + a? icin ¢’(s) = 2s oldugundan p/q’ formiilii kullani-
labilir:

s est s est eiat efiat
Rez,_,,———=—._,, = Rez =
s=ia 52 + az 25 |s=te 2 ? =

Toplarsak Euler formiilii devreye girer:

c¢) Kutuplar s = 0 ve s = 44 dir; icii de basittir.

est est
Rez,_ = =1
eZS’OS(SQ—i—l) s2 41570
s2 4+ 1= (s —1)(s + 1) yazarak:
est eit ezt
R .= = = ——
P T sl i2i 2
est efit efzt
Rez - -
aei T S0l T o) (—2i) 2

Toplam:

Acik Matematik - acik-matematik.com 294 CC BY-NC-SA 4.0


https://acik-matematik.com
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.tr

45.5 Alistirma 295

d) Payda s* = 4 denkleminin dért kékiinde sifirlanir:
s = :l:\/i, s=+iV?2
Hepsi basit kutuptur. p(s) = 2s® ve ¢/ (s) = 4s® oldugundan rezidiiler sasirtic1 derecede sadedir:

2s3est 25t esrt eskt

Rez._ = =
omonst 4~ 453 2

Dért rezidiyti toplayalim:

V2t —V2t V2t —iV2t
f(t):e +2€ 4+ +26 :cosh(ﬁt)+cos(\/§t)

Reel eksendeki kutup cifti hiperbolik, sanal eksendeki kutup ¢ifti trigonometrik terimi dogurdu: kutup-
larin konumu ¢6ziimiin bityiime mi salinim m1 yapacagini dogrudan soyler.

I
ms reel cift +42:
cosh v/2t, biiyiime
iv2 X
X X
-2 J2 Res
—iv2-X

sanal cift +iv2:
cos v/2t, salinim

Sekil 45.2: s* = 4 denkleminin dért kokii |s| = v2 cemberi iizerindedir. Reel eksendeki cift e*/**iistellerini,
yani hiperbolik (bilyiiyen) terimi; sanal eksendeki cift e***! iistellerini, yani trigonometrik (salinan)

terimi dogurur. Kutbun reel kismi bitytime hizini, sanal kismi salinim frekansini verir.

Kompleks Analiz notlarinin ikinci boliimii burada tamamlaniyor. Cauchy kuramindan baslayip serilerden
rezidiilere uzanan bu yol, kompleks analizin ana gévdesini olusturur; bundan sonrasi1 — konform tasvirler,
akigkan akimlari, analitik uzanimin derinlikleri — ayni temeller tizerine kurulur.
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