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Giris

Bu bolimde, ¢cok degiskenli fonksiyonlarin degisim oranlarini modelleyen kismi diferansiyel denklemlerin
(KDD) analitik yapilarini inceliyoruz. Temel siniflandirma prensiplerinden baglayarak birinci mertebeden
denklemlerin Lagrange ve Charpit yontemlerine, Cauchy problemlerine ve ikinci mertebeden denklem-
lerin hiperbolik—eliptik—parabolik tip smiflandirmasina uzaniyoruz.

1 Not

Asagidaki mufredatta baglantili olan bagliklarin notlar1 hazirdir. Baglantisiz bagliklar sirasiyla yazil-
makta olup tamamlandikc¢a bu sayfaya eklenecektir.
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1.1

1.2

1. Kismi Diferansiyel Denklemlere Giris ve
Siniflandirma

Kismi diferansiyel denklemlerin (KDD) tarihsel gelisimi, 18. yiizyilda fiziksel diinyadaki dinamikleri ve
siirekli ortamlar1 matematiksel olarak modelleme ¢abalarina dayanir. Jean le Rond d’Alembert’in titresen
bir telin hareketini aciklamak i¢in gelistirdigi tek boyutlu dalga denklemi, Leonhard Euler’in akigkanlar
mekanigine kazandirdig: formiiller ve Joseph Fourier’nin 1s1 yayilimu teorisi bu disiplinin temel taslarim
olusturur.

Bu fiziksel problemler, tek bir bagimsiz degisken iceren adi diferansiyel denklemlerin (ADD) aksine,
dogadaki olaylarin hem zamana hem de uzaydaki konuma bagli olarak ¢cok boyutlu incelenmesi gerek-
tigini gostererek KDD alaninin dogmasini saglamistir.

Bu béliimde, kismi diferansiyel denklemlerin temel kavramsal cercevesini kuracagiz. Once bagiml ve
bagimsiz degiskenleri ayirt etmeyi 6grenecek, ardindan denklemleri analitik olarak inceleyebilmek igin
kritik 6neme sahip olan mertebe, homojenlik ve lineerlik kriterlerine gére siniflandirma yapilarini ele
alacagz.

Temel Notasyonlar ve Kavramsal Cerceve

Matematiksel analize gegmeden 6nce, bir denklemin kismi diferansiyel denklem olarak nitelendirilebil-
mesi i¢in gereken temel sart1 net bigimde ortaya koymaliy1z.

Tanim 1.1 (Kismi Diferansiyel Denklem (KDD)). Birden fazla bagimsiz degiskene gore tiirevler
iceren; bir veya daha fazla bagimli degiskenin ve bu degiskenlerin kismi tiirevlerinin arasindaki iliskiyi
gosteren denklemlere kismi diferansiyel denklem denir.

Bir diferansiyel denklemle karsilastigimizda yapmamiz gereken ilk is, hangi degiskenin fonksiyonun
kendisini (bagimli), hangilerinin ise girdileri (bagimsiz) temsil ettigini belirlemektir. Bu ayrim, tiirev
operatorlerinin kime uygulandigini anlamamizi saglar.

Ornek 1.1 (Bagiml ve Bagimsiz Degisken Analizi). Asagidaki yaygin diferansiyel modellemelerde
degiskenlerin rollerini inceleyelim:

1. % + 52% = 0 denklemi verilmig olsun. Burada z = z(s, t) formunda bir fonksiyon aranmaktadur.

+ z: bagiml degisken
+ s,t: bagimsiz degiskenler
2. Fizikte dalga yayilimini modelleyen
+ u: bagiml degisken
+ z (konum) ve ¢ (zaman): bagimsiz degiskenler

2
Fu _

5 2% = 0 denkleminde u = u(z, t) yapis1 mevcuttur.

Mertebe (Order)

Bir denklemin yapisini ve ¢6ziimiiniin zorluk derecesini belirleyen en somut 6zelliklerinden biri mertebe-
sidir. Diferansiyel denklemlerin ¢6ziim uzaylarinin boyutu dogrudan bu kavrama baglh olarak sekillenir.

Tanim 1.2 (Denklemin Mertebesi). Bir kismi diferansiyel denklemde yer alan en yiiksek mertebeli
kismi tiirevin mertebesine, o diferansiyel denklemin mertebesi (order) denir.

Mertebe bulunurken denklemdeki tiim tiirevli terimler tek tek taranir ve uygulanan en yiiksek tiirev
operatori baz aliur. Terimlerin kendi kuvvetleri (6rnegin bir tirevin karesinin alinmasi) mertebeyi
etkilemez — kuvvet, denklemin derecesiyle ilgilidir, mertebesiyle degil.

Ornek 1.2 (Mertebe Belirleme).
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&—Fﬂ-i- 2_0
a2 " azzat L T

Coziim.

+ Analiz: Denklegmde yer alan en yiiksek tiirev, 2’e gore iki ve t’ye gore bir kez tiirev alinarak olustu-
rulmus olan % terimidir.

+ Sonug: Denklem 3. mertebeden bir KDD’dir.

Homojenlik (Homogeneity)

Denklemlerin siiperpozisyon ilkesine uyup uymadigim anlamak ve genel ¢oziime ulasirken izlenecek
stratejiyi belirlemek i¢in homojenlik kavrami incelenmelidir. Bu kavrami en pratik héliyle denklemin
terimlerine bakarak ayirt edebiliriz.

Tanim 1.3 (Homojenlik). Bir kismi diferansiyel denklemde tiim terimler bagimlh degiskeni (u) veya
onun en az bir kismi tiirevini (u,, Uy, U, ...) igeriyorsa, bu denklem homojen (homogeneous) bir
denklemdir.

Eger denklemde u veya tiirevlerini icermeyen; yalmzca bagimsiz degiskenlerden (z,y,t, ...) ya da sabit
sayilardan olusan yalin bir terim varsa, bu denklem homojen olmayan (nonhomogeneous) bir denk-
lemdir.

Ornek 1.3 (Homojen ve Homojen Olmayan Denklem Farki). Asagidaki iki denklemin homojenlik
durumlarini inceleyelim:

%
2. a—;;+g—;2‘—5u:x2+sin(y)
Coziim.

+ 1. denklem: Tim terimlerde (u,,, u,,, —5u) bagiml degisken veya tiirevi mevcuttur; disaridan
eklenmis yalin bir terim yoktur. Denklem homojendir.

« 2. denklem: Esitligin sag tarafindaki 22 + sin(y) ifadesinde u veya tiirevi yoktur. Yalnizca bagimsiz
degiskenlerden olusan bu terimler homojenligi bozar. Denklem homojen degildir.

Lineerlik (Linearity) ve Alt Siniflar1

Lineerlik, matematiksel analizin en gii¢lii sinir ¢izgisidir. Dogrusal yapidaki bir denklemde temel kural
sudur: bagiml degisken u ve tim tirevleri yalnizca birinci dereceden olmaly, asla birbirleriyle carpil-
mamali ve sinis, karekok gibi fonksiyonlarin igine girmemelidir.

Bir KDD'yi lineerlik yapisina gore dort ana sinifta inceleriz.

A) Lineer (Dogrusal) Denklemler

Tanim 1.4 (Lineer Denklem). Biitiin terimlerdeki bagimli degigsken u ve tiim kismi tiirevlerinin birinci
dereceden oldugu, kendi aralarinda carpilmadig1 ve katsayilarinin yalnizca bagimsiz degiskenlerden
(veya sabitlerden) olustugu denklemlere lineer denir.

1 Yaygin yanilgi: bagimsiz degiskenle carpmak

Tiirevleri x veya y gibi bagimsiz degiskenlerle carpmak lineerligi bozmaz. Ornegin zu,,, + yzuyy =
0 denklemi tamamen lineerdir. Bir denklemin lineerlikten ¢ikmasi igin u?, (u,)? gibi dogrusalligt
bozan bir terim barindirmasi sarttir.

Ornek 1.4 (Lineer Denklem Analizi).
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1.4 Lineerlik (Linearity) ve Alt Siniflar1 11

Ou 0w _
ot or2

Coziim.

+ Mertebe: 2 — en yiiksek tiirev u,,,.
« Homojenlik: Homojen degil; sag tarafta u icermeyen 22 terimi var.
+ Lineerlik: Lineer — u ve tiirevlerinin derecesi 1, birbirleriyle carpilmamislar, katsayilar: sabit.

B) Yari-Lineer (Semilinear) Denklemler
Bir denklemde dogrusal olmayan bir terim varsa, o denklemin sinifini belirlemek i¢in en yiiksek merte-
beli tiirevlerin katsayilarina bakariz.

Tanim 1.5 (Yari-Lineer Denklem). Denklemde dogrusalligi bozan bir terim bulunmasma ragmen,
en yiiksek mertebeli tiirevlerin kendileri birinci dereceden ise ve baslarindaki katsayilar yalnizca
bagimsiz degiskenlerden (veya sabitlerden) olusuyorsa, bu denkleme yari-lineer (semilinear) denir.

Bu denklem tiiriinde dogrusalligi bozan unsurlar her zaman en yiiksek mertebeden daha diisiik seviyedeki
terimlerde bulunur.

Ornek 1.5 (Yari-Lineer Denklem Analizi).

Coziim.

+ Mertebe: 2
« Homojenlik: Homojen
« Lineerlik: Yari-lineer — (u,)? terimi dogrusalligi bozar; fakat en yiiksek mertebeli tiirevler olan u,,

ve u,, 'nin katsayilar1 olan z ve y yalnizca bagimsiz degiskenlerdir.

C) Kuazi-Lineer (Quasilinear) Denklemler

Dogrusalliktan bir adim daha uzaklastigimizda, en yiiksek mertebeli tiirevlerin katsayilarina bagiml
degiskenin kendisi veya tirevleri sizmaya baslar.

Tanim 1.6 (Kuazi-Lineer Denklem). En yiiksek mertebeli tiirevlerin kendileri hala birinci dereceden
olmasina ragmen, bu yiiksek mertebeli terimlerin katsayilarinda bagimli degisken u veya onun daha
diigitk mertebeli tiirevleri carpim durumunda bulunuyorsa, denklem kuazi-lineerdir.

Ornek 1.6 (Kuazi-Lineer Denklem Analizi).

U Uy + Uy, =0

Coziim.

+ Mertebe: 2

« Homojenlik: Homojen

+ Lineerlik: Kuazi-lineer — en yiiksek mertebeli u,,, teriminin bag katsayisinda bagimli degisken u
carpani vardir.

D) Nonlineer (Tam Dogrusal Olmayan) Denklemler

Tanim 1.7 (Nonlineer Denklem). En yiiksek mertebeden tiirevlerin kendi aralarinda carpildigi, kuv-
vetlerinin alindig1 (6rnegin u2,) veya dogrusal olmayan agkin fonksiyonlarin (6rnegin sin(u,,)) i¢inde

yer aldig1 denklemlere biitiiniiyle nonlineer denir.

Acgik Matematik - acik-matematik.com 11 CC BY-NC-SA 4.0


https://acik-matematik.com
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.tr

1.5

1.6

12 Boliim 1. Kismi Diferansiyel Denklemlere Giris ve Siniflandirma

Ornek 1.7 (Nonlineer Denklem Analizi).

Coziim.

+ Mertebe: 3

« Homojenlik: Homojen

+ Lineerlik: Nonlineer — en yiiksek mertebeli . tiirevinin dogrudan karesi alindig1 i¢in dogrusal
form tamamen kaybedilmistir.

Denklemler Aras1 Kapsama Iliskisi

Bu dort siniflandirma birbirinden tamamen bagimsiz kutular degildir; aksine tipki bir matruska bebegi
gibi birbirini kapsayan matematiksel alt kiimelerdir. Her dar tanim, bir genis tanimin 6zel halidir:

Lineer C Yari-Lineer C Kuazi-Lineer C Nonlineer (Genel)

Bunu su mantikla diisiinebiliriz:

1. Lineer denklemler, yari-lineer denklemlerin dogrusalligi bozan alt terimlerinin sifir oldugu 6zel
halidir.

2. Yari-lineer denklemler, kuazi-lineer denklemlerin en yiiksek mertebeli terim katsayisindaki u ¢ar-
paninin yok olup yerine yalnizca bagimsiz degiskenlerin geldigi 6zel halidir.

3. Kuazi-lineer denklemler de, genel nonlineer KDD’lerin, en azindan yiiksek mertebeli tiirevlerinin
dogrusal kalmay: basardig: diizenli alt kiimesidir.

Karisik Siniflandirma Ornekleri

Ornek 1.8 (Burgers Denklemi).

U +u-u, =0

Cozim.

+ Mertebe: 1 — en yiiksek tiirevler u, ve u,.
+ Homojenlik: Homojen; her terimde u veya tiirevi var.
+ Lineerlik: Kuazi-lineer — en yiiksek tiirev olan u,’in basinda u ¢arpani var.

Ornek 1.9 (Dalga Denklemi Varyasyonu).

Uy — Uy, = sin(x)

Cozim.

» Mertebe: 2 — en yiiksek tiirevler u,;, ve u,,.
« Homojenlik: Homojen degil; sag taraftaki sin(z) terimi u icermez.
+ Lineerlik: Lineer — u ve tiim tiirevleri birinci dereceden, katsayilar1 sabittir.

Ornek 1.10 (Eikonal Denklem).
(ug)? + (uy)? =1

Cozim.

* Mertebe: 1 — en yiiksek tiirevler u, ve u,,.
+ Homojenlik: Homojen degil; sag tarafta v icermeyen sabit bir terim var.
« Lineerlik: Nonlineer — en yiiksek tiirevlerin karesi alinmis, dogrusal yap1 bozulmustur.
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1.6 Karisik Siniflandirma Ornekleri 13

Ornek 1.11 (Karmasik Katsayil1 Denklem).

YUy, + m2uyy —u? ="

Coziim.

* Mertebe: 2 — en yiiksek tiirevler u,, ve u,,.

+ Homojenlik: Homojen degil; sag tarafta e® terimi var.

- Lineerlik: Yari-lineer — u? terimi dogrusallig1 bozar, ancak en yiiksek mertebeli tiirevlerin katsa-
yilar1 olan y ve 22 yalnizca bagimsiz degiskenlerden olusur.

Acgik Matematik - acik-matematik.com 13 CC BY-NC-SA 4.0
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2.1

2.2

2.3

2. Coziim Tiirleri ve Analitik Ornekler

Kismi Diferansiyel Denklemlerde Co6ziim Kavramai

Bir diferansiyel denklemin yapisini ve ¢oztim kiimelerini anlamak, ileri matematiksel analizin temelidir.
Kismi diferansiyel denklemlerde (KDD) “¢6ztiim” tanimi, denklemin saglandig1 bélge ve fonksiyonun
siireklilik sartlariyla dogrudan iligkilidir.

Tanim 2.1 (KDD Cé6ziimii). Bir kismi diferansiyel denklemde bagimli degisken v’ nun bagimsiz degis-
kenlerinin D C R™ bolgesinde smirlandigini varsayalim. m. mertebeden bir KDD’nin D bélgesindeki
¢oziimil; D bolgesinin tiim i¢ noktalarinda denklemi saglayan ve C™ smifindan (en az m kez siirekli
tiirevlenebilir) olan bir fonksiyondur.

1 Sabitler yerine keyfi fonksiyonlar

Adi diferansiyel denklemlerin genel ¢6ziimleri keyfi sabitler (c;, ¢, vb.) icerirken; kismi diferansiyel
denklemlerin genel ¢oztimleri, kismi tiirev alma igleminin dogas: geregi keyfi fonksiyonlar igerir.

Cozim Tiirleri

Diferansiyel denklemleri ¢6zerken karsimiza c¢ikan fonksiyonlar, icerdikleri keyfi ifadelere ve denklemi
saglama bicimlerine gore ti¢ ana kategoriye ayrilir. Bunu bir hiyerarsi gibi diistinebilirsiniz.

Tanim 2.2 (Genel Coziim (General Solution)). Diferansiyel denklemin mertebesine uygun sayida
keyfi fonksiyon (veya nadiren keyfi sabit) igeren, denklemi saglayan en genis ¢6ziim ailesidir. C6ziim-
lerin “ana sablonu” olarak diisiiniilebilir.

Tanim 2.3 (Ozel Coziim (Particular Solution)). Genel ¢6ziimiin icindeki keyfi fonksiyonlara belirli
bir kural secilerek elde edilen nokta atis1 ¢oziimdiir. Genellikle problemde verilen baslangic veya sinir
kosullar1 uygulandiginda genel ¢6ziimden 6zel ¢6ziime gecis yapilir.

Tanim 2.4 (Tekil C6ziim (Singular Solution)). Diferansiyel denklemi kusursuz bigimde saglamasina
ragmen genel ¢oziim sablonundan hicbir sekilde tiiretilemeyen istisnai ¢6ziimlerdir. Genel ¢6ziim-
deki keyfi fonksiyonlara hangi degeri verirsek verelim tekil ¢oziime ulagamayiz; o, kendi bagina denklemi
saglayan bagimsiz bir fonksiyondur.

Analitik Ornekler

Asagidaki 6rneklerde KDD ¢6ztimlerinin dogrulanmasi ve genel ¢oztimler iizerinden diferansiyel denk-
lemlerin nasil inga edilecegi incelenmisgtir.

Ornek 2.1. Asagidaki denklemin ¢éziimiinii inceleyiniz.
u‘; + ui =0
Cozim.

Reel sayilar kiimesinde calistigimiz icin, iki ¢ift kuvvetin toplaminin sifir olabilmesi ancak her iki
tabanin ayr1 ayr1 sifir olmasiyla miimkiindiir. Dolayisiyla su sartlar saglanmalidir:

u, =0 ve u,=0
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16 Boliim 2. Coziim Tiirleri ve Analitik Ornekler

flk olarak u,, = 0 denklemini ele alirsak, u fonksiyonunun z’e gére degismedigini anlariz. Bu durumda
u yalnizca y’ye bagl bir fonksiyon olmalidir:

u=A(y)
Simdi bu ifadeyi u,, = 0 denkleminde yerine koyalim:
u, = A(y)=0
Bir fonksiyonun tiirevi sifirsa o fonksiyon bir sabite esittir; yleyse A(y) = ¢ olmak zorundadir:
u(z,y) =c

Sonug olarak genel ¢6ziim u(z,y) = ¢ seklindedir. Yani bu istisnai durumda KDD’nin genel ¢oziimii,
beklenenin aksine keyfi fonksiyon icermez; yalnizca keyfi bir sabit igerir.
|

Ornek 2.2. f € C* keyfi bir fonksiyon olmak iizere, u(z, y) = /9 f(2x + y) fonksiyonunun
yu, —2yu, +u =0
kismi diferansiyel denkleminin bir ¢6ztimi oldugunu gosteriniz.
Cozim.

u(z,y) = /Yy f(2x + y) fonksiyonunun z ve y’ye gore kismi tiirevlerini alalim. f i¢in zincir kuralm,
u,, tiirevi i¢in ayrica carpim kuralini uygulayacagiz:

Ou ,
ux—a—\/ﬂﬂf 2z +y)

Oou 1 ,

$imdi bu tiirevleri yu, — 2yu, + u = 0 denkleminde yerine yazalim:
1
ENG
\% = /Yy sadelestirmesini yaparak diizenlersek:
VY =y =2y +Vyf=0

Z1t isaretli terimler birbirini gétiirtir ve 0 = 0 esitligi saglanir. C6ziim matematiksel olarak dogrulan-
migtir.
]

f+x/§f’> +x/§f=2y\/z7f’—%f—2y«/§f’+x/§f

y(2x/?7f’)—2y(

Ornek 2.3. f tek degiskenli keyfi siirekli bir fonksiyon olmak iizere,
u(z,y) = zf(z-y) +y*
ifadesi hangi kismi diferansiyel denklemin genel ¢6ziimiidiir?

Coziim.

Ifade bir adet keyfi fonksiyon (f) icerdiginden, aradigimiz kismi diferansiyel denklemin birinci
mertebeden olmasini bekleriz. Temel hedefimiz, tirev islemleri yardimiyla denklemin i¢indeki f ve
f’ ifadelerinden kurtulmaktir.

flk olarak % nun kismi tiirevlerini (carpim ve zincir kurallariyla) alalim:

u, =1 f(zy) +z - (yf'(zy) )= flzy) + zyf (zy)
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2.3 Analitik Ornekler 17

uy, = - (f'(zy) ) +2y = 2*f'(zy) + 2y

Bu iki denklemdeki f’ terimlerini esitleyip yok etmek i¢in ilk denklemi z ile, ikinci denklemi y ile
carpalim:

zu, = zf(zy) + 2y f’ (zy)
yu, =y f' (zy) + 2y°
Simdi f” terimlerini yok etmek i¢in ilk denklemden ikinciyi ¢ikaralim:
zu, —yu, = of(zy) + 22y f (zy) — (*yf' (zy) + 297 )
ru, —yu, = o f(zy) — 2y

Elde ettigimiz denklemin i¢inde hala keyfi f fonksiyonu barinmaktadir. Bundan tamamen kurtulmak
i¢in baslangicta verilen u = x f(zy) + y? esitliginden x f (zy) ifadesini yalniz birakalim:

zf(zy) =u—y?

Bunu buldugumuz denklemde yerine yazdigimizda:
zu, —yu, = (u—y?) —2y°
TUy — YU, = U — 392

Boylece keyfi fonksiyondan tamamen arindirilmus, istenen kismi diferansiyel denklemi elde etmis
oluruz.
]

Ornek 2.4. u = u(z,y, z) olmak iizere,

Uyy =0

kismi diferansiyel denkleminin genel ¢6ziimiinii bulunuz.
Cozim.
Jé) (Bu

Oncelikle Upy = 3z a—y) oldugunu hatirlayalim. Denklemi ¢6zmek icin her iki tarafa sirasiyla kismi

integral uygulayacagiz.

[lk olarak denklemin her iki tarafinin z’e gore integralini alalim. Kismi integral aldigimiz i¢in olusacak
integrasyon “sabiti” siradan bir say1 degil; x’ten bagimsiz olan, ancak y ve z’ye bagl olabilen keyfi bir
fonksiyon olmalidir:

/uzy(’)mz/oaxﬁuy:f(y,z)

Simdi elde ettigimiz u, = f(y, 2) denkleminin her iki tarafinin y’ye gére kismi integralini alalim. Bu
kez integrasyon “sabiti”, y’den bagimsiz olan ve x ile z’ye bagli keyfi bir G(z, z) fonksiyonu olacaktir:

/uyayZ/f(y,Z)ay

f(y, z) fonksiyonunun y’ye gore integrali de yine y ve z’ye bagh bagka bir keyfi fonksiyon iiretecektir;
buna F'(y, z) diyelim. Sonug olarak genel ¢oziim

u(:c,y, Z) = F(y7 z) + G(ZL’, Z)

seklinde bulunur. Goriildiigii iizere ¢6ziim, birbirinden bagimsiz iki keyfi fonksiyondan olugmaktadir.
u
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18 Boliim 2. Coziim Tiirleri ve Analitik Ornekler

1 Mertebe ve keyfi fonksiyon saysi iligkisi

Genel bir kural olarak; n tane bagimsiz degisken iceren m. mertebeden bir KDD’nin genel ¢6ztimi,
n — 1 degiskene bagh m adet keyfi fonksiyonla ifade edilebilir. Ancak yukaridaki Ornek 2.1 icinde

gordigiimiiz tizere, denklemin yapisina bagh olarak bu kural her zaman gecerli olmak zorunda
degildir.
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3.1

3.2

3. Yardimci Kosullar ve Iyi Konulmus
Problemler

Fiziksel sistemleri modelleyen kismi diferansiyel denklemlerin genellikle sonsuz sayida ¢6ziimii vardir.
Ornegin ¢oziim tiirleri boliimiinde gérdiigiimiiz genel ¢dziimler, keyfi fonksiyonlar igeriyordu; keyfi
fonksiyonun her sec¢imi ayri bir ¢6ziimdiir.

Oysa fiziksel bir problemin tek bir cevabr olmalidir: telin yarin saat tigteki sekli, odanin su kosesindeki
sicaklik... Bu tek ¢oziimii sonsuz aday arasindan segebilmek i¢in, modellenen sistemi daha ayrintil tarif
eden yardimci kosullar koymamiz gerekir. Bu kosullar iki kategoriye ayrilir.

Baslangi¢ Kosullar:

Tanim 3.1 (Baslangic Kosulu). Fiziksel sistemin incelenmeye baslandig1 anda, D bolgesinin tamamin-
da saglanmasi gereken kosullara baslangi¢ kosullar1 (initial conditions) denir.

Tipik bir baglangi¢ kosulu, w'nun ve zamana gore tiirevlerinin bir kombinasyonunu belirler; 6rnegin
u(z,0) = g(z) veya u,(z,0) = h(z) gibi.

Is1 denkleminde ¢ubugun baslangic sicaklik dagilimi, dalga denkleminde telin baglangic sekli ve baslangic
hiz1 bu tiirdendir.

Sinir Kosullar:

Tanim 3.2 (Sunir Kosulu). Denklemin gecerli oldugu D bélgesinin sinirinda (0D iizerinde) saglanmasi
gereken kosullara sinir kosullar1 (boundary conditions) denir.

Sinir kogullarinin ti¢ 6zel bigimine ayr1 adlar verilmigtir. Asagida g, o, § fonksiyonlar1 D simur1 iizerinde
ou

tanimlidir ve 3=, sinirin disa dogru normal yoniindeki tiirevi gosterir.
Tanim 3.3 (Dirichlet, Neumann ve Robin Kosullari).
« Dirichlet kosulu: ¢6ziimiin kendisi sinirda belirlenir:
u=g
« Neumann kosulu: ¢6ziimiin normal tiirevi sinirda belirlenir:

ou _
an_g

« Karma (Robin) kosulu: ikisinin bir dogrusal kombinasyonu belirlenir:

ou
au+pst =g
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© Fiziksel yorum

Is1iletimi 6rneginde ti¢ kosulun somut kargilig: vardir:

« Dirichlet: sinirin sicaklig sabit tutuluyor (cubugun ucu buz banyosunda).

« Neumann: sinirdan gegen 1s1 akisi belirli (Qu/0n = 0 ise siur yalitilmis).

« Robin: sinirdaki 1s1 akisi, sinir sicakligi ile ortam sicakliginin farkiyla orantili (Newton soguma
yasast).

Veri ve Verinin Siirekliligi

Tanim 3.4 (Problemin Verisi). Belirlenen baslangi¢ ve sinir kosulu fonksiyonlar: ile denklemin
homojen olmayan terimindeki katsay1 fonksiyonlarinin timiine, KDD ile modellenen problemin verisi
(data) denir.

Tanim 3.5 (Veriye Siirekli Baglilik). Verideki kiiciik degisiklikler ¢6ziimde de buna karsilik gelen
kiiciik degisiklikler olusturuyorsa, ¢6ziim veriye siirekli olarak baglidir denir.

Bu kavram, modellemenin pratikte ise yaramasinin giivencesidir: baslangic sicakligini 6lgerken yapilan
binde birlik bir hata, 6ngoriilen ¢6ziimii taninmaz hale getirmemelidir.

Iyi Konulmus Problem

Tanim 3.6 (Iyi Konulmus (Well-Posed) Problem). Bir problem asagidaki ii¢ kosulu birden sagliyorsa
iyi konulmus (well-posed) olarak adlandirilir:

a) Problemin bir ¢6ziimii vardir (varlik),

b) ¢6ziim tektir (teklik),

¢) ¢6ziim veriye siirekli olarak baghdir (kararlilik).

Bu kosullardan herhangi biri saglanmiyorsa problem koétii konulmus (ill-posed) olarak adlandirilir.

1 Ug kosul ii¢ ayr1 soruya karsilik gelir

« Varlik: koydugumuz kosullar ¢ok mu kisitlayic1? Hicbir fonksiyon hepsini birden saglayamiyor
olabilir.

« Teklik: kosullar yeterince kisitlayict m1? Hala birden ¢ok aday kaliyor olabilir.

« Kararlilik: 6lciim hatas1 ¢6ziimii patlatiyor mu? Ozellikle ters problemlerde en sik bozulan kosul
budur.

Yardimeci kosul se¢mek bir denge isidir: az kosul tekligi, fazla kosul varlig1 bozar.

Bundan sonraki boliimlerde 6nce denklemleri ¢ozmeyi 6grenecegiz; Cauchy problemlerini incelerken
(kuazi-lineer denklemlerde Cauchy problemi) bu kavramlar tekrar kargimiza ¢ikacak.
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4.1

4. Dogrudan Integrasyon ve ADD
Yaklagimi

Baz1 kismi diferansiyel denklemler, higbir 6zel kurama gerek kalmadan ¢6ziilebilir. Bu boliimde iki basit
ama giicli yaklasimi ele aliyoruz: denklemi dogrudan integre etmek ve denklemi adi diferansiyel
denklem (ADD) gibi gérmek. ikisinde de tek yeni fikir vardir: kismi islemlerde integrasyon “sabitleri”,
diger degiskenlerin keyfi fonksiyonlaridir.

Dogrudan Integrasyon Yontemi
Denklemin sol tarafi tek bir kismi tiirev ifadesinden olusuyorsa, uygun degiskenlere gore ardigik integral
aliarak ¢oziime ulasilir.
Ornek 4.1 (Ardisik iki Integral). Ugy = 22 + 9® denkleminin genel ¢6ziimiinii bulunuz.
Coziim.
Once her iki tarafin z’e gére kismi integralini alalim; integrasyon sabiti y’nin keyfi bir fonksiyonu olur:
4

X
u, =7 +y'z+ f(y)

Simdi y’ye gore integral alalim; bu kez sabit, z’in keyfi bir fonksiyonudur:

4 4

u:%y+yzx+F(y)+G(x), F(y)=/f(y)dy

f keyfioldugundan F' de keyfidir. Genel ¢6ziim iki keyfi fonksiyon icerir; denklemin ikinci mertebeden
olmasiyla uyumludur.
]

Ornek 4.2 (Ug Katl integrasyon). u,,, = sin(z — y) denkleminin genel ¢éziimiinii bulunuz.

zyy

Coziim.
y’ye gore bir kez integre edelim:

gy = [ sine — ) dy = cos(a — ) + f()
Bir kez daha y’ye gore integre edelim:
g = [ [eoste —9) + £(2) | dy = —sin(e — ) + J(@)+ 9(2)

Son olarak z’e gore integre edelim:
u(z,y) = cos(z —y) + f1(2) y + fo(z) + g1 (y)

Burada f; = [ fdz ve f, = [gdz olup g;(y), z-integrasyonunun keyfi fonksiyonudur. Ugiincii
mertebeden denklemin genel ¢6ziimi ii¢ keyfi fonksiyon icermektedir: f;, f5, g;.
|
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| Hangi degiskene gore integre ettiginize dikkat

J cos(z —y)dy = —sin(z — y) ama [ cos(z — y) dz = sin(z — y)’dir; zincir kuralindaki i¢ tiirev
y'ye gore —1, x’e gore +1 oldugundan isaretler zittir. Dogrudan integrasyonda hatalarin ¢cogu bu
isaretlerden cikar; her adimda sonucu tiirevleyerek saglama yapin.

Denklemi ADD Gibi Gormek

Denklem yalnizca tek bir bagimsiz degiskene gore tiirevler iceriyorsa, diger degiskenler islem boyunca
sabit gibi davranir; denklem o degiskende bir adi diferansiyel denklemdir. ADD kuraminin biitiin araglar:
(karakteristik denklem, integrasyon carpani, belirsiz katsayilar) aynen kullanilabilir — tek farkla: keyfi
sabitler yerine diger degiskenlerin keyfi fonksiyonlar1 yazilir.

Ornek 4.3 (Sabit Katsayili Goriiniimlii Denklem). u,, — y?u = zy? denkleminin genel ¢oziimiinii
bulunuz.

Coziim.

Denklemde yalnizca z’e gére tiirev vardir; y’yi parametre olarak gorip z’te ikinci mertebeden lineer
bir ADD gibi ¢6zelim.

Homojen kisim. u,, — y*u = 0 icin karakteristik denklem

Ny =0=A—yA+y)=0= A=y, A=—y
oldugundan
up, = ¢ (y) €Y% + co(y) e7V*

Katsayilarin y’nin keyfi fonksiyonlar1 olduguna dikkat edin.
Ozel ¢oziim. Sag taraf x’te birinci dereceden oldugundan belirsiz katsayilar yontemiyle u, =
A (y) z + A,(y) deneyelim. ( u,,),, = 0 oldugundan

—y* (A1) e+ Ay(y) ) =2y = Ai(y) = =1, Ay(y) =0

bulunur; yani u, = —z’tir.

Genel ¢oziim:

u(z,y) = c1(y) e¥* +cy(y) e ™ —x

Ornek 4.4 (Integrasyon Carpaniile). z, + 2z =  denkleminin genel ¢éziimiinii bulunuz.

Cozim.
Denklem x’te birinci mertebeden lineer bir ADD bic¢imindedir: y" + P(z)y = Q(z) kalibinda P =
1’dir. Integrasyon carpani

w= efldm = et
Homojen kisim. e”z, + ez =0 = ( e%2), = 0 = e"z = ¢;(y), yani

—Z

z =€ "e(y)
Ozel ¢oziim. z, = A, (y)z + Ay(y) deneyelim: ( 2p); = A; oldugundan
A+ Az+ A== A4,=1, Ai+A,;=0=A,=-1

Buradan 2z, = z — 1 ve genel ¢dziim

2(z,y) =e e (y) +x—1
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Karma Tiirevli Denklemlerde Ara Degisken

Karma tiirev igceren bazi denklemler, 6nce bir kez integre edilerek veya bir tiirev ara degisken olarak
adlandirilarak ADD bi¢imine indirgenebilir.

Ornek 4.5 (Once Integre Et, Sonra ADD Céz). Uy, + 3u, = 6z denkleminin genel ¢6zimiini
bulunuz.

I(-;I(e)rZ 1tl;nri'mde x’e gore bir turev ortak: denklemin her iki tarafini z’e gore integre edelim (sabit yerine
y’nin keyfi fonksiyonu gelir):
u, + 3u = 3z + f(y)
Bu, y’de birinci mertebeden lineer bir denklemdir. Integrasyon carpani u(y) = e 3dy — 3,
e¥u, + 3e¥u = e ( 3z2 + f(y) )= ( e3yu)y = 3z2e3 + 3V f(y)
y’ye gore integre edelim; F'(y) = [ €3¥ f(y) dy ve keyfi fonksiyon G(z) olmak iizere
e3Yu = x2e3¥ + F(y) + G(x)

3y’

Her iki tarafi e®¥’ye bolersek genel ¢oziim

u(z,y) =22 + e 3VF(y) + e 3YG(x)
olur. F' keyfi oldugundan e~3¥ F'(y) ifadesi y'nin keyfi bir fonksiyonudur; (y) diyelim:
u(@,y) = 2% + ¢(y) + e VG(x)
Saglama. u, = 2z + ¢ *YG’ (z) ve u,,, = —3¢ *YG’(z) oldugundan

Uy, + 3u, = —3e G (x) + 62 + 3 VG (x) = bzv’

Ustel ¢arpan hangi degiskene bagh?
Son érnekte G(z)’in oniindeki carpan e3¥’dir, e 3% degil. Carpan, integrasyon ¢arpanindan (y =
e3Y) geri bolerken geldigi icin iissiinde daima integrasyon carpaninin degiskeni bulunur. Saglama

yapildiginda fark hemen goriiliir: e 3*G(x) yazilsaydi Uy, terimi tamamen sifirlanir ve denklem
saglanmazdi.

Ornek 4.6 (Ara Degisken Tanimlama). z Uy, + 2u, = y denkleminin genel ¢6ziimiini bulunuz.

Cozim.
Her terimde U, ortak; v = Uy, diyelim. Denklem

2
T, +20=y= v, +—-v=~=
x

SHESS

haline gelir: x’te birinci mertebeden lineer ADD. Integrasyon carpani

e2ln\ 2

u:ef%dx: x|:m
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ZL‘2

$2%+2$U=ivy=>(wgv)Zny:x%:Terf(y)

Buradan

Son olarak y’ye gére integre edelim; f, (y) = [ f(y) dy ve keyfi g(z) ile
v
4

+ L W)+ g(@)

u(z,y) = .

Saglama. u, :%+m%f{,uxy = —2 f{ olup T Uy, + 2u, = I +y+Zfi=yvY
|

@ Yontemin 6zeti

1. Denklemde yalnizca bir degiskene gore tiirev varsa: diger degiskenleri parametre say, ADD gibi
¢0z, sabitleri keyfi fonksiyon yap.

2. Karma tiirev tek bir dis tirevle sariliysa: 6nce o degiskene gore integre et.

3. Biitin terimlerde ayni i¢ tiirev ortaksa: onu v olarak adlandir, v igin ¢oziip geri integre et.

Bu basit yontemlerin yetmedigi durumlar i¢in siradaki boliimlerde sistematik kuramlar kuracagiz; ilk adim
birinci mertebeden denklemlerin nasil ortaya ¢iktigini anlamaktr.
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5.1

5. Birinci Mertebeden Denklemlerin
Ortaya Cikis1

F(z,y,z, 2, zy) = 0 bi¢imindeki birinci mertebeden denklemlerin ¢6ziim yontemlerine ge¢gmeden once,

bu denklemlerin nereden geldigini gérelim. Birinci mertebeden bir KDD, tipik olarak bir yiizey ailesin-
den keyfi sabitlerin veya keyfi fonksiyonlarin yok edilmesiyle ortaya cikar. Bu bakis agisy, ileride
“genel ¢oziim neden keyfi fonksiyon icerir” ve “tam integral neden iki sabit tagir” sorularinin cevabini
simdiden verir.

Keyfi Sabitlerin Yok Edilmesi

Ornek 5.1 (Merkezleri z Ekseni Uzerindeki Kiireler). a ve c keyfi sabitler olmak iizere
P byt () = (1)

ailesi, merkezleri z ekseni boyunca uzanan kirelerin kiimesidir. Her iki tarafin ’e ve y’ye gore tiirevini
alalm (z = z(z, y)):
2e+2(z—c)z,=0=2x+4+(2—0¢)z, =0 (2)
2y+2(2—c)z,=0=y+(2—¢c)z, =0 (3)

Y

(2)’'den (2 — ¢) = —x/2, cekilip (3)’te kullanilirsa (ya da (2) - z, — (3) - 2,, alinirsa) c yok olur:

| @

Aile denklemi (1), birinci mertebeden KDD olan (4)’iin bir ¢6ziimiidiir; iistelik a ve ¢ ne segilirse segilsin.

Bu 6rnegi genellestirelim. Iki parametreli bir yiizey ailesi

F(z,y,2,a,b) =0 (5)
verilsin. &’e ve y’ye gore tiirev alinirsa
OF OF oF OF
=" By ta w0 ©

elde edilir. (5) ve (6)’daki ti¢c denklemden a ve b parametreleri yok edilirse
f(@,y,2,2,,2,) =0 (7)

biciminde birinci mertebeden bir KDD kalir.

1 Parametre sayisl ile mertebe iliskisi

iki bagimsiz degisken varken elimizde ii¢ denklem (F, F,, F,) ve yok edilecek iki parametre vardir;
hesap tam denk gelir ve birinci mertebeden tek bir denklem cikar. Bu yiizden iki parametreli her
yluzey ailesi, birinci mertebeden bir KDD’nin ¢6ziim ailesidir. Bu gozlem, tam integral kavraminin
temelidir.

Ornek 5.2 (Keyfi Sabitleri Yok Etme). Asagidaki ailelerden a ve b sabitlerini yok ederek birer KDD
elde ediniz.
a)z=(r+a)y+b) bax®?+by?+22=1 c)2z2=(axz+y)?>+b
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Cozim.
a) Tirevleri alahm:

z, =y +Db, z,=z+a
Bunlar tam olarak ¢arpanlarin kendileridir; yerine koyarsak

z=(r+a)(y+b) =2z, 2, = FT R

b) Tiirev alalim:
20z + 222, =0 = ax® = —x 22, 2by+2zzy:0=>by2:—yzzy

Aile denkleminde yerine koyarsak

— 2
Tzzy +yzz, =2"—1

—TZ 2, —Yzz, + 2 =1=
¢) Tirevleri alalim:

z, = alax +y), z, =ar+y

Ikinci esitlikten az +y = z,; bunu birincide kullanirsak z, = a z,, yani a = z,/z,. Ayrica a = (z, —
y)/x oldugundan

— _ 2
_ A& Y Tz, =2, — Y%,

Keyfi Fonksiyonlarin Yok Edilmesi

Aile, keyfi sabit yerine keyfi bir fonksiyon iceriyorsa, tirevler alinip f ve f’ yok edilerek yine birinci
mertebeden bir denklem elde edilir. Coziim tiirleri boliimiinde v = x f(zy) + y? 6rnegini bu teknikle
¢cozmiistiik; simdi dagarcig) genisletelim.

Ornek 5.3 (Keyfi Fonksiyonu Yok Etme). Asagidaki her ailenin sagladigi birinci mertebeden KDD’yi
bulunuz (f keyfi, tiirevlenebilir).

a)z=ay+ f(z® +9*) b z=z+y+flzy) )z=(#) dz=flz—y)

Cozim.
a) w = z2 + y? diyelim:

z, =y+2zf(w), z,=z+2yf (w)

f’ terimlerini yok etmek i¢in birinciyi y, ikinciyi z ile carpip ¢ikaralim:

yzgc—av,zy:yZ—ac2

Yz, — Tz, =y? 4+ 2zyf — 2% —22yf =

b) z, = 1 +yf'(zy), z, = 1 + = f'(wy). Birinciyi z, ikinciyi y ile carpip ¢ikaralim:

¢) w = zxy/z diyelim; z her iki tarafta da bulundugundan tiirevler értiik alinir:

z—xY 2,

2 = f'(w) -2 Wi zy:f/(w).w

2

z z

Taraf tarafa oranlarsak f’ sadelesir:
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5.2 Keyfi Fonksiyonlarin Yok Edilmesi 27

z, TZ—TYZ,

= z, (xz—:vyzy):zy (yz—a:yzz)

Tz, =Yz
xzzx—a:yzxzy:yzzy—xyzxzyﬁ (z#0)

d) z, = f'(z —y) ve 2, = — f'(z — y) oldugundan

5.3 1ki Fonksiyonlu Aileler: F'(u,v) = 0

Aile, iki bilinen ifadenin keyfi bir bagmntisiyla verilmisse — yani F keyfi olmak tizere
F ( u(z,y, 2),v(z,y, 2) ) = 0 bi¢imindeyse — yine tek bir birinci mertebeden denklem elde edilir: iki
tiirev denkleminden F,, / F, orami yok edilir.

Ornek 5.4 (Iki Bilesenli Aile). F keyfi, tiirevlenebilir bir fonksiyon olmak iizere
F ($2+y2+z2,z2—2xy):0
ailesinin sagladig1 birinci mertebeden KDD’yi bulunuz.

Cozim.
u =22 +y? + 2% ve v = 22 — 2y diyelim. Zincir kuraliyla 2’e ve y’ye gore tiirev alalim:

F,(20+222, )+ F, (222, —2y)=0 ()
F,(2y+2z2,)+F, (222,—2z)=0 (% %)
(*)’dan oran1 cekelim:
F, 22,-% y-—zz

E  2x+2zz, zx+zz,

(* *)’a yerlestirip F, # 0 ile sadelestirelim:

Yy—22,

T+22, (y+zzy )+ (22 -2)=0

Paydayla ¢arpip acalim:

2 2

2 —
ZyZy T X2 2y + 22,2, —0° —x22, =0

VP yzz, —yzz, — 2
(y2_x2)_|_Zzy(:c~|—y)—zzw(x~l—y)20:>(£C+y) [(y_x)+z(2y—zz)]:0

x + y % 0 oldugundan aranan denklem

|z(zyfzw):xfy|
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© Sabit mi yok ediliyor, fonksiyon mu?

iki durumun ciktis1 farkls tiirden ¢6ziim kavramlarima karsilik gelir:

« Iki keyfi sabit yok edildiginde ortaya ¢ikan denklemin o iki sabitli ailesi, denklemin tam integ-
ralidir (complete integral).

« Bir keyfi fonksiyon yok edildiginde aile, denklemin genel ¢oziimiine karsilik gelir.

Yani ayni denkleme hem iki sabitli bir yiizey ailesi hem de keyfi fonksiyonlu bir aile ¢6ziim olabilir;
bu ikili yap1 lineer olmayan denklemler bolimiiniin ana temasidur.

Bir sonraki bolimde bu denklemlerin en basit sinifini, sabit katsayili birinci mertebeden lineer denklemleri
¢bzmeye basliyoruz.
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6.1

6. Sabit Katsayili Lineer Denklemler

Birinci mertebeden lineer denklemlerin genel bi¢imi
A(z,y) 2, + B(z,y) 2, + C(z,9) 2 = G(z,y)

seklindedir; burada A, B,C,G € C1(D), D C R? ve D iizerinde A% + B2 # 0 kabul edilir. Bu béliimde
katsayilarin sabit oldugu durumu ele aliyoruz:

Az, +Bz,+Cz=0, A,B,C sabit, A#0 (1)

Ana fikir sudur: uygun bir tersinir koordinat doniisiimiiyle tiirevlerden birinin katsayisin sifirlamak.
Geriye tek tiirevli bir denklem kalir ve ADD yaklasimiyla ¢ozilir.

Koordinat Dontisiimii
Yeni degiskenleri eskilerin lineer kombinasyonlar: olarak segelim:
E=cnr+tepy, €=cuT+cyny

Dontisiimiin tersinir olmasi igin Jacobian determinanti sifirdan farkli olmalidir:

£x gy

€y Ey

C11 C12
Co1 Cog

£0

Zincir kuraliyla tiirevleri yeni degiskenlere aktaralim:
Zy =28t 2.6, =112 o1 2,
2y =28y 2.6, =Cip2e +Con 2,
Denklem (1)’de yerine koyarsak
(Acyy + Beyy ) 2e + ((Acgy + Begy ) 2. +Cz=0
Simdi z,’un katsayisini sifirlayacak bicimde se¢im yapalim:
Acy; + Beyy =0=cy; = B, c99=—4A

& icin ise Jacobian’i bozmayan en basit se¢imi yapalim: ¢;; = 1, ¢;5 = 0. Béylece

——A40

1 0
&=z, € = Bx — Ay, J_BA’

Déniisiimden sonra denklem tek tiirevli hale gelir:
A c
Bu, £’de birinci mertebeden lineer bir ADD’dir. Integrasyon ¢arpam e(¢/4)¢ ile
(e%£ z)5 =0 = eafy = fle) = 2z= e_%gf(s)

Eski degiskenlere donersek genel ¢oziimii elde ederiz.

Teorem 6.1 (Sabit Katsayili Homojen Denklemin Genel Céziimii). A # 0 olmak iizere Az, +
Bzy + Cz = 0 denkleminin genel ¢oziimil, f € ct keyfi olmak iizere
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2(z,y) = e 5°f ( Bz — Ay)

Saglama. z, = — Sz + Be 57§ ve z, = s oldugundan
Az, + Bz, = —Cz+ ABe’%””f’ — ABe*%Zf’ = —Czy

Ornek 6.1 (Katsay1 Secimiyle Coziim). 2z, + 3z, + 4z = 0 denkleminin genel ¢6ziimiinii koordinat
doniisiimiiyle bulunuz.

Coziim.
A =2, B=3,C = 4. Déoniisimii kuralim:

10
E=u, € =3z — 2y, J—’32‘——27&0

Denklem 2z, + 4z = 0, yani z; + 2z = 0 olur. Integrasyon garpani e2:
( e%z)5 =0=e¥z=f(e) = 2z =% f(¢)
Eski degiskenlere donersek
2(z,y) = e > f(3z — 2y)
Saglama. z, = —2z + 3e 2% f/, z, = —2e72® /.

22, +3z, +4z = —4z + 6e 2 f —6e 2% f +4z=0v

1 Ayni denklem Lagrange yontemiyle

Bu denklem, ileride gorecegimiz Lagrange yontemiyle de ¢oziilebilir:

do _dy _ dz
2 3 —4z

2z

Ik esitlikten 3z — 2y = ¢, birinci ile iigiinciiden ze** = ¢, bulunur ve ayni genel ¢oziime ulagilir.

iki yéntemin ayni cevabi vermesi giizel bir saglamadir.

Ustel Sag Taraf: Ozel Coziim

Sag tarafi e+ biciminde olan denklemlerde 6zel ¢oziim tek bir deneme ile bulunur.
Teorem 6.2 (Ustel Sag Taraf icin Ozel Coziim). A, B,C,a,b sabitler ve Aa + Bb+ C # 0 olmak
lizere

Az, + Bz, + Cz = ™+t

denkleminin bir 6zel ¢oziimii

1

5 = az+by
P Aa+Bb+C

e

ve genel ¢oziimii z = z), + z, dir; burada zy, Teorem 6.1 ile verilen homojen ¢oziimdiir.

I spat.

z, = a e deneyelim:
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6.2 Ustel Sag Taraf: Ozel Coziim 31

ar+by az+by
)

(zp)x:aae (zp)y:ozbe

Denklemde yerine koyalim:
Aaa eaac-‘rby + Bab eam-‘rby + Ca eaw+by — 6aaa+by

Her iki tarafi e®* % £ 0 ile bolelim:

1

A B =1 -
a(Aa+ Bb+C) = o Aa T Bo L C

Payda sifirsa deneme ¢oker

Aa + Bb + C = 0 oldugunda e?**% zaten homojen denklemin bir ¢céziimiidiir ve bu deneme sonug
vermez; ADD’lerdeki rezonans durumunun benzeri yasanir. Bu durumda 2, = ax e +% biciminde,
x ile carpilmig bir deneme yapilir.

Katsayilar sabit olmadiginda € = Bx — Ay gibi hazir bir secim ise yaramaz; dontsimii denklemin
kendisinden tiretmek gerekir. Bu, bir sonraki béliimiin konusudur: degisken katsayil lineer denklemler
ve karakteristik denklem.
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7.1

7.2

7. Degisken Katsayil1 Lineer Denklemler

ve Karakteristik Denklem

Simdi katsayilarin fonksiyon oldugu duruma gegiyoruz:

A(z,y) 2, + B(z,y) 2, + C(z,y) 2= 0

(1)

Sabit katsayili durumda € = Bz — Ay secimi tiirevlerden birini yok ediyordu. Katsayilar degiskenken

boyle hazir bir formil yoktur; dogru €’'u denklemin kendisi soyler.
Lineer Operator ve Integral Yiizeyi
Denklem (1)’i operatér diliyle yazabiliriz:

0 0
Lz = (Aley)g, + B(z,y)5, + C@.y) )z=0

Tanim 7.1 (Céziim ve Integral Yiizeyi). £z = G denkleminin D bélgesindeki ¢oziimii, her (x,y) €
D noktasinda £, ve £, tiirevleriyle denklemi saglayan bir z = £(z, y) € C' (D) fonksiyonudur.

Coziime karsilik gelen zyz uzayindaki yiizeye integral yiizeyi denir.

1 Genel ¢oziimiin yapist

£ lineer oldugundan, £z = G denkleminin genel ¢6ziimi

z:zh-l-zp

bi¢imindedir; z;, homojen denklemin (£z = 0) genel ¢éziimil, z,, ise herhangi bir 6zel ¢dziimdiir.

Genel Doniisiim

Yeni degiskenleri artik lineer olmasi gerekmeyen fonksiyonlar olarak secelim:

9(¢ )
£:§x7y7 E=¢e,Y), J:’— 0
(+.9) (z.9) | #
Zincir kuraliyla
zp = 2¢&p + 2. 84, zy =2 &y + 2. €y

olup denklem (1)
[A& + B, |z +[Ae, +Bey ]2+ Cz2=0
Ay G

halini alir. z_’un katsayisin sifirlamak istiyoruz:

A(z,y) e, + B(z,y)e, =0

Acik Matematik - acik-matematik.com 33

CC BY-NC-SA 4.0


lineer-sabit-katsayili.qmd
https://acik-matematik.com
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.tr

7.3
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34 Boliim 7. Degisken Katsayil1 Lineer Denklemler ve Karakteristik Denklem

Karakteristik Denklem
(5) kosulunu saglayan € u bulmak i¢in, e(x, y) = ¢ seviye egrilerini distinelim. Bu egriler boyunca

5
€z+syy’=0:>y’:—€—z
y

(5)tene, /e, = —B/A oldugundan su sonuca ulasiriz.
Teorem 7.1 (Karakteristik Denklem). Ae, + Be, = 0 kosulunu saglayan bir € bulmak icin

dy _ B(z,y)
de  A(z,y)

karakteristik adi diferansiyel denklemi cizillir. Coziim ¢(x,y) = ¢ biciminde yazildifinda € =
p(z,y) ahnir.

& icin ise Jacobian kogulu (2)’yi bozmayan herhangi bir secim yapilabilir; en basiti £ = z’tir. Bu se¢imlerle
denklem (4)

C
A& 8) 2 +C(€,6) 2 =0 = 2 + A—lz =0
1
bigimine, yani &’de birinci mertebeden lineer bir ADD’ye déner. Integrasyon carpani p = e/ (Ci/41)4€ jle

Ci(&,¢)

(n2)e=0=z=c TR ()

elde edilir; f € C* keyfidir.

I Integral alinirken e sabit tutulur

J(Cy/Ay) dE integralindg € bir parametredir: integrasyon yalmzca £’ye gore yapilir ve sonug
genellikle £’a da baglidir. Islem bitince £ ve €, x ve y cinsinden geri yazilir.

Cozimli Uygulama

Ornek 7.1 (Karakteristik Denklemle Céziim). 2%z, — zy z, +y z = 0 denkleminin genel ¢dziimiinii
bulunuz.

Cozim.

Burada A = 22, B = —zy, C = y'dir.

1. Doniisiimii kur. Karakteristik denklemi yazalim:
d B - d d
dy _B_-—wy _ y_ dy_ dv

de A 22 =z Yy T
Integre edersek
Injy|=—In|z|+njc|=zy=c

O halde € = zy ve £ = z secilir. Jacobian kosulu saglanir:

=z #0

J:‘lo
Yy x

2. Denklemi yeni degiskenlerle yaz. ¢ = zy icin Ae, + Be, = 22y —zy-x=0V. =z icin
AL, + BE, = x2. Boylece

a:ng—I—yz:O
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7.4 Cozumli Uygulama 35

Yeni degiskenler cinsinden z = £ ve y = £/£ oldugundan

§z5+gz—0:>z€+§—BZ—0

3. ADD’yi ¢6z. Integrasyon carpani

(e - 510
4. Geri dén. € = zy, £ = x oldugundan 55 = 57 = 7
2(x,y) = e3¢ f(ay)
Saglama. z, = e¥/(2 L( f+yf')vez = ev/(2@ ( f+$f/)
©’z, — Yz, +yz = ez%—éf—l-l’zyf/ - %f—fUQ?Jf/ +yf) =

Isaret hatasi en cok burada yapilir

= ¢¢/(2¢%) integrasyon ¢arpaniyla ¢éziim z = p~! f(g)’dur; yani iistelin isareti ters doner: z =
ete/(2€%) £ ().
Carpandaki iisteli oldugu gibi ¢oziime tasimak (e~%/(2*) yazmak) sik yapilan bir hatadir ve saglama
yapildiginda denklemin saglanmadigi hemen goriliir. Genel ¢6ziim yazildiktan sonraki iki dakikalik
saglama, bu tiir isaret hatalarinin tek giivencesidir.

Katsayilarda ya da sag tarafta z’nin kendisi de gériinmeye baglarsa denklem lineer olmaktan cikar. Boyle
kuazi-lineer denklemler i¢in ¢ok daha zarif bir ara¢ vardir: Lagrange yontemi.
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8.1

8. Kuazi-Lineer Denklemler ve Lagrange
Yontemi

Birinci mertebeden kuazi-lineer denklemlerin genel bi¢imi

seklindedir. Burada P, Q, R € C'(0O), O C R3 ve O iizerinde P? + Q? # 0 kabul edilir.

1 Lineer denklemler 6zel haldir

A(z,y)z, + B(z,y)z, + C(z,y)z = G(x,y) lineer denkleminde P = A, @ =B ve R=G —C=z
alinirsa denklem (1) bigimine girer. Dolayisiyla kuazi-lineer denklemler i¢in kuracagimiz yéntem,
onceki bolumlerin lineer denklemlerini de kapsar.

Ayrica birgok kaynakta 2, = p ve z, = ¢ kisaltmalar1 kullanilir; denklem (1) bu gosterimle Pp +
Qq = R olarak yazilr.

Lagrange Yontemi
Teorem 8.1 (Lagrange Yontemi). u(z,y,z) = c¢; vev(z,y, z) = o,
de dy dz
yardimci sisteminin fonksiyonel olarak bagimsiz iki ¢6ziimii olsun. Bu durumda Pz, + Qz, = R denk-
leminin genel ¢oziimii, F' keyfi (C1) olmak iizere

F(u,v) =0
bicimindedir.
() sistemi, iki bagimsiz adi diferansiyel denklem igerir; her birinin ¢éztiimiinden bir keyfi sabit ¢ikar

ve u = ¢, U = ¢y bi¢iminde iki ilk integral elde edilir. Bunlar, uzayda iki parametreli bir egri ailesi
(karakteristik egriler) tanumlar; integral yiizeyleri bu egrilerin birlegimidir.

I'u ve v fonksiyonel olarak bagimsiz olmalt

Yontemin ¢aligmast i¢in u ile v’nin bolgede fonksiyonel bagimsiz olmasi gerekir: her noktada
O(u,v) O(u,v) 0(u,v)
Oz,y)  O=z2)  Oy2)

Jacobian determinantlarinin aymi anda sifir olmamasi istenir. Aksi halde v, v’nun bir fonksiyo-
nudur ve F(u,v) = 0 gergek bir iki-bilegenli aile tanimlamaz.
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© Oran 6zelligi: en giiclii hesap araci

% =g = kiseher A, picin

Aa+pc
Ab+pd

olur (paydanin sifirlanmadig; siirece). Yardimer sistemde oranlari uygun ¢arpanlarla birlestirerek tam
diferansiyel elde etmek, Lagrange yonteminin ana teknigidir. Ozellikle payda 0 yapilabiliyorsa pay
da 0 olmak zorundadir; bu durumda pay dogrudan integre edilir.

Coziimlii Uygulamalar

Ornek 8.1 (llk integrallerin Bulunmasi). zzz, + yz zy = —(2? + y?) denkleminin genel ¢oziimiinii
bulunuz.

Cozim.

P =1x2,Q = yz, R = —(2% + 9?) polinom (carpimlar1) oldugundan R®’te tiirevlenebilirler; ayrica

P21 Q= 22(a 4 y?) £0
olan bolgede Lagrange yontemi uygulanabilir. Yardimci sistem:

dez. _dy dz

zz  yz  —(2*+y?)
Birinci integral. {lk iki orandan z sadelesir:

d d
—x:—y=>1n|y|:1n|:v|+ln| cl\:>u:g:cl
x T

Tkinci integral. y = c¢;x yazip birinci ve iiciincii orani kullanalim:

dz dz 9

— = ——(x2 o) — — ( x +cix )d:v =zdz
Integre edersek

2 2 2

—%(1+c%):%+c=>—m2(1+%):z2+c

=>v:m2+y2+z2:c2
Bagimsizlik kontrolii. v = y/z, v = 2% + y? + 22 icin

2z

0
2y 2z
[k determinant daima negatiftir; iigii birden sifirlanamaz. O halde genel ¢6ziim

F(g,m2+y2+22):0
x

Acik bicim. Coézim yiizeyi z’yi icermek zorunda oldugundan E] # 0’dir; 6rtik fonksiyon teoremi
geregi F'(u,v) = 0 bagmtis1 v = f(u) olarak ¢oziilebilir:

x2+y2+z2=f(%):>z2zf(%)—xQ—yQ
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8.2 Cozumli Uygulamalar 39

Ornek 8.2 (Oranlan Birlestirerek). (y—z)z, + (y+ 1)z, = # denkleminin genel ¢6ziimiinii
bulunuz.

Cozim.
P=y—2,Q=y+z,R=(2?+y?)/zolup P? + Q* = 2(2® + y?) # 0, yani (z,y) # (0,0) bolge-
sinde yontem uygulanabilir. Yardimec: sistem:
dr  dy  zdz
y—z y+az  a2+y?

Birinci integral. ilk iki oran1 (1, 1) ¢arpanlariyla birlestirelim:

dz + dy _dz+dy  dy
(y—z)+ (y+7) 2y y+z

Icler dislar carpimuyla 2y dy = (z + y) d(x + y) olur; integre edersek

o _(E+y)? o

y :T+E:>2y2—(x+y)2=cl = u=y?-2zy—2 =,
Ikinci integral. Oranlar1 (x, —y, 2) ¢arpanlariyla birlestirelim; burada iigiincii oran (902-5%)/,1 bi¢imin-
de okunur:
rdxr —ydy+ zdz _ rdr —ydy+ zdz _xdr —ydy+ 2dz
24y2 T 2 g2 2 2
rly—z)—yly+z)+z- =L -7y —aytarty 0

Payda 6zdes olarak sifir oldugundan pay da sifir olmalidir:
rdr —ydy+z2dz=0=v=122—y> +22 =¢,
Genel ¢oziim:
F(yQ—Qalcy—gﬂ,ﬂczfyz+z2 )=0
Coziim 2’yi icermeli, yani F, # 0 olmalidir; ortitk fonksiyon teoremiyle acik bigim

z2=y2—x2+f(y2—2xy—x2)

Ornek 8.3 (Iki Ayr1 Sadelesme). 72z, + yzzy = (z + y) z denkleminin genel ¢6ziimiinii bulunuz.

Cozim.
Yardimc sistem:

dr dy dz

2 2 (z+1y)z

Birinci integral. {lk iki oran dogrudan integre edilir:

/dw dy N 1 1 fe — 1 1
—_— = —_— —_—_— = — — C uUu=-———==:3
x? y? x y ! y
Tkinci integral. Ik iki oranin farkini alalim; t =5 =k = 1=; = k ozelligiyle
dr — _ _
z—dy  dz . d(z —y) __dz . d(z—vy) _dz
22—y? (@+y)z  @-ylet+y) (z+y)2 -y oz

Integre edersek

z
i — =1 +1 == — =
njz—y|=In|z|+1n|c | v pray Cy
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40 Boliim 8. Kuazi-Lineer Denklemler ve Lagrange Yontemi

Genel ¢oziim:

F(;—%,xiy)zo ya da z:(m—y)f<zll—%)

Ornek 8.4 (Carpanlarla Tam Diferansiyel Avi). ( 22— 2yz —y? )zz +x(y+2) 2, =2(y — 2)
denkleminin genel ¢6ziimtnii bulunuz.

Cozim.
Yardimc sistem:

dx dy dz

2—2yz—y?  aly+z) aly—2)
Birinci integral. Son iki oranda x sadelesir:

dy  dz

= = (y—2)dy=(y+2)dz
TR (y—2z)dy=(y+2z)

Diizenleyelim:
ydy—(zdy+ydz)—zde=0=ydy—d(yz) —zdz=0
Integre edersek

?—yz—?z%:u:yz—%ﬂ—zﬂ:cl

Ikinci integral. Oranlari (z,y, z) carpanlariyla birlestirelim:
T (z2—2yz—y2 )ty a(y+z)tzz(y—z) =z (z2—2yz—y2+y2+yz+yz—z2 )=0
Payda sifir oldugundan pay da sifirdir:
rdr+ydy+z2dz=0=v=a2+9y>+22=c,
Genel ¢oziim:

F(y2—2yz—z2,x2+y2+z2):0

© Ikinci integrali bulma stratejileri

Yardimci sistemde ilk integral genellikle bir sadelesmeden kolayca ¢ikar; asil emek ikincidedir. Sira-
styla sunlar denenir:

1. Birinciyi kullan: bulunan ¢; bagintisimi (y = ¢,z gibi) kalan oranlardan birine yerlestir; isglem
bitince ¢, ’i geri yaz.

2. Toplam/fark al: d;idy orani gogu zaman tam diferansiyel verir.

3. Carpan ara: ’ﬁiﬁ—%’%ﬂgz bi¢iminde, payday: sifir yapan (A, p, v) bulunursa pay, ¢6ztim egrileri
boyunca sifirdir. Pay ayni zamanda bir tam diferansiyel ise (A dz + p dy + v dz = dv), dogrudan
v = c integrali elde edilir; tam degilse bagka bir ¢arpan denenir. (z, y, z) ve (y, ¢, —z) gibi se¢imler
en sik ise yarayanlardir.

Genel ¢6zlim ailesini bulmay1 6grendik; peki belirli bir egriden gecen integral yiizeyi nasil se¢ilir? Bu,
bir sonraki boliimiin konusu olan Cauchy problemidir.
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9.1

9.2

9. Kuazi-Lineer Denklemlerde Cauchy
Problemi

Lagrange yontemi bize Pz, + Qz, = R denkleminin biitiin ¢oziimlerini veren F(u,v) =0 ailesini
kazandirdi. Uygulamada ise genellikle tek bir ¢6ziim istenir: verilen bir egriden gecen integral ytzeyi.
Bu béliimiin konusu bu se¢im problemidir.

Geometrik Bakis

z = £(z,y) integral yiizeyini disinelim. (x, Yo, £(Zy, Yy )) noktasindaki normal vektor
n= ( Zac(xmyo)azy(xOvyO)a*l )

bicimindedir. Denklemi

—

olarak okuyabiliriz: V vektorii her noktada normale dik, yani teget diizlemin icindedir. Demek ki
(P, @, R) vektor alani, ¢oziim yizeylerine her noktada teget olan bir akig tanimlar.

Tanim 9.1 (Karakteristik (Integral) Egriler). V = (P, Q, R) vektor alanina teget olan uzay egrilerine
denklemin karakteristik egrileri denir. Bu egriler

dx p dy dz

Q7 %:R

a = w

karakteristik sisteminin ¢éziimleridir; sistem, oran biciminde ‘% = % = % olarak da yazilir.

Integral yiizeyleri, karakteristik egrilerin birlesiminden olusur: yiizeyin bir noktasindan gecen karakte-
ristik egri, tamamen yiizeyin icinde kalir.

Cauchy Problemi

Tanim 9.2 (Cauchy Problemi). R3’te bir I egrisi verilsin. Cauchy problemi, Pz, + Qz, = R denk-
leminin ¢dziimii olan ve integral ylizeyi I egrisini igeren z = £(x, y) fonksiyonunu bulma problemidir.

Cozum stratejisi geometrik resmin dogrudan sonucudur: I'nin her noktasindan bir karakteristik egri
firlatilir; bu egrilerin stipiirdiigii yiizey aranan integral yiizeyidir.
I egrisi ( f(s),9(s), h(s) ) biciminde parametrelensin. Karakteristik sistemi

z(ty) = f(s),  ylto) =g(s),  2(ty) = h(s)

baslangic kosullariyla ¢ézersek x, y, 2’yi (s,t) parametrelerine bagli buluruz. Son adimda s ve ¢, z ile y
cinsinden ¢oziiliip z’de yerine yazilir ve z = £(z, y) elde edilir.

© Pratikte: ilk integraller iizerinden

Karakteristik sistemi parametrik ¢6zmek yerine ¢ogu zaman su kestirme izlenir: Lagrange y6ntemin-
den gelen iki ilk integral u = ¢, v = ¢, egri izerinde hesaplanir; I' parametresi s iizerinden c; ile ¢,
arasinda bir bagint1 bulunur. ¢; ve ¢, yerine u ve v yazildiginda aranan yiizeyin denklemi ¢ikar.
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42 Boliim 9. Kuazi-Lineer Denklemlerde Cauchy Problemi

9.3 Coziimlii Uygulamalar

Ornek 9.1 (Keyfi Baslangig Verisiyle). z, + 2z, = 2* denkleminin z(z, 0) = h(x) kosulunu saglayan
¢oztimiint bulunuz.

Coziim.
Baslangig egrisi I'(s) = ( 5,0, h(s) )'dir. Yardime1 sistem:

dr _dy _ dz

1 2 22

Ik integraller. Birinci ve ikinci orandan

Birinci ve Gi¢iincii orandan

Egri kosulu. I" iizerinde x = s,y = 0, z = h(s):

2 —
cl=2s=>s:c—21: $2 y:x—g
cy =35 7(s)
¢y bagintisinda c; cinsinden yazip u, v’yi geri koyalim:
41 vy, 1
r+-=(z—2 —_—
N CINC
:>1_ 1 y_2fghr—%!
¢ (w-3) 2 -3
e — Y
= 2(z,y) = ?
i)
- .. h(zx
Saglama.yzOu;mzzQQ():h(x)\/

1 Coziim nerede yasar?

Son drnekte payda 2 — y h = 0 oldugunda ¢oziim patlar: karakteristikler boyunca 22 bityiimesi sonlu
zamanda sonsuza gider. Cauchy probleminin ¢6ziimii genellikle baslangi¢ egrisinin bir komsulu-
gunda vardir; her yerde var olmak zorunda degildir.

Ornek 9.2 (Kuazi-Lineer Bir Problem). zz, + ¥z, = & denkleminin z(z, 1) = 2z kosulunu saglayan
¢6ziimini bulunuz.

Cozim.

Baglangig egrisi I'(s) = (s, 1, 2s)’dir. Yardimer sistem:
dr dy dz
z Yy oz

Ik integraller. Birinci ve iiciincii oranin icler dislar carpimindan
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9.3 Cozumli Uygulamalar 43

rdr=z2dz=u=2>—22=¢

Birinci ve ti¢lincii oranlarin toplamini ikinciyle esleyelim:

der+dz dy dlz+2) dy x4+ z
—_——-— e = — = ) = :c2
z+x Y T+ z Y Yy

Egri kosulu. z = s, y = 1, z = 2s lizerinde:

s+ 2s
1

— 462 _ o2 — 942 — -
c; = 4s° — 5° = 3s°, Cy = =3s

Parametreyi yok edelim: ¢ = 9s? = 3 (3s2) = 3c¢;. u, v'yi geri koyarsak

(EE5f =8 (2 a*) = 8- a)e+o

z + z # 0 ile sadelestirip 2’yi ¢ekelim:

x—zz=3(z—:v)=>$+z:3y2z—3y2m=>z(3y2—1):w(1+3y2)
Y
x ( 14 342 )
= =
Z(ﬂj,y) 3y271
Saglama. y = 1 icin 2 = 4 = 2z V. Ayrica z, = é;ffi ve z, = %ile

x(1+3y%)? —12zy°  z ( 9yt —6y% +1 )

G212 G

22y T Yz, =

Ornek 9.3 (ki Sabitin Carpimiyla). =z, — Yy 2, = z denkleminin z(z, ) = 23 kosulunu saglayan

¢Oziimiuni bulunuz.

Coziim.
Baslangic egrisi I'(s) = (s, s, s%)’tiir. Yardimei sistem:
dr. dy dz
r -y oz
i1k integraller. Birinci ve ikinci orandan
Injz|=—lnjy|+nl¢ | =u=zy=¢
Birinci ve Gigiincii orandan
z
Injz|=In|z|+n|c, | =v=="=0cy
z
Egrikosulu.z = s,y =5, 2 = s3 tizerinde:
1
cl = 527 02 = 5—3 = 5—2
O halde ¢, ¢y = 1'dir. Geri koyarsak
x %y
ry -~ =1= "2 =1= 2(z,y) = 2%y
z z

Saglama. z(z,2) = 23 V vez - 22y — y - 2% = 22%y — 2%y = 2%y = 2 V
|
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44 Boliim 9. Kuazi-Lineer Denklemlerde Cauchy Problemi

Ornek 9.4 (Parametrik Egriden Gegen Integral Yiizeyi). (y + z2) z, + (z + y2) z, = 2° — 1 denk-
leminin, x = ¢, y = 1, z = t? egrisinden gegen integral yiizeyinin denklemini bulunuz.

Coziim.
Yardimc sistem:

dzx dy dz

y+zz x4yz 22-1
Birinci integral. Paylar ve paydalar toplanirsa
y+azzt+rtyz=(z+y)(1+2)
oldugundan

dz+y) dz d(z+y) dz

(z+y)(z+1) (z—=1)(z+1) z+y z—1

z—1

= Injz+y|=Injz—1|—Inj¢ | =u= =
T+y

€1

Ikinci integral. Bu kez fark alahm: y + 2z —  — yz = (z — y)(z — 1) oldugundan

d(z —y) _ dz :>d(:c—y): dz :>U:z+1:

(z—y)(z—1) (z—1(z+1) T—y z+1 T—y

Co

Egri kosulu. z = t,y = 1, z = t2 iizerinde:

t2—1 P 2+ 1
Cc1 = =1— Co =
T+l ’ 2T t-1
Birinciden ¢ = ¢; + 1; ikinciye koyarsak
1)2+1
02:(614_%201022(014—1)2—1-1
1
u, v geri yazilirsa aranan yiizey
(z—1)(z+1) :<z 1 +1>2+1
(z+y)z—y) \z+y
yani =% = ( Z‘iﬁij“’f 41 olur.

Ornek 9.5 (Trigonometrik Katsayilar). z,secx + a z, = cot y denkleminin 2(0, y) = sin y kosulunu
saglayan ¢6zimini bulunuz (a # 0 sabit).

Cozim.
Baslangic egrisi I'(¢) = (0, ¢, sin t)’dir. Yardima sistem:

dz dy dz

secx a coty

Birinci integral. ilk iki orandan (1/ sec z = cos z):
d
coszdr = 2 =5 u=sing — 2 =c
a a

Ikinci integral. Son iki orandan:
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9.3 Cozumli Uygulamalar 45

cosy

—dy=az+c=v=In|siny | —az = ¢
siny

cotydy:adz:/

Egri kosulu. z = 0, y = ¢, z = sint izerinde:

t

g =——=t=—ac, ¢y, =1In|sint | —asint
a
t’yi yerine koyalim; —ac; = —asinz + y oldugundan
In|sin(y—asinz ) |—asin(y—asinz ) =In[siny | —az

Bu, ¢6ztimiin kapali bi¢imidir; z cekilirse
1 . . . . .
z(x,y) = — [1n| siny | —In|sin(y — asinz) | ] +sin(y—asinz )
a

Saglama. z = 0 i¢in koseli parantez sifirlanir ve z = siny kalir v/
|

Ornek 9.6 (Bir Parabolden Gegen Yiizey). (z —z)z, + (z +y) 2, = © + y denkleminin, z = 0 diiz-
leminde y = 2 egrisinden gegen integral yiizeyinin denklemini bulunuz.

Coziim.
Baslangic egrisi I'(¢) = (¢,t2,0)’dir. Yardimel sistem:
dx dy dz

Z—T zZ+y - r+y
Birinci integral. Ikinci orandan birinciyi ¢ikaralim: (2 +y) — (z — 2) = z + y oldugundan

d(y — d
(v x): i =dy—z)=dz=u=z—y+z=¢
r+y T+y

Ikinci integral. Oranlar (y, z, —z) carpanlariyla birlestirelim; payda
yz—z)+z(z+y)—zz+y)=yz—azy+zz+ay—zz—yz=0

olur. Payda sifir oldugundan pay da sifirdur:

22

ydm+azdy—zdz=0=>d(a:y):zdz=>v:my—3202

Egri kosulu.z =t¢, y = t2, z = 0 tizerinde:

g =t—1t%, =t =t=cll"?

1/3

2/3, . . .
Buradan¢; = ¢,’” — 02/ bagntisi ¢ikar. u, v geri yazilirsa aranan yiizey

22 Zz
x—y+z=(xy—71)3—(:cy—?2)3

2

Saglama. z = 0, y = 22 iizerinde sol taraf  — ?; sa taraf (z3)"/% — (%)% =2 — 2% v
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46 Boliim 9. Kuazi-Lineer Denklemlerde Cauchy Problemi

1 Sinavlarda egri farkh kiliklarda verilebilir

Baslangig verisi bazen z(z, 0) = h(z) gibi bir kosul, bazen x = t,y = 1, 2 = t? gibi parametrik bir
egri, bazen de “2 = 0 diizleminde y = 2 paraboliinden gegen yiizey” gibi s6zel bicimde verilir. Ucii
de ayn1 problemdir: ilk is, veriyi I'(t) = (f(¢), g(¢), h(t)) parametrik bi¢imine gevirmektir.

Denklemde z, ve z, artik lineer gériinmityorsa — drnegin kareleri ya da ¢arpimlari varsa — karakteristik
egriler tek basina yetmez. Lineer olmayan denklemlerin integral tiirleri ile yeni bir kuram basliyor.
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10.1

10. Tam, Genel ve Tekil Integraller

Birinci mertebeden en genel denklem

F(z,y,2,2,4,2,) =0 (1)

Y ¥xy Ty

bicimindedir; z, = p, z, = q kisaltmalaryla F'(z,y, z,p, q) = 0 yazacagiz. F'nin p ve ¢’da lineer oldugu
6zel durumlar, lineer ve kuazi-lineer denklemler olarak incelendi. $imdi genel — lineer olmayan — duruma
geciyoruz.

Amacimiz, denklem (1)’in iki parametreli bir ¢6ziim ailesini bulmaktir:

f(m7yﬂzﬂa7b):0 (2)

Denklem kurma bolimiinde bunun tersini yapmustik: iki parametreli aileden sabitleri yok edip denklemi
iretmistik. Simdi denklemin ¢oziimlerini ii¢ ayr1 integral tiirii olarak siniflandiriyoruz.

Uc Integral Tiiri
Tanim 10.1 (Tam Integral (Complete Integral)). Denklem (1)’in (2) bicimindeki herhangi bir iki

parametreli ¢6ziim ailesine denklemin tam integrali denir.

Tanim 10.2 (Genel integral). Tam integralde parametreler arasinda keyfi bir b = ¢(a) bagintisi seci-
lirse tek parametreli

f (2.2 0,6() ) =0 (3)
alt ailesi elde edilir. Bu alt ailenin zarf1 (envelope),
0
f (w9 ma0@)=0 =g (4)

denklemlerinden a yok edilerek bulunur. ¢’nin biitiin se¢imleri i¢cin (4)’ten elde edilen zarf yiizeyleri de
denklem (1)’in ¢6ztimleridir ve bunlara denklemin genel integrali denir.

Tanim 10.3 (Tekil Integral (Singular Integral)). Iki parametreli (2) ailesinin kendisinin bir zarfi
varsa, bu zarf

of _
da

of
=0 0 - =0 5
f ) ’ 8b ( )
denklemlerinden a ve b yok edilerek bulunur. Bu zarf da denklem (1)’i saglar ve tekil integral (tekil

¢6ziim) olarak adlandirilir.

Acik Matematik - acik-matematik.com 47 CC BY-NC-SA 4.0


https://acik-matematik.com/dersler/1-mertebe/lineer-degisken-katsayili.qmd
https://acik-matematik.com/dersler/1-mertebe/lagrange-yontemi.qmd
https://acik-matematik.com/dersler/1-mertebe/denklem-kurma.qmd
https://acik-matematik.com
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.tr

10.2

48 Boliim 10. Tam, Genel ve Tekil integraller

| Denklem ve ¢éziim ayrimi

Gosterimlerin roli karistirllmamalidir:

« F(z,y,2,2,,2,) =0— denklem (tiirevleri icerir),

« f(z,y,2,a,b) = 0 — ¢oziim ailesi (parametreleri igerir).

Tekil integral, zarf olma 6zelligi sayesinde ailenin her tiyesine bir noktada tegettir; ama keyfi fonk-
siyona hangi deger verilirse verilsin genel integralden elde edilemez. Coziim tiirleri béliimiindeki
tekil ¢6ziim taniminin kesinlegtirilmis hali budur.

1 ¢(a) seciminin iki ucu

Genel integral tanimindaki ¢ fonksiyonu tizerinden iki 6zel durum okunur:

«+ ¢ keyfi birakilirsa (4)’ten elde edilen ailenin tamami, denklemin genel ¢oziimiine karsilik gelir.
+ ¢ icin belirli bir secim yapilirsa genel ¢c6ziimden secilmis bir 6zel ¢oziim elde edilir.

Coziimlii Uygulama: Birim Kiireler Ailesi

Ornek 10.1 (Tam, Genel ve Tekil integral Bir Arada). 2> (1+ 22+ zi ) = 1 denklemi icin:
a) (z —a)? + (y — b)? + 22 = 1 ailesinin bir tam integral oldugunu gosteriniz.

b) b = ¢(a) = a se¢imiyle genel integralin verdigi yiizeyi bulunuz.

c) Tekil integrali bulunuz.

g)";“:m('x —a)? + (y — b)? + 22 — 1 = 0 ailesinin (2’nin 6rtiik fonksiyon oldugu hatirlanarak) z’e ve
y’ye gore tirevlerini alalim:
20c—a)+2zz,=0=2x—a=—zp
20y —b)+222,=0=y—b=—2¢
Aile denkleminde yerine koyalim:
PP+ P+ =1= 22 (1+pP+ ¢ ) =1

Aile, iki keyfi parametre icerdiginden bir tam integraldir. Geometrik olarak bu, merkezleri z = 0
diizleminde olan birim kiirelerin ailesidir.

b) b = a alalim:
f ( r,Y,z,a,a ) = (w*a)z‘i‘(y*a)z‘i'zﬂfl =0
Zarf i¢in a’ya gore tirev alip sifira esitleyelim:

of _
da

r+y

—2(r—a)—2y—a)=0=a=

Aile denkleminde yerine koyalim:

(x_x_ﬂ/)2+(y_ﬂ’+y>z+zzzlﬁ(ﬂ)u(u)uzz:l

2 2

(z —y)?

+22=1
4 2

Bu, ekseni y = x, z = 0 dogrusu olan bir silindirdir: merkezleri bu dogru tizerinde kayan birim
kiirelerin zarfi.
c) Tekil integral icin (5) sistemini kuralim:
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10.3

10.2 Coztimli Uygulama: Birim Kiireler Ailesi 49

of _
da

af

— 9y —b) = —b
% (y—b)=0=y

—2(r—a)=0=z=aq,

Aile denkleminde yerine koyalim:

040+22—1=0—2=F1]

z=1 ve z = —1 diizlemleri denklemi saglar (bu diizlemlerde p = ¢ = 0 ve 22 = 1). Biitiin birim
kiirelere iistten ve alttan teget olan bu iki diizlem, ailenin zarfidir; higbir kiire se¢ciminden elde edile-
medikleri i¢in tekil integraldir.

|

Clairaut Tipine I1k Bakis

Ornek 10.2 (z = xz\_x + y zZ\_y Denklemi). z=1z2, +y z,, denklemi igin:
a) z = ax + by ailesinin bir tam integral oldugunu gosteriniz.

b) Denklemi Lagrange yontemiyle ¢ozerek genel ¢éziimii bulunuz.

c) Genel integral tanimuyla (b)’deki sonucun tutarli oldugunu gésteriniz.

Cozim.
a)z=ar+byiginp=a,q=b:
zp+yq=ax+by=2zv

Iki keyfi sabit icerdiginden tam integraldir: orijinden gegen diizlemler ailesi.
b) Denklem p ve ¢’da lineerdir (P = z, Q) = y, R = z); Lagrange sistemini kuralim:

de _dy_de

x y oz
[k iki orandan u = z/y = ¢;, son iki orandan v = 2/y = c¢,. Genel ¢dziim:

F(E,E>:0 ya da z:yg(g)

c) Tam integralden genel integrali tiretelim: b = ¢(a) ile f = z — ax — ¢(a)y = 0 ve

%z—x—qb'(a)y:o:»as'(a):—g
$° $ terslenebilirse a = (¢ (f:c/y)olur f=0dan
L G e i )

g(z/y)

Koseli parantez yalnizca x/y oranina baghdir; yani zarf ailesi tam olarak z = y g(z/y) bicimindedir.
Iki yol ayn1 genel ¢éziimii verir.
]

© Biiyiik resim

Lineer olmayan kuramin yol haritas1 sudur: énce denklemin bir tam integralini bulmak yeterlidir;
genel integral b = ¢(a) zarflariyla, tekil integral ise ¢ift zarf ile tam integralden tiiretilir. Tam integ-
rali sistematik bicimde bulmanin araci, iki boliim sonra gorecegimiz Charpit yontemidir; yontemin
dayandigi kavram ise siradaki boliimiin konusu olan uyumlu sistemlerdir.
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11.1

11.2

11. Uyumlu Sistemler

Bu boélim, Charpit yonteminin kuramsal altyapisini kurar. Soru sudur: iki tane birinci mertebeden
denklem

f(x’y’z’zft’zy) =0, g(x,y,zazxvzy) =0 (1)

ayn1 anda ne zaman ¢oziilebilir?

Tanim 11.1 (Uyumlu Sistem). f =0 ve g = 0 denklemlerinin ortak ¢oziimleri varsa, (1) sistemine
uyumlu sistem (compatible system) denir.

Z, = pVe Zy = @ yazacaglz.

Uyumlulugun Kosulu

1. adim: sistemi p ve g icin ¢oz. Eger

of.9) _|fp [,
J = ? = p q = — O
8(1), q) gp gq fpgq gpfq #
ise, (1)’deki iki denklem p ve ¢ i¢in ¢oziilebilir:
p=p(z,9,2), q=4q,y,2) (2)

2. adum: integre edilebilirlik. (2)’deki fonksiyonlar bir z(x, y) ¢oziimiiniin tiirevleri olacaksa, toplam
diferansiyel

dz =z, dx +2,dy = pdr +qdy (3)

ifadesinin tam diferansiyel olmas: gerekir. Adi diferansiyel denklemlerden bilinen tamlik kosulu — z’ye
baglilik da hesaba katilarak — sudur:

0 0
6—yp(x, y, 2(2,y)) = . q(z,y,2(x,y) = p, +p.q4=q, +4.p (4)
Burada zincir kurali kullanildi: y’ye gore tirevde 2, = g, z’e gore tiirevde 2z, = p carpanlar gelir.

Uyumluluk Parantezi

(4) kosulunu, p ve ¢’yu agik¢a ¢ozmeden, dogrudan f ve g tizerinden yazabiliriz. (2)’yi (1)’de yerine
koydugumuzda 6zdeslik elde ederiz:

f(=y2p®,y,2),q4xy2) )=0, g(zy2py2),qxy2))=0 (5)
x’e gore tiirev. Her iki 6zdesligi «’e gore tiirevleyelim:
fotfoPe+Fi3:=0,  9,+9,p,+9,9,=0
Birinciyi g,,, ikinciyi f), ile carpip ¢ikaralim; p,, yok olur:

o(f,9) _
dw,p) 7%=

(fo9p = 92ty )+ (fo9p = 94Fp ) @ =
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52 Boliim 11. Uyumlu Sistemler

_19(f,9)
== T a,p)

y’ye gore tiirev. Ayni islem g, yerine p,’yi yalniz birakacak bicimde yapilirsa

9(f,9) 19(f,9)
+Jp,=0=p,=—
Ay, IO
2’ye gore tiirev. Benzer bigimde
o _Lloe) 1009
o Jogz) 7 JO(zp)

Bulunanlari (4) kosulunda yerine koyup J # 0 ile ¢arparsak uyumlulugun aranan bi¢imine ulasiriz.

Teorem 11.1 (Uyumluluk Kosulu). J # 0 olmak iizere (1) sisteminin uyumlu olmast i¢in gerek kosul

_0(f,9) o(f,g9)  O(f,9)  O(f,9)
9= 5 TP T e o)

olmasidir. Buradaki [f, g| ifadesine uyumluluk parantezi denir.

=0

1 Parantezin acik yazilisi

Jacobian gosterimi agilirsa
[f’g] = ( fzgp - fpg:v )+p ( fzgp _fpgz )+ ( fygq _fqu ) + q ( fzgq - fqu )
Uygulamada dort tane 2 x 2 determinant hesaplanip toplanir; determinant diizeni

of,9) _ |fu fu

O(u,v) 9y 9o

bi¢imindedir ve satir—siitun sirasina dikkat edilmelidir: sira degisirse isaret degisir.

11.3 Coziimlii Uygulama

Ornek 11.1 (Uyumlulugu Gésterip Ortak Coziimii Bulma). Asagidaki sistemin uyumlu oldugunu
gosteriniz ve ortak ¢6ziimiini bulunuz:

Tz, = Y2z, z(:czm+yzy):2my
Cozim.
D, q gosterimiyle
f=2p—yq=0, g=wzp+yzq—20y=0

Jacobianlar1 hesaplayalim.

d(z,p)  |9. 9,| |p—2y 2z = zap — x(2p — 2y) = 2xy
3(f,g) 0 x
d(z,p)  |ep+yq 2@ =—=z (zp+yq)=—2"p—ayq
a(f, _ _
82: Z; - 2q _q2$ 25 = —2yq + y(zq — 2z) = —2zy
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11.3 Coztimli Uygulama 53

0 -y
Tp+yq 2y

=y (zp+yq)=zyp +y°q

Paranteze yerlestirelim.
[f,9] = 2zy +p (—2°p—2yq ) — 2zy + q (zyp +y’q ) = —z’p® — zypq + xypq + y*¢*
=y%¢* — 2°p? = (yg — zp)(yq + =p)
f = 0 oldugundan xp = yq’dur; dolayisiyla birinci ¢arpan sifirdir ve
[f,9l=0

Sistem uyumludur.
Ortak ¢oziim. f = 0’dan zp = yq; bunu g = 0’da kullanalim:

z ya _y
Z(yqatyg)=2wy = 2yzq =2ty —=q=—_, p=-—=-
z T z

Toplam diferansiyeli yazalim:
dz=pdzr+qdy = %dw+§dy:> zdz =ydz + xdy = d(zy)

Integre edersek

22 .

—=zy+c

B Y

Saglama. 22 = 2zy + 2c icin 22 p = 2y ve 2z q = 2x; yanip = y/2, q = x/ 2

y—yr

2x
. z(:vp+yq):z-7y:2a:y/

TP —yq =

Q Uyumluluk neden bu kadar 6nemli?

Tek bir lineer olmayan f = 0 denklemi verildiginde Charpit’in fikri sudur: f ile uyumlu ve keyfi bir
a sabiti iceren ikinci bir g = 0 denklemi tiretmek. O zaman sistem p, q i¢in ¢6zilir, dz = pdx + g dy
integre edilir ve ikinci bir sabit b ortaya ¢ikar: tam integral elde edilmistir. ¢’yi bulmanin sistematik
yolu bir sonraki bolimdedir.
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12.1

12. Charpit Yontemi

Charpit yontemi, lineer olmayan birinci mertebeden
f(x)y,z7zz7zy) :O (1)

denkleminin tam integralini bulmak i¢in genel bir yol sunar. Fikir zariftir: denklem (1) ile wyumlu ve
keyfi bir a sabiti iceren

9(x, Y, 2,24, 2,a) =0 (2)
bi¢iminde ikinci bir denklem aranir. (1)-(2) sistemi p = 2, ve ¢ = z, igin ¢oziilir:
p=p(@,y,2,0), q=4q(,y,20)
ve uyumluluk sayesinde
dz =pdx + qdy (3)
diferansiyeli integre edilebilir; integrasyondan ikinci bir keyfi sabit b gelir. Sonug, iki sabitli
F(z,y,z,a,b) =0 (4)

ailesidir — yani denklemin tam integrali.

Charpit-Lagrange Sistemi

¢’yi bulmak i¢in uyumluluk kosulunu kullaniriz: [f, g] = 0 olmalidir. Paranteti acalim:

of,g9) , 9(f,9)  9(f9)  0(f9)
+ + + =0
dwp) 'zp) W) " 0zq)
Determinantlar acilip ¢g’nin tiirevlerine goére diizenlenirse
fo9s+ fo9y+(pfy+afy)a.=(fotpf.) o+ (fy+af.) g, (5)

elde edilir. Buradaki f bilinen fonksiyondur; yani (5), bilinmeyen g i¢cin — bes bagimsiz degiskenli
(z,y, z,p,q) — lineer bir birinci mertebeden KDD’dir. Béyle denklemleri Lagrange yontemiyle ¢ézmeyi
biliyoruz.

Teorem 12.1 (Charpit Yardimci Sistemi). (5) denkleminin Lagrange yardimcr sistemi

dr dy dz —dp —dg dg

5t of,+daf, f.+pf. f,+af. O

bicimindedir; Charpit-Lagrange denklemleri olarak adlandirilir. Bu sistemin, icinde p veya q bulunan
herhangi bir ilk integrali g = a, denklem (2) olarak kullanilabilir.
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56 Boliim 12. Charpit Yontemi

© Yontemin adimlar

1. f’nin bes tirevini hesapla: f,, f,, f., f,,, f,-

2. Charpit sistemini yaz; en kolay integre edilen oran ciftini se¢ (cogu zaman dp ya da dq iceren
oranlar).

3. p veya q iceren bir ilk integral g = a bul.

4. f =0ve g = a’dan pile ¢’yu ¢oz.

5. dz = pdx + g dy’yi integre et; sabit b ile tam integral cikar.

12.2 Cozimlii Uygulamalar
Ornek 12.1 (Tam Integralin Bulunmasi). 22z + zg y = z denkleminin bir tam integralini bulunuz.

Cozim.
f = p?z + ¢*y — z = 0 olarak yazalim. Tiirevler:

— 2 — 52 — — —
fm_p b fy_q I fz__17 fp_2p$7 fq_QQy
Charpit sistemi:

dz dy dz —dp —dq

2pz 2qy 2% +2¢%y pP—-p 4 —q

Uyumlu ikinci denklem. Birinci ve dérdiincii orani esleyelim:

dx —dp dr  —dp

- = = =
2px p(p—1) 2r p—1

Integre edersek
1
51n|a:|:—ln|p—1 |+Inja|=p—-1)Vz=a=p=az /2 +1

O halde g = p — az~ /% — 1 = 0, keyfi a sabitini tagiyan uyumlu denklemdir.
g’yu ¢oz. p’yi f = 0’da yerine koyalim:
[2—a® — Qaﬁ—x]lm
:F
VY

Integrasyon. p = z, bilgisini dnce tek basina integre edelim; h(y) belirlenecek bir fonksiyon olmak
uzere

q2y:z—(ax_1/2+1)2x=z—(a2+2a\/§+x)=>q:

z=/(ax‘1/2+1)dw+h(y):2a\/5+a:—|—h(y)

Bunu g = 2, ifadesiyle karsilagtiralim:

=q= |-2a’\/5+x+h(y)—a2—2a,ﬁ_w'|l/2 _ I'h(y)_a2.|1/2
v Vi

z’ler tamamen sadelesti; kalan, A i¢in ayrilabilir bir ADD’dir:

h(y)

dh dy
———=—=2h-a? =2y +2b = h=a®+ ( y+b)?
h—a Vi VY (Vy+0)

Tam integral:

P 2aVE e a4 (VI = (VB (V)
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12.2 Coztimli Uygulamalar 57

Saglama. p = ‘/\5/;” veq= ‘/\%Lb

p2x+q2y=(\/5+a)2+(\/§+b)2=z‘/

icin

1 x’ler neden sadelesmek zorundaydi?

h'(y) hesabinda z’li terimlerin tamamen yok olmasi tesadiif degildir: ¢ = a’nin f ile uyumlu secil-
mesi, tam olarak dz = p dz + ¢ dy’nin integre edilebilmesi demektir. Eger sadelesme gerceklesmezse,
ya bir iglem hatas1 vardir ya da segilen g gercekten uyumlu degildir — bu, hesabin kendi i¢indeki
alarm sistemidir.

Ornek 12.2 (dp/dy Eslemesiyle). yz 22 — 2z, = 0 denkleminin bir tam integralini bulunuz.

Coziim.
f = yzp? — q = 0 olarak yazalim. Tiirevler:

fo=0, f,=2zp°, f.=wp? [f,=2yzp, f,=-1
Charpit sistemi:

dz.  dy dz _ —dp —dq
2yzp =1 2yzp>—q yp®  2p? +yp?q

Uyumlu ikinci denklem. ikinci ve dérdiincii orani esleyelim:

dy _ —dp P
—1  ypd 3
Integre edersek
2 2
v tet 1 e e _
5 gE g YTV TP E S
g’yu ¢6z. f = 0’dan
g=yp?= 52—
a”—y

Integrasyon. g ifadesi z igerdiginden bu kez yapiya uygun bir oneriyle ilerleyelim: y-bagimliligin

dz/z biciminde ayirabiliyoruz. Gergekten 2, = a2y_zy2 denklemi ayrilabilirdir:

dz ydy 1 2 2
?:m=>m|z|=—§ln‘a —y* | +1n| g(z) |

Yani z = g(x) ( a? — y2)_1/ 2 bigimindedir; g heniiz bilinmiyor. Simdi p = z, kosulunu dayatalim:

_ g ())* 1 1
Zx:gl(w)(‘ﬂ*?f) V== a? — 2 :p2:a2—y2

= (g@)=1=¢ @) =1=ga)=a+b

Tam integral:

z+b

Iki keyfi sabit (a ve b) icerdiginden tam integraldir.
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58 Boliim 12. Charpit Yontemi

Saglama. p = ( a? — y2)_1/2 veq=(z+b)y( a? — y2)_3/2 icin

9 z+b 1 y(z +b)
Z2p?=y- . = —av
yzp Y aZ — y2 a2 — y2 ( a2 — y2)3/2 q

12.3 Alistirma

Alstirma 12.1 (Charpit Uygulamasi). ( 22+ 25 ) Yy — 2,2 =0 denkleminin bir tam integralini
Charpit yontemiyle bulunuz.

Ipucu: Charpit sisteminde % ve % oranlarini egleyerek baslayin; p dp + g dq biciminde tam bir
x z y z
diferansiyel belirir ve p? + ¢ = a? ilk integrali ¢ikar.

Charpit sistemi her denklemde bu kadar hesap istemez: f’nin 6zel bi¢cimlerinde ikinci denklem neredeyse
bedavaya gelir. Bu kestirmeler, bir sonraki béliimiin konusudur: Charpit yénteminde 6zel durumlar.
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13. Charpit Yonteminde Ozel Durumlar

Charpit sistemi bazi denklem bigimlerinde neredeyse kendiliginden ¢6zuliir. Bu boliimde dort klasik 6zel
durumu ve her biri i¢cin kestirme regeteyi veriyoruz. Boyuncap = z,, ¢ = z, gosterimini ve genel Charpit
sistemini kullanacagz:

dz dy dz _—dp  —dq
fr fy phhtafy f.tpf. [f,taf.

13.1 Durum 1: Yalnizca p ve ¢ — f(p,q) =0
Denklemde z, y, 2 hi¢ gérinmityorsa f, = f, = f, = 0 oldugundan Charpit sisteminin son iki orant
dp =0, dqg=0
verir. O halde p = a alinabilir; ¢, f(a,q) = 0 denkleminden ¢éziiliir: ¢ = Q(a). Boylece
dz=adx+Qa)dy = z=azx+Q(a)y+b

tam integrali diizlemler ailesi olarak ¢ikar.

Ornek 13.1 (Tiirevlerin Carpimi). z, z, = 1 denkleminin tam integralini bulunuz.

Coziim.
f =pq—1=0yalnizca p, q icerir. p = a dersek aqg = 1, yani ¢ = 1/a:

1
dz:adm+—dy:>z:aa:+g+b (a #0)
a a

Ornek 13.2 (Ters Trigonometrik Sabit). z, = sin(z,) denkleminin tam integralini bulunuz.

Coziim.
f =p —sing = 0 yalnizca p, q igerir. p = a dersek sin ¢ = a, yani ¢ = arcsin a:

dz = adz + arcsin(a) dy => z = az + (arcsina )y +b (la]<1)

13.2 Durum 2: x ve y Yok — f(2,p,q) =0

[z = [, = 0 oldugundan Charpit sisteminin son iki orani

—dp —d dp d
of. af. P q

verir. ¢ = p — aq = 0 uyumlu denklemdir; f(z, aq,q) = 0’dan ¢ (dolayisiyla p) z cinsinden ¢éziiliir ve
dz = pdz + q dy ayrilabilir hale gelir.

Ornek 13.3 (Ayrilabilir Hale Gelen Diferansiyel). 22 z + zz = 1 denkleminin tam integralini bulu-
nuz.

Coziim.
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60 Béliim 13. Charpit Yonteminde Ozel Durumlar

f =p?2+ ¢* — 1 = 0 denkleminde z, y yoktur. p = aq koyalim:

1
PP+ =1l=q=F—F—= = -

) F——
vV1+a?z P V1+a?z

Toplam diferansiyel:

adx + dy
dz=pdr+qdy = F——= = FV1+a?zdz =adx +d
P = T a2 Y

Sol tarafl integre edelim:

2
:FW(I—l—aQZ)?’/Q:ax—i—y—{—c

Karesini alip diizenlersek tam integral

|4(1+a2z)3:9a4 (am+y+c)2|

Ornek 13.4 (Logaritmik Integrasyon). z, Zy = 922 denkleminin tam integralini bulunuz.
Cozim.

f = pq — 92? = 0 denkleminde z, y yoktur. Kok islemlerinden kaginmak icin orani p = a?q biciminde
secelim:

3
a’P? =92 =¢q= :F;Z, p = F3az
Toplam diferansiyel (+ dali ile):

d
dz=3azd:c+%dy=>—z=3adas+§dy
a z a

s
=>ln|z\:3a:c+—y+c=>z_beaH“y (b= +e°)
a

Saglama. p = 3az,q = %z icin pg = 922 v
|

Durum 3: Ayrilabilir Denklemler — f, (z,p) = f5(y, q)
Denklem

f(‘ra Y,2, D, q) = fl(x7p) - f2(y7 q) =0
biciminde yazilabiliyorsa (z géritnmiiyor, x’ler p ile, y’ler g ile gruplanabiliyor), Charpit sisteminden
dz —dp

mzwz(fl)xdx+(f1)pdp:0=>d [ fi(z,p)]=0

cikar: f(x,p) = a sabittir; denklemden f5(y,q) = a da sabittir. Her iki bagintidan p = p(z,a) ve ¢ =
q(y, a) ¢oziliir; dz = pdx + q dy degiskenlerine ayrilmig olarak integre edilir.

Ornek 13.5 (Gruplandirarak Ayirma). 22y (1+ z? ) =2, x? denkleminin tam integralini bulunuz.

Coziim.
Her iki tarafi 2%y’ye bolerek degiskenleri ayiralim:
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13.3 Durum 3: Ayrilabilir Denklemler — f, (z,p) = f5(y, q) 61

x2

pP(1+2%) ¢
Yy

Sol taraf yalniz (z, p)’ye, sag taraf yalniz (y, ¢)’ya baghdir; ortak degerleri a olsun (a > 0):

21 2
Z)(——;_:L‘)za:pzq:ﬂ7 gza:}qzay
x V1422 Y

Toplam diferansiyel:

Vazx
V1+ a2

Istenirse kok igeren terim yalniz birakilip kare alinarak

dz=7F dw+aydy=>z=:|:\/6\/1+w2+gy2+c

a
(z—§y2—0>2=a(1+x2)

biciminde de yazilir.
]

Ornek 13.6 (Once Cebirsel Ayristirma). 22 zZ +22y? =22 zg ( z? 4+ 92 ) denkleminin tam integra-
lini bulunuz.

Cozim.
Denklem ilk bakista ayrilabilir gériinmez; her iki tarafi 2¢2’ye bolelim:

2 2 2 2
p y 9 2 p 2_ .2 Y
S—— N —— e’
f1(z,p) f2(y,9)

Ortak deger a olsun:

2 2
p—2—m2:a=>p::|::c\/a+x2, yzfy—ZZa=>q::|:L
T q

Toplam diferansiyel (uygun dallarla):

dz::v\/a—}—aﬂda:—i-\/%dy

Birinci integralde v = a + x2, ikincide v = y? — a déniisiimiiyle

z =

(a+$2)3/2+(y2—a)1/2+b

Wl

Saglama.p = zvVa+ 22 veq=1y ( y? — a)_1/2 icin

2 2
p Yy
F—xzza ve y2—q—2:y2—(y2—a):a/

13.4 Durum 4: Clairaut Tipi —z =pz + qy + h(p, q)
Tanim 13.1 (Clairaut Tipi Denklem). Birinci mertebeden bir denklem

z=z2, +yz,+h(z,z,)
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62 Béliim 13. Charpit Yonteminde Ozel Durumlar

bi¢iminde yazilabiliyorsa Clairaut tipi denklem olarak adlandirilir.

f=zp+yq+h(p,q) —zicin f, =p, f, = —1 oldugundan f, +pf, = p —p = 0; ayn sekilde f, +
qf, = 0. Charpit sistemi dogrudan

dp =0, dg=0=p=a, qg=0b

verir ve bu degerler denklemi 6zdes olarak saglar.

Teorem 13.1 (Clairaut Denkleminin Tam Integrali). Clairaut tipi denklemin tam integrali, diizlemler
ailesi olan

z=ax+by+ h(a,b)
bicimindedir.
Ornek 13.7 (Clairaut Bicimine Getirme). (2 +2,)(2z—22, —yz, )= 1denkleminin tam integ-
ralini bulunuz.
Cozim.

Ikinci carpani yalniz birakalim (p + g # 0):

1 1
z—ITp—yYyg=——=2z2=zp+yqg+ ——
D —Yq Ptq DT Yq Ptq

Bu, h(p,q) = ﬁ ile Clairaut tipidir. Tam integral:

1

z:ax—i—by—i—a—_’_b (a+b+£0)
|
Q Dort durumun bzeti
Denklemin bi¢imi Uyumlu denklem Tam integral
f(p,9) =0 p=a z=az+ Qa)y+b
f(z,p,q) =0 p=aq dz = g(adz + dy) ayrlabilir
fi(@,p) = fo(y,q) filz,p)=a z=[pdz+ [qdy+b
z=pxr+qy+hpq) p=aq=>b z = az + by + h(a,b)

Bir denklemle karsilasinca once bu dort kaliptan birine sokulup sokulamayacagina bakilir; hi¢biri
uymuyorsa genel Charpit yontemi uygulanir.

1 Kaliba sokmak cebir ister

Son 6rneklerin gosterdigi gibi, denklemler bu kaliplarla verilmez; kaliba getirilir. Bir ¢carpam yalniz
birakmak, her iki tarafi uygun ifadeye bolmek ya da p = a?q gibi kok iiretmeyen oranlar se¢gmek isin
gorinmeyen kismidir.

Tam integral, genel ve tekil integrallerin tiretim merkezidir; ancak belirli bir egriden gegen ¢oziim
istendiginde isler degisir. Lineer olmayan denklemlerde Cauchy problemi, karakteristik seritler kavramini
gerektirir.
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14.1

14.2

14. Lineer Olmayan Denklemlerde Cauchy
Problemi

Kuazi-lineer denklemlerde Cauchy problemi, verilen egriden karakteristik egriler firlatarak ¢oziiliiyordu
ve karakteristik sistem yalnizca (, y, z) i¢in ti¢ ADD iceriyordu. Lineer olmayan

f(@,y,2,p,9) =0, p=2z2, q=z2,

denkleminde karakteristik egrinin gidisat: p ve ¢’ya da bagldir; bu yiizden sistem bes bilinmeyene
genisler.

Karakteristik Serit Denklemleri

Teorem 14.1 (Karakteristik Sistem). f(z,y, z,p, q¢) = 0 denkleminin karakteristik seritleri, t paramet-
resine gore su bes ADD’nin ¢oziimleridir:

dx dy dz
E_ P E_ q’ a_pfp_’_qfq

dp_i
dt

dq_i

(fx+pfz)7 dt_ (fy+qu)

Bu, Charpit-Lagrange sisteminin parametrik yazilisidir. C6ziim egrisi boyunca yalnizca (z, y, z) noktasi
degil, o noktadaki teget diizlem de (p, q araciligiyla) tasinir; bu besliye karakteristik serit (characteristic
strip) denir.

Baslangic¢ Seridinin Kurulmasi
Cauchy verisi bir egridir:
[ z=a@), y=pB), z=7)
Sistemi ¢6zmek icin ¢ = ¢, aninda bes baglangi¢ degeri gerekir; egri yalmzca tigiinii verir:
z(tg,v) = a(v),  yltg,v) = B(v),  2(ty;v) =(v)

Eksik olan p,(v) ve gy (v) iki koguldan belirlenir.

Tanim 14.1 (Baslangic¢ Seridi Kosullar1). 1) Denklem kosulu: baglangic degerleri denklemi sagla-
malidir:

f ( a(v)aﬁ(”)ﬁ(v%po(“),(lo(”) ) =0

2) Serit (bant) kosulu: efrinin tegeti, taginan teget diizlemin icinde olmalidir; yani (o, 8,7") teget
vektori (pg, gy, —1) normaline dik olmalidur:

o’ (v) po(v) + B (v) go(v) =7 (v) = 0

Bu iki kosul py, ¢, icin (genellikle birden ¢ok kokii olan) bir sistemdir; her kok ayri bir baslangic seridi,
dolayisiyla ayr1 bir ¢oziim adayi iretir.
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64 Bolim 14. Lineer Olmayan Denklemlerde Cauchy Problemi

14.3 Coziimlii Uygulama

Ornek 14.1 (x Ekseninden Gegen Yiizey).
Lo 2
=3 (zz+2, )+ (z—2)(2—Y)
denkleminin z ekseninden gegen ¢oztiimiinii bulunuz.

Coziim.
f=3 ( P’ +q° )+ (p—=z)(q —y) — z = 0 olarak yazalim. Tiirevler:

fp=pt+a—y, f,=q+p—=x

Karakteristik sistem:

dx dy
- =p+q—y, - =p+tgqg—u,

pri = Z =Pp+a—y)+alp+q—2)

dp dq

= (fatpfe)=a—y+p, o =—(f+af.)=p-2+q
=, B(v) = 0, 7(v) = 0 (t; = 0).

Baslangig seridi. x ekseni: a(v)
Serit kogulu: o’ = 1, 8/ = 4" = 0 oldugundan
1pg+0-¢g—0=0=p, =0

Denklem kosulu: f(v,0,0,0,q,) = 3¢5 + (0 —v) ¢y = qo ( L — v) = 0; buradan ¢, = 2v (sifirdan
farkli kok) secilir.

Sistemi ¢ozelim. ilk gozlem: %2 = 92

9t = 3¢ oldugundan x — p sabittir:
t=0
r=p+c, =v=04+¢c;, =z=p+v

Ayni sekilde % = % oldugundan

t=0
Yy=q+co=>0=2v+cy =y=qg—2v
Simdi p denklemi kendi i¢ine kapanur:

dp
%=p+q—y=p+q—(q—20)=p+2v

¢ 20 t
=ptv=cye’ =cg=20=p=2 (e —1)

Benzer bicimde q i¢in:

d t=0
d_3:p+q—:c:q—v:>q—v:c4et:>c4=v=>q=v(et+1)

Bunlardan konum bilesenleri:
x:p+v:v(26t—1), y:q—Qv:v(et—l)

Son olarak z:

%:p(p—|—211)—l—q(q—v):2v(et—l)-2116’54—11(et—l—l)-vet25)1126%—31)28It

5 t=0 5 1
=z = §U262t—31126t~|—c5 = 0= §v2—3v2+c5 = ¢y = 5112
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14.3 Coztimli Uygulama 65

1
z = §v2e2t — 3u2et + 5112

Parametreleri yok edelim. E = ¢! diyelim; x = v(2E — 1) ve y = v(E — 1)’den

y+v_ -y
v z—2

:r—2y:11(2E—1—2E—|—2):v:>v::c—2y, E=

z ifadesi v?> E2, v2E ve v? terimlerinden olustugu icin dogrudan yerine koyabiliriz: vE = x — y oldu-
gundan

5 1
z=S@—y)* =3 —y)(z—2y) + 5(z —2y)*
Acalim:

= (x2_2x9+y2)—3(332—3xy+2y2)+% ($2—4$y+4y2)=2xy—;y2

N | Ot

s(a,y) =5 (40 —3y)

Saglama. p = 2y, ¢ = 2z — 3y i¢in

Ay + 4x? — 12zy + 9y?

%(p2+q2)+(p—:r)(q—y)— 5 + (2y — 2)(2z — 4y)

13 3
=227 + ?y2 — 6zy — 22% + 87y — 8y? = 27y — 53/2 =2zv

Ayrica y = 0 lizerinde z = 0: yiizey = ekseninden geger v/
|

1 Ikinci kok, ikinci ¢oziim

Baslangi¢ seridi kurulurken g, ( %0 — v ) = 0 denkleminin iki koékii vardi. Se¢ilmeyen ¢, = 0 kokii

de gecerli bir baslangi¢ serididir ve ayni adimlar izlenirse

_y
= —

2
¢oziimine ulagilir; bu fonksiyon da denklemi saglar ve = ekseninden gecer (p = 0, ¢ = y i¢in %yz +
(0—=)(y —y) = 39° = 2).
Yani bu Cauchy probleminin birden fazla ¢oziimii vardir. Lineer olmayan denklemlerde bu tipik
bir durumdur: her baslangi¢ seridi koki ayr1 bir integral yiizeyi iiretir ve teklik ancak ek kosullarla

saglanir. Iyi konulmus problem kavramindaki “teklik” maddesinin burada nasil bozulabildigine dikkat
edin.

© Hesap plani

1. f’yive bes tirevini yaz; karakteristik sistemi kur.

2. Egriyi parametrele; serit kosulu ve f = 0’dan py(v), ¢o(v)’yi bul.

3. Sistemde birbirine esit tiirevler ara (dz/dt = dp/dt gibi): her esitlik bir korunan bityiiklik verir
ve sistemi kapatir.

4. t,v’yi z, y cinsinden ¢6ziip z’de yerine koy.

5. Mutlaka saglama yap: hem denklemi hem baglangic egrisini kontrol et.

Birinci mertebeden kuram burada tamamlaniyor. Siradaki kisimda mertebeyi yiikseltiyoruz: ikinci merte-
beden lineer denklemler ve operator gosterimi.
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15. Ikinci Mertebeden Lineer Denklemler
ve Operator Gosterimi

Bu kisimda iki bagimsiz degiskenli, ikinci mertebeden lineer denklemleri inceliyoruz:

Azpy+Bzyy+Czyy+ Dz, + Ez )+ Fz=G (1)

Burada A,B,C,D,E,F,G katsayillar1 Q C R? bolgesinde = ve y’nin fonksiyonlaridir (4, ...,G €
C?(Q)). Fizikteki ii¢ bilyiik denklem — dalga, 1s1 ve Laplace — bu ailedendir; kuramin hedefi bu aileyi
anlamaktir.

15.1 Tirev Operatorleri

Yazimi kisaltmak icin tiirev alma islemini bir operatér olarak adlandiralim:

0 0 0? 0?
D =— D =— DD =—— D?=_—"— .
* oz’ Yooy’ TV 9z oy’ r o 9z

Bu gosterimle denklem (1) soyle yazilir:

[AD}+BD,D,+CDj+DD, +ED,+F|2=G=L(D,,D,)2=G

L(D,,D,)
Tanim 15.1 (Lineer Operator). Bir L operatori, her c;, ¢, sabiti ve her u,, u, fonksiyonu i¢in
L ( C1Uy + CoUy ) = ¢y L(uy) + c5 L(uy)
kosulunu sagliyorsa lineer operatér olarak adlandirilir.

Tirev almanin lineerligi nedeniyle L(D,, D,) bir lineer operatordiir. Tiimevarimla genelleme de dogru-
dur: uy, ..., u,, fonksiyonlar ve ¢y, ..., ¢,, gercel sabitler olmak tizere

L (Zf; c;u; ) = il ¢; L(u,)

> ¢;u, ifadesine u,lerin bir lineer kombinasyonu denir.

15.2 Siiperpozisyon Ilkesi

Teorem 15.1 (Siiperpozisyon Ilkesi). z;, 2y, ..., 2, fonksiyonlari Lz = 0 homojen denkleminin ¢oziim-
leri ise, bunlarin her lineer kombinasyonu da ¢oziimdiir.

ispat.
Lineerlikten
L (eyzy tepzg+ o+ ez ) =y L(2y) + e L(25) + -+ ¢, L(z,) =0
— — _—
0 0 0
| ]

Teorem 15.2 (Genel Coziimiin Yapisi). z,, Lz = G denkleminin herhangi bir 6zel ¢éziimii ve 2, Lz =
0 homojen denkleminin genel ¢oziimii olsun. Bu durumda Lz = G ’'nin genel ¢oziimii
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68 Béliim 15. Ikinci Mertebeden Lineer Denklemler ve Operatér Gosterimi

z= 2+ 7
bicimindedir.

Ispat.

L(z, + z,) = L(z,) + L(2,) = 0+ G = G oldugundan z;, + z, bir ¢oziimdiir. Tersine w herhangi bir
goziimse L(w — z,) = G — G = 0 oldugundan w — z, homojen denklemin bir ¢bziimiidiir; yaniw, z, +
z,, bicimindedir.

]

© Calisma plan

Bu yapi, sonraki boliimlerin ig boliimiini belirler:

1. Homojen ¢6ziim z,: operatdrii carpanlara ayirarak ya da f(ma + y) denemesiyle, iki keyfi
fonksiyon iceren genel ¢6ziim bulunur.
2. Ozel ¢ozitm zp,: saf tarafa uygun bir deneme fonksiyonuyla (belirsiz katsayilar) tek bir ¢6ziim

bulunur.
3. Ikisi toplanir.
ADD’lerdeki y = y;, + y, stratejisinin birebir karsiligidir; tek fark, sabitlerin yerini fonksiyonlarin
almasidir.

Siniflandirma Alistirmalar:

Ikinci mertebeden denklemlerle calismaya basglamadan énce, smiflandirma bélitmiiniin 8lciitlerini bu
aileye uygulayalim.

Ornek 15.1 (Mertebe, Lineerlik, Homojenlik). Asagidaki denklemleri siniflandiriniz.
a) 2% Uy, — y? Uy, + Uy, + €7 uy, = TY?
b) u2, + uzy +sinu =0

Coziim.

a) En yiiksek tiirevler u,,,u,,, u,, oldugundan ikinci mertebedendir. u ve tiirevleri birinci dere-
ceden, katsayilar (2%, —y2, 1, €*) yalnizca bagimsiz degiskenlere bagl: lineerdir. Sag taraftaki x>
terimi u icermez: homojen degildir.

b) En yiiksek tiirevler u,, ve u,, oldugundan ikinci mertebedendir. En yiiksek mertebeli tiirevlerin
karesi alinmig ve u bir trigonometrik fonksiyonun icinde: nonlineerdir. Butin terimler u’yu veya
tiirevlerini icerir: homojendir.

|

Siiperpozisyon yalnizca lineer denklemlerde ¢aligir

Yukaridaki (b) ornegi gibi nonlineer denklemlerde iki ¢oziimiin toplami genellikle ¢6ziim degildir:
sin(uy + uy) # sinwu, + sin u,. Stiperpozisyonun tiim giicii — ¢dziimleri pargalara ayirip toplamak,
G’yi pargalayip her pargaya ayr1 6zel ¢6ziim bulmak — lineerlige dayanur.

Bir sonraki béliimde homojen ¢6zlimii iretmenin ilk yolunu goriiyoruz: operatérii carpanlara ayirmak.
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16. Sabit Katsayili Denklemler: Operatorii
Carpanlara Ayirma

Katsayilar1 sabit olan

Lz=Az, +Bz,+Cz,+Dz, +Ez,+Fz=G(z,y)

denklemini ele alalm. Onceki boliimden biliyoruz: genel ¢dziim z = z;, + z,’dir. Bu béliimde z;,’yi
operatdrii carpanlara ayirarak, z,’yi belirsiz katsayilarla bulacagiz.

16.1 Operator Polinomu ve Carpanlara Ayirma

L=AD? + BD,D, + C’D; + DD, + ED, + F operatériinde D,, yerine z, D, yerine y yazilirsa bir
polinom elde edilir:

P(z,y) = Az?> + Bay+ Cy> + Dx + Ey + F

Katsayilar sabit oldugundan operatorler carpma sirasindan bagimsiz calisir (D, D, = D, D, ); dolay1-
styla polinom nasil ¢arpanlara ayriliyorsa operator de 6yle ayrilir:

P=(aiw+by+toy)(ar+byta,)= L=LL,=L,L,
L, :aiDm—i—biDy—i—ai

Teorem 16.1 (Carpanlarin Coziimleri Denklemi Coézer). L = L,L, = L,L, ise, Lz =0 veya
Loz = 0 denklemlerini saglayan her z, Lz = 0 denklemini de saglar.

ispat.
Lyz=0ise Lz = L,(Lyz) = L,(0) = 0. Lz = 0 ise sira defistirilerek Lz = Lo(L,z) = 0.
|

16.2 Tek Carpanin Genel Coziimii

(aD, +bD, + a ) z =0, yani az, + bz, + az = 0 birinci mertebeden lineer bir denklemdir; Lagrange
yontemiyle ¢6zelim:

de dy dz
a b —az

flk iki orandan bz — ay = cy; birinci ve iiciincii orandan (a # 0)

dz o o
— =——dxr = zea" =y
z a

Genel ¢oziim F'(c; -ifadesi, ¢, -ifadesi) = 0’dan, 2’li sabit ¢ekilerek:
z=e€ a f (bx—ay)

Teorem 16.2 (Homojen Denklemin Genel C6ziimii). L = L, L, carpanlarina ayriliyorsa, ¢carpanlar
birbirinin kati degilse ve a,,a, # 0 ise, Lz = 0 denkleminin genel ¢oziimii (f;, f, € C? keyfi)

Zp = ¢ n? fi (bz—ayy) tewt fo (bpr —ayy )
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70 Boliim 16. Sabit Katsayil1 Denklemler: Operatorii Carpanlara Ayirma

bicimindedir. Siiperpozisyon ilkesi geregi toplam da ¢éziimdiir ve iki keyfi fonksiyon, ikinci mertebe icin
beklenen genel ¢oziimii verir.

Cakigik ¢arpan ayri ele alinir

L = L? bigiminde tekrarli carpan varsa formiildeki iki terim ayni argiimani tasir ve tek keyfi
fonksiyona indirgenir; genel ¢oziim icin ikinci bagimsiz parca x (veya y) carpaniyla gelir. Ornegin
(D, + Dy)zz = 0 denkleminin genel ¢6ziimil

zp = [z —y) +z fo(z —y)

bi¢imindedir. Bu durum, tip siniflandirmasindaki parabolik halin operator diliyle goriinimudiir.

16.3 Coziimlii Uygulamalar

Ornek 16.1 (Carpanlara Ayirma + Par¢alanmis Sag Taraf). z,, — 2y, = 4z + 3 cos 2y denkleminin
genel ¢6ziimini bulunuz.

Cozim.

Homojen ¢oziim. L = D} — D2 = (D, — D,)(D, + D,) carpanlarina ayrilr.
( D, + D, ) z =0, yani z, + 2, = 0: Lagrange sisteminden de = % = %
¢oziim z = f(xz — y).

(D, — D, ) z=0,yaniz, — 2z, = 0: benzer bicimde = + y = ¢3, z = ¢4; ¢ozlim z = fo(z +y).

zp = fi(z —y) + folz +y)

lex—y=c, z=1cy;

Ozel ¢oziim. Sag taraf iki parcadan olusuyor; siiperpozisyonla ayri ayr1 ¢ozelim: Lz, =4xvelz, =

3cos2yise z, =z, +2,.

Birinci parga: yalnizca x’e bagh bir ¢dziim arayalim; z, = z, () icin denklem ( 2, ), = 4z olur:
3

2
( zpl)x =22 = Z, = —

Ikinci parca: yalnizca y’ye bagh bir ¢éziim arayalim; — ( Zpg)yy = 3 cos2y:
3 . 3
( zp2)y = —5sin 2y =2, = 708 2y

Iki parcada da integrasyon sabiti/fonksiyonu eklemeye gerek yoktur: tek bir 6zel ¢oziim yeterlidir,
keyfilik zaten z;,’dedir.
Genel ¢oziim:

2 3
z=filz—y)+ fo(z +y) +§x3 + ZcosZy

Ornek 16.2 (Tam Kareyle Carpanlara Ayirma). z,, — Zyy + 22, + z = sin(z + y) denkleminin
genel ¢oziimiinii bulunuz.

Coziim.
Homojen ¢6ziim. Operator polinomu

P=x>—y?+2r+1=(2+1)? -y’ =(@2+1+y)(z+1—y)
bi¢iminde ayrilir; yani

L=(D,+D,+1)(D,—D,+1)
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16.3 Coziimli Uygulamalar 71

Birinci carpan: z,, + z,, + z = 0 i¢cin Lagrange sistemi

d d d
Tx:Ty:_zﬁx_y:cla ze-’”:c2:>2:efmfl(l'—y)
—Zz

Ikinci carpan: z, — z, 4+ z = 0 igin

d d d
LWL rhy=cy == r=c T ha+y)
— —z

sw=e " [fle—y)+ fale+y)]
Ozel ¢bziim. z, = Asin(z + y) + Bcos(z + y) deneyelim. w = z + y kisaltmasiyla
( zp)m = ( zp)y = Acosw — Bsinw, ( zp)m = ( zp)yy = —Asinw — Bcosw

O halde z,, — z,,, = 0 olur ve denklem suna iner:

Y
2 ( Acosw — Bsinw ) + Asinw + Bcosw = sinw
Katsayilar: esitleyelim:
sinw:—2B+ A =1, cosw:2A+ B =0
Ikinciden B = —2A4; birincide A + 44 = 1, yani A = %, B= —%.

Genel ¢6ziim:

2= e [filo—9) + hla+y) |+ 5 sinte+y) — £ cos(w +9)

sin i¢in tek terimli deneme yetmez

Son ornekte z, = Asin(z + y) tek bagina denenseydi, 2z, teriminden gelen cos(x + y) karsiliksiz
kalirdi. Denklemde tek mertebeli tiirev varken siniis ve kosiniis daima birlikte denenmelidir;
ADD’lerdeki kuralin aynisidir.

1 Sag taraf iistel ise

G = e®*% bicimindeyse deneme z, = ke®**®’dir ve dogrudan k P(a,b) =1 bulunur; yani

P(a,b) # 0 oldugu siirece

P

eaz+by

» = P(a,b)

Burada P, operator polinomudur. P(a,b) = 0 (rezonans) durumunda deneme z ile ¢arpilarak genis-
letilir.

Carpanlara ayirma, P’nin ¢carpanlanabilir olmasina baghdur. z,, + z,,, gibi gercel carpanlara ayrilama-
yan operatorler i¢in bagka bir yaklasim gerekir: deneme fonksiyonu f(mx + y) ve tip siniflandirmas.
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17.1

17.2

17. Hiperbolik, Eliptik ve Parabolik
Denklemler

Bu bolimde yalmizca salt ikinci mertebeden tiirevler iceren sabit katsayili denklemi inceliyoruz:
Az, +bzy +czy =0 (*)

Bu basit goriiniiglii denklem, ikinci mertebeden denklemlerin tinlii tip siniflandirmasini (hiperbolik-
eliptik—parabolik) dogurur.

Deneme Fonksiyonu
Coziimiin, m belirlenecek bir sabit olmak {izere
2(z,y) = f(mz +y) (% %)
biciminde oldugunu varsayalim (f € C? keyfi). Tiirevleri hesaplayip (x)’a koyalim; w = mx + y ile
Zpe = MOf" (W),  zyy =mf(w),  z, = f"(w)
= ( am?+bm+c ) f(w) =0
f keyfi oldugundan parantez sifir olmalidur:

—bF Vb2 — dac

am?+bm+c=0=m=
2a

(1)

Yani m, katsayilardan kurulan ikinci derece denklemin kokiudir; kokler diskriminant A = b% — 4ac’nin
isaretine gore Ui¢ ayr1 karaktere birtiniir.

Ug Tip

Tamim 17.1 (Hiperbolik, Eliptik, Parabolik). A = b? — 4ac olmak iizere denklem (x):

« A > 0 ise hiperbolik: (1)’in iki farkli gercel kokii m, # m,, vardir ve genel ¢oziim
z=f(maz+y)+tg(mz+y)

+ A < 0 ise eliptik: kokler karmasik esleniktir (m, = ;) ve genel ¢6ziim bicimsel olarak yine
z=f(mz+y)+tg(mez+y)

« A = 0 ise parabolik: cakisik tek kok m vardir ve ikinci bagimsiz ¢oziim bir ¢arpan kazanir:

z=f(mz+y)+yg(mz+y)

Acik Matematik - acik-matematik.com 73 CC BY-NC-SA 4.0


https://acik-matematik.com
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.tr

17.3

17.4

74 Bolim 17. Hiperbolik, Eliptik ve Parabolik Denklemler

1 Parabolik durumda ikinci ¢6ziim nereden geliyor?

Cakigik kokte f(mz + y) tek bagina yalmizca bir keyfi fonksiyon verir; oysa ikinci mertebeden
denklemin genel ¢6ziimii iki fonksiyon tagimalidir. z = y g(w), w = mz + y denemesinin tiirevlerini
hesaplayalim:

Zpw =MPYY",  zy,=mg +myg’,  z,=2¢+yg"
Denklemde toplarsak

azm—i—bzzy—l—czyy:(am2+bm+c)yg”+(bm+2c)g’
=0

Cakisik kokte m = —% oldugundan

b2 b% — 4ac A
m e 2e 2a + e 2a 2a

ve deneme denklemi saglar. ADD’lerdeki cakigik kok ¢oziimii 2 e**’in birebir karsiligidir.

| Adlar nereden geliyor?

am? + bm + c ifadesi, konik siniflandirmasindaki ikinci derece formla ayni yapidadir: A > 0 hiper-
bolii, A < 0 elipsi, A = 0 paraboli verir. Adlar buradan aktarilmistir; denklemlerin ¢éziimlerinin
davranisi da bu geometrik karaktere uyar.

Uc Prototip

Ornek 17.1 (Dalga, Is1, Laplace). Fizigin iic temel denkleminin tipleri (y yerine ¢ okunabilir):

© 24y — %y, =0 — A =0—4(1)(—1) = 4 > 0: hiperbolik — dalga denklemi.

* 2y, — 2, = 0 — salt ikinci mertebeden kismi 2, 'tir; a = 1, b = ¢ = 0 ile A = 0: parabolik — 151
denklemi.

© 25+ 2y, =0—> A=0-4(1)(1) = —4 < 0: eliptik — Laplace denklemi.

Coziimlii Uygulamalar

Ornek 17.2 (Hiperbolik Denklem). wu,, + Uy, — 2u,,, = 0 denkleminin genel ¢dziimiint bulunuz.

Y

Cozim.
a=1b=1c¢c=—-2

A =1-—4(1)(—2) =9 > 0 = hiperbolik
Kok denklemi:
m24m—2=0=(m—1)(m+2)=0=m; =1, my=—2
Genel ¢oziim:
u(z,y) = f(z+y) +9(-2z +y)
Saglama. g(—2z + y) icin u,, = 49", u,, = —29", u,, = g":
49" — 29" — 29" =0V
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17.4 Coztimli Uygulamalar 75

Ornek 17.3 (Homojen Olmayan Hiperbolik Denklem). w,, — u,, = 5cos(2z + y) — 3sin(2z + y)
denkleminin genel ¢6ztimiinii bulunuz.

Coziim.
Homojen ¢oziim. m? — 1 = 0 oldugundan m = F1:

uy, = f(z+y)+9(x—y)

Burada —z + y ve = + y argiimanlari yerine esdeger olan x + y, * — y yazimu kullanilmustir (keyfi
fonksiyonun icindeki isaret keyfilige katilabilir).
Ozel ¢oziim. Sag tarafin argiiman1 w = 2z + y oldugundan

u, = Acosw + Bsinw

P
deneyelim:
(Up)ge = —4Acosw —4Bsinw, (tp)y, = —Acosw — Bsinw
Uyy — Uy, = —3Acosw — 3Bsinw < 5cosw — 3sinw

Katsayilardan —3A = 5 ve —3B = —3; yani A = —%, B=1.
Genel ¢oziim:

u(z,y) = f(z+y) +9(z—y)— 2008(296 +y) + sin(2z + y)

Ornek 17.4 (Eliptik Denklem: Poisson). u,, + u,, = 6(z +y) denkleminin genel ¢6ztimiini bulu-
nuz.

Coziim.
Homojen ¢o6ziim. m? + 1 = 0 oldugundan m = Fi: denklem eliptiktir ve

uy, = f(x +iy) + g(x — iy)

Keyfi fonksiyonlar karmagik argiiman alir; gergel ¢6ztimler, eslenik ¢iftlerin uygun kombinasyonlariyla
elde edilir (Laplace denkleminin harmonik fonksiyon kuramina agilan kapisi).
Ozel ¢oziim. Sag taraf 6z + 6y oldugundan U, = Ky x3 + Kkyy3 deneyelim:

(Up)yy = 6k, (Up)yy = 6Ky => 617 + 6kgy = 6z + 6y = Ky = Ky =1
Genel ¢coziim:

u(z,y) = flz+iy) + g(z —iy) + = +

Ornek 17.5 (Parabolik Denklem). u,, — 2ug,, + u,, = 0 denkleminin genel ¢6ziimiint bulunuz.

Cozim.
a=1,b=-2c=1:

A =4 — 4 =0 = parabolik
Kok denklemi m? — 2m + 1 = (m — 1)2 = 0 olup cakigik kok m = 1’dir. Genel ¢oziim:
w(z,y) = flz+y) +yglz+y)

Saglama. z = y g(z + y) i¢in
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Va

Zow = Y9y Zyy =9 +y9", 2, =29 tyg”

Zyg — 225 T2y, =y9" —29' —2yg" +2¢' +yg" =0

Q Tip neyi belirler?

Smiflandirma bir etiketleme egzersizi degildir; denklemin fizigini ve iyi konulmus problem tipini
belirler:

« Hiperbolik denklemler bilgiyi karakteristikler boyunca sonlu hizla tasir (dalga yayilimi); dogal
problem baslangi¢ deger problemidir.

« Parabolik denklemler diizlestirir ve tek yonlii zaman akigina sahiptir (1s1 yayilimi).

« Eliptik denklemler denge durumlarini tanimlar; dogal problem sinir deger problemidir.

Degisken katsayili denklemlerde A’nin isareti noktadan noktaya degisebilir; denklem bolgenin bir
kisminda hiperbolik, baska kisminda eliptik olabilir.
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