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Giris

Finans matematiginin tek bir ¢ekirdek fikri vardir: paranin degeri zamana baglidir. Bugiinkii 100 lira
ile bir y1l sonraki 100 lira ayni sey degildir; ikisini kargilagtirabilmek i¢in birini digerinin tarihine tagimak
gerekir. Bu derste yaptigimiz hemen her islem, bu tasima isleminin bir bi¢imidir.

Basit faizle baslayip bilesik faize, oradan diizenli 6deme dizilerine (aniiiteler), kredi geri 6deme planlarina
(amortisman), tahvillere, hayat sigortalarina ve son olarak hisse senetlerinin getiri-risk analizine uzani-
yoruz. Konular birbirinin iizerine kuruluyor: aniiiteler bilesik faizin tekrari, amortisman antitenin tersi,
tahvil ise bir aniiite ile bir tek 6demenin toplamidir.

@ Notlarin kullanimu

Her béliim bir konunun basladig1 yerden, o konuyu kapatan aligtirmalara kadar uzanir. Once formiil
turetilir, sonra derste ¢6ziilen 6rnekler adim adim iglenir, en sonunda da o konunun aligtirmalar:
tam coziimleriyle verilir. Zaman gsemalar1 her problemin ilgili adiminin yanina ¢izilmistir; bir
soruyu ¢6zmeye baglamadan 6nce semay1 ¢izmek, hangi tutarin nereye tasinacagini gérmenin en kisa
yoludur.
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1.1

1.2

1. Basit Faiz

Bir kimse parasini bir siireligine bagkasina verdiginde, o siire boyunca o parayla yapabilecegi her seyden
vazgecmis olur. Bu vazgecisin bedeline faiz diyoruz. Finans matematiginin biitiin formilleri, aslinda tek
bir sorunun farkli bicimlerdeki cevabidir: bugiinkii bir tutar ile gelecekteki bir tutar nasil karsilastirilir?
Bu ilk boliimde en yalin modeli, basit faizi kuruyoruz. Basit faizde faiz yalnizca anapara iizerinden isler;
kazanilan faiz tekrar faiz getirmez. Once faizin tanimini, zamann yil cinsinden nasil yazilacagim ve iki
tarih arasindaki giin sayisinin nasil hesaplanacagini gérecegiz. Ardindan tek bir tutari ileri geri tagimak-
tan, birden ¢cok ddemeden olusan planlar: karsilagtirmaya gegiyoruz; burada odak noktasi kavramiyla
ve basit faize 6zgii sasirtic1 bir sonucla karsilagacagiz. Boliimiin son kismu bir borcun ara édemelerle
kapatilmasina ayrilmigtir ve konunun tamamini kapsayan tam ¢6ziimli aligtirmalarla kapanir.

| Bu derste gegerli yuvarlama ve gosterim kurallart

 Para tutarlar: ve oranlar virgiilden sonra iki basamaga yuvarlanur: 1435,41 TL, %11, 43.

« Araiglemlerde hesap makinesindeki tam degerle devam edilir; yuvarlama yalnizca yazarken yapilir.
(Amortisman ve Amerikan Kurali gibi, bankanin fiilen kurusa yuvarladig1 hesaplarda yuvarlanmig
degerle devam edilir; bu durumlar yeri geldiginde ayrica belirtilecektir.)

« Ondalik ayiric1 virgiildir: 0, 06 yazilir, 0.06 yazilmaz.

+ Yiizde isareti saymin oniine gelir: %12.

« Varyans ve standart sapmada da aym kural gecerlidir: 6nce varyans iki basamaga yuvarlanir,
karekok bu yuvarlanmis degerden alinur.

Faiz, Anapara ve Birikmis Deger

Tanim 1.1 (Faiz). Paranin satin alma giiciinden belli bir siire vazge¢cme karsihiginda 6denen ve paranin
bir yiizdesi seklinde tanimlanan bedele faiz denir.

Ders boyunca kullanacagimiz ii¢ temel biiyiiklik sunlardir:

Simge Adi Anlami
P Anapara Paranin simdiki degeri; S nin iskontolu degeri
I Faiz Anaparadan elde edilen faiz degeri

S Toplam para Anaparanin gelecekteki degeri; birikmis deger

Tanim geregi S := P + I’dir. Buradan, P anaparasi belli bir zaman sonra .S toplamina erismisse elde
edilen faiz

I=5-P

formiilityle hesaplanir. Bu ii¢ harf, dersin sonuna kadar ayni1 anlamda kullanilacaktir.

Basit Faiz

Tanim 1.2 (Yillik Basit Faiz Oran1). Bir P anaparasindan bir y1l sonra I faizi elde edilmigse, bu islemde
gecerli olan y1llik basit faiz orani

ile belirlenir. Buna gére P ve r biliniyorsa bir yillik basit faiz I = P - r olur.
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10 Bolium 1. Basit Faiz

Peki faizin isledigi stire bir yil degil de birkac yil, birka¢ ay ya da birkag giin ise ne olacak? Basit faizin
tanimi geregi faiz her yil aynmi anapara tizerinden hesaplandig1 i¢in, faiz siireyle dogru orantilidir: iki
kati siirede iki kat1 faiz elde edilir.

Onerme 1.1 (Basit Faiz Formiilleri). t yil cinsinden zamani gostermek iizere, P anaparast iizerinden
yiullik  basit faiz oraniyla t yida elde edilecek basit faiz

I=P-r-t
ve birikmis deger
S =P(l1+rt)
formiilleriyle hesaplanir. Buradan anapara ¢ekilirse
P=SQ1+rt)"
elde edilir.

ispat.
Bir yilda kazanilan faiz P - r’dir ve basit faizde bu tutar her yil ayni kalir (kazanilan faiz anaparaya
eklenmez). Dolayisiyla t yil boyunca kazanilan toplam faiz I = P - r - t olur. O halde

S=P+I=P+P-r-t=P(l+rt)

bulunur. Son esitlikte 1 + rt # 0 oldugundan iki yan bu ¢arpana béliinerek P = S(1 + rt)~! elde edilir.

e tyil e tyil N
P
Gegmisteki zaman Simdiki zaman Gelecekteki zaman
| : e
P(1 +rt) ! P(1 + 1t)

Sekil 1.1: Basit faizde paranin zaman degeri: bugiinkii P tutari t yul ileri tasinirken birikme ¢arpani 1 +
rt ile carpilir, geriye tasinirken iskonto ¢arpani (1 + rt)™ ile ¢arpilir. Zaman ekseninde saga gitmek “carp’,
sola gitmek “bol” demektir.

Bu iki ¢carpanin kendine ait adlar1 vardir ve dersin sonuna kadar bu adlarla anilacaklardir.

Tanim 1.3 (Birikme ve Iskonto Carpani). S = P(1 + rt) formiiliindeki 1 + rt carpanina basit faizde
birikme carpani, P = S(1 + rt)~! formiiliindeki (1 + r¢) ! ¢arpanina basit faizde iskonto (indirim)
carpanm denir. Bu durumda P degerine, S’nin r oranindan ¢ yil icin iskontolu degeri veya simdiki
degeri denir.

Semanin anlattig1 sey tek ciimleyle sudur: zaman ekseninde saga gitmek carpmak, sola gitmek
bolmektir. Bir problemde hangi formuliin kullanilacagini hatirlamaya calismak yerine, okun yoniine

bakmak yeterlidir.
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1.3

1.4

1.2 Basit Faiz 11

Zamanin Yil Cinsinden Yazilmasi

Uyari

t zamani mutlaka yil cinsinden yazilmalidir. Formiildeki 7 yillik bir oran oldugu icin, siireyi ay ya
da giin olarak birakmak sonucu 12 ya da 360 kat sisirir.

Siire ay olarak verilmisse

‘= ay saylisl
12

alinir. Siire giin olarak verilmigse iki ayr1 hesap yapilabilir:
Tanim 1.4 (Tam ve Normal Basit Faiz). Siire giin cinsinden verildiginde

1. Tam basit faiz icin t = m,

2. Normal basit faiz icin t = gur; Zz(x)ym

alinir.

Uyari

Aksi belirtilmemigse normal basit faiz hesaplanacaktir.

Normal basit faiz, yili 12 esit aya (her biri 30 giin) b6élmenin dogal sonucudur ve ticari hayatta hesabi
kolaylastirdig: icin tercih edilir. Payda kiigtildiigii i¢in normal basit faiz her zaman tam basit faizden

bityiik ¢ikar — aradaki fark % ~ 1,014 katidir, yani yaklasik %1, 4.

Ornek 1.1 (Tam ve Normal Basit Faiz). 2000 TL icin %5’ten 50 giinliik tam ve normal basit faizi
bulunuz.

Cozim.
P = 2000 TL, r = 0, 05 ve siire 50 giindir.
Tam basit faiz: t = % oldugundan

50
I = Prt = 2000 - =1 TL .
T 000-0,05 365 3,70

50

Normal basit faiz: ¢t = 360

oldugundan

50
I = Prt=2000-0,05- — — 13,89 TL .
’ 0360 T

Beklendigi gibi normal basit faiz biraz daha biiyiiktir.
]

iki Tarih Arasindaki Zaman Hesabi

Bir problemde siire dogrudan “50 giin” diye verilmeyip iki tarih verilmisse, once aradaki gin sayisin
bulmamiz gerekir. Bunun da iki yolu vardur.

Tanim 1.5 (Tam ve Yaklasik Zaman). Verilen iki tarih arasinda

1. Tam zaman: Bir takvim yardimiyla giinlerin sayis1 tam olarak sayilir.
2. Yaklasik zaman: Her bir ayin 30 giin oldugu kabul edilir; tarihler yil : ay : giin biciminde yazilip
cikarilir.
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12 Bolium 1. Basit Faiz

Uyari

Tam zaman sayilirken, verilen baglangig ve bitis tarihlerinden yalnizca biri toplama déhil edilir; ikisi
birden d4hil edilmez.

Ornek 1.2 (Iki Tarih Arasindaki Zaman). 20 Haziran 2019 ile 24 Agustos 2019 arasindaki tam ve
yaklagik zamani bulunuz.

Cozim.
Tam zaman. Haziran’in 30 giinii vardir; aym 20’sinden sonra 30 — 20 = 10 giin kalir. Temmuz tam
olarak 31 giin, Agustos’tan ise 24 giin sayilir:

10 + 31 + 24 =65gin.

Haziran  Temmuz  Agustos

Baglangi¢ giinti (20 Haziran) sayilmanus, bitis giinii (24 Agustos) sayilmustir; kuralin istedigi de budur.
Yaklasik zaman. Tarihler yil : ay : giin bi¢iminde alt alta yazilip ¢ikarilir:

2019 8 24
— 2019 6 20
0 2 4

Yani 2 ay 4 giin; her ay 30 giin sayildigindan
2-30+4 =064gin .

Dort olas1 hesap ve Banker Kurali

Zaman iki turli (tam / yaklagik), faizi iki tarli (365 / 360) hesaplayabildigimize gore karsimiza dort
kombinasyon ¢ikar:

Tam faiz (365) Normal faiz (360)
Tam zaman (takvim) Tam zaman — tam faiz Banker Kural
Yaklasik zaman (30’ar giin) Yaklagik zaman - tam faiz Yaklagik zaman — normal faiz

Tanim 1.6 (Banker Kurali). Giin sayis: takvimden tam olarak sayilip, faiz 360 giinliik yil izerinden
hesaplanirsa (yani tam zaman ile normal faiz birlikte kullanilirsa) uygulanan yénteme Banker Kurali
denir.

Uyar

Aksi belirtilmedikce Banker Kurali ile hesap yapilacaktir.

Banker Kurali’nin alacakli i¢in en karli secenek olduguna dikkat edin: giin sayis1 en biiyiik (takvimden
tam sayim), payda ise en kii¢iik (360) alinur.

Ornek 1.3 (Dort Hesabin Karsilastirilmasi). 20 Nisan 2019°da bankaya %6 faiz oraniyla yatirilan
2000 TL’nin 1 Temmuz 2019 tarihinde getirdigi tam ve normal faizi a) tam zaman, b) yaklagik zaman
kullanarak hesaplayiniz.

Coziim.

Once iki tarih arasindaki siireyi iki tiirlii bulalim.
Tam zaman:
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10 + 31 + 30 + 1 =72gin.
Nisan May1s Haziran Temmuz
Yaklasik zaman:

2019 7 1
— 2019 4 20
0 211

2 ay 11 giin, yani 2 - 30 + 11 = 71 gin.

1 Giin ¢gikarma nasil yapildi?

1 — 20 eksi ¢iktig1 icin ay hanesinden 1 ay (30 giin) 6diing alinir: giin hanesi 1 + 30 = 31, ay hanesi
7 — 1 = 6 olur. Boylece 31 — 20 = 11 giin ve 6 — 4 = 2 ay bulunur.

Simdi P = 2000, r = 0, 06 ile dort hesab1 yapalim.
a) Tam zaman (72 giin):

2
I =2000-0,06 - 2 _ 23,67 TL (tam faiz)
365
72 .
I =2000-0,06 - 360 24,00 TL (normal faiz = Banker Kural)

b) Yaklasik zaman (71 giin):
71 .
I =2000-0,06 - 368 = 23,34 TL (tam faiz)

1
I =2000-0,06 - % =23,67TL (normal faiz)

Dort sonug arasinda en biiyiigii Banker Kurali'nin verdigi 24, 00 TL’dir. Soruda bir yéntem belirtilme-
migse bu degeri aliriz.
|

© Kiiciik bir kontrol aliskanlig

Dort sonucun da birbirine yakin ¢ikmasi gerekir; aralarindaki fark ytizde birkac¢i gegmez. Sonuglardan
biri digerlerinden ¢ok farkliysa, biiyiik olasilikla siire yila ¢cevrilmemis ya da giin sayiminda bir ay
atlanmgtir.

Bundan sonra bu formiilleri tek bir tutar icin degil, birden ¢ok 6demeden olusan planlar icin kullana-
cagiz; orada odak noktas: kavrami devreye girecek.

Simdiki Deger

Gelecekteki bir tutarin bugiinkii karsiligini bulmak, iskonto carpaniyla ¢carpmaktan ibarettir (Tanum 1.3).
Buna paranin simdiki degeri diyoruz.

Ornek 1.4 (Bir Birikimin Simdiki Degeri). 9ayda %6 basit faiz ile 1500 TL olacak bir birikimin simdiki
degeri nedir?

Coziim.
Verilenler: S = 1500 TL, » = 0,06, t = %.
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14 Bolium 1. Basit Faiz

? S =1500TL

{ b

1
bugiin 9 ay sonra

\/

9 ay geri, r = 0,06

Sekil 1.2: 9 ay sonra eline 1500 TL gececek bir birikimin bugiinkii degeri araniyor: ok geriye dogru
oldugu icin 1500 TL, (1 + 0,06 - 9/12)* iskonto ¢arpaniyla garpilir.

Ok geriye dogru oldugu i¢in iskonto carpani kullanilir:

1500 1500
P=S1+rt)t = = — 1435,41 TL .
Q) = 10,06 3 ~ 1,05 !

Aradaki 1500 — 1435,41 = 64, 59 TL, dokuz ayda isleyen faizdir.
|

Odak Noktasi ve Denk Odemeler

Tanim 1.7 (Odak Noktasi). Paranin degerinin hesaplanacagi zamana, zaman semasinda odak noktasi
denir.

Tanim 1.8 (Denk Odemeler). ki 6demeler kiimesi, secilen bir odak noktasina tasindiklarinda toplam-
lar1 esit oluyorsa bu iki kiimeye o odak noktasinda denk 6demeler denir.

Denklik denklemi kurulurken izlenecek yol hep aynidir:

1. Zaman semasini ¢iz; 6demeleri kendi tarihlerine yerlestir.

2. Odak noktasini isaretle.

3. Her 6demeyi, kendi tarihi ile odak noktas1 arasindaki siireyle tagi: odaktan 6nceyse ileri (¢arp),
sonraysa geri (bol).

4. 1ki tarafin toplamlarini esitle.

Ornek 1.5 (iki Odeme Seceneginin Denkligi). Bir tiiketicinin aldig1 borcu 6demesi icin iki secenegi

var olsun.

+ Birinci secenek: 5 ay sonra 2000 TL ve 10 ay sonra 3000 TL 6demek,
- Ikinci secenek: 3 ay sonra X TL ve 6 ay sonra 2X TL 6demek.

Her iki secenek birbirine denk ve paranin degeri (enflasyon, piyasadaki basit faiz vb.) %12 ise X degerini
odak noktalarini 6. ay ve 3. ay alarak bulup sonuglar1 karsilastiriniz.

Cozim.

Odak noktasi 3. ay alinirsa. 5. aydaki 6deme 2 ay, 10. aydaki 6deme 7 ay geri gelir; 6. aydaki 2.X ise
3 ay geri gelir. 3. aydaki X zaten yerindedir.
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1.6 Odak Noktas: ve Denk Odemeler 15

ODAK 7 ay geri
2 ay gerj
X 2000 2X 3000
{ ° — —
0 3 5 6 10 ay
3 ay geri

Sekil 1.3: Birinci secenek (2000 ve 3000 TL) ile ikinci secenek (X ve 2X) 3. aya tasmnip esitlenirse X =
1619,62 TL bulunur. Basit faizde her 6deme, odak noktasina olan kendi siiresiyle taginir.

-1

2\ ! 7 3\ !
2 1 12 — 1 12-—| =x+2x(1 12—
000( +0, 12) +3000( +0, 12) + ( +0, 12)

Sol tarafi hesaplayalim:

2000 3000
it | 2 4 = 4764, 52.
02 T 107 — 196078+ 2803,74 = 4764,5

Sag tarafta 2.X’in ¢arpam 1% = 1,941747573 oldugundan

4764,52 = X +1,941747573 X = 2,941747573 X

X =1619,62TL

Odak noktas1 6. ay alinirsa. Bu kez 5. aydaki 6deme 1 ay ileri, 10. aydaki 6deme 4 ay geri gelir; 3.
aydaki X ise 3 ay ileri gider. 6. aydaki 2X yerindedir.

ODAK 4 ay geri
1 ay ileri
X 2000 2X 3000
| : e —
0 3 5 6 10 ay

3 ay ileri

Sekil 1.4: Ayni iki segenek bu kez 6. aya taginiyor: 5. aydaki 2000 TL bir ay ileri, 10. aydaki 3000 TL
dort ay geri gidiyor. Sonu¢ X = 1618,69 TL — basit faizde odak noktas: degisince cevap da degisir.

1 4\ 1 3
2 1 12 — 1 12-.—) =x(1 12- =) +2X
ooo( +0, 12)+3000< +0, 12) ( +0, 12)+

2020 + 2884, 62 = 1,03X + 2X = 3,03X

N [ X =1618,69 TL|

Acik Matematik - acik-matematik.com 15 CC BY-NC-SA 4.0


https://acik-matematik.com
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.tr

1.7

16 Bolium 1. Basit Faiz

Dikkat edilirse odak noktasi 3. ay oldugunda X = 1619, 62 TL, 6. ay oldugunda X = 1618, 69 TL bulun-
mustur. Yani farkli odak noktalari farkli degerler vermistir.

| Basit faizde odak noktasi énemlidir

Basit faizde odak noktasi degisince hesaplanan degerler farklilik gosterebilir. Bu nedenle basit faiz ile
yapilan finansal islemlerde odak noktas: 6nceden bellidir; sozlesmede yazar ya da soruda verilir.
Tleride gérecegimiz gibi bilesik faizde béyle bir sorun yoktur (Béliim 3.8).

Peki bu neden oluyor? Cevap tek satirlik bir cebirsel gozlemde sakli.

Onerme 1.2 (Basit Faizde Carpanlar Birlesmez). 7 > 0 vet,t, > 0 olsun. O zaman
(I +rt)(1471ty) > 1+ r(t; +1ty)

olur; yani bir tutari énce t,, sonra to kadar tasimak, dogrudan t, + t4 kadar tasimakla ayni sonucu
vermez.

ispat.
Sol tarafi agcalim:

(L+rt)(L+rty) = 147ty +rty + 7%ty = [ 1+ r(t + 1) | + 7%t

r > 0 vety,ty > 0 oldugundan r*t,t, > 0’dwr; dolayisiyla sol taraf sag taraftan kesinlikle biiyiiktiir.
|

Aradaki r%t,t, farki, “faizin faizi"dir: iki adimda tagirken ilk adimda kazanilan faiz ikinci adimda da faiz
getirir, oysa basit faiz tanim1 geregi bunu yasaklar. Iste odak noktas: degisince tasima yollarinin uzun-
luklar degistigi i¢in sonug da kayar. Bilesik faizde ¢arpan (1 + ¢)™ bi¢iminde oldugundan (1 + )™ (1 +
i)™2 = (1 4 4)™*"2 olur ve bu sorun tamamen ortadan kalkar.

0 Hangi odak noktas: secilmeli?

Soruda odak noktasi belirtilmigse tartisma yoktur. Belirtilmemisse, hesab1 kolaylastiran tarih
secilir: genellikle bilinmeyenin bulundugu tarih ya da 6demelerden birinin tarihi. Ornegin Ornek
1.5'de odak 3. ay secilirse X hi¢ tasinmadan denklemde yer alir.

Taksitli Odemeler: Iki Kural

Simdiye kadar borclar tek seferde 6deniyordu. Gergekte ise borclu, vadeden once elindeki parayla ara
odemeler yapar. Bu 8demeler borcu nasil azaltir? iki farkli hesap gelenegi vardir ve ikisi farkli sonuglar
verir; hangisinin uygulanacag: sézlesmede belirlenir.

Tanim 1.9 (Tiiccar Kurali). Tum taksitler ve ana borg, borcun bitim tarihine odaklanir. Yani odak
noktasi vade tarihidir; ana borcun o tarihe tasinmis degerinden, taksitlerin o tarihe tasinmus degerleri
cikarilarak kalan bor¢ bulunur.

Tanim 1.10 (Amerikan Kurali). Her taksitten sonra 6denmemis geriye kalan kisim bir sonraki taksit
zamanina faizlenir.

« Eger o taksidin bedeli hesaplanan faizden ¢ok ise 6deme yapilir ve geriye kalan kisim bir sonraki taksit
zamanina faizlenir.

« Eger o taksidin bedeli hesaplanan faizden az ise o taksit 6denmez ve o 6deme bir sonraki taksit ile
birlikte hesaba katilir.

Acgik Matematik - acik-matematik.com 16 CC BY-NC-SA 4.0


https://acik-matematik.com
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.tr

1.7 Taksitli Odemeler: ki Kural 17

Uyari

Aksi belirtilmedikce Tiiccar Kurali ile hesap yapilacaktir.

Aradaki fark 6zde sudur: Tiiccar Kural biitiin 6demeleri tek bir odak noktasinda toplar, Amerikan Kurali
ise borcu adim adim giinceller. Ikinci yéntemde 6denmemis faizin faiz getirmemesi saglandig icin bor¢lu
lehinedir; bu yiizden tiiketici kredilerinde daha yaygindir.

1 Neden taksit faizi karsilamali1?

Amerikan Kuralr’ndaki ikinci madde, faizin faizini engellemek i¢indir. Kii¢iik bir taksit, o giine kadar
islemis faizden azsa ve yine de distlseydi, kalan borcun icinde 6denmemis faiz kalir ve sonraki
donemde o faiz de faiz getirirdi. Basit faiz s6zlesmesinde bu kabul edilemez; bu yiizden kiiciik taksit
bekletilir.

1.8 Iki Kuralin Karsilastirilmasi

Ornek 1.6 (Ayn1 Borcun iki Kurala Goére Kapatilmasi). Bir tiiketici 15.1.2011’de %16’dan 1000 TL
borg aldi. 12.4.2011°de 350 TL, 10.8.2011’de 20 TL ve 3.10.2011°de 400 TL 6dedi. 1.12.2011°de borcu
kapatmak i¢in 6deyecegi bedeli a) Tiiccar Kurali b) Amerikan Kurali ile hesaplayimiz.

Coziim.
Once gerekli giin sayilarini takvimden bulalim (Banker Kurali: tam zaman, 360 giinliik y1l):

Aralik Giin

15.1.2011 — 1.12.2011 320
12.4.2011 — 1.12.2011 233
10.8.2011 — 1.12.2011 113
3.10.2011 — 1.12.2011 99
15.1.2011 — 12.4.2011 87
12.4.2011 — 10.8.2011 120
12.4.2011 — 3.10.2011 174

a) Tiiccar Kurali. Odak noktast 1.12.2011°dir; her sey oraya taginir.

1000 350 20 400 X=?
: : % : o .

15.1.2011 12.4.2011 10.8.2011 3.10.2011 1.12.2011

Sekil 1.5: Tiiccar Kurali: biitiin tutarlar — ana borc da taksitler de — borcun bitig tarihine taginir ve
orada esitlenir. Odeme yapilmayan aralarda faiz islemeye devam eder.

320 59
1000(140,16- 5 ) = X +400(1 40,16 - — ) +20(1 40,16 -
000( +0,16 360> + 00( +0,16 360>+ 0( +0,16

113
360

233
350(1+0,16 - —
) * ( A 360)
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18 Bolium 1. Basit Faiz

Terimleri tek tek hesaplayalim:
1000 - 1,142222 = 1142, 22, 400 - 1, 026222 = 410, 49,

20-1,050222 = 21,00, 350 - 1,103556 = 386, 24.

Boylece
1142,22 = X + 410,49 + 21,00 + 386,24 = |~ —324,49TL
b) Amerikan Kurali. Borcu taksitten taksite tagiyalim.
faiz 36,73 > taksit 20
— bu taksit 6denmez
1000 350 | ¢20~ i 400 X="?

3 =
l l ol i l | >
T T 1 T T

15.1.2011 12.4.2011 10.8.2011 3.10.2011 1.12.2011

174 giin

Sekil 1.6: Amerikan Kurali: borg taksitten taksite taginir. 10.8.2011 taksidi (20 TL), o giine kadar islemis
36,73 TL faizi karsilamadig icin 6denmez; 3.10.2011'de 400 + 20 = 420 TL birlikte 6denir.

Birinci taksit. 1000 TL icin 87 giinliik faiz:
87
1000- 0,16 - — = 38,67 TL, 38,67 < 350
360
Taksit faizden buiytik oldugu i¢in 6deme yapilir. 12.4.2011°deki toplam bor¢ 1000 + 38,67 = 1038, 67

TL; 350 TL 6denince kalan borg
1038,67 — 350 = 688,67 TL .

Ikinci taksit. 688, 67 TL igin 120 giinliik faiz:

120
688,670,16 --c = 36,73 TL, 36,73 £ 20

Taksit (20 TL) faizden kii¢iik oldugu icin bu taksit 6denmez, sonraki taksite katilir.
Ugiincii taksit. Borg 12.4.2011°den 3.10.2011’e, yani 174 giin taginir:

174
688,67 - 0,16 - % =53,26 TL, 53,26 < 420

3.10.2011°deki toplam bor¢ 688,67 4 53,26 = 741,93 TL. Bu tarihte 400 + 20 = 420 TL Gdenince
geriye kalan borg

741,93 — 420 = 321,93 TL .

Kapanis. 1.12.2011°e 59 giin kalmigtir:

X = 321,93(1 40,16 2) _[330,37TL

360
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1.8 Iki Kuralin Karsilastirilmasi 19

1 1ki sonu¢ neden farkl1?

Tiiccar Kurali 324,49 TL, Amerikan Kurali 330, 37 TL verdi. Fark, 20 TL’lik taksidin iglem gérdigi
tarihten kaynaklanir: Tticcar Kurali onu 10.8.2011°de 6denmis say1p 113 giin faizlendirir, Amerikan
Kurali ise 3.10.2011e erteler. Ayrica Amerikan Kurali’'nda banka defterindeki tutarlar kurusa yuvar-
lanarak tasindigy igin, ara adimlarda yuvarlanmig degerlerle devam edilmistir.

1.9 Alistirmalar

Alstirma 1.1 (Alt1 Yillik Basit Faiz). 2019 yilinda 60000 TL’yi %18’den bankaya yatiran bir kisi,
parasmi 6 yil sonra gekerse bu yatirnmdan elde edecegi faiz miktarimi ve parasmin birikmis degerini
bulunuz.

Coziim.
P = 60000 TL, r = 0, 18, t = 6 y1l. Stire zaten yil cinsinden verilmis:

I = Prt =60000-0,18 -6 = 64800 TL,

S = P + I = 60000 + 64800 = | 124800 TL

(Ayni sonug S = P(1 + rt) formiilinden, 60000(1 + 1,08) = 60000 - 2, 08 olarak da bulunur.)
|

Alistirma 1.2 (Pesin mi, Vadeli mi?). Cep telefonu almak isteyen bir aliciya, satict ya pesin 3000 TL
ya da 6 ay sonra 3200 TL 6deme secenegi sunmus olsun. Paranin degerinin %6 oldugu biliniyorsa, alic1
hangi secenegi tercih etmelidir, neden?

Cozim.
Iki secenegi karsilastirmak icin ikisini de ayni tarihe tagimaliyiz. Odak noktasi olarak 6. ay1 secelim.
Alict bugiin 3000 TL 6demek yerine o paray1 %6’dan degerlendirseydi 6 ay sonra

3000(1 +0,06 - %) = 3000 - 1,03 = 3090 TL

olurdu. Vadeli secenekte ise ayni tarihte 3200 TL 6deyecektir. Aradaki fark
3200 — 3090 = 110 TL. .

Yani pesin almalidir; 6 ay sonra alirsa 110 TL fazladan 6demis olur.

1 Aymi sonuc bugiine tastyarak

Odak bugiin secilseydi 3200 TL nin simdiki degeri % = 3106, 80 TL bulunur, yine pesin 6deme
ucuz cikard: (3106, 80 > 3000). Sayisal fark (106, 80’e kars: 110) odak noktasinin degismesinden

kaynaklanir — Onerme 1.2'm séyledigi tam da budur.

Alistirma 1.3 (Paranin Iki Katina Cikmasi). Bankaya %12, 5’ten yatirdigimiz bir miktar paranimn iki
katina ¢ikmast icin kag yil gerekir?

Cozim.
Anaparaya P diyelim; istenen .S = 2P olmasidur:
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20 Bolium 1. Basit Faiz

1
2P=P(1+0,125¢t) = 2=1+40,125t = t:m:
Anaparanin kendisinin bilinmemesi sonucu etkilemez: basit faizde ikiye katlanma siiresi yalnizca orana
baglidur.
|

Aligstirma 1.4 (Bir Yatirim Teklifinin Degerlendirilmesi). Paranin degerinin %10 oldugu bir zaman
diliminde, size 6 ay sonra 25000 TL ve 1 yil sonra 20000 TL 6deme yapacak bir yatirimi simdi 40000
TL’ye satin alir misiniz? Neden?

Coziim.
Odak noktas1 bugiin aliir ve iki 6demenin simdiki degerleri toplanir:

~ 25000 N 20000 _25000+20000
~1+40,10-& 140,101 1,05 1,10

P = 23809, 52 + 18181,82 = 41991,34 TL .

Yatirimin bugiinki degeri 41991, 34 TL, istenen fiyat ise 40000 TL’dir:

41991, 34 — 40000 = 1991, 34 TL

Evet, satin alinmalidir; degerinin 1991, 34 TL altinda almis oluruz.
|

Alistirma 1.5 (Erken Odeme). Ahmet Bey, Osman Bey’den %15 oranindan 9 ay sonra 2000 TL
6deyecegi bir miktar borg¢ alsin. Eger 3 ay sonra bu borcunu simdiki deger iizerinden %14 oran ile geri
6derse Ahmet Bey bu erken 6deme isleminden kag para kar eder?

Bu sorunun tek bir cevab1 yoktur.
Bu soru, birden ¢ok okumaya acik oldugu i¢in tek bir sayiya goétiirmez. Alinan borg

9\ ! 2000
P—2000(1+0,15-E) = {115 =1797,75 TL

olarak bellidir. Belirsizlik, “3 ay sonra simdiki deger iizerinden %14 ile 6demek” ifadesindedir:

» Birinci okuma: 3. ayda, kalan 6 aylk sire icin %14’ten iskonto edilmis tutar 6denir:
2000(1 40,14 - &) = 1869, 16 TL.

« Ikinci okuma: Alinan 1797, 75 TL, 3 ay icin %14 ile faizlendirilerek 6denir: 1797, 7 5(1 +0,14 -
3) =1860,67 TL.

Ustelik “kar” da tanimsizdir: karin hangi tarihe gore olgiilecegi (6deme tarihi mi, vade tarihi mi)
sOylenmemistir. Farkli secimler farkli sayilar verdiginden sorunun tek bir dogru cevabi yoktur. Bir
problemde taginacak tutarin, taginacagi tarihin ve kullanilacak oranin {i¢iiniin birden belirtilmis olmasi
gerektigini gosteren iyi bir 6rnektir.

X

Alistirma 1.6 (iki Kuralin Karsilastirilmasi). A sirketinin 15 Ocak 2019 tarihinde B sirketine 3000
TL borcu var olsun. A sirketi 15 Nisan 2019’da 1000 TL ve 15 Ekim 2019°da 1500 TL bor¢ 6demesi yapmus
ise 15 Ocak 2020 tarihinde B sirketine ne kadarlik bir 6deme yaparsa borcunu kapatmis olur? Sonucu a)
Tiiccar Kurali, b) Amerikan Kurali kullanarak ve gegerli faiz oranimi %16 alarak hesaplayimiz.

Cozim.
Gerekli giin sayilar1 (2019 artik yil degildir):

Acgik Matematik - acik-matematik.com 20 CC BY-NC-SA 4.0


https://acik-matematik.com
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.tr

1.9 Alistirmalar 21

Aralik Gun

15.1.2019 — 15.1.2020 365
15.4.2019 — 15.1.2020 275
15.10.2019 — 15.1.2020 92
15.1.2019 — 15.4.2019 90
15.4.2019 — 15.10.2019 183

a) Tiiccar Kurali. Odak noktas: 15.1.2020:

365 275 92
140,16- 2) = X +1000( 140,16 - —=> | +1500(1+ 0,16 - ——
3000( +0,16 360) + 000( +0,16 360)+ 500( +0,16 360)

3486,67 = X + 1122,22 + 1561,33

N [ X =803,12 TL|

b) Amerikan Kurali.
Birinci taksit. 15.1 — 15.4 aras1 90 giin:

3000 - 0, 16 - % —120,00TL, 120,00 < 1000

Taksit faizden biiyiik, 6deme yapilir. Kalan borg:
3000 + 120,00 — 1000 = 2120,00 TL .
Ikinci taksit. 15.4 — 15.10 aras1 183 giin:

1
2120,00 - 0, 16 - % =172,43TL, 172,43 < 1500

Kalan borg:
2120,00 4 172,43 — 1500 = 792,43 TL .

Kapanis. 15.10 — 15.1.2020 aras: 92 giin:
92
X = 792,43(1 40,16 - ﬁ> — 792,43 - 1,040889 — [824,83 TL

Amerikan Kurali burada da daha yiksek bir kapanig tutar1 verdi; ¢linkii 6demeler borcu kademe
kademe diisiiriirken ana borcun tamami ilk glinden itibaren faiz isletmeye devam etmemis, buna
karsilik taksitler de vade tarihine kadar faiz kazanmamustur.

|
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2.1

2.2

2. Basit Iskonto, Senetler ve Bonolar

Simdiye kadar biitiin hesaplarimizda oran, elimizdeki bugiinkii para tizerinden igledi. Oysa bor¢lanma
islemlerinin ¢ogu tersine kurulur: taraflar 6nce gelecekte 6denecek tutar: yazarlar, sonra bugiin ne
kadar para verilecegini o tutardan indirim yaparak bulurlar. Senet kirdirmak, hazine bonosu almak ya da
kisa vadeli banka kredisi kullanmak béyle isler.

Bo6limiin ilk yarisinda bu indirimin matematigini kuruyoruz. Gériintiste kiicitk olan “hangi tutarin
ylizdesi?” farky, ayni ylizdeden farkli sonuglar ¢ikmasina yol acar; iki orani birbirine ¢eviren formiilleri de
burada elde edecegiz. Ikinci yarisinda ise bu hesaplarin giinliik hayatta {izerinde karsimiza ¢iktig1 kagitlari
ele aliyoruz: senet, bono ve tahvil.

Basit iskonto

Tanim 2.1 (Basit Iskonto). Gelecekteki bir S degeri iizerinden t yil icin d iskonto oranindan yapilan
basit iskonto (ya da banka iskontosu)

D=S-d-t
formiilii ile hesaplanir. Burada

+ D : basit iskonto degeri,

+ S : birikmis deger, gelecekteki deger ya da vade degeri,
« d : basit iskonto oranu,

« t:zaman (y1l cinsinden).

Alinan borcun simdiki P degeri, borcun gelecekteki S degeri ile yapilan D iskontosu arasindaki farktir:
P=S-D=5-8it = [F=50—d)

Buna S’nin iskontolu degeri denir.

| Faiz mi, iskonto mu?

S — P farkina hem I faizi hem de D iskontosu olarak bakmak miimkiindiir. Karigiklig1 6nlemek i¢in
tek bir ctimleyi aklinizda tutun:

« faiz, simdiki P degeri izerinden hesaplanir: I = Prt;
« iskonto, gelecekteki S degeri tizerinden hesaplanir: D = Sdt.

1 Neden dt < 1 olmali?

P = S(1 — dt) formiilinde dt > 1 olursa iskontolu deger sifir ya da negatif ¢ikar; yani bor¢lunun
eline hi¢ para ge¢gmez. Bu yiizden basit iskonto ancak dt < 1 iken, pratikte de kisa vadeli islemlerde
anlamlidir. Ornegin d = 0, 20 ise vade 5 yila yaklagtiginda formiil ¢oker. Faiz oraninda béyle bir smir
yoktur, ¢iinkii 1 + 7t hicbir zaman sifir olmaz.

Bir Iskonto Oranina Denk Olan Faiz Orani

Ornek 2.1 (Ayni Yiizde, Farkli Sonug). Bir yil sonra 6denecek 1000 TL’nin simdiki degerini a) %12, 5
basit faiz oranindan, b) %12, 5 basit iskonto oranindan hesaplayimiz.

Cozim.
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24 Bolium 2. Basit Iskonto, Senetler ve Bonolar

a)r =0,125, S = 1000 TL, t = 1:

1000 1000
P=S1+rt)"! = - — 888,89 TL .
) =15 0125.1 1,125 ’

b)d =0,125,5 = 1000 TL, ¢t = 1:

P = S(1—dt) =1000(1 — 0,125 - 1) = 875,00 TL .

1 y1l sonra 6denecek S = 1000 TL

888,89 TL 875,00 TL

r = %12,5 faiz ile d = %12,5 iskonto ile

Bugiin eline gecen para (P)

Sekil 2.1: Aym yiizde, iki farkli sonug: faiz orani bugiinkii deger P iizerinden, iskonto oram ise
gelecekteki deger S tizerinden igler. Bu ytizden %12,5 iskonto, %12,5 faizden daha pahalidir — bor¢lunun
eline daha az para geger.

Ornekten anlagilacag iizere ayni oranlardan hesaplanan simdiki degerler arasinda fark vardir: iskonto
orani ile hesaplanan deger, faiz oram ile hesaplanandan daha azdir. Bu durumda iki oran: karsi-
lagtirabilmek i¢in birbirine ¢eviren formillere ihtiyacimiz var.

Onerme 2.1 (Denk Faiz ve Iskonto Oranlari). t yil icin ayni P ve S ¢iftini veren r faiz orani ile d
iskonto orani arasinda

T d
ve r=—
147t 1—dt

bagintilary vardr.

ispat.
Iki yontem de ayni S ve P’yi veriyorsa

Pl—dty'=PQ1+rt) =

=141t
1—at T

Buradan1 = (1 —dt)(1 +rt), yani1 — dt = ﬁ olur. Iki yani diizenlersek

1 t
r d:r

dt =1— = = .
14+t 14+t 141t

Aynu esitlikten r gekilirse: 1 4+ rt = ﬁ oldugundan

rt

! - dt Lo d
T 1—dt T 1—dt T 1—dt’
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2.2 Bir Iskonto Oranina Denk Olan Faiz Oram 25

Formiillerin paydalarina bakmak, hangisinin bityiik oldugunu ezberlemeden gérmeyi saglar: d = 1
rver = ﬁ > d. Yani bir iskonto oranina denk gelen faiz orani her zaman daha biiyiiktiir.

<

Ornek 2.2 (iskontonun ve Iskonto Oraninin Bulunmasi). 5 ay sonra 6denecek 1000 TL’nin %12
basit faiz oranindan bugiinkii degerini, basit iskontoyu ve basit iskonto oranimi bulunuz.

Cozim.
S =1000TL,r =0,12,¢t = 3.

~ 1000 1000
T 140,12-3 1,05

P=S(1+rt)" = 952,38 TL,

D=S8—P=1000— 952,38 = 47,62 TL .

Iskonto oranini iki yoldan bulabiliriz. Dogrudan tanimdan:

D=Sit = d=2 = T2 4 1pe %1143

St 1000- 3

ya da Onerme 2.1 ile:

12 12
d=—" 0, =012 j14985 & [ S11,43

T 1+t 1+40,12-3% 1,05

Iki yol son basamakta ayriliyor; ciinkii ilkinde D énce kurusa yuvarlandi. iki basamaga yuvarlandiginda
sonug aynidir.
|

Ornek 2.3 (Bankanin Verecegi Borg). Bir banka kisa siireli borclanmalarda d = 0, 11 basit iskonto
oranindan bor¢ vermektedir. Buna gore

a) 90 giin sonra 900 TL &deyecek bir miisteriye banka simdi ne kadarlik borg verir?

b) 15.10.2012’de 1500 TL 6deyecek bir miisteriye banka 3.5.2012’de ne kadarlik bor¢ verir?

Coziim.
a) S =900 TL,d = 0,11, ¢ = 2
90
P=S(1—dt)= 900(1 ~0,11- ﬁ) — 900(1 — 0,0275) — 875,25 TL

b) Once iki tarih arasindaki giinleri sayalim:

Mayis Haziran Temmuz Agustos Eylil Ekim Toplam

28 30 31 31 30 15 165

(Mayis'in 31 giintinden, ayin 3’iine kadar gecen kisim digiiliince 31 — 3 = 28 giin kalir.)

165,
S =1500 TL, d = 0,11, ¢ = 165

1
P= 1500(1 0,11 ﬁ) = 1500(1 — 0,050417) = [ 1424, 38 TL

360
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@ Ozet

Faiz Iskonto

Neyin yiizdesi? P (bugiinkii deger) S (vade degeri)

Tutar I=Prt D = Sdt

fleri tagima S =P(l+rt) S=P(1—dt)!

Geri tagima P=S(1+rt)! P=S(1-dt)

Sinirlama yok dt < 1 olmali
Senetler

Faiz ve iskonto hesaplar1 giinlik hayatta ¢ogunlukla bir kagit tizerinde kargimiza cikar: senet, bono,
tahvil. Bir senedin hayatinda iki kritik an vardir — diizenlendigi an (faizle vade degeri hesaplanir) ve
vadesinden dnce el degistirdigi an (iskontoyla satis fiyat1 hesaplanir). Ikisi farkli formiillerle, cogu zaman
farkli oranlarla yapilir.

Tanim 2.2 (Senet (Bono)). Borclu tarafindan belli bir miktar paranin faizli ya da faizsiz belirli bir
tarihte (= vade tarihi) bor¢ veren kisiye ya da belli birinin emrine 6denmek tizere hazirlanmis ve bor¢lu
tarafindan imzalanmis kiymetli evraklara senet ya da bono denir.

Bir senedin tizerinde bulunmasi gereken baglica unsurlar sunlardir: 6deme giinii (vade), 6denecek tutarin
rakam ve yaziyla yaziligi, kime ya da kimin emrine 6denecegi, diizenlenme tarihi ve yeri, bor¢lunun kimlik
bilgileri ile imzasi, varsa kefil bilgileri. Bunlardan biri eksikse belge senet vasfini yitirir; matematiksel
olarak bizi ilgilendirense yalnizca iki sayidir: vade degeri ve vade tarihi.

Ornek 2.4 (Senedin Kirdirilmasi). Murat Bey, Orhan Bey’den 1500 TL borg alsin ve bunun karsiliginda
Orhan Bey’e bu paray1 90 giin sonra %8 basit faizden 6deyecegine dair 11.5.2012°de bir senet imzalasin.
a) Bu senedin tizerinde yazili olan vade degeri nedir?

b) Orhan Bey, 2.7.2012’de (vadesinden 6nce) bu senedi bir bankaya %9 banka iskontosu ile satsa (kirdirsa)
bankadan ne kadar para alir?

¢) Orhan Bey’in bu islemler sonucunda yaptig1 yatirimdan elde ettigi faiz orani nedir?

d) Eger banka senedi, vade sonuna kadar elinde tutarsa yaptig1 yatirimin faiz orani ne olur?

Coziim.
Vade tarihi 11.5.2012’den 90 giin sonrasi, yani 9.8.2012°dir. Gerekli giin sayilar::

Aralik Giin

11.5.2012 — 9.8.2012 (vade) 90
11.5.2012 — 2.7.2012 (Orhan Bey’in elinde) 52
2.7.2012 — 9.8.2012 (bankanin elinde) 38
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2.3 Senetler 27

90 giin, r = 0,08 (faiz)

38 giin, d = 0,

1500 P,=? 1530
: ; L
11.5.2012 2.7.2012 9.8.2012
senet imzaland1 bankaya satild1 vade
\\\\ //,

~
~ -
Seeao ——

52 giin: Orhan Bey'in parasinin baglh kaldig: siire

Sekil 2.2: Senedin vade degeri faiz ile ileri taginarak (1530 TL), bankanin 6dedigi tutar ise vade
degerinden iskonto ile geri gelinerek (1515,47 TL) bulunur. Alttaki 52 giin, Orhan Bey’in getirisinin
hangi siireye boliinecegini gosterir.

a) Vade degeri, bor¢ alinan tutarin faizle ileri tasinmasiyla bulunur:

90
S=P1+rt) = 1500(1 +0,08 - —) =1500- 1,02 = 1530 TL

360

b) Banka, vade degeri iizerinden iskonto yapar; kalan 38 giin i¢gin:
. ]
B =S(1—dt) = 1530(1 ~0,09- %) — 1530(1 — 0,0095) = 1515, 47 TL

c¢) Orhan Bey 1500 TL verip 52 giin sonra 1515,47 TL almigtir:
I =1515,47 — 1500 = 15,47 TL,

I 15,4 15,4
I=Prt = r 5,41 _ 15,47 | %7,14

TPt 150022 216,67

d) Banka senedi 1515, 47 TL’ye almistir; banka i¢in P = 1515, 47 TL, senedin vade degeriise S = 1530
TL’dir. Bu durumda

I=S—P=1530—1515,47 = 14,53 TL,

L1 14,53 14,53 N

Pt 15154735 ~ 159,97

1 Son basamak farki

P, kurusa yuvarlanmadan (1515, 465) hesaplanirsa ayni oran %9, 09 ¢ikar. Yuvarlama zincirinden
dogan bu tiir son basamak farklari normaldir; burada yuvarlanmis degerlerle devam edilmistir.

Bankanin elde ettigi %9, 08’lik faiz oraninin, uyguladig1 %9’luk iskonto oranindan biiyiik olduguna
dikkat edin — Onerme 2.1 tam da bunu séyliiyordu.
]
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Tahviller ve Bonolar

Eger bor¢lanan taraf devlet ise ilgili senetlere Devlet I¢ Bor¢lanma Senetleri (DIBS) denir. DIBS, Hazine
tarafindan yurt ici piyasada ihrag edilen (= satiga sunulan) bor¢lanma senetlerini ifade eder. Borglu olan
devlet, DIBS sahiplerine kupon 6deme tarihlerinde ve vade sonunda borglu oldugu tutar: 6der. Bu senetler
vadeleri boyunca ikincil piyasalarda kisi ve kurumlar tarafindan alinip satilabilmektedir.

Tanim 2.3 (Bono ve Tahvil). Devlet veya 6zel sektor (anonim sirket) tarafindan 6diing para bulmak
amaciyla,

« vadesi bir yi1ldan kisa olarak ¢ikarilan ve iskontolu olarak islem géren bor¢lanma senetlerine Hazine
Bonosu veya Ozel Sektér Bonosu,
« vadesi bir y1l veya daha uzun olanlara Devlet Tahvili veya Ozel Sektor Tahvili

denir.

Tahviller, vadeleri en az 1 yil olmak kosulu ile serbestce belirlenebilir ve sabit ya da degisken faizli olarak
ihrac edilebilirler. Genellikle bir veya birkag araci kurulustan olusan bir konsorsiyum araciligiyla satisa
sunulurlar. Tahvillerin ayrintili matematigi Tahviller bolimiinde ele alinacaktir; burada yalmzca kisa
vadeli, kuponsuz bir bononun nasil fiyatlandigina bakiyoruz.

Ornek 2.5 (Bononun Iskonto ve Faiz Orani). Bir banka ihrag ettigi 5000 TL’lik bir bonoya 91 giin icin
4682 TL teklif vermektedir. Eger verilen fiyat teklifi kabul edilirse bankanin uyguladig: a) basit iskonto
oranini, b) basit faiz oranini bulunuz.

Coziim.
a) S =5000TL, P = 4682 TL, t = % oldugundan iskonto tutari

D=S5—P=5000—4682=318TL .
D = Sdt formulinden

D 318
d= 2 = " =0,251604395 ~

St~ 5000 2

b) Iki yol da ayn1 sonucu verir. Onerme 2.1 ile:

. d 0,251604395 — 0, 268693288 ~ %26, 87

T 1-dt  1-0,251604395 - 2k

yada dogrudan tanimdan: I = S — P = 318 TL ve faiz, bugiin 6denen 4682 TL tizerinden hesaplanur:

I 318
———7 = 0,268693288 ~ %26, 87

rTr=— =
Pt 4682 2

Aymi 318 TL’lik farkin, 5000’in yiizdesi olarak %25,16, 4682’nin yiizdesi olarak %26, 87 etmesi bu
bolimiin ana fikrinin somut halidir.
]

Alistirmalar

Alistirma 2.1 (Iskonto ve Simdiki Deger). %10 basit iskonto oranindan 3 ay sonra dédenecek olan
1500 TL’lik borcun iskontosunu ve simdiki degerini hesaplayiniz.

Coziim.
S =1500TL,d = 0,10, ¢t = 3 = 0, 25:

D = Sdt = 1500-0,10- 0,25 = 37,50 TL
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2.5 Aligtirmalar 29

P=S—D=1500— 37,50 = 1462,50 TL

Alistirma 2.2 (Giin Cinsinden Iskonto). %10, 5 iskonto oranindan 120 giin i¢in 568, 30 TL iizerindeki
iskontoyu ve simdiki degeri bulunuz.

Cozim.
S = 568,30 TL, d = 0,105, ¢ = 120.
120
D = $dt = 568,300,105 - 35 = 568,300,035 =% 50 T
P S Do 568,30 19,89 _ [P
[ |

Alistirma 2.3 (Hedeflenen Faize Denk Iskonto Orani). Bir kisi borg verdigi 6 ay i¢in %12 oraninda
faiz elde etmek istiyor; bu kisi bor¢ verirken hangi iskonto oranini kullanmalidir?

Coziim.
Istenen r = 0,12, siire t = & = 0,5 yil. Onerme 2.1 ile:

12 12
d=—" 0, =012 113008 ~ [ %011,32

147t 1+40,12-0,5 1,06

%12 faiz elde etmek isteyen kisi, %12 degil %11, 32 iskonto uygulamalidir; iskonto orani daha biiyiik
tutar izerinden isledigi icin daha kugiik segilir.
]

Aligstirma 2.4 (Senedin Bankaya Satilmasi). 15 Kasim 1992 tarihinde Epsilon Yazilim Sirketi’nin
elinde 1200 TL’lik bir senet vardir. Senedin vade tarihi 15 May1s 1993 ve gecerli faiz oran1 %16 olsun. Eger
Epsilon Yazilim Sirketi bu senedi 30 Ocak 1993 tarihinde bir bankaya %15 iskonto ile satarsa, bankadan
alacag1 para ne kadar olur?

Coziim.
Senedin vade degeri S = 1200 TL’dir (senedin tizerinde yazan, 15 Mayis 1993’te 6denecek tutar). Satig
tarihinden vadeye kalan stire:

1 + 28 +31 + 30 + 15 =105gln .
Ocak  Subat  Mart Nisan  Mayis

Banka iskontosu vade degeri tizerinden yapilir:

1
P=25(1—dt)= 1200(1 0,15 E) = 1200(1 — 0,04375) = [ 1147, 50 TL

360

1 Not

Banka iskontosu yalnizca vade degeri, iskonto orani ve kalan siireye bakar; senedin hangi faiz
oraniyla diizenlendigi bankayi ilgilendirmez. %16’lik oran ancak “Epsilon sirketi bu iglemden ne
kazandi/kaybetti?” diye sorulsayd: gerekirdi.

Acik Matematik - acik-matematik.com 29 CC BY-NC-SA 4.0


https://acik-matematik.com
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.tr

30 Bolium 2. Basit Iskonto, Senetler ve Bonolar

Alistirma 2.5 (Faizle mi, Iskontoyla m1 Bor¢lanmali?). Bir kisi 1 y1l icin ya %12, 25 faiz oranindan
ya da %12 iskonto oranindan bor¢ almak zorunda ise hangisini tercih etmelidir? Neden?

Cozim.

Iki teklifi ayn1 dile cevirmek gerekir. %12 iskonto oranina denk gelen faiz orani, ¢t = 1 igin
_d 0,12 0,12
T 1—dt 1-—0,12 0,88

r = 0,136364 ~ %13, 64.

Kargilagtirma artik kolaydir: %12,25 < %13,64 oldugundan faiz oranini, yani %12, 25’i tercih
etmelidir.

Ayni sonug somut bir tutarla da gériilebilir: 1000 TL almak isteyen kisi

« faizle bor¢lanirsa 1 yil sonra 1000(1 4 0, 1225) = 1122, 50 TL éder;
» iskontoyla borglanirsa eline 1000 TL gec¢mesi i¢in 1000 = S(1 — 0,12), yani S = 1136, 36 TL’lik
senet imzalamasi gerekir.

Alistirma 2.6 (Senedin Vade Degeri ve Satis Fiyat1). 10 Agustos 2019’da 300000 TL karsilig1 imza-
lanan 90 giinliik bir senedin 0, 05 faiz oranindan vade degeri ne olur? Bu senedi elinde bulunduran kisi 9
Eylil 2019’da 0, 06 iskonto orani ile senedi kaca satar?

Cozim.
Vade degeri. P = 300000 TL, r = 0,05, t = 22
90
S=Pl+rt)= 300000(1 +0,05- %) = 300000 - 1,0125 = 303750 TL

Satis fiyat1. Vade tarihi 10 Agustos 490 giin = 8 Kasim 2019’dur. 9 Eyliil’den vadeye kalan siire:

21 + 31 + 8 =60gin.
Eylil Ekim  Kasin

P = S(1— dt) = 303750 (1 ~0,06- %) — 303750 - 0,99 — [300712,50 TL

Senedi elinde tutan kisi 30 giinde 712, 50 TL kazanmuistir.
|
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3.1

3. Bilesik Faiz

Basit faizde kazanilan faiz kenarda bekler; anaparaya eklenmez ve kendisi faiz getirmez. Oysa bir bankada
mevduatiniz varsa, her ay igleyen faiz hesabiniza eklenir ve ertesi ay o faiz de faiz getirir. Bu diizenege
bilesik faiz diyoruz ve modern finansin hemen tamami bunun tizerine kuruludur.

Bu boliim dersin en genis boliimidiir, ¢linkii bilesik faizin biitiin soru tipleri burada toplanmustir: formiiliin
kurulmas: ve faiz doneminin sonsuz siklagtigi sinir durumu olan siirekli bilegik faiz; farkli sikliktaki
oranlarin birbirine ¢evrilmesi; donem sayisinin kesirli ¢iktig1 durum; bilinmeyenin oran ya da siire oldugu
problemler; bilesik faizin basit faize gére en 6nemli istiinligii olan odak noktasindan bagimsizlik; ve son
olarak iskontonun bilegik hali.

Tanim ve Notasyon

Tanim 3.1 (Bilesik Faiz). Faiz 6denen her donemden sonra tahakkuk eden (elde edilen) faizin anaparaya
eklenmesiyle hesaplanan faiz tiiriine bilesik faiz denir.

Bilesik faiz iglemlerinde faiz isleyen periyot yil, yariyil (6 ayda bir), ceyrek yil (3 ayda bir), ay, hafta,
giin veya siirekli olabilir. Bu esneklik yuizinden notasyon biraz kalabaliktir; hepsini bir arada gérmek en
kolayidur.

Simge  Anlam

P Anapara; S’nin simdiki (iskontolu) degeri
S Toplam deger, birikmis deger; P’nin bilesik degeri

t Y1l cinsinden zaman
m Bir yilda faiz 6denen dénem sayis1
n Toplam faiz 6denen dénem sayis: n = m - t
Im Yilda m kez isleyecek olan yillik faiz orani
i Doénem basina isleyen faiz orani: i = %
| En sik yapilan hata

Jm YUK, 4 ise donemliktir. Formillerde iisse giden dénem sayisi n ile birlikte her zaman dénemlik
oran ¢ kullanilir. j,5 = %24 demek, aylik oranin %2 olmasi demektir — yilda 12 kez %24 degil.

Ornek 3.1 (Dénem Faiz Orani). j,, = %24 ise i =7

Cozim.
m = 12 donem (ay) vardir; aylik (ddnemlik) faiz orani

=tz 02, [%2]

12 12
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Birikmis Deger Formiilii

Onerme 3.1 (Bilesik Faizde Birikmis Deger). Bir P anaparasi, 1. donemin basinda donem basina i faiz
orani ile yatirlldiginda n. dénemin sonundaki birikmis degeri

S=P(l+)"
ya da daha agik bir ifadeyle

j m-t
S = P(l + —m)
m
olur. Buradan simdiki deger
j —m-t
P=S(1+4i)™"= S(1+—’")

formiiliiyle bulunur.

ispat.
llk birkag donemi tek tek yazalim. 1. donem sonunda faiz I = P - i ve birikmis deger

Sy =P+ Pi=P(1+1).
2. donemde faiz artik P iizerinden degil, S, iizerinden isler:
I=P(1+1)-1, Sy =P(1+i)+P(1+i)i=Pl+4)(1+i)=P(1+1i)2
3. donemde ayni adim tekrarlanir:
Sy =P(1+49)?+P(1+14)%i=P(1+i)%(1+14) = P(1+1)3.

Genel durumu tiimevarimla gosterelim.n = 1 igin iddia yukanida dogrulandi. n = k i¢in S), = P(1 +4)*
oldugunu varsayalim. (k + 1). donemde bu tutar iizerinden S, - i kadar faiz isler ve anaparaya eklenir:

Spi1 =Sk + Syi =S, (L+14) = P(1+i)*(1 +14) = P(1+i)*+L.
Boylece iddia her n € N igin dogrudur. Son olarak i = Im yen = mt yerine konursa ikinci bicim elde

edilir; (1 + i)™ # 0 oldugundan iki yan bu ¢arpana boliinerek P = S(1+ %)™ bulunur.
|

Basit faizle aradaki farki bir grafikte gérmek, formili ezberlemekten daha kalicidur.
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3.2 Birikmis Deger Formiilii 33

© Dogru mu, egri mi?

Basit faizde S = P(1 + rt) ifadesi ¢’nin birinci dereceden bir fonksiyonudur: grafigi bir dogrudur.
Bilesik faizde S = P(1 + 4)™ ifadesi n’nin iistel bir fonksiyonudur. ilk dénemlerde ikisi neredeyse
aymidir; fark, zaman uzadikca acilir.

TL

6000 bilesik faiz: 5604,41
P = 1000 TL, yillik oran %9

5000
4000
3000
aiz: 2800,00
2000

1000

0 yil

Sekil 3.1: Basit faizde yalnizca anapara faiz getirdigi i¢in birikim bir dogru boyunca artar; bilesik
faizde her dénemin faizi anaparaya eklendiginden artis iisteldir. Fark kisa vadede kii¢iik, uzun vadede
belirleyicidir.

Ornek 3.2 (Basit Faiz ile Bilesik Faizin Karsilastirilmasi). a) 1000 TL'nin %12°den 2 yillik basit
faizini bulunuz.
b) 1000 TL nin 6 aylik faiz 6demeli %12’den 2 yillik faizini bulunuz.

Cozim.
a) P=1000,r=0,12,t = 2:

I:Prt=1000~0,12~2=

b) Periyot 6 ay oldugundan 1 yildaki dénem sayisi m = 2 ve t = 2 oldugundan toplam dénem sayisi
n=m-t=2-2=4tir.

P =1000, j,=0,12,

0,12
i = —— =10,06
i 5 ,

S = P(1+1)" = 1000(1 4 0,06)* = 1262, 48 TL

Bu durumda faiz

I=5—P—1262,48 — 1000 = [ 262,48 TL

Ayn1 %12’den, yalnizca faizin alt1 ayda bir anaparaya eklenmesi sayesinde 22, 48 TL fazla kazanilmsgtir.
|

Ornek 3.3 (Yirmi Yillik Birikim). Bir kimse emekliligi i¢in tasarruf yapmak iizere Subat 2010’da
bankaya 100000 TL yatirirsa, aylik faiz 6demeli %12 yillik bilesik faiz oranindan Subat 2030’da kag paras:
olur?

Cozim.
P =100000, t = 20 yil, m = 12 oldugundan n = 20 - 12 = 240 dénem ve

o =012 = {=-—-2—=0,01.
.712 ) 1 12 )
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34 Boliim 3. Bilesik Faiz

0,12

240
S=P(+i)" = 100000(1 + ?) — 100000 - 10, 892554 — | 1089255, 37 TL |

Yirmi yilda para on kattan fazlasina gikmigtir; oysa aymi siirede basit faiz yalnizca 100000(1 + 0,12 -
20) = 340000 TL verirdi.
]

Siirekli Bilesik Faiz

Faiz donemini siklastirdik¢a (m bityiidiikce) birikmis deger artar. Peki m’yi sonsuza gotiiriirsek para da
sonsuza mi gider? Cevap hayir; bir sinira yaklagir.

Tanim 3.2 (Siirekli Bilesik Faiz Orani). m — oo hélinde faiz 6denen dénem kesikli olmaktan ¢ikip
siirekli hale geldiginden, bu durumda kullanilan bilesik faiz oranina siirekli bilesik faiz orani denir ve
Joo ile gosterilir.

Onerme 3.2 (Siirekli Bilesik Faizde Birikmis Deger). Siirekli bilesik faizde birikmis deger
S =P elot
formiiliiyle hesaplanir.
ispat.

lim,, o (14 £)™ = 7 bilgisini kullanarak

j m-t J m7t ) : )
S = lim P(l—i——m) =P. {lim <1+—m) ] =P (el=) = Pelt.
m

m—o00 m—00 m

1 Simur ne kadar uzakta?

10000 TL, j,,, = %12°den 10 y1l bekletilsin. m = 1 i¢in birikim 31058, 48 TL, m = 365 i¢cin 33194, 62
TL, suirekli bilesik faizde ise

10000 - €210 = 10000 e:2 = 33201, 17 TL

olur. Yani giinliik bilesik faizden stirekli bilesik faize ge¢is yalnizca 6, 55 TL kazandirir. Bu tablonun
ayrmtisi1 Ornek 3.4 icinde verilmistir.

Bilesik faizin bu kadar ¢ok “yillik oran” tanimina izin vermesi bir sorun dogurur: j; = %10, 08 ile j;, =
%9, 64 hangisi daha iyidir? Iki oran1 kargilastirabilmek icin énce onlar1 esdeger kilmay1 égrenmemiz
gerekiyor; boliimiin bundan sonraki konusu budur.

Esdeger Oranlar

Bir banka “yillik %10, 08, yilda bir 6demeli”, digeri “yillik %9, 64, ayda bir 6demeli” desin. Hangisi daha
iyi? Oranlarin ¢iplak hallerine bakarak karar veremeyiz; ¢tinkii ikinci bankada faiz on iki kez anaparaya
ekleniyor. Kargilagtirma yapabilmek icin ikisini ayn1 sikliga ¢cevirmemiz gerekir.

Tanim 3.3 (Esdeger Oranlar). Farkli m degerlerine sahip iki j,, orani, ayni zaman siirecinde ayn S
degerini veriyorlarsa bunlara esdeger oranlar denir.

Onerme 3.3 (Esdegerlik Kosulu). Jm, Ve Jm, oranlarinin esdeger olmasu igin gerek ve yeter kosul
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3.4 Esdeger Oranlar 35

olmasidir.

ispat.
Ayni P anaparast igin iki oranin t yil sonunda ayni S’yi vermesi

. mqt . mot
P<1+Jﬂ> =P<1+]ﬂ)
my ma
demektir. P #+ 0 ile sadelestirip iki yanin % kuvvetini alirsak (tabanlar pozitif oldugundan bu islem
denkligi bozmaz) istenen esitlik elde edilir. Tersine, esitlik saglaniyorsa iki yanin t. kuvveti alinip P ile

carpilarak hert icin ayn1 S bulunur.
]

[fadenin anlamu basittir: bir y1lda paranin ka¢ katina ¢iktig esitlenir. (1 + ]ﬁ)m ifadesi bir yillik
biiytime c¢arpanidir; iki oran ancak bu ¢arpanlari ayniysa esdegerdir. Siirekli bilesik faiz i¢in bu ¢arpan
eJe"dur.

Ornek 3.4 (m Bityiidiikce Birikim). 10000 TL'nin j,, = 0,12 oranindan m = 1,2,4,12, 52, 365 icin
ayri ayr1 10 yil sonra ne kadar olacagini hesaplayimiz.

Cozim.
Her satirda ¢ = %, n = 10m ve S = 10000(1 + %)™ hesaplanur:

m t n i P S=P1+

K

1 10 10 0,12 10000 31058, 48

2 10 20 9.2 10000 32071,35

4 10 40 o2 10000 32620, 38

12 10 120 2.2 10000 33003, 87

52 10 520 022 10000 33155, 30

365 10 3650 %22 10000 33194, 62
TL

33500 | siirekli bilesik faiz sinir1: 33.201,17 TL

33000 33.155 33.195
33.004
32500
32.620
32000
32.071

31500
31000

31.058

m=1 m=2 m=4 m=12 m=>52 m=365

Sekil 3.2: 10000 TL, j,, = %12'den 10 y1l bekletiliyor. Faiz dénemi siklastik¢a (m bitytidiikge) birikmis
deger artar, ama artig giderek yavaglar: kesikli ¢izgi, 10000e"? = 33.201,17 TL olan siirekli bilesik faiz
siniridir.
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Goruldiugi gibi m arttikga S de artar, ama artis hizla yavaglar: m = 1’den m = 2’ye gegis 1012, 87 TL
kazandirirken, m = 52’den m = 365’e gecis yalnizca 39, 32 TL kazandirir. Siir deger siirekli bilesik
faizin verdigi 10000 e1? = 33201, 17 TL'dir.

|

Ornek 3.5 (Denk Oranlarin Bulunmasi). Asagida istenilen denk oranlar1 bulunuz.
a) j; = %10, 08’e denk gelen j;, =7

b) j, = %12’ye denk olan j, =?

€) joo = %9’a denk olan j, =7

Cozim.
a) Bir yillik bitytime carpanlarini egitleriz:

j 12 ] 1
(Hl%) _ (HTl) —1 40,1008 = 1,1008

Iki yanin 12. dereceden kékiinii alalim:

1+ %2 =(1,1008) = j;, = 12[(1,1008)1z — 1] = 0,09642251 ~ %9, 64

b)

ki yanin karekoki alinirsa
14 %2 =(1,03)> = j,=2[(1,03)2—1] =2-0,0609 = %12,18

¢) Siirekli bilesik faizde bir yillik bityiime carpani e’="dur:

g\
1424 — gl — 0,09
( + 4) e e

1+j—4=60'4£ = j4=4[e¥—1] :0,0910201%

© Saglama

Bulunan denk oran her zaman daha sik 6demeli olan tarafta daha kiicitk olmaldir: j;, =
%9, 64 < j; = %10,08, j, = %12,18 > j, = %12, j, = %9,10 > j, = %9. Sonucunuz bu sirala-
maya uymuyorsa bir yerde m degerlerini karigtirmigsinizdir.

Kesirli Toplam Donemler

Bilesik faizde faiz uygulanan toplam dénem sayisi tam say1 degil de kesirli olarak verilmisse iki yontem
kullanilir.

Tanim 3.4 (Teorik ve Pratik Metod).

+ Teorik Metod: n toplam dénem sayis1 kesirli olarak igleme katilir; yani (1 + )" ifadesinde n kesirli
iis olarak kullanilir.
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3.5 Kesirli Toplam Donemler 37

« Pratik Metod: Birikmis degeri bulurken ilgili tarihi ge¢meyen en biiyiik tam dénem sayisi kadar ileriye
dogru bilesik faiz, geriye kalan ve 1 dénem etmeyen kisim icin de ileriye dogru basit faiz uygulanir.
Gegmisteki degeri bulurken ise ilgili tarihi iceren en kiicitk dénem kadar geriye dogru bilesik faiz ile
gidilir ve daha sonra ilgili tarihe kadar ileriye dogru basit faiz uygulanir.

Uyari

Aksi belirtilmedik¢e pratik metod uygulanir.

1 Iki metod neden farkli sonuc verir?

Bir dénemden kisa siireler i¢in (1 4 ¢)* ile 1 + iz ayn1 sey degildir. 0 < z < 1 iken (1+4)* <1+
1z olur; yani pratik metod, kesirli parca icin biraz daha fazla kazandirir. Fark kiigtiktiir ama vardir
— asagidaki 6rnekte 0, 62 TL’dir.

Ornek 3.6 (Kesirli Donemde Birikmis Deger). 1000 TL’nin 5 yil 7 ay sonra j, = %13, 50 oranindan
degerini a) Teorik, b) Pratik Metod uygulayarak bulunuz.

Coziim.
P = 1000, j, = 0, 1350, dénem 6 aydir (m = 2), yani i = 213 = 0, 0675.
a) Teorik Metod. Siire yil cinsinden ¢t = 5 + % = % yil, donem sayisi

67 67
—9.= — " ~11.1667.
n 12 5 , 1667

67
=) ¢ _[2073,84 TL]
S = 1000(1 + ) ‘o 1000(1, 0675)% = 2073,84 TL

b) Pratik Metod. 5 yil 7 ay = 11 tane 6 ay + 1 ay.

11 dénem bilesik faiz (j, = 0,1350)

m

1000 2074,46

| | | >

T T ——
0 11. dénem 5yil 7 ay
(5 yil 6 ay)

Sekil 3.3: Pratik metod: tarihi gegmeyen en biiyiik tam dénem sayis1 kadar bilesik faiz uygulanir (11
donem = 5 y1l 6 ay), artan 1 aylik par¢a i¢in ileriye dogru basit faiz eklenir.

Once 11 tam dénem bilesik faiz, sonra artan 1 ay icin basit faiz:
1
S = 1000(1, 0675)"" - (1 40,1350 - ﬁ) — 2051,382851 - 1,01125 — [ 2074, 46 TL

Kesirli parca icin basit faiz kullanildigindan pratik metod 0, 62 TL fazla vermistir.
|

Ornek 3.7 (Kesirli Dénemde Simdiki Deger). j; = %10°dan 3 yil 7 ay sonraki 2800 TL’nin simdiki
degerini a) Teorik, b) Pratik Metod uygulayarak bulunuz.

Cozim.
S = 2800, j; = 0,10, m = 1 oldugundan ¢ = 0, 10 ve dénem 1 yildir.
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38 Boliim 3. Bilesik Faiz

a) Teorik Metod. t = 3 + 1—72 = % yil, n = % doénem:

P= S(l + i)*" = 2800(1’ 10)7% _ 1989,91 TL

b) Pratik Metod. Ge¢misteki deger arandigi icin tarihi iceren en kiicitk tam dénem sayisi kadar
geriye gidilir: 3 y1l 7 ay, 4 tam yilin i¢cindedir. Yani —3 y1l —7 ay = —4 tam y1l 45 ay.

5 ay ileri basit faiz

/7N

P =1992,12 2800
! ] I

>
! T T =

-5ay 0 (bugiin) 3yl 7 ay

4 donem (y1l) geriye bilesik faiz

Sekil 3.4: Gecmisteki degeri bulurken pratik metod ters calisir: tarihi iceren en kiiciik tam dénem
kadar geriye bilesik faizle gidilir (4 y1l), sonra aranan tarihe kadar ileriye dogru basit faiz uygulanir

(5 ay).

4 doénem geriye bilesik faiz, sonra 5 ay ileriye basit faiz:

5
P = 2800(1,10)* (1 40,10- E) — 2800 - 0,683013 - 1,041667 — | 1992, 12 TL

@ Pratik metodun yonini karistirmamak icin

Iki durumda da bilesik faiz adim1 hedefin uzagina, basit faiz adimi ise hedefe dogru atilir:

« lleri giderken: tarihi gegmeden dur (11 dénem), kalan1 basit faizle ileri al.
« Geri gelirken: tarihi gecerek dur (4 dénem geri), fazlasini basit faizle ileri al.

3.6 Faiz Oraninin Bulunmasi

Bilesik faiz formiilii S = P(1 + %)™ dort harf icerir. Simdiye kadar hep S ya da P arands; sira diger
ikisinde. Oran tabanda durdugu i¢in kok alarak, siire tste yerlestigi i¢in logaritma ile cekilir.
Bilinmeyen ¢ iiste degil tabandadir; bu ytizden kok alarak cekilir.

Ornek 3.8 (Paray1 U¢ Katina Cikaran Oran). Bir yatirim sirketi paraniz1 10 yilda 3 katina gikaracagini
vaat etmektedir. Buna goére aylik 6demeli bilesik faiz orani nedir?

Cozim.
P=X,5=3X,t=10,m = 12 oldugundan n = 120 ve aranan j,, dir.

j n ] 120
S:P(l—i——m) = 3X:X(1+ﬁ>
m 12

X # 0 ile sadelesir; iki yanin 120. dereceden koki alinir:

b =1+22 o 5, —12(3% —1) = 0,1103656 ~ | 2011, 04
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3.6 Faiz Oraninin Bulunmasi 39

Anaparanin bilinmemesi sonucu etkilemedi; “ka¢ katina ¢ikma” sorusu her zaman anaparadan bagim-
sizdur.
|

Ornek 3.9 (Siirekli Bilesik Faiz Orani). 3 yilda %50 deger artis1 getirecek siirekli bilesik faiz orani
nedir?

Cozim.
P=X,§=1,5X,t=3vearanan j_ dur.

S = Pelot = 15X = Xe%

Iki yanin dogal logaritmasi almir:

In1,5  0,405465
In1,5=3j Ine=3j, = jo=—="0=- ~| %13, 52

3 3

3.7 Zamanin Bulunmasi

Bilinmeyen tiste oldugunda logaritma alinir. Cikan n genellikle tam say1 degildir; sonucu yil-ay-giin olarak
yazmak i¢in su ii¢ adim izlenir:

1. t = = ile siire y1la cevrilir; tam kismu y1l say1sidur.
2. Kalan ondalik kisim 12 ile ¢arpilir; tam kismi ay sayisidir.
3. Kalan ondalik kisim 30 ile carpilir ve en yakin tam sayiya yuvarlanarak giin sayis1 bulunur.

Ornek 3.10 (Belli Bir Faizin Kazanilma Siiresi). 2000 TL’nin j, = 0,10 oranindan 800 TL faiz
getirmesi i¢in ne kadar zaman geger?

Cozim.
P = 2000, j, = 0,10, m = 4, I = 800. Once hedef birikmig degeri bulalim:

S =P+ 1 =2000+ 800 =2800TL .

0,10\" 28
2800 = 2000(1 + T) = 35 =102)" = 14=10%5"
fki yanin logaritmasi almir:
log1,4
log1,4=nlog1,025 = n= 2" _ 13 62643323 donem .
log 1,025

Simdi yil-ay-giine cevirelim (m = 4, yani donem 3 aydur):

_13,62643323

t="1 = — 3,406608306 y1l
m 4

0,406608306 x 12 = 4,879299672 ay

0,879299672 x 30 = 26, 37899016 giin

3yil 4 ay 26 giin

Ornek 3.11 (Iki Katindan U¢ Katina). Bir yatiim aylik 6demeli bir faiz oraniyla 6 yilda 2 katina
cikiyorsa, ayni yatirimin 3 katina ¢ikmast icin ne kadar zaman geger?
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40 Boliim 3. Bilesik Faiz

Cozim.
Once verilen bilgiden déonem ¢arpanim ¢ekelim. P = X, S = 2X,t = 6, m = 12 oldugundan n = 72:

2X = X(14+)? = 1+4i=2m.

Orani say1 olarak bulmaya gerek yok; dogrudan ti¢ katina ¢ikma denklemine tagiyalim. Aranan dénem
sayisia n diyelim:

3X = X(1+i)m =X(27)" =X .27
= 3=27 = log3=n—log2

_ 72log3

= 114,1173001 dénem .
log 2

ny

Yil-ay-giine ¢evirelim (m = 12):

114, 1173001

= 4 y1l
B 9, 509775004 y1

0,509775004 x 12 = 6,117300048 ay

0,117300480 x 30 = 3,51901440 giin ~ 4 giin

9yil 6 ay 4 giin

1 Neden 12 y1l degil?

1ki katina cikmak 6 yil siirdiigiine gore iic katina ¢ikmak 9 yil civarindadir, 18 yil degil. Ciinkii
bilesik faizde katlanma ¢arpimsaldir: 6 yilda 2 kat, 12 yilda 4 kat olur. 3 kat, 2 ile 4 arasinda
oldugundan siire de 6 ile 12 y1l arasina diiser.

3.8 Bilesik Faizde Paranin Deger Denklikleri

Basit faizde odak noktasini degistirmek cevabi da degistiriyordu (Onerme 1.2). Bilesik faizde ise durum cok
daha rahattir: bir tutar1 n dénem ileri tasimak (1 4 ¢)™ ile, n dénem geri tasimak (1 + ¢) ™ ile carpmaktir
ve bu ¢arpanlar art arda uygulandiginda isler toplanir.

n déonem n donem
“ - -
X
Gegmigteki zaman Simdiki zaman Gelecekteki zaman
: : -
X(1 +i)™ X1 +i)"

Sekil 3.5: Bilesik faizde de kural aynidir, yalnizca garpan degisir: n donem ileri gitmek (1 + i)"ile ¢arpmak,
n donem geri gitmek (1 + i) "ile carpmaktr.
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Onerme 3.4 (Deger Denkliginin Iki Ozelligi). 1) X,Y, Z para degerlerini, n,,n,, ny ise donemleri
gostermek tizere

Y=X(1+i)m™, Z=Y(1+i)rs "
ise
Z=X1+4i)m (144" " = X(1+1)" ™

olur.
2) Iki ayri 6demeler kiimesi ayni bir odak tarihinde birbirine denk iseler, bu iki 6demeler kiimesi herhangi
bir odak tarihinde de denktir.

ispat.

1) Dogrudan iis kurahdwr: (1 +i)%(1 +1)® = (1 +4)%*® oldugundan iki adimda tasimak tek adimda
tasimakla aymidir.

(1 + iy (1 + DM

X Y Z
1 I | I >
T T 1 T >
0 n; n, n;

1 +im™

Sekil 3.6: Iki adimda tasimak ile tek adimda tasimak ayni sonucu verir: carpanlar iist iiste binerken iisler
toplanir. Bu yiizden bilesik faizde odak noktasi onemsizdir — bir odakta denk olan iki 6deme kiimesi
her tarihte denktir.

2) {A,} ve {B,;} odemeler kiimeleri n, odak tarihinde denk olsun; yani her deme n,’a tasindifinda
> A A+ i) = Bi(1+i)moh,
k ]
Simdi baska bir n* odak tarihi alalim. Her terimi n*’a tasimak, iisse n* — n, eklemek demektir; yani iki
yan da (1 + i)™ ~"o sabitiyle carpilir:
DALY = (L4070 Y A (1 4 i)
k k
ve aynist B tarafi i¢in gecerlidir. Bir esitligin iki yani sifirdan farkly ayni sayiyla ¢arpilinca esitlik bozul-

mayacagindan, iki kiime n* tarihinde de denktir.
|

| Not

Yukaridaki iki ézellik basit faiz icin gecerli degildir. Bunun nedenini Onerme 1.2'da gérmiigtiik:
basit faizde (1 + rt;)(1 4 rty) # 1 + r(t; + t,)’dir. Bu yiizden basit faizde odak noktasi s6zlesmede
belirtilirken, bilesik faizde istedigimiz tarihi segebiliriz.

Ornek 3.12 (Bir Borcun Farkli Tarihlerdeki Denkleri). 7 yil sonra 6denecek 2500 TL’lik bir borg ve
paranin degeri j;5 = %10 olsun. a) 3 yil sonundaki, b) 10 yil sonundaki denk borcu bulunuz.

Coziim.
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m = 12 oldugundan dénem 1 aydir ve i = %. Yillar1 doneme ¢evirelim: 3 yil = 36, 7 yil = 84, 10 yil
= 120 donem.

48 donem geri 36 dénem ileri

%

X=7 2500 Y=?
] 1 I I >
T T T T =
0 36. donem 84. donem 120. donem
3yl 7 yil 10 y1l

Sekil 3.7: ji, = %10 oldugu i¢in doénem = 1 ay: 3. y1l 36., 7. y1l 84., 10. y1l 120. dénemdir. 7. yildaki 2500
TL, 3. yila 48 donem geri, 10. yila 36 dénem ileri taginir.

a) 84. donemden 36. déoneme 84 — 36 = 48 donem geri gidilir:
107" _[1678 58 TL]
X = 2500(1 + %) _[1678,58 TL

b) 84. dénemden 120. déneme 120 — 84 = 36 dénem ileri gidilir:

Y = 2500(1 I w)% _[3370,45 TL
12

Ornek 3.13 (iki Borcun Tek Odemeye Déoniistiiriillmesi). Bir kisinin 18 ay sonra 6denmek iizere
1000 TL ve 4 yil sonra 6denmek tizere 1500 TL borcu vardir. Paranin degeri j, = %6 ise bu borglar1 a)
simdi, b) 2 y1l sonra tek seferde 6demek ka¢ TL ile miimkiindiir?

Coziim.
0,06 _
1

m = 4 olduguna gore faiz periyodu 3 aydir. Su halde 3 aylik periyot 1 dénem yapar ve i = == =
0, 015. Streleri doneme cevirelim:

18 ay = 6 donem, 2 yil = 8 dénem, 4 y1l = 16 dénem .

16 dénem
6 em

X=? 1000 Y="? 1500

I I 1 I >

T T 1 T >

0 6. donem 8. dénem 16. donem
bugiin 18 ay 2yl 4yl

2 dénem

8 donem

Sekil 3.8: j, = %6'da donem 3 aydir: 18 ay 6 donem, 2 y1l 8 dénem, 4 y1l 16 dénem eder. Iki bor¢ énce
bugiine (X, uistteki oklar), sonra 2. yila (Y, alttaki oklar) taginiyor.
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a) Her iki bor¢ da bugiine (0. déneme) geri taginir:
b0y 0,06y [2006, 59 TL]
X = 1000(1 + T) + 1500(1 + T) — 914,54 + 1182, 05 — [ 2096, 59 TL

b) 8. déneme taginir: ilk bor¢ 2 donem ileri, ikinci bor¢ 8 donem geri gider:

006y 0,06y [2361, 79 TL]
Y = 1000(1 + T) + 1500(1 + —) — 1030, 23 + 1331, 57 = | 2361, 79 TL

4

Saglama: Onerme 3.4 geregi X’i 8 donem ileri tagirsak Y’yi bulmaliyiz. Gergekten 2096, 59 -
(1,015)® = 2361, 79 TL’dir. Basit faizde bdyle bir saglama yapilamazdi.

|
Bilesik Iskonto
Tanim 3.5 (Bilesik Iskonto). d™) yilda m kez yapilan yillik iskonto oranin, % ise dénem bagina

yapilan iskonto oranini gostermek tizere, S tizerinden hesaplanan iskontolu deger

m)\ "
p:s<1_d_>
m

seklinde bulunur. Bu durumda birikmis deger

my\ "
H(ld_)
m

Basit iskontodaki mantigin aynisi burada déonem dénem uygulanir: her dénemde kalan tutardan
oraninda indirim yapilir, dolayisiyla ¢arpan n kez uygulanir.

Ornek 3.14 (Bilesik iskonto Hesabi). 2 yil sonraki 1000 TL’nin iskontolu degerini a) d(*) = %12, b)
d3%%) = %7 icin hesaplaymiz.

formiili ile hesaplanir.

d(m)
m

Coziim.
a) m = 12, ¢t = 2 oldugundan n = 24 ve dénemlik iskonto orani % =0,01:

0,12\ "2
P= 1000(1 — ’1—2) = 1000(0,99)% = 785,68 TL

b) m = 365, n = 730:

365

2-365
P= 1000(1 _ M) _[869,35 TL

Alistirmalar

Alistirma 3.1 (iki Esit Taksitle Odeme). Bir kisinin simdi 50000 TL borcu var olsun. Bu borcu j, =
0,09 oranindan 1. ve 2. yil sonunda X TL esit taksitlerle 6deyecegine gére X nedir?

Cozim.

m = 1 oldugundan ¢ = 0,09 ve dénem 1 yildir. Odak noktas: olarak bugiinii segelim (bilesik faizde
hangisini sectigimiz 6nemsizdir):
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44 Bolim 3. Bilesik Faiz

50000 = X(1,09)~% + X(1,09)"2 = X[(1,09)* + (1,09)2]

50000 = X(0,917431 + 0,841680) = X - 1,759111

N [ X = 28423 44 TL|

Iki taksidin toplami 56846, 88 TL dir; aradaki 6846, 88 TL 6denen faizdir.
| ]

Alistirma 3.2 (Hedeflenen Tutara Ulagma Siiresi). Alt1 ayda bir 6demeli 0, 07 bilesik faiz oranindan
200 TL ne kadar zamanda 350 TL olur?

Cozim.
m = 2, j, = 0,07 oldugundan i = %) = 0, 035.

350

350 = 200(1,035)" = (1,035)" = 2o

=1,75

. In1,75  0,559616
~ In1,035  0,034401

= 16,267226 donem .

Yil-ay-giine ¢evirelim (m = 2, dénem 6 aydur):

b 16,267226

5 = 8,133613 y1l

0,133613 x 12 = 1,603356 ay

0,603356 x 30 = 18,100680 giin ~ 18 giin

8yil1ay 18 giin

Alistirma 3.3 (Siirekli Bilesik Faizde Simdiki Deger). 0,125 siirekli bilesik faiz oranindan 3 yilda
25000 TL biriktirmek i¢in simdi ka¢ TL’lik yatirim yapmak gerekir?

Coziim.
S = 25000, j, = 0,125,¢t = 3. S = Pe’~! formiiliinden P cekilir:

P = Se-iwt = 25000 ¢~0:1253 — 25000 ¢~0-375 — 25000 - 0, 687289 — [ L7182, 23 TL

Alistirma 3.4 (Denk Iskonto ve Faiz Oranlar1). Asagida istenen denk oranlari bulunuz.
a) d? = %6’ya denk olan d(*?) =?

b) j;, = %12’ye denk olan d(* =?

€) joo = %9a denk olan dV) =?

Cozim.

E§dege(rli)k Olcitii yine aymidir: bir yillik ¢arpanlar esitlenir. Iskonto tarafinda bir yillik ¢arpan
(1 — ﬂ) “dir.

a) "
a2\ a2\’
1-— =|(1-5 = (1-0,03)%2 = (0,97)% = 0,9409
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3.10 Alistirmalar 45

d12) .
1— - = (0,9409)1z = 0, 994936

d(12) — 12(1 — 0,994936) — 0, 060764 ~ [ 706,08
b) Fai ; J12\12 - a9\ h
) Faiz tarafindaki ¢arpan (1 + ﬁ) , iskonto tarafindaki (1 — T) tar:
a®\ !
1— e = (1,01)'2 = 1,126825

Y L ssrae 1= ¥ (0, 887449)% = 0, 970590
T4 ) Tr 1268 - =7 =0 )i=0,

d® = 4(1—0,970590) = 0,117639 ~ | 1L 76

(1—dM) ™" = edoe =009 = 1) =009 = 913931

4V = 1-0,913931 = 0, 086069 ~ | 2361

Her ii¢ sonugta da iskonto oraninin kendisine denk faiz oranindan kii¢iik ¢iktigina dikkat edin.
|
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4.1

4. Aniuiteler

Buraya kadar hep tek 6demelerle ugrastik. Oysa finansal hayatin ¢ogu diizenli tekrarlardan olugur: her
ay O0denen kredi taksiti, her yil yatirilan birikim, alt1 ayda bir alinan kupon faizi, emekli maasi. Bunlarin
hepsine aniiite diyoruz.

Bir antiiitenin degerini bulmak icin her 6demeyi tek tek tasiyip toplamak gerekir — ama bu toplam bir
geometrik dizi toplamidir ve kapali bir formilii vardir. Bu béliimde 6nce o formiilii kuruyor, sonra
6demelerin dénem basinda yapildig1 pesin ve ilk 6demesi ge¢ baslayan ertelenmis aniiitelere geciyoruz.
Sonraki bolimler bu formiillerin varyasyonlarindan ibarettir.

Kavramlar

Tanim 4.1 (Aniiite). Esit zaman araliklarinda ve genelde esit tutarda yapilan 6demeler zincirine aniiite
denir.

Kullanacagimiz kavramlar sunlardir:

Tanim 4.2 (Aniiite Terimleri).

« Odeme Araligr: iki 6deme arasindaki zaman. (Yil, alt1 ay, ay, hafta veya herhangi sabit bir aralik
olabilir.)

« Aniiite Dénemi: {lk 6deme araliginin basi ile son 6deme araligmin sonu arasindaki zaman.

Aniiiteler dort ayr1 olgiite gore siniflandirilir.
Tanim 4.3 (Aniiite Cesitleri). Donemin belirliligine gore

« Belirli Aniiite: Antite donemi sabit olan antitelerdir. (Ev kredisi 6demeleri vb.)
« Belirsiz Aniiite: Bazi belirsiz olaylara bagli olarak antiite donemi degisen aniiitelerdir. (Sosyal giivenlik
sigortas1 6demeleri, hayat sigortas1 6demeleri.)

Odemenin zamanina gore

« Normal Aniiite: Odemelerin, 6deme araliginin sonunda yapildig1 aniiitelerdir.
« Pesin Aniiite: Odemelerin, 6deme araliginin basinda yapildig aniiitelerdir.

Baslangicina gore
« Ertelenmis Aniiite: Ik 6demesi ge¢ yatan aniiitelerdir.
Odeme araligi ile faiz araliginin iligkisine gore

« Basit Aniiite: Odeme aralig1 ile faiz isleme araliginin ¢akistig1 aniiitelerdir.
« Genel Aniiite: Basit olmayan aniiitelerdir.

Uyari

Aksi belirtilmedik¢e normal basit aniiite kastedilecektir.

Notasyon soyledir:

Simge Anlam

R Periyodik olarak 6denen aniiite 6demesi
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48 Boliim 4. Aniiiteler

Simge Anlami

n Aniiite donemi boyunca faiz igleyen donem
sayisi (basit antiitelerde 6deme sayis1)

1 Do6nem bagina faiz orani, ¢ = %"

S Aniiitenin toplam degeri ya da birikmis de-
geri

A Aniiitenin iskontolu degeri ya da simdiki
degeri

Normal Basit Aniiitede Birikmis Deger

Onerme 4.1 (Aniiitenin Toplam Degeri). Dénem sonlarinda yapilan toplam n tane R 6demesi, donem
basina i faiz oranindan

S=R-s :R.M

toplamini verir. Burada kisalik amaciyla

gosterimi kullanilmugtr.

ispat.

Odemeleri son tarihe (yani n. dénem sonuna) tastyalim. n. dénemdeki é6deme hi¢ faiz gérmez, (n — 1).
dénemdeki 6deme bir donem, (n — 2). donemdeki iki donem faiz goriir ve béyle devam eder; ilk 6deme
n — 1 donem faiz goriir:

S=R+R(1+49)"+R(1+i)*+ -+ R(1+49)"2+R(1+1)"".

o

nli

St p &

n dénem geri

Sekil 4.1: Normal basit aniiite: n tane R 6demesi her donemin sonunda yapilir. Biitiin 6demeler son tarihe
tasinirsa toplam deger S =R - s, baslangica tasinirsa iskontolu defer A =R - ay; elde edilir; ikisi arasinda
S = A(1 +1)* bagintist vardr.

Sag taraf; ilk terimi R ve ortak ¢carpani (1 4 ©) olan bir geometrik dizinin n terimli toplamidir. Geometrik
dizinin kismi toplami

r—1

Lbrdr? ittt = —
r—

(r#1)
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4.2 Normal Basit Aniiitede Birikmis Deger 49

oldugundan, r =1 + i alinirsar — 1 = i olur ve

L+ —1_ o, (1+i)"—1

S:R'(Hz’)—l i

elde edilir. (i > 0 oldugundan r #+ 1 kosulu saglanir.)
]

4.3 Normal Basit Aniiitede Iskontolu Deger

Onerme 4.2 (Aniiitenin Iskontolu Degeri). Dénem sonlarinda yapilan toplam n tane R ddemesinin
baslangictaki (iskontolu) degeri
1—(14¢™"

A=R-a; ;=R

| %

olur; burada

Ispat.
Toplam degeri bulduk; iskontolu deger, onu n dénem geri tasimaktan ibarettir. Onerme 3.4 geregi bilesik
faizde bu tasima tek adimda yapilabilir:

A:S(l—i—i)_":R'%'(l‘i‘i)_n:R

RO ) e () B E ) i

@ iki carpani karistirmamak igin

S5 | ; her zaman n’den bityiiktiir (5demeler faiz kazanir), a5 | ; ise n’den kiigiiktiir (6demeler iskonto
edilir). Orneginn = 5, = 0,09 icin sz 10,00 = 95,9847 ve ag | ¢ g9 = 3, 8897 dir. Buldugunuz carpan
bu siralamaya uymuyorsa formiilleri ters kullanmigsinizdir.

4.4 Uygulamalar

Ornek 4.1 (Bes Yillik Aniiitenin Toplam Degeri). Her yil 2000 TL 6denen 5 yillik bir normal basit
aniiitenin toplam degerini yillik bilesik %9 faiz orani i¢in hesaplayiniz.

Coziim.
R = 2000, j; = 0,09 oldugundan ¢ = 0,09 ve n = 5.
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50 Boliim 4. Aniiiteler

2000 2000 2000 2000 2000
] 1 ! ] ] I >
T T T T T T =
0 1 2 3 4 5
v

S =11.969,42 TL

Sekil 4.2: Yil sonlarinda 6denen 5 taksitin her biri 5. yila taginiyor: son 6deme hig faiz gérmez, sondan
bir 6nceki bir yil faiz gériir ... ilk 6deme dort yil faiz goriir. Toplamlari ssp carpanini verir.

— 2000 - 55| 9,99 = 2000 - A+0097=1 9000 5,084711 —[11969,42 TL

S=R-s.
on 0,09

|4
Yatirilan para 5 - 2000 = 10000 TL’dir; aradaki 1969, 42 TL kazanilan faizdir.
| ]

Ornek 4.2 (Odenmeyen Taksitlerin Toplanmasi). Bir kisi borcunu aylik 250 TL’lik 6demeler ile
ddemektedir. Bu kisi Temmuz, Agustos, Eyliil ve Ekim aylarina ait borclarin1 6dememistir. Odeme denge-
sinin saglanmasi i¢in bor¢lunun Kasim ayindaki taksidi ile birlikte demesi gereken miktar nedir? Paranin
degeri j,5 = %14, 4 olarak aliniz.

Coziim.
R = 250, j;5 = 0,144 oldugundan ¢ = % = 0,012. Odenmeyen dért taksit ile Kasim taksidi birlikte
n = 5 6deme eder.

250 250 250 250 250
I ] I I ! ! >
T 1 T T T T >
Haziran Temmuz Agustos Eylil Ekim Kasim
6denmeyen taksitler l
S =1280,36 TL

Sekil 4.3: Temmuz-Ekim taksitleri 6denmemis, Kasim taksidiyle birlikte kapatilacaktir. Bes taksit de
Kasim ayina tasindiginda 6denmesi gereken tutar, bes donemlik bir aniiitenin toplam degeridir.

L) -1 [1280,36 TL|
S=R-s5 902 =250 @O o, 5,121449 — | 1280,36 TL

0,012

Bes taksidin toplam1 1250 TL olduguna gére gecikmenin maliyeti 30, 36 TL’dir.
]

Ornek 4.3 (U¢ Ayda Bir Yapilan Yatirim). Bir yatirimer 3 ayda bir bankaya 300 TL yatirmaktadur.
Bankanin uyguladigi faiz orami j, = %8’dir. Bu yatirimda ilk 6deme 1.3.1993’te yapilmus ise son 6deme
1.3.1997°de yapildiktan sonra hesapta ne kadar birikmis olur?
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4.4 Uygulamalar 51

Cozim.
R = 300, j, = 0,08 oldugundan i = %* = 0, 02.
Odeme sayisini dikkatli bulalim: 1.3.1993 ile 1.3.1997 aras1 4 y1l, yani 16 ¢eyrek donemdir. Odemeler

bu 16 araligin her iki ucunda da yapildigindan toplam 6deme sayisi bir fazladur:

n=106+1=17.

300 300 300 s 300 300
% : : : % —>
0 1 2 3 16 17
1.12.1992 1.3.1993 1.6.1993 1.9.1993 1.12.1996 1.3.1997
v
S =6003,62 TL

Sekil 4.4: Tk 6deme 1.3.1993, son 6deme 1.3.1997: aradaki 4 yil 16 ceyrek dénemdir, 6deme sayisi ise
bir fazla, n = 17'dir. Normal aniiitede ilk 6deme birinci dénemin sonunda yapildig: i¢in “0. dénem”
1.12.1992'ye diser.

1,02)17 —1

1 Odeme sayisinda bir eksik, bir fazla

Aniiitelerde en sik yapilan hata 6deme sayisini yanlis saymaktir. Kural sudur: iki ug¢ tarih arasin-
daki dénem sayisi ile 6deme sayis1 ayni degildir. Ilk ve son 6demelerin ikisi de yapiliyorsa
ddeme sayisi, aradaki dénem sayisinin bir fazlasidir.

Ornek 4.4 (Faiz Oran1 Degisen Aniiite). Bir kimse 10 yil boyunca bir bankaya her yilin sonunda 1000
TL yatirtyor. Paranin degeri ilk 3 yil i¢in j; = %8, sonraki 4 yil igin j; = %10, 25 ve son 3 yilda j; = %9
ise a) Yatirimin toplam degeri nedir? b) Elde edilen faiz nedir?

Coziim.

Oran degistigi icin tek bir s;; | ; carpani kullamlamaz. Yapilacak sey, her blogu kendi oraniyla blok
sonuna toplamak, sonra bu tutar1 kalan bloklardan gecirerek 10. yila tasimaktir.
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Boliim 4. Aniiiteler

)3

« (1,1025)%(1,09)° = 6211,49

x (1,09)7=26432,38

=4658,79 1000 - s.

1000 - s 310,09
[ [

= 3246,ﬁ0 1000 - 5400,1025 _
[ I I T
1000 1000 1000 1000 1000 1000 1000 1000 1000 1000

| ] ] ] | | ] | | | ]
1 T T T 1 T T I T T T .

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

v
§$=15.521,97 TL

310,08 = 3278.10
I T

ji=%8 ju = %10,25 ji= %9

Sekil 4.5: Faiz orani ti¢ kez degisiyor. Her blok kendi oraniyla blok sonuna toplanir (yatay ¢cubuklar),
sonra biriken tutar sonraki bloklarin carpanlariyla topluca 10. yila tasimir. Ug blogun 10. yildaki
degerleri toplaninca 15.521,97 TL bulunur.

a) Ug blogun katkist:

+ 1.blok (1-3. yil ddemeleri, %8): 3. yildaki degeri 1000 - s5 | ; o5 dir. Bu tutar 6nce 4 y11 %10, 25, sonra
3 yil %9 ile tagimur:

1000 - s3 | ¢,0s - (1, 1025)%(1,09)3 = 1000 - 3,246400 - 1,477455 - 1,295029 = 6211,49 TL
+ 2. blok (4-7. y1l 6demeleri, %10, 25): 7. yildaki degeri 1000 - sz | 0,1025 tir; kalan 3 y1l %9 ile taginur:
1000 - 87| 1025 * (1, 09)3 = 1000 - 4,658102 - 1,295029 = 6032, 38 TL

* 3. blok (8-10. y1l 6demeleri, %9): zaten 10. yilda toplanir:
1000 - 53 09 = 1000 - 3,278100 = 3278,10 TL

Toplam:

S = 6211, 49 + 6032, 38 + 3278, 10 = [ 12921, 97 TL

b) Yatirilan toplam para 10 - 1000 = 10000 TL oldugundan

I =15521,97 — 10000 = [252L,97 TL

Ornek 4.5 (Hedeflenen Birikim icin Taksit). Paranin degeri j; = %8 oldugu biliniyorsa 10 yil sonra

80000 TL biriktirmek icin her yil ne kadarlik bir yatirim yapilmalidir?

Coziim.
Bu kez bilinmeyen R’dir; forml ters cevrilir.
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4.4 Uygulamalar

=T =
IS ]
w - =
~ 1 T
o =
=

o+ =
o+ =

ol
©+ =
-]

S =80.000 TL

Sekil 4.6: Hedef belli, taksit araniyor: 10 y1l sonunda 80.000 TL biriktirmek i¢in her yil sonunda
yatirilmasi gereken R, toplam deger formiiliinden ¢ekilir — R = S/ s10.0s.

- S 80000 80000  [5522 36 TL
S=R-s5; = R= Swie  LOSIT T 14486562

On y1l boyunca yatirilacak toplam para 55223, 60 TL’dir; kalan 24776, 40 TL faizden gelir.
]

Ornek 4.6 (Aylik Yatirnmin Iskontolu Degeri). 3 yil boyunca her ayin sonunda 380 TL yatirilan bir
aniiitenin j;, = %12’den iskontolu degerini bulunuz.
Cozim.

R=380,n=3-12=36,i = 212 =0,01.

A=R-ay ;=380

(LOD™ _ 250 30, 107505 — | 11440,85 TL
0,01
Ayni sonug 6nce toplam degeri bulup geri tasiyarak da elde edilir:

A=81+1i)"=R-s3 ‘ 0,01(1,01)*3’6 = 380 - 43,076878 - 0,698925 = 11440, 85 TL .
|

Ornek 4.7 (Pesinatli Taksitli Satig). Bir cep telefonunu satin almak icin 1500 TL pesin ve 3 y1l boyunca
aylik 182, 5 TL 6denecektir. Uygulanan faiz orani j;, = %18 olduguna gore a) Telefonun nakit degeri
nedir? b) Bor¢lanmanin toplam faizi nedir?

Cozim.

R =182,5,n = 36, j, = 0, 18 oldugundan i = %18 = 0,015.
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1500 182,5 182,5 182,5 s 182,5 182,5

l | ] | | >
T ! T T ! =

I
T
0 1 2 3 35 36

X = nakit deger

Sekil 4.7: Telefonun nakit degeri, bugiin 6denen 1500 TL pesinat ile 36 taksidin bugiine taginmis
toplamudir. Taksitlerin toplami 6570 TL olsa da bugiinkii degerleri 5048,07 TL’dir; aradaki fark 6denen
faizdir.

a) Nakit deger, bugiin 6denen pesinat ile taksitlerin bugiinkii degerinin toplamidir:

1—(1,015)736
0,015

X = 1500 + 5048, 07 = 6548,07 TL

b) Taksitlerin toplami 182, 5 - 36 = 6570 TL’dir; bunlarin bugiinkii degeri ise 5048, 07 TL. Aradaki fark

O6denen faizdir:
I =6570 —5048,07 = 1521,93 TL

X =1500+182,5 - = 1500 + 182, 5 - 27,660684

1 Pesinat neden iskonto edilmedi?

Peginat bugiin 6dendigi i¢in zaten bugiinkii degerindedir; taginacak bir mesafesi yoktur. Ayni
sebeple toplam faiz hesabina da girmez.

Pesin Aniiiteler

Normal antiitede 6demeler dénem sonunda yapiliyordu. Gergek hayatta ise kira, sigorta primi ya da
abonelik gibi pek ¢cok 6deme dénem basinda yapilir; emeklilik planlarinda ise 6demeler bugiin degil,
yillar sonra baslar. Iyi haber su: bu iki durum igin yeni formiil ezberlemeye gerek yok. Ikisi de normal
antitenin formiillerine bir tasima carpani eklemekten ibarettir.

Tanim 4.4 (Pesin Aniiite). Odemelerin donem sonunda degil de donem basinda yapildig: aniiitelere
pesin aniiite denir.

Onerme 4.3 (Pesin Aniiitenin Degerleri). Dénem baslarinda yapilan n tane R 6demesinin toplam ve
iskontolu degerleri

olur.

ispat.
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4.5 Pesin Antiteler 55

Odemeleri bir dénem geriye kaydirip bakalim: 6demeler 0,1, ...,n — 1 dénemlerinde yapilryorsa, bu dizi
—1. dénemi “baslangic” kabul eden normal bir aniiitedir.

ol GEEEEEE R -

Sekil 4.8: Pesin aniiitede 6demeler donem basinda yapilir. Odemeler bir donem erken oldugu icin, normal
aniiite formiilleriyle bulunan A" ve S’ degerlerinin bir donem ileri tasinmasi yeterlidir: A = A’(1 +1), S =
S(1+1).

O halde normal aniiite formiilleri, semadaki A’ ve S” degerlerini verir:

S"=R-sz|; (sonddemenin yapildigr n —1. donemdeki deger),
A"=R-ay|; (—1. donemdeki deger).

Bizim istedigimiz degerler ise bir donem sagdadir: S, n. donemdeki; A ise 0. donemdeki degerdir. Bir donem
ileri tasimak (1 + 1) ile carpmaktir:

S=81+1) =R sz ;(1+1), A=A (1+1i)=R-az;(1+1).

© Tek ciimlelik kural

Pesin aniiite, normal aniiitenin bir donem erken halidir; bu yiizden her iki degeri de (1 + 4) ile
carpilir. Odemeler erken yapildigi icin pesin aniiite her zaman normal aniiiteden daha degerlidir.

Ornek 4.8 (Ay Baslarinda Yapilan Yatirim). Bir yatirimei 5 yil boyunca her ayim basinda 200 TL'yi
bir bankaya yatirmaktadir. j;, = %10, 5 ise 5 yil sonundaki hesap toplami ne olur?

Cozim.

R=200,n="5-12=60,i= %
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56 Boliim 4. Aniiiteler

S =15.831,10 TL

Sekil 4.9: Her ayin basinda 200 TL yatiriliyor: 60 6demenin ilki 0. anda, sonuncusu 59. ayin basinda
yapilir ve hesap 60. ayin sonunda kapatilir. Bu ytizden normal aniiite toplami bir donem daha faizlen-

dirilir.
60
0,105 (1+%2)" —1 0,105
S=R- Sm‘ 0.105 (1 + T) = 200 - 0711205 . (1 + T)

S =200 - 78,468912 - 1,00875 — [ 19831, 10 TL

Ayni1 6demeler ay sonlarinda yapilsaydi 200 - 78,468912 = 15693, 78 TL birikirdi; pesin 6demenin
kazandirdig 137, 32 TL dir.
|

4.6 Ertelenmis (Tehirli) Aniiteler

Tanim 4.5 (Ertelenmis Aniiite). & donem ertelenmis aniiite, ilk 6demesi k dénem sonra yani (k +
1). ddnemde yapilan aniitedir.

Onerme 4.4 (Ertelenmis Aniiitenin Degerleri). k donem ertelenmis, n 6demeli bir aniiitenin iskontolu
ve toplam degerleri

A=R-am ; (1+i)7F, S=R-sy

| %

olur.

ispat.
Odemeler k+ 1,k +2,...,k +n dénemlerinde yapiliyor. Bu dizi, k. donemi baslangic kabul edersek
normal bir aniiitedir; dolayisiyla k. donemdeki degeri

A = R- (e773 | 4
olur. Bugiinkii degere ulagsmak icin k donem geriye tasimak gerekir:

A=A Q1+i)" =R a5 ;(1+4)7"
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4.6 Ertelenmis (Tehirli) Aniiiteler 57

k dénem 6deme yok

=
=

S === =p >jr
I lE

A

o
A
—

o~
A
)

o~

=

~_

k donem geri

Sekil 4.10: Ertelenmis aniiitede ilk 6deme k dénem sonra, yani (k+1). dénemde yapilir. Odemeler k.
doneme gore normal bir aniiitedir: 6nce A" =R - a; bulunur, sonrak donem geri tasinir. Toplam deger ise
ertelemeden etkilenmez: S =R - sp;.

Toplam deger icin A’y1 son 6deme tarihine, yani k + n. doneme tasryalim:
S=A1+)"" =R-an | ;(1+) "1 +)"" =R-ay | ;(1+10)"
Son ifadeyi acarsak

BRI aeir—1_p.
. 7, ni|t

R (1+i)"=R-

bulunur.
| ]

| Erteleme toplam degeri degistirmez

S = R - sz, ifadesinde k hi¢ gbriitnmiiyor. Bunun sebebi aciktir: toplam deger son 6deme tarihine
gore Olciliir ve 6demelerin kendi aralarindaki mesafe ertelemeden etkilenmez. Erteleme yalnizca
bugiinki degeri kiciltir.

Ornek 4.9 (Dogumda Yatirilan Anapara). Bir cocuk dogdugunda ailesi tarafindan ne kadarlik bir
anapara bankaya yatirilmalidir ki ¢ocuk 19. dogum giiniinii kutladiginda 6deme baglamak tizere alt1 ayda
bir 1500 TL’lik 8 adet geri 6deme elde edilebilsin? Paranin degerini j, = %9 aliniz.

Coziim.

R = 1500, n = 8, j, = 0,09 oldugundan ¢ = 0, 045 ve dénem 6 aydur.

Erteleme siiresini bulalim: 19 yil = 19 - 2 = 38 dénem eder. {lk 6deme 19. dogum giiniinde, yani 38.
donemde yapilacaktir. Ertelenmis aniiite tamminda ilk 6deme (k + 1). donemde olduguna gére

k+1=38 = k=3T.
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58 Boliim 4. Aniiiteler

37 donem (18,5 y1l) 6deme yok |

A - 1941,16 TL
N

1
1
1
:
1
! 1500 1500 1500
]

T

0 1 37 38 39 45
dogum 19. yas

~_

37 dénem geri

Sekil 4.11: Dénem alt1 ay oldugundan 19. yas 37. doneme diiser; ilk geri 6deme 38. donemdedir. Sekiz
6demelik aniiitenin 37. déonemdeki degeri bulunup 37 dénem geriye taginirsa bugiin yatirilmasi gereken
anapara elde edilir.

Birinci yol (toplam deger iizerinden). Sekiz 6demenin son 6deme tarihindeki (45. dénem) degeri:

S =1500- 55| 9045 = 1500 - 9, 380014 = 14070,02 TL .

Bunu 45 dénem geri tagiyalim:

A = S(1,045)745 = 14070,02 - 0, 137964 = | 1941, 16 TL

Ikinci yol (iskontolu deger iizerinden). Sekiz 6demenin 37. dsnemdeki degeri:

A’ =1500 - ag | g g45 = 1500 - 6, 595886 = 9893, 83 TL,

A= A'(1,045)757 = 9893,83 - 0, 196198 — [ 1941, 16 TL

Iki yol da ayn1 sonucu verir; hangisini sececeginiz yalnizca hangi ¢arpani hesaplamay1 kolay buldu-
gunuza baglidir.
|

4.7 Alistirmalar

Alistirma 4.1 (Iki Farkli Oranda Toplam Deger). 10 yil boyunca yil sonunda 5000 TL 6demeli bir
aniiitenin toplam degerini a) j; = %6, b) j, = %12 oranlarindan hesaplayiniz.

Cozim.
a) m = 1 oldugundan 6deme aralig: ile faiz aralig1 cakisir: basit aniiite. ¢ = 0,06, n = 10:

Lo6) 1 65903, 97 L
S = 5000 - 75 | 0,96 = 5000 - % — 5000 - 13,180795 = 69903, 97 TL

b) Odemeler yilda bir, faiz ise ii¢ ayda bir isliyor: bu bir genel aniiitedir. Once j, = %12’ye denk gelen
yillik oran1 bulmaliy1z (Onerme 3.3):

0,12\*
1474, = (1 + T) =(1,03)* =1,12550881 = i =j, = 0,12550881.

Artik 6deme aralig1 ile faiz araligi cakisir; n = 10 ile

(1,12550881)'% — 1 90114, 70 TL
S = 5000 - — 5000 - 18, 022940 = ,
0, 12550881 ’
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4.7 Alistirmalar 59

Alistirma 4.2 (U¢ Ayda Bir Yatirilacak Tutar). Bir kisi her ii¢ ayda bir bankaya j, = %5 oranindan
ne kadar yatirmalidir ki, 10 yil sonra 5148, 96 TL biriktirmis olsun?

Coziim.
i= 22 =0,0125,n =104 = 40, S = 5148, 96 TL.

14 14
R S 5148,96 5148,96  1100,00 TL

Smpi (OZEOT = 51,489557

Alistirma 4.3 (Alt1 Aylik Aniiitenin Iskontolu Degeri). 5 yil boyunca alt1 ayda bir 1500 TL yatir1-
lacak bir aniiitenin j, = %10’dan iskontolu degerini bulunuz.

Coziim.
i=212=0,05n=5 2= 10, R = 1500.

A=R-ag)| 05 = 1500 1= WO 15007, 721735 — [ 11982,60 TL

0,05

Alistirma 4.4 (Ertelenmis Geri Odemeler). Bir bankaya ne kadarlik bir anapara yatirilmalidir ki 11.
yilda 6deme baslamak iizere her y1l 15000 TL’lik 4 adet geri 6deme elde edilebilsin? Paranin degerini j;, =
%20 aliniz.

Coziim.
R =15000,n = 4, i = 0,20, dénem 1 yildur. {lk 6deme 11. y1lda, yani 11. dénemde yapilacagindan

k+1=11 = k=10

—(1,20)™4

1
A= R-agg5(1,20)71 = 15000 - — =0 - (1,20) 710

A =15000 - 2,588735 - 0,161506 = 6271,43 TL

Toplam 60000 TL geri alinacak olmasina ragmen bugiin yatirilmasi gereken tutarin bu kadar kiiciik
olmasi, %20’lik oranin 10 yil boyunca islemesindendir: (1,20)'° ~ 6,19, yani para on yilda alti
katindan fazlasina cikar.

]

Alistirma 4.5 (Bir Aniiite Ozdesligi). smr7|; = S (i (1+14)" + 55| ; esitliginin dogru oldugunu
gosteriniz.

Coziim.
Cebirsel ispat. Tanimi yerine koyalim:

. 1+0)™—1 . 1+49)™—1
R

Ortak paydada toplayalim:
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60 Boliim 4. Aniiiteler

[(1+i)m+"—(1+i?”]+[(1+i)”—1]

Koseli parantezlerdeki —(1 + ¢)™ ile +(1 + 4)™ sadelesir:

1+)m™n —1

i = Smtn |

Finansal yorum. Esitlik aslinda apacik bir gercegi sdylityor. m + n donemlik bir aniiiteyi iki parcaya
ayiralim:

« Ik m 6deme, m. déonemde R - Sz | ; tutarini biriktirir; bu tutar kalan n dénem boyunca yalnizca faiz
kazanur, yani (1 + i)™ ile carpilir.
+ Son n ddeme ise kendi bagina R - s | ; biriktirir.

Ikisinin toplamu, biitiin 6demelerin son dénemdeki degeridir. (R ile bliiniirse yukaridaki 6zdeglik
kalir.)
|
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5.1

5. Aniiitede Donem, Faiz Orani1 ve Ozel
Tirler

Aniiite formiillerinde bes harf vardir: R, n, i, S ve A. Onceki boliimde hep S ya da A arands; simdi sira
diger ikisinde. Donem sayis1 logaritma ile cekilir ama tam say1 ¢ikmayabilir; faiz orani ise cebirsel
olarak hi¢ cekilemez ve yaklasik yontem gerektirir.

Boliimiin ikinci yarisinda aniite ailesinin ti¢ 6zel iiyesini tamamliyoruz: 6deme aralig1 ile faiz araliginin
uyusmadig1 genel aniiiteler, hic bitmeyen daimi gelirler ve 6demelerin sabit kalmayip arttig1 degisik
6demeli aniiiteler. Ugiinde de yeni bir teori kurmuyoruz; elimizdeki iki formiilii uygun bicimde hazir-
layip kullaniyoruz.

Bilinmeyen Donem Sayisi

Aniiite formiillerinde n bilinmeyen oldugunda, o da tistte durdugu icin logaritma ile ¢ekilir. Ancak burada
bilesik faizdekinden farkli bir sorun ortaya ¢ikar: bulunan n genellikle tam say1 degildir ve kesirli
sayida taksit 6denemez. Ornegin n = 21,002 cikmissa “21 tam 8deme yapilir, sonra ne olur?” sorusunu
cevaplamamiz gerekir.

7

S=R- ya da A=R

esitliklerinden n logaritma yardimiyla bulunur. Bulunan bu n dénem sayist tam say1 olmayabilir; bu
durumda tam 6demeler ve son 6deme kavramlar: yardimiyla 6deme plani olusturulur.

Tanim 5.1 (Tam Odemeler ve Son Odeme). Kesirli ¢cikan 7 i¢in 6deme plani iki yéntemden biriyle
kurulur:

1. Son 6demeye bir fark eklemek.
2. Son tam 6demeden 1 déonem sonra, bir tam 6demenin miktarindan kii¢iik olan bir 6deme daha
yapmak. Bazi durumlarda bu son kiicitk 6demeyi yapmaya gerek kalmayabilir.

Uyari

Aksi belirtilmedikce 2. yontem kullanilacaktir.

1 Neden iki yéntem var?

Kesirli n, “hedefe tam bir 6demeden az bir sey kala variliyor” demektir. Bu kiigiik ac1g1 ya son taksidi
biraz biiytiterek kapatirsiniz (1. yontem) ya da bir dénem sonra kiiciik bir 6deme daha yaparak (2.
yéntem). Tkinci yéntemde 6deme bir donem geg yapildigindan, arada gecen dénemde tam 6demeler
de faiz kazanmaya devam eder; bu yiizden bazen acik kendiliginden kapanir ve ek 6demeye gerek
kalmaz.

Ornek 5.1 (Fon Olusturmada Son Odeme). Yari-yillik 200 TL’lik 6demeler ile 8000 TL’lik bir fon
olusturulmak istenmektedir; paranin degeri j, = %12’dir. Tam 6demelerin sayisini ve son édemeyi iki
yontem ile de bulunuz.

Cozim.

S = 8000, R = 200, i = %% = 0, 06.
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62 Boliim 5. Aniiitede Déonem, Faiz Orani ve Ozel Tiirler

(1,06)" — 1 8000 - 0, 06
200 =220~ % _ goop 1,06 — 1= 2220 H00 oy
0,06 = (1,06) 200 ’
log 3,4
1,06)" = 3,4 - — 21,00220291
(1,06) A =T 06 :

Yani 21 tam 6deme yeterli degildir, ama 22 6deme de fazladir. Iki yéntemi sirayla uygulayalim.
1. yontem: farki son 6demeye eklemek. Biitiin 6demeler 21. déneme tasinir; eksik kalan tutar ayni

tarihte son 0demenin tizerine eklenir.

200 200 s 200 200 + X
| : : | —
0 1 2 20 21
v
S = 8000

Sekil 5.1: 1. yontem: biitiin 6demeler 21. déneme taginir. 21 tam 6deme hedefin biraz altinda kaldigindan
aradaki fark X, ayni tarihte son 6demenin tizerine eklenir.

21 6demenin 21. donemdeki degeri:

(1,06)21 — 1

0.06 00 - 39,992727 = 7998, 55

200 - 557 0,06 = 200 -

Eksik kalan tutar ayni tarihte eklenir:

7998,554+ X =8000 = X =1,45TL.

21 tam 6deme; 21. 6deme 200+ 1,45 = 201,45 TL

2. yontem: bir donem sonra kiiciik bir 6deme. Bu kez odak noktas1 22. dénemdir. Odemeler énce
kendi tarihlerinde, yani 21. donemde toplanir; bu toplam bir dénem daha faiz gorerek 22. déneme
taginir ve orada Y 6demesiyle tamamlanir.

1 donem faiz

200 200 200 200 Y
| : : : | —
0 1 2 20 21 22
v
S = 8000

Sekil 5.2: 2. yontem: 6nce 21 tam 6deme kendi tarihinde toplanir, sonra bu toplam bir donem daha faiz
gorerek 22. doneme tasinir. Eksik kalan tutar Y orada 6denir.

200 - 557 0,06(1, 06) + Y = 8000

7998,55-1,06 +Y = 8000 = 8478,46 +Y =8000 = Y = —478,46TL .
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5.1 Bilinmeyen Dénem Sayisi 63

Buradaki eksi isareti, 22. dénemin sonunda 6deme yapilmasinin gerekmedigi anlamindadir; 21
O6demenin bir donem daha faiz kazanmasi hedefi zaten agmustir.

21 tam 6deme; 22. dénemde 6deme yapmaya gerek yoktur

Ornek 5.2 (Bor¢c Odemesinde Son Taksit). 4000 TL'lik bor¢ j, = %12'den yari-yillik 400 TL’lik
6demeler ile geri 6denecektir. Tam 6demelerin sayisini ve son 6demeyi bulunuz.

Cozim.

A = 4000, R = 400, i = %2 = 0, 06.

1—(1,06)"" _ 4000 - 0,06
4 ~—:4 ]_— ]_ n_- ' =
00 0.06 000 = (1,06) 00 0,6
B log0,4

(1,060 =0,4 = —nlogl,06=10og0,4 = n= = 15, 72520854

log 1,06

Demek ki 15 tam 6deme yapilacak, geri kalan kii¢iik tutar 16. donemde 6denecektir.

400 400 R 400 X =292,39

[ =
\

0
A =4000TL

Sekil 5.3: 4000 TL’lik borg 15,73 dénemde bitiyor: 15 tam 6demeden sonra borcun bugiinkii degerinden
geriye kalan kii¢iik parca, 16. donemde yapilacak tek bir 6demeye doniistiiriiliir.

Bugiinkii degerler esitlenir: borg, 15 tam 6demenin bugiinkii degeri ile 16. donemdeki X 6demesinin
bugiinkii degerinin toplamina esittir.

4000 = 400 - a5 | o 06 + X (1,06) 716

1—(1,06)15

400 -
0,06

=400 -9, 712249 = 3884,90 TL

4000 — 3884,90 = 115,10 = X(1,06)"16

X =115,10- (1,06)'6 = 115,10 - 2, 540352 = 292,39 TL .

15 tam 6deme ve 16. donemde 292,39 TL’lik son kiigiik 6deme

Son 6demenin bir tam taksitten (400 TL) ki¢iik ¢ikmasi beklenen sonugtur; bityiik ¢iksayd: hesapta bir
hata oldugunu anlardik.
|
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© Hangi tarihe esitleme yapilmali?

Toplam deger (S) verilmigse 6demeleri son tarihe, bor¢ (A) verilmigse bugiine tagimak en kisa
yoldur. Iki yol da dogrudur ama yanls tarafi segmek gereksiz bir tasima carpani daha getirir.

Anititenin Faiz Oraninin Bulunmasi

Aniiitede R, n ve S (ya da A) biliniyor, faiz orani araniyorsa is zorlagir. Ciinki

144)" —
L)
i
denklemi i’ye gore n. dereceden bir denklemdir; n > 5 i¢in genel bir ¢6ziim formiilii yoktur. Bu yiizden
oran, yaklasik yontemlerle bulunur. Bu derste kullanacagimiz yontem dogrusal yaklasimdir.
Fikir basittir: s; |; carpani ¢’ye gore egri bir fonksiyondur, ama ¢ok dar bir aralikta neredeyse diiz
goriiniir. Aranan degeri igine alan iki oran segilir, o iki noktadaki ¢arpanlar hesaplanir ve aradaki egri bir

dogru kabul edilerek aranan oran okunur.

aranan oran: %7,98

(8

11.7 (75 11,7314)
J2 (%)

Sekil 5.4: Interpolasyon, aradaki egriyi bir dogru gibi kabul eder: aralarinda %1 fark olan iki oran icin
hesaplanan iki nokta birlestirilir ve aranan degere karsilik gelen oran bu dogru iizerinden okunur. Aralik
dar tutuldugu i¢in hata kiiciiktir.

Aramaya nereden baglanacagini belirlemek icin de yaklagik bir baslangic degeri kullanilir.
Tanim 5.2 (Baglangic Degeri).

1. Eger sz |; = k denkleminden ¢ bulunmak isteniyorsa baslangic degeri olarak
N 2
) =1
L)
k
2. Eger ag | ; = k denkleminden ¢ bulunmak isteniyorsa baslangic degeri olarak
()
alinir.
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5.2 Aniitenin Faiz Oraninin Bulunmasi 65

Uyari

Bu derste bu tiir sorularda aranan j,, oranin bulmak icin kullanilacak dogrusal yaklagim, aralarin-
daki fark %1 olan ilgili iki oran arasina sikistirilarak yapilacaktir. Farkli yaklasimlar farkli sonuglar
verebilir.

Interpolasyon formiilii, iki noktadan gecen dogrunun denkleminden gelir. (z;, ;) ve (5, y5) bilinen iki
nokta, y aranan degere kargilik gelen carpan olmak tizere

r—xy  Y—uy

Lo — Xy Y2—Y1

orantisi kurulur ve z cekilir.

1 Baslangig degeri bir tahmindir, sonuc degil

iy yalnizca “hangi iki tam yiizde arasina bakayim?” sorusunu cevaplar. Sectiginiz aralikta hesapladi-
giniz iki carpan, aranan k degerini arasina almiyorsa (ikisi de k’den biiyiik ya da ikisi de kiiciikse)
aralik yanlistir; bir alt ya da bir tist yiizdeye kayip yeniden bakmak gerekir.

Ornek 5.3 (Aniiitenin Faiz Orami). Yari-yillik 500 TLlik 6demeler ile 5 yilda 6000 TL toplanmak
isteniyor. Bu durumda gecerli olan j, orani nedir?

Cozim.
S = 6000, R =500,n =52 =10 dénem.
Adim 1: Carpani yalniz birak.
6000 =500 s15; = sS04 :_13
k

Adim 2: Baslangic degerini hesapla. s tipi denklem oldugundan birinci formiil kullanilir:

B -1_(B)-1_1m-1
k 12 12

= 0,03666667

= j,=2-i,=0,0733 = %7, 33

Demek ki aranan oran %7 ile %8 arasindadir.
Adim 3: Araligin uclarindaki carpanlar: hesapla.
jo = %7 icini = 207 = 0,035

(1,035)10 —1
S101003 = (035 11,7314
jo = %8 igin i = 222 = 0,04:
(1,04)10 —1
T = —— =12,0061
510 | 0,04 0,04 )

Aranan 12 degeri bu ikisinin arasindadir (11,7314 < 12 < 12,0061), yani aralik dogrudur.
Adim 4: interpolasyon.

J2 574
0,07 11,7314
T 12
0,08 12,0061
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©—007 _ 12117314 _ z—0,07 _0,2686
0,08 —0,07 12,0061 — 11,7314 0,01  0,2747

z—0,07 =0,01-0,977794 = 0,009778 = z =0,0798

© Sonucu kontrol etmek

o . . . 0,0798 ..
Buldugunuz orani formiile geri koyup carpam hesaplaymn: i = =5= = 0,0399 icin s15| g 9399 =
12,0005 ¢ikar; hedef 12 olduguna gore yaklasgim ¢ok iyidir. Kalan kiicik sapma, egriyi dogru
saymanin bedelidir ve aralik ne kadar dar tutulursa o kadar kiigtiliir.

5.3 Genel Aniiiteler

Tanim 5.3 (Genel Aniiite). Odeme aralig1 ile faiz araliginin ¢akismadigi aniiitelere genel aniiite denir.
Genel aniiiteler basit aniiitelere doniistiirillerek hesaplanirlar.

Déntistiirme yolu sudur: verilen faiz oranina denk olan ve 6deme araligiyla ¢cakigan yeni bir oran bulunur
(Onerme 3.3). Artik problem basit bir aniiitedir.

Ornek 5.4 (Aylik Odeme, Ug Aylik Faiz). 5 yil boyunca her ayin sonunda 300 TL'lik 6demelerin j, =
0, 06 oranindan toplam degeri ne olur?

Cozim.

Odeme aralig1 1 ay, ancak faiz periyodu 3 aydir. Dolayisiyla bu bir genel aniiitedir. Bu aniiiteyi basit
antiteye cevirmek icin verilen j, oranina denk olan j,, orani bulunup islem yapilr.

$=20.915,01 TL

faiz donemi 3 ay (j.) — 6deme araligi 1 ay

Sekil 5.5: Genel antiitede 6deme aralig1 ile faiz donemi cakismaz (altta gri bloklar ii¢ aylik faiz
doénemleri). C6zuim, verilen j, oranina denk olan j,, oranini bulup problemi basit aniiiteye ¢evirmektir.

Bilesik faizdeki denk oranlarin bulunmasinda kullandigimiz yontem yardimiyla, ¢ = %2 olmak tizere
bir yillik bitytime ¢arpanlari esitlenir:

4
(1+49)12 = (1 + %) = (1,015)*

1414 =(1,015)1 = (1,015)5 = i =0,004975209

Artik 6deme araligi ile faiz araligy cakisiyor; n = 5 - 12 = 60 ile
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5.3 Genel Antiiteler 67

L o000 !
§ = 300 . 1004975209) = 300 - 69, 716709 = [20915,01 TL

0,004975209

5.4 Daimi Gelir

Tanim 5.4 (Daimi Gelir). Belli bir tarihte baslayan ve sonsuza kadar devam eden ddemelerin olus-
turdugu aniitelere daimi gelir denir.

Bazi yatirimlar anaparay1 muhafaza edip sadece faizini kullanirlar. Ornegin bir hayirseverin sonsuza dek
her yil 5000 TL’lik bir burs verebilmek i¢in her yil 5000 TL faiz getirecek bir bagis birakmasi; ya da
vakif gibi bagis fonlari ile yagamlarini siirdiiren kurumlarin fonlari; ya da geri ¢agrilabilir olmayan hisse
senetleri iizerindeki kr paylar1 daimi gelir 6rnekleridir. Pratikte bu 6demeler sonsuza kadar stirmez ancak
matematiksel olarak sonsuza dek stirdiigii kabul edilebilir.

| Toplam degeri yoktur

Daimi gelirin toplam degerini bulmak miimkiin degildir — 6demeler bitmedigi icin tasinacak bir
“son tarih” yoktur ve toplam sonsuza gider. Ancak simdiki degerini tespit edebiliriz; ¢ciinkii uzaktaki
ddemelerin bugiinkii degeri hizla kigulir.

Onerme 5.1 (Daimi Gelirin Simdiki Degeri). Donem sonlarinda sonsuza kadar édenen R tutarlarinin
simdiki degeri

4, =2

o )
olur.

Ispat.
Biitiin 6demeleri bugtine tasiyip toplayalim:

Ay, =R1+49) T+ RA+)2+R(1+i)3+-
R R R R R R
0 ! 2 3 4 5 6 i
A_=R/i

Sekil 5.6: Daimi gelirde 6demeler hig bitmez, bu yiizden bir toplam degerden soz edilemez; ama iskontolu
deger sonludur. Uzaktaki odemelerin bugiinkii degeri hizla kiicildigii icin sonsuz toplam RA sayisina
yakinsar — yani “yalnizca faizini harcamak’.

Ortak ¢arpan R(1 +i)~! parantezine alinirsa

Ao =R+ 1+ Q49 +(1+0) 2+
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68 Boliim 5. Aniiitede Déonem, Faiz Orani ve Ozel Tiirler

Koseli parantez ici, ortak ¢arpani (1 + i)' olan sonsuz geometrik seridir. i > 0 oldugundan 0 < (1 +

i)~1 < 1°dir ve seri yakinsar; toplami ﬁ dir. Boylece
1 1 1 144 R
1+7 1—— 1+34 1 1

1+4

© Formiiliin sezgisi

A = % esitligini R = A - ¢ diye ters gevirirsek anlami ortaya cikar: elinizde A__ kadar anapara
varsa, her dénem yalnizca onun faizi olan A __ - i kadarini harcarsaniz anapara hi¢ azalmaz ve 6deme
sonsuza dek siirer.

Ornek 5.5 (Aylik Daimi Gelirin Simdiki Degeri). Her ay 50 TL 6denen daimi gelirin simdiki degerini
a) j;o = %9 ve b) j;5 = %12 oranlarina gore hesaplayniz.

Coziim.
a)i = %2 =0,0075:

4 B _ 50 _[6666,67TL

=5 T 0,005

b)i = %2 =0,01:

4 - B _ 50 _[5000,00 TL

0,01
Faiz orani yiikseldiginde ayni geliri saglamak icin gereken anapara azalir; ¢iinki her lira daha ¢ok faiz
Uretir.
u

5.5 Degisik Odemeli Aniiiteler

Tanim 5.5 (Degisik Odemeli Aniiite). Aniiite 5demeleri iizerinde belli bir artma ya da azalma kosulu
olan aniiitelere degisik 6demeli aniiite denir. Ornegin bir sonraki demesi énceki 6demenin %10 fazlasi
olan ya da 2 kat1 olan antiiteler boyledir.

En sik karsilagilan bicim, 6demelerin R, 2R, 3R, ... diye sabit bir miktarda arttig1 aritmetik artan
anuitedir.

Ornek 5.6 (Artan Odemeli Aniiitenin Kapali Formiilii). Doénem sonunda R, 2R, 3R, ..., nR 6deme-
lerinin yapildig1 ve donem basina faiz oraninin 4 oldugu aniiitenin iskontolu ve toplam degerini bulunuz.

Cozim.
Biitiin 6demeleri bugiine tasiyip toplayalim:

A=R(1+i)"+2RA+4) 24+ (n—1)R1+i)" ™Y 4 nR(1+i)™ (1)
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5.5 Degisik Odemeli Aniiiteler 69

-+ =
N
=
W
=
B
[ 7
=
=
=}
=

> — o

Sekil 5.7: Odemeler her dénem R kadar artiyor. Béyle bir dizinin iskontolu degeri, sabit §demeli aniiite
formiiliiyle dogrudan bulunamaz; toplami (1 + i) ile carpip kendisinden ¢ikarma hilesiyle kapali bigime
getirilir.

Bu toplam ne geometrik ne aritmetiktir; dogrudan bir formiilii yoktur. Kullanilan hile sudur: (1)
esitliginin iki tarafini (1 + ¢) ile carpalim. Her terimin tissii bir azalir:
(1+9)A=R+2R(1+4) " + 4+ (n—1R(1+4)~ "2 + nR(14i)~ 1 (2)

(2) esitliginden (1) esitligi taraf tarafa ¢ikarilirsa, ayni iisse sahip terimlerin katsayilar1 k — (k — 1) =
1 olur ve elimizde sabit 6demeli bir aniiite kalr:

iA=R+R1+4) 1+ R(1+4) 2+ +R1+i)" ™Y —nR(1+i)™

Bastaki n terim, ortak ¢arpani (1 + 4)~! olan geometrik bir toplamdir:

) 1+4)™—-1 N
A=R - ———— — 1 "
i R A1) -1 nR(1+1)
Pay1 ve payday1 —1 ile carpip payday: diizenleyelim: 1 — %ﬂ = 1#“ oldugundan
1— (140" 1— (140"
id=pr 220D po i = R #(lei)—nR(lei)*”

144
iA=R[(1+1i)ay ;,—n(l+i)™"]

Buradan aranan degerler bulunur:

A=2[04+)an s —n( i) S=A(+i)"

5.6 Alistirmalar

Alistirma 5.1 (Tam Odemeler ve Son Odeme). Bir kisi 5000 TL biriktirmek i¢in her yil sonu bankaya
1000 TL yatirsin. j; = %5 oranindan ka¢ tam 6deme yapmali ve son deme ne olmalidir?

Coziim.

S = 5000, R = 1000, ¢ = 0, 05.

(1,05)" — 1 5000 - 0,05
1000 - ~2—2 — - 1.05)" =14 —" "2 _ 19
000 =70 5000 = (1,05) + 000 125
In1,25 0,223144
e Ec — 4,573536

" T 11,05  0,048790

Acik Matematik - acik-matematik.com 69 CC BY-NC-SA 4.0


https://acik-matematik.com
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.tr

70 Boliim 5. Aniiitede Déonem, Faiz Orani ve Ozel Tiirler

Demek ki 4 tam 6deme yapilacak, kalan tutar 5. donemde &denecektir (2. yontem). 4 6demenin 5.
dénemdeki degeri:

1000 - s7 | 0,05(1,05) = 1000 - 4,310125 - 1,05 = 4525, 63 TL

X = 5000 — 4525, 63 — | 474 37 TL

4 tam 6deme ve 5. donemde 474,37 TL’lik son 6deme

Alistirma 5.2 (Cekiliste Kazanilan Paranin Taksitlendirilmesi). Bir cekiligte 10000 TL kazanan
biri onun yerine 12 aylik 1000 TL almay1 kabul etmis ise talihlinin bu tercih ile elde ettigi faiz orani j;,
nedir? Talihliye ilk 6deme 1 ay sonra yapilacaktir.

Coziim.
Bugiin vazgegilen 10000 TL, 12 aylik 6demelerin bugiinkii degerine esittir:

10000 = 1000 - a13 |; = a3, = 10
k

Baslangi¢ degeri. a tipi denklem oldugundan ikinci formiil kullanilir (n = 12):

o1 (5" _1-(8)° _1-0,694444
0 k 10 10

= 0,030556

J12 = 12 -3y = 0,366667 = %36, 67
Araligin kontrolii. Baslangi¢ degeri %36 ile %37 arasini isaret ediyor; oraya bakalim:

G1g | 036 = a7z 903 = 9,9540,  agy| 01 =9,9041

Ikisi de aranan 10 degerinden kiigiiktiir; yani 10 bu aralikta degildir. a; | ; oran biytdiikce kucildi-
gline gore daha kiiciik oranlara bakmaliyiz. Bir alt aralif1 deneyelim:

G1g | 085 = a73 | 90291667 = 10,0037, atg | 9,03 = 9,9540

Bu kez 9,9540 < 10 < 10,0037 oldugundan aralik dogrudur.

Interpolasyon.
J12 x| 4
0,35 10,0037
T 10
0,36  9,9540

z—0,35  10—10,0037  —0,0037
0,36 —0,35 9,9540 — 10,0037  —0,0497

2= 0,35+0,01-0,074447 — 0,350744 = |12~ %35,07

= 0,074447
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5.6 Alistirmalar 71

1 Baslangi¢ degeri neden sasirdi?

iy formiiléi yalnizca kaba bir tahmindir ve oranin biiyiik oldugu durumlarda sapmasi artar. Bu
yuzden araligi dogrulama adimi atlanmamalidir: hesapladiginiz iki carpan aranan degeri
arasina almiyorsa aralik kaydirilir.

Alistirma 5.3 (Her Yil %10 Artan Odemeler). Ik 6demesi 1000 TL olan ve bir sonraki yillarda her yil
%10 artig ile 4 yil 6denen bir aniiitenin j; = 0, 12 oranindan toplam degerini bulunuz.

Cozim.
Odemeler her yil 1, 10 katina ¢ikiyor:

R, =1000, R, =1100, R;=1210, R, = 1331.
Her 6demeyi 4. yila tasiyip toplayalim (¢ = 0, 12):
S =1000(1,12)3 + 1100(1,12)2 + 1210(1,12)* + 1331

S — 1404, 93 + 1379, 84 + 1355, 20 + 1331, 00 — [ 9470, 97 TL.

Q Kapali formiil

Odemeler ¢ = 1, 10 katiyla geometrik olarak arttiginda toplam da geometrik bir seridir ve kapalt
bi¢imi vardir. ¢ # 1 + ¢ olmak iizere

LA+ —q"
=1 (1+4+14)—gq
Bu 6rnekte

(1,12)* — (1,10)* 1000 1,57351936 — 1, 4641
1,12—-1,10 0,02

S = 1000 -

= 1000 - 5,470968 = 5470,97 TL .

Dort terim icin elle toplamak kolaydir; 6deme sayist bityiikse bu formiil isi ¢cok kisaltir.
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6.1

6. Amortisman Hesaplar1

Bir kredi cektiginizde banka size bir 6deme plani verir: her ay su kadar 6deyeceksiniz, su kadari faiz, su
kadar1 anapara, kalan borcunuz su kadar olacak. Bu tabloyu iireten hesaba amortisman diyoruz.
Matematigi yeni degil: bir amortisman, bugiinkii degeri borca esit olan bir aniiitedir. Yeni olan, o aniiitenin
icini acip her taksidin ne kadarinin faize, ne kadarinin anaparaya gittigini gostermektir. Béliimiin ikinci
yarisinda da uzun vadeli bir kredide en sik sorulan soruyu cevapliyoruz: bugiin itibariyla ne kadar borg
kaldi?

Amortisman

Tanim 6.1 (Amortisman). Faize bagli bor¢larin esit taksitlerle ve esit zaman araliklariyla geri 6denme-
sine amortisman denir.

Antiitelerin en 6nemli uygulama alanlarindan biri de uzun vadeli bor¢larin amortismanidir. Ev kredisi
gibi uzun vadeli borglar genellikle esit taksitlerle ve esit zaman araliklariyla geri 6denirler. Coziim sirasi
hep aymidur:

1. Periyodik 6deme R belirlenir: borg, taksitlerin bugiinkii degerine esitlenir.
2. Son 6deme hesaplanir (yuvarlamadan dogan farki kapatmak i¢in).
3. Amortisman tablosu olusturulur.

Tablonun her satir1 ii¢ basit kuralla doldurulur:

Tanim 6.2 (Amortisman Tablosunun Kurallar1). Her satirda sirasiyla

+ Odemenin faiz kism1 = (bir 6nceki satirdaki kalan borc) x 3,
« Odemenin bor¢ kismi = periyodik 6deme — faiz kismi,
+ Kalan bor¢ = (bir 6nceki kalan bor¢) — borg¢ kismi

hesaplanir. Son satirdaki kalan bor¢ 0 olmalidur.

© Tablo neden hep kapanur?

Her satirda 6demeden 6nce o dénemin faizi ayrilir, geri kalan anaparay: diisiiriir. Kalan bor¢ azaldik¢a
faiz kismu1 da azahr, dolayisiyla anaparaya giden pay her dénem biiyiir. Odeme tutar1 R tam olarak
borcun bugiinkii degerinden hesaplandig i¢in son dénemin sonunda borg sifirlanir.

Ornek 6.1 (Alt1 Dénemlik Amortisman). 6000 TL’lik bir borg j, = %16 oranindan 3 yilda alt1 aylik
esit R 6demeleri ile amorti edilecektir. Ik 6deme alt1 ay sonra yapilacagina gére a) Periyodik R 6demesini
bulunuz, b) Son 6demeyi bulunuz, ¢) Amortisman tablosunu olusturunuz.

Coziim.
A =6000,i="2°=0,08n=32=6.
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74 Boliim 6. Amortisman Hesaplar1

v

-+ =
N
w4+ =
» 1 =
o+ =
o 4 X

}

A =6000TL

Sekil 6.1: Amortismanda mantik terstir: taksitler bilinmez, borg¢ bilinir. Alt: taksidin bugiine taginmis
toplami1 6000 TL’ye esitlenir ve R buradan cekilir. Son 6deme X, yuvarlamadan dogan farki kapatmak
icin ayrica hesaplanir.

a) Alt1 taksidin bugiinkii degeri borca esittir:

1—(1,08)°¢

6000 = R - 0.08

=R -4,622880

N [ R =1297,89 TL|

b) Son 6demeyi bulmak icin ilk 5 taksidi tam 6deme kabul edip, 6. donemdeki 6demeye X diyelim:

—(1,08)°°

1
=12 : X(1,08)°6
6000 = 1297, 89 o5t (1,08)

6000 = 1297,89 - 3,992710 + X - 0,630170 = 5182,10 4+ X - 0,630170

Y- 6000 — 5182, 10 _|1297,91 TL

0,630170

¢) Amortisman tablosu.

Odeme say1s1 Periyodik 6de- Odemenin faiz Odemenin borg Kalan borg
me kismu kismi

6000, 00

1 1297,89 480, 00 817,89 5182,11

2 1297,89 414,57 883, 32 4298,79

3 1297,89 343,90 953,99 3344, 80

4 1297,89 267,58 1030, 31 2314,49

5 1297,89 185,16 1112,73 1201, 76

6 1297,90* 96, 14 1201,76 0,00

* Son 6deme yuvarlamadan kaynaklanan hatay: gidermek i¢in yeniden diizenlenmistir.

flk satirin nasil doldurulduguna bakalim: faiz kismi 6000 - 0,08 = 480, 00 TL, bor¢ kism1 1297, 89 —
480,00 = 817,89 TL, kalan bor¢ 6000 — 817,89 = 5182, 11 TL. Ikinci satirda faiz artik 5182, 11 -
0,08 = 414,57 TL tizerinden hesaplanir ve boyle devam eder.
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6.1 Amortisman 75

1 Son 6deme neden 1297,90?

Tablodaki son 6deme, o satirdaki kalan borg ile faizinin toplamidir: 1201, 76 + 96,14 = 1297, 90
TL. b) sikkinda buldugumuz 1297,91 TL’den 1 kurus farklhdir; ¢iinki tablo her satirda kurusa
yuvarlanmis degerlerle ilerler, b) sikki ise tek adimda hesaplar. Bankalar tabloyu esas alir.

Taksitin igeriginin déonemden déneme nasil kaydigini gérmek 6greticidir:

TL

H anapara (borg¢ kismi)
faiz kism

1200

800

400

0 ddeme

Sekil 6.2: Taksit hep ayni (1297,89 TL) ama icerigi degisir: kalan bor¢ azaldikc¢a faiz kismui kiigilir,
anaparadan diisen kisim biiyiir. Amortisman tablosunun anlattig1 sey tam olarak bu kaymadir.

Ornek 6.2 (Genel Aniiite Biciminde Amortisman). 2000 TL’lik bir borg 5,5 = %24 oranindan 3 aylik
odemeler ile 2 yilda bitirilecektir. {lk 6deme 3 ay sonra yapilacaktir. a) Periyodik R édemesini bulunuz,
b) Son 6demeyi bulunuz, ¢) Amortisman tablosunu olusturunuz.

Coziim.
A =2000,n =2 -4 = 8 6deme. Odemeler iic ayda bir, faiz ise aylik islediginden bu bir genel aniiite-
dir; 6nce ti¢ aylik denk oranmi bulmaliy1z:

4 0,24 v 12 ; 3 ;
(it = {1+ ) =(L,02)2 = 1+i=(1,02® = i=0,061208
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76 Boliim 6. Amortisman Hesaplar1

R R R R R R R X
; : : : : | : : e
0 1 2 3 4 5 6 7 8
3ay 6 ay 9 ay 1yl 2yl

|

A =2000TL
ddeme aralif1 3 ay, faiz aylik (ji,) — Once denk ti¢ aylik oran bulunur

Sekil 6.3: Odemeler iic ayda bir, faiz ise aylik igliyor: bu bir genel aniiitedir. Once j,, = %24’e denk gelen
ti¢ aylik i orani bulunur ((1+i)* = (1,02)*?), sonra her sey basit aniiite gibi yirir.

1—(1,061208)~8
0,061208

R =323,61TL

2000 =R - =R-6,180214 =

b) Ik 7 6deme tam, 8. 6deme X olsun:

1—(1,061208)~7

2000 = 323,61 -
000 = 323,6 0,061208

+ X(1,061208)"8

2000 = 323,61 - 5, 558492 + X - 0,621721 = 1798, 78 + X - 0,621721

X — 2000 — 1798, 78 _ (323,64 TL

0,621721
c) Amortisman tablosu.
Odeme say1si Periyodik 6de- Odemenin faiz Odemenin borc Kalan borg
me kismu kismi

2000, 00

1 323,61 122, 42 201,19 1798, 81

2 323,61 110, 10 213,51 1585, 30

3 323,61 97,03 226,58 1358,72

4 323,61 83,16 240, 45 1118,27

5 323,61 68,45 255,16 863,11

6 323,61 52,83 270,78 592,33

7 323,61 36,26 287,35 304,98

8 323, 65* 18,67 304,98 0,00

* Son 6deme yuvarlamadan kaynaklanan hatay: gidermek i¢in yeniden diizenlenmistir.

Sekiz taksidin toplami 7 - 323, 61 + 323, 65 = 2588, 92 TL’dir; bor¢ 2000 TL olduguna gére 6denen
toplam faiz 588, 92 TL’dir. Ayni say1y1 tablonun faiz siitununu toplayarak da bulabilirsiniz.

|
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6.2

6.1 Amortisman 77

Tabloyu doldururken ii¢ sik hata

1. Faiz kismini ilk kalan borg yerine sabit anapara izerinden hesaplamak. Faiz her zaman bir dnceki
satirin kalan borcu tizerinden isler.

2. Genel antiitede denk orani bulmay atlayip j,,, /m’yi dogrudan kullanmak.

3. Son satirda kalan borcun sifirlanmasini kontrol etmemek. Sifirlanmiyorsa ya R ya da bir satirin
aritmetigi yanligtir.

Kalan Borcun Hesaplanmasi

Uzun vadeli bir kredide “su an ne kadar borcum kald1?” sorusu sik sorulur: erken kapatma, yeniden yapi-
landirma ya da evi satma durumunda gerekir. Cevab: bulmak i¢in yiizlerce satirlik tabloyu doldurmaya
gerek yoktur; iki kisa formiilden biri yeter.

Bir A borcu dénem basina 7 faiz oranindan n dénemde, donem sonu R 6demeleri ile ddensin. k. 6demeden
sonra kalan borcu B, ile gosterelim.

Onerme 6.1 (Kalan Borcun iki Hesab1). 1. Yontem (gecmise bakarak hesaplama). Ana borcun k.
doneme tasinmis degerinden, yapilan 6demelerin o tarihte biriktirdigi tutar ¢ikarilir:

B=A(1+i)* —R-sp

AQ+i)f=R-sp ;+B =

2. Yontem (gelecege bakarak hesaplama). Heniiz yapiilmamisn — k 6demenin o tarihteki iskontolu degeri
alimr:

BC =R- " | 4
ispat.
1. yontem (gecmise bakarak):
~k
P, = A1 +1i) —R-sk‘i
A R R R R R R
f f f ® I f —
0 1 2 k k+1 k+2 n
Py

2. yontem (gelee€ge bakarak):
Py =R-a

n-kli

Sekil 6.4: k. 6demeden sonraki kalan borcu iki yonden gorebiliriz: gecmise bakarak (ana borcun o giine
tasinmis degerinden, yapilan ddemelerin biriktirdigi tutari ¢ikararak) ya da gelecege bakarak (heniiz
yapilmamis n - k 6demenin o giine tasinmis degerini alarak). Ikisi ayni sayiyt verir.

1. yontem. k. donemi odak noktasi segelim. Bor¢ ile 6demeler denk olduguna gére, ana borcun o tarihteki
degeri, yapilan k 6demenin o tarihteki degeri ile kalan borcun toplamina esittir. Bu, tanimi geregi dogrudur:
kalan borg, “heniiz karsiligi 6denmemis olan kisum dur.

2. yontem. Ayni odak noktasinda bor¢—odeme denkligini yazalim. Biitiin 6demelerin k. donemdeki degeri
ana borcun o tarihteki degerine esittir:
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78 Boliim 6. Amortisman Hesaplar1

Al+i) = R-sg; + Reagg;

N —— e’
yapilmig k£ 6deme  kalan n—k Odeme

(Kalan 6demeler k. donemden sonra geldigi igin, o tarihe gére normal bir aniiite olusturur.) Ilk yontemdeki
esitlikle karsilastirilirsa

Pk:A(l—}—i)k—R-sEli:R-ai

n—k|1i

bulunur.

Uyari

Aksi belirtilmedikce amortisman hesaplarinda kalan bor¢ 1. yontem ile hesaplanacaktir.

1 ki yéntem tam olarak ayni sonucu verir mi?

R yuvarlanmamuigsa evet, birebir ayn1. Uygulamada R kurusa (bazen 10 kurusa) yuvarlandig: igin
aralarinda birka¢ kurusluk fark olusabilir. Gergekte 6denen taksit yuvarlanmig tutar oldugundan,
bor¢lunun defterindeki dogru deger 1. yontemin verdigidir.

6.3 Uzun Vadeli Kredi Ornegi

Ornek 6.3 (Yirmi Dokuz Yillik Ev Kredisi). Bir aile 1.5.1994’te 65000 TL’ye bir ev satin aliyor. %
20 pesin 8deme yapiliyor. Geriye kalan kisim j;5 = %10 oranindan 29 yilda 6denecek sekilde sozlesme
imzalaniyor. Borg, virgiilden sonra bir basamaga yuvarlanmig olan aylik esit taksitlerle amorti edilecektir.
[k 6deme 1.6.1994’te yapilirsa 1994 yili icinde 6denen faiz ve bor¢ miktarlarini bulunuz. Amortisman
tablosunun ilk {i¢ ve son ti¢ satirini olusturunuz.

Cozim.
Ana borg. Peginat 65000 - 0,20 = 13000 TL oldugundan

A = 65000 — 13000 = 52000 TL .

n =29 - 12 = 348 aylik 6deme vardir ve i = % = %.
Periyodik 6deme.
—348
1— (142
52000 = R - ( 56‘)0) = R -113,317392
600

R = 458,89 ~ 458,9 TL (soru geregi bir basamaga yuvarlandi)

7 ay

P; = 51.816,50
434,65
52.000 458,9 458,9 458,9 458,9 458,9
: | 9 - : : —
0 1 2 7 346 347 348
1.5.1994 1.6.1994 1.7.1994 1.12.1994 1.5.2023

Sekil 6.5: 29 yillik kredi 348 aylik taksite boliiniiyor. 1994 yili icinde yalmzca 7 taksit 6denmistir; o
tarihteki kalan bor¢ 51.816,50 TL’dir, yani yedi ayda anaparadan diigen tutar sadece 183,50 TL’dir —
6denen 3212,30 TL nin geri kalan faizdir.
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6.3 Uzun Vadeli Kredi Ornegi 79

1994 yili. {lk 6deme 1.6.1994’te yapildigina gére 1994 i¢inde Haziran’dan Aralik’a 7 6deme yapilir;
1.12.1994’teki kalan bor¢ P, dir. 1. yontemle:

5\7
P = 52000(1 + —) —458,9 - 5% |5 = 55110, 23 — 3293,73 = 51816,50 TL
600 600
Buradan

1994 icinde ana bor¢tan édenen = 52000 — 51816, 50 = 183,50 TL

1994 iginde denen faiz — 7 - 458,9 — 183,50 = 3212, 30 — 183, 50 — [ 3028, 80 TL.

Yani yedi ayda 6denen 3212, 30 TL'nin yalnizca 183, 50 TL’si borcu azaltmugtir; geri kalani faizdir.
Tablo. Son ii¢ satir1 yazabilmek icin 345. 6demeden sonraki kalan borca ihtiyacimiz var:

345
Py = 52000(1 + @) —458,9 - 355 | 5 = 1330,41 TL

Odeme say1s1 Periyodik 6de- Odemenin faiz Odemenin borg Kalan borc
me kismu kismi

52000, 00

1 458, 9 433,33 25,57 51974, 43

2 458, 9 433,12 25,78 51948, 65

3 458, 9 432,91 25,99 51922, 66

345 458,9 1330, 41

346 458, 9 11,09 447,81 882,60

347 458, 9 7,36 451,54 431,06

348 434, 65* 3,59 431,06 0,00

* Son 6deme yuvarlamadan kaynaklanan hatay: gidermek i¢in yeniden diizenlenmistir.
Tablonun iki ucu arasindaki fark ¢arpicidir: 1. 6demede 458, 9 TL’nin 433, 33 TLsi faize giderken, 346.
6demede yalnizca 11, 09 TL’si faize gider. Kalan borcun zamana gére nasil eridigini gorelim:

TL

7 yil sonra hala 47.735 TL

50000
yar1 yolda 39.049 TL
40000
30000

20000

10000

0
0 58 116 174 232 290 348

Sekil 6.6: Uzun vadeli kredide kalan bor¢ dogrusal azalmaz: ilk yillarda taksitin neredeyse tamami
faize gittigi icin bor¢ ¢cok yavas erir, sona dogru hizlanir. Kesikli ¢izgi, borg esit hizda azalsaydi izleyecegi
yoldur.
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Alistirmalar

Alistirma 6.1 (ki Yillikk Amortisman Tablosu). 40000 TL'lik bir bor¢ j, = %4 oranindan 2 yilda
iic aylik esit R 6demeleri ile amorti edilecektir. ilk 6deme ii¢ ay sonra yapilacagina gére a) Periyodik R
6demesini bulunuz, b) Son 6demeyi bulunuz, ¢) Amortisman tablosunu olugturunuz.

Coziim.
A =40000,i =22 =0,01,n=2-4=8
a)
1—(1,01)"8 —

b) ilk 7 6deme tam, 8. deme X olsun:

40000 = 5227,61 - a7 | g o1 + X(1,01)"® = 5227,61 - 6,728195 + X - 0,923483

4827, 61
40000 = 35172,30 + X -0,923483 = X — 02,61 _ 522762 TL

0,923483
¢) Amortisman tablosu.
Odeme saysi Periyodik 6de- Odemenin faiz Odemenin borc Kalan borg
me kismu kismu

40000, 00

1 5227,61 400, 00 4827, 61 35172, 39

2 5227,61 351,72 4875, 89 30296, 50

3 5227,61 302,97 4924, 64 25371, 86

4 5227,61 253,72 4973, 89 20397, 97

5 5227,61 203, 98 5023, 63 15374, 34

6 5227,61 153,74 5073, 87 10300,47

7 5227,61 103,00 5124,61 5175, 86

8 5227,62* 51,76 5175, 86 0,00

* Son 6deme yuvarlamadan kaynaklanan hatay: gidermek i¢in yeniden diizenlenmistir.

Vade kisa ve oran diisiik oldugu icin taksitin bityiik kismi en bastan itibaren anaparaya gitmistir; Ornek
6.3'ndeki 29 yillik kredinin tam tersi bir tablo.

]

Alistirma 6.2 (Alt1 Yillik Konut Kredisi). 1.12.2004’te 120000 TL’ye bir ev satin alinsin. Borg j;, =
%12 oranindan 6 yilda 6denecek sekilde anlagma yapilsin. Borg aylik esit taksitlerle 6denecek olup ilk
taksit 1.1.2005te 6denecek olsun. Bu durumda a) Periyodik R 6demesini bulunuz, b) P4 ve Fjg deger-
lerini bulunuz, ¢) 2008 y1ili icinde 6denen toplam faiz ve ana bor¢tan diisen toplam miktar: bulunuz, d)
Amortisman tablosunun ilk ii¢ ve son {i¢ satirini olusturunuz.

Cozim.
A =120000,i = %2 =0,01,n =612 =T72.
a)
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6.4 Aligstirmalar 81

1—(1,01)"72
0,01

R = 2346,02 TL

120000 = R - =R-51,150391 =

b) ilk taksit 1.1.2005’te 6dendigine gore 36. 6deme 1.12.2007°de, 48. 6deme 1.12.2008’de yapilir. 1.
yontemle:

Py = 120000(1, 01)°6 — 2346, 02 - s35 ¢ o, = 171692, 25 — 101059, 22 — [ 10633, 03 T
Py = 120000(1, 01)45 — 2346, 02 - 555, oo, — 193467, 13 — 143629, 46 — (49337, 67 TL

c) 2008 yili, 37. 6demeden 48. 6demeye kadar olan 12 taksidi kapsar. Ana bor¢tan diigen miktar iki

kalan borcun farkidir:
Py — Py = 70633,03 — 49837, 67 = | 20795, 36 TL

Bir yilda 6denen toplam tutar 12 - 2346, 02 = 28152, 24 TL olduguna gore faiz kismi

28152, 24 — 20795, 36 — | (520,88 TL

d) Amortisman tablosu (ilk ii¢ ve son ii¢ satir). Son satirlar icin 69. 6demeden sonraki kalan borg
gerekir:

Py = 120000(1,01)5% — 2346,02 - s55 0,01 = 238427,33 — 231527,41 = 6899,92 TL

Odeme say1s1 Periyodik 6de- Odemenin faiz Odemenin borc Kalan bor¢
me kismu kismu

120000, 00

1 2346, 02 1200, 00 1146, 02 118853, 98

2 2346, 02 1188, 54 1157, 48 117696, 50

3 2346, 02 1176, 96 1169, 06 116527, 44

69 2346, 02 6899, 92

70 2346,02 69,00 2277,02 4622, 90

71 2346, 02 46,23 2299,79 2323,11

72 2346, 34* 23,23 2323,11 0,00

* Son 6deme yuvarlamadan kaynaklanan hatay: gidermek i¢in yeniden diizenlenmistir.
|
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7.1

7.2

7. Tahviller

Tahvil, bir kurumun “su tarihte su kadar 6deyecegim” taahhtdiint kagida dékmiig halidir. Yatirimer
acisindan bakinca ise iki tanidik parcanin toplamidir: diizenli kupon 6demelerinden olusan bir aniiite
ve vadede alinacak tek bir tutar. Bu yuzden tahvil fiyatlamasi, elimizdeki iki formiiliin toplanmasindan
ibarettir.

Zor olan kisim matematik degil, hangi sayinin hangi harfe kargilik geldigini sagirmamaktir: nominal deger,
kupon orani, getiri orani ve vade degeri sik sik birbirine karistirilir. Boliimiin ikinci yarisinda da ters
soruyu ele aliyoruz: fiyat belliyken yatirimcinin eline gecen getiri orani nedir?

Tahvil Nedir?

Tanim 7.1 (Tahvil). Devletin ya da 6zel sektor sirketlerinin borclanarak orta ve uzun vadeli fon
saglamak tizere ¢ikarttiklar: borg senetlerine tahvil denir.

Devlet tahvili, 6zel sektor tahvili, giivenceli, giivencesiz, kuponsuz, kuponlu, dévize endeksli tahviller gibi
cesitleri vardir. Tahvilin vadesi 1 yildan az olmamak tizere serbestge belirlenebilir.

Tahvil sahibi, tahvili ¢cikaran kurulusun uzun vadeli alacaklisidir; alacagindan bagka hi¢bir hakka sahip
degildir. Sirketin yonetimine katilamaz, herhangi bir ortaklik hakk: yoktur. Buna karsilik sirketin briit
kérmdan 6nce tahvil sahiplerinin faizleri 6denir. Tahvil sahibi ile sirket arasindaki hukuki iligki vade
sonunda sona erer. Tahvil sahibi tahvili ¢ikaran sirketin kar-zarar riskine katilmaz; sirket zarar etse de
giinii gelince belli miktardaki anapara ve faizini alir.

Tahvil bir bor¢ senedi olduguna gore, borcun anapara ve faizleri gerektiginde yarg: yoluna basvurarak
tahsil edilebilir. Sirketin iflas1 veya tasfiyesi hélinde de, tasfiyede 6nce bor¢lar 6dendigi i¢in, tahvil sahip-
leri sirket ortaklarindan (hisse senedi sahiplerinden) 6nce alacaklarin alirlar. Tahvilin anapara alacaklar:
icin zaman asimi vadesinden veya en son kupon vadesinden itibaren 10 yildir; faiz alacaklarinda ise
zaman asimi 5 yildir.

Notasyon
Tanim 7.2 (Tahvil Notasyonu).

Simge Anlami

F Nominal deger: tahvilin {izerinde yazan
degerdir; vadesinde yatinmcinin eline ge-
cecek olan para miktaridir, sabittir, degis-
mez

r Kuponlu tahvillerde kupon orani; nominal
deger izerinden ytizde olarak belirlenir

F.r Kupon 6demesi: tahvil sahibinin elde etti-
gi faiz getirileridir; yilda bir veya iki kez
6denir

i Tahvilin donem basina diigen faiz (getiri)
orani

P Thrac degeri, satis degeri; i getiri oranini
garanti eden ilk satis fiyati
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Simge Anlami

C Vade degeri: vadesinde tahvil sahibine geri
ddenecek (itfa edilecek) degerdir; ayrica be-
lirtilmemigse F' degerine esittir

n Faiz 6demesi yapilan toplam dénem sayis1

Tahvilin fiyati ile nominal degeri arasindaki iliskiye gore ti¢ durum adlandirilir:

« P > F ise tahvil primli ihra¢ edilmistir denir.
« P = F ise tahvile basabas tahvil denir.
« P < F ise tahvil iskontolu ihra¢ edilmistir denir.

| Kupon orant ile getiri orani ayni sey degildir

r kupon orani, ne kadar 6denecegini belirler ve nominal deger {izerinden sabittir. ¢ getiri orani ise
piyasanin o giin istedigi orandir ve fiyati belirler. Ikisi esitse tahvil basabag satilir; r > i ise tahvil
primli, » < ¢ ise iskontolu satilir.

Ihra¢ Fiyatinin Bulunmas:

Onerme 7.1 (Kuponlu Bir Tahvilin Thrag¢ Fiyat1). Dénem basina i getiri orani isteyen bir yatirimct icin
tahvilin ihrag fiyati

P=—F.r. (%)7%*(1“)"=F.r.an|i+0(1+i)n

olur.

ispat.
Tahvilin yatinmciya sagladigi nakit akisi iki par¢adan olusur:

.y
-
ry
-
]
=
]
]
]
=
+
O

-
B ——
=
|
[\
=
|
—_
=

!
1
0

!

P = ihrac fiyat1

Sekil 7.1: Tahvil iki par¢adan olusur: her donem ddenen Fr kupon aniiitesi ve vadede 6denen C vade degeri.
Ihrag fiyati, bu iki parcanmin istenen i getiri oranindan bugiine tasinmis toplamidur.

1. Her donem sonunda alinan F - r kupon édemesi. Bunlar n 6demelik normal bir aniiitedir; bugiinkii
degeri F' -1 - a | ;'dir (Onerme 4.2).

2. Vadede alinan C vade degeri. Bu tek 6demenin bugiinkii degeri C'(1 + )™ 'dir.

Fiyat, bu iki bugiinkii degerin toplamidir; ¢iinkii yatirimcei bugtin 6dedigi tutar karsiliginda tam olarak bu
akigst satin alwr.
]
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7.3 Thrag Fiyatinin Bulunmast 85

Ornek 7.1 (Primli Bir Tahvilin Fiyat1). j, = %12 kupon 6demeli 1000 TL’lik bir tahvil, 10 y1l sonunda
iizerindeki degerinden itfa edilecektir (geri 6denecektir). Bu tahvilin j, = %10 oraninda faiz getirmesi
i¢in ihrag fiyati ne olmalidir?

Cozim.
“Uzerindeki degerinden itfa” dendigine gére C = F = 1000 TL’dir. Kupon yilda iki kez 6dendiginden
dénem 6 aydir:

r:¥=0,06 = F.r=1000-0,06 =60 TL,

i:O’—210:O,05, n=2-10 = 20.

P = Fr-ay;| 05 + C(1,05)72° = 60 - 12, 462210 + 1000 - 0, 376889

P = 747,73 + 376,89 — | 1124, 62 TL

P > F oldugundan tahvil primli ihrag edilmistir. Bu beklenen sonuctur: kupon orani (%12) piyasanin
istedigi getiriden (%10) yiiksek oldugu icin tahvil nominal degerinin tizerinde alict bulur.
|

Ornek 7.2 (Vade Degeri Nominalden Farkli Tahvil). j, = %10, 50 kupon 6demeli 5000 TL’lik bir
tahvil 1 Ekim 2002’de 1, 03 katindan itfa edilecektir. j, = %9, 5 oraninda getiri elde etmek i¢in 1 Nisan
1995°te tahvilin alis fiyat1 ne olmalidir?

Coziim.
F = 5000 TL. Itfa nominalin 1, 03 katindan yapilacagina gore

C =5000-1,03 =5150TL .

0, 1050 _0,0950
r=—- = —-

=0,0525 = F-r=5000-0,0525= 262,50 TL, = 0,0475.

Donem sayist: 1 Nisan 1995 ile 1 Ekim 2002 aras1 7 yil 6 ay, yani 7,5 yildir; alt1 ayda bir 6deme
yapildigindan

n="7,5-2=15.

262,50 262,50 s 262,50 262,5@62,50 + 5150
: : ; : e
0 1 2 13 14 15
1.4.1995 1.10.1995 1.4.1996 1.10.2001 1.4.2002 1.10.2002
P =5338,71TL

Sekil 7.2: 1.4.1995 ile 1.10.2002 aras1 7,5 yil, yani alt1 ayda bir 6demeyle 15 dénemdir. Kupon 5000 -
0,0525 = 262,50 TL, vade degeri ise nominalin 1,03 kat1 olan 5150 TL’dir.

P = 262,50 - ag5 | g 0475 + 5150 - (1,0475) 715 = 262,50 - 10, 557306 + 5150 - 0, 498528
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P = 2771,29 + 2567, 42 — [ 2338, 71 TL

Ornek 7.3 (Erken itfa Secenegi Olan Tahvil). j, = %13 kuponlu 2000 TL'lik bir tahvil 20 yil sonra
tizerindeki fiyattan 6denecektir. Bu tahvil istenirse 15 yil sonra %5 primle itfa edilebilir olduguna gore
her iki segenekte de tahvilin j, = %16 faiz getirebilmesi i¢in ihrag fiyatlari ne olmalidir?

Coziim.

Kuponlar alt1 ayda bir 6dendigi halde getiri orani ti¢ aylik verilmis: 6nce denk alti1 aylik orami
bulmaliy1z.

|2 o4 4
1
(1+J—2) = (1+]—4) = (1+i)?= (1+M) = (1,04)*
2 4 4
1+i=(1,04)2=1,0816 = ¢=0,0816
Kupon 6demesi her iki segenekte de aynidir:

r:(]’zﬁzo,OGS = F.r=2000-0,065=130TL .

a) Vadeye kadar tutulursa. C = F = 2000 TLve n = 2 - 20 = 40:

P, =130 - agg | o 0816 + 2000(1,0816) 40 = 130 - 11, 723231 + 2000 - 0, 043384

P, = 1524,02 + 86,77 = 1610,79 TL

b) 15 yi1l sonra %5 primle itfa edilirse. C = 2000(1 + 0,05) = 2100 TL ve n = 2 - 15 = 30:
Py = 130 - agg | g gs16 + 2100(1,0816) 730 = 130 - 11,089946 + 2100 - 0, 095060

P, = 1441, 69 + 199, 63 = [ 1641,32 TL

1 Hangisi gecerli olur?

Iki fiyat farklidir (B, > P,); yani erken itfa secenegi tahvili yatirimci igin daha degerli kilar.
Ihra¢ eden taraf secenegi kendi lehine kullanacag: icin, ihtiyath yatirimer diisiik olan fiyattan,
yani 1610, 79 TL’den alim yapmay1 tercih eder; béylece hangi senaryo gerceklesirse gerceklessin
istedigi getiriyi garanti eder.

Getiri Orani ve Ortalama Metodu

Yukarida getiri oramn verilip fiyat soruluyordu. Piyasada ise durum ¢ogunlukla terstir: fiyat bellidir (tahvil
o fiyattan alinip satilmaktadir) ve yatirimer “bu fiyattan alirsam yillik ka¢ kazanirim?” diye sorar. Bu,
Bolim 5.2'da aniiiteler i¢in karsilagtigimiz sorunun aynisidir: ¢ hem tistte hem paydada gectigi icin cebirsel
olarak cekilemez. Coztim de aynidir — dnce kaba bir tahmin, sonra dogrusal yaklagim.
Tanim 7.3 (Ortalama Metodu). Aranan ¢ orani yaklagik olarak
nF-r+C—P
n

Yo & P+C
2
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degeri olarak alinir.

© Formiil nereden geliyor?

Pay ve payda ayr1 ayr1 okununca formiil kendini agiklar:

« Pay: n - F'r vade boyunca alinacak biitiin kuponlarin toplami, C' — P ise alig fiyati ile vade degeri
arasindaki kazang (ya da kayip). Ikisinin toplami toplam kazanctir; n’e béliiniince donem basina
ortalama kazang elde edilir.

» Payda: Yatirimcinin parasi basta P, sonda C’dir; ikisinin ortalamasi P%C ortalama bagli serma-
yedir.

Oran = ortalama kazan¢ + ortalama sermaye. Bu yalnizca bir tahmindir, ¢iinkii paranin zaman
degerini yok sayar.

7.5 Interpolasyon Metodu

Ortalama metodu ile bulunan %, baslangic degeri kullanilarak, aralarinda %1 fark olan iki oran segilir, bu
oranlardan tahvilin fiyat: hesaplanir ve dogrusal interpolasyon yapilir.

P(TL)
1080
1040

1000

960 f—————f

j» = %13,78
920

%12 %13 %14 %15
Sekil 7.3: Tahvilin fiyati ile getirisi ters yonli hareket eder: oran biiytidiikce fiyat diser. Egri hafifce

bitkiimlii oldugu icin, %1 araliktaki iki nokta bir dogru ile birlestirilip aranan fiyata karsilik gelen oran
okunur.

| Fiyat ve getiri ters yonliidiir

Getiri orani burytidiikce tahvilin fiyat: diiser; ¢ciinkii ayni nakit akis: daha yiiksek oranla iskonto edilir.
Bu yiizden interpolasyon tablosunda fiyat stitunu azalan, oran siitunu artan sirada yazilir. Aranan
fiyat iki hesaplanan fiyatin arasinda degilse aralik kaydirilmalidur.

Ornek 7.4 (Alim--Satimdan Elde Edilen Getiri). Bir sirketin 1000 TL degerindeki bir tahvilinin
kuponlar1 j, = %12, 50 oraninda faiz vermektedir. Tahvil 1.9.2003’te iizerindeki degerden 6denecektir.
1.9.1987°de bir yatirime1 bu tahvili nominal degerinin 0, 96’sina satin alir ve 1.9.1995’te 1, 06 katina satar.
Bu alim satim isinde yatirimcinin elde ettigi j, faiz oranini interpolasyon metodu ile bulunuz.

Coziim.
Yatirimcinin nakit akisini kuralim. F' = 1000 TL ve

12
T:(”_ZE’O:o,oes% = F.r—62,5TL.
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88 Bolium 7. Tahviller

Alig fiyati P = 1000 - 0,96 = 960 TL, satis tarihinde eline gecen tutar ise C' = 1000 - 1,06 = 1060
TL’dir. 1.9.1987 ile 1.9.1995 aras1 8 y1l oldugundan

n=28-2=16do6nem .

C =1060

P =960 6. 2,5 ce 62,5
| | | ! | >
T T T T T »
0 2 16 17 32
1.9.1987 1.9.1995 1.9.2003

yatirime 16. donemde satiyor: kalan kuponlar onu ilgilendirmez

Sekil 7.4: Yatirimer tahvili 1.9.1987'de 960 TL’ye alip 1.9.1995’te 1060 TL’ye satiyor. Onun i¢in nakit
akis1 16 kupon ile satis tutarindan ibarettir; bu akis1 960 TL’ye esitleyen oran, elde ettigi getiridir.

1 2003 tarihi neden kullanilmadi?

Tahvilin vadesi 1.9.2003’tiir ama bu yatirnmci onu 1.9.1995’te satmaktadir. Onun icin nakit
akis1 16 kupon ile satis tutarindan ibarettir; 1995 sonrasindaki kuponlar tahvili satin alan kisiyi
ilgilendirir. Bu yiizden C, vade degeri degil satis degeridir.

Adim 1: Baslangi¢c tahmini (ortalama metodu).

16-62,5+1060-960  1000+100
16 16 _ 08,75

0~ i T 1010 1010
2

= 0,06806930

jo =2-iy = 0,1361386 ~ 0, 1361

Demek ki %13 ile %14 arasina bakacagiz.
Adim 2: Araligin uclarinda fiyati hesapla.
Jjo =10,13i¢in ¢ = 0, 065:

P = 62,5 ag5 | 9,065 + 1060(1,065) 6 = 62,5 - 9, 767764 + 1060 - 0, 365095 = 997,49 TL
jp = 0,14 icin i = 0,07:
P =62,5- agg | o7 + 1060(1,07) 16 = 62,5 - 9,446649 + 1060 - 0, 338735 = 949,47 TL

Aranan 960 TL bu iki fiyatin arasindadir (949,47 < 960 < 997, 49); aralik dogrudur.
Adim 3: interpolasyon.

P g,
997,49 0,13

960  j,
949 47 0,14

j,—0,13  960—997,49  —37,49
0,01 949,47 —997,49  —48,02

jp = 0,1340,01-0,780716 = 0,137807 = [|J2~ 713,78

=0,780716
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7.5 Interpolasyon Metodu 89

7.6 Alistirmalar

Alistirma 7.1 (Kuponsuz Tahvilin Fiyati). 2000 TL’lik bir tahvil, 5 y1l sonunda iizerindeki degerinden
itfa edilecektir. Bu tahvilin j, = %12 faiz getirisi i¢in ihrag fiyati ne olmalidir?

Coziim.

Soruda bir kupon orani verilmedigine gore tahvil kuponsuzdur: F' - r = 0’dir. Vade degeri nominale
esittir, C' = F = 2000 TL.

. 0,12
Z:TZO,OG, n=2>5-2=10.

Fiyat formiliinde kupon terimi diistiigi icin geriye tek 6demenin bugiinkii degeri kalir:

P =C(1+14)™ = 2000(1,06)~1° = 2000 - 0, 558395 = 1116,79 TL

Kuponsuz tahvil daima iskontolu satilir (P < F'); yatinmcinin tek kazanci alis fiyati ile vade degeri
arasmndaki farktir.
]

Alistirma 7.2 (Primli itfa Edilecek Tahvilin Fiyat1). j, = %16 kuponlu 1000 TL’lik bir tahvil 10
yil sonra %5 primle itfa edilebilir olduguna gore tahvilin j, = %10 faiz getirebilmesi i¢in ihrag fiyati ne

olmalidir?
Cozim.
F = 1000 TL ve
1
r:¥:0,08 = F.r=80TL,
. 0,10
C =1000(1 + 0,05) = 1050 TL, 22720,05, n=2-10 = 20.

P =80 agg | 05 + 1050(1,05)~2° = 80 - 12, 462210 + 1050 - 0, 376889

P =996,98 + 395,73 = 1392,71 TL

Tahvil hem yiiksek kuponlu (%16 karsisinda %10 getiri beklentisi) hem de primli itfa edildigi icin
nominalin ¢ok tizerinde bir fiyata satilmaktadur.
|

Alistirma 7.3 (Bagsabas Alinan Tahvilin Getirisi). j, = %10 kuponlu 1500 TL’lik bagabas bir tahvil,
3 yil sonunda 1, 2 katina itfa edilecektir. Buna gére yatirimcinin elde ettigi j, faiz oranini interpolasyon
metodu ile bulunuz.

Cozim.
“Bagabas” alindigina gére P = F' = 1500 TL’dir. Ayrica
0,10
r=T=0,05 = F.r=75TL, C =1500-1,2=1800TL, n=3-2=6.

Adim 1: Ortalama metodu.
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90 Bolium 7. Tahviller

6-754+1800—1500 4504300
0 t 125

iU% 1500+1800 - 1650 = 1650
2

=0,075758

jo = 2-ig = 0,151515 ~ %15, 15

Aranan oran %15 ile %16 arasindadir.
Adim 2: Uglardaki fiyatlar.
Jjo=0,151i¢in ¢ = 0,075:

B =175-ag 0075 + 1800(1,075)75 = 75 - 4,693846 + 1800 - 0, 647962 = 352,04 + 1166, 33 = 1518, 37 TL
Jjo =0,16 i¢cin ¢ = 0, 08:
P =175-ag 05+ 1800(1, 08)~6 = 75 - 4,622880 + 1800 - 0, 630170 = 346,72 + 1134, 31 = 1481,02 TL

Aranan 1500 TL bu ikisinin arasindadir.
Adim 3: Interpolasyon.

P g,
1518,37 0,15
1500  j,
1481,02 0,16
j,—0,15 1500 —1518,37  —18,37
= = =0,491834
0,01 1481,02 — 1518,37 —37,35

jy = 0,154 0,01-0,491834 — 0, 154918 = [J2~ 715,49

Getirinin kupon oranindan (%10) yiiksek ¢ikmasi, vadede nominalin 1, 2 katinin 6denmesindendir.
|
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8.1

8.2

8. Hayat Aniiiteleri ve Hayat Sigortalar1

Simdiye kadarki biitiin 6demeler kesindi: taksit tarihi geldiginde 6deme yapilirdi. Sigortacilikta ise
6demenin yapilip yapilmayacag bir olaya baglidir — kisinin o tarihte hayatta olup olmamasina. Boyle
6demelerin degerini bulurken paranin zaman degerine bir carpan daha eklenir: olasilik.

Béliim ii¢ adimda ilerler. Once o olasiliklarin nereden geldigini, yani hayat tablosunu tanitip en basit
drtint, “yasarsan alirsin” bi¢imindeki tek 6demeyi fiyatliyoruz. Sonra bunu bir diziye g¢evirip hayat
aniiitelerine geciyoruz; emekli maasinin matematiksel modeli budur. En sonda da tersini, yani “cliirsen
varislerin alir” diyen hayat sigortalarini ele aliyoruz.

Hayat Tablolar:

Tanim 8.1 (Hayat Aniiitesi). Hayat aniiiteleri, toplu veya belirli siireler icinde yapilan primlere
karsilik, sigortalinin yagamasi halinde hemen veya belli bir siire sonra baslayan; sigortali, sigorta ettiren
veya belirli sartlar dahilinde lehdarlarina 6miir boyu veya belirli siireler i¢in yapilan diizenli 6demelerdir.

Hesaplamalar i¢in hayat (6liim) tablosuna ihtiya¢ vardir.

Tanim 8.2 (Hayat Tablosu ve Notasyonu). Buyik bir popiilasyondaki gézlenen 6liim sayilarinin
tutuldugu kayitlara hayat tablolar1 denir. Notasyon soyledir:

Simge Anlami
x yas
l, x yasina erigenlerin sayist
d, x yasinda 6lenlerin sayisi (yani x ile x + 1

arasinda 6lenlerin sayisi)

q 2 yasindaki birinin 1 yil icinde 6Ime olasilig1

nda x yagindaki birinin n yil icinde 6lme olasi-
l1g1

Dy x yasindaki birinin en az 1 y1l yasama olasi-
Lign

nDa x yasindaki birinin en az n yil yagsama olasi-
Lig1

Uyari

Dersimizde kisilerin 100 yasina erisemedikleri kabul edilmektedir; yani £;,, = 0’dir. Bu kabul, ileride
kargimiza ¢ikacak “sonsuz” toplamlarin aslinda sonlu olmasin saglar.

Gerekli Formuiiller

Onerme 8.1 (Hayat Tablosu Bagintilari).

d;v = gm “dz> Eerl = g:v - dm = dz = g;v - €z+1
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Z:H—l €z+n
Py = T’ nPz = T
l £, — /¢ L l,— /¢
=1— =1— z+1 _ z+1 —1_ —1— z+n _ "z x+n

Ispat.
Biitiin formiiller tek bir fikirden cikar: olasilik = uygun durum sayisi / titm durum sayisi

1 yil sonra
. . Py =101/t o
£ kisi X xel X £, kisi
X yasina erisenler x+1 yasina erisenler
T Tttt Tt T \I
1 s
p +q =1 qx=dX/€X: d, kisi ]
1 x yasinda o6lenler :
'
L ’

Sekil 8.1: Hayat tablosu bir kusagu izler: x yasina erigen ¢, kisiden dy tanesi o yil i¢cinde 6liir, kalan £,
kisi bir sonraki yasa gecer. Biitiin olasiliklar bu iki sayinin ¢,’e oranidur.

x yasina erisen £, kisiyi diisiinelim. Bunlardan £, tanesi x 4+ n yasina da erisir; dolayistyla rastgele
. NP . L 57 o1s

segilen birinin n yil daha yasama olasiligi = "dir.n = 1 alinirsa p,, elde edilir.

x yasindaki biri ya en az n yil yasar ya da bu siire icinde 6liir; iki olay birbirinin tiimleyeni oldugundan

olasiliklar: toplami 1°dir. Buradan ,,q,, = 1 — ,,p,. ¢ikar. Son olarak x ile x + 1 arasinda élenlerin sayis,

x

x yasina erisenlerden x + 1 yasina erismeyenler kadardir: d,, = £, — € ;; olasilifa ¢evrilirse q,, = ‘Z—,

yanid, = {,q, bulunur.
]

Q Bilesik olasiliklarda sadelesme

“x yasindaki biri  + n ile x + m yaglar1 arasinda 6liir” tipindeki olasiliklar iki ¢carpanin ¢arpimidir:
once x + n yasina erismek, sonra o yastan itibaren m — n yil icinde 6lmek:

L 4

nPz * m-ndz+n = 12%” ' ¢

x z+n

z+n éz-!—m gz-kn _ Zz+m

- 7

T

Goruldug gibi ara terim sadelesir; sonucta yalnizca iki uctaki sayilar kalir. Bu sadelesmeyi hatir-
lamak, uzun hesaplardan kurtarir.

Bu boliimde kullanilan tablo degerleri

Tam hayat tablosu 0 yasindan 99 yasina kadar yiiz satirdir. Asagida yalmizca buradaki 6rnek ve aligtirma-
larda gecen /¢, degerleri verilmistir; kadinlar ve erkekler i¢in ayr tablolar kullanildigina dikkat edin.
Kadinlar

T 20 21 22 45 47 50 60 65 70 71 72
£, 98208219810509980001294092449340119921913086038018134022744881672841237107629
Erkekler
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8.2 Gerekli Formiiller 93

z 30 40 50 65 70 75 76 95 96 97 98 99 100
£, 9579998377228966618329746274164898904584446146721 98309 60504 31450 10757 0

Ornek 8.1 (Yasama ve Olme Olasiliklar1). 20 yasindaki bir kadinin a) 45 yasina erisebilmesinin, b)
60 yasindan 6nce 6lmesinin, ¢) 50 ile 65 yas arasinda 6lmesinin, d) 70 yasinda 6lmesinin olasiliklarim
bulunuz.

Coziim.
a) 45 — 20 = 25 yil yasama olasilig1:

b, = Las _ 9409244 [0,958091385
25207 Uy 9820821

b) 60 — 20 = 40 y1l icinde 6lme olasilig1:

lyg — Lgp 9820821 — 8603801 1217020 (0, 123922429
by 9820821 9820821

40920 =

c) Once 50 yagina erisecek (30 yil), sonra 15 yil icinde dlecek:

_lsg lso—Lgs 5o —Lgs 9219130 — 8134022 [0, 110490558
30P20 " 15950 = 7T 0 = ] = 0820821 =
20 50 20

d) Once 70 yasina erisecek (50 yil), sonra o yil icinde élecek:

brg lro =l _ dyo _ 164693 _ 10,016769779

50P20 * d70 = T lrg Ly 9820821

8.3 Hayatta Olma Halinde Alinacak Tek Odeme

Tanim 8.3 (Net Tek Prim). z yasindaki birine n yil sonra eger hala hayatta ise yapilacak olan 1 TL’lik
tek 6demenin iskontolu beklenen degeri (= net tek primi)

L

T

ile hesaplanur; burada ¢ = Z"dir.

‘/UR

cee 1TL
] l ] l >
T T 1 T -
X x+1 x+n-1 X+n

(bugiin)
'

LEy = iskonto x yasama olasilig1

Sekil 8.2: x yasindaki birine, n yil sonra hayatta ise 6denecek 1 TL’nin bugiinkii beklenen degeri iki
carpandan olugur: parayi geri tagiyan (1+i)"" ve 6demenin gerceklesme olasilig1 olan ,px.

Formiilii ezberlemeye gerek yok; iki ¢carpandan olusuyor:
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94 Bolim 8. Hayat Aniiiteleri ve Hayat Sigortalar1

« (14 1¢)™™ — paray1 n yil geri tagir (bildigimiz iskonto),
s b, — 6demenin ger¢eklesme olasilig1.
Odeme kesin olmadigi igin beklenen degeri, kesin bir 6demenin bugiinkii degerinden kiigiiktiir.

Ornek 8.2 (Emeklilikte Odenecek Tutarin Bugiinkii Degeri). Su an 30 yasinda olan Ahmet Bey’e
eger 65 yasina erisirse 6denecek olan 50000 TL nin iskontolu beklenen degerini j; = %10’a gore hesap-

layiniz.

Coziim.
x = 30,n = 35,7 = 0, 10 ve erkek tablosu kullanilir:
V4 7329740
car By = . 55(1,10)7%° = S .(1,10)7%°
50000 - 35 E5, = 50000 630( ,10) 50000 9579998 (1,10)

— 50000 - 0, 765109 - 0,035584 — | 1361, 29 TL

Odeme kesin olsaydi bugiinkii degeri 50000 - 0, 035584 = 1779, 20 TL olurdu; aradaki fark, 65 yasina
erisememe riskinin bedelidir.
|

Ornek 8.3 (Mezuniyet Y1l Doniimiinde Beklenen Kisi Say1s1). 1993 yilinda bir kiz kolejinden mezun
olanlardan 21 yasinda olanlar 200 kisi, 22 yasinda olanlar 300 kisi ise bu mezunlarin 50. mezuniyet yil
doniimiinde kag tanesinin hayatta olmasi beklenir?

Coziim.
Her yas grubu icin 50 yil yasama olasiligini bulup kisi sayisiyla carpalim (kadin tablosu):
Ly 7284123

=i 12980 G 749481659
s0P21 = T 9810509

Cr, 7107629

=tz DO0029 ) woso7377
s0P22 = 5 = 9800012

200 - 0,742481659 = 148,4963318

300 - 0,725267377 = 217,5802131

148, 4963318 + 217, 5802131 = 366,0765449 = | 500 kisi

Ornek 8.4 (Sarta Bagl Odeme ile Banka Mevduatinin Karsilastirilmasi). Ozge Hanim’a 47. dogum
giiniinde 100000 TL’lik miras kalir. Bu parayla, 60 yasina erigmesi halinde j, = %8 oranindan getirisi
olacak bir anlagma yapar.

a) Eger yasarsa 60 yasinda ne kadar alir?

b) Bu anlagmay1 yapmayip paray1 j, = %8 den bir bankaya yatirsaydi 60 yasinda ne kadar alirdi?

Coziim.
Hayat tablosu yillik ¢alistig1 icin 6nce j,’e denk yillik orani bulmaliy1z:
. 0,08)* 4 ,
1+d)t=1(1+ ) = (1,02)* = i=0,08243216

Siire 60 — 47 = 13 yildir ve kadin tablosu kullanilir.
a) Bugiin 6denen 100000 TL, 13 yil sonra hayatta olmast halinde almacak X tutarinin beklenen

bugiinkii degerine esittir:
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4
100000 = X - 13E,;; = X - ﬁ(l 4 0,08243216) 13
47

8603801

1 =X .
00000 9340119

- (1,08243216)~13 = X - 0,921166 - 0, 357100

N [ X =303998,18 TL |

b) Bankada 6liim-kalim sart1 yoktur; para her haliikarda birikir:

X =100000(1,08243216)'3 = 280032,82 TL

1 Fark neden bu kadar biiyiik?

Anlagma 23965, 36 TL fazla 6diiyor; ¢linkii Ozge Hanim 60 yasima erigemezse hicbir sey almaya-
cak. Sigorta sirketi, 6demeyecegi durumlarin karsiligini hayatta kalanlara dagitir. Bu farkin oram

tam olarak —— = 1,0856’°d1r, yani %8, 56.

_ 1
1aPas _ 0,021166

Omiir Boyu Hayat Aniiitesi

Yukarida tek bir sartli 6demeyi fiyatladik. Simdi bunu bir diziye ceviriyoruz: kisi yasadig: stirece her yil
Odenen tutarlar. Emekli maasinin matematiksel modeli budur.

Formiiller ilk bakista korkutucu gériiniir, ¢linki iclerinde sonsuza giden toplam sembolii vardir. Ama iki
gozlem her seyi basitlestirir:

1. Toplamdaki her terim, tanidik iki ¢carpanin ¢arpimidir: iskonto x yasama olasilig.
2. Kimse 100 yasina erisemedigi icin (¢;,, = 0) toplam aslinda sonludur; belli bir terimden sonra hepsi
sifirdur.

Bu yiizden her formiilii 6nce toplam semboliiyle yazacak, hemen ardindan terim terim acacagiz.

Tanim 8.4 (Omiir Boyu Ertelenmis Hayat Aniiitesi). z yasindaki birisine k yil sonra baglamak iizere
omir boyu (= yasadigi siirece) her yil 6denecek 1 TL’lik 6demelerin beklenen iskontolu degeri (= net tek
primi):

i) Ilk 6deme k yil sonra yil sonunda yapilirsa:

o)
14
1ogia, =14 By 41 B, + = Z(l +§)~(k+D) %’Ht
t=1 x
ii) Ilk 6deme k y1l sonra yil basinda yapilirsa:
N (kt) Lothre
1 G, = 1+ g)(kt+t) ZZEh4?
| ;< ) ‘.
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ilk 8deme (k+1). yilin sonunda: | |a

X x+1 x+k x+k+1 99 100

ilk 6deme k. y1ilin baginda:  |a_

1 1
l |
1 1

—_ =

X x+1 x+k x+k+1 99 100

Sekil 8.3: Omiir boyu ertelenmis hayat aniiitesinin iki bi¢imi. Aradaki tek fark k. yilda bir 6deme olup
olmadigidir: é biciminde toplam ¢ = 0’dan, a biciminde ¢ = 1’den baslar. Odemeler 100 yasindan énce biter,
clinkii kimsenin 100 yasina erigsmedigi kabul edilmektedir.

Toplam1 acalim

Iki formiil arasmdaki tek fark, toplamin ¢ = 1’den mi yoksa ¢ = 0’dan mi1 basladigidir. Yal bag biciminde
(@) k. y1lda da bir 6deme vardir; y1l sonu bigiminde (a) ilk 6deme (k 4 1). yildadur.
@ bicimini agik yazalim:

15 /¢ /
K |Gy = (1+ i)—kﬂz_Jrk +(1+ i)—(k+1)%’“+1 +(1+ i)_(k”)%’”z .

x x x

t=0 t=1 t=2

Her terim tek bir yila aittir ve iki ¢arpandan olusur:

(1 4 Z‘)f(kth) X €w+k+t
— 4,

o yila ait iskonto —_—

o yilda hayatta olma olasilig

| Toplam nerede biter?

Payda gecen £, .., * + k + t yasina erisenlerin sayisidir. £,,, = 0 olduguna gére x + k 4+t > 100
olan biitiin terimler sifirdir. Dolayisiyla toplam, z + k + t = 99 olan terimde biter: yazilacak terim
say1sl

99— (z+k)+1 tanedir (y1l bagi bigiminde).

Sonsuz sembolil, formiilii genel yazabilmek icindir; hesapta hi¢bir zaman sonsuz terim toplanmaz.
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Ornek 8.5 (Doksan Bes Yasindan Sonra Omiir Boyu Aniiite). 70 yasindaki bir erkege 95. yagindan
baglamak {izere émiir boyu her yil 6denecek 1000 TL’lik hayat aniiitesinin j;, = %8’den net tek primini
bulunuz.

Cozim.
x = 70, ilk 6deme 95 yasinda yapilacagindan k = 95 — 70 = 25; 6demeler yil basinda yapildig: icin
@ bicimi kullanilir ve ¢ = 0, 08°dir.

> ¢
1000 - 55 jéizg = 1000 > (1,08)~(25+1) S5+
t=0 670

Toplam kag¢ terim? 70 + 25 4+ ¢ < 99 olmali, yani ¢ < 4. Demek ki yalnizca bes terim vardir:
95,96, 97,98, 99 yaslar.
1000

=7 [ (1,08) %545 4 (1,08)04yg 4 (1,08) 7Ly, + (1,08) 2 Lyg + (1,08) 24y,
70

Degerleri yerine koyalim (£, = 6274160, erkek tablosu):

t  Yas oy (1,08)7(25+1) Carpim
0 95 146721 0,14601790  21423,8930

1 96 98309  0,13520176 13291, 5502
2 97 60504  0,12518682 7574,3033
3 98 31450  0,11591372 3645, 4865
4 99 10757  0,10732752 1154, 5221

Toplam 47089, 75512

1000
1000 - g5 iy = o= - 47089, 75512 = [ 51 TL

6274160
kisi

. 146.721 I:l ¢ : hayatta olan kisi sayis1

150 bin O koyu: (1,08)_t ile iskonto edilmisi
98.309
100 bin
60.504
50 bin 31.450
10.757
. — .
0 bin yas
95 96 97 98 99

Sekil 8.4: Omiir boyu aniiitenin sonsuz toplami aslinda bes terimden ibarettir: 95, 96, 97, 98 ve 99
yaslarinda hayatta olan kisi sayilar1. Koyu kisimlar ayni sayilarin 25-29 yil geri iskonto edilmig halidir
— uzaktaki 6demelerin katkis1 bu yiizden ¢ok kiigiiktiir.
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98 Bolim 8. Hayat Aniiiteleri ve Hayat Sigortalar1

1 Neden bu kadar kiiciik?

Sonug sasirtict derecede diisiiktiir: yilda 1000 TL 6deyecek bir aniiite i¢in bugiin yalnizca 7,51 TL
isteniyor. Iki sebep birlikte ¢alisir: 70 yasindaki bir erkegin 95 yasma erisme olasilig 6124764712610 =
0,0234, yani yaklasik %2, 3’tur; tstelik 6demeler 25-29 yil uzakta oldugu icin %8den iskonto

edilince yedide birine iner.

8.5 Gecici Hayat Aniiitesi

Omiir boyu degil de belli bir siire 6deme yapiliyorsa aniiite gegicidir.
Tanim 8.5 (Geg¢ici Hayat Aniiitesi). i) z yasindaki birine n yil boyunca her yilin sonunda 6denecek
1 TL’lik 6demelerin net tek primi:

n
ot by
l'am:ﬁ\:;<1+l) tﬁ

ii) x yasindaki birine n yil boyunca her yilin basinda 6denecek 1 TL’lik 6demelerin net tek primi:

. ot b
L Apm | = Z(l + 1) ‘ €+t
=0 z

yil sonlarinda n 6deme: a_.

v

X x+1 X+2 xX+n-1 X+n

yil baglarinda n 6deme: 4_.

PR SR

x+1 X+2 x+n-1 X+n

Sekil 8.5: Gegici hayat aniiitesinde 6demeler n yilla sinirhdir. Y1l sonu bigiminde ilk 6deme x+1 yasinda,
yil bag1 biciminde ise hemen x yasinda yapilir; ikincisinde ilk 6deme kesin oldugu i¢in ne iskonto edilir
ne de olasilikla ¢arpilir.
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8.5 Gecici Hayat Aniiitesi 99

Bu kez toplamun iist sinir1 zaten sonludur; ayrica bir kesme yapmaya gerek yoktur. ki bicimi acik yazalim:

L ¢ /
G| = (L+0) 7+ (L) 222 e (140)

@ Ik terim neden 1?

Yil bag1 biciminde ¢ = 0 terimi (1 + i)oﬁ—z = 1’dir. Mantiklidir: bugiin yapilan 6deme ne iskonto edilir
ne de olasilikla carpilir — kisinin bugiin hayatta oldugunu zaten biliyoruz.

Ornek 8.6 (Bes Yillik Gegici Hayat Aniiitesi). 25 yasindaki bir kadina 5 yil icin yapilan, yilda 1000
TL 6denecek gegici hayat aniiitesinin j; = %9’dan net tek primini bulunuz.

Coziim.
x = 25,n=>5,1=0,09 ve 6demeler yil sonunda yapiliyor:

5
¢
1000 - ay55, = 1000 Y (1,09)7" %Zt
t=1

Toplami agalim:

1000

bas

[ (1,09) Mo + (1,09)2lyy + (1,09) 3Lyg 4 (1,09) o9 + (1,09) 243, ]

Bes satirin her biri, o yil hayatta olma olasiligiin iskonto edilmis halidir. Kadin hayat tablosundan
los, log, -, £go degerleri okunup yerine kondugunda

1000 - a5 = 3876,47 TL

bulunur.

Tablo degerleri

Bu hesapta gereken /55—¢5, (kadin) satirlar1 bu bolimdeki kismi hayat tablosunda yer almadi-
gindan ara toplam sayisal olarak acilmamigtir. Tam hayat tablosundan bu alti degeri okuyup
yukaridaki beg terimi toplamak, yazilan sonucu verir.

1 Saglama: 6liim riski yok sayilsaydi

Geng yaslarda 6lim olasilig1 ¢cok kiigiiktiir. Eger biitiin olasiliklar1 1 kabul etseydik sonug siradan
bir aniiite olurdu:

1000 - az | ¢ g9 = 1000 - 3, 889651 = 3889, 65 TL .

Bulunan 3876, 47 TL bunun yalmzca %0, 34 altindadir; aradaki kiigtik fark, 25-30 yas arasindaki
6liim riskinin bedelidir.
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100 Bolim 8. Hayat Aniiiteleri ve Hayat Sigortalar1

Hayat Sigortasi

Hayat aniiitesi “yasarsan alirsin” diyordu; hayat sigortasi tam tersini soyler: 6liirsen varislerin alir.
Matematigi ayni kaliptadir, yalnizca olasilik carpani degisir — yasama olasilig1 p’nin yerini 6lme olasilig1
q alir.

Tanim 8.6 (Hayat Sigortasi). Hayat sigortasi, sigorta sirketinin belli bir prim karsilhiginda sigortalinin
sozlesmede belirtilen siire icinde ve sozlesmede belirtilen hallerde yasam kaybi veya s6zlesmede belirtilen
stireden daha uzun hayatta kalmasi halinde size veya belirlediginiz kisilere sigorta bedelini 6dedigi sigorta
tiradir.

Hayat sigortalar1 basiniza beklenmedik bir olay gelmesi durumunda, sizi ve sevdiklerinizi giivenceye
almasinin yani sira tasarruf yapmaniza da olanak saglar.

Tanim 8.7 (Net Tek Prim Formiilleri). n yillik hayat sigortalari. = yasindaki birinin n yil iginde
6lmesi halinde varislerine 6denecek 1 TL’lik 6demenin net tek primi:

n—1

1AL =3 (1 i)y df_+

zm | T

t=0 x

Omiir boyu hayat sigortalar1. z yasindaki birinin 6lmesi durumunda varislerine 6denecek 1 TL’lik
6demenin net tek primi:

A = 3 e
t=0 z

6deme, 6liimiin gerceklestigi yilin SONUNDA yapilir

x+n-1

]
T
X x+1 X+2 x+3 X+n

v
Al)(:n (net tek prim)

Sekil 8.6: Hayat sigortasinda 6deme, 6liitm halinde ve 6liimiin gerceklestigi yilin sonunda yapilir. Bu
yuizden her yilin katkisi, o yil 6lenlerin orani dy./ty ile (1+i)** ¢arpaninin ¢arpimidir.

Toplami acalim

Formiildeki her terim yine iki ¢carpandan olusur:

d
(1 + i)f(tJrl) % z+t
A l,
6demenin iskontosu ~—
o yil 6lme olasiligi

n yillik sigortay1 ac¢ik yazalim:

d d d..

T T x

1. yil oliirse 2. yil oliirse n. yil olirse
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8.6 Hayat Sigortasi 101

| Usteki (t+1) neden?

Odeme, 6liimiin gerceklestigi yilin sonunda yapilir. ¢. yil icinde (yani  + ¢ yasindayken) 6len biri
icin para ¢ + 1 yil sonra 6denir; bu yiizden iskonto ¢arpam (1 + i)~ (*+1) dir. Hayat aniiitelerinde ise
ddeme y1ilin basinda ya da sonunda yapildig1 icin is ¢ ya da ¢t + 1 olabiliyordu.

© Omiir boyu sigorta da sonlu bir toplamdir

Ust sinir oo yazilsa da, z + t > 100 oldugunda d,,, = 0’dir (kimse 100 yasina erisemez). Dolayisiyla
toplamda en fazla 100 — z terim bulunur. Ornegin 95 yasindaki biri icin yalnizca bes terim vardr:

95,96,97, 98, 99 yaslari.

Ornek 8.7 (Doksan Bes Yasindaki Biri I¢cin Omiir Boyu Sigorta). 95 yasindaki bir erkek icin 50000
TL’lik 6miir boyu hayat sigortasinin j; = %8’den net tek primini bulunuz.

Cozim.
x=95,1=0,08 ve {5 = 146721 (erkek tablosu).

- d
50000 - Aé&%‘ = 50000 2(1,08)*(“” zz;t
t=0

Once 6liim sayilarimi bulalim. d, = ¢, — ¢, formiiliiyle:

Yas l

T

d, =4, — 0,
95 146721 146721 — 98309 = 48412

96 98309 98309 — 60504 = 37805
97 60504 60504 — 31450 = 29054
98 31450 31450 — 10757 = 20693
99 10757 10757 — 0 = 10757

4100 = 0 oldugundan 99 yasindakilerin tamamai o yil 6liir ve toplam bes terimde biter.
Toplami acalim.

50000
= Tag7ar | (1/08) " dos + (1,08) 2dog + (1,08)*dgr + (1,08) dgg + (1, 08) *dg |
t Yas dgs, (1,08)" Y Carpim

0 95 48412 0,92592593  44825,9259
1 96 37805 0,85733882  32411,6941
97 29054 0,79383224  23064,0019
98 20693 0,73502985 15209, 9727

=~ W N

99 10757 0,68058320 7321,0335
Toplam 122832, 6282

129003, 02 41859,25 TL
50000 - Al = 0 122920282 _ 50000 - 0, 837185 — (41899, 25 TL

146721
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102 Bolim 8. Hayat Aniiiteleri ve Hayat Sigortalar1

kisi
I:‘ d95+t : 0 y1l 6lenler
48.412 . =(t+1) o g
50 bin D koyu: (1,08) ile iskonto edilmisi
40 bin 37.805

29.054

30 bin

20.693

20 bin

10.757

10 bin i:i

0 bin yas
95 96 97 98 99

Sekil 8.7: 95 yagindaki bir erkegin émiir boyu sigortasinda toplam bes terim vardir, ¢iinkii 100 yasina
kimse erigmez. Oliim sayilar1 6nce iskonto edilir (koyu siitunlar), sonra £; = 146.721’e béliiniir: sonug,
1 TL’lik teminatin net tek primidir.

1 Prim neden teminata bu kadar yakin?

50000 TL’lik teminat i¢in istenen prim 41859,25 TL, yani teminatin %83, 7’si. Sebep acgik: 95
yasindaki biri kesinlikle en gec 5 yil icinde 6lecektir, yani 6deme neredeyse kesindir. Geriye
yalnizca 6demenin 1-5 yil geciktigi i¢in yapilan iskonto kalir.

8.7 Alistirmalar

Alistirma 8.1 (Kirk Yasindaki Bir Erkegin Olasiliklari). 40 yasindaki bir erkegin a) 65 yagina erige-
bilmesinin, b) 50 yasindan énce 6lmesinin, ¢) 65 ile 75 yas arasinda 6lmesinin, d) 75 yaginda 6lmesinin
olasiliklarini bulunuz.

Cozim.

Erkek tablosundan gereken degerler: £,, = 9377225, /5, = 8966618, £y = 7329740, £.5 = 4898907,
lrq = 4584446.

a) 65 — 40 = 25 yil yasama olasilig1:

Les _ 7329740 _ [0, 78165342

25P10 = 4 7 9377225

b) 50 — 40 = 10 y1l icinde 6lme olasilig1:

Ly — Uy 9377225 — 8966618 410607 [0 043787687

Ly 9377225 0377225

10940 =

¢) Once 65 yasina erisip (25 y1l), sonra 10 yil icinde 6lme:

bor — ¥ 7329740 — 4898907 2430833 _0 25922733
25Pa0 " 10065 = 2> = = =L

40 9377225 9377225

d) Once 75 yasina erisip (35 y1l), sonra o y1l icinde dlme:

dps  lps —Lrg 4898907 — 4584446 314461 0, 033534547
35P40 " d75 = 7 = = = =

10 a0 9377225 © 9377225
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8.7 Alistirmalar 103

Alistirma 8.2 (Doksan Yedi Yasindan Sonra Omiir Boyu Aniiite). 40 yasindaki Ece Hanim’a 97.
yasindan baglamak tizere dmiir boyu her yil 6denecek 1500 TL’lik hayat aniiitesinin j; = %5’ten net tek
primini bulunuz.

Cozim.
x = 40, ilk 6deme 97 yasinda oldugundan k = 97 — 40 = 57; 6demeler yil basinda yapildig: icin a
bi¢imi kullanilir ve ¢ = 0, 05’tir.

= £
1500 - =0 Gign = 1 1 —(57+t) 29T+t
57 | 240 500 ;( ,05) Cao
Kag terim var? 40 + 57 4+ ¢t < 99 kosulundan ¢ < 2; yani yalmizca ii¢ terim vardir (97, 98, 99 yaslar):
1500

= [ (1,05) " lyy + (1,05) %L + (1,05) g, ]
0

Iskonto carpanlar::
(1,05)57 = 0, 06197406, (1,05)58 = 0,05902291, (1,05)75% = 0, 05621230

Kadin hayat tablosundan £, £y7, £9g, £99 degerleri okunup yerine kondugunda

1500 - 57 g0 _[2mT

bulunur.

Tablo degerleri

Bu hesapta gereken kadin tablosu satirlari (£, £g-, £9s, £99) bu boliimdeki kismi hayat tablosunda
yer almadigindan terimler sayisal olarak acilmamistir. Tam tablodan bu dért deger okundugunda
yukaridaki ti¢ terim dogrudan hesaplanir.

1 Sonucun kiiciikliigii

40 yasindaki birinin 97 yasina erisme olasilig1 binde birkactir; iistelik 6demeler 57 yil uzaktadir
ve %b’ten iskonto edilince carpan 0,062’ye iner. ki kiigiik saymin carpimi, yilda 1500 TL’lik bir
gelirin bugiinkii fiyatini1 3 TL’nin altina digiirar.

Alistirma 8.3 (U¢ Yillik Hayat Sigortasi). 93 yasindaki Turgut Bey icin 100000 TL'lik 3 yillik hayat
sigortasinin j; = %6’dan net tek primini bulunuz.

Coziim.
z=93,n=3,i=0,06:

2
d
100000 - Aé&g‘ — 100000 2(1,06)*“*1) EZ:
t=0

Toplami acalim — ¢ terim vardir:
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104 Bolim 8. Hayat Aniiiteleri ve Hayat Sigortalar1

~ 100000

™ [ (1,06) g5 + (1,06)dys + (1,06) *dys |
Iskonto carpanlar::
(1,06)~1 = 0,94339623, (1,06)~2 = 0, 88999644, (1,06)73 = 0,83961928

Olim sayilart dgg = £g3 — Loy, dgy = Loy — Lgs Ve dgs = Lgs — Ly bicimindedir; buradan dgy =
146721 — 98309 = 48412 bulunur. Erkek tablosundan £y ve £y, okunup yerine kondugunda

93:3| —

bulunur.

Tablo degerleri

Bu hesapta gereken fg5 ve £y, satirlar1 bu boliimdeki kismi hayat tablosunda yer almadigindan
terimler sayisal olarak acilmamistir. Tam tablodan bu iki deger okundugunda yukaridaki ti¢ terim
dogrudan toplanir.

1 Sonucu yorumlamak

Prim, 100000 TL’lik teminatin %59’u kadardir. Bu oran, 93 yasindaki birinin 3 yil iginde 6lme
olasiliginin yiiksek oldugunu (ama 1 olmadigini) gosterir: 7 yil daha yasayan biri igin sigorta hig
6deme yapmayacaktir. Ayni kisi icin Ornek 8.7'daki gibi émiir boyu bir polige yapilsaydi 6deme
kesinlesecegi i¢in prim ¢ok daha yiiksek ¢ikardi.
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9.1

9.2

9. Hisse Senetleri: Getiri ve Risk

Tahvil sahibi sirkete borg verir; hisse senedi sahibi ise sirkete ortak olur. Bu fark her seyi degistirir:
tahvilin nakit akis1 sézlesmeyle sabittir, hissenin getirisi ise belirsizdir. Bu yilizden dersin bu son kisminda
yeni bir kavram devreye girer — risk.

Bolimiin ilk yarisinda hisse senedinin ne oldugunu ve getirisinin giinliik, aylik, yilik ve daha uzun
siireler i¢in nasil ol¢iildiigiin ele aliyoruz; temettii dagitimu ile sermaye artirimi bu hesabi degistiren iki
olaydir. Tkinci yarisinda ise getirinin yania riski koyuyoruz: bir ortalamanin ne kadar giivenilir oldugunu
standart sapma ile dlciiyor ve bu say1y1 yorumlamay: 6greniyoruz.

Hisse Senedi Nedir?

Tanim 9.1 (Hisse Senedi (Pay)). Hisse senetleri (ya da paylar) anonim ortakliklar tarafindan ¢ika-
rilan, sirket sermayesine katilimi temsil eden ve yasal sekil sartlarina uygun olarak cikarilan kiymetli
evraklardir.

Hisse senetleri sahiplerine su haklar1 saglar: ortaklik hakki, yonetime katilma (oy) hakki, kar pay:
(temettil) ve temettii avansi alma hakki, riichan hakk: (yeni pay alma hakki), bedelsiz pay alma hakki,
tasfiyeden pay alma hakki, bilgi edinme hakki.

Tanim 9.2 (Paylarin Tiirleri).

« Nama-hamiline yazili1 paylar: Paylar nama (isme yazili) ya da hamiline yazili olarak ¢ikarilabilir.

« Adi-imtiyazli paylar: Paylar esas s6zlesmede aksine bir hitkiim yoksa sahiplerine esit haklar saglarlar;
bu tip paylara adi paylar denir. Bir kisim paylar ise adi paylara gore kara katilmada, yonetim kuruluna
iiye seciminde, oy hakkinda ve benzeri konularda esas sozlesmeye dayanarak sahiplerine imtiyazl
haklar taniyabilir. Bir anonim ortakligin cesitli imtiyazlara sahip paylar1 bulunuyorsa bunlar farkh grup
isimleriyle adlandirilirlar (A grubu, B grubu, C grubu gibi) ve borsada farkli islem siralarinda islem
gorirler.

« Primli-primsiz paylar: Uzerinde yazili deger ile, diger bir deyisle nominal degerden ihrac edilen

paylara primsiz, nominal degerlerinden yiiksek bir bedelle ihrag edilen paylara primli pay denir.

Bedelli-bedelsiz paylar: Nakit/bedelli sermaye artirimi yoluyla ihrag edilen paylara bedelli pay, i¢

kaynaklardan sermaye artirimi yoluyla ihrag edilen paylara ise bedelsiz pay denir.

Paylarin zaman asimi. Ortakliklarin sermayesini temsil eden paylarin bir milkiyet senedi olmasi ve
vade tagimamasi nedeniyle zaman asimi soz konusu degildir. Ayrica ortakliklar tarafindan gerceklestirilen
bedelsiz sermaye artirimlarinda da, sahip olunan pay oraninda bedelsiz pay alma hakkinin kullanilmasina
iligkin herhangi bir siire sinirlamasi bulunmamaktadir. Ancak tasfiye bakiyesinden pay alma hakki tasfiye
tarihinden itibaren 10 yillik zaman agimina, kir pay1 hakki ise 5 yillik zaman asimina tabidir.

Getirinin Hesaplanmasi

Bir sirketin hisse senedinin getirisini hesaplamak icin hisse senedinin borsa biiltenlerindeki pazar deger-
leri bilinmelidir. Ayrica sirketin sermaye artirimlari ve temettii dagitimi da takip edilmelidir.

Tanim 9.3 (Ug Getiri Kaynagi). Bir hisse senedine yatirim yapan bir kisi iic tiirlii gelir elde eder:

1. Dénemsel olarak dagitilan temettii (kir pay1). Anonim ortakliklarin yil sonunda elde ettikleri
karin ortaklara dagitilmasindan elde edilen gelirdir. Hisseleri Borsa’da islem goren anonim ortakliklar
kéarini, Sermaye Piyasasi Kurulu tarafindan her yil kamuya aciklanan oran ve esaslar cercevesinde
nakden veya temettiiniin sermayeye ilavesi suretiyle hisse ihrac ederek dagitabilir.

2. Sirketin sermaye artirimi nedeniyle hisse sahiplerine verdigi ek getiriler (bedelli ve bedelsiz
hisse senetleri).
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3. Elde tutma donemi sonunda hisse senedinin degerinde meydana gelen artistan elde edilen
gelir.

Bu ii¢ tiir getirinin hepsinin birden s6z konusu oldugu en kiiciik déonemler aylik dénemlerdir. Bir hisse
senedinin giinliik getirisi hesaplanmak istenirse yalniz iiciincii getiri dikkate alinir.
Giinliik getiri

Tanim 9.4 (Giinliik Getiri). Hisse senedinin pazar degerinin bir giiniin sonundaki kapanig degeri ile
bir giin evvelki kapanis degeri arasindaki farkin, bir giin 6nceki kapanis degerine oranina giinliik getiri
denir:

O giinkii kapams degeri — Onceki giinkii kapanis degeri

Giinlik getiri = ~ = —
Onceki giinki kapanig degeri

Ornek 9.1 (Giinliik Getiri Oranlar1). Adana Cimento hisse senedinin giinlitkk kapanis fiyatlar1 asagi-
daki tabloda verilmistir. Giinlitk getiri oranlarimi hesaplayiniz.

Gunler 22 Kasim 2015 23 Kasim 2015 24 Kasim 2015 25 Kasim 2015
Kapanis degerleri 7,00 6,98 6,78 6,83
(TL)

Cozim.

23 Kasim giinliik getirisi = w = —0,0029 = —7%0,29
6,78 — 6,98 _
24 Kasim giinliik getirisi = ———>— = —0,0287 = %2, 87

6,93
6,83 —6,78
25 Kasim giinliik getirisi = W =0,0074 = %0,74
|
Aylik getiri

Bir hisse senedinin aylik getiri orani, o ay i¢inde temettii dagitimi ve sermaye artirimi yapilip yapilma-
digina gore dort ayri bicimde hesaplanir.

Tanim 9.5 (Aylik Getirinin Dort Hali). 1) O ay icinde herhangi bir temettii 6demesi veya
sermaye artirimi yapilmamaissa:

O aymn kapanis degeri — Onceki ayin kapanis degeri

Aylik getiri = =
Y8 Onceki ayin kapanig degeri

2) O ay icinde bir temettii (kar pay1) 6demesi yapilmigsa:

.. O aym kapanis1 — Onceki ayin kapanisi + Temettii degeri
Aylik getiri =

Onceki ayin kapanig degeri
3) O ay icinde bir sermaye artirimi yapilmigsa:

(K Ky )+ K(b+2)—f-b
- X

Aylhk getiri

4) O ay icinde hem sermaye artirnmi hem de temettii dagitimi varsa:
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9.2 Getirinin Hesaplanmasi 107

Aylik getiri = ( K,

Burada K o aym, K, 6nceki aymn kapanis fiyati; b bedelli hisse orani, z bedelsiz hisse orani, f riichan
hakki fiyat1 ve T' temettii degeridir.

@ Uciincii formiili okumak

Sermaye artirnminda elinizdeki her hisse bagina b 4 z oraninda yeni hisse alirsiniz; bunlarin piyasa
degeri K, (b+ z)’dir — bu bir kazanctir. Buna karsilik bedelli hisseler bedava degildir: her biri
icin riighan hakki fiyat1 f 6dersiniz, toplam f - b — bu bir maliyettir. Bedelsiz hisseler i¢in 6deme
yapilmadigindan z maliyet tarafinda gériinmez.

Buradaki temettii degeri, sirketin 1 TL nominal degerli (yani 1 adet) hisse senedine 6dedigi temettii
tutaridir.

Ornek 9.2 (Temettiisiiz Aylik Getiri). Adana Cimento Sanayii T.A.S. hisse senedinin aylik kapanis
fiyatlar: asagidaki tabloda verilmistir. Aylik getiri oranlarini hesaplayiniz.

Aylar Temmuz 2015 Agustos 2015 Eylil 2015 Ekim 2015
Kapanig degerleri (TL) 6,74 6,43 6,26 6,57
Cozim.

O aylarda temettil ya da sermaye artirimi olmadigindan birinci formiil kullanilir:

6,43 — 6,74 _
Agustos 2015 = ——— = —0,0460 =

6,74
26 — 6,4 —

Ekim 2015 = % = 0,0495 = %4, 95

)

Ornek 9.3 (Temettii Odenen Ayin Getirisi). Aselsan Elektronik Sanayi ve Ticaret A.S. 29 Mayis 2015
tarihinde 1 TL nominal degerli hisse senedi i¢in 0, 13 TL temettii dagitmistir. Nisan 2015 ve Mayis 2015
aylik kapanis fiyatlar1 asagidaki tabloda verilmistir. May1s ay1 getiri oranini hesaplayiniz.

Aylar Nisan 2015 Mayis 2015
Kapanig degerleri (TL) 13,83 13,95
Cozim.

Ikinci formiil kullanilir:

1 —1 1 2
Mayis 2015 = 3,95 3,83+0,13 _ 0,25 =0,0181:

13,83 13,83

Fiyat yalnizca 0, 12 TL artmis olsa da, dagitilan 0, 13 TL temettii getiriyi iki katina ¢ikarmigtir. Temettii
hesaba katilmasaydi getiri %0, 87 goriiniirdi.
|
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108 Boliim 9. Hisse Senetleri: Getiri ve Risk

Ornek 9.4 (Sermaye Artirimi Yapilan Ayin Getirisi). Sekerbank T.A.S. 27 Subat 2015 tarihinde
asagidaki gibi bir sermaye artirimi yapmustir. Subat 2015 ayinin getirisini hesaplayiniz.

Ocak 2015 kapa- Subat 2015 kapa- Bedelli hisse ora- Bedelsiz hisse Riichan hakk: fi-
nis nis ni orani yati

1,81 1,87 %5, 06 %2,3 1
Cozim.
Ugiincii formiilde K, = 1,81, K; = 1,87, b = 0,0506, z = 0,023, f = 1:

1,87 —1,81 1,87 -(0,0506 +0,023) | —[ 10,0506
Subat ay1 getirisi = = 8141, ©, +0,023) | — | J ]

1,81
1 2 — 147032
:0,06+0, 3763 0,0506207 703 —0,0812 = %8, 12
1,81 1,81
Fiyat artis1 tek bagma %3, 31 getiri verirdi; kalan kismi sermaye artirirmindan gelen bedava hisselerin
degeridir.
||

Ornek 9.5 (Hem Temettii Hem Sermaye Artirimi). Adana Cimento Sanayii T.A.S. Mayis 1998 ay1
icinde hem temettii dagitmis hem de sermaye artirimi yapmustir. Mayis ay1 getirisini hesaplayiniz.

Nisan 1998 Mayis 1998 Bedelli hisse Bedelsiz hisse Riichan hakk: Temetti
kapanig kapanig orani orani fiyat:
0,07 0,06 %44 %71 1 1,01
Cozim.

Dérdiincii formiilde K, = 0,07, K; = 0,06,b=0,44,2=0,71, f=1,T =1,01:

... 0,06—-0,07+0,06(0,444+0,71)—1-0,44+ 1,01
Mayis ay1 getirisi =

0,07
_ —0,01 +0, 0390; 0,44+ 1,01 _ OO, 60279 — 8,0857 = %898, 57

1 Bu say1 neden bu kadar biiyiik?

Getirinin %898 ¢ikmasinin sebebi, 1 TL nominal degerli hisse basina dagitilan 1, 01 TL temettiiniin,
hissenin 0, 07 TL’lik piyasa fiyatinin on dort kati olmasidir. Bu, nominal deger ile piyasa fiyatinin
birbirinden ¢ok uzaklastig1 donemlere 6zgii bir durumdur; formiil dogru ¢alismakta, sonug yalnizca
verinin kendisini yansitmaktadir.

9.2.3 Yillik ve daha uzun siireli getiri

Tanim 9.6 (Yillik Getiri). Bir hisse senedinin yillik getirisini hesaplamak i¢in 6nce 12 aylik getiri
hesaplanir. Sonra bu getirilerin her birine 1 sayis1 eklenir. Elde edilen sayilar birbirleriyle carpilir. Carpim
sonucu elde edilen sayidan 1 ¢ikarilarak yillik getiri orani bulunur:

Yillik getiri = (1 +7)(1 4+ ro)(1 +7r45) — 1
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9.2 Getirinin Hesaplanmasi 109

| Neden toplamiyoruz da carpiyoruz?

Aylik getiriler birbirinin iizerine biner: ikinci aymn yiizdesi, birinci ay sonundaki (degismis)
sermaye iizerinden isler. Bu tam olarak bilesik faiz mantigidir. Toplasaydik, %50 kazanip sonra %50
kaybeden bir hissenin yil sonunda basa bas oldugunu séylerdik; oysa gercekte 1,5 - 0,5 = 0, 75, yani
%25 zarardadir.

Ornek 9.6 (Bir Yilin Getirisi). Cukurova Elektrik A.S. hisse senedinin 1996 yilina ait aylik getirileri
asagidaki gibidir. Yillik getiri oranini hesaplayiniz.

Ock Sbt  Mrt Nsn Mys Haz Tem Agst Eyl Ekm Ksm Arlk

Geti- —0,15 0,33 —0,18 0,18 0,27 0,27 0,02 0,00 0,03 0,12 0,33 0,27

riler

+1 0,8 1,33 0,82 1,18 1,27 1,27 1,02 1,00 1,03 1,12 1,33 1,27

Coziim.
Ikinci satirdaki on iki say1 carpilir:

0,85-1,33-0,82-1,18-1,27-1,27-1,02-1,00-1,03-1,12-1,33 - 1,27 = 3,51

1996 yili getiri orami = 3,51 — 1 = 2,51 = [ /251

Cukurova Elektrik hisse senedinin 1995 yilinin en son giiniiniin kapams degeri 0,04 TL’dir. Bu
durumda 1996 yilinda bir hisse senedinden elde edilen kar

Tanim 9.7 (Uzun Siireli Getiri). Bir hisse senedinin yillik getirileri yardimiyla daha uzun siireler igin
getiriler hesaplanabilir. Bunun i¢in yillik getirilerin her birine 1 eklenir, ¢ikan sayilar birbirleriyle carpilir
ve elde edilen sayidan 1 ¢ikarilir.

Ornek 9.7 (Dokuz Yillik Getiri). Tiirkiye Is Bankasi C hisse senedinin 1988-1996 yillar1 arasindaki
getirisini hesaplayalim.

1988 1989 1990 1991 1992 1993 1994 1995 1996

Yillik —0,40 2,70 2,80 —0,44 —0,31 12,55 —0,34 1,74 2,34
getiri

+1 0,60 3,70 3,80 0,56 0,69 13,55 0,66 2,74 3,34
Coziim.

0,60-3,70-3,80-0,56-0,69 - 13,55 - 0,66 - 2,74 - 3,34 = 266, 78

Getiri — 266,78 — 1 —

Tiirkiye Is Bankas1 C hisse senedinin 1987 yilinin son giiniiniin kapanis fiyat: 510 TL’dir. Bu durumda
9 yil sonra bir hisse senedinden elde edilen kar

510 - 265,78 — 135547,80 TL
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110 Boliim 9. Hisse Senetleri: Getiri ve Risk

9.3 Istatistik Hatirlatmalari

Bir hisse senedinin ge¢mis getirilerine bakip “ortalama %183 kazandirmig” demek, hikdyenin yarisidir.
Diger yarist sudur: bu ortalama, birbirine yakin sayilarin ortalamasi mi, yoksa —24 ile 748 arasinda
savrulan sayilarin mi? Ikinci durumda gelecek yil icin verilen “%183” tahmini ¢ok daha giivensizdir. Iste
bu savrulmanin 6l¢iisiine risk diyoruz ve onu standart sapma ile 6l¢iiyoruz.

Asagidaki formiiller hisse senetlerinin risklerini hesaplarken kullanilacaktr.

Tanim 9.8 (Ornek Istatistikleri). z,,z,, ..., ,, 6rnek degerleri icin

Z;l Ty

(Ornek Ortalamast) T =
n

E:;l(xi —7)?

2 _
(Varyans) SSZ = ]

(Standart Sapma) S8, =4/552

Xyy ey Ty V€ Yq, ..oy Yy, Ornek degerleri igin

(z ve y ’'nin kovaryansi) cov (z,y) = —=
n
(z ve y 'nin korelasyon katsayisi) by, = (z.9)
©v.8S,-88,

1 Nedenn - 1?

Varyansta n yerine n — 1’e boliinmesinin sebebi, elimizdekinin biitiin ge¢mis degil bir 6rnek olma-
sidir. Ortalamay1 da ayni veriden tahmin ettifimiz i¢in sapmalar bir miktar “kiiciik” ¢ikar; n — 1’e
bolmek bu yanlilig1 diizeltir. Kovaryansta ise bu derste n’e boliinmektedir.

9.4 Riskin Hesaplanmasi

Tanim 9.9 (Bir Hisse Senedinin Riski). Bir hisse senedinin riski, ge¢misteki getirilerinin ortalama
degerlerinden ne kadar saptiginin bir 6l¢tisiidiir. Eger hisse senedinin gecmisteki getirilerinin ortalama
degerinden sapmalar: fazla ise hisse senedinin riski buytiktiir denir. Hisse senetlerinin riski standart
sapma ile ol¢iilir.

Bir hisse senedinin riskinin bilinmesi, o hisse senedine yatirim yapilmasi i¢in karar verilmesi bakimindan
onemlidir.

Yuvarlama uyarilar

« Aksi soylenmedikce ortalama tam sayiya yuvarlanacaktir.

« Varyans hesaplanirken virgiilden sonra ikinci basamaga yuvarlanacaktur.

« Standart sapma, yuvarlanmis varyansin karekoki alinarak bulunur ve yine ikinci basamaga
yuvarlanir.

Ornek 9.8 (Sekiz Yillik Getiriden Risk Hesabi). Bir A hisse senedinin 8 yillik getirilerinin degerleri
asagidaki gibi verilmis olsun. Bu hisse senedinin riskini bulunuz.
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1yl 2.1 3.y1l 4.y1l 5.y1l 6.y1l 7.yl 8.yl
Getiri 20 30 00 —10 15 25 10 —10
(yuzde)
Cozim.

Adim 1: Ortalama getiri.

20+30+00+(~10)+15+25+10+(-10) _ 80 _
8 T8

T =

Adim 2: Farklar ve kareleri. Her yilin getirisinin ortalamadan fark: hesaplanir, farklarin kareleri
bulunur ve toplanir:

1yl 2.y1l 3.yl 4.y1l 5.y1l 6.y1l 7.yl 8.yl
Getiri 20 30 00 —10 15 25 10 —10
(yuzde)
Ortala- 10 10 10 10 10 10 10 10
ma geti-
ri
Fark 10 20 —10 —20 5 15 00 —20
Fark? 100 400 100 400 25 225 00 400

Adim 3: Varyans. Elde edilen toplam, y1l sayisinin bir eksigine boliniir:

100 + 400 + 100 + 400 + 25 + 225 + 00 + 400 1650

2 _
SSZ = 51

= 235,71

Adim 4: Standart sapma.

SS_ = /235,71 = 15,35

Bu sonuca gore hisse senedinin riski yiizde 15, 35’tir, yani 0, 1535.
|

Standart Sapma Kullanarak Risk Hakkinda Yorum Yapmak

Standart sapma yalnizca bir say1 degildir; gelecek yilin getirisi hakkinda olasilik ifadeleri kurmamizi
saglar.

Tanim 9.10 (Standart Sapma Bantlari).

3

1. Bir hisse senedinin yillik getirilerinin 5, ortalama degerin 1 SS yukarisiile 1 SS asagis1 arasindadir.

2. Yillik getirinin ortalamanin 2 SS yukarisi ile 2 SS asagis1 arasinda olma sans1 2% dir.

#3s.

3. Yillik getirinin ortalamanin 3 SS yukarisi ile 3 S'S asagis1 arasinda olma sansi =45 tir.

A hissesi i¢in (z = 10, S.S = 15, 35) bantlar soyledir:

Acik Matematik - acik-matematik.com 111 CC BY-NC-SA 4.0


https://acik-matematik.com
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.tr

112 Boliim 9. Hisse Senetleri: Getiri ve Risk

1 standart sapma: getirinin bu aralikta kalma sansi 2/3

1/6 2/3 1/6

| | !
! 1 1

-5,35 10 25,35

2 standart sapma: bu aralikta kalma sans1 21/22

1/44 21/22 1/44

] 1 1
I 1 1

-20,70 10 40,70

3 standart sapma: bu aralikta kalma sans1 738/740

1/740 738/740 1/740

] ] ]
I I I

-36,05 10 56,05

Sekil 9.1: Ortalamas: 10, standart sapmas1 15,35 olan bir hisse. Bant genisledikge icine diisme sans: artar,
digina tagma sansi hizla kiigiiliir: sol taraftaki kuyruk, “bu kadardan fazla kaybetme” olasilifidir — sirasiyla
1/6, 1/44 ve 1/740.

Bantlarin sol kuyrugu bizi 6zellikle ilgilendirir; ¢iinkii orasi “kaybetme” tarafidir. Bandin diginda kalma
olasiligy iki kuyruga esit dagildigindan, sol kuyrugun olasiligi bunun yarisidur:

Bant Aralik Icinde kalma Bir kuyruk
188 —5,351le 25,35 % %
288 —20, 70 ile 40, 70 2 =
35S —36, 05 ile 56,05 % %

Yani A hissesi i¢in gelecek yil getirinin —5, 35’ten kii¢itk olma sans1 %’dn“; bu, hissenin gelecek yil icinde
ytzde 5, 35’ten daha ¢ok kaybettirme sansinin % oldugunu gosterir. Benzer bi¢imde getirinin —20, 70’ten
1

kiiciik olma sans1 5, —36, 05’ten kiiciik olma sansi %’tlr.

Ayni sonuglari soyle de yorumlayabiliriz:

1. Daha sonraki yilda %5, 35 veya daha fazla kaybetme sans1 6 yilda bir olabilir.
2. Daha sonraki yilda %20, 70 veya daha fazla kaybetme sans1 44 yilda bir olabilir.
3. Daha sonraki yilda %36, 05 veya daha fazla kaybetme sans1 740 yilda bir olabilir.

Ornek 9.9 (Arcelik Hissesinin Riski). Arcelik hisse senedinin 1986-1995 yillar1 arasindaki yillik getiri
oranlar1 asagida verilmistir. Bu verilere gore bu hisse senedinin riski nedir? Standart sapmalar1 kullanarak
kaybetme olasiliklarini yorumlayiniz.

Cozim.

Yillar 1986 1987 1988 1989 1990 1991 1992 1993 1994 1995

Getiri 222 219 —24 748 68 175 —16 403 48 —12
%

Ort. 183 183 183 183 183 183 183 183 183 183
Fark 39 36 —207 565  —115 -8 =199 220 —135 —195
Fark® 1521 1296 42849 319225 13225 64 39601 48400 18225 38025
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Ortalama. Getirilerin toplami 1831 oldugundan

1831
T=——=183,1~ 183.
T 0 ’
Varyans.
1521 + 1296 + 42849 + 319225 + 13225 + 64 + 39601 + 48400 + 18225 4 38025 522431
SSg _ + + + + + 64 + + + + _ — 58047, 89
10—-1
Risk (standart sapma).
S5, = /58047, 89 = 240,93
Yorum. Bantlarin alt uglar:
183 — 240,93 = —57,93, 183 — 2(240,93) = —298, 86, 183 — 3(240,93) = —539,79
35S
2SS
1SS
f t f ® f f f
539,79 298,86 57,93 183 423,93 664,86 905,79
Sekil 9.2: Arcelik hissesinin ortalama yillik getirisi %183, riski (standart sapmasi) %240,93. Bantlar ¢ok
genistir: gelecek yil %57,93 ten fazla kaybetme sans1 1/6, %298,86’dan fazla kaybetme sans1 1/44'tiir.
Buna gore 1996 yilinda %57, 93’ten daha ¢ok kaybetme sans1 %, %298, 86’dan daha ¢ok kaybetme sansi
ﬁ, %539, 79’dan daha cok kaybetme sansi ise 7Tlo’tlr.
© Bu sayilar neden bu kadar biiyiik?
1986-1995 donemi Tirkiye'de cok yiiksek enflasyonun yasandigi yillardir; nominal getiriler de
buna paralel olarak yiizlerce puanla ifade edilir. Riskin ortalamadan buyiik ¢ikmasi (240,93 >
183), bantlarin alt ucunun eksiye tasmasina, yani kaybetme ihtimalinin ciddi olmasina yol acar.
|
Alistirma

Alistirma 9.1 (Eczacibag1 Yatirim Hissesinin Riski). Eczacibagi Yatirim hisse senedinin 1986-1995
yillar1 arasindaki yillik getiri oranlar1 agagida verilmistir. Bu verilere gore bu hisse senedinin riski nedir?
Standart sapmalar1 kullanarak kaybetme olasiliklarini yorumlayimiz.

Yillar 1986 1987 1988 1989 1990 1991 1992 1993 1994 1995

Getiri 32 346 —35 1199 1063 146  —53 251 —17 64
(%)

Coziim.
Adim 1: Ortalama. Getirilerin toplami

32 + 346 — 35 4 1199 + 1063 + 146 — 53 + 251 — 7 4 64 = 3006
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114 Boliim 9. Hisse Senetleri: Getiri ve Risk

3006
T = —= ~ 1
7= i = 300,6 ~ 30

Adim 2: Farklar ve kareleri.

Yillar 1986 1987 1988 1989 1990 1991 1992 1993 1994 1995

Getiri 32 346 —35 1199 1063 146 —53 251 -7 64
(%)

Ort. 301 301 301 301 301 301 301 301 301 301
Fark —269 45 —336 898 762 —1556 —354 —50 =308 —237

Fark? 72361 2025 112896 806404 580644 24025 125316 2500 94864 56169

Adim 3: Varyans.

72361 + 2025 + 112896 + 806404 + 580644 + 24025 + 125316 + 2500 + 94864 + 56169
10—-1

S82 =

1877204

g = 208578,22

Adim 4: Risk.

S8, =+/208578,22 =
Adim 5: Yorum. Bantlarin alt uglar::
301 — 456,70 = —155, 70, 301 — 2(456,70) = —612, 40, 301 — 3(456,70) = —1069, 10
Buna gore 1996 yilinda

» %155, 70’ten daha ¢ok kaybetme sansi % (yani 6 yilda bir),
+ %612,40’tan daha ¢ok kaybetme sansi ﬁ (yani 44 yilda bir),

+ %1069, 10’dan daha ¢ok kaybetme sans1 7411—0 (yani 740 yilda bir)

olarak yorumlanir.

1 Arcelik ile karsilastirma

Eczacibagi Yatirim’in ortalama getirisi (%301) Argelik’ten (%183) yiiksek; ama riski de yiiksek
(456, 70’e kars1 240, 93). Yani daha ¢ok kazandirirken daha ¢ok savrulmustur. Iki hisseden hangi-
sinin “daha iyi” oldugu, yatirimcinin ne kadar risk goze aldigina baglidir — bir sonraki bolimiin
ana sorusu budur.
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10. En Az Riskli Portfoyiin Olusturulmasi

Tek bir hisseye yatirim yapmak, biitiin yumurtalar: ayni sepete koymaktir. Peki iki hisseyi karigtirirsak
ne olur? Getiri, paylarla orantili olarak ortalamalanir — bu beklenen bir sonu¢. Ama risk i¢in ayni sey
gecerli degildir: dogru secilmis bir karigimin riski, iki hissenin risklerinin ortalamasindan kiiciik, hatta
ikisinden de kiciik olabilir.

Bu bolimde 6nce iki hisseli portfoyleri somut sayilarla inceliyor, sonra hisse sayisini iige ¢ikariyoruz.
Hesabin biyiikligi degisir, mantig1 degismez: biitiin karisimlarin getiri ve riski hesaplanir, aralarindan
yatirimcinin dl¢iitiine uyan segilir.

10.1 Korelasyon ve Portfoyiin Amaci

Bir hisse senedi yerine, uygun bir bigimde secilmis ¢esitli hisseleri iceren bir portféye yatirim yapmak daha
uygundur. Bu sekilde getiri orani artirilip risk azaltilabilir. Bunu saglamak i¢in aralarinda korelasyon
(ilgi) olmayan varliklar se¢ilmelidir.

Tanim 10.1 (Korelasyon).

« Iki hissenin getirileri birbirlerini etkilemiyorsa bu hisseler arasinda korelasyon yoktur denir.

« Eger iki hissenin getirisi birbirini etkiliyorsa, yani biri artarken digeri de artiyorsa, aralarinda pozitif
(olumlu) korelasyon vardir denir.

« Eger birinin getirisi artarken digerininki azaliyorsa, aralarinda negatif (ters) korelasyon vardir denir.

Gercek diinyada aralarinda korelasyon olmayan varliklar bulunabilir. Bununla beraber aralarinda uzun
vadede negatif korelasyon olan varliklar yoktur.

Q Portfdy olusturmanin amaci

Amag, ayni riske sahip olup en yiiksek getiriyi veren karisimi bulmaktir. Bunu saglamak igin
aralarinda korelasyon olmayan veya az korelasyon olan hisselerden portféy olusturulmahdir. fki
hisse zit yonlerde hareket ettigi anlarda birinin kayb: digerinin kazanciyla kapanir; portfyiin getirisi
boylece daha az savrulur ve standart sapma diser.

10.2 Yiiksek Korelasyonlu iki Hisse

Ornek 10.1 (Dért Yillik ki Hisseden Portféyler). A ve B gibi iki hisse senedinin 4 yil i¢in getirileri
asagidaki sekilde verilmis olsun. Bu hisse senetlerinden %25’lik paylar ile portféyler olusturup, o portfoy-
lerin ortalama getirilerini ve risklerini hesaplayip sonugclar1 bir tabloda gosteriniz, risk—getiri grafigini
olusturunuz.

lyll 2yl 3yl 4yl

A’nin getiri oranlari (%) 30 30 —10 -—10
B’nin getiri oranlar1 (%) 10 0 10 0

Cozim.

%25 B portféyiiniin 1. yil getirisi
0,75-30+0,25-10 = 22,54 2,5 = 25,00

olur. Bes portfoyiin dort yillik getirileri, ortalamalar: ve riskleri soyledir:
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Lyl 21 3.yl 4yl Ortalama  Varyans SS
%100A + 30,00 30,00 —10,00 —10,00 10 533,33 23,09
%08
%T5A + % 25,00 22,50 —5,00 —7,50 9 302,17 17,38
25B
%50A + % 20,00 15,00 0,00 —5,00 8 142,00 11,92
508
%25A + % 15,00 7,50 5,00 —2,50 6 52,17 7,22
758
%0A + % 10,00 0,00 10,00 0,00 5 33,33 5,77
100B

Ikinci satirin nasil hesaplandigini gérelim: getiriler 25, 00; 22, 50; —5, 00; —7, 50 oldugundan ortalama

254+22,5-5-7,5 35
. =T =87T5~0

olur. Farklarin kareleri toplami

162 + 13,52 4+ 142 + 16,52 = 256 + 182,25 + 196 + 272,25
=906,5

oldugundan

906, 5
552 = — - =302,17,  85= /302,17 = 17,38

bulunur.
Yukaridaki tablonun ortalama ve standart sapma degerlerini agsagidaki risk—getiri grafiginde de gorebi-
liriz. Bu degerlere gore, getiri arttikca riskin de arttigini gormekteyiz.

GETIRI

%100 A
10

%50 A 1%

6

%100 B
4 RISK (SS)
10 15 20 25

i

Sekil 10.1: Ornek 7.9'un bes portféyii. A hissesinin pay1 arttik¢a hem getiri hem risk bityiiyor: bu iki
hisse arasinda “bedava 6gle yemegi” yok, daha yiksek getiri ancak daha ¢ok risk alarak elde ediliyor.
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1 Burada cesitlendirme neden ise yaramadi?

Grafik soldan saga diizgiin yiikseliyor; yani her ek getiri, ek riskle satin aliniyor. Sebep, iki hissenin
getirilerinin birbirine ters digmemesidir: A kot giderken B ancak “az iyi” gidiyor. Bir sonraki
ornekte, getirileri gercekten farkli yonlerde savrulan iki hisse ile ¢ok daha ilging bir grafik elde
edecegiz.

Cesitlendirmenin Ise Yaradigi Durum
Ornek 10.2 (Yiizde Onluk Paylarla Portféyler). A ve B hisse senetlerinden %10’luk paylar ile portfdy

olusturarak getirinin ve riskin nasil degistigini inceleyiniz. Bunun i¢in 1991-1995 yillar1 arasindaki 6’sar
aylik donemlerin getirilerini gz 6niine alalim.

1991-  1991- 1992-  1992- 1993- 1993- 1994- 1994- 1995-  1995-

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2
A (%) 155 50 2 80 190 74 10 35 36 —34
B (%) —23 —37 415 —27 76 118 —52 6 45 17

Cozim.
Yukaridaki veriler yardimiyla asagidaki tablo elde edilir:

Ort. Varyans SS —15S +15S
%100A + %0B 60 4724,67 68,74 —8,74 128,74
%90A + %10B 59 3716, 34 60, 96 —1,96 119,96
%80A + %20B 59 3248, 62 57,00 2,00 116,00
%70A + %308 58 3321,06 57,63 0,37 115,63
%60A + %40B 57 3934, 31 62,72 —5,72 119,72
%50A + %508 57 5087, 72 71,33 —14,33 128,33
%40A + %60B 56 6781,73 82,35 —26,35 138,35
%30A + %708 56 9016, 34 94, 95 —38,95 150,95
%20A + %80B 55 11791, 11 108, 59 —53,59 163, 59
%10A + %2908 54 15106, 70 122,91 —68,91 176,91
%0A + %1008 54 18962, 44 137,70 —83,70 191,70

Yukaridaki sonuglara gore riski en az olan portféy 3. satirdaki %80A + %20B portféyudiir. Buna gére

bir yatirimer 1995 yilinin sonunda elindeki paranin %80’ini A hissesine, %20’sini B hissesine yatirsayd:

1996 yilinin ilk 6 aylik doneminde elde edecegi ortalama getiri %59 ve bunun riski %57 olacakt1.

Bu sonucu 1 standart sapmaya goére yorumlarsak: 1996 yilinin ilk 6 ayinda %2’den daha az kar etme
1>

veya zarar etme sansi g dir, %2 ile %116 arasinda getiri elde etme sansi %’tﬁr ve %116°dan daha fazla

. . 1>
getiri elde etme sans1 g’dur.
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GETIRI

%100 A

60

280 A + %20 B (en az riskli)

56

54

RISK (SS)
60 80 100 120 140

Sekil 10.2: Ornek 7.10'un portféyleri geriye kivrilan bir egri ciziyor. Sol ugtaki %80A + %20B portfoyii,
tek bagina A’dan da B’den de daha az risklidir — cesitlendirmenin sagladigi kazan¢ budur. Egrinin alt
kolundaki portfoyler ise hem daha riskli hem daha az getirilidir; kimse onlar1 secmez.

| Grafigin geriye kivrilmast

Bu kez egri diiz degil, sola dogru bir burun yapiyor. En sol nokta (%80A + %20B) hem tek basina
A’dan hem de tek bagina B’den daha az risklidir — ustelik getirisi B’ninkinden yiiksektir.
Bu, ¢esitlendirmenin ilk somut kazancidir ve iki hissenin farkli donemlerde iyi/kotii gitmesinden
kaynaklanir: 1992-1 déneminde A yalmizca %2 getirirken B %415 getirmistir.

Yukaridaki tablodan bagka bir portféy secsek riskin arttigini goririiz. Bazilarinda risk artmasina
ragmen getiri azalmaktadir (egrinin alt kolu). Burada secilecek risk orami yatirimcinin tercihine
kalmaktadir; segilen risk oranina kars: getirinin en bityiikk olmasi i¢in egrinin iist tarafinda kalan
noktalar secilmelidir.

Eger yatirimcinin amaci bu iki hisse senedinden en yiitksek getiri oranina sahip portféye yatirim
yapmak ise, parasinin tamamini A hisse senedine yatirmalidir. Eger amaci riski disiik bir portféy
olusturmak ise %80A + %20B portféyine yatirim yapmalidir. Eger goze aldig: bir risk oram var ise,
ornegin %70 olsun, bu durumda yatirimer olusturulan portfoylerin riski en fazla %70 olanlar arasindan
getiri orani en fazla olani tercih etmelidir.

Bazi durumlarda ise getirilerdeki degisiklik oranlarina kargilik ilgili risklerdeki degisiklik oranlarinin
karsilagtirilmasi da karar vermede faydali olabilir.

|

Ikiden Daha Fazla Hisse Senedinden Portfoy

Iki hisse ile ¢alisirken tek bir korelasyona bakmak yetiyordu. Hisse sayisi arttikga hesap hizla bityiir —
ama getirisi de buytr: ¢esitlendirme, portfoy riskini tek tek hisselerin riskinin ¢ok altina indirebilir.
Ikiden daha fazla hisse senedinden en az riskli portfyii olusturmak icin biraz daha fazla islem yapmak
gerekir. Hisse senedi sayis1 arttik¢a optimal portfoyii bulmak icin daha fazla sayida islem yapmak gerek-
mektedir. Cliinkit

+ 2 hisse senedi i¢in 1 korelasyon,
+ 3 hisse senedi i¢in 3 korelasyon,
+ 4 hisse senedi i¢in 6 korelasyon

hesaplanmasi gerekmektedir.
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119

1 Kag korelasyon?

n hisse arasinda hesaplanacak korelasyon sayisi, n elemandan 2’1i se¢im sayisidir:

icin belli bir noktadan sonra el ile hesap imkéansizlagir; bilgisayar kullanmak zorunlu olur.

n(n—l)'

(g): 2

n =2i¢in1,n = Jic¢in 3, n = 4icin 6, n = 10 i¢in 45, n = 50 i¢cin 1225 eder. Say1 karesel biuyudugu

Ornek 10.3 (U¢ Hisseden Portfoyler). A, B ve C hisse senetleri icin 19961997 yillar1 arasindaki 3’er
aylik getiri verileri asagidaki tabloda verilmistir. %25°lik paylar ile portféyler olusturarak
a) En biyiik getiriye sahip portféyi, b) En disiik riske sahip portfoyi, ¢) %30 risk géze alinmigsa tercih
edilmesi gereken portfoyi, d) % ihtimal ile kaybetmeyeceginiz en iyi portfoyi belirleyiniz.

1996-1

1996-2

1996-3

1996-4

1997-1

1997-2 1997-3

1997-4

A’nin 26
getiri

oranlar1

(%)

B’nin 92
getiri

oranlar1

(%)

C’nin 127
getiri
oranlar1

(%)

Cozim.

22

24

—34

20

27

20

15

29

17

54

41

16 19

79 9

—11 28

21

—12

%25’lik paylasimlara gore elde ettigimiz ortalama getiri degerleri ve standart sapmalar asagidaki
tabloda gosterilmistir. Paylarin toplami 1 olmak zorunda oldugundan toplam 15 portféy vardir.

Portfoy Ort. Varyans SS —158 +158
%100A + %0B 20 9,57 3,09 16,91 23,09
+ %0C

%75A + %258 24 89,29 9,45 14,55 33,45
+ %0C

%75A + %0B 21 179,96 13,41 7,59 34,41
+ %25C

%50A + %508 28 328,75 18,13 9,87 46,13
+ %0C

%50A + %258 25 358, 65 18,94 6,06 43,94
+ %25C

%50A + %0B 22 619,57 24,89 —2,89 46,89
+ %50C

%25A + %758 32 727,94 26,98 5,02 58,98
+ %0C

%25A + %508 29 697,07 26,40 2,60 55,40
+ %25C
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120 Boliim 10. En Az Riskli Portfoyiin Olusturulmasi

Portfoy Ort. Varyans SS —188 +15S
%25A + %25B 26 897,22 29,95 —-3,95 55,95
+ %50C
%25A + %0B 23 1328, 39 36,45 —13,45 59, 45
+ %75C
%0A + %1008 36 1286, 86 35,87 0,13 71,87
+%0C
%0A + %758 33 1195, 22 34,57 —1,57 67,57
+ %25C
%0A + %508 30 1334, 61 36,53 —6,53 66, 53
+ %50C
%0A + %258 27 1705, 01 41,29 —14,29 68,29
+ %75C
%0A + 20B + 24 2306, 43 48,03 —24,03 72,03
%100C
GETIRI
8 [T E %100B
34 25A+%T
o % | o
30 ! ®
[ ] e
. ! o
26 PY ® %100C
[ ] ! [ ]
o ! ([ J
22 %100A PY ® f
([ J ) |
8 risk < %30 : .
e RISK (SS)
0 10 20 30 40 50

Sekil 10.3: Ornek 7.11'in on bes portféyii artik bir egri degil bir bulut olusturuyor. Yatirimei bu bulutun
sol-uist stnirindaki noktalarla ilgilenir: ayni riske karsilik en yiiksek getiriyi verenler. Tarali bolge, %30u
agmayan risk sinirini gosterir.

a) En bityiik ortalama getiri 36 ile

[ %04 + %1008 + %0C |

yani paranin tamaminin B hisse senedine yatirildig: portfoydiir.
b) En kiiciik standart sapma 3, 09 ile

[ %1004 + %0B + %0C |

yani paranin tamaminin A hisse senedine yatirildig: portféydiir.
c) Riski %30’u ge¢cmeyen portfoyler tablonun ilk dokuz satiridir; bunlar arasinda en fazla getiri oranina
(32) sahip olan

[ %254 + %758 + %0C |

portféyudir.
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d) Portféylerin 1 standart sapmaya gore yorumlar: yapildiginda, % ihtimal ile kaybettirmeyen port-
foyler —15.S siitunu pozitif olanlardir: ilk bes satir ile %25A + %758, %25A + %508 + %25C ve %
0A + %100B. Bunlar arasinda yine % ihtimal ile en fazla getiri oranina sahip olan

[%0A + %100B + %0C |

yani paranin tamaminin B hisse senedine yatirildig1 portfoydiir.

1 Tablodaki bir kurus

Ugiincii satirin standart sapmasi yuvarlanmis varyansin karekékii alinarak bulunmustur:
V179,96 = 13,4149 — 13, 41. Varyans yuvarlanmadan karekok alinsaydi 13, 42 ¢ikar, buna bagh
olarak —15S ve 4155 siitunlar: da bir kurus degisirdi. Bu derste yuvarlama siras1 her zaman énce
varyans, sonra karekok bicimindedir.

Alistirmalar

Alistirma 10.1 (Getirileri Ters Yonlii ki Hisse). A ve B gibi iki hisse senedinin 4 yil i¢in getirileri
asagidaki sekilde verilmis olsun.

lyl 2yl 3yl 4yl

A’nin getiri oranlari (%) 20 10 5 0

B’nin getiri oranlar1 (%) —10 —5 0 5

a) Bu hisse senetlerinden %25’lik paylar ile portfdyler olusturup, o portféylerin ortalama getirilerini ve
risklerini hesaplayip sonuglar1 bir tabloda gdsteriniz. b) Risk-getiri grafigini olusturunuz. ¢) En fazla %
3 risk goze alinabiliyorsa hangi portféye yatirim yapilmalidir? d) %5’e kadar risk alinabiliyorsa hangi
portféye yatirim yapilmalidir? e) %67 olasilikla kaybettirmeyecek en iyi portféy hangisidir?

Coziim.
a) Her portfoyiin yillik getirileri agirlikli ortalamayla bulunur; 6rnegin %50A + %50B portféyiiniin 1.
yil getirisi 0,5 - 20 4+ 0,5 - (—10) = 5,00°dur.

1yl 2.1 3.yl 4yl Ortalama  Varyans SS
%100A + 20,00 10,00 5,00 0,00 9 73,00 8,54
%0B
%THA + % 12,50 6,25 3,75 1,25 6 23,31 4,83
258
%50A + % 5,00 2,50 2,50 2,50 3 1,58 1,26
508
%25A + % —2,50 —1,25 1,25 3,75 0 7,81 2,79
75B
%0A + % —10,00 —5,00 0,00 5,00 -3 42,00 6,48
100B

Uciincii satirin hesabr: getiriler 5, 00; 2, 50; 2, 50; 2, 50 oldugundan ortalama %’5 = 3,125 ~ 3; fark-

larin kareleri 22 + 0,5% + 0,52 + 0,52 = 4,75 ve §S% = 25 = 1,58, 55 = /1,58 = 1, 26.
b) Risk-getiri grafigi.
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GETIRI
10 %100 A

P9QA + %50 B (en az riskli)

-4 %100 B RISK (SS)
0 2 4 6 8 10

Sekil 10.4: Alistirma 1'in portfoyleri. En az riskli karisim uclarda degil ortada: %50A + %50B portfo-
yuniin riski 1,26, oysa tek bagina A’nin riski 8,54, B’nin 6,48.

¢) Riski %3’ gegmeyen portfoyler: %50A + %50B (SS = 1, 26, ortalama 3) ve %25A + %75B (SS =
2,79, ortalama 0). Bunlar arasinda getirisi en yiiksek olan

%50A + %508 portfoyii |

d) Riski %5’i gegmeyen portféyler: %50A + %508 (1, 26), %25 A + %75B (2, 79) ve %75A + %258 (4, 83).
En yiiksek getirili olan

| %75A + %25B portfoyii (ortalama 6) |

e) “%67 olasilikla kaybettirmemek”, 1 standart sapma bandinin alt ucunun pozitif olmasi demektir;
yaniz — SS > 0 olmalidur:

Portfoy T —SS Kaybettirmez mi?
%100 A 9—8,54 =0,46 evet
%75A + %258 6—4,83=1,17 evet
%50A + %508 3—1,26=1,74 evet
%25A + %758 0—-2,79=-2,79 hayir
%0A + %100B  —3 — 6,48 = —9,48 hayir

Kosulu saglayan t¢ portfoy arasinda getirisi en yiiksek olan

%100A portfdyii (ortalama 9)|

Alistirma 10.2 (Dort Yillik Tkinci Portfoy Alistirmasi). A ve B gibi iki hisse senedinin 4 yil igin
getirileri asagidaki sekilde verilmis olsun.

lyl 2yl 3yl 4yl

A’nin getiri oranlari (%) 30 0 20 10

B’nin getiri oranlar1 (%) —10 5 15 =5

a) Bu hisse senetlerinden %25’lik paylar ile portfdyler olusturup, o portféylerin ortalama getirilerini ve
risklerini hesaplayip sonuclari bir tabloda gosteriniz. b) Risk—getiri grafigini olusturunuz. c¢) En fazla %
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10.5 Alistirmalar 123

10 risk goze alinabiliyorsa hangi portféye yatirim yapilmalidir? d) %8’e kadar risk alinabiliyorsa hangi
portfoye yatirim yapilmalidir? e) %3’ten daha fazla kaybettirme olasilig1 0, 17 olan portféy hangisidir?

Cozim.
a)
1yl 2.1 3.yl 4y1l Ortalama  Varyans SS

%1004 + 30,00 0,00 20,00 10,00 15 166,67 12,91
7%0B
%T5A + % 20,00 1,25 18,75 6,25 12 86, 06 9,28
25B
%50A + % 10,00 2,50 17,50 2,50 8 51,58 7,18
50B
%254 + % 0,00 3,75 16,25 1,25 5 64,06 8,00
75B
%0A + % —10,00 5,00 15,00 —5,00 1 123,00 11,09
100B

En az riskli portfdy yine ortadadir: %50A + %508 karigiminin riski 7, 18, oysa tek basina A’nin riski
12,91, B’nin 11, 09’dur.
b) Risk-getiri grafigi.

GETIRI
%100 A
15

10

0A+ %50B

0 %100 B RISK (SS)
6 8 10 12 14

Sekil 10.5: Alistirma 2'nin portféyleri. Burada da egri geriye kivriliyor: %50A + %50B karisimi hem
B’den daha az riskli hem de ondan ¢ok daha yiiksek getirili.

¢) Riski %10’u gecmeyenler: %75A + %258 (9, 28, ortalama 12), %50A + %50B (7, 18, ortalama 8) ve %
25A + %75B (8, 00, ortalama 5). En yiiksek getirili

| %75A + %25B portfdyii (ortalama 12) |

d) Riski %8’i gecmeyenler: %50A + %50B (7,18, ortalama 8) ve %25A + %75B (8, 00, ortalama 5). En
yiiksek getirili

| %50A + %50B portfoyii (ortalama 8) |

e)0,17 = % olduguna gore soru, 1 standart sapma bandinin alt ucunun tam olarak —3 oldugu portfoyi
soruyor:
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Portfoy z—SS
%100A 15—12,91 = 2,09

%75A + %258 129,28 = 2,72
%504 + %50B 8—17,18 =0,82
%25A + %75B  5—8,00 = —3,00
%0A + %100B 1 — 11,09 = —10,09

Aranan portfoy

%25A + %75B

¢iinkii bu portfdy i¢in “%3’ten fazla kaybetme” olayinin olasiligi, 1 S'S bandinin sol kuyrugu olan % ~
0, 17°dir.
n
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11.1

11. Portfoyiin Yeniden Dengelenmesi ve
Cesitlendirme

Portféy bir kez kurulup birakilmaz. Piyasadaki dalgalanmalar zamanla paylari kaydirir ve portfoyiin
getiri-risk diizeyi yatirimcinin hedefledigi yerden sapar. Bu diizeye geri donmek icin yapilan isleme
portféyiin yeniden dengelenmesi denir.

Dersin bu son bolimiinde 6nce yeniden dengelemenin ne oldugunu ve portfdy yonetiminin pratik
kurallarini siraliyor, sonra gesitlendirmenin nereye kadar ise yaradigini — ve hangi noktada durdugunu
— goriyoruz.

Bir Portfoyiin Yeniden Dengelenmesi

Tanim 11.1 (Yeniden Dengeleme). Bir yatirimer portféytint hazirlarken kendine belirli bir risk ve
getiri orani tespit eder; yatirimini bu hedefe gére yapar. Zaman ilerledikce pazarda olusan dalgalanmalar
sonunda mevcut portféyiiniin getirisi ve riski hedefledigi degerden sapmus olabilir. Yatirimcinin portfoyi-
nil tekrar eski hedefledigi getiri-risk diizeyine getirmek i¢in portféyiinde yaptig: degisiklige portfoyiin
yeniden dengelenmesi denir.

Bunun i¢in daha 6nceki béliimlerde 6grenildigi sekilde yeni verilerle tekrar hesap yapilir ve portfoyiin
nasil olmasi gerektigi tespit edilir. Bu amacla elindeki bazi hisselerin satilip yerine baska varliklarin
alinmasina karar verilir.

Portfoy olustururken ve portfoyii dengelerken dikkat edilmesi gereken temel prensipler sunlardir:

1. Risk tasimasi ancak uzun vadelerde dengelenebilir.

2. Bir yatirimda giiven isteniyorsa getiriler diisiik seviyede tutulmalidir.

3. Risk ve kazang birbirlerine ayrilmayacak derecede karigmiglardir. Yiiksek risk olmadan yiiksek getiri
beklemeyin; diisiik getiriye razi olmadan giiven beklemeyin.

4. Standart sapmasini bilmediginiz bir hisse senedini satin almayiniz.

5. Istatistiki sonuclara gore hisse senetleri uzun siire elde tutulmalidir. Borsanin kisa dénem degisimle-
rinden etkilenmeyip endiselenmeden beklenmelidir.

6. Uzun vadelerde hisse senetlerinin tahvil ve bonolardan daha yiiksek getiri sagladig: istatistiki olarak
tespit edilmistir.

7. Bazen bir portfoytin riskini kiciltmek icin portfoye kiiciikk miktarda cok riskli bir hisse senedi
eklenebilir.

8. Riskli bir hisse senedi elde ne kadar uzun siire tutulursa zayif bir sonug elde etme sansi o kadar azalir.

9. Bir hissenin yeteri kadar uzun bir dénemdeki sonuglar1 bize bu hissenin gelecekteki getiri ve riskleri
icin iyi bir rehber olur.

10. Iki varligin uzun vadedeki getirileri ve riskleri benzer ise ve aralarindaki korelasyon zayif ise, bunlar
arasindaki en uygun karigimlar %50-%50’ye yakin olanlaridir.

11. Eger iki varligin uzun vadede benzer getiri ve riskleri varsa ve aralarindaki korelasyon tam degilse,
bu ikisini belli bir oranda karistirmak riski azaltir ve getiriyi artirir.

12. Bir portfoyiin yeniden dengelenmesi ayda bir, 3 ayda bir, 6 ayda bir veya en az senede bir defa olma-
lidir. Bir hisse senedi iyi sonu¢ vermisse onun portféydeki riski artar; dolayisiyla yeterli bir miktar:
satilarak bu para ile daha zayif performans gosteren varliklara yatirilmalidir. Béylece hedeflenen
getiri-risk diizeyi elde tutulmus olur.

13. Belirsiz olan ortamlarda portfoyii farkli varliklar ile gesitlendirmek en iyisidir.

14. Bir portfoy ne kadar gesitlendirilse de riski tamamen ortadan kaldirmak miimkiin degildir. Her
zaman fazladan bir piyasa riski s6z konusudur. Unutulmamalidir ki ekonomik felaketler ulusal sinir
tanimazlar.

15. Iki varlik arasinda yapilan korelasyon hesaplari aylik, 3 aylik, 6 aylik veya yillik yapildiklarinda farkl
cikarlar. Bir portfoyiin yeniden dengelenmesi en kii¢iik korelasyonun oldugu periyotta yapilmalidir.

16. Portféytin yeniden dengelenmesi riskin azaltilmasi yaninda ayrica psikolojik rahatlama da saglar.
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17. Kigiik riskli portféyler daha ¢ok kisa vadeli i¢ bor¢lanma senetleri (bonolar vb.) icermelidir.

18. Portféye yatirdigimiz paraya tekrar ne zaman nakit olarak ihtiyacimizin olabilecegini bastan diistintin.
Eger yatirdiginiz paraya uzun siire ihtiyaciniz olmayacaksa, portféyiiniizde hisse senetlerine o kadar
fazla yer verebilirsiniz.

© Yedinci prensip nasil olabilir?

“Riski kiiciiltmek icin ¢ok riskli bir hisse eklemek” ilk bakista celigkili gériiniir, ama Ornek 10.2'de tam
olarak bunu gérdiik: B hissesinin riski (137, 70) A’ninkinden (68, 74) iki kat fazlaydi; buna ragmen

%20 oraninda eklenmesi portfdyiin riskini 57, 00’ye diisiirdii. Onemli olan hissenin tek basma riski

degil, digerleriyle ayn1 anda hareket edip etmedigidir.

Cesitlendirmenin Faydasi

Tanim 11.2 (Cesitlendirme). Portféydeki hisse senetlerinin sayisini artirdigimizda standart sapmanin,
yani riskin azalmasina cesitlendirme denir.

Yani cesitlendirme yoluyla riski azaltmak miimkiindiir. Hisse senedi sayisi arttik¢a hesaplarin basit hesap
makineleriyle yapilmasi zorlasir; bunun i¢in bilgisayar kullanilmasi zorunlu olur. Hisse senedi sayisinin
artmasi halinde portfoyiin riskinin nasil azaldig1 asagidaki grafikte gosterilmektedir.

risk (%)

15 hisseden sonra kazang ¢ok azalir

piyasa riski: cesitlendirme ile yok edilemez X
portfoydeki hisse sayist
0 10 20 30 40 50

Sekil 11.1: Portfoye yeni hisse eklendikce risk diiser, ama diisiis hizla yavaslar ve bir tabana dayanir:
hisselere 6zgii riskler birbirini gétiirebilir, piyasanin tamamini etkileyen risk gotiiremez. Bu yiizden 15—
20 hisseden sonra yeni hisse eklemenin faydas: kiigiktiir.

2013 Nobel Ekonomi Odiilii sahibi Eugene Fama tarafindan yapilan bir calismada, portféye giren hisse
senetleri arasinda korelasyon katsayisinin 1’den kiicitk olmasi ve her bir hissenin payinin ayni olmasi
kosulu ile portféydeki hisse senedi sayis1 15°i gectikten sonra riskin %4 civarinda oldugu gosterilmistir.

| Cesitlendirmenin sinir1

Grafikteki egri sifira inmez, bir tabana dayanir. Hisselere 6zgii riskler (bir sirketin fabrikasinin
yanmasl, yoneticisinin istifasi) birbirini gotiirebilir; ama biitiin piyasayi birlikte etkileyen riskler (kriz,
savas, faiz karar1) gétiiremez. Bu yiizden ¢esitlendirme ile yok edilemeyen kisma piyasa riski denir
ve 14. prensipte sdylenen tam olarak budur.

Boylece dersi, bagladigimiz yerin tam kargisinda bitiriyoruz: ilk béliimde paranin zaman i¢indeki degerini
kesin olarak hesapliyorduk; son boliimde ise gelecegin belirsiz oldugunu kabul edip bu belirsizligi 6l¢meyi
ve yonetmeyi 6grendik. Finans matematiginin iki yarisi budur.
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