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Giris

Diferansiyel geometri, egrileri ve yiizeyleri analizin araclariyla inceler: bir egrinin ne kadar bikildigini,
bir yiizeyin bir noktada hangi yonlere egildigini, bir ylizeyin tizerinde yagsayan birinin yalnizca l¢iim
yaparak neleri 6grenebilecegini kesin tanimlara ve hesaplanabilir biiytikliiklere dontstiiriir. Bu notlar iki
donemlik bir ders olarak diizenlenmistir.

Diferansiyel Geometri 1, R®’te analizin dilini kurar ve bu dili egrilere uygular: teget vektorler, yonlii
tirevler, 1-formlar, egrilik ve burulma, hareketli catilar ve Oklid uzayinin izometrileri. Diferansiyel
Geometri 2 ayn araglar yizeylere tagir: sekil operatorii, Gauss egriligi, yiizeylerin icsel geometrisi,
jeodezikler ve Gauss—Bonnet teoremi. Her kavram 6nce bir motivasyonla sunulur, ardindan sade bir dille
aciklanir; her 6rnek ve her alistirma kendi kutusunda, adim adim ¢6ziimiiyle verilir.

1 Not

Diferansiyel Geometri 1'in ilk kismi olan Oklid uzaymda analiz tamamlanmustir; ikinci kistm Cati
Alanlarr’nin baglanti formlarina kadar olan alt1 konusu da hazirdir. Hepsine asagidaki baglantilardan
ulagilabilir. Kalan konular hazirlanma asamasindadir; tamamlandikca bu sayfadan baglantilanacaktir.
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1.1

1. Oklid Uzay1

Diferansiyel geometri, egrileri ve ylizeyleri analizin araclariyla inceler. Bu ara¢lari kullanabilmek i¢in 6nce
tizerinde calisacagimiz sahneyi, yani ii¢ boyutlu uzayi kesin bicimde tanimlamamiz gerekir. Bu bolimde
uzay1 bir kiime olarak kuruyor, sonra bu kiime tizerindeki fonksiyonlarin tiirevinden sz edebilmek i¢in
gereken dili hazirliyoruz.

Bolimiin ana fikri sudur: bir noktay1 “konumunu ti¢ sayiyla tarif ettifimiz bir sey” olarak degil, dogrudan
ii¢ sayidan olusan bir sirali ticlii olarak tanimliyoruz. Ardindan her noktaya kendi koordinatlarini veren
x, Yy, z koordinat fonksiyonlarini tanimliyor ve bir noktanin koordinati olan say1 ile o koordinati okuyan
fonksiyonu birbirinden titizlikle ayiriyoruz. Béliimiin sonunda sonsuz kere tiirevlenebilen fonksiyonlara
“diferansiyellenebilir” diyor, tiirevin yerel bir islem oldugunu gériip acik kiime kavramini tanitryoruz.
Bu ders temel analiz (tiirev, kismi tiirev, zincir kurali) ile lineer cebir (vektor uzaylari, lineer doniigiimler)
bilgisini varsayar; fonksiyon dilini — tanim kiimesi, gorintii, bilegske, kisitlama, birebir ve 6rten olma,
ters fonksiyon — bilinen kabul ediyoruz. Yalniz sunu vurgulayalim: burada fonksiyon denince analizdeki
gercel degerli fonksiyonlardan fazlas: kastedilir; noktalar: sayiya gotiiren fonksiyonlar, sayilar1 noktaya
gotiiren egriler ve uzay1 uzaya gotiiren doniigtimler de ayni ¢at1 altindadir. Ayrica f ile f(z) ayrimini ders
boyunca koruyacagiz: f fonksiyonun kendisi, f(x) ise yalnizca bir degerdir.

Bu derste kullanilacak baglica harfleri simdiden soyleyelim:

harfler ne gosterir nerede

P, 4 noktalar bu bolim

f,9,h  gercel degerli fonksiyonlar  bu boliim

vV, W teget vektorler Teget Vektorler bolumii
V,W  vektor alanlar Teget Vektorler bolumi
a, B egriler ileride
b, diferansiyel formlar ileride
F.G uzaydan uzaya dontsiimler ileride

Biitiin kavramlar1 ii¢ boyutlu Oklid uzay1 icin tanimliyoruz; daha yiiksek boyutlara gegisi boliimiin
sonunda kisaca ele aliyoruz.

Oklid 3-Uzay1 ve Noktalar

Ug boyutlu uzay1 hepimiz taniriz, ama matematikte cogu zaman tanimlanmadan kullanilir. Aligilmis resim
sudur: bir odanin kosesinde birbirine dik ii¢ kenar ¢izgisi vardir; bunlari eksen sayarsak odadaki her
noktanin yeri, eksenler boyunca o6l¢iilen ii¢ uzunlukla sdylenir. Bu resimde nokta dnce vardir, ii¢ say1
onu sonradan tarif eder. Kesin bir tanim i¢in sirayi ters ceviriyoruz: noktanin tarifini degil, dogrudan ti¢
sayidan olusan listeyi nokta olarak tanimliyoruz. Bdylece “nokta nedir?” sorusunu hi¢ sormadan uzay1
kurmus oluruz.

Tamim 1.1 (Oklid 3-Uzay1 ve Nokta). Gercel sayilarin biitiin siraln iiclitlerinin (ordered triple)
kiimesine Oklid 3-uzay1 (Euclidean 3-space) denir ve R? ile gosterilir:

R? = { (p1,P2,P3) : P1, P2 P3 ER}.

Béyle bir iiglii p = (p;, Py, p3) e R¥’iin bir noktas1 (point) denir.

Yani uzay, ii¢ sayidan olusan listelerin kiimesidir ve “bu nokta nerede?” sorusunun cevabi noktanin
kendisidir. “Sirali” s6zcigii onemlidir: (1,2, 3) ile (2, 1, 3) farkli noktalardir; p = q ancak p; = ¢;, py =
g9, P3 = g3 ise dogrudur.

Acik Matematik - acik-matematik.com 9 CC BY-NC-SA 4.0


https://acik-matematik.com
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.tr

10 Béliim 1. Oklid Uzay1

Ornek 1.1 (Sirali Ucliileri Karsilastirmak). p = (2,3,1), q = (2,3, —1) ve r = (3,2, 1) noktalarini
ele alalim. Bunlar birbirinden farkli midir?

Cozim.

Ucii de farkhidir: p ile q yalnizca ticiincii koordinatta (1 # —1), p ile r ise sira yiiziinden birinci
koordinatta (2 # 3) ayrilir.

|

Ornek 1.2 (Noktalar1 Uzayda Okumak). p = (2,3,1), q = (2,3,—1) ve r = (3,2,1) noktalar
uzayda nerede durur?

q=(2,3,-1)

Sekil 1.1: Ug nokta ve koordinatlart: p = (2, 3, 1) noktasina ulasmak igin baslangic noktasindan x ekseni

boyunca 2, y ekseni boyunca 3, sonra yukari 1 birim gidilir; kesikli koordinat kutusu bu ti¢ adim1 eksen-

lerden okutur. q = (2, 3, -1), p'nin tam altinda ve zeminin 1 birim asagisindadir; yalnizca tigtincii koordinat
degismigtir. r = (3, 2, 1) ise ayni sayilar1 farkl sirayla tasir ve bu ytizden bambagka bir yerde durur.

Cozim.

Yukaridaki sekilde p’ye ulagmak icin baslangic noktasindan z ekseni boyunca 2, y ekseni boyunca 3,
sonra yukar1 1 birim gidilir; kesikli koordinat kutusu bu ti¢ adimi1 gésterir. q, p’nin tam altinda ve
zeminin 1 birim agagisindadir. r ise p ile ayni yiikseklikte durur; ona ulagmak icin x ekseni boyunca
3, y ekseni boyunca 2 birim, sonra yukar1 1 birim gidilir.

|

Lineer cebirden bildigimiz gibi R3, dogal bir bicimde gercel sayilar iizerinde bir vektér uzayidir; bunun
icin gereken iki islem koordinat koordinat yapilir.

Tamim 1.2 (Nokta Toplami, Skaler Kat ve Baslangic Noktas1). p = (p;,p,,p3) ve 4 = (41, ¢35, 43).
R¥iin iki noktas1 ve a bir gercel say1 olsun. p ile q’nun toplami (sum)

p+a=(p+aq,p+ ¢, p3+as)

noktasi, p’nin a sayisiyla skaler kati (scalar multiple)
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1.1 Oklid 3-Uzay1 ve Noktalar 11

ap = (ap;, ap,, apy)

noktasidir. 0 = (0, 0, 0) noktasina R*’iin baglangi¢ noktas (orijin, origin) denir.

Yani noktalar bilesen bilesen toplanir ve bilegsen bilesen 6lceklenir; sonug yine bir noktadir. —p ile
(=1)p = (—p;, —py, —p3) noktasimi, p — q ile p + (—q) noktasim gosteririz.

Bu iki islemin vektor uzayi aksiyomlarini sagladigini gercekten denetleyelim; her aksiyom, gercel sayilarin
bilinen bir kuralinin ti¢ koordinatta ayr1 ayr1 uygulanmasindan ibarettir.

Onerme 1.1 (Oklid Uzay1 Bir Vektor Uzayidir). Nokta toplami ve skaler kat islemleriyle R3, gercel
sayilar iizerinde bir vektor uzayidir. Yani her p,q,r € R ve her a,b € R icin sunlar saglanir:

L. p+a=q+p;
2 (p+q)+r=p+(q+r);
3 p+0=p;
4 p+(-p)=0;
5 a(p+q) = ap +aq;
6. (a+b)p = ap + bp;
7. (ab)p = a(bp);
8 1p =p.
ispat.

Her esitligin iki yani birer noktadir ve iki nokta ancak ii¢ koordinati da esitse esittir; dolayisiyla her aksi-
yomu i = 1,2, 3 igin i-inci koordinatta denetlemek yeterlidir. Tanima gore iki yanin i-inci koordinatlari
strastyla sunlardir:

(1)p; +q; veq; + p;i; (2) (p; +a;) +1; vep; + (¢; +1;); (3)p; + 0 vep;; (4)p; + (—p;) ve0; (5) alp; +
q;) ve ap; + ag;; (6) (a + b)p; ve ap; + bp;; (7) (ab)p; ve a(bp;); (8) 1 - p; vep;.

Her ciftteki iki sayi, gercel sayilarin bilinen bir kurali geregi esittir: sirasiyla toplamanin degisme ve
birlesme ozelligi, 0°in toplamada etkisiz olmasi, toplamaya gore ters elemanin varhigi, carpmanin toplama
tizerine dagimasi (iki kez), carpmanin birlesme 6zelligi ve 1’in ¢carpmada etkisiz olmasi. Sekiz aksiyom
da her koordinatta saglandigindan R? bir vektor uzayidur.

|

Ispatin 6zii sudur: koordinat koordinat tanimlanan islemler, gercel sayilarin biitiin cebirsel kurallarini

oldugu gibi devralir.

Ornek 1.3 (Toplam ve Skaler Kat Hesab1). p = (1,2,0) ve g = (2,0, 1) olsun. p +q, 2p, p — q ve
(p + q) noktalarmi bulalim.
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12 Boliim 1. Oklid Uzay1

3

p=(1,2,0)

2p = (2, 4, 0)

Sekil 1.2: p =(1,2,0) ve q = (2,0, 1) icin toplam ve skaler kat. p + q = (3, 2, 1), baslangi¢ noktasindan ¢ikan

p ve q oklariin gerdigi paralelkenarin karsi kosesidir; kesikli kenarlar paralelkenar: tamamlar, kesikli

koordinat kutusu ise (3, 2, 1) koordinatlarini eksenlerden okutur. 2p = (2, 4, 0), p okunun ayni dogrultuda

iki katina uzatilmigidir. p ile q'yu birlegtiren ince parganin orta noktas: (p + q)/2 = (3/2, 1, 1/2), toplam
okunun tam ortasinda durur.

Coziim.
Tanima gore koordinat koordinat hesaplariz:

P+a=(1+2,2+0,0+1)=(3,2,1),
p—q=(1—-2,2—0,0—1) =(-1,2,-1),
1 3 1
= =1=,1,=].
s+ =(5:13)
Yukaridaki sekilde p + q, baslangi¢c noktasindan ¢ikan p ve q oklarinin gerdigi paralelkenarin kargi
kosesi, 2p ise p okunun iki katina uzatilmigidir; %(p + q) de p ile g’yu birlestiren parcanin orta
noktasidir.
Onermedeki besinci aksiyomu bu sayilarla denetleyelim: 2(p + q) = 2(3,2,1) = (6,4,2) ve 2p +

2q = (2,4,0) + (4,0,2) = (6,4, 2); iki yan ayn1 noktadr.
|

Ornek 1.4 (Diizlemde Ayn1 Hesap). Oklid diizlemi (Euclidean plane) R?’de noktalar sirali ikilidir ve
islemler yine koordinat koordinat yapilir. p = (1,2) ve q = (3, —1) i¢in p + q ve v = q — p noktalarin:
bulalim; sonra p 4 ¢tv noktasinint = 0, ¢t = % ve t = 1 i¢in nereye diistiigiint gorelim.

Cozim.

p+a=(4,1)vev=q—p = (2,—3) olur. Buradan

p+tv=(1+2t2—3t)

vet =0icinp,t = % icin (2, %), t = 1i¢in q bulunur. ¢ biitiin gercel sayilar1 dolagtiginda bu noktalar p
ile g’dan gecen dogruyu, ¢ € [0, 1] ise p’den q’ya giden dogru pargasini ¢izer. ¢ — p + tv bigimindeki
dogru fikri ileride yonli tiirevleri tanimlarken temel arag olacak.

|
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1.2

1.1 Oklid 3-Uzay1 ve Noktalar 13

Dogal Koordinat Fonksiyonlari

Diferansiyel hesabin R?’te ilgilendigi sey noktalarin kendisi degil, uzay iizerinde tanimli gercel degerli
fonksiyonlardir. Béyle bir fonksiyon her noktaya bir say1 verir; sicaklik, basing, baslangi¢ noktasina
uzaklik gibi. En basit fonksiyonlar bir noktanin koordinatlarindan birini okuyanlardir. Bunlar o kadar
basittir ki cogu zaman fonksiyon olduklar1 unutulur; oysa &teki biitin fonksiyonlar bunlardan kurulur.
Bu yiizden onlara ad verip dikkatle tanimliyoruz.

Tanim 1.3 (Dogal Koordinat Fonksiyonlar1). R3 iizerinde, her p = (p;, py, p3) noktast igin
zp)=p, yP)=p2  2P)=p;

kuraliyla tanimlanan gercel degerli x,y, z fonksiyonlarina R3’iin dogal koordinat fonksiyonlar

(natural coordinate functions) denir. Ayni fonksiyonlar i¢in indisli yazim da kullanilir:

T, =2, Ty =1, T3 = 2.

Yani x fonksiyonu bir noktay: alir, birinci koordinati olan say1y1 verir; , nin p’deki degeri p,; sayisidir.
Dolayisiyla her nokta koordinat fonksiyonlarinin degerlerinden geri kurulur:

P = (p1,P2,p3) = (71(P), 22(P), z3(P) ) -

Sol yanda noktanin {i¢ koordinati, sag yanda ii¢ koordinat fonksiyonunun ayni noktadaki degerleri vardir;
bunlar ayni sayilardir. Fonksiyon olan x, 4, 23 ’tir; ,(p) yalnizca bir sayidir.

Nokta mi, say1 mi1, fonksiyon mu?

Uc ayr1 nesne var, hepsi benzer harflerle yaziliyor:

« p bir noktadir: uzayn bir elemanu.

+ p; bir sayidir: p noktasinin birinci koordinati.

« x4 bir fonksiyondur: uzayn her noktasini bir sayiya gotiiren kural. z; (p) = p; esitligi bu tigiini
birbirine baglar.

Temel analizde = harfinin hem say1 hem degisken olarak kullanilmasi sorun ¢ikarmaz, ¢iinkii say1
dogrusunda bir nokta ile koordinat: zaten ayni sayidir; ii¢ boyutta ise p; sayisi ile x; fonksiyonunu
karistirmak gercek belirsizlikler dogurur. Ornegin “z = 2” yazisi bir say esitligi degil,  fonksiyo-
nunun 2 degerini aldig1 noktalarin kiimesinin, yani « eksenini dik kesen bir diizlemin adidr.

Ay disiplini biitiin fonksiyonlara uyguluyoruz: f fonksiyonun kendisidir, f(p) ise onun p nokta-
sindaki degeri olan sayidir.

Ornek 1.5 (Koordinat Fonksiyonlarinin Degerleri). p = (2,3,1), q = (2,—1,3) ve r = (2,0,0)
noktalarinda z, y ve z fonksiyonlarinin degerlerini bulalim.

Coziim.
Tanima gore degerler dogrudan koordinatlardir:

nokta x degeri ydegeri z degeri
p=(231) 2 3 1
q=(2,—-1,3) 2 -1 3
r=(2,0,0) 2 0 0

]

Ornek 1.6 (Ayn1 x Degerini Alan Noktalar). p = (2,3,1),q = (2,—1,3) ver = (2,0, 0) noktalarinin
ii¢iinde de z fonksiyonunun degeri 2°dir. z(p) = 2 esitligini saglayan biitiin noktalarin kiimesi nedir?

Acgik Matematik - acik-matematik.com 13 CC BY-NC-SA 4.0


https://acik-matematik.com
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.tr

14 Boliim 1. Oklid Uzay1

z
A
4
q=(2 -1,3) 3 \
°
\
\
\
\\ 2
\
\
\
\
\
\
\ 1
\
\
\
\\ pP= (2, 3, 1)
-2 Pl /,’
r=(2,0,0) \ \
- R / A —;\\5
N \ ’ 4 y
S \ Vs
/ N U
A
x=2
X

Sekil 1.3: Mavi tarali parca, x eksenini 2 noktasinda dik kesen x = 2 diizleminin bir kesitidir; p = (2, 3,

1), q = (2, -1, 3) ve r = (2, 0, 0) noktalarinin ti¢ci de bu diizlem tizerindedir. Kesikli oklar x koordinat

fonksiyonunun yaptig isi gosterir: birbirinden farkli ti¢ noktay: ayni 2 sayisina gotiiriir. x(p) = 2 kogulunu
saglayan noktalarin tamamu iste bu diizlemdir.

Coziim.

Uc nokta farkli oldugu halde z fonksiyonu ii¢iinii de ayn1 2 sayisina gdtiiriir; yukaridaki sekil bunu
gosterir. z(p) = 2 kosulunu saglayan noktalar, birinci koordinati 2 olan biitin (2, p,, p5) noktalaridir;
bu kiime x eksenini 2 noktasinda dik kesen bir diizlemdir, sekildeki tarali par¢a onun bir kesitidir. Kisaca
“x = 2 duzlemi” deriz; burada z bir fonksiyon, 2 onun aldif1 degerdir. Diizlemde ayni sey bir boyut
asagida goriiniir: R?’nin iki koordinat fonksiyonu x, y vardir ve “y = 0” kiimesi, ikinci koordinati sifir
olan noktalardan olusan = eksenidir.

n

Koordinat fonksiyonlarinin asil giicii, 6teki fonksiyonlarmn bunlar cinsinden yazilabilmesidir; f = %y
yazimini agiklayalim.

1 f = x%y yazimi ne demektir?

x ve y birer fonksiyon oldugundan 2y ifadesi, degeri her noktada koordinatlardan hesaplanan bir
fonksiyondur: f = x2?y yazmak,

f(p) =xz(p)®y(p) =pipy (her peR?® igin)

demektir. Genel olarak z,, z ile kurulmus her formiil R? {izerinde bir fonksiyon tanimlar; degeri,
formiilde z, y, 2 yerine p;, py, p3 konarak bulunur. “f = 22y ile “f(z, y, z) = z%y” ayn1 seyi sdyler.

Ornek 1.7 (Koordinatlardan Kurulan Fonksiyonlarin Degerleri). f = 2%y ve g = ysin 2 fonksi-
yonlarinin p = (2,3,1), r = (1,2, 7/2) ve 0 noktalarindaki degerlerini bulalim.

Coziim.
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f(p) = p?p, ve g(p) = p, sin p; kuralini her noktaya uygulariz:

£(2,3,1)=4-3=12, ¢(2,3,1)=3sin1,
F(1,2,7/2) =1-2=2, ¢(1,2,7/2) = 2sin(r/2) = 2,
£(0,0,0) =0, 9(0,0,0) = 0.

f iiciincii, g birinci koordinata bagl degildir; yine de ikisi de R3’{in tamaminda tanimlidur.
|

Kismi Tiirevler ve Diferansiyellenebilir Fonksiyonlar

Kismi tiirev almayi ve bileske fonksiyonun tirevi i¢in zincir kuralini (chain rule) bildiginizi varsayiyoruz;
zincir kuralinin ispatin1 yeniden yapmayacak, onu bir ara¢ olarak kullanacagiz. Yine de kismi tiirevin
tanimini koordinat diliyle bir kez hatirlatalim, ¢iinkii sonraki bolimlerde bu tanimin iizerine yeni
kavramlar kuracagiz.

f, R3 iizerinde bir fonksiyon ve p = (p;, Py, p3) bir nokta olsun. f’nin p noktasindaki z’e gore kismi
tiirevi (partial derivative), 6teki iki koordinat sabit tutularak yalnizca birinci koordinat degistirildiginde
f’nin degisim hizidir:

%(p) — m flpy + t,pz,p3i - f(P1ap27p3)_

Ox t—0

Of /0y ve Of [0z aym bicimde, ikinci ve igiincii koordinat degistirilerek tanimlanir. Bu tiirevler yine
R? iizerinde birer fonksiyondur; onlarin da tiirevi alinarak 9% f/9z2, 82 f /dxdy gibi ikinci mertebeden
(second-order) tiirevler (burada 92 f /Ox Oy yazimi, 6nce ’ye sonra x’e gore tiirev almak demektir), sonra
daha yiiksek mertebeden tiirevler elde edilir. Hesapta en ¢ok birinci ve ikinci mertebeden tiirevler geger;
ara sira licinci, hatta dérdiincii mertebeden tiirevler de gerekir.

Ornek 1.8 (Kismi Tiirevin Anlami). Oklid diizleminde f = 2y olsun; kismi tiirevin tanimi diizlemde
de aynidir, yalnizca degistirilecek iki koordinat vardir. p = (1, 2) noktasinda 8 f /0x ve 8 f /Oy degerlerini
bulalim ve bunlarin birer egim oldugunu gorelim.

8 & deger
— fi1+t2)=201+ 1

——- fl,2+H =2+t

Sekil 1.4: f= x*y fonksiyonunun p = (1, 2) noktasindan gecen iki koordinat dogrusuna kisitlanigi; yatay

eksen t, diisey eksen goriilen deger. Mavi egri, birinci koordinati degistirince gorillen f{1 + ¢, 2) = 2(1

+ 1)? paraboludiir; (0, 2) noktasindaki turuncu tegetinin egimi df/9x(p) = 4'tur. Yesil kesikli dogru ikinci

koordinat boyunca gériilen f{1, 2 + £) = 2 + t degerleridir; egimi df/0y(p) = 1'dir. Kismi tiirev, fonksiyonu
bir koordinat dogrultusundaki dogruya kisitlayip alinan siradan tiirevden baska bir sey degildir.
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16 Béliim 1. Oklid Uzay1

Cozim.

0f/0x = 2xy ve Of /Oy = z? birer fonksiyondur; p = (1,2)’deki degerleri
of of
Lip)=2.1.2=4 9oy =12 =1
5 P) 5P

sayllaridir. Anlamlar1 sudur: p’den yalnizca birinci koordinati ¢ kadar degistirirsek f(1+¢,2) =
2(1 + t)? degerini goriiriiz; bu tek degiskenli fonksiyonun ¢ = 0’daki tiirevi 4’tiir. Yukaridaki sekil bu
parabolii ve ¢t = 0’daki egimi 4 olan tegetini gsterir. Ikinci koordinat boyunca ilerlersek f(1,2 +t) =
2 + t goririiz; egimi 1’dir. Kismi tiirev, fonksiyonu bir koordinat dogrultusundaki dogruya kisitlayip
siradan tirev almaktur.

|

Kag tiirev alabilecegimizi her seferinde diisinmemek icin fonksiyonlarin istedigimiz kadar tiirevlenebilir
olmasini bastan isteyecegiz.

Tanim 1.4 (Diferansiyellenebilir Fonksiyon). R? iizerinde gercel degerli bir f fonksiyonunun her
mertebeden biitiin kismi tiirevleri varsa ve bunlarin hepsi siirekliyse f’ye diferansiyellenebilir (diffe-
rentiable) denir. Ayni anlamda sonsuz kere tiirevlenebilir (infinitely differentiable), diizgiin (smooth)
ya da C*° simifindan da denir.

Yani diferansiyellenebilir bir fonksiyonun tiirevini istedigimiz kadar, istedigimiz sirayla alabiliriz; hi¢bir
asamada tirevin varlif1 ya da siirekliligi icin kaygilanmayiz. Bu, temel analizdeki “tiirevlenebilir” sozcii-
gunden daha giicliidiir: orada bir kere yeterliydi, burada her mertebeyi istiyoruz. Sureklilik kogsulunun
bir kazanci da karisik tiirevlerin (mixed partial derivatives) siradan bagimsiz olmasidir: 02 f /020y =

02 f | 0yox.

Ornek 1.9 (Bir Polinomun Diferansiyellenebilirligi). f = x?y fonksiyonunun diferansiyellenebilir
oldugunu gorelim.

Cozim.

f = x?y bir polinomdur ve bir polinomun her kismi tiirevi yine bir polinomdur: df/0z = 2zy,
Of /oy = x2, 0f/0z =0, 02f/0x* = 2y, 8 f /020y = 2z, sonunda hepsi sifir. Polinomlar siirekli
oldugundan biitiin tiirevler vardir ve siireklidir; f ve her polinom diferansiyellenebilirdir.

|

Ornek 1.10 (Siniislii Bir Fonksiyonun Diferansiyellenebilirligi). g = ysin z fonksiyonunun dife-
ransiyellenebilir oldugunu gorelim.

Cozim.

g = ysin z igin tiirevler dg/dx = 0, 8g/dy = sin z, dg/dz = ycos z, 8%g/dy Dz = cos z, %g/92* =
—ysin z gibi, her biri +ysin z, +ycos z, +sin z, 4 cos z bi¢ciminde ya da sifir olan fonksiyonlardir.
Siniis ve kosiniisiin tiirevleri yine siniis ve kosiniis oldugundan bu déngi hi¢ bozulmaz; biitiin tiirevler
vardir ve siireklidir. Genel olarak polinomlar, tistel fonksiyon, siniis, kosiniis ve bunlarin toplam,
carpim ve bileskeleri diferansiyellenebilirdir; bu derste karsilasacagimiz fonksiyonlarin hemen hepsi
bu tiirdendir.

|

Ornek 1.11 (Bir Polinomun Seviye Egrileri). Oklid diizleminde f = 2y fonksiyonunun seviye
egrilerini (level curves) cizelim.
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1.3 Kismi Tirevler ve Diferansiyellenebilir Fonksiyonlar 17

f=x%y, seviye egrileri ¥*y = ¢

2y
1 \. p=(L2)

c=0

Sekil 1.5: f= x*y fonksiyonunun diizlemdeki seviye egrileri X’y = ¢: ¢ = 0,5; 1; 2 igin maviler, ¢ = -0,5;

-1; -2 i¢in turuncular; |¢ bitytidiik¢e ton koyulasir. ¢ # 0 iken seviye kiimesi iki dalli y = ¢/x* egrisidir;

¢ = 0 seviye kiimesi ise iki koordinat ekseninin birlesimidir (kalin gri). p = (1, 2) noktasi ¢ = 2 egrisinin
tizerindedir, ¢inki f{1,2) =1%-2 = 2.

Cozim.

Yukaridaki sekilde diizlemdeki f = z%y fonksiyonunun seviye egrileri, yani 22y = ¢ kiimeleri goriilii-
yor: ¢ # 0 igin iki dalli y = ¢/z? egrisi, ¢ = 0 i¢in iki koordinat ekseninin birlesimi. p = (1,2) noktas1
¢ = 2 egrisinin tizerindedir, ¢iinkii f(1,2) = 2.

|

Ornek 1.12 (Mutlak Deger Diferansiyellenebilir Degildir). f = | z | fonksiyonunun diferansiyel-
lenebilir olmadiginmi gosterelim.

Cozim.
f ==z |icin p = (0, py, p3) bicimindeki bir noktada birinci kismi tiirevi denetleyelim. Tanima gore
f(t,pa,p3) — f(O, Py, p3) _ m
t t

orani ¢ > 0icin 1, ¢ < 0 i¢in —1’dir; ¢ — 0 iken limiti yoktur. Dolayisiyla 0 f /Ox bu noktalarda tanim-
sizdir ve f diferansiyellenebilir degildir; sorun yalnizca = 0 diizlemindedir ama tanim her noktada
tirev ister.

|
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Ornek 1.13 (Tiirevi Siirekli Ama Diferansiyellenebilir Olmayan Bir Fonksiyon). g=2z | 7 |
fonksiyonunun diferansiyellenebilir olmadigini gosterelim.

Cozim.
g =z | = | fonksiyonu mutlak deger 6rneginden (Ornek 1.12) daha inceliklidir. p; > 0 icin g = 2,
p; < 0icin g = —x2; buralarda dg/0z = 2 | = |'tir. p; = 0 noktalarinda ise

g(t7p27173) _9(07172,173) _ t | t |
t t

=|t|—0

oldugundan tiirev vardir ve 0°dir. Boylece 0g/0z = 2 | x | her yerde vardir ve siireklidir. Ama ikinci
mertebede mutlak deger 6rnegine doneriz: 2 | = |’in z’e gore tiirevi p; = 0 noktalarinda yoktur. Birinci
tiirevi var ve siirekli olan g, ikinci tiirevi olmadig: i¢in bizim anlamimizda diferansiyellenebilir degildir;
tanimda “her mertebeden” demenin nedeni budur.

]

Diferansiyellenebilir iki fonksiyonu toplayip ¢arpabiliriz; sonug yine diferansiyellenebilirdir. Islemler
degerlerin her noktada ayr1 ayr1 toplanip ¢arpilmasiyla yapilir.

Tanim 1.5 (Fonksiyonlarin Toplami ve Carpimi). f ve g, R? iizerinde gercel degerli fonksiyonlar
olsun. Toplam f + g ve carpim fg, her p noktasi igin

(f+9)p)=fp)+9), (f9)(p)=rf(p)a(p)

kuraliyla tanimlanan fonksiyonlardir. Bu tiir islemlere noktasal (pointwise) islem denir.

Yani iki fonksiyonu toplamak ya da ¢arpmak i¢in her noktadaki degerlerini toplar ya da ¢arpariz. Ayni
disiinceyle say1yla ¢arpim (¢ f)(p) = ¢ f(p) ve g’nin sifirlanmadig1 yerde bolim (f/g)(p) = f(p)/9(p)
tanimlanir.

Onerme 1.2 (Toplam ve Carpim Diferansiyellenebilirligi Korur). f ve g diferansiyellenebilir ise
f + g ve fg de diferansiyellenebilirdir.

Ispat.

Her k > 0 i¢in su iddiay tiimevarimla gosteriyoruz: f + g’nin k-inci mertebeden her kismi tiirevi vardir
ve f ile g’nin ayni tiirevlerinin toplamidir; fg’nin k-inct mertebeden her kismi tiirevi vardir ve f’nin bir
kismi tiirevi ile g’nin bir kismi tiirevinin ¢arpimlarindan olusan sonlu bir toplamdir (sifirinci mertebeden
tiirev fonksiyonun kendisidir). k = 0 i¢in iddia tanimin kendisidir.

Iddia k igin dogru olsun ve k-inc1 mertebeden bir tiirevin x; 'ye gore tiirevini alalim. Toplam kuralina gére
toplamun tiirevi tiirevlerin toplamidir; f ve g’nin (k + 1)-inci mertebeden tiirevleri var oldugundan sonug
vardir ve ayni bi¢cimdedir. Carpim igin: sonlu toplamin tiirevi terimlerin tiirevlerinin toplamidir ve her
FQ@ teriminin tiirevi ¢carpim kuralina gore (OF /0x;) G + F (0G/0x;) dir; F ve G, f ile g nin tiirevleri
oldugundan bu tiirevler vardir ve yeni ifade yine istenen bicimdedir. Boylece iddia k + 1 icin de dogrudur.
Her mertebedeki tiirev, f ve g’nin siirekli tirevlerinin sonlu toplam ve ¢carpimi oldugundan siireklidir.
Dolayisiyla f + g ve fg diferansiyellenebilirdir.

|

Ispatin 6zii sudur: toplam ve ¢arpim kurali her tiirev mertebesinde ayni bigimi korur, bu yiizden hicbir
mertebede yeni bir sey olmaz.

Bu 6nerme, koordinat fonksiyonlariyla yazilan formillerin neden diferansiyellenebilir oldugunu da
agiklar. z fonksiyonu diferansiyellenebilirdir: dz/dz = 1, 6teki biitiin tiirevleri 0’dir; y ve z i¢in de ayn1
sey gecerlidir. 2%y = z - - y ise ii¢ diferansiyellenebilir fonksiyonun noktasal carpimidir. Genel olarak
x,y, z ile yazilmig her polinom, koordinat fonksiyonlarinin ve sabit fonksiyonlarin noktasal toplam ve
carpimlarindan kurulur; dolayisiyla 6nermeye gore diferansiyellenebilirdir.

Ornek 1.14 (Noktasal Toplam ve Carpimin Degerleri). f = 22y ve g = ysinz olsun. f + g ve fg
fonksiyonlarini z, y, z cinsinden yazalim ve p = (1,2, 7/2) noktasindaki degerlerini bulalim.

Coziim.
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Tanim geregi f + g = 2y + ysinz ve fg = x2y? sin 2’dir. Noktadaki degerler: f(p) = 2 ve g(p) =
2sin(7/2) = 2; dolayisiyla (f + g)(p) = 4 ve (fg)(p) = 4. Ayn1 sonug formiillerden de ¢ikar: 1 -2 +
2:1=4vel-4-1=4.

|

Ornek 1.15 (Carpimun Tiirevi Iki Yolla). f = 2%y ve g = ysin z olsun. 8(fg)/dz tiirevini iki yolla
hesaplayalim.

Coziim.
Tiirev icin iki yol var. Birincisinde fg = x?y?sin z formiiliinii dogrudan kullanir ve 9(fg)/0z =
2292 cos z buluruz. Ikincisinde ¢arpim kuralini uygulariz:

(fg)/0z= fOg/0z+ gdf/0z = z%y-ycosz+ysinz-0 = x%y*cosz

iki yol uyusur.
]

1 Sozlesme: fonksiyon sdzciigii

Bundan sonra her seferinde “diferansiyellenebilir gercel degerli fonksiyon” demek yerine kisaca
fonksiyon diyecegiz. Yani aksi séylenmedikgce bir fonksiyonun degerleri gercel sayidir ve fonksiyon
diferansiyellenebilirdir. Bu kisaltma yalnizca yazimi hafifletmek ic¢indir. Bir fonksiyonun diferansi-
yellenebilir olup olmadigimin tartisildig1 yerlerde ya da vurgu gerektiginde iki sifat1 yine acik¢a
yazacagiz; ornegin | = | gibi bir fonksiyondan s6z ederken diferansiyellenebilir olmadigini ayrica
belirtiriz.

Birden ¢ok fonksiyonu bagka bir fonksiyonun icine yerlestirmek bu derste sik yapacagimiz bir islemdir;
yerlestirmeyi kesin bir tanimla, tiirevini de zincir kuraliyla veriyoruz.

Tanim 1.6 (Fonksiyonlarin Yerlestirilmesi). g, g5, g3 ve h, R? iizerinde gercel degerli fonksiyonlar
olsun. Her p noktasi icin

f(P) ="h (9:(p), 92(P), 93(P) )

kuraliyla tanimlanan f fonksiyonu f = h(g, g5, 93) ile gosterilir.

Yani h’nin t¢ girigine sirasiyla g, g5, g3’ iin degerleri konur; bu, p = (g1 (p), 92(P), 93(p)) ile A’nin
bileskesidir. Ozel olarak g; = z, g, = ¥y, g5 = z alinirsa

f(@,y,2)(p) = f (z(p),y(P),2(P) ) = f(P1,P2,P3) = f(P)

olur; yani f = f(z,v, 2) 6zdesligi gecerlidir. Bu, “f = 2%y ile “ f(z, ¥y, z) = 22y’ yazzmlarinin neden ayni
seyi soylediginin kesin gerekcesidir.
Teorem 1.1 (Zincir Kurall). h ve gq, g5, g5 diferansiyellenebilir fonksiyonlar ve f = h(g,, g5, g3) olsun.
O zaman f diferansiyellenebilirdir ve

Of <~ Oh dy;
oz 267(91792793) or

i=1 ?

esitligi gecerlidir; O f /Oy ve O f [0z igin de ayni formiil, sag yanda 0g; /Oy ve Og, |0z ile gegerlidir. Burada
(0h/0x;)(gy, 9o, g3), b nin i-inci kismi tiirevine g, , g5, g3 tin yerlestirilmesidir.

ispat.
Formiiliin kendisi, birinci mertebeden kismi tiirevleri siirekli olan fonksiyonlar i¢in analiz derslerinden
bilinen zincir kuralidir; onu ispatsiz, bir arag olarak kabul ediyoruz. Analizden iki olguyu daha kullana-
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cagiz: kismi tiirevleri siirekli olan bir fonksiyon siireklidir ve siirekli fonksiyonlarin bileskesi siireklidir.
Gosterilecek olan, f’nin her mertebeden kismi tiirevinin var ve siirekli oldugudur.

91, 9o, g3 U sabit tutalim ve iki tiir carpana izin verelim: diferansiyellenebilir bir fonksiyon ya da diferan-
siyellenebilir bir k i¢in k(g,, g9, g3) biciminde bir yerlestirme. Béyle carpanlarin sonlu ¢arpimlarinin sonlu
toplamlarina kisaca izinli ifade diyelim. f = h(g,, 95, 93) tek carpanly, tek terimli bir izinli ifadedir; iki
izinli ifadenin toplami ve ¢arpimi da izinlidir.

Once siireklilik.  Diferansiyellenebilir  bir  carpan  siireklidir.  k(g,95,93) c¢arpani, p
(91(P), 92(P), 95(P)) ile k’nin bileskesi oldugundan siireklidir. Siirekli fonksiyonlarin sonlu toplam ve
carpimu siirekli oldugundan her izinli ifade siireklidir.

Simdi tiirev. k(gy, go, 93) carpaminin x;’ye gore kismi tiirevi, birinci mertebeden zincir kuralna gore

23: o (91,92, 95) 99
- 3$i 1,392,393 3.T]
toplamidir. Ok /O, diferansiyellenebilir oldugundan (0k/0x;)(g1, 9o, g3) yine ikinci tiirden bir ¢carpan,
0g;/ 0z ise birinci tiirden bir carpandir; yani bu tiirev izinli bir ifadedir. Diferansiyellenebilir bir ¢carpanin
tirevi diferansiyellenebilirdir, o da izinlidir. Carpim kuralina gore bir carpimin tiirevi, ¢carpanlardan
birinin tiirevi ile otekilerin carpimlarinin toplamidir; toplam kuralina gore bir toplamin tiirevi terimlerin
tiirevlerinin toplamidir. Izinli ifadeler toplam ve ¢arpim altinda kapali oldugundan sonug sudur: her izinli
ifadenin her birinci mertebeden kismi tiirevi vardir ve yine izinli bir ifadedir.

Bu iki gézlemi birlestirelim. f izinli oldugundan birinci mertebeden tiirevleri vardir ve izinlidir; izinli
olduklarindan onlarin da tiirevleri vardiwr ve izinlidir; bu hi¢ durmaz. Yani f nin her mertebeden biitiin
kismi tiirevleri vardir ve her biri izinli bir ifade olarak siireklidir. f diferansiyellenebilirdir.

|

Yani distaki fonksiyonun her girisine gore tiirevi, o girige yerlestirilen fonksiyonun tiireviyle carpilir ve
carpimlar toplanir. Tek girisli 6zel durum en sik kullanilamidir: ¢ : R — R diferansiyellenebilir ise 0(¢p o
9)/0x = ¢’(g) Og/0x; drnegin O(sin g)/Ox = cos g Dg/ .

Ispatin 6zii sudur: bir yerlestirmenin tiirevi yine yerlestirmelerle diferansiyellenebilir fonksiyonlarin
toplam ve ¢arpimidir; bu bi¢im tiirev alinca bozulmadigindan tiirevleme hicbir mertebede tikanmaz.

Ornek 1.16 (Zincir Kuraliyla Hesap). h = 2y + zve f = h(z?, y + 2, x2) olsun. 0 f /O tiirevini 6nce
zincir kuraliyla, sonra f’yi acikca yazarak bulalim.

Cozim.
h’nin kismi tiirevleri 0k /0x, = y, Oh/0zy = z,0h/0z5 = 1'dir. g; = 2%, g5 = y + 2, g3 = T2 yerles-
tirilince bu tiirevler sirasiyla g, = y + z, g; = 22 ve 1 olur. Zincir kuralt:

of (x?) Ay + 2) O(zz)

i A Selvs 2,7\ T 7 .
ok (v+2) ok o Ox +1 Ox

=(y+2)2z+2%-0+2=2x(y+2) + 2.

Denetleme: f = z2(y + 2) + 22 oldugundan dogrudan df/8z = 2x(y + 2) + z; iki yol uyusur. Orne-
gin p = (1,2, 3) noktasinda (0f/0z)(p) =2-1-(2+ 3) + 3 = 13 bulunur.
]

Ornek 1.17 (Diizlemde Zincir Kurali). Oklid diizleminde yerlestirme iki fonksiyonla yapilir: h, g, ve
g, ditzlem iizerinde fonksiyonlar ise f = h(g;, g,) fonksiyonu f(p) =k ( 91(P), 92(P) ) ile tammlanr
ve zincir kurali iki terimli olur: girig sayisi kadar terim. h = zy ve f = h(z + y, z — y) olsun. 9f/0x ve
0f /Dy tiirevlerini bulalim, sonra p = (3, 1) noktasindaki degerlerini hesaplayalim.

Cozim.

h’nin tirevleri Oh/0z, = y ve Oh/0xy = x’tir; g; =  + y ve g, = & — y yerlestirilince bunlar sira-
siyla g, = & —y ve g; = x + y olur. ¢g;’in iki tiirevi de 1, g,’nin z’e gore tirevi 1, y’ye gore tiirevi
—1’dir. Zincir kuralina gore
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%z(m—y)~1+(x+y)-1:2m,
=) 1+ @) () =2

bulunur. Denetleme: f = (z + y)(z — y) = 22 — y? oldugundan dogrudan 8f/dx = 2z ve 8f /0y =
—2y; iki yol uyusur. p = (3,1) noktasinda f(p) = h(4,2) =8, (0f/0z)(p) =6 ve (0f/0y)(p) =
—2 olur.

|

Tiirev Yerel Bir Islemdir: Acik Kiimeler

Kismi tiirevin tanimina bir kez daha bakalim: 0f/0x’in p noktasindaki degeri, f(p; + t, s, p3) sayila-
rmin ¢t — 0 iken nasil degistiginden hesaplanir. Limitte yalmzca kiiciik ¢ degerleri rol oynadigindan, f’nin
p’den uzaktaki noktalarda ne yaptig1 sonucu hi¢ etkilemez; f’yi p’nin cevresindeki kiiciik bir bolgede
bilmek yeter. Tiirev bu anlamda yerel (local) bir iglemdir.

O halde diferansiyellenebilir fonksiyonu yalnizca R*’iin tamaminda tanimli fonksiyonlar i¢in tanimlamak
gereksiz bir kisitlamadir. Ornegin log = yalnizca # > 0 olan noktalarda anlamlidir; yine de bu noktalarin
her birinin ¢evresinde kii¢iik bir bolgede tanimlidir ve orada tiirevi alinabilir. Bir fonksiyonun tamim
kiimesinden istedigimiz tek sey, her noktasinin ¢evresinde tiirev almaya yetecek “biraz yer” birakmasidir.
Bu 6zelligi tagiyan kiimelere ad veriyoruz.

Tanim 1.7 (A¢ik Kitme). R¥’iin bir O alt kiimesi su 6zelligi tasiyorsa agik kiime (open set) denir:
O’nun her p noktasi i¢in, p’ye yeterince yakin olan biitiin noktalar da O’nun i¢indedir. Burada “yeterince
yakin” su demektir: p’ye bagl bir € > 0 sayis1 vardir ve p’ye uzaklig: ¢’dan kiigiik olan her q noktasi
O’dadur. Iki noktanin uzaklig

d(p,q) = \/<Q1 —p1)? + (g2 —p2)? + (g3 — p3)?

ile 6lctiliir.

Yani acik kitmenin hi¢bir noktast “kenarda” degildir: her noktasinin etrafina, tamamen kiimenin icinde
kalan kiigtik bir top sigar. Topun yaricapi € noktadan noktaya degisebilir; kenara yaklastikca kiiciiliir ama
hi¢bir noktada sifir olmaz.

Tanimu bir acik kiimeye soyle tasiriz: O acik ve f : O — R olsun; f’nin O’nun her noktasinda her merte-
beden biitiin kismi tiirevleri varsa ve siireklilerse f’ye O tizerinde diferansiyellenebilir denir. Bir noktada
tirev almak i¢in f’nin o noktanin etrafindaki kiiciik bir topta tanimli olmasi yeter, aciklik da tam bunu
saglar. Bu béliimiin biitiin sonuglar1 R? yerine herhangi bir acik O kiimesi alindiginda da gegerlidir.

Ornek 1.18 (Yar1 Uzayda Diferansiyellenebilir Bir Fonksiyon). O = {p € R®: p; > 0 } yar1uzay1
aciktir: bir p € O noktasi i¢in € = p; secilirse, p’ye uzaklig1 e’dan kii¢iik her q noktas: da ¢; > 0 saglar.
Bu acik kiime tizerinde f = yzlog x fonksiyonunun diferansiyellenebilir oldugunu gérelim.

Coziim.

f = yzlog x fonksiyonu O tuizerinde tanimlidir, ¢iinkii O’da & > 0’dir. Kismi turevleri
of yz af of
or z’ Oy 28T, 9, Y8

olur; daha yiiksek mertebeden her tiirev y, z, log x ve 1/x’in kuvvetlerinin ¢arpimlarindan olusan bir
toplamdir ve & > 0 oldugu siirece taniml ve siireklidir. Dolayisiyla f, O tizerinde diferansiyellenebi-
lirdir; tanim kiimesinin R3’{in tamami olmamasi sorun yaratmaz.

| ]
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Boyut Uzerine: Oklid Diizlemi ve n-Uzay1

Bu béliimde boyutu ii¢ sectik; bunun tek nedeni, egriler ve yiizeyler incelenirken en ¢ok bu boyuta ihtiyac
duyulmasidir. Tanimlarmn hicbiri “ti¢” sayisina gercekten bagh degildir. n herhangi bir pozitif tam say1
olsun. Gergel sayilarin biitiin sirali n-lilerinin kiimesine Oklid n-uzay1 (Euclidean n-space) denir ve
R™ ile gosterilir; elemanlar1 p = (py, ..., p,,) noktalaridir. Toplam ve skaler kat yine koordinat koordinat
yapilir, R™ bir vektor uzayidir ve z,(p) = p; kuraliyla n tane dogal koordinat fonksiyonu z, ..., z,, vardir.
Kismi tiirev, diferansiyellenebilirlik, noktasal iglemler, yerlestirme ve zincir kurali, agik kiitme tanimlari
da harfi harfine ayn1 kalir; yalnizca “ii¢” yerine “n” okunur. Dolayisiyla bu bolimiin biitiin sonuglar: her
n icin gecerlidir.

Bu genellikten iki 6zel durumu kullanacagiz. Birincisi Oklid diizlemi R?’dir: diizlemde nokta (p;,p,)
bi¢imindedir, koordinat fonksiyonlar1 x,y’dir ve diizlem o6rnekleri, uzaydaki kavramlar1 kagida ¢izip
gormenin en kolay yoludur; bu béliimde de birka¢ kez diizleme indik. ikincisi » = 1 durumu, yani
gercel say1 dogrusu R! = R’dir. Burada tanimlar gecerli kalir ama gereginden agir diiser: tek koordinat
fonksiyonu z, 6zdeslik fonksiyonudur (z;(p) = p), kismi tiirev siradan tiireve indirgenir ve nokta ile
koordinat1 ayirmanin bir anlami kalmaz. Bu kavramlar yiiksek boyutlar icin tasarlanmigtir; bir boyutta
gosterdikleri hantallik bundandir.

Alistirmalar

Alistirma 1.1 (Bir Carpimi Koordinatlarla Yazmak). R? iizerinde f = 2%y ve g = ysin z olsun. fg?
fonksiyonunu z, y, z cinsinden yazin.

Cozim.
Carpim noktasal oldugundan formiiller dogrudan carpilir: g = y? sin? z ve

2 2

fg? = 2%y - y?sin? z = 2293 sin? 2.

Alistirma 1.2 (Tiirevli Bir Toplami Koordinatlarla Yazmak). R? iizerinde f = 2%y ve g = ysinz
olsun. (0f/0z) g + (0g/0dy) f fonksiyonunu z, y, z cinsinden yazin.

Coziim.
Of 0z = 2xy ve g/dy = sin z; dolayisiyla
of 09y . . 2 2 s 2. s :
a—g—l— 8_f = 2zy - ysin z + sin z - 2%y = 2zy” sin z + 2%y sin z = zy(2y + ) sin 2.
z Y
|

Alistirma 1.3 (fkinci Mertebeden Bir Tiirevi Koordinatlarla Yazmak). R3 iizerinde f = z2y ve
g = ysin z olsun. 82( fg) /Oy Oz fonksiyonunu z, y, z cinsinden yazin.

Coziim.

Once fg = 2%y? sin z yazalim. 92 /0y 0z yazimu “6nce z’ye, sonra y’ye gore tiirev al” demektir; dife-
ransiyellenebilir fonksiyonlarda sira sonucu degistirmez. 2’ye gére tiirev 22y cos 2, ardindan y’ye gore
tirev

0*(fg)
0y 0z

= 222y cos z

verir; Oteki sirayla da ayni sonug cikar.
|

Alistirma 1.4 (Bir Bileskenin Tiirevini Koordinatlarla Yazmak). R3 iizerinde f = z2y olsun.
O(sin f) /0y fonksiyonunu z, y, z cinsinden yazin.
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1.6 Alistirmalar 23

Cozim.
Zincir kuralinin tek girisli bigimine gore d(sin f) /0y = cos f - 0f/0y. 0f /0y = x? oldugundan

2(sin f) = 22 cos(x2y).

Jy

Alistirma 1.5 (Bir Fonksiyonun Kosegen Uzerindeki Bir Degeri). f = 22y — y?2 fonksiyonunun
(1,1,1) noktasindaki degerini bulun.

Cozim.

f(p) = p?p, — p2p; kuralini uygulariz.
f1,1,1)=1-1—1-1=0.

|

Alistirma 1.6 (Bir Fonksiyonun Kesirli Koordinatli Bir Noktadaki Degeri). f = x2y — 3?2 fonk-
siyonunun (3, —1, 1) noktasindaki degerini bulun.

Cozim.

f(p) = p?py — P2p; kuralini uygulariz.
f3,-1,4)=9-(-1)-1-1=-9-1=-22
|

Alistirma 1.7 (Bir Fonksiyonun Parametreli Noktalardaki Degeri). f = x?y — y?2 fonksiyonunun
(a,1,1 — a) noktasindaki degerini bulun.

Coziim.

f(p) = p?py — p2p; kuralini uygulariz.

fla,1,1—a)=a%-1—1-(1 —a) = a® + a — 1; sonuc a’ya bagl bir sayidir.
n

Alistirma 1.8 (Bir Fonksiyonun Bir Egri Boyunca Degerleri). f = 2%y — 3?2z fonksiyonunun
(t,t2,t3) noktasindaki degerini bulun.

Coziim.

f(p) = p?py — p3p; kuralini uygulariz.

Ft,t2,83) =12 42 —t* .43 =t* — 7. Bu, t > (,t2,13) egrisi boyunca f’nin aldig1 degerleri veren
tek degiskenli fonksiyondur; ¢ = 1 igin (1,1, 1) noktasina déneriz.

]

Alistirma 1.9 (Carpim ve Bileske Iceren Bir Kismi Tiirev). f = zsin(zy) + ycos(xz) olsun. df/0x
tirevini z, ¥, z cinsinden yazin.

Coziim.

flk terim bir carpimdur; carpim kurali ve zincir kuraliyla & (zsin(zy) ) /Oz = sin(zy) + z cos(zy) -
y. Ikinci terimde y sabittir: O (ycos(zz) ) [0z = —ysin(zz) - z. Toplarsak

? = sin(zy) + zy cos(zy) — yzsin(zz).
x

Acgik Matematik - acik-matematik.com 23 CC BY-NC-SA 4.0


https://acik-matematik.com
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.tr

24 Boliim 1. Oklid Uzay1

h

Alistirma 1.10 (i¢c ice Bileskenin Kismi Tiirevi). f =sing, g =" ve h = 22 + 3% + 22 olsun.

Of /O tirevini z, y, z cinsinden yazin.

Cozim.
Zincir kuralim iki kez uygulariz:

—:cosg'—g:cosgwa —=cos(eh)eh~2x.
x

h = 2% + y? + 22 yerine yazilinca

or _ 2 e Y+ cos ( ety )

ok

Alistirma 1.11 (Toplamlarin Yerlestirilmesi ve Zincir Kural)). h=2%—yz ve f=h(z+
Y, y?, T + z) olsun. & f /O tiirevini z, y, 2 cinsinden yazin.

Cozim.
h’nin t¢ girisine gore tirevleri Oh/0x, = 2z, Oh/0xy = —z, Oh/0x5 = —y’dir; yerlestirme yapildi-
ginda bu tiirevlerdeki x, y, z yerine gy, g5, g5 konur. Zincir kuralina gore

6f_2 09, 09, 0gs

i iy e
g1 =T +Y, gy =y% g3 = x + 2; tiirevleri g, /0x = 1, g, /dx = 0, Og3/Ox = 1. Formiil:
of 2 2
8—$:2(x+y)-1—(x+z)~0—y 1=2(z+y) —y>
Denetleme: f = (z + y)? — y2(x + 2), dogrudan 8 f/0z = 2(x + y) — y*.
|

Alistirma 1.12 (Ustel Fonksiyonlarin Yerlestirilmesi ve Zincir Kurali)). h =22 —yz ve f =
h(e?, e*1¥, e*) olsun. 3 f/dz tiirevini z, y, z cinsinden yazin.

Cozim.
h’nin G¢ girisine gore tirevleri Oh/0x, = 2z, Oh/0xy = —z, Oh/0x5 = —y’dir; yerlestirme yapildi-
ginda bu tiirevlerdeki x, y, z yerine gy, g5, g3 konur. Zincir kuralina gore

of 09, 09, 095

oz~ gy gy 925,

g1 = €%, gy = €%1Y, g5 = e%; tiirevleri 0, e*Y, e®. Formiil:

ﬁ =92e*.0—e%. em+y _ eaH—y .e¥ = _262r+y.
oz
Denetleme: f = e%? — e**Ve? = €2? — ¢2*7Y, dogrudan df/0x = —2e2*TV.

Alistirma 1.13 (Aym1 Koordinatin Yerlestirilmesi ve Zincir Kurali)). h=2?—yz ve f=
h(z, —z, z) olsun. 8 f /0 tirevini z, y, z cinsinden yazin.

Coziim.

h’nin ii¢ girisine gore tiirevleri Oh/0x, = 2x, Oh/Oxy = —z, Oh/Ox4 = —y’dir; yerlestirme yapildi-
ginda bu tiirevlerdeki x, y, z yerine gy, g5, g3 konur. Zincir kuralina gore
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of . 0gy 09, 095
or 291 oz Bor  Por-

g1 =, gy = —, g3 = x; tiirevleri 1, —1, 1. Formul:
of
6—=2x~lfa:~(—1)—(—x)~1:2x+x+x=4x.
T

Denetleme: f = 2 — (—z)(x) = 2x2, dogrudan 9 f/0z = 4x.
n

Alistirma 1.14 (ifadeleri Nokta, Say1 ve Fonksiyon Diye Ayirmak). p = (3,—2,5) ve f = 2 — y2
olsun. Su ifadelerin her birinin nokta mi, say1 mi, fonksiyon mu oldugunu séyleyin: p, py, 4, Z5(p), f,

f(p). 2? + 2,2p, 8f /02 (0f/02)(p).

Cozim.

Nokta: p ve 2p. Sayt: py, To(p), f(p) ve (0f/92)(p). Fonksiyon: z,, f, % + 2 ve df/0z. Kural sudur:
x,y,2 (yada z;,x,,x3) ile yazilip hicbir noktada degerlendirilmemis bir formiil fonksiyondur; boyle
bir fonksiyonun bir noktadaki degeri de bir noktanin koordinati da sayidir; koordinatlar1 verilmis ya
da noktalardan toplam ve skaler katla kurulmus bir ifade noktadur.

]

Alistirma 1.15 (Sayilarin Degerleri ve Noktalarin Koordinatlari). p = (3,—2,5) ve f = zz — ¢?

olsun. p, py, Ty, 5(p), f, f(P), ¥2 + 2, 2p, 0f /0%, (0f/0z)(p) ifadelerinden say1 olanlarin degerini,
nokta olanlarin koordinatlarini bulun.

Coziim.

Bu ifadelerden say1 olanlar py, 24 (p), f(p) ve (0f/0z)(p); nokta olanlar p ve 2p’dir.

Py = —2 ve T5(p) = py = —2; bu iki yazim ayni sayidir. f(p) = pyp; —p3 = 15— 4 =11.0f/0z =
x fonksiyonu oldugundan (9f/0z)(p) = z(p) = 3. 2p = (6, —4, 10).

n

Alistirma 1.16 (U¢ Koordinat Degeri Noktay1 Belirler). z,(q) = z5(q) = 75(q) = 1 kosulunu
saglayan biitiin q noktalarini bulun.

Coziim.

z;(q) = g; oldugundan ii¢ kosul ¢; = g, = g5 = 1 demektir; tek ¢6ziim q = (1, 1, 1)’dir. U¢ koordinat
fonksiyonunun degeri noktay: belirler; bu, q = (z,(q), z5(q), z5(q)) 6zdesligidir.

|

Alistirma 1.17 (Tek Koordinat Kosulunun Belirledigi Kiime). Bagka kogul konmadan z,(q) =1
esitligini saglayan biitiin q noktalarinin kiimesi nedir?

Cozim.

21(q) = ¢; oldugundan kosul ¢; = 1 demektir. Yalnizca z;(q) = 1 kosulu ¢, ve ¢5’ii serbest birakir;
¢oziim kiimesi {(1, g5, g5) }, yani z = 1 diizlemidir.

|

Alistirma 1.18 (Bir Polinomun Diferansiyellenebilirlik Denetimi). f = 22y — y2z + 7 fonksiyo-
nunun R? iizerinde diferansiyellenebilir olup olmadigina karar verin.

Cozim.

Polinom; biitiin tiirevleri polinomdur, dolayisiyla var ve siireklidir. Diferansiyellenebilir.
]
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26 Béliim 1. Oklid Uzay1

Alistirma 1.19 (Paydasi Sifirlanmayan Bir Kesrin Denetimi). g = 1/(1 + 2% + 32 + 22) fonksiyo-
nunun R? iizerinde diferansiyellenebilir olup olmadigina karar verin.

Cozim.

Payda her noktada > 1’dir. 8g/0z = —2x/(1 + 2% + y? + 22)?; genel olarak her tiirev, pay1 polinom
ve paydasi (1 + x2 + y? + 22)’nin bir kuvveti olan bir kesirdir ve payda hic sifirlanmadigindan her
yerde suireklidir. Diferansiyellenebilir.

|

Alistirma 1.20 (Mutlak Degerli Bir Carpimin Denetimi). k(p) = | p, |p;, yani k = z | y | fonksi-
yonunun R3 {izerinde diferansiyellenebilir olup olmadigina karar verin.

Coziim.
Py = 0 ve p; # 0 olan bir noktada, érnegin p = (1, 0,0)’da, y’ye gére kismi tiirevi denetleyelim:
k(17 tv 0) B k(17 Oa 0) _ u
t ot

ve bu oranin ¢t — 0 iken limiti yoktur. 0k/0y bu noktada tanimsizdir; k diferansiyellenebilir degildir.
Buna karsilik k, p, > 0 agik yar1 uzayina kisitlanirsa orada k = xy olur ve diferansiyellenebilirdir.
|

Uzay1, noktalarimi ve tizerindeki fonksiyonlar: kesin bi¢imde tanimladik; sonraki boliimde bu noktalara
bagh oklari, yani teget vektorleri ve onlarin olusturdugu vektor alanlarini inceliyoruz: Teget Vektorler.
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2.1

2. Teget Vektorler

Oklid Uzayi béliimiinde R3’iin noktalarini, dogal koordinat fonksiyonlarini ve diferansiyellenebilir fonk-
siyonlar1 tanidik. Orada her sey “nokta” ve “fonksiyon” diliyle yazildi. Bu béliimde sahneye tigtincii bir
nesne giriyor: ok. Fizikte bir kuvvet, bir iz ya da bir yer degistirme hep bir okla gosterilir; okun ¢iktig1
bir nokta, bir dogrultusu ve bir uzunlugu vardir.

Okun yalmzca dogrultusu ve uzunlugu degil, nereden ¢iktig1 da 6nemlidir. Ayni kuvvet bir kapinin
mentesesine ya da koluna uygulandiginda ¢ok farkli sonuglar verir. Bu yiizden bir oku, uygulama noktasi
ile vektor kismindan olusan bir ¢ift olarak tanimlayacak ve ona teget vektor diyecegiz. Bir noktadan ¢ikan
biitiin oklar1 bir araya getirince o noktanin teget uzayi, her noktaya bir ok yerlestirince bir vektor alani
ortaya cikar.

Boliimiin sonunda her vektor alaninin {i¢ fonksiyonla, V' = v, U; + v,U, + v3U; bigiminde yazilabildigini
gorecegiz. Bu yazim, sonraki boliimde yonli tiirevi hesaplarken ve ilerideki biitiin egri ve ylizey hesapla-
rinda kullanacagimiz temel aragtir.

Ok kavramini kesinlestirmek: teget vektor

Lisede vektor deyince aklimiza bir ok gelir: bir yerden ¢ikar, bir yéne bakar, belli bir uzunlugu vardir.
Ama “ok” bir tanim degildir; okla hesap yapabilmek icin onu sayilarla anlatmamiz gerekir. O halde sunu
sormaliy1z: bir oku ne belirler?

Bir oku iki sey tamamen belirler: ¢iktig1 nokta p ve bu noktadan okun ucuna varmak i¢in gereken yer
degistirme v. Okun ucu p + v noktasidir; bagka hicbir bilgiye gerek yoktur. Burada dikkat edilecek nokta
sudur: v’yi “yer degistirme” diye okusak da o, kesin konusursak, R3’{in siradan bir noktasidir; yani iic
sayidan olugan sirali bir ti¢liidiir. Oku, iki noktadan olusan bir ¢ift olarak tanimliyoruz.

Tanim 2.1 (Teget Vektor). R3’e bir teget vektor (tangent vector) Vb R¥iin iki noktasindan olusur:
vektor kismi (vector part) v ve uygulama noktasi (point of application) p.

Iki teget vektor v, ve W, ancak ve ancak vektor kisimlar ayni (v = w) ve uygulama noktalar1 ayni (p =
q) ise esittir.

Tanimi iki resimle somutlagtiralim. ilk sekil bir teget vektdriin iki parcasin, ikincisi ise esitlik kuralmmn
neden iki kosulu birden istedigini gosterir.
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Ay
p+v=(423)
3 -
uygulama ncktasi
p=(12)
2 -
1T e 4
- - -
. - -~ VE (3, 1)
-7 vektor kismi
o -
- } } } } »
0 1 2 3 4 x

Sekil 2.1: Bir teget vektor iki bilgiden olusur: nereden ¢iktigini sdyleyen uygulama noktasi p = (1, 2) ve

ne kadar yer degistirdigini sdyleyen vektor kismi v = (3, 1). Teget vektor vy, p'den p + v = (4, 3) noktasina

giden ok olarak resmedilir; kesikli gri ok ayn1 yer degistirmeyi 0 noktasindan yapar. Noktali kenarlar bu
iki okun bir paralelkenarin kargilikli kenarlar1 oldugunu gosterir.
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2.1 Ok kavramini kesinlestirmek: teget vektor 29

Sekil 2.2: vyile vg'nun vektor kismi ayni v = (1, 2, 2) oldugundan oklar paralel ve esit uzunluktadir; ancak

uygulama noktalar1 p = (1, 1, 1) ile q = (3, 2, 1) farkli oldugu i¢in bunlar farkli teget vektorlerdir. vyile wy

ayn1 p noktasinda durur, fakat vektér kisimlar v ile w = (2, -1, 1) farkli oldugundan onlar da farklidar. Tki

teget vektoriin esit olmasi i¢in vektor kisimlarinin ve uygulama noktalarinin ikisinin birden ayni olmasi
gereKir.

Yani vy, “p noktasindan ¢ikip p + v noktasinda biten ok”tur; teget vektorii her zaman boyle resmede-
cegiz. Vektor kismi v = (v;,vy,v3) acikca yazilacaksa (vq,vy,v3), gosterimini kullaniriz; Grnegin
(1,0, —3), vektor kismi (1,0, —3) olan ve p’de uygulanan teget vektordiir.

Tanimdaki “teget” s6zcugu simdilik yalnizca bir addir; ileride egriler ve yiizeyler konusunda dogrudan bir
geometrik anlam kazanacaktir.

Bir ok, iki nokta

Teget vektor tek bir nokta degil, siral bir nokta ¢iftidir: v, yaziminda hem v hem p birer R3 nokta-
sidir. Esitlik kurali bu ytzden iki kosul ister. Vekt6r kisimlar: ayni ama uygulama noktalar: farkli
iki ok da, uygulama noktalar1 ayn1 ama vektor kisimlar: farkli iki ok da farkli teget vektorlerdir. Bu
bélimde “baglangic noktasi” sézii her zaman orijin 0 = (0, 0,0) anlamna gelir; okun ¢iktif1 nokta
icin “uygulama noktas1” ya da “cikis noktas1” deriz.

Ornek 2.1 (Uzayda Bir Teget Vektoriin Cizimi). p = (1,1,3) ve v = (2,3,2) olsun. v, teget vekts-
riiniin ¢ikis noktasini ve bitis noktasini bulalim, oku ¢izelim ve ayni vektér kisminin baglangic noktasi
0 = (0,0, 0)’da uygulanmasiyla elde edilen v, ile karsilagtiralim.

Coziim.

Ok p = (1,1, 3) noktasindan ¢ikar. Bitig noktasi, uygulama noktasina vektor kisminin eklenmesiyle
bulunur:

p+v=(142,1+3,3+2)=(3,4,5).

Yani v, = (2,3,2) (11,3, (1,1,3) noktasindan (3, 4,5) noktasmna giden oktur. Asagidaki sekilde her
iki nokta kesikli koordinat kutulariyla, ok ise bu iki noktay: birlestiren dogru pargas: olarak gorilir.
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30 Boliim 2. Teget Vektorler

z
A
5
4
3
v p+v
./ (3,4,5)
2 P
(l, 1, 3)
1

Sekil 2.3: Teget vektor vp = (2, 3, 2)u. 1.3 uygulama noktas: p = (1, 1, 3), bitis noktas1 ise p + v = (3,

4, 5). Kesikli koordinat kutular: her iki noktanin koordinatlarini eksenlerden okutur; ok, iki noktay1

birlestiren yonlii dogru parcasidir. Ayni vektor kismi 0 noktasinda uygulansaydi ok orijinden (2, 3, 2)
noktasina giderdi.

Vo = (2,3,2)(0,0,0) ise baslangi¢ noktasi 0°dan (2, 3, 2) noktasma giden oktur. Iki okun vektor kismu
aynidir (v = (2, 3,2)), ama uygulama noktalari farklidir (p # 0). Tanim geregi v, # v: bunlar ayni
uzunlukta ve ayni dogrultuda, ama uzayin farkli yerlerinde duran iki farkli oktur.

]

Diizlemde ayni sey soyle goriindr.

Ornek 2.2 (Diizlemde Bir Teget Vektoriin Oku). Oklid diizlemi R?’de teget vektor tamamen ayni
bigimde tanimlanir: iki nokta, biri vektoér kismi biri uygulama noktast. p = (2,1) ve v = (1,3) igin v
okunu bulalim.

P

Coziim.

Ok (2,1) noktasindan ¢ikar ve p + v = (2 + 1,1 + 3) = (3, 4) noktasinda biter. Yani v, = (1,3) 1),
(2,1)’den (3,4)’e giden oktur.

|

Tersini de yapabiliriz: bize ok verildiginde, onun hangi teget vektor oldugunu okuyalim.

Ornek 2.3 (Diizlemde Oktan Teget Vektore). Oklid diizlemi R?’de (—1, 2) noktasindan (3, 0) nokta-
sina giden ok hangi teget vektordiir?
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2.1 Ok kavramini kesinlestirmek: teget vektor 31

Cozim.
Uygulama noktasi okun ¢iktigi noktadir: p = (—1, 2). Vektor kismu, bitis noktasindan ¢ikis noktasinin
cikarilmasiyla bulunur, ¢iinkii p + v bitis noktasi olmalidur:

v=(3,0)—(—1,2) = (3—(—1),0— 2) = (4,-2).

Aranan teget vektdr (4, —2)_; 5)’'dir. Genel kural: a’dan b’ye giden ok, (b — a), teget vektoriidiir.
|

Paralel teget vektorler

[k 6rnekte aymi vektér kismina sahip, ama farkli noktalarda uygulanan iki okla karsilastik: v, ve vo. Bu
duruma bir ad verelim: vektor kisimlari ayni, uygulama noktalar: farkli olan v, ve v, teget vektorlerine
paralel (parallel) denir. Paralel iki ok ayni uzunlukta ve ayn yondedir; yalnizca uzayda durduklar: yer
farklidur.

Paralel oklar birbirinin kopyasi gibi goriinse de p # q oldugu siirece v, ile v, farkli nesnelerdir; esitlik
kurali bunu agikga soyler.

Bu ayrimin neden gerekli oldugunu bir somun anahtariyla gérebiliriz. Anahtar1 énce somuna yakin bir
yerinden, sonra sapinin ucundan ayni v kuvvetiyle itelim. Kuvvet aynidir, yani okun vekt6r kismi aynidir;
ama ikinci durumda somun ¢ok daha kolay doner. Sonucu degistiren, kuvvetin uygulandig: yerdir. Fizikte
bu etkiyi kuvvet momenti 6lcer ve moment yalnizca kuvvete degil, uygulama noktasina da baglidir. Teget
vektoriin uygulama noktasini kendi iizerinde tagimasi tam da bu bilgiyi korumak i¢indir.

Ornek 2.4 (Diizlemde Paralel iki Ok). Diizlemde v = (2,1),p = (1,1) ve q = (4,3) olsun. v, ve v,
oklarimi bulalim.

Coziim.

Vp, (1,1)den (1,1) 4+ (2,1) = (3,2)’ye; v, (4,3)’ten (4,3) + (2,1) = (6,4)’e giden oktur. Vektor
kisimlar1 ayni, uygulama noktalar: farklidir; iki ok paraleldir. Asagidaki sekilde iki ok ayni uzunlukta
ve ayni yonde, ama diizlemin farkli yerlerinde goruliir.

y
(6,4)
4 -
Vq
37T
q=(43)
3,2)
2 -
VP
1 ——
p=(11)
{ { { { t {
1 2 3 4 5 6 X

Sekil 2.4: Aym vektor kismu v = (2, 1), iki farkl noktaya uygulanmigtir: v, oku p = (1, 1)'den (3, 2)'ye,
vq oku q = (4, 3)'ten (6, 4)'e gider. Iki ok ayni uzunlukta ve ayni yéndedir; yalnizca uygulama noktalar1
farklidir. Bu yiizden paraleldirler, ama teget vektor olarak birbirine esit degildirler.
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Uzayda da paralelligi yalnizca vektor kisimlarini kargilastirarak anlariz.

Ornek 2.5 (Uzayda Paralellik Denetimi). Uzayda (0,1,2)’den (2,2,2)’ye giden ok ile (3,3,3)’ten
(5,4, 3)’e giden ok paralel midir?

Cozim.

Ik okun vektdér kismu (2,2,2) — (0,1,2) = (2,1,0), ikincisininki (5,4,3) — (3,3,3) = (2,1,0)’dwr.
Vektor kisimlar: ayni, uygulama noktalari (0, 1, 2) # (3, 3, 3) farklidur. Evet, paraleldirler; teget vektor
olarak (2,1,0)(1,9) ve (2,1,0)3 5 3) yazilirlar ve birbirine esit degildirler.

|

Ornek 2.6 (Ayn1 Dogru Uzerinde Duran iki Ok). Baslangic noktasi 0°’dan (1,1, 1)’e giden ok ile yine
0’dan (2,2, 2)’ye giden ok paralel midir?

Cozim.

Iki okun vektor kisimlari (1,1, 1) ve (2, 2, 2)’dir; bunlar farklidir. Dolayisiyla tanimimiza gére bu oklar
paralel degildir; tistelik uygulama noktalar1 da aynidir (0). Bu iki ok aym dogru tizerinde durur, ama
biri digerinin iki kat1 uzunluktadir.

]

Paralel s6zctigii burada dar anlamlidir

Lise geometrisinde ayni dogrultudaki biitin oklara “paralel” denir. Bizim tanimimiz daha dardir:
paralellik icin vektor kisimlarinin tamamen ayni olmasi gerekir, yalnizca orantili olmasi yetmez.
Yukaridaki son 6rnekteki iki ok bu anlamda paralel degildir. Bu dar tanim, ileride “bir oku bagka bir
noktaya tagimak” fikrini kesin bigimde ifade etmemizi saglayacak.

Teget uzay1

Bir noktay1 sabitleyelim ve o noktadan ¢ikan biitiin oklar1 bir araya toplayalim. Boylece elde edilen
kiimenin 6zel bir yapist vardir: uygulama noktalar1 ortak oldugundan bu oklar birbiriyle toplanabilir ve
sayilarla carpilabilir. Once kiimeyi adlandiralim.

Tanim 2.2 (Teget Uzay1). p, R®’iin bir noktas1 olsun. Uygulama noktas1 p olan biitiin teget vektorlerin
kiimesine R®’iin p noktasindaki teget uzay1 (tangent space) denir ve T, (R3) ile gosterilir:

T,(R?) = {vp :veR3}

Yani T}, (R3), “p’den cikan oklar demeti”dir; her v noktas icin bir ok igerir, dolayisiyla R3’iin noktalari
kadar elemani vardir.

Sunu vurgulayalim: R?’iin her noktasinda ayr1 bir teget uzay: vardir. p # q ise T, (R?) ile T, (R?) ortak
eleman icermez, ¢linki bir teget vektdr uygulama noktasin kendi iizerinde tasir: v, birinci kiimeye, v
ikinci kiimeye aittir ve bunlar farkl teget vektorlerdir. Uzayin her noktasina, o noktaya ilistirilmis kendi
“ok deposu” eslik eder.

Ornek 2.7 (Bir Noktadaki Oklar Demeti). Diizlemde p = (2,2) ve q = (0,0) olsun. Asagidaki teget
vektorlerden hangileri T}, (R2)’ye aittir? Ait olanlarin bitis noktalarin bulalim:

(1, 2)p, (3, 1)p, (2, —1)p, (=2,—1)p, (=1,-2),, (0, —2)p, (1, 2)q.

Cozim.

Teget uzayna aitlik yalnizca uygulama noktasina bakar. {lk alt1 teget vektoriin uygulama noktas: p’dir;
hepsi T, (R?)'nin elemamdir. Sonuncusunun uygulama noktasi q = (0, 0) # p’dir; o T, (R?)’ye aittir,
T,,(R?)’ye degil. Vektor kismumn (1, 2),, ile aym olmasi bunu degistirmez.

Bitig noktalari, p = (2, 2)’ye vektor kisimlarinin eklenmesiyle bulunur:
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2.2 Teget uzay1 33

teget vektor  bitis noktasi

(1,2), (3,4)
(3, 1)p (5,3)
(2,—-1), (4,1)
(=2,-1), (0,1)
(-1,-2), (1,0)
(0,—-2),, (2,0)

Asagidaki sekilde alt1 ok da p = (2, 2) noktasindan ¢ikar; teget uzay, bu oklarin (ve p’den ¢ikan biitiin
digerlerinin) olusturdugu demettir.

y
41 (1,2),
3+ G 1),
(12
Il’ de degil
2 -
(=2,-1),
1 @ -1),
}
q=(0,0) 1 2 3 4 5 x

Sekil 2.5: p = (2, 2) noktasindan ¢ikan alt1 ok, (1, 2)p, (3, 1)p, (2, -1)p (-2, —1)p, (-1, =2)p ve (0, —2)p teget

vektorleridir; bitis noktalar: sirasiyla (3, 4), (5, 3), (4, 1), (0, 1), (1, 0) ve (2, 0)'dir. Teget uzay:r TyR?),

bu oklarin ve p'den ¢ikan butiin diger oklarin olusturdugu demettir. Kesikli gri ok (1, 2)q ise q = (0,

0)'dan ¢ikar: vektor kismi (1, 2)pile ayni oldugu halde uygulama noktas: farkli oldugundan T(R?)'ye ait
degildir.

Uzayda ol¢iit aynidir: aitlik yalmizca uygulama noktasina bakar. Bir okun uygulama noktas: ¢iktig1 nokta-
dir; vektor kismi ise bitis noktasindan ¢ikis noktasinin ¢ikarilmasiyla bulunur. Asagidaki bes 6rnekte hep
p = (1,3, 2) noktasinin demetine bakiyoruz; bu kez vektor kismu sifir olan ok ile ayni dogru parcasinin
iki z1t yonde okunmasi da igin igine giriyor.

Ornek 2.8 (Dogrudan Verilen Bir Teget Vektor). p = (1,3,2) olsun. (3,—1,4), teget vektorii
T, (R?)’e ait midir?

Cozim.

Uygulama noktas: pdir; ok T, (R?)’e aittir. Bitis noktast (1,3,2) + (3, —1,4) = (4,2,6)’dr.
|
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Ornek 2.9 (Cikis ve Bitis Noktas1 Ayni Olan Ok). p = (1,3,2) olsun. (1, 3,2)’den yine (1,3,2)’ye
giden oku, yani ¢ikis ve bitis noktasi ayni olan oku, teget vektor olarak yazalim ve T, p(R3)’e ait olup
olmadigini belirleyelim.

Coziim.

Vektor kismi (1,3,2) — (1,3,2) = (0,0,0)’dir; ok 0,,’dir, yani p’deki sifir okudur. Uygulama noktast
p oldugundan 7, (R3)’e aittir. Her demetin kendi sifir oku vardir: g # p ise 0, # 0y, clinkii uygulama
noktalar1 farklidir.

|

Ornek 2.10 (Baslangic Noktasindan Cikan Ok). p = (1,3,2) olsun. Baslangic noktasi 0’dan
(1,3,2)’ye giden oku teget vektor olarak yazalim ve T, (R?)’e ait olup olmadigim belirleyelim.

Coziim.

Uygulama noktasi 0, vektér kismu (1, 3,2) — (0,0,0) = (1,3, 2)’dir; ok (1, 3, 2), dir ve Ty (R3)’e aittir,
T, (R3)’e degil. Okun ucunun p’de olmasi onu p’nin demetine sokmaz; demeti okun ucu degil, ciktig1
nokta belirler.

]

Ornek 2.11 (Baslangic Noktasina Giden Ok). p = (1, 3,2) olsun. (1, 3, 2)’den baglangic noktas1 0’a
giden oku teget vektdr olarak yazalim ve T}, (R?)’e ait olup olmadigini belirleyelim.

Coziim.

Uygulama noktast p, vektor kismu (0,0,0) — (1,3,2) = (—1,—3,—2)dir; ok (—1,—3,—2),’dir ve
T, (R3)’e aittir. 0’dan p’ye giden ok (Ornek 2.10) ile bu ok ayni dogru pargasinin iki zit yénde okunma-
sidir; ama biri 0'1n, digeri p’nin demetindedir.

|

Ornek 2.12 (Baska Bir Noktadan Cikan Ok). p = (1,3,2) olsun. (2,1,1)’den (3,4, 3)’e giden oku
teget vektor olarak yazalim ve T, (R3)’e ait olup olmadigim belirleyelim.

Coziim.

Uygulama noktast (2,1, 1) # p, vektor kismu (3,4, 3) — (2,1,1) = (1,3, 2)'dir; ok (1, 3,2) 5 1 1) dir ve
T(271,1>(R3)’e aittir. Vektér kismi, 0’dan p’ye giden okunkiyle (Ornek 2.10) aynidir, dolayistyla bu iki
ok paraleldir; ama ikisi de T, (R?)’te degildir.

|

Bes oku birlikte diisiiniirsek T}, (R3)’e ait olanlar p’den ¢ikan ii¢ oktur: (3, —1, 4)p, 0, ve (—=1,—-3,-2),.

Teget uzayinda toplama ve skalerle carpma

Bir teget uzayindaki biitiin oklar ayni noktadan cikar. Bu sayede R3’iin toplama ve skalerle carpma
islemlerini ddiing alip T, (R3)’e tagtyabiliriz: iki okun vektor kisimlari toplanir, sonug yine p’de uygulanir.

Tanim 2.3 (Teget Uzayinda islemler). v, ve Wy, T (R?)’iin elemanlar1 ve ¢ bir gercel say1 olsun.
Toplam ve skalerle ¢carpim (scalar multiplication) séyle tanimlanir:

Vp W, = (V4+w),, c(vp) = (ev)p-

Yani toplama, vektorler igin alisik oldugumuz paralelkenar kuralindan (parallelogram law) bagka bir
sey degildir: v, ve w,, oklarinin gerdigi paralelkenarin p’den ¢ikan kdsegeni v, + w’dir. Skalerle
carpma ise okun uzunlugunu | ¢ | ile ¢arpar: | ¢ | > 1ise ok uzar, | ¢ | < 1 ise kisalir, ¢ = 0 ise sifirlanir;
¢ < 0 ise ok ayrica yoniinii ters cevirir. Toplamin da ¢arpimin da uygulama noktasi yine p’dir; oklar
demetten ¢ikmaz.
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2.2 Teget uzay1 35

Farkli noktalardaki oklar toplanmaz

P #4q ise v, +w, tammsizdir. Toplama yalnizca ayni teget uzay1 icinde yapilir. Ornegin
(1,0,0)(0,0,0y + (0,1,0) 5 5 5) ifadesinin bir anlami yoktur; iki okun ortak bir uygulama noktasi ol-
madigindan sonucun nerede uygulanacagi sdylenemez. Bu ylizden tanimladigimiz toplama, 7}, (R3) U
T, (R?) birlesimi iizerinde bir islem degildir; birazdan gérecegimiz vektdr uzay: yapisi her teget
uzayiin kendi i¢inde kurulur, birlesim tizerinde degil.

Ornek 2.13 (Paralelkenar Kurali ve Skaler Katlar). Diizlemde p = (1,1), v = (3,0), w = (1,2) ve
3

u = (1,—1) olsun. v, + w,, 2u,, ve —5u,, teget vektérlerini hesaplayip oklari cizelim.
Coziim.
Tanima gore vektor kisimlariyla islem yapilir, uygulama noktasi p olarak kalir:

v+ w, = (3+1,0+2), = (4,2),,
2up = (2 1,2 (_1))p = (27_2)p7

3 3 . 3 3 3
W= (b D) =(—53)

Bitis noktalart: v, i¢in (4, 1), w, i¢in (2, 3), v, + w, icin (5, 3), u,, i¢in (2, 0), 2u,, i¢in (3, —1), —3u
icin ( — %, g )
Asagidaki sekilde v, ve w

P

p nin gerdigi paralelkenar kesikli cizgilerle tamamlanmistir; p’den ¢ikan

kosegen toplamdir. 2uy,, u,, ile ayni y6nde ve iki kat uzun; —%up ise ters yonde ve bir bucuk kat

uzundur.

Sekil 2.6: p = (1, 1) noktasindaki teget vektorler ok olarak ¢izilmistir. vy = (3, 0)p ve wp = (1, 2)p bir

paralelkenar gerer; kesikli kenarlarla tamamlanan bu paralelkenarin p’den ¢ikan kosegeni toplam vy, +

wp = (4, 2)pdir. Yesil oklar skaler kat1 gosterir: 2up, up = (1, -1)pile ayni yonde ve iki kat uzun, -(3/2)u,
ise ters yonde ve bir buguk kat uzundur.

Ornek 2.14 (Uzayda Teget Vektorlerle Hesap). p = (1,0,2), v = (2,—1,3) ve w = (0,4, 1) olsun.
Vp + Wp, 3Vp, —2wp ve 2vp — W, teget vektorlerini bulalim; sonuncusunun bitig noktasini yazalim.
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36 Boliim 2. Teget Vektorler

Cozim.
Her islem vektor kisimlarinda yapilir:

Vp+w =(2+0,-1+4,3+1),=(2,3,4),,
(6 _379)p7

—2w = (0,—8,-2),,

= (

2v, — 4,-2,6), + (0,—4,—1), = (4,-6,5),.

Burada 2v,, — w,, ifadesi, tamim geregi 2v,, + (—1)w, demektir. Sonuncu okun bitis noktas1 p +
(4,—6,5) = (5,—6, 7) dir.
|

Ayni vektor kisimlarinmi bu kez farkli noktalara uygularsak durum degisir.

Ornek 2.15 (iki Ayr1 Demetten Gelen Oklar). p = (1,0,2), q = (0,0,0), v = (2,—1,3) ve w =
(0,4,1) olsun. v, + w nedir?

Cozim.

vp + wq tanimsizdir: p = (1,0,2) # q = (0,0,0) oldugundan iki ok farkli teget uzaylarindadir ve
aralarinda toplama tanimlanmamugtir.

|

Bu islemlerle T}, (R3)’iin bir vektér uzay1 oldugunu ve aslinda R3’iin “p’ye tasinmis bir kopyasi”ndan
bagka bir sey olmadifini gostermek istiyoruz. Bunu kesin sdylemenin yolu, v = v, eslemesinin bir lineer
izomorfizma (linear isomorphism), yani birebir ve 6rten bir lineer déniisiim oldugunu gostermektir.

Onerme 2.1 (Teget Uzay1 Bir Vektor Uzayidir). p, R3’iin sabit bir noktast olsun.
1T, (R3), yukaridaki toplama ve skalerle carpma ile bir vektor uzayidir. Sifir vektorii 0y, vy, ‘nin toplamsal
tersi (—v),, dir.
2. ¢, : R® = T,(R?), o, (v) = v, fonksiyonu bir lineer izomorfizmadur.
(1 0,0),, (0, 1 ,0)ps (0 ,0, 1), teget vektorleri T, (R?) ’iin bir tabanidur; dolayisiyla T, (R?) ii¢ boyutludur.

Ispat.

Once (pp, nin ozelliklerini, sonra vektor uzayr aksiyomlariny gosterelim; ikisi de dogrudan islemlerin
tanimindan ¢ikar.

¢, birebirdir. ¢ (V) = ¢, (W), yani v, = w, olsun. Teget vektorlerin esitlik kurah geregi vektor kisum-
lar esittir: v = w.

¢, ortendir. T, (R?)’iin her elemani tamm geregi birv € R3 i¢in v, = @, (v) bigimindedir.

¢y islemleri korur. Teget uzayindaki islemlerin tanimi dogrudan sunu soyler:

Pp(VHW) = (Vv W), = v, +w, =0, (V) +o,(w),  pplev) =(cv), =cv, =cp,(v).

Vektér uzay1 aksiyomlart. v, wy,u, € T, (R3) ve a,b gercel sayilar olsun. Her aksiyom, islemlerin
tanimiyla R3 ’teki karsihgina indirgenir; R iin bir vektor uzay: oldugunu biliyoruz. Adim adim:

Vptw,=(V+w), =(W+v),=w, +Vv, (degisme),
(Vp +w,) +u, = ( (Vv+w) —|—u)p = ( v+ (w+u))p = v, + (W, +u,) (birlesme),
Vp+0,=(v+0),=v, (sifir),
Vp+ (=V)p=(v—=v), =0, (ters),
a(bvy) =a(bv), = (a(dv)), = ( (ab)v), = (ab) v, (skaler birlesme),
L-vy=(1v), =v, (birim),
a(vp+wy)=(alv+w)),=(av+aw), =av,+aw, (dagilma 1),
(a+b)vp=((a+b)v),=(av+bv),=av,+bv, (dagilma 2) .
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2.2 Teget uzay1 37

Her satirdaki ortadaki esitlik R iin ilgili aksiyomudur; diger esitlikler islemlerin tanimidir. Boylece (1) ve
(2) ispatlanmagtir.

Taban. Lineer bagimsizlik: a;(1,0,0), + ay(0,1,0), + a3(0,0,1),, = 0, olsun. Islemlerin tamimiyla
sol taraf (ay,ay,a3),, dir; esitlik kurah geregi (aq,ay,a3) = (0,0,0). Germe: herhangi bir v, =
(v1,v9,v3), icin, yine islemlerin tanimiyla,

(Ulvaa U3)p = U1(17 07O)p + UQ(O7 17 O)p + 113(07 07 1)p

Ug elemanly bir taban bulundugundan boyut iictiir; (3) ispatlanmistir.
|

Ispatin &zii: v, ile v arasinda hicbir bilgi kaybetmeyen birebir ve orten bir esleme vardir ve islemler
bu eslemeyle taginmustir; 7}, (R3)’te yaptigimiz her hesap aslinda R®’te yapilan bir hesaptir. Bu yiizden
ilerideki hesaplarda teget vektorlerin vektor kisimlariyla rahatca calisacagiz; uygulama noktasi yalnizca
“hangi demetteyiz” bilgisini tagir.

Asagidaki ii¢ 6rnekte bu gozlemi kullaniyoruz: Onerme 2.1 geregi teget uzaymdaki her soru, vektor
kistmlar1 icin R3’te sorulan bir soruya doniisiir.

Ornek 2.16 (Orantih iki Teget Vektor). p = (0,0,5) olsun. (1,2,0), ve (2,4,0), lineer bagimsiz
midir?

Cozim.

(2,4,0) = 2(1,2,0) oldugundan (2,4,0), = 2(1,2,0),; yani 2(1,2,0), —(2,4,0), = 0, sifir ol-
mayan katsayili bir bagintidir. Lineer bagimlidirlar.

|

Ornek 2.17 (Teget Uzayinda Lineer Bagimsizlik). p = (0,0,5) olsun. (1,2,0),, ve (0,1,1), lineer
bagimsiz midir?

Coziim.

a(1,2,0), +b(0,1,1), = (a,2a +b,b),, = 0, ise birinci bilesenden a = 0, {igiinciiden b = 0 cikar.
Lineer bagimsizdirlar.

|

Ornek 2.18 (Teget Vektorii Yeni Bir Tabanda Yazmak). p = (0,0, 5) olsun. (3,7, 1), teget vektorinii
(1,2,0),, (0,1,1),, (0,0,1), cinsinden yazalim.

Coziim.
Su denklemi ¢6zelim:

a(1,2,0)+5(0,1,1) +¢(0,0,1) = (a,2a+ b,b+¢c) = (3,7,1)
Buradana = 3;2-3+b = 7 verirb = 1; 1 4+ ¢ = 1 verir ¢ = 0. Dolayisiyla
(3,7, 1)p =3(1,2, 0)p + (0,1, 1)p +0-(0,0, 1)p.
Bu ii¢ teget vektor lineer bagimsizdir da. Bunu gérmek i¢in su bagintiyi ele alalim:
a(1,2,0), +6(0,1,1), +¢(0,0,1), = (a,2a + b,b+ ), =0,

Birinci bilesenden a = 0, sonra ikinciden b = 0, sonra fgciinciiden ¢ = 0 ¢ikar. Dolayisiyla bunlar
T,,(R?)’tin bir tabanidir ve yukaridaki yazim tektir.
]
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Vektor alanlar1

Bir nehrin yiizeyine bakalim: suyun her noktasinda akinti belli bir yone, belli bir hizla gider. Her noktaya
oradaki akig hizin gésteren bir ok yerlestirsek nehrin “hiz alan1” dedigimiz resmini elde ederiz. Ayni resim
yercekiminde de vardir: uzayin her noktasinda, oraya konan bir cismi yerkiirenin merkezine dogru ¢eken
bir kuvvet vardir; bu kuvvetleri ok olarak ¢izersek yerkiirenin ¢ekim alanin, fizigin diliyle bir kuvvet
alanimi goririiz. Bir miknatisin gevresinde gezdirilen pusula ignesi de her noktada belli bir yone doner.
Bu orneklerin ortak yapist sudur: her noktada, o noktadan ¢ikan bir ok. Bu yapiy1 teget vektor diliyle
kesinlestirelim.

Tanim 2.4 (Vektor Alani). R? iizerinde bir vektor alani (vector field) V, R®’iin her p noktasina, R%’iin
p noktasindaki bir V(p) teget vektoriinii karsilik getiren bir fonksiyondur. Bagka bir deyisle, her p i¢in

V(p) € T, (R?).

Yani vektor alani, kabaca, uzaya yayilmig kocaman bir oklar toplulugudur: her noktada tam olarak bir ok,
o da o noktadan ¢ikar. Tanimdaki kritik kosul budur: p’ye karsilik gelen ok p’de uygulanmis olmalidir;
alan, bir noktaya bagka bir yerden ¢ikan bir ok veremez.

Ornek 2.19 (Asag1 Bakan Sabit Alan). Her p i¢in V(p) = (0,0, —1), olsun. Bu kuralin bir vektor

alanmi tamimladigini gérelim ve V'nin (1, 2, 3) ile (—5, 0, 0) noktalarindaki degerlerini bulalim.

Coziim.

Her p’ye, p’de uygulanan bir teget vektdér karsilik geliyor; bu bir vektér alamidir. V(1,2,3) =
(0,0,=1)(1,2,3, vani (1,2,3)ten (1,2,2)’ye giden ok; V(—5,0,0) = (0,0,—1)_50¢) yani
(—5,0,0)’dan (—5,0, —1)’e giden ok. Her noktada asag1 yonli, uzunlugu 1 olan bir ok: bu, “diizgiin
yercekimi” alaninin bir modelidir. Biitiin oklari birbirine paraleldir, ama hicbiri digerine esit degildir.
]

Ornek 2.20 (Disar1 Bakan Radyal Alan). Her p icin W (p) = Pp, yani vektdr kismi da p olan teget
vektor olsun. Bu kuralin bir vektér alani tanimladifini gérelim ve Wnin (1,2, 3) ile 0 noktalarindaki
degerlerini bulalim.

Coziim.

Her p’ye p’de uygulanan bir teget vektoér karsilik geliyor; W bir vektor alamidir. W(1,2,3) =
(1,2,3)(1,2,3) yani (1,2,3)’ten (1,2, 3) + (1,2,3) = (2,4, 6)’ya giden ok. W(0) = 0y, baslangi¢ nok-
tas1 0’daki sifir vektori. Her ok, baglangic noktasi 0°dan “digar1 dogru” bakar ve noktanin 0’a uzakhigi
arttikca uzar; buna radyal alan denir.

|

Ornek 2.21 (Diizlemde Dénen Alan). Oklid diizleminde her p = (p;, py) icin V(p) = (—p,, P1)p
olsun. V’nin (1,0), (0,1), (—1,0), (0,—1), (1,1), (—1,1), (2,0) ve (0,0) noktalarindaki degerlerini
bulalim ve oklar1 ¢izelim.

Coziim.
Her noktada vektor kismi icin 6nce koordinatlarin yeri degistirilir, sonra yeni birinci bilesenin isareti
cevrilir: (py,py) = (—pg, p1)- Sonuglar soyledir:

p V(p) bitig noktasi
(1,0) 0,1), (1,1)

(0,1) (=1,0), (-1,1)
(=1,0) (0,-1), (—1,-1)
(0,—1) (1,0), (1,-1)
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bitis noktas1

p V(p)
(1,1) (=1,1),
(-1,1) (-1,-1),
(2,00 (0,2),
(0,0) (0,0),

Asagidaki sekil bu oklari (ve bir 1zgaradaki bagka noktalarda hesaplanmis birka¢ini daha) gosterir. Oklar

baslangi¢ noktas1 0’1n etrafinda saat yoniiniin tersine déner; 0’dan uzaklastik¢a uzar; 0’da ok sifirdir.
Bu, sabit acisal hizla dénen bir diskin hiz alanidur.

Vp) = (-py 1),

y

-

+-—@
/ (-1,1) 0, 1)

(0, 0)

(1,1)

(2,0)

(_1! 0)

(1,0) . x

Sekil 2.7: Diizlemde V(p) = (-p. pi)p alanmin -2..2 tam say1 1zgarasindaki oklari; 6rnekteki sekiz

nokta koyu, 1zgaranin geri kalani agik mavidir. Okunaklilik i¢in her ok gercek uzunlugunun 0,4 katiyla

cizilmigtir; yonler ve uzunluk oranlar1 dogrudur. Oklar baslangi¢ noktasinin etrafinda saat yontiniin
tersine doner, 0'dan uzaklastikca uzar ve 0'da sifir oldugundan orada yalnizca nokta goériiniir.

Tanimdaki kosullarin neden gerekli oldugunu, onlar1 saglamayan kurallarda gorelim.

Ornek 2.22 (Yanlis Noktada Uygulanan Oklar). p ~ (1,0, O)2p kurali R? iizerinde bir vektor alani

tanmimlar m1?

Cozim.
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p # 0 icin karsilik gelen teget vektoriin uygulama noktasi 2p # p’dir; yani deger T, (R?)’te degil,
Ty, (R3)’tedir. Tanimin “p’de uygulanmis” kosulu saglanmaz; bu bir vektér alani degildir. Kural bir
fonksiyon olarak kusursuzdur, ama yanlis demetlerden ok se¢cmektedir.

|

Ornek 2.23 (Noktaya Nokta Karsilik Getiren Kural). Her noktaya kendisini karsilik getiren p
(py, Py, p3) kurali R? iizerinde bir vektor alani tanimlar mi1?

Cozim.

Bu kural her noktaya bir teget vektor degil, bir nokta karsilik getirir; R*’ten R®’e bir fonksiyondur,
vektor alani degildir. Ancak “bu noktay: p’de uygulanan vektor kismi olarak oku” dersek radyal alan
P > Py, elde edilir. Aradaki fark tam olarak uygulama noktas: bilgisidir: p noktas: tek basina nerede
uygulandigini sdylemez, p,, teget vektorii sdyler.

|

Ornek 2.24 (Her Yerde Tanimli Olmayan Kural). p — (1/p;, 0, 0), kurali R3 iizerinde bir vektor
alani tanimlar m1?

Coziim.

p; = 0 olan noktalarda 1/p; tanimsizdir; kural biitiin R3 iizerinde taniml degildir. Dolaysiyla R3
tizerinde bir vektér alam degildir. Tanim kiimesi p; # 0 acik kiimesiyle siirlanirsa o kiime tizerinde
bir vektor alani elde edilir; biz bu béliimde biitiin R? iizerinde taniml alanlarla calisiyoruz.

]

Noktasal ilke: vektor alanlarinda cebir

Iki vektér alanini toplamak ne demektir? Once bildigimiz bir seye bakalim: iki fonksiyonu nasil toplu-
yoruz? f + g fonksiyonunu, her p noktasindaki degerini (f + ¢)(p) = f(p) + ¢g(p) olarak belirleyerek
tanimlariz. Bunu yapabilmemizin tek nedeni, f(p) ile g(p)’nin toplanabilen nesneler, yani sayilar, olma-
sidir. Simdi iki vektor alani V' ve W alalm. Bir p noktasinda V(p) ve W (p), aym teget uzay1 T,,(R?)
icinde duran iki oktur; bu oklar1 toplamay1 bir 6nceki kesimde 6grendik. O halde V' + W’yi de ayni1 yolla
kurabiliriz: her noktada oradaki iki ok toplanir, sonug o noktaya yerlestirilir.

1 Noktasal ilke

Az Once yaptigimiz sey genel bir tariftir ve ileride defalarca kullanilacaktir; ona noktasal ilke
(pointwise principle) diyecegiz. iki fonksiyonun bir p noktasindaki degerleri {izerinde yapilabilen bir
islem varsa, ayni islem fonksiyonlarin kendisi i¢in de tanimlanir: yeni fonksiyonun p’deki degeri,
eski fonksiyonlarin p’deki degerlerine o islemin uygulanmasiyla bulunur. Fonksiyonlarin toplami ve
carpimi, vektor alanlarinin toplami ve birazdan tanimlayacagimiz fonksiyonla ¢arpim hep bu ilkenin
ornekleridir.

Tanim 2.5 (Vektoér Alanlarinin Toplami ve Fonksiyonla Carpimi). V ve W, R3 iizerinde vektor
alanlari, f de R? iizerinde gercel degerli bir fonksiyon olsun. V + W ve fV, her p icin

(V4+W)(p)=V(p)+W(p), (V)P =/Ff(p)Vip)

ile tanimlanan vektdr alanlaridir.

Yani V + W’nin p’deki oku, V ile W’nin p’deki oklarmnin paralelkenar kuraliyla toplamidir; fV’nin
p’deki oku ise V’nin p’deki okunun f(p) sayisiyla carpilmigidir. Ikinci tanim, noktasal ilkenin teget
uzaylarindaki skalerle carpmaya uygulanmasidir; skaler, noktadan noktaya degisen f(p) sayisidir. Sag
taraflardaki islemler T}, (R?) icinde yapildigindan sonuglar yine p’de uygulanir; dolaysiyla V + W ve
fV gercekten vektor alanidir. f sabit bir ¢ sayisiysa cV yazariz.
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Ornek 2.25 (Alanlarin Toplami ve Fonksiyonla Carpimi). V(p)= (pl, 0,p3)ps W(p) =
(1,py,—1), ve f = x* 4 z olsun. Burada f = 2® + z yazimy, her p icin f(p) = p} + p3 demektir. (V +
W) (p) ve (fV)(p)’yi genel bir p i¢in, sonra p = (1,2, —1) ve q = (2, 1, 1) i¢in hesaplayalim.

Cozim.
Genel formiiller, teget uzayindaki islemlerin tanimindan:

(V+W)(P) = (p1 +1,p2,03 = 1), (fV)(P) = (p] +p3) (p1,0,p3)p = ( (BT +p3)p1, 0, (PT + P3)P3),-

Ayrica f(p) = 12 4+ (—1) = 0, dolayisiyla (fV)(p)

sifirdir.

=(2,1,1)icin f(q) =4+1=5,V(q) = (2,0,1)4, W(q) = (1,1, —-1); dolayisiyla
(V+W)(a) = (37170)013 (fV)(a) =5(2,0, l)q = (107075)qa (fW)(a) = (5,5,—5)

;2,—1)ps dolayls1yla (V+W)(p) =(2,2,-2),.
=0-(1,0,—1), = 0,: bu noktada fV’nin oku

q

Aym f, farkli noktalarda farkli ¢arpanlar tiretir: p’de 0, q’da 5.
|

Diizlemde ayni sey soyle goriindr.

Ornek 2.26 (Diizlemde Dénen Alan ile Sabit Alanin Toplami). Oklid diizleminde V(p) =
(=Ppg,P1)p donen alan, W(p) = (1,0),, her noktada saga bakan sabit alan ve f = x olsun; yani f(p) =
1. (V +W)(p) ve (fV)(p)’yi genel bir p i¢in yazalim; sonra (0, 1), (2,1), (1,—1) ve (—1, 2) noktala-

rinda hesaplayalim.

Cozim.
Tanima gore her noktada vektor kisimlariyla islem yapilir, uygulama noktasi p olarak kalir:

V+W)p)=1=ps,p1)p (FV)P) =p1 (—P2,01)p = (—P1P2, PT)p-

Dort noktadaki degerler soyledir:

p V(p) W(p) V+Wip)  f@) (fV)(p)
(0,1) (—1,0), (1,0), (0,0), 0 (0,0),
(2,1) (=1,2), (1,0)p 0,2), 2 (—2,4),
(1,— (1,1)p (170)p (2,1)p 1 (1,1)
(—1,2) (—2,-1), (1,0), (-1,-1), -1 (2,1),

fV icin carpan f(p) = p; noktadan noktaya degisir. p; > 0 olan noktalarda ok V ile ayn1 yone bakar
ve uzunlugu p; katina ¢ikar ((2, 1)’de iki kat); p; = 0 olan y ekseni tizerinde ok sifirlanir; p; < 0 olan
noktalarda ise yon tersine déner: (—1,2)’de V(p) = (=2, 1), iken (fV)(p) = (2,1), dir.

|

Tablonun ilk satirinda V' + W sifir ¢ikti. Bu toplamin sifir oldugu bagka noktalar da var mi, bakalim.

Ornek 2.27 (Dénen Alan ile Sabit Alanin Toplami Nerede Sifir?). Oklid diizleminde V(p) =

(=Pg,P1)p donen alan ve W(p) = (1,0),, her noktada saga bakan sabit alan olsun. V' + W hangi nokta-
larda sifirdir?

Cozim.
Tanima gore her noktada vektor kisimlariyla islem yapilir, uygulama noktasi p olarak kalir:

(V+W)(P) = (1—pasp1)p-
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(0,1) noktasinda donen alanin oku sola, sabit alanin oku saga bakar ve ikisi birbirini gétiiriir: (V +
W)(p) = 0y, Genel formiilden V' + W’nin sifir olmasi i¢in 1 — py = 0 ve p; = 0 gerekir; yani V +
W yalnizca (0, 1) noktasinda sifirdir. Dénen alana sabit bir alan eklenince tam bir noktada durgunluk
olusur.

|

Vektor alani mu, teget vektor mii, say1 mi?

Ug ayr1 diizeydeki nesneleri karigtirmamak gerekir. V' bir vektor alanidir: biitiin uzaya yayilmis bir
oklar toplulugu. V(p) tek bir teget vektordiir: p’deki ok. f(p) bir sayidir. fV yine bir vektor alanidur,
f(p)V(p) ise tek bir teget vektor. Bir esitligin iki yanindaki nesnelerin ayni tiirden olup olmadigini
denetlemek, hatalarin ¢cogunu daha bastan 6nler.

Dogal cat1 alan1

Buraya kadar vektor alanlarini hep “her noktaya bir ok” diye, kural vererek tanimladik. Bu tanim dogru
ama hesap i¢in hantaldir; bir alani ii¢ fonksiyonla yazabilseydik onu toplamak, carpmak, karsilagtirmak ve
ileride tiirevini almak ¢ok kolaylagirdi. Bunun yolu, T}, (R?)’iin tabamu olan (1,0, 0),,, (0,1,0),, (0,0,1),,
teget vektorlerini tek tek noktalarda degil, biitiin noktalarda birden se¢mektir. Béylece ii¢ 6zel vektor alam
elde ederiz; birazdan her vekt6r alaninin bu tigiiniin fonksiyon katsayili bir birlesimi oldugunu gorecegiz.

Tanim 2.6 (Dogal Cat1 Alami). U, U,, U;, R¥iin her p noktas igin
Ul(p) = (1?0)0)13? U2(p) = (0,1,0)]), U3(p) = (0,0,1)p

olan vektér alanlar1 olsun. Uy, U,, Uy iicliisiitne R3’{in dogal ¢at1 alani (natural frame field) denir.

Yani U; (i = 1,2, 3), pozitif ; yoniindeki, uzunlugu 1 olan birim vektor (unit vector) alanidir: her
noktada ayni yéne bakan, ayni uzunluktaki bir ok. Vektor kismi noktadan noktaya degismedigi i¢in U, nin
farkli noktalardaki degerleri birbirine paraleldir; ama uygulama noktalar farkli oldugundan bunlar farkl
teget vektorlerdir. U; bir vektor alamidir; U, (p) ise p’deki tek bir oktur.

Diizlemde aym sey sdyle goriiniir: R*’nin dogal ¢at1 alani iki alandan olusur, her p i¢in U, (p) = (1,0),,
ve Uy(p) = (0,1),. Ornegin p = (3, —1)’de U, (p), (3, —1)’den (4, —1)’e giden yatay birim ok; U (p) ise
(3,—1)’den (3,0)’a giden dikey birim oktur. Bundan sonraki diizlem érneklerinde U, , U, yazdigimizda
bu iki alan1 kastediyoruz; diizlemdeki her vektor alaninin v, U; + v,U, biciminde yazilabildigi, asagidaki
lemmanin iki bilegenli halidir.

Ornek 2.28 (Dogal Catinin Tki Noktadaki Degerleri). p = (1,2,1) ve q = (3,0, 2) noktalarinda
U, U,, Us’tin degerlerini ve bu oklarin bitis noktalarini bulalim.

Cozim.
Tanima gore vektor kisimlar: her noktada aynidir; yalnizca uygulama noktasi degisir:

alan p=(1,2,1)de- bitis q=(3,0,2)’de- bitis

ki degeri ki degeri
U, (1,0,0), (2,2,1) (1,0,0), (4,0,2)
U, (0,1,0), (1,3,1) (0,1,0), (3,1,2)
U, (0,0,1), (1,2,2) (0,0,1) (3,0,3)

Asagidaki sekilde her iki noktada eksenlere paralel {iger birim ok goriliir: her noktada kiiciik bir
“koordinat catis1”.

Acgik Matematik - acik-matematik.com 42 CC BY-NC-SA 4.0


https://acik-matematik.com
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.tr

241

2.4 Dogal cat1 alan1 43

z
A
3
Uy(q) 2
q=(30,2)
U,(q)
y
X

Sekil 2.8: Dogal cat1 Ui, U, Us'in p = (1, 2, 1) ve q = (3, 0, 2) noktalarindaki degerleri. Her noktada
eksenlere paralel ii¢ birim ok vardir: U, i¢in (1, 0, 0), Uj i¢in (0, 1, 0), Us i¢in (0, 0, 1); ayn1 renk ayni alan
gosterir. U(p) ile Ui(q) paraleldir ama uygulama noktalari farkli oldugundan esit degildir.

Ornek 2.29 (Farkli Noktalarda Ayni Cat1 Alani). p = (1,2,1) veq = (3,0, 2) olsun. U, (p) ile U; (q)
teget vektorleri esit midir?

Cozim.

U, (p) ve U;(q) nun vektér kisimlar: aym ((1, 0, 0)), uygulama noktalar1 farklidir; paraleldirler ama
esit degildirler.

]

Bir vektor alaninin koordinat fonksiyonlar:

Bir vektor alan1 V' verilsin. V(p)’nin vektor kismui p’ye bagli bir ii¢liidiir; ticliiniin her bileseni, p’ye bir
say1 kargilik getirdiginden, bir gercel degerli fonksiyondur. Bu gézlem, her vektor alaninin ti¢ fonksiyonla
tamamen belirlendigini sdyler ve vektor alanlarini hesaplanabilir nesnelere doniistiiriir. Asagidaki lemma
bu boliimiin ana sonucudur.

Lemma 2.1 (Vektor Alaninin Koordinat Fonksiyonlar1). V, R? iizerinde bir vektér alani olsun. R®
iizerinde tek tiirlii belirlenmis v, vy, v5 gercel degerli fonksiyonlari vardir ve

V = UlUl + U2U2 + ’U3U3

olur. vy, vy, vs fonksiyonlarina V ’nin Oklid koordinat fonksiyonlari (Euclidean coordinate functions)
denir.

Ispat.

Varlik. Tanim geregi V', her p noktasina p ‘de uygulanan bir V (p) teget vektérii karsilik getirir. Dolayisiyla
V (p) ‘nin vektor kismi p’ye bagh bir di¢lidiir; bu iicliyii ( v1(p), v2(P), v3(P) ) diye yazalim. Bu yazim
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vy, Vs, v3 il R3 iizerinde gercel degerli fonksiyonlar olarak tanimlar: v,(p), V(p) ‘nin vektor kisminin i-
inci bilesenidir. Simdi her p i¢in

V(p) = (vi(p),v2(P), v3(P))p
=v;(p) (1,0,0), + v,(p) (0,1,0), +v3(p) (0,0,1),
= v1(p) Uy (P) + v3(P) Uz (P) + v3(P) Us(P)
= (0,01)(p) + (v.U3)(P) + (v3Us)(P)
= (0,U; + voU; +v3Us)(P).

Adimlarin gerekgeleri sirasiyla sunlardir:

* birinci satir: v; ’lerin tanimi;

e ikinci satir: TP(R3) teki toplama ve skalerle carpmanin tanimi (Onerme 2.1'nin ispatindaki germe
adimi);

e diciincii satir: U, lerin tanima;

e dordiincii satir: fV' ¢arpiminin noktasal tanmimi (f = v; ile);

* besinci satir: V. + W toplaminin noktasal tanimi (iki kez uygulanmis).

Boylece V ilev, U, + vyU, + v3U, vektor alanlart her noktada ayni teget vektor degerini alir. Iki fonksiyon
her noktada ayni degeri aliyorsa esittir; dolayisiyla V- = v,U; 4+ vyUy + v3Us.

Teklik. V = w,U; + wyU, + w3Us de saglansin. Yukaridaki hesap w; ’ler icin de gegerlidir; dolayisiyla
her p i¢in

( v1(P), v2(P), U3(P))p =V(p) = ( wy(p), wa(P), ws(p))p-

Teget vektirlerin esitlik kurall geregi vektor kisumlart esittir: her p ve her i i¢in v,(p) = w;(p). Yaniv, =
w,; koordinat fonksiyonlari tek tiirlii belirlidir.
|

Ispatin 6zii: v;(p), V(p) nin vektér kisminin i-inci bileseninden baska bir sey degildir; lemma, bu bile-
senleri “p’nin fonksiyonu” olarak okumaktan ibarettir. Koordinat fonksiyonlarini bulmak i¢in V' (p)’nin
vektor kismina bakmak ve her bileseni p;, py, p; cinsinden yazip z, y, z koordinat fonksiyonlariyla (bkz.
Tanim 1.3) ifade etmek yeter.

1 Toplam yazimi ve ispat sonu isareti

Bundan sonra Ef: L 0;U; toplamim kisaca 3 v;U;, hatta yalnizea 3 v;U; diye yazacagiz; indeksin
i = 1,2, 3 izerinden dolastif1 her zaman anlagilir. Lemma bu yazimla V' = " v,U; bi¢imini alir; buna
V’nin standart bicimi diyecegiz. Ikinci bir yazim sézlesmesini de burada belirtelim: ispatlarin ve
¢oziimlerin sonundaki M isareti, ispatin ya da ¢6ziimiin bittigini gosterir; kitap boyunca bu isareti
kullanacagiz.

Ispatin icinde gegen 6zdesligi ayrica kaydedelim; ¢ok sik kullanilacaktir.
Sonug 2.1 (Teget Vektoriin Dogal Catida Ayrisumi). Her p noktast ve her (aq, ay, as) digliisii igin

(a1,aq,a3), = a1U;(p) + ayUs(P) + a3Us(p) =

M-
£
=
5

ispat.

T, (R3)teki islemlerin tammiyla sag taraf (ay,0,0), + (0,a,,0), +(0,0,a3), = (a1, ay,a3), dir;
U, (p) lerin yerine tanimlarindaki teget vektorler yazilmigstir.

|

Ornek 2.30 (Bir Alanin Bir Noktadaki Ayrisimi). V =zyU, + (y + 2) Uy + 22 U; olsun. p =
(1,2,1) ve g = (0,—1, 1) noktalarinda V’nin degerini, koordinat fonksiyonlarinin degerlerini ve okun
bitis noktasini bulalim.
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2.4 Dogal cat1 alan1 45

Cozim.

Koordinat fonksiyonlar1 v; = zy, v, = y + 2, vg = 22’dir; v;(pP) = P1Pg, V3(P) = Py + 3, V3(P) =
2p5 demektir.

p=(1,2,1)icinv;(p) =1-2=2,05(p) =2+ 1=3,v3(p) =21 = 2. Dolayisiyla

V(p) =2U(p) +3U,(p) +2Us(p) = (2,3,2),,

yani (1,2,1)’den (3,5, 3)’e giden ok. Asagidaki sekil bu oku, ii¢ bilegen oku 2U; (p), 3Us(p), 2Us(p)
ile birlikte gdsterir: V' (p), kenarlar1 bu ii¢ ok olan dikdértgen kutunun p’den ¢ikan kogegenidir.

v5(p) Us(p) = 2Us(p)
A

Vp) = (2.3,2),

vy(p) Uy(p) = 3U,(p)

Sekil 2.9: Kalin ok, p = (1, 2, 1) noktasindaki V(p) = (2, 3, 2)pteget vektoradir: (1, 2, 1)'den (3, 5, 3)'e gider.

Eksenlere paralel ti¢ bilegsen oku 2Ui(p), 3Us(p), 2Us(p) toplandiginda W(p)'yi verir; V(p), kenarlar1 bu

tic ok olan 2x3x2 kutunun p'den ¢ikan kosegenidir. Koordinat fonksiyonlarimin p'deki degerleri v(p)
=2, »(p) = 3, vs(p) = 2 kutunun kenar uzunluklaridir.

q=(0,-1,1) icin v,(q)=0-(=1)=0, vy(q) =—-1+1=0, v3(q) =2 V(q)=(0,0,2)q =
2U5(q), yani (0,—1,1)’den (0, —1, 3)’e giden dikey ok.
|

Tersine, bir alan noktalardaki degerleriyle verildiginde standart bi¢imini okuyabiliriz. Yontem her zaman
ayndir: v;(p), vektor kisminin i-inci bilesenidir; bunu z, y, z ile yazariz (z(p) = py, y(pP) = py, 2(P) =
D3)-

Ornek 2.31 (Degerlerden Standart Bicime Gegis). Her p icin V(p) = (py, —p1, p%)p olsun. V’nin
koordinat fonksiyonlarini bulup V’yi Y v,U, standart bi¢ciminde yazalim.

Cozim.

v1(P) = Py = Y(P), vo(P) = —p; = —x(P), v3(p) = p2 = 2%(p). Dolaywsiyla V =y U; —z U, +
22 Us.

[ |

Ornek 2.32 (Bitis Noktalariyla Verilen Alan). Her p i¢in W(p), p’den (p; + ps, 2p,, p3 — 1) nokta-
sina giden ok olsun. W’nin koordinat fonksiyonlarini bulup W’yi standart bigimde yazalim.
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Cozim.

Vektor kismy, bitis noktasindan p’nin ¢ikarilmasiyla bulunur: (p; + py — pq, 2P — Py, P53 — 1 —pg) =
(pg, Py, —1). Dolaysiyla W = y U, + y U, — Us.

|

Ornek 2.33 (Eksene Dogru Bakan Oklar). Her p icin Z(p), p'den z ekseni iizerindeki (0,0, p3)
noktasina giden ok olsun. Z’nin koordinat fonksiyonlarini bulup Z’yi standart bicimde yazalim.

Coziim.

Vektor kismu (0,0, p3) — (p1, P2, P3) = (—P1, —Pg, 0)’dir. Dolayisiyla Z = —z U; — y Uy; tgtincii ko-
ordinat fonksiyonu sifir fonksiyonudur. Her ok, noktadan z eksenine dogru, eksene dik olarak bakar.
]

Ornek 2.34 (Doénen Alanin Standart Bicimi). Diizlemdeki dénen alan her p icin V(p) = (—p,, p; )p
ile verilir (Ornek 2.21). V’nin koordinat fonksiyonlarini bulup V’yi standart bicimde yazalim.

Cozim.

Dizlemde iki koordinat fonksiyonu vardir: v (p) = —py, v5(p) = py; yani V. = —yU; + 2 U,. Bu,
donen alanin standart bicimidir.

|

Vektor alanlariyla yapilan hesaplar her zaman koordinat fonksiyonlar: cinsinden ifade edilebilir. Toplama
ve fonksiyonla ¢arpma i¢in formiiller sunlardur.

Onerme 2.2 (Koordinatlarla Toplama ve Carpma). V = Y v,U;, ve W = Y w,U, vektor alanlar, f
bir fonksiyon olsun. O zaman

ZviUi‘i‘ZwiUi:Z(”i‘f‘wi)Uiy f(ZUiUi):Z(fvi)Ui'
Yani V + W ’nin koordinat fonksiyonlari v, + w;, fV 'ninkiler fv, dir.

ispat.
Her iki esitlik de vektor alanlari arasinda oldugundan, her p noktasinda degerlerin esit oldugunu gostermek
yeter. Toplama igin, noktasal tanimlar ve Sonug 2.1 ile

(V+W)(p) =V(p)+ W(p) = (v:1(P)v2(P),v3(P))p + ( w1(P), w2 (P), w3(P)),
= (v1(P) + w1(P), v2(P) + wo(P), v3(P) + w3(P)), = Z(Uz +w;)(P) U; (P),
ve son ifade ) (v; + w;)U; alanmin p’deki degeridir; ikinci satirdaki ilk esitlik T, (R®) ‘teki toplamanin

tanimu, ikincisi ise fonksiyon toplaminin noktasal tanmimi ile ayrisim ozdesligidir. Carpma igin benzer
bicimde

(fV)(P) = f(P)V(P) = f(P) (v1(P), v2(P),v3(P))p = ( £(P)v1(P), F(P)v2(P), F(P)v3(P)), = D _(f0:)(P) Uy(P),

burada igiincii esitlik T, (R3) 'teki skalerle carpmanin tanimu, dordiinciisii fonksiyon carpiminin noktasal
tanimu ile ayrisim ozdesligidir. Son ifade > (fv,)U, alaninin p’deki degeridir.
|

Bu 6nerme, vektor alanlariyla yapilan cebiri “koordinat koordinat” yapmamiza izin verir: U;, U, Uy
sembolleri sanki birer degiskenmis gibi toplanir, fonksiyonlarla ¢arpilir ve benzer terimler birlegtirilir.

Ornek 2.35 (Standart Bicimde Hesap). V =2 U, +yU, + 2U;, W = —y U, + 2 U, ve f = z olsun.
V+W, fW ve 2V —3W alanlarim standart bicimde yazalim; sonra p = (1,2, 3)’teki degerlerini
bulalim.

Cozim.

Acgik Matematik - acik-matematik.com 46 CC BY-NC-SA 4.0


https://acik-matematik.com
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.tr

2.5

2.4 Dogal cat1 alan1 47

Onerme 2.2 ile benzer terimleri birlegtiririz:

V+W=(@-y) U+ (y+z)U;+ 20,
fW=2(—yU, +2U,) = —yzU; + 22U,
2V —3W =2z +3y)U; + 2y — 32) U, + 22 U;.

p = (1,2,3)icinz(p) = 1,y(p) = 2, 2(p) = 3; koordinat fonksiyonlarim bu sayilarda degerlendiririz:

Denetim i¢in sonuncusunu dogrudan hesaplayalim: V'(p) = (1,2,3),, W(p) = (=2,1,0),,; 2V (p) —
3W(p) = (2,4,6), — (—6,3,0), = (8,1,6),,. Iki yol ayn1 sonucu verir.
|

Diferansiyellenebilir vektor alanlar:

Bir sonraki boliimde fonksiyonlarin vektor alanlari boyunca tiirevini alacagiz; tiirev hesabina giren
her nesnenin diferansiyellenebilir olmas1 gerekir. Peki bir vektor alaninin diferansiyellenebilir olmasi
ne demektir? Lemma sayesinde cevap hazirdir: bir vektor alanm {i¢ koordinat fonksiyonundan ibarettir;
Oyleyse alanin diferansiyellenebilirligini bu ii¢ fonksiyonun diferansiyellenebilirligine baglamak en dogal
secimdir.

Tanim 2.7 (Diferansiyellenebilir Vektér Alani). Bir V = > v,U; vektér alaninin Oklid koordinat
fonksiyonlar1 v;, vy, v5’in her biri Tanim 1.4 anlaminda diferansiyellenebilir ise V’ye diferansiyellene-
bilir (differentiable) vektor alani denir.

Yani V’nin diferansiyellenebilir olmasi, ti¢ koordinat fonksiyonunun her birinin her mertebeden biitiin
kismi tiirevlerinin var ve siirekli olmasi demektir.

| Bundan sonra

Bundan boyle “vektor alani” s6ziinden diferansiyellenebilir vektor alani anlagilacaktir. Simdiye kadar
verdigimiz vektor alami 6rneklerinin tamami (koordinat fonksiyonlari polinom olan alanlar) bu
kosulu saglar.

Ornek 2.36 (Ustel ve Trigonometrik Katsayili Alan). V = e® U, + sin(yz) U, + (22 + y% + 22) U,
diferansiyellenebilir bir vektor alani midir?

Coziim.

Koordinat fonksiyonlari e?, sin(yz) ve 2% + y? + 2?’dir. Ustel, siniis ve polinom fonksiyonlarmin
bilegkeleri ve toplamlar1 her mertebeden siirekli kismi tiirevlere sahiptir; i¢ii de diferansiyellenebilirdir.
V diferansiyellenebilir bir vektor alanidir.

|

Ornek 2.37 (Mutlak Deger Katsayili Alan). Her p icin W(p) = (| p; |0, 0),, olsun. W diferansiyel-
lenebilir bir vektor alan1 midir?

Cozim.

W =| z |U; oldugundan w; = | z |, wy = wy = 0. Ama | z | fonksiyonunun z’e gére kismi tiirevi
p1 = 0 olan noktalarda yoktur: h — 0 i¢in (| A | —0) /h orani sagdan 1, soldan —1’e gider. Dola-
yistyla w; diferansiyellenebilir degildir; W, teget vektor atama anlaminda bir vektér alanidir ama
diferansiyellenebilir degildir. Sozlesmemize gore bundan boyle W’ye “vektér alan1” demeyecegiz.

|
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Ornek 2.38 (Radyal Alanin Diferansiyellenebilirligi). Radyal alan p p,, diferansiyellenebilir bir
vektor alani midir?

Cozim.

Radyal alanin vektor kismu (pq, po, p3) tiir; koordinat fonksiyonlari z,y, z’dir. Bunlar polinomdur,
dolayisiyla diferansiyellenebilirdir: p = p, = z U; + y U, + 2 U; diferansiyellenebilir bir vektér ala-
nidir.

]

Ornek 2.39 (Uzunlugu Uzakliga Esit Yatay Oklar). Diizlemde her p icin Z(p) = ( p? + p3, O)p
olsun; yani Z(p), saga bakan ve uzunlugu noktanin 0’a uzaklif1 kadar olan oktur. Z diferansiyellenebilir
bir vektor alani midir?

Cozim.

Z’nin koordinat fonksiyonlar1 /2 + y2 ve 0’dir. Birincisi baglangic noktasi disinda her yerde her
mertebeden siirekli kismi tiirevlere sahiptir; ama 0 = (0, 0) noktasinda x’e gore kismi tiirevi yoktur,
clinkii z ekseni iizerinde V22 +0 = | z | olur ve | z | fonksiyonunda gordigimiz | h | /h oram
(Ornek 2.37) yine karsimiza gikar. Tek bir noktadaki bu kusur yeter: Z bir vektdr alamidir, ama dife-
ransiyellenebilir bir vektor alani degildir. Diizlemdeki donen alan —y U; + x U, ise polinom katsayili
oldugundan diferansiyellenebilirdir.

]

Diferansiyellenebilir alanlarla yaptigimiz cebir bizi bu sinifin disina ¢ikarmaz: V' ve W diferansiyellene-
bilir vektor alanlari, f diferansiyellenebilir bir fonksiyon ise V 4+ W ve fV de diferansiyellenebilirdir.
Ciinkii Onerme 2.2 geregi bunlarin koordinat fonksiyonlar1 v; + w; ve fv,’dir; diferansiyellenebilir fonk-
siyonlarin toplami ve ¢arpimi, toplam ve ¢arpim kurallariyla her mertebeden siirekli kismi tiirevlere sahip
oldugundan, yine diferansiyellenebilirdir.

Alistirmalar

Alistirma 2.1 (Cat1 Vektorleriyle Lineer Birlesim). v = (—2,1,—1) ve w = (0, 1, 3) olsun. Herhan-
gi bir p noktasinda 3v,, — 2w, teget vektériinii U (p), Uy (), Us(p) nin lineer birlesimi olarak yazin.

Cozim.
Once vektdér kismiyla islem yapalim: 3v = (—6,3,—3) ve 2w = (0,2,6), dolayisiyla 3v — 2w =
1

);
(=6, 1,—9). Teget uzayindaki islemlerin tanimiyla 3v,, — 2w, = (—6,1,—9), ve Sonuc 2.1 ile

3vp — 2w, = —6U,(p) + Uy(p) — 9Us(p).

Katsayilar p’ye bagh degildir; p yalnizca okun nereden ¢iktigini belirler.
]

Alistirma 2.2 (Bir Noktadan Cikan Dért Okun Cizimi). v = (—2,1,—1), w=(0,1,3) ve p =
(1,1,0) olsun. v, w,, —2v,, ve v, + W, teget vektorlerini gosteren Slgekli ve dikkatli bir ¢izim yapin.
Cozim.
Doért okun vektér kisimlarnt v = (—2,1,—-1), w=(0,1,3), —2v=(4,—-2,2) ve v+w=
(—2,2,2)dir. Hepsi p = (1,1,0)’dan ¢ikar; bitis noktalar1 p’ye vektor kisimlarinin eklenmesiyle
bulunur:

teget vektor vektor kismi bitis noktas1
Vp (_2717_1) (_1727_1)
Wp (0,1,3) (1,2,3)
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teget vektor vektor kismi bitis noktas1
—2v, (4,-2,2) (5,—1,2)
Vp + W, (—2,2,2) (—1,3,2)

Asagidaki sekilde —2v
gerdigi paralelkenarin késegeni oldugu goriiliir.

. . , . o e .
nin v, ile ters yoénde ve iki kat uzun oldugu, v, + w 'nin ise v, ve w,’nin

Sekil 2.10: p = (1, 1, 0) noktasindan ¢ikan dort teget vektor: vp = (-2, 1, —1)p, wp = (0, 1, 3)p —2vp ve

vp + wWp Her okun ucu, p'ye vektor kisminin eklenmesiyle bulunur; kesikli kilavuzlar u¢ noktalarin

koordinatlarini okutur. -2vy, vpile ayni dogru iizerinde ters yonde ve iki kat uzundur; vy + wpise vpile
wpnin gerdigi paralelkenarin kdsegenidir.

Alistirma 2.3 (Bir Alan Hesab1). V =z U, + yU, ve W = 222 U, — U, olsun. W — zV vektor alanini
hesaplaymn ve p = (—1, 0, 2) noktasindaki degerini bulun.

Coziim.
Once 2V = z(z U; +yU,) = 22 U; + 2y U, (Onerme 2.2). Sonra benzer terimleri birlestirerek

W -2V =222U, — Uy — 22 U; — 2y Uy = —22 U, + (222 — 2y) U, — Us.

p = (—1,0,2) i¢in z(p) = —1, y(p) = 0: koordinat fonksiyonlarinin degerleri —(—1)? = —1,2 -1 —

—1) -0 = 2 ve —1’dir. Dolayisiyla
( ) y1s1y.

yani (—1,0,2)’den (—2,2,1)’e giden ok.
|

Alistirma 2.4 (Bir Denklemden Standart Bicim). V vektor alani 222 U; = 7V + zy U; esitligini
saglasin. V’yi Y v, U, standart biciminde yazin.

Acik Matematik - acik-matematik.com 49 CC BY-NC-SA 4.0


https://acik-matematik.com
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.tr

50 Boliim 2. Teget Vektorler

Cozim.
Denklemi V icin ¢ozelim: 7V = 222 U; — zy U,, dolayisiyla

222 Ty
V="tb-70s
yani v; = 222/7, v, = 0, v5 = —zy/7. Bolme, koordinat fonksiyonlarinin sabit 1/7 ile carpilmasidir.

Alistirma 2.5 (Degerleriyle Verilen Bir Alan). Her p icin V(p) = (p;, p3 — p1,0),, olsun. V’yi
>~ v, U, standart bi¢ciminde yazin.

Coziim.

v1(P) = p1. V5(P) = p3 — Py, v3(P) = 0; koordinat fonksiyonlariyla v; = z, v, = z — z, v3 = 0. Do-
layisiyla V =2 U, + (2 — z) U,.

|

Alistirma 2.6 (Parantezleri Acarak Standart Bicim). V =2(z U, +yU,) — z(U; — y? U;) vektor
alanini Y v, U, standart bi¢ciminde yazin.

Coziim.
Dagitip benzer terimleri birlestirelim:

V=2zU, +2yU, —2U; +z2y*Us = 2 U; + 2y U, + xy° U;.

Alistirma 2.7 (Bitis Noktas1 Noktaya Bagli Oklar). Her p noktasinda V(p), (p;, ps, p3) noktasindan
(14 py, pyp3, Py) noktasina giden vektdr olsun. V'yi Y v, U; standart biciminde yazin.

Coziim.
Vektor kismi, bitis noktasindan p’nin ¢ikarilmasiyla bulunur: (1 4+ p; — pq, DoPs — Do, Dy — P3) =
(1, pap3 — P2, P2 — P3). Dolayisiyla

V=U+@yz—y) U+ (y—2)Us.

Alistirma 2.8 (Baslangic Noktasina Dogru Bakan Alan). Her p noktasinda V(p), p’den baslangic
noktas1 0’a giden vektor olsun. V’yi Y v,U; standart biciminde yazin.

Coziim.

p’den baglangi¢ noktast 0’a giden vektoriin vektér kismi O — p = (—p;, —py, —p5) 'tiir. Dolayisiyla
V = —2U; —yU, — 2Us; bu, radyal alanin —1 katidir ve her ok 0’a dogru bakar.

|

Alistirma 2.9 (Yalnizea iki Cat1 Alam). V = 42U, — 22Uy ve W = 22U, — 2 U, olsun. fV + gW
vektor alaninin yalnizca U, ve U cinsinden yazilabilecegi f ve g fonksiyonlarii bulun.

Coziim.
Onerme 2.2 ile

fV +gW = (fy? + g2®) U} — g2 U, — f22 Us.
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Alanin yalmizca U, ve Us; cinsinden yazilabilmesi, koordinat fonksiyonlarmin tekligi geregi, U;’in

katsayisinin sifir fonksiyonu olmasi demektir: her noktada fy? + gz? = 0. Bu, f = 2% ve g = —y

secimiyle saglanir, ciinkii 22y? — y?x? = 0. Bu secimle
fV +gW =y*2U, — 2* Us.

Daha genel olarak, herhangi bir h fonksiyonu igin f = 22h ve g = —y?h da ise yarar; h = 0 ise sifir
alani elde edilir. f = g = 0 da bir ¢6ziimdiir, ama ilging olan sifirdan farkli ¢6ziimlerdir.
]

Alistirma 2.10 (Her Noktada Lineer Bagimsiz U¢ Alan). V, =U, —2U;, V, = U, ve V; =z U, +
U, olsun. V; (p), V5(p), V5(p) teget vektorlerinin R3’{in her noktasinda lineer bagimsiz oldugunu gésterin.

Coziim.
p = (p1,Ps, P3) noktasinda koordinat fonksiyonlarini degerlendirerek

Vi(p) = (1,0, 7p1)p7 V2(p) = (0, 17O)pa ‘/3(13) = (p1,0, l)p'

aVi(p) + bV, (p) + c V3(p) = 0,, olsun. Sol taraf (a + cpy, b, —ap; + c),’dir; esitlik kurali geregi iic
bilesen de sifirdur:

a+cp; =0, b=0, —ap; +¢c=0.

Birinci denklemden a = —cp;; bunu iiciinciide yerine koyunca cp? + ¢ = ¢(1 + p?) = 0 olur. 1+
p? > 1> 0 oldugundan ¢ = 0, dolayisiyla a = 0; ikinci denklemden b = 0. Biitiin katsayilar sifira
zorlandigindan {ic teget vektor lineer bagimsizdir. Bu, p’nin ne olduguna bagh olmadan gegerlidir. Uc
boyutlu T}, (R3)’te iic lineer bagimsiz vektor bir taban olusturur; dolayisiyla her noktada her teget
vektor bunlarin birlesimi olarak yazilabilir.

]

Alistirma 2.11 (Radyal Alan1 Yeni Bir Uclityle Yazmak). V, =U; —zU;, V, = U, ve V; =z U; +
U; olsun. z U; + y U, + z U vektor alanim V;, V,, V5’iin lineer birlesimi olarak yazin.

Cozim.
xU +yU,+ 22U = LV, + f.V5 + f3V; olacak f, f,, f5 fonksiyonlarini ariyoruz. Sag tarafl stan-
dart bigime getirelim:

i+ oo+ fsVa = (fi +afs) Uy + fo Uy + (—afy + f3) Us.
Koordinat fonksiyonlarinin tekligi geregi katsayilar eslesmelidir:
fitzfs==, fa =1y, —zf; + f3 =2

Birinci denklemden f; = z — zf;. Uciinciide yerine koyalm: —z(z — zf3) + f3 = 2, yani —z2 +
22 fy + f3 = 2, yani (1 + 22) f3 = 2z + 2. 1 + 22 hicbir noktada sifir olmadigindan

22+ 2 z(x?+2) 2(1+2?) —2@2*+2) z2(1—2)
f3:—27 fIZIL'— 2 = 2 = 2 f2:y
1+z 1+z 1+z 142
Denetleyelim: f; + zf; = “”‘Hfjig“”z“) = ”1”:[;”2 =z ve —xf)+ f3= ﬂz(l{f;:ﬁ“ = xf_f:j =z
Dolayisiyla
z(1—2) 2%+ 2
xU1+yU2+zU3:WV1+yV2+1+—mQ 3.

Paydalar hicbir noktada sifirlanmadigindan f;, f,, f5 biitiin R? iizerinde diferansiyellenebilir fonksi-
yonlardir.
|
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Alistirma 2.12 (Esit mi, Paralel mi, Ayn1 Demette mi?). Asagidaki dért oku v, bi¢iminde yazin;
hangi teget uzayina ait olduklarini soyleyin; esit ciftleri, paralel ¢iftleri ve ayni teget uzayinda bulunan
ciftleri belirleyin.

5

6)’ya giden ok.
3)’e giden ok.
9)’a giden ok.

(1,2,3) ten (2,4,

Cozim.
Her okun uygulama noktasi ¢iktig1 noktadir; vektor kismi ise bitis noktasindan ¢ikis noktasi ¢ikarilarak
bulunur:

ok uygulama nokta- vektor kismi teget vektor teget uzayi
st

A (1 2 3) (17233) (1a273)(1,2,3) 11(1,2,3)(]1%3)

B (0 O 0) (172a3> (172)3)0 TO<R3)

C (1,233) (274a6) (23476)(1,2,3) T(1,2,3) (Rg)

D (2717 ) (1a2a3) (17273)(2,1,0) T‘(2,1,0)(R3)

Esit ciftler: hicbiri. Egitlik hem vektér kisminin hem uygulama noktasinin ayni olmasini ister; A, B,
D’nin uygulama noktalar1 birbirinden farkli, C'nin vektor kismi ise A'ninkinden farklidir.

Paralel ¢iftler: A-B, A-D ve B-D; ii¢iiniin de vektér kismu (1,2, 3)’tiir ve uygulama noktalar: farklidir.
C’nin vektor kismi (2, 4, 6) hicbirininkiyle ayni olmadigindan C higbir okla paralel degildir.

Ayni teget uzayinda bulunan ¢ift: yalnizca A ile C. Bu ikisi toplanabilir ve skalerle carpilabilir; gercekten
C = 24, ¢iinkii (2,4,6) 1 5 3y = 2(1,2,3) (1 2 3)- A ile B ise, ayn1 vektdr kismina sahip olsalar da, farklt
demetlerde bulunur ve toplanamazlar.

|

Alistirma 2.13 (Uzayda Dénen Alanin Ug Degeri). R? iizerinde V = —y U, + x U, olsun. V’nin
(1,0,0), (0,1,0) ve (2, 3,5) noktalarindaki degerlerini bulun.

Cozim.

Koordinat fonksiyonlar1 v; = —y, vy = z, v3 = 0’dir; yani her p icin V(p) = (—py,p;,0),. Koor-
dinat fonksiyonlarini verilen noktalarda degerlendirirsek V'(1,0,0) = (0,1,0) 90, V(0,1,0) =
(—1,0,0)(0,1,0) ve V(2,3,5) = (—3,2,0)(,3 5 bulunur. Oklar her zaman yataydir (v; = 0) ve z ekseni
etrafinda doner.

]

Alistirma 2.14 (Dénen Alanin Sifir Oldugu Noktalar). R? iizerinde V = —y U, + x U, olsun.
V(p) = 0,, olan biitiin p noktalarini belirleyin.

Cozim.

V(p) = (—p2,p1,0), nin sifir olmast i¢in —p, = 0 ve p; = 0 gerekir; p; serbesttir. Yani V' tam olarak
z ekseni tizerindeki noktalarda, p = (0, 0, p3), sifirdir. Dénme ekseni iizerinde hiz yoktur.

|

Alistirma 2.15 (Doénen Alanin Kat1 Olarak Bir Cat1 Alani). R? iizerinde V = —y U, + x U, olsun.
fV = U, olacak bir f fonksiyonu var midir?

Coziim.

fV=—yfU +zfU, Bunun U, =0 -U; +1-U, 4 0 - U; olmas1 i¢in koordinat fonksiyonlarinin
tekligi geregi her noktada —yf = 0 ve zf = 1 olmalidir. Ama p = (0, 0, 0) noktasinda ikinci kosul 0 -
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f(0) = 1 der; bu olanaksizdir. Boyle bir f yoktur. Daha genel bir gézlem: V bir noktada sifirsa fV de
o noktada sifirdir; U, ise hicbir noktada sifir degildir.
|

Alistirma 2.16 (Dénen Alani Uzatan Fonksiyon). R? {izerinde V = —y U, + z U, olsun. gV =
—y(z? + y?) U; + x(2? + y?) U, olacak bir g fonksiyonu bulun.

Cozim.

gV = —yg U, + zg U, ile istenen alanin koordinat fonksiyonlarini eslestirelim: —yg = —y(z? + y?)
ve g = z(x? + y?). g = 2% + y? her iki esitligi her noktada saglar. Dolayisiyla g = 22 + y? aranan
fonksiyondur; gV, dénen alanin z eksenine uzakligin karesiyle uzatilmis halidir.

|

Alistirma 2.17 (Ustel Bilesenli Bir Kural). Her p icin V(p) = (p?, Pz, P1P3)p kural R3 {izerinde
diferansiyellenebilir bir vektor alani tanimlar mi1? Gerekgeleyin.

Coziim.

Her p’ye p’de uygulanan bir teget vektor karsilik gelir; bir vektér alanidir ve standart bigimi V' =
22 U; + e¥ U, + xz Uy tiir. Koordinat fonksiyonlari polinom ve iistel fonksiyonlardir, her mertebeden
stirekli kismi tiirevleri vardir. Diferansiyellenebilir bir vektor alanidir.

|

Alistirma 2.18 (Mutlak Deger Iceren Bir Alan). W = | z |U; + 2z U; kurali R? iizerinde diferansi-
yellenebilir bir vektor alani tanimlar mi1? Gerekgeleyin.

Coziim.

Bir vektor alanidir, ama w; = | z | fonksiyonu p; = 0 olan noktalarda z’e gére kismi tiireve sahip
degildir (Ornek 2.37). Diferansiyellenebilir degildir.

n

Alistirma 2.19 (Diizleme Dik Inen Oklar). Her p icin Z(p), p’den (p;, py,0) noktasina giden ok
olsun. Bu kural R? iizerinde diferansiyellenebilir bir vektor alani tanimlar mi? Gerekgeleyin.

Coziim.

Vektor kismi (pq, ps, 0) — (pq, P, p3) = (0,0, —ps)’tir; Z = —z Us. Koordinat fonksiyonlar1 0,0, —z
diferansiyellenebilirdir. Diferansiyellenebilir bir vektor alanidir; her ok, noktadan xy diizlemine dik
olarak, noktanin diizlem iizerindeki izdiisiimiine kadar uzanir: p; > 0ise asag1, p; < 0 ise yukar1 bakar,
diizlem tzerindeki noktalarda sifirdur.

|

Alistirma 2.20 (Iki Kat1 Noktada Uygulanan Oklar). p  (1,0,0),, kurali R? iizerinde diferansi-
yellenebilir bir vektor alami tanimlar m1? Gerekgeleyin.

Cozim.

p # 0 i¢in karsilik gelen teget vektor 2p’de uygulanmusgtir, p’de degil. Bu kural bir vektor alan: bile
degildir; diferansiyellenebilirlik sorusu sorulamaz.

|

Bu boliimde oku bir nokta ciftine, bir noktadan ¢ikan oklar:1 bir vektor uzayina, uzaya yayilmis oklar:
ii¢ fonksiyona indirgedik; bir sonraki adim, bir fonksiyonun bir ok yoniinde nasil degistigini 6l¢mektir:
Yonli Tiirevler.

Acgik Matematik - acik-matematik.com 53 CC BY-NC-SA 4.0


yonlu-turevler.qmd
https://acik-matematik.com
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.tr

54 Boliim 2. Teget Vektorler

Acik Matematik - acik-matematik.com 54 CC BY-NC-SA 4.0


https://acik-matematik.com
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.tr

3.1

3. Yonlu Tiurevler

Onceki boliimde (Teget Vektorler) bir p noktasma bagh v,, teget vektoriinii, bu vektdrlerin olusturdugu
teget uzayini ve her noktaya bir teget vektor atayan vektor alanlarimi tanimladik. Bu nesneler simdilik
yalnizca durduklar: yerde duran oklardir. Bu béliimde onlar1 ¢aligtiriyoruz: bir teget vektor, bir fonksi-
yonun tiirevini almanin bir yolu olacak.

Fikir tek degiskenli hesaptan tanidiktir. Say1 dogrusu iizerinde bir f fonksiyonunun a noktasindaki tirevi,
a’dan ayrilirken f’nin ne hizla degistigini sdyler. Oklid 3-uzayinda ise bir p noktasindan ayrilmanin
sonsuz sayida yonu vardir; “f ne hizla degisiyor?” sorusu ancak bir yon secildikten sonra anlamlidir. Bir
teget vektor tam olarak bu se¢imi tasir: p nerede durdugumuzu, v hangi yone ve hangi hizla gidecegimizi
soyler. Sordugumuz soru sudur: p’de duran biri v yoniinde yola ¢ikarsa f’nin degeri ilk anda ne hizla
degisir?

Béliimiin plan1 séyledir. Once bu say1y1, p’den gegen bir dogru boyunca tiirev alarak tanimlayacagiz. Sonra
onu f’nin kismi tirevleriyle hesaplayan formiili ispatlayacagiz. Ardindan her tiirev isleminin tasidigy iki
ozelligi, lineerligi ve Leibniz kuraliny, ispatlayacagiz. Son olarak tek bir teget vektor yerine bir vektor alam
alip f’nin bu alan boyunca tiirevi olan V[ f] fonksiyonunu kuracak ve ézelliklerini inceleyecegiz.

Bir Dogru Boyunca Tiirev

Bir f fonksiyonunun bir p noktasindaki degisimini dlcmek istiyoruz. Bir teget vektér v, (Tanim 2.1) bize
hem noktay1 hem yo6nii verir. p’den v yoniinde gitmenin en basit yolu bir dogru tizerinde yiiriimektir.
Her ¢t gercel sayisi i¢in

P +tv = (p; + tvy, py + vy, p3 + tvg)

noktasini diisiinelim. ¢ = 0 aninda p’deyiz, t = 1 aninda p + v’deyiz; ¢ bityiiditk¢e v yoniinde, ¢ negatif
oldugunda ters yonde ilerleriz. v # 0 ise t — p + tv eglemesi, p’den gecen ve v dogrultusundaki
dogrudur (straight line); v = 0 ise her ¢ i¢in p’de kalir1z ve agagida tanimlanacak tiirev her f i¢in 0 ¢ikar.
Egriler konusunda bu dogru, en basit egri 6rnegi olarak yeniden karsimiza ¢ikacak.

Simdi f’yibu dogru boyunca okuyalim: t - f(p + tv). Bu, gercel sayilardan gercel sayilara giden siradan
bir tek degiskenli fonksiyondur. f diferansiyellenebilir (Tanim 1.4) ve dogrunun her koordinat1 ¢'nin en
cok birinci dereceden bir polinomu (p; + tv;) oldugundan, zincir kurali geregi bu bilegke de her mertebe-
den tiirevlenebilir. Tek degiskenli fonksiyonlar i¢in kisaca “tiirevlenebilir” diyecegiz; kastedilen, uzaydaki
fonksiyonlar i¢in kullandigimiz “diferansiyellenebilir” ile ayni seydir, yani her mertebeden tiirevin var
olmasidir. Bu bilegkenin ¢ = 0’daki tirevi, p’den v yoniinde yola ¢ikildig1 andaki degisim hizidir. Tanim
tam olarak budur.

Tanim 3.1 (Bir Teget Vektore Gore Tiirev). f, R? iizerinde diferansiyellenebilir bir gercel degerli
fonksiyon ve Vi R3’e bir teget vektor olsun.

vlfl= & (1o +) o

sayisina f’nin v,’ye gore tiirevi (derivative of f with respect to v,,) ya da ydnlii tiirev (directional
derivative) denir.

Yani v, [f], “p’de dururken v yéniinde harekete gecersem f ilk anda ne hizla degisir?” sorusunun cevabi
olan tek bir sayidir.

Ug seye dikkat edelim. Birincisi, v, [f] bir sayidir, fonksiyon degil: p, v ve f verildiginde tek bir gercel
say1 elde ederiz. Ikincisi, késeli parantez yeni bir gosterimdir: vy, [ fonksiyonuna uygulanir ve bir say1
iiretir. Boylece bir teget vektorii, fonksiyonlara uygulanan bir islem olarak gérmeye basliyoruz. Uglinciisii,
tanimda v’nin uzunlugu hakkinda hicbir kosul yoktur.
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1 Birim vektor kosulu neden yok?

Temel hesap derslerinde yo6nlii tiirev, v’nin bir birim vektor (unit vector) olmasi kosuluyla tanim-
lanir; boylece say1 yalnizca yone bagl olur. Burada bu kosulu koymuyoruz: v, [f] her teget vektér
i¢in tanimlidir ve v’nin uzunluguna da baghdir (asagidaki 6rneklerde goriilecek). Buna ragmen ona
yonlil tirev demeyi stirdiirecegiz. Birim vektorlii stiriim, bizim tanimimizin 6zel halidir.

Ornek 3.1 (Tamimdan Hesap). f = z°yz, p = (1,1,0) ve v = (1,0, —3) olsun; v [f] say1sim hesap-
layalim. Burada f = x?yz yazimi, z,y, z dogal koordinat fonksiyonlar1 (Tanim 1.3) olmak iizere, her q
noktas1 i¢in f(q) = ¢?q,q; demektir.

Cozim.
Once dogruyu yazalim:

p+tv=(1,1,0)+#1,0,—3) = (1 +1¢,1,—3t).

Bu, p’den gecen ve v dogrultusundaki dogrudur; asagidaki sekilde t = —1, ¢ = 0 ve ¢ = 1 anlarindaki
noktalariyla ¢izilmistir.
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3.1 Bir Dogru Boyunca Tiirev 57

-3

t=1(p+V)
(2, 1,—3)

Sekil 3.1: p = (1, 1, 0) noktasindan gecen ve v = (1, 0, -3) dogrultusundaki ¢ — (1 + £, 1, -3¢) dogrusu.

t=-1,0, 1 anlarinda dogru (0, 1, 3), p ve p + v = (2, 1, -3) noktalarindan gecer; v, oku p'den p + v'ye

uzanir. Yonlil tirrev vy f] yalnizca fnin bu dogru tizerindeki degerlerine baghidir: t = 0 anindaki degisim
hizidur.

f’yi bu dogru tuizerinde degerlendirelim. Birinci koordinatin karesi, ikinci koordinat ve tigiincii koor-
dinat carpilir:

fp+tv)=(1+1t)? 1-(=3t) = —3t(1 + 2t +t*) = —3t — 6t — 3t3.

Bu, t'nin bir polinomudur; tirevi

%(f(p+tv)):—3—12t—9t2
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olur. t = 0 koyunca v, [f] = —3 bulunur.

Saymin igareti anlamlidir: f(p) = 0’dir ve p’den v yéniinde harekete gecildiginde f ilk anda azalir;
kiigiik ¢ > 0 i¢in f(p + tv) ~ —3t < 0 olur. Asagidaki sekil, ¢ = f(p + tv) fonksiyonunun grafigini
ve t = (0’daki egimi —3 olan tegetini gosterir.

\ flp +tv)
\

fip + tv) = -3t - 68" - 3 AN

Sekil 3.2: p + tv dogrusu boyunca fnin degeri: yatay eksen ¢, diisey eksen flp + tv) = -3t - 6£° - 3¢

Grafik (0, 0) noktasindan geger ve oradaki tegetinin egimi vy[f] = -3'tiir; ¢ > 0 olur olmaz egri yatay

eksenin altina iner, yani p'den v yoniinde yola ¢ikinca fazalir. t = -1'de deger yine 0'dir: dogrunun o
noktasi (0, 1, 3)'tiir ve birinci koordinati sifir oldugundan forada sifirlanir.

Ornek 3.2 (Diizlemde Aynm1 Tanim). Tanim iki boyutta da aynen calisir: Oklid diizlemi R?’de p =
(p1,ps) ve v = (vy,v,) alinir, dogru yine t i p + tv'dir. f =22 + 32 p = (1,2) ve v = (3,—1) igin
vp [ f] sayisin bulalim.

Cozim.
Dogru p + tv = (1 + 3t, 2 — t) olur. Bunu f’ye koyalim:

fp+tv)=(1+3t)2+(2—1t)2 = (1+6t+9t%) + (4 — 4t + t?) = 5 + 2t + 10t%.

Tiirev 2 + 20¢, t = 0°’da 2; dolayistyla v, [f]=2.

Bunu geometrik olarak gorelim. z = 22 + y? yiizeyi f nin grafigidir. Diizlemde p’den gecen v dogrul-
tusundaki dogrunun tizerinde yiikselen diisey diizlem, bu yiizeyi bir egri boyunca keser; ¢t - f(p +
tv) tam olarak bu kesit egrisinin yiiksekligidir. v,[f] = 2 sayisy, kesit egrisinin p iizerindeki (1, 2,5)
noktasinda t’ye gore egimidir. Asagidaki sekil yiizeyi, kesit egrisini ve (1,2,5) noktasindaki tegeti
gosterir; sekildeki egim yatay uzakliga gore degil, t’ye gore dlciilmiistiir.
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3.1 Bir Dogru Boyunca Tiirev 59

Y

Sekil 3.3: z = x* + y? yiizeyi, diizlemde p = (1, 2)'den gecen v = (3, -1) dogrultusundaki dogru ve bu

dogru uzerinde yiikselen diisey diizlem. Diizlem yiizeyi kesit egrisi ¢ — (1 + 3¢, 2 - , 5 + 2t + 108)

boyunca keser; (1, 2, 5) noktasindaki turuncu ok bu egrinin tegetidir: yatay bileseni v, diisey bilegeni

2’dir, yani ¢ bir birim artarken teget 2 birim yiikselir ve vy[f] = 2 olur. Egim yatay uzakliga gére degil
f'ye gore 6l¢uliir; z ekseni okunaklilik i¢cin 1/5 dlcekte ¢izilmistir.

Ornek 3.3 (Uygulama Noktas1 Onemlidir). f = z2?yz icin Ornek 3.1'taki vektorii koruyup noktay1
degistirelim: aym v = (1,0, —3), farkli nokta q = (1,1, 1). v [f] sayisini hesaplayalim.

Coziim.
q+tv=(1+¢1,1—3t) oldufundan

fla+tv)=(1+t)%(1—3t)=(1+2t+¢t>)(1—3t)=1—t— 5t2 — 3¢t3.

Tirev —1 — 10t — 9t%, t = 0’da —1: v,[f] = —1. Oysa Ornek 3.1'ta v, [f] = —3 bulmustuk. Aym
vektor kismi, farkli uygulama noktasy, farkli say1. Tanimin v yerine v, teget vektériini kullanmasinin
nedeni budur: uygulama noktasi cevabin parcasidir.

|

Ornek 3.4 (Vektoriin Uzunlugu Onemlidir). f = z2yz icin Ornek 3.1'taki noktay1 koruyup vektorii
biyitelim: ayni nokta p = (1,1,0), iki kat1 vektér w = 2v = (2,0,—6). Orada v = (1,0, —3) icin
vp[f] = —3 bulunmustu. w,[f] sayisim hesaplayalim.

Cozim.
p +tw = (1+ 2t, 1, —6t) oldugundan
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f(p+tw) = (14 2t)2(—6t) = —6t(1 + 4t + 4t%) = —6t — 241> — 2413

Tirev t = 0’da —6: w,[f] = —6 = 2V [f]. Vektorii iki katina ¢ikarmak tiirevi iki katina ¢ikardL
Nedeni sudur: ¢ — p + tw ayn1 dogrudur ama iki kat hizla katedilir; f de zamana gore iki kat hizl
degisir. Temel hesapta birim vektor istenmesinin sebebi bu bagimlilig1 ortadan kaldirmaktir.

]

Ornek 3.5 (Sabit Fonksiyonun Yénlii Tiirevi). Sabit fonksiyon g = 5 ve herhangi bir v, teget vektorii
igin v, [g] say1sin1 bulalim.

Coziim.

g = b sabit fonksiyonu i¢in g(p + tv) = 5 her ¢ i¢in aynidir; sabitin tiirevi sifir oldugundan her teget
vektdr igin v, [g] = 0. Degismeyen bir fonksiyonun higbir yénde degisim hiz1 yoktur.

|

Kismi Tiirevlerle Hesaplama

Tanimdan hesap yapmak her seferinde dort adim ister: dogruyu yaz, f’ye koy, tirev al, ¢ = 0 koy. Aym
noktada bagka bir v i¢in hepsi bagtan yapilir. Oysa f’nin p’den ayrilirken ilk anda nasil degistigine iliskin
biitiin bilgi ii¢ say1da toplanmistir: p’deki ii¢ kismi tiirev. Asagidaki lemma, v, [f] sayisinin bu ii¢ saymnin
vy, Vg, ¥g agirliklariyla alinmis toplami oldugunu soyler.

Lemma 3.1 (Yonlii Tiirevin Kismi Tiirevlerle Hesab1). v, = (v, vy, v3)p, R3’e bir teget vektor ve f
diferansiyellenebilir bir fonksiyon ise

volfl =3 v (o).

M
3

Q

!

Burada 0f/0x;(p), 8f /Ox; kismi tiirev fonksiyonunun p noktasindaki degeridir.

ispat.
p = (p1,Pq, P3) yazalim. Dogrunun t amindaki noktast

p +tv = (p; + tvy, py + tvg, p3 + tvg)
oldugundan, tiirevini alacagimiz tek degiskenli fonksiyon
F(t) = f(p+1tv) = f(py + tvy, py + tvy, p3 + tvs)

bicimindedir. Bu, f ile ii¢ tek degiskenli fonksiyonun bileskesidir:i = 1, 2, 3 i¢in o;(t) = p; + tv, koyarsak
F(t) = f (ou(t), as(t), as(t) ) olur. Burada o;(t), dogrununt anindaki noktasinin i-inci koordinatidir:
o;(t) = z;(p + tv). Ona z,;(t) demiyoruz; x; harfi dogal koordinat fonksiyonuna aynilmistir ve o, t
sayisina degil R3 ’iin noktalarina uygulanir. Cok degiskenli zincir kurali sunu soyler: f diferansiyellenebilir
ve oy, 0y, g tiirevienebilir ise F tiirevlenebilirdir ve

F(0) =3 2 0y (0),an(0),05(0) ) (1),

Simdi o (t) tiirevierini hesaplayalim: p; sabit oldugundan tiirevi 0, tv, teriminin tirevi v; dir; dolayisiyla

;(t) = v; hert icin aymdir. Ayrica (o4 (t), ay(t), a3(t) ) = p + tv dir. Yerine koyunca

3
F(t) =Y v 2 (p+ )
=1 ?

bulunur. t =0 i¢cin p+0-v = p oldugundan F’(0) = 23:1 v; 0f /0z;(p); tamm geregi v, [f] =

F’(0) oldugundan ispat tamamlanir.
|
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Ispatin 6zii: dogru boyunca her koordinat sabit v; hiziyla degisir; zincir kurali bu hizlar1 fnin kismi
tiirevleriyle tartip toplar.

© Gradyanla baglant:

Lemmadaki  toplam, temel  hesaptan  tamdik  bir i¢  carpmmdi.  Vf(p) =
(0f/0z(p), 0f/0y(p), 0f/0z(p) ) gradyan (gradient) vektdrii ise v,[f] = V f(p) - v'dir. v birim
vektor oldugunda bu, temel hesabin yo6nlii tiirevidir; lemma, tanimimizin o tamimla uyustugunu ve
onu her uzunluktaki vektore genislettigini gosterir.

Gradyanin sifir olmadig1 bir noktada, sabit uzunluktaki v vektorleri arasinda en biiyiik tiirevi gradyan
yoniindeki verir; ¢iinkii i¢ carpim V f(p) - v, iki vektdr arasindaki a¢inin kosiniisityle orantilidir ve
kosiniis a¢1 sifirken en biryiiktiir. Bunu Alistirma 3.16’de sayilarla gorecegiz.

Ornek 3.6 (Ayn1 Ornek, Lemma ile). Ornek 3.1'taki f = 2%yz, p = (1,1,0), v = (1,0, —3) verisi icin
vp[f] sayisini Lemma 3.1 ile yeniden hesaplayalim; sonra ayni noktada w = (0,2,1) ve u = (4, -5, 2)
icin de bulalim.

Cozim.

Kismi tiirevler fonksiyon olarak
of of of
_— = 2 —_— = 2 —_— = 2
9 TYZ, 3y x°z, 9, ~ TV

olur. p = (1, 1, 0) noktasinda degerleri, sirasiyla,2-1-1-0=0,1-0=0ve 1-1 = 1’dir. Lemma ile
vp[f] =1-040-04+(-3)-1=-3;

tanimdan buldugumuz sayryla aymdir.

Lemmanin giicii burada goriilir: p’deki ti¢ kismi tiirev bir kez hesaplandiktan sonra ayni noktadaki her
teget vektor icin cevap tek satirdir. w = (0,2,1) icin w[f]=0-0+2-0+1-1=1u= (4,-5,2)
icin uy[f] = 0+ 0 + 2 = 2. Bu noktada, v ne olursa olsun, v,,[ f] = vj’tiir: degisim hiz1 yalnizca v’nin
z bilesenine baghdir. v = 0 olan her vektor icin, yani xy diizlemine paralel her yénde p’den ayrilirken,
f ilk anda degismez.

Ornek 3.3'daki sonug da lemma ile dogrulanir: q = (1, 1, 1)’de kismi tiirevler 2, 1, I'dir ve v [f] = 1-
240-14(=3)-1=—1

|

Ornek 3.7 (Diizlemde Seviye Egrileri ve Gradyan). Diizlemde lemma iki terimli olur: vplfl =
v, Of /0x(p) + vy Of /Oy(p). Ornek 3.2'deki f = 22 + 32, p = (1,2) verisiylev = (3, —1),u = (2, 1)

ve n = (1, 2) i¢in y6nli tiirevleri hesaplayalim.

Cozim.
Of/0x =2z ve 0f /0y = 2y; p = (1, 2)’de degerleri 2 ve 4’tiir. Buradan

vplfl=3-2+(-1)-4 =2, u,[f]=2-2+(-1)-4=0, n,[f]=1-2+2-4=10.
flk say1 tanimdan buldugumuzla aynidir. Diger ikisinin geometrik anlami vardir. f’nin seviye egrileri,
baslangic noktasi merkezli gemberlerdir; p, 2% + y? = 5 cemberi iizerindedir. u = (2, —1) bu gembere
p’de tegettir: cember boyunca yiiriirken f degismez, dolayisiyla tiirev 0°dir. n = (1,2) ise gradyan
(2,4) ile ayn1 yéndedir: cembere diktir ve f’nin en hizli arttig1 yonii gosterir. Asagidaki sekil {i¢ vektorii
ve gradyani seviye cemberleri iizerinde gosterir; n oku gradyan okuyla ayni dogrultudadir, onun yarisi
uzunlugundadir.
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Vfp) =24

Sekil 3.4: f= x* + y* fonksiyonunun f= 1, 5, 9 seviye ¢cemberleri ve f= 5 ¢cemberi tizerindeki p = (1,

2) noktasi. u = (2, —1) cembere tegettir ve up[f] = 0; n = (1, 2) gradyan (2, 4) ile aym1 dogrultudadir,

cembere diktir, fnin en hizh arttig1 yonii gosterir ve tiirevi ii¢ii arasinda en bityiik olan 10'dur. v = (3,

-1) ikisinin arasinda kalir: tiirevi 2, gradyanla i¢ carpimidir. Kalin yar1 saydam ok gradyandir; n onun
yaris1 uzunlugunda oldugundan tstiine diiser.

Ornek 3.8 (iki Yoldan Ayni Say1). f = zy + yz + zz,p = (1,2,3) ve v = (1,1,1) igin v [ f] say1sim
hem lemma ile hem tanimdan hesaplayalim.

Cozim.

Lemma ile: kismi tiirevler 0f/0x =y + z, 0f /0y =2+ 2, 0f/0z = x + y; p’de degerleri 5,4,3.
Boylece v, [f]=1-5+1-4+1-3=12.

Tanimdan: p+tv = (14+¢2+¢,3+1t) ve

fp+tv)=(1+)2+t)+2+)B+t)+B+t)(1+1t) = (2+ 3t +t2) + (6 + 5t + t2) + (3 + 4t + %) = 11 + 12t + 3¢2.
Tiirev 12 + 6t, t = 0’da 12. Iki yol aym sayiy1 verdi; bundan sonra hesaplarda cogunlukla lemmayi

kullanacagiz.
]
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Lineerlik ve Leibniz Kural1

Bir iglemi tiirev yapan iki davranig vardir. Birincisi lineerliktir: toplamin tiirevi tiirevlerin toplami, sabit
katin tiirevi tiirevin sabit katidir. Tkincisi Leibniz kuralidir: ¢arpimin tiirevi, carpim kuraliyla bulunur.
vplf] ifadesinde iki “yuva” vardir, teget vektér v,, ve fonksiyon f; lineerlik her ikisinde ayri ayri
sorulmalidir. Asagidaki teorem bu ii¢ 6zelligi kaydeder. Teoremin (1) sikkinda av, + bw,,, teget uzayinin
(Tanim 2.2) islemleriyle kurulmus, ayn1 p noktasindaki (av + bw),, teget vektorudiir.

Teorem 3.1 (Yonlii Tirevin Temel Ozellikleri). f ve g, R? iizerinde diferansiyellenebilir fonksiyonlar;
v, Ve Wy, ayni p noktasinda teget vektorler; a ve b sayiar olsun. O zaman

(1) (avy, +bwy)[f] = avp[fl +bwy[f],

(2)vplaf +bgl = av,[fl +bvygl,

B)vplfgl =vplfl-9(P) + f(P) - vplg)

ispat.

Ug ozelligi de Lemma 3.1'nden tiiretecegiz. v = (v, vy, v5) ve W = (wy, Wy, ws) olsun.

(1) av,, + bw, teget vektoriiniin vektor kismi av + bw dir ve i-inci koordinati av; + bw, dir. Lemmay:
bu teget vektore uygularsak

3 3 3
(avp + bw = Z av; + bw;) 8f Z Zwi ng(p)

i= Z; =1 Z; =1

olur; burada toplami iki toplama aywrdik ve a, b sabitlerini toplamin disina aldik. Sagdaki iki toplam, yine
lemma geregi, v,,[ f] ve w,[f] dir.

(2) Kismi tiirev alma islemi lineerdir: a ve b sabit oldugundan d(af + bg)/0x; = a df |0z, + bDg/dx;.
Bu esitligi p ’de degerlendirip lemmaya koyarsak

vp[af+bg]=23:v-< ;’i(pw B )—ai

=1

3
99
Z: U, or. (p)7
i=1 1
yaniavy[f] +bvy[g] bulunur.
(3) Kismi tiirevin ¢arpim kurali, fonksiyonlar arasinda bir esitlik olarak,

afg) _of ., g
83: Ox, ox

7

+f

%

bicimindedir. Lemma geregiv,[fg] = E?zl v; 0(fg)/0x,;(p); carpym kuralini p de degerlendirip yerine
koyarsak

3 3 3
volfl = Y (520 a0) + F0) - 5 0)) = (Z %@)) o(p) + f(p) (Z %@))

olur. Burada g(p) ve f(p) birer sayidir ve toplama indisi i 'ye bagh degildir; bu yiizden toplamin disina
alinabilir. Parantez igindeki toplamlar lemma geregi v, [ f] ve v, [g] dir; istenen esitlik ¢ikar.
|

Ispatin 6zii: yonlii tiirev, kismi tiirevlerin bir lineer birlesimidir; kismi tiirevin lineerligi ve carpim kurali
bu birlesimden gecerek yonlii tiireve taginir.

Mk iki 6zellik s6yle dzetlenir: Vo [f] hem v, 'de hem f’de lineerdir (linearity). Uciincii 6zellik, ispatinin
da gosterdigi gibi, carpimin tirevi i¢in bilinen Leibniz kuralinin (Leibniz rule) ta kendisidir.

1 Tiirev nasil goriiniirse gériinsiin

Bu derste tiirev alma iglemi bir¢ok bicimde karsimiza ¢ikacak: bir teget vektore gore tiirev, bir vektor
alan1 boyunca tiirev, ileride egrilerin ve vektor alanlarimin tiirevleri. Hangi bicimde gelirse gelsin,
her tiirev igslemi uygun bir lineerlik ve uygun bir Leibniz 6zelligi tasir. Yeni bir tiirev kavramiyla
kargilagtiginizda ilk sorulacak iki soru bunlardur.
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Ornek 3.9 (Leibniz Kurali Sayilarla). f =22, g =yz p = (1,1,0) ve v = (1,0, —3) olsun. vp[f] ve
v, lg] sayilarmi bulup v, [fg]’yi Leibniz kuraliyla hesaplayalim.

Coziim.
f = 2 icin kismi tiirevler 2z, 0, 0; p’de 2, 0, 0. Lemma ile vplfl =1-2 = 2.g = yzicin kismi tiirevler
0,2z,y; p'de 0,0, 1. Lemma ile v, [g] = (=3) - 1 = —3. Ayrica f(p) = 1 ve g(p) = 0. Leibniz kurals,

vplfal = vplfl-9(p) + f(P) - vplg) =2-0+1-(=3)=-3

verir. fg = x%yz oldugundan bu, Ornek 3.1'taki sonucla uyusur.

Yanlis bir kisayola dikkat: tiirevlerin ¢arpimi v,[f] - v, [g] = 2 - (=3) = —6, dogru cevap —3 degildir.
Carpimin tiirevi, tiirevlerin ¢arpimi degildir.

|

Ornek 3.10 (Teget Vektorde Lineerlik). f = 2%yz ve p = (1,1,0) icin v = (1,0, —3), w = (0,2, 1)
olsun. (2v, — w,)[f] sayisini iki yoldan hesaplayalim.

Cozim.
Ornek 3.6'de v, [f] = —3 ve w,[f] = 1 bulmustuk. Teoremin (1) sikk ile

(2vp, —wy)[fl=2-(=3)—1=-T.

Dogrudan: 2v — w = (2, —2, —7) ve p’deki kismi tiirevler 0, 0, 1 oldugundan lemma ile 2 - 0 + (—2) -
0+ (—=7)-1=—7. Aym say1.

Genel gozlem: p ve f sabit tutuldugunda v, = v, [f] eslemesi, teget uzay1 T,,(R?)’ten R’ye bir lineer
doniigtimdiir. Bu 6rnekte o doniistim v, > v3 izdisimidir.

|

Ornek 3.11 (Fonksiyonda Lineerlik). Diizlemde f = 22+ 92, g =2y, p = (1,2) ve v = (3,—1)
olsun. v,[3f — 2g] sayisu iki yoldan bulalim.

Coziim.

Ornek 3.7'de v, [f] = 2 bulmustuk. g = zy icin kismi tiirevler y, z; p’de 2, 1; dolayisiyla v, [g] = 3 -
2+ (—1) -1 = 5. Teoremin (2) sikkiile v ,[3f —2g] =3-2—2-5 = —4.

Dogrudan: h = 3f — 2g = 322 + 3y® — 2zy icin kismi tiirevler 6z — 2y ve 6y — 2z; p’de 2 ve 10;
lemmaile 32+ (—1) - 10 = —4. Ayn1 say1.

|

Ornek 3.12 (Sabit Carpanin Disar1 Alinmasi). f diferansiyellenebilir bir fonksiyon, v, bir teget
vektor ve c sabit bir say1 olsun. v, [cf] = cv,[f] esitliginin Teorem 3.1'nin hem (2) hem (3) sikkindan
ciktigini gorelim.

Cozim.

c sabit fonksiyonunun biitiin kismi tiirevleri sifirdir, dolayisiyla v, [c] =0 (Ornek 3.5). (3) sikky,
vplefl = vple] - f(p) +c- vy [fl =0+ cv,[f] verir; (2) sikki ise b = 0 ile ayn1 esitligi dogrudan
verir. Tki sik tutarlidir.

|

Vektor Alani Boyunca Tiirev

Tek degiskenli hesapta énce bir noktadaki tiirev f’(a) tanmimlanir; sonra her noktaya o noktadaki tiirevi
karsilik getiren tiirev fonksiyonu df/dx kurulur. Ayni adimi burada da atacagiz. Bir vektér alani V
(Tarum 2.4), her p noktasina bir V (p) teget vektorii verir. Bu teget vektore gore f’nin tirevi V(p)[f] bir
sayidir. Noktasal ilke, bu sayilar1 bir fonksiyonda toplamamizi séyler.
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Tanim 3.2 (Fonksiyonun Bir Vektor Alam1 Boyunca Tiirevi). V, R? iizerinde bir vektor alani ve f
diferansiyellenebilir bir fonksiyon olsun. Her p noktasina V' (p)[f] sayisini karsilik getiren gercel degerli
fonksiyona f’nin V boyunca tiirevi denir ve V[ f] ile gésterilir:

VIfllp) =V (p)[fl  (her p igin).

Yani V[f], “V’nin gosterdigi yonde f ne hizla degisiyor?” sorusunun her noktadaki cevabin bir araya
getiren fonksiyondur.

Bu fonksiyonu koordinatlarla yazalim. V’nin Oklid koordinat fonksiyonlar1 vy, v,,v4 ise Lemma 2.1
geregiV = 2;11 v;U;, yaniher picin V(p) = (v1(p), v2(P), v3(P)), dir. Lemma 3.1'ne gére V[f](p) =

Zle v;(p) 0f/0z;(p); bu her p i¢in dogru oldugundan fonksiyonlar arasinda

esitligi gecerlidir.

Sag taraf, diferansiyellenebilir fonksiyonlarin carpim ve toplamidir: V' bir vektor alani oldugundan (6nceki
boliimdeki sozlesme geregi koordinat fonksiyonlar: diferansiyellenebilirdir) v;’ler, f diferansiyellenebilir
oldugundan 0 f/0x, ler diferansiyellenebilirdir. Dolayisiyla V[ f] yine diferansiyellenebilir bir fonksiyon-
dur ve onun da tiirevi alabilir: W[V[f]] gibi ifadeler anlamlidir.

Formiiliin en basit hali, dogal cat1 alani icin ortaya cikar.

Onerme 3.1 (Dogal Cat1 Alani Boyunca Tiirev Kismi Tiirevdir). Uj, U, Us, R®’iin dogal ¢ati alan
ise her diferansiyellenebilir f fonksiyonu icin

of

ulfl = 52

(i=1,2,3).

%

ispat.
i =1 icin gosterelim; digerleri aymdw. Tanim 2.6 geregi U;(p) = (1,0,0),,°dir. p = (p;,p2,p3) igin
dogrup +t(1,0,0) = (p; + ¢, 9, p3) olur; tammdan

d
Ui (p)[f] = i f(p1 + 1,02, P3)li—0 -

Sag taraf, ikinci ve digiincii koordinati sabit tutup birinciye gére tiirev almaktir; bu, O f /0x,(p) kismi
tiirevinin tamiminin ta kendisidir. Esitlik her p noktasinda dogru oldugundan U, [f] = 8f/0z, fonksiyon
esitligidir.

Ayni sonug lemmadan da ¢ikar: U;(p) ‘nin koordinatlari, j =i i¢in 1, j # 4 icin 0°dwr; toplamdaki ii¢
terimden yalnizca i-incisi kalir ve U;(p)[f] = 1 - 0f |0z, (p) olur.

|

Bu 6zdeslik hesaplari kolaylastirir: U; boyunca tiirev, x,;’ye gore kismi tiirevdir. Yonlii tiirevi bundan sonra
tek tek teget vektorlerden ¢ok vektor alanlari i¢in kullanacagz.

Say1 mi, fonksiyon mu?

Onceki béliimlerdeki nokta—say1-fonksiyon ayrimi burada yeniden kargimizdadr. v, [f] bir sayidir.
V'[f] bir fonksiyondur; V[f](p) ise bu fonksiyonun p’deki degeri olan sayidir ve tamim geregi
V(p)[f]'ye esittir. Ayn1 bicimde 8f/dz bir fonksiyon, df/0x(p) bir sayidir. Parantezlerin yeri,
hangisinden s6z edildigini s6yler.

Ornek 3.13 (Bir Vektor Alan1 Boyunca Tiirev Hesab1). V = 22U, — y2U; ve f = 2%y + 23 olsun.
V[ f] fonksiyonunu hesaplayalim ve p = (1,2, —1) noktasindaki degerini iki yoldan dogrulayalim.

Coziim.

V’nin koordinat fonksiyonlar1 v; = x, v, = 0, v3 = —y?’dir. f’nin kismi tiirevleri df/0x = 2zy,
Of /0y = 2, 0f/0z = 32%. Formiille
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VIfl=z 2zy+0-22+ (—y?) - 322 = 222y — 3y?2%.
Ayni1 hesab1 U;[f] = 0f/0x; 6zdesligi ve lineerlikle adim adim da yazabiliriz:

VIf] = z Uy[z?y] + 2 Uy [2%] — y? Us[?y] — y? Us[2®] = z(2zy) + 0 — 0 — 32(32%) = 222y — 3y°2°.

p = (1,2,—1)’de bu fonksiyonun degeri 2-1-2—3-4-1=4—12 = —8dir. Dogrulama: V(p) =
(1,0, —4),, teget vektoriidiir ve f'nin p’deki kismi tiirevleri 4, 1, 3’tiir; lemmaile V/(p)[f] =1-4+0 -
1+ (—4) - 3 = —8. ki say1 uyusur: V[f](p) = V(p)[f]-

]

Ornek 3.14 (Diizlemde Dénen Alan ve Seviye Cemberleri). Diizlemde V = —yU, + 22U, vektor
alanini ve f = x2 + y? fonksiyonunu alalim. V[f] fonksiyonunu hesaplayip yorumlayalim.

Coziim.
V’nin koordinat fonksiyonlar1 v; = —y, vy = ’tir. f icin 0 f/0z = 2z, 0 f/dy = 2y; dolayisiyla

VIfl = (—y)(2z) + 2(2y) = 0.

V[f] her noktada sifirdir. Geometrik agiklama sudur: baslangi¢ noktas: digindaki her p icin V(p)
vektorii, p’den gecen baslangic noktas: merkezli gembere tegettir (bu alan diizlemi baslangic noktas:
cevresinde dondiiriir); f ise bu ¢emberler tizerinde sabittir. Cember boyunca giderken f degismez,
tiirev sifirdir. Baglangic noktasinda ise V(0) sifir vektériidiir; sifir vektdre gore tiirev her fonksiyon
icin sifirdir, ¢linkii lemmadaki toplamda biitiin katsayilar sifirdir. Asagidaki sekilde oklarin seviye
cemberlerine teget oldugu goriiliir.
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V=-yU, + xU,, f=x+34 V[fl=0

y
5 (2x,2y) =(2,2)
0
W(1,1)=(-1,1)

Sekil 3.5: f= x* + y” fonksiyonunun f= 1, 2, 4 seviye ¢emberleri (gri) ve V = -yU, + xU, alaninin

on noktadaki oklar1 (mavi); okunaklilik i¢in her ok gercek uzunlugunun yarisiyla ¢izilmistir. Her ok

bulundugu seviye cemberine tegettir: gember boyunca ilerlerken fdegismez, bu ytizden V[f] = 0. (1, 1)

noktasinda (2x, 2y) = (2, 2) gradyani (turuncu) cembere dik ¢ikar; V(1, 1) = (-1, 1) ise ona diktir, aradaki
dik ac1 isareti bunu vurgular.

Ornek 3.15 (Doénen Alan Boyunca Bir Koordinat Fonksiyonu). Diizlemde V = —yU, + xU, vektor
alanini ve g = z fonksiyonunu alalim. V[g] fonksiyonunu hesaplayip yorumlayalim.

Cozim.

V’nin koordinat fonksiyonlarn v; = —y, vy, = &’tir. ¢ = z i¢in dg/dz = 1, 0g/dy = 0; dolayisiyla
V|g] = —y. Ornegin q = (0, 1) noktasinda V (q)’nun vektsr kismui (—1, 0)’dur, sola bakar; sola gider-
ken z koordinat: birim hizla azalir ve gercekten V]g](q) = —1’dir.

|

Ornek 3.16 (Her Noktada Bir Say1). Diizlemde W = zU, + yU, (baslangi¢ noktasindan disar1 bakan
alan) ve f = 22 + y? olsun. W[f] fonksiyonunu bulup birka¢ noktadaki degerini gérelim.

Coziim.

w; = T, wy = y ve kismi tiirevler 2z, 2y oldugundan W[f] = 2 - 2z + y - 2y = 2(z%? + 4?) = 2f. Bu
kez tiirev sifir degildir: baslangi¢ noktas: digindaki her p noktasinda W (p), o noktadan gegen seviye
cemberine diktir ve digsar1 bakar; f bu yonde artar. Baglangic noktasindan uzaklastikga hem W’nin
oku hem de gradyan (2z,2y) = 2(z,y) uzar; W[f] bu ikisinin i¢ ¢arpimudir ve ikisi ayn1 yénde oldu-
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gundan uzunluklarmin carpimina, v/z2 + 32 - 24/22 + y2 = 2(z? + y?) sayisina esittir; dolayistyla
disar1 dogru biyiir.
Ay f igin Ornek 3.14’da V[ f] = 0 bulmustuk: V[f] fonksiyonu yalnizca f’ye degil, alana da baghdur.
Degerler tablosu:
nokta W vektori W]f] degeri
1,0)  (1,0)
0,1

—_
—_
~—

2
( 2
( 4
(2,0 8
( 4
(0,0) 0

Baslangic noktasinda W (0) da sifir vektoriidiir ve Ornek 3.14’daki gerekceyle W[ f](0) = 0’dir. Asagi-
daki sekil, W[ f]'nin “her noktada bir say1” oldugunu gosterir: her okun yaninda o noktadaki deger
yazilidur.

W=xU, +yU, f=x2+38, Wfl=2(¢+)

y
n8
31
4 =1 4
nz
1@
2 8
| ] ® ® > @ >
-2 -1 0 1 2 3 x
f=2 f=4

Sekil 3.6: Diizlemde W= xU, + yU, alaninin 6rnekteki sekiz noktadaki oklar1 (mavi) ve her okun ucunda

o noktadaki W[f] = 2(x* + ) degeri (turuncu); gri cemberler f= x* + y* fonksiyonunun f= 1, 2, 4 seviye

cemberleridir (yarigaplari 1, v2, 2). Okunaklilik icin her ok gercek uzunlugunun 0,7 katiyla cizilmistir.

Her ok kendi seviye cemberine dik ve disar1 dogrudur; baslangic noktasindan uzaklastik¢a ok uzar

ve yanindaki say1 biiyiir, baslangic noktasinda ise W(0) sifir vektorii oldugundan yalnizca nokta ve 0
degeri goriiniir. Boylece W[f], her noktaya bir say1 veren bir fonksiyondur.
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Ornek 3.17 (Uzayda Sabit Alan). V = U, + U, + U, ve f = zyz olsun. V[f] fonksiyonunu bulup p =
(1,2, 3)’teki degerini tanimla dogrulayalim.

Coziim.
V’nin koordinat fonksiyonlar1 sabit 1,1, 1’dir: her noktada aym (1,1,1) vektér kismi. f’nin kismi
turevleri yz, zz, zy oldugundan

VIf] = yz + zz + zy.

p = (1,2, 3)’te deger 6 + 3 + 2 = 11. Tarumla: V(p)’nin vektér kismi v = (1,1, 1) oldugundan p +
tv=(1+4+1t2+1t3+1¢)ve

fP+tv)=1+)2+)B+t)=(2+3t+t2)(3+1t) =6+ 11t + 6t2 + t3;

tirev ¢t = 0’da 11. Uyusur.
|

Vektor Alan1 Boyunca Tiirevin Ozellikleri

Teorem 3.1'ndeki ti¢ 6zellik, noktasal ilke sayesinde V[f]’ye tasimr. Tek yenilik, (1) sikkinda sayilar
yerine fonksiyonlarin skaler gorevi gormesidir: fV + gW vektor alani, 6nceki boliimde tanimlandig: gibi,
noktasal olarak f(p)V(p) + g(p)W (p) ile verilir.

Sonuc 3.1 (Vektor Alan1 Boyunca Tiirevin Ozellikleri). V ve W, R? iizerinde vektor alanlary; f, g, h
diferansiyellenebilir gercel degerli fonksiyonlar; a, b sayilar olsun. O zaman

(1) (fV + gW)[h] = f V[h] + g WTh],

(2)Viaf +bg] = aVI[f] +bV]g],

B VIifa =VIfl-g+ - Vgl

Ispat.

Iki fonksiyonun esit olmasi, her p noktasinda ayni degeri almalar: demektir. Bu yiizden her formiilii
herhangi bir p noktasinda degerlendirip Teorem 3.1'ni uygulayacagiz. Noktasal ilke geregi tek dikkat
edilecek sey parantezlerin yeridir: V[h|(p), “once fonksiyonu kur, sonra p’de degerlendir” demektir ve
tanim geregi V (p)[h] sayisina esittir.

(1) (fV+gW)(p) = f(p) V(p) + g(p) W(p) dir; burada f(p), g(p) birer say, V(p), W(p) ise
p ‘deki birer teget vektordiir. Teorem 3.1'nin (1) sikkinta = f(p), b = g(p) sayilariyla uygularsak

(fV +gW)hl(p) = (f(P)V(P) +9(P)W(p) ) [h] = f(p) V(P)[A] + g(p) W(pP)[A]

olur. V(p)[h] = V[h](p) ve W(p)[h] = W[h](p) yazilisa sag taraf f(p) V[h](p) + g(p) W[h](p) =
(fV[h] + g W[h])(p) olur. Bu her p i¢in dogru oldugundan iki fonksiyon esittir.
(2) Tanim ve teoremin (2) sikki ile

Viaf +bgl(p) = V(p)laf + bg] = aV(p)[f] + bV (pP)lg] = aVIfI(p) + b VIgl(p) = (a V[f] +bVIg])(p).

(3) Tanim ve teoremin (3) sikki ile
VIfgl(p) = V(p)[fgl = V(P)If]- 9(p) + f(p) - V(P)lg] = VIfI(P) - 9(p) + f(P) - VIgl(p),

ve son ifade (V[f] - g + f - Vlg])(p) dir
| |

Ispatin 6zii: her noktada teoremi uygula, sonra parantezleri “say1” tarafindan “fonksiyon” tarafina kaydr.
Parantezlerin bu kadar titizce taginmasi abartili gériinebilir. Ama tek degiskenli Leibniz formiiliintiin

d _df dg

@(fg) e B
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titiz bir ispat1 da ayni kaydirmalari igerir: iki taraf da fonksiyondur ve esitlik her « noktasinda sayilarin
esitligi olarak denetlenir.

Skaler olarak fonksiyon mu, say1 mi?

Sonucun (1) sikkinda V[ f]’nin V’ye gére lineerligi fonksiyonlar: skaler olarak kabul eder: (fV')[h] =
fV[h]. (2) sikkinda ise f’ye gore lineerlik yalnizca sayilar: skaler olarak kabul eder: V{af] = a V]
sayilar i¢in dogrudur, ama fonksiyonlar igin V[fg] = f V[g] genelde yanlistir. Nedeni sudur: fV
yalnizca bir ¢carpmadir, oysa V[ f] bir tiirevdir ve tiirev carpani disar1 almaz; Leibniz kurali geregi
fazladan bir V[f] - g terimi gikar. Somut 6rnek: V = U, ve f = g = z i¢in V|[fg] = U, [z?] = 27, ama
fVl]g] = z Uy [z] = x. Aradaki fark tam olarak V[f]- g =1 -z = z’tir.

Ornek 3.18 (Leibniz Kurali Fonksiyonlarla). V = U, + z2U,, f =z ve g = y olsun. V[f], V|[g] ve
V[ fg] fonksiyonlarini hesaplayip sonucun (3) stkkini dogrulayalim.

Cozim.
V’nin koordinat fonksiyonlar: 1, z, 0’dir; dolayisiyla her h i¢in V[h] = Oh/0x + z Oh/dy. Buradan
VIfl=VIz]=1,V[g]=Vy] = z ve

Vifgl=Vizyl=y+2z-z=y+zz

Ote yandan V[f]-g+ f-V]g]=1-y+x -2z =y+ xz Iki taraf ayni fonksiyondur. Bir kez daha,
fV]g] = zz tek bagma V[ fg|’ye esit degildir.
| ]

Ornek 3.19 (Tiirevin Tiirevi). Diizlemde V = zU; + yU, ve f = %y olsun. V[f] ve V[V[f]] fonksi-
yonlarini hesaplayalim.

Cozim.
V[h] = x 0h/0x + y Oh/Oy oldugundan

Vifl=2 2zy+y-a? = 3%y = 3f.
V'[f] yine bir fonksiyondur; ona da V' uygulanabilir:
VIVIf]] = V[322%y] = 3V[z%y] = 3 - 322y = 922y.

Burada 3 sabit oldugu icin (2) sikki ile disar1 alindi. Genel gozlem: z%y° tek terimlisi icin V[z%y’] =
z-azx® tyb +y-bxy*~! = (a + b) 2%°; yani bu alan, derecesi k olan her homojen polinomu (biitiin
terimleri ayn1 k dereceden olan polinomu) k katina cikarir. f = 22y icin k = 3’tiir.

|

Ornek 3.20 (Fonksiyon Skalerli Lineerlik). V =U;,W =U,, f = y,g = 2% ve h = xz olsun. (fV +
gW)[h] fonksiyonunu hem dogrudan hem sonucun (1) sikkiyla hesaplayalim.

Cozim.

Dogrudan: fV + gW = yU, + 22U, alaninin koordinat fonksiyonlari y, 0, z2’dir; h = xz igin kismi
tiirevler 2,0, z. Dolayisiyla (fV + gW)[h]| =y - 2 + 2% - & = yz + 3.

Sonucla: V[h] = U;[z2] = 2z ve W[h] = Us[z2] = x; buradan fV[h] + gW[h] =yz + 2% - 2 = yz +
x3. Ayni fonksiyon. Fonksiyonlar burada gercekten skaler gibi davrand, ¢iinkii fV yalnizca bir garp-
madir.

|
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3.5 Vektér Alani Boyunca Tiirevin Ozellikleri 71

Gosterim Uzerine

1 Uygulama noktasini atlamak

Her teget vektorii v, diye alt indisiyle yazmak, uzun hesaplarda formiilleri kalabaliklastirir. Bundan
sonra uygulama noktasi baglamdan belliyse onu yazmayacak, teget vektore kisaca v diyecegiz. Harf-
lerin gorevi sabit kalacagi igin bu bir belirsizlik yaratmaz: v ve w daima teget vektor, p ve q daima
R*tin noktasidir. Ornegin “p noktasinda R*’e teget bir v vektrii icin v[f] = 2” ciimlesi, v, [f] = 2
demektir.

Uygulama noktasinin hesabin parcasi oldugu yerlerde ise alt indisli yazima geri déneriz. Tanim 3.1'de
ve Ornek 3.3'da oldugu gibi, ayn1 vektér kismu iki farkli noktada iki farkl tiirev verebilir; orada v
ile v, ayrimi vazgegilmezdir.

P

Alistirmalar

Alistirma 3.1 (Tanimdan Hesap ve Sifir Cikan Tiirev). v = (2,—1,3) ve p = (2,0,—1) olsun.
Dogrudan Tanim 3.1’den calisarak f = y2z fonksiyonu icin vp | f] sayisint hesaplayiniz.

Cozim.

Once dogruyu yazalim: p + tv = (2 + 2t, —t, —1 + 3t).

Ikinci koordinatin karesi ile iiciincii koordinat carpilir: f(p + tv) = (—t)?(—1 + 3t) = —t2 + 3¢3.
Tiirev —2t + 9¢2, t = 0’da 0. Dolaysiyla v,[f] = 0.

|

Alistirma 3.2 (Tanimdan Hesap ve Zincir Kurali). v = (2,—1,3) vep = (2,0, —1) olsun. Dogrudan
Tanim 3.1'den calisarak f = 27 fonksiyonu icin Vp[ f] sayisin1 hesaplayiniz.

Cozim.

Once dogruyu yazalim: p + tv = (2 + 2t, —t, —1 + 3t).

f(p+tv) = (2+2t)". Zincir kuraliyla tiirev 7(2 + 2t)%-2 = 14(2 +2t)5; t = 0'da 14-26 =14 -
64 = 896. Dolayisiyla v, [ f] = 896.

|

Alistirma 3.3 (Tanimdan Hesap ve Carpim Kurali). v = (2,—1,3) ve p = (2,0, —1) olsun. Dogru-
dan Tanim 3.1'den ¢alisarak f = e” cosy fonksiyonu i¢in v,, [f] say1sin1 hesaplayiniz.

Coziim.

Once dogruyu yazalim: p + tv = (2 + 2t, —t, —1 + 3t).

f(p +tv) = €22t cos(—t) = €22t cost, ciinkii kosiniis cift fonksiyondur. Carpim kuraliyla tiirev
2e*T2 cost — e*t?' sint; t = 0’da 2¢ - 1 — e? - 0 = 2¢2. Dolayisiyla v, [ f] = 2¢2.

|

Alistirma 3.4 (Sifir Cikan Tiirev Lemma ile). v = (2,—1,3), p=(2,0,—1) ve f = y%2z olsun.
Alistirma 3.1°da tanimdan hesaplanan v, [f] sayisini bu kez Lemma 3.1 ile hesaplayiniz.

Coziim.

p = (2,0, —1)’deki ii¢ kismi tiirev bulunur ve v = (2, —1, 3) ile agirlikli toplam alinir.

f=v%2 0f/0x =0, 0f/0y = 2yz, 0f/0z = y>. p’de y = 0 oldugundan iicii de 0’dir; toplam 0.
Uyusur.

|
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Alistirma 3.5 (Zincir Kurali Yerine Lemma). v = (2,—1,3), p = (2,0,—1) ve f = 27 olsun. Alis-
tirma 3.2'de tanimdan hesaplanan v, [f] sayisini bu kez Lemma 3.1 ile hesaplayiniz.

Cozim.

p = (2,0, —1)’deki ii¢ kismi tiirev bulunur ve v = (2, —1, 3) ile agirlikli toplam alinir.
f=x":0f/0x = 725, diger ikisi 0. p’de 7 - 26 = 448; toplam 2 - 448 = 896. Uyusur.
]

Alistirma 3.6 (Carpim Kurali Yerine Lemma). v = (2,—1,3),p = (2,0,—1) ve f = €* cosy olsun.
Alistirma 3.3'de tanimdan hesaplanan v ,[f] sayisini bu kez Lemma 3.1 ile hesaplayiniz.

Coziim.

p = (2,0, —1)’deki ii¢ kismi tiirev bulunur ve v = (2, —1, 3) ile agirlikli toplam alinir.

f=e%cosy: 0f 0z = e®cosy, Of /0y = —e®siny, f/0z = 0. p’de €? cos 0 = €2, —e?sin 0 = 0 ve
0; toplam 2 - €2 4+ (—1) - 0 + 3 - 0 = 2¢2. Uyusur.

|

Alistirma 3.7 (Bir Carpimin Alan Boyunca Tiirevi). V = 42U, — zU; ve f = xy olsun. V|[f] fonk-
siyonunu hesaplayiniz.

Coziim.

V’nin koordinat fonksiyonlar1 2, 0, —x oldugundan her h i¢in V'[h] = y? Oh/0z — x Oh/0z.
Buradan V[f] = 9% -y —x-0=19>.

|

Alistirma 3.8 (Bir Kuvvetin Alan Boyunca Tiirevi). V = 42U, — zU; ve g = 2 olsun. V[g] fonksi-
yonunu hesaplayiniz.

Cozim.

V’nin koordinat fonksiyonlar1 2, 0, —x oldugundan her h i¢in V'[h] = y? Oh/0z — x Oh/0z.
Buradan V[g] = 42 -0 — 2 - 322 = —3x22

|

Alistirma 3.9 (Alan Boyunca Leibniz Kural)). V = y2U;, — zU;, f = xy ve g = 2% olsun. V|[fg]
fonksiyonunu hesaplayiniz.

Cozim.

V’nin koordinat fonksiyonlar1 2, 0, —x oldugundan her h i¢in V'[h] = y? Oh/0x — x Oh/0z.
Buradan, Alistirma 3.7 ve Alistirma 3.8'deki gibi, V[f] = v ve V[g] = —3x2? bulunur.
Leibniz kurali (Sonug 3.1, (3)) sunu verir:

VIifgl=VIfl-g+ f-Vigl = v*2* + ay(—3z2?) = y?2° — 3a°y2?

Dogrudan denetim: fg = zyz3 icin V[fg] = v? - y2® — x - 3xyz? = y323 — 32%y22.
|

Alistirma 3.10 (Tiirevlerle Kurulan Bir Fark). V = 42U, — zU;, f = zy ve g = 23 olsun. f V[g] —
g V[ f] fonksiyonunu hesaplayiniz.

Coziim.

V’nin koordinat fonksiyonlar1 2, 0, —x oldugundan her h i¢in V'[h] = y? Oh/0x — x Oh /2.
Buradan, Alistirma 3.7 ve Alistirma 3.8'deki gibi, V[f] = y3 ve V[g] = —3z2? bulunur.

S Vgl — VIf] = 2y(—322) — 24 = —Bays? — 42,

|
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Alistirma 3.11 (Karelerin Toplaminin Alan Boyunca Tiirevi). V = 42U, —zU;, f = zyve g = 23

olsun. V[f?2 + g?] fonksiyonunu hesaplayiniz.

Cozim.

V’nin koordinat fonksiyonlar1 y2, 0, —z oldugundan her h i¢in V[h] = y? 0h/dx — 2 Oh/0z.
Buradan, Alistirma 3.7 ve Alistirma 3.8'deki gibi, V[f] = 43 ve V[g] = —3z2? bulunur.

Lineerlik ve Leibniz kural ile V[f?] = 2f V[f] ve V[g?] = 29 V[g]; dolaysiyla V[f? + ¢°] = 2zy -
y3 +223(—3x2?) = 2zy* — 622°. Dogrudan denetim: f? + g% = 22y? + 2 icin V[f% + ] = ¢*-
2zy? —x - 62° = 2zy* — 6x2°.
]

Alistirma 3.12 (Alan Boyunca Tiirevin Yeniden Tiirevi). V = y2U; — zU; ve f = zy olsun. V[V[f]]
fonksiyonunu hesaplayiniz.

Coziim.

V’nin koordinat fonksiyonlar1 2, 0, —x oldugundan her h i¢in V'[h] = y? Oh/0z — x Oh /2.
Alistirma 3.7 geregi V[f] = y3; bu fonksiyonun z’e ve 2’ye gore kismi tiirevleri sifirdir. Dolayistyla
VIVl =V’ =y*-0—z-0=0.

]

Alistirma 3.13 (Koordinat Fonksiyonlar: Tiirevle Geri Alinir). z,,x,, z5 dogal koordinat fonksi-
yonlar1 olmak iizere her V' vektor alani icin

V=) VizlU

3
i1
ozdesligini ispatlaymiz. (fpucu: V = Zf: , v;U; yazip z; lizerinde degerlendiriniz.)

Cozim.

Lemma 2.1 geregi V = Zf, , v;U; olacak bicimde vy, vy, v3 koordinat fonksiyonlar: vardir. Gosteri-
lecek olan, her j i¢cin V[z;] = v; esitligidir; bu saglanirsa 3 © Vz;]U; = 3= v;U; = V olur.

Once Uj[x,] hesaplanir. Onerme 3.1 geregi U;[z,] = dx;/dx; dir. z; fonksiyonu, bir noktamn j-inci
koordinatini verir; i = j ise kendisine gore tiirevi 1, i # j ise (z; fonksiyonunun degeri i-inci koordi-
nata bagh olmadigindan) 0’dir. Yani U;[z,], i = j icin 1, aksi halde O olan sabit fonksiyondur.

Simdi Sonu¢ 3.1'nin (1) sikkini kullanalim. Bu sik, fV + gW bicimindeki iki terimli toplamlar icin
yazilmistir; ti¢ terimli V' = v, U; + v,U, + v3U; toplamina ulagsmak icin onu iki kez uygulariz. Once
V =v,U; +1- (U, + v4Us) ayrisgimina uygulariz; burada 1 sabit fonksiyondur ve fonksiyonlar
skaler gorevi goriir. Sonra parantez icindeki iki terimli v,U, 4 v3U; alanina bir kez daha uygulariz.
Boylece

]
K=
IS
o
fdii

I

[
<

Viz;] = (Z v, U, ) [z;] = vy Up[z;] + vy Up[z] + v3 Usl,] =

=1

bulunur; toplamda yalnizca i = j terimi sifirdan farklidir. Ozdeslik ispatlanmistir.

Sayisal denetim: V = zU; — y2Us i¢in V]z] =z, V]y] =0, V|[z] = —y?; gercekten V = V[z]U; +
Vy|U, + V2] Us.

|

Alistirma 3.14 (Tiirevleri Ayn1 Olan Alanlar Aynidir). V ve W vektor alanlari icin, R3 {izerindeki
her f fonksiyonu i¢in V[f] = W(f] ise V.= W oldugunu ispatlayiniz.

Cozim.
V= Zi v, U, ve W = Zi w,;U; olsun. Varsayimu 6zel olarak f = z; koordinat fonksiyonlarina uygu-

layalim. Alistirma 3.13 geregi V[z;] = v; ve W{z,] = w; varsayim V[z;] = W/z;] dediginden v; =
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w; olur (j =1,2,3). Oklid koordinat fonksiyonlar: esit olan iki vektér alani her noktada aym teget
vektoril verir: V(p) = ((v1(p), v2(P), v3(P)), = W(p). Dolaysiyla V = W.

Dikkat: ispatta biitiin fonksiyonlar degil, yalnizca x,y, z dogal koordinat fonksiyonlar1 kullanildi. Bir
vektor alani, bu ti¢ fonksiyonu nasil tiirevledigiyle tamamen belirlenir. Tersi de dogrudur: V- = W ise
tanim geregi her f i¢in V[f] = W[ f]'dir.

|

Alistirma 3.15 (Eyer Yiizeyinde iki Yon). Diizlemde f = 22 — y? ve p = (1,1) olsun. v = (1,1) ve
w = (1,-1) i¢in v, [f] ve w,[f] sayilarini bulunuz.

Cozim.

O0f/0x =2x ve 0f /0y = —2y; p'de 2 ve —2. Lemmaile v,[f] =1-2+1-(=2) = 0ve w,[f] = 1"
2+ (—1)(—2) = 4.

]

Alistirma 3.16 (Eyer Yiizeyinde Birim Yoénler). Diizlemde f = 22 —y2 ve p = (1,1) olsun. u, =
(cos 0, sin 0) birim vektérleri igin (1), [ f] say1sin 6 cinsinden yaziniz; en biiyiik, en kiigiik ve sifir oldugu
yonleri belirleyiniz.

Cozim.

0f/0x = 2x ve 0f /0y = —2y oldugundan p’deki kismi tiirevler 2 ve —2'dir. Lemma ile (u,),[f] =
2cosf — 2sinf = 2v/2 cos (047 ) son esitlik cos(f + m/4) = (cos 6 — sin 0)/V/2 6zdesliginden
gelir.

Bu ifade § = —m/4’te en biiyik degeri 2/2’yi alr: yon (1,—1)/v/2, yani gradyan (2,—2)’nin
yonii. = 37/4’te en kiiciik deger —2v/2: gradyanin tersi. § = w/4 ve § = 57 /4’te sifirdur: yonler
+(1,1)/V/2, yani p’den gecen x? — y? = 0 seviye egrisinin (burada y = z dogrusunun) teget yonii.
Aligtirma 3.15’daki v = (1, 1) vektorii bu teget yondedir ve tiirevi sifir cikmugti. Asagidaki sekil seviye
egrilerini ve bu yo6nleri gosterir.

f=-5
’ g - f=3
% tiirev 0
tiirev -2v2 N\
- / N,
en kicik | AN
‘ \
1 /
p=(L1) y  tirev 272, en bityiik
0 T
3 L)
,l /
V fip) = (2, -2)
f=0 f=0
2 f=-3
.
2 1 0 1 2 3

Sekil 3.7: f=x* - y* fonksiyonunun f= -3, 0, 3 seviye egrileri ve p = (1, 1) noktas: ¢evresindeki birim

cember. Yonli tiirev, gradyan Vf{p) = (2, -2) yoniindeki (1, -1)/+/2 birim vektdrii i¢in en biiyiik degeri

242'yi, ters yon (-1, 1)/V2 icin en kiiciik degeri —2+2'yi alir. p'den gecen f= 0 seviye egrisine (y = x
dogrusuna) teget olan (1, 1)/V2 yoniinde tiirev sifirdir; gradyan bu seviye egrisine diktir.
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Alistirma 3.17 (Yonlii Tiirev Teget Uzayinda Lineerdir). f bir fonksiyon ve p bir nokta olsun. v,
V[ f] eslemesinin T}, (R?)’ten R’ye bir lineer déniisiim oldugunu gosteriniz.
Coziim.
Lineer doniigiim olmak, toplamui ve skaler kat1 korumak demektir. Teorem 3.1'nin (1) sikki tam olarak
bunu soyler: (av,, + bw,)[f] = av,[f] + bw,[f]. Eslemenin tanim kiimesi teget uzay1, deger kiimesi
gercel sayilardir.
|

Algtirma 3.18 (Dogal Catida Sifirsa Her Yonde Sifir). f bir fonksiyon ve p bir nokta olsun.
Ui (p)[f] = Uy(p)[f] = Us(p)[f] = 0 ise her v, icin v, [f] = 0 oldugunu gosteriniz.

Cozim.

Her teget vektor dogal catida agilir: v, = Z?: 1 v Ui(p), cinkit Uj(p)’ler T}, (R3)’iin bir tabanidir
(Tanim 2.6). Alistirma 3.17'daki lineerlik ile v, [f] = 2?21 v; U;(p)[f] = 0. Ayni sonug lemmadan da
gorilir: U, (p)[f] = 0f/0z;(p) oldugundan varsayim, p’deki ii¢ kismi tiirevin sifir olmas1 demektir.
|

Alistirma 3.19 (Tiirevi Sifir Olan Teget Vektorler). f = z?yz ve p = (1,1,1) i¢in v, [f] = 0 kosu-
lunu saglayan biitiin teget vektorleri bulunuz.

Coziim.

p = (1,1,1)’de kismi tiirevler 2zyz, v2z, 2%y degerleri 2, 1, 1’dir. Kosul 2v; + vy + v3 = 0 olur. Bu,
T,,(R?) iginde bir diizlemdir; 6rnegin (1,—2,0),, ve (0,1, —1),, vektorleri onu gerer ve genel ¢ziim
a(1,-2,0), + b(0,1,—1), bigimindedir. Geometrik anlami sudur: p, f’nin x2yz = 1 seviye yiizeyi
tizerindedir ve bu diizlem o ylizeye p’de yaslanan diizlemdir; ileride ona ytizeyin p’deki teget diizlemi
denecek, burada yalnizca sezgi i¢in aniyoruz.

|

Alistirma 3.20 (Dénen Alan Boyunca Uzakligin Karesi). R? iizerinde V = —yU, + zU, ve f =
z? + y? + 22 olsun. V|[f] fonksiyonunu hesaplayniz; sonucu geometrik olarak yorumlayniz.

Cozim.

V’nin koordinat fonksiyonlar1 —y,x,0 oldugundan her k fonksiyonu icin V[k] = —y0k/0x +
x 0k/0y.

Buradan V[f] = —y(2z) + z(2y) = 0.

Yorum: V, her noktada z eksenine dik diizlemde, z ekseni cevresindeki ¢embere teget bir vektor
verir; alan uzay1 z ekseni etrafinda dondiriir. Bu donme sirasinda baglangic noktasina uzaklik (f’nin
karekokii) degismez; bu yiizden V[f] = 0.

|

Alistirma 3.21 (Dénen Alan Boyunca Bir Carpim). R3 iizerinde V = —yU, + 22U, ve g = 2y olsun.
V'|g] fonksiyonunu hesaplayiniz; sonucu geometrik olarak yorumlayiniz.

Cozim.
V’nin koordinat fonksiyonlar1 —y, x,0 oldugundan her k fonksiyonu i¢in V[k] = —y0k/0x +
x 0k/0y.
Buradan Vig] = —y -y +z -z = 22 — %
Yorum: V, her noktada z eksenine dik diizlemde, z ekseni cevresindeki cembere teget bir vektor verir;
alan uzay1 z ekseni etrafinda déndiiriir. g = zy bu donme sirasinda degisir: V[g] = 2% — y?, 6rnegin
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(1,0,0) noktasinda 1°dir. Orada V"’nin vektor kismu (0, 1, 0)’dir; bu yonde ilerlerken 2 = 1 sabit kalur,
y artar ve ry artar.
| |

Alistirma 3.22 (Dénen Alan Boyunca Ikinci Tiirev). R3 iizerinde V = —yU,; + zU, ve g = xy olsun.
V[V1g]] fonksiyonunu hesaplayiniz.

Cozim.

V’nin koordinat fonksiyonlar1 —y, x,0 oldugundan her k fonksiyonu i¢in V[k] = —y0k/0x +
x 0k/0y.

Alistirma 3.21'deki gibi V[g] = —y -y + = - * = 22 — y2. Bu fonksiyona bir kez daha V uygulanir:
VIVIgl = VIz? — 7] = —y(22) + 2(~2y) = —dzy = g,

|

Alistirma 3.23 (Dénen Alan Boyunca Yiikseklik). R? iizerinde V = —yU, + zU, ve h = z olsun.
V[h] fonksiyonunu hesaplayiniz; sonucu geometrik olarak yorumlayimz.

Coziim.

V’nin koordinat fonksiyonlar1 —y, x,0 oldugundan her k fonksiyonu i¢in V[k] = —ydk/0x +
x 0k/0y.

Buradan V'[h] = 0, ciinkii z’nin z’e ve y’ye gore kismi tiirevleri sifirdur.

Yorum: V, her noktada z eksenine dik diizlemde, z ekseni cevresindeki cembere teget bir vektor verir;
alan uzay1 z ekseni etrafinda déndiiriir. Bu dénme sirasinda yiikseklik (h) degismez; bu yiizden V[h] =
0.

|

Alistirma 3.24 (Dogru Boyunca Her Anda Yénlii Tiirev). f, R? iizerinde diferansiyellenebilir bir
fonksiyon olsun. p ve v sabitken F'(t) = f(p + tv) fonksiyonunun her ¢, icin F’(t,) = v [f] sagladigim
gosteriniz; burada q = p + ¢;v.

Coziim.

Lemma 3.1'niin ispatinda F”(t) = Ej’:l v, 0f /0xz,;(p + tv) esitligini her ¢ i¢in elde etmigtik; oradaki
zincir kurali hesabi t = 0’a 6zel degildir. t = ¢, koyunca F’(t,) = Zle v; 0f /0z;(q) olur ve lemma
geregi sag taraf v, [f]'dir. Yani dogru boyunca herhangi bir anda tiirev, o andaki noktaya taginmis ayni
vektore gore yonli tirevdir.

Alistirma 3.25 (Her Yonde Tiirevi Sifir Olan Fonksiyon Sabittir). f, R? iizerinde diferansiyellene-
bilir bir fonksiyon olsun ve her p noktast ile her v, teget vektori icin v, [f] = 0 saglansin. f’nin sabit
oldugunu ispatlayiniz.

Coziim.

Herhangi iki nokta p ve q alalim; f(p) = f(q) gosterecegiz. v = q — p koyalim; ¢ = p + tv dogrusu
t =0da p’den, t =1’de q’dan gecer. F(t) = f(p +tv) icin Alistirma 3.24 ve varsayim geregi
F'(ty) = vp +t0v[ f] =0, her ¢, i¢in. Tirevi her yerde sifir olan tek degiskenli bir fonksiyon sabittir
(ortalama deger teoremi). Dolayisiyla F'(0) = F'(1), yani f(p) = f(q). p ve q herhangi iki nokta
oldugundan f sabittir.

Ayni sonug sdyle de soylenir: U; [ f] = Uy[f] = Us[f] = Oise, yani ii¢ kismi tiirev de 6zdes olarak sifirsa,
f sabittir; ¢iinki Alistirma 3.18 geregi o zaman her y6nli tiirev sifirdir.

|

Bu béliimle Oklid uzayinda hesabin temel dili (noktalar ve koordinat fonksiyonlari, teget vektérler ve
vektor alanlari, bir fonksiyonun bir teget vektore ya da bir vektor alanina gore tiirevi) tamamlandi; bir

Acgik Matematik - acik-matematik.com 76 CC BY-NC-SA 4.0


https://acik-matematik.com
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.tr

3.7 Aligstirmalar 77

sonraki Uzayda Egriler boliimiinde bu dili uzayda hareket eden bir noktanin izledigi egrilere uygulaya-
cagiz ve bu bolimde kullandigimiz ¢ = p + ¢tv dogrusu bu egrilerin en basiti olarak yeniden karsimiza
cikacak.
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78 Boliim 3. Yonlu Turevler
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4.1

4. Uzayda Egriler

Onceki bsliimde (Yonlii Tiirevler) bir fonksiyonun bir teget vektére gore tiirevini, p noktasindan v dog-
rultusunda giden ¢ — p + tv dogrusu boyunca tiirev alarak tanimladik. Orada dogru yalnizca bir aragt::
bir noktadan bir yone dogru yola ¢ikmanin en basit yolu. Bu béliimde dogrunun yerine her tirli yolu
koyuyoruz. Donerek yiikselen, bir kiirenin tizerinde dolasan ya da ayni rotay1 yeniden yeniden dolagan
yollar1 inceleyecegiz.

Egriye bir sekil olarak degil, bir yolculuk olarak bakacagiz. Uzayda hareket eden bir nokta diisiinelim; her
t aninda bulundugu yere a(t) diyelim. Bu bakis hemen yeni bir nesne dogurur: noktanin o andaki hizi.
Hizin, 6nceki bolimlerden tanidigimiz bir teget vektor oldugunu gorecegiz. Boylece yonli tiirevin biitiin
araclar1 egrilere de uygulanabilir héle gelir.

Boliimiin plan1 séyledir. Once egrinin tanimini ve ileride geometrisini inceleyecegimiz bes temel 6rnegi
verecegiz. Sonra hiz vektorinii tamimlayip onu kesen vektorlerin limiti olarak yorumlayacagiz. Aym
rotayi farkli bicimde dolasan egrileri, yani yeniden parametrelendirmeleri, ve bunlarin hizlarini karsilas-
tiracagiz. Bir fonksiyonun bir egri boyunca degisim hizin1 veren lemmay ispatlayip birebir, periyodik ve
diizgiin egrileri tanimlayacagiz. Son olarak diizlemde bir denklemle verilen egrilere, yani seviye kiimele-
rine, bakacagiz.

Hareket Eden Nokta ve Egri

Uzayda hareket eden bir nokta diisiinelim. Bir I acik araligindaki her ¢ “aninda” nokta R*’te belli bir
yerdedir; bu yere a/(t) diyelim. a(t), R%’iin bir noktasi oldugundan ii¢ koordinati vardir ve bu koordinatlar
t ile degisir. Boylece her 4 = 1,2,3 i¢in I tizerinde gercel degerli bir «; fonksiyonu elde ederiz: «;(t),
noktanin ¢ anindaki ¢-inci koordinatidir. Her ¢ € I i¢in

a(t) = (a(t), as(t), as(t) )

yazariz. Kisaca o = (ay, oy, or3) diyecegiz. Dogal koordinat fonksiyonlar: (Tanim 1.3) cinsinden «;(t) =
z,;(a(t)) dir: a;, 6nce a’y1 sonra x;’yi uygulayan bileskedir. o, ’ye z;(¢) demiyoruz, ¢iinkii =, harfi R®’iin
noktalarina uygulanan fonksiyona ayrilmgtir.

Hareketin sarsintisiz olmasini istiyoruz: noktanin konumu her an tiirevlenebilir bicimde degismeli, hiz1
ve hizinin degisimi de anlamli olmalidir. R3 {izerindeki fonksiyonlar icin yaptigimiz gibi (Tanim 1.4),
tek degiskenli bir fonksiyon igin de “tiirevlenebilir” derken her mertebeden tiirevinin var olmasini
kastediyoruz. Bir o : I — R? fonksiyonuna, gercel degerli oy, ay, a3 koordinat fonksiyonlarinin hepsi
tiirevlenebilirse diferansiyellenebilir diyecegiz.

Tanim 4.1 (Uzayda Egri). Bir I acik araligindan R%’e giden diferansiyellenebilir bir o : I — R3
fonksiyonuna R%’te bir egri (curve) denir. a(t) = (1 (t), 5(t), 3(t) ) olmak tizere oy, ;3 : I = R
fonksiyonlarina o’nin Oklid koordinat fonksiyonlar1 (coordinate functions) denir.

Yani bir egri, her ¢ aninda nerede bulundugumuzu séyleyen ve koordinatlari istedigimiz kadar tiirevlene-
bilen bir kuraldir. Egri bu kuralin kendisidir; kuralin ugradigi noktalarin kiimesi degildir.

Egri ile rotasi ayni sey degildir

o’nin ugradig noktalarin kiimesine, yani a(l) = {«(t) : t € I'} gorintii kiimesine, a’nin rotasi
diyecegiz. Farkli egrilerin rotasi ayni olabilir. Ornegin ¢ + (cost,sint,0) ve t + (cos 2t,sin 2t,0)
egrilerinin (¢ € R) rotasi, zy diizlemindeki birim dairedir. Ama ikincisi daireyi iki kat hizli dolagir:
t = 7 aninda birincisi (—1, 0, 0)’da, ikincisi ise tam turunu bitirmis, (1,0, 0)’dadir. Bir egri, rotay:
hangi sirayla ve hangi hizla dolastigimizi da tagir.

Asagidaki bes 6rnek, ileride egrilerin geometrisini incelerken tekrar tekrar kullanacagimiz egrilerdir.
Ardindan egri olmayan bir esleme gérecegiz.
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80 Boliim 4. Uzayda Egriler

Ornek 4.1 (Dogru). p = (p;,ps,p3) bir nokta ve q = (g1, gy, g3) # 0 olsun. a : R — R? fonksiyonu
a(t) =p+tq=(p; +1q,p; +tas, p3 + tas)

kuraliyla verilsin. a’nin bir egri oldugunu gésterelim; p = (1,2,0) ve q = (2,—1,3) igint = —1,0, 1,2
anlarindaki noktalar1 hesaplayalim.

Cozim.

Koordinat fonksiyonlar «;(t) = ¢;t + p; bicimindedir. Her biri ¢'nin en ¢ok birinci dereceden bir poli-
nomudur ve polinomlar her mertebeden tiirevlenebilir. Dolayisiyla « bir egridir. Buradaki koordinat
fonksiyonlari ¢ = ct + d anlaminda lineerdir; ¢ — ct gibi sabit terimsiz olmalar1 gerekmez. Sabit terim
olmasayd: (p = 0) dogru orijinden ge¢cmek zorunda kalirdi.

t = 0 aninda «(0) = p’dir. Ayrica her ¢ i¢in «(t + 1) — a(t) = q: nokta her birim zamanda q kadar
yer degistirir. Bu yiizden o’ya p = «(0) noktasindan gecen, q dogrultusundaki dogru (straight line)
diyoruz.

Sayisal durumda a(t) = (1 + 2t, 2 — ¢, 3t) olur:

t a(t)

1 (~1,3,-3)
0 (1,2,0)

1 (3,1,3)

2 (5,0,6)

Ardisik iki satirdaki noktalarin fark: hep (2, —1,3) = q’dur.

q # 0 kosulunun nedeni sudur: q = 0 olsayd: her ¢ i¢in a(t) = p olurdu. Bu sabit fonksiyon da
tiirevlenebilir oldugundan tanima goére bir egridir, ama rotasi tek bir noktadir; dogru degildir.

|

Ornek 4.2 (Helis). a > 0ve b # 0 sayilari igin o : R — R3 egrisi
a(t) = (acost, asint, bt)

ile verilsin. a’nin z? + y? = a? silindirinin {izerinde kaldigini gésterelim ve a = 1, b = 1/2 icin bir tam
turda ne kadar yiikseldigini bulalim.

Cozim.

Once yalnizca ilk iki koordinata bakalim: ¢ — (a cost, asint,0), zy diizleminde merkezi orijin, yari-
cap1 a olan daireyi saatin tersi yoniinde dolagir. Uciincii koordinat bt ise sabit bir hizla artar (b < 0
ise azalir). Dairesel harekete sabit hizla yiikselmenin eklenmesiyle elde edilen bu egriye helis (helix)
denir. Koordinat fonksiyonlari cos, sin ve bir polinom oldugundan her mertebeden tiirevlenebilir; o bir
egridir.

Her t icin

a;(t)? 4+ ay(t)? = a® cos® t + a? sin® t = a?

oldugundan «(t) noktasi, zy diizlemindeki dairenin {izerine dikilen 22 + y? = a? silindirinin {izerin-
dedir; yiikseklik ne olursa olsun nokta silindirden ayrilmaz.
t bir 27 arttiginda cos ve sin degismez, ti¢lincti koordinat 27b artar:

a(t+2m) = a(t) + (0,0,27d).

Yani nokta her tam turda ayni dikey dogru iizerine, 27 | b | kadar yukarida (ya da asagida) geri gelir.
a=1,b=1/2 icin bir turdaki yiikselme 27 - = m’dir:

t a(t)
0 (1,0,0)
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4.1 Hareket Eden Nokta ve Egri 81

t a(t)

7/2  (0,1,7/4)

™ (—1,0,7/2)
37/2  (0,—1,3r/4)
2r  (1,0,7)

b # 0 kosulu 6nemlidir: b = 0 olsaydi nokta hig yiikselmez, xy diizlemindeki daireyi dolagip dururdu.
|

Ornek 4.3 (Silindir ile Kiirenin Kesisimindeki Egri). o :R — R3 egrisi
t
alt) = (1 + cost, sin ¢, 2sin 5)

ile verilsin. C, zy diizleminde merkezi (1,0, 0) ve yarigap: 1 olan dairenin iizerine dikilen silindir; X ise
merkezi orijin, yaricap: 2 olan kiire olsun:

C:(x—1)2+¢y*=1, Yoty 2 =4

o’nin rotasin tam olarak C' ile ¥’nin kesigimi oldugunu, yani o’nin her noktasimn iki yiizeyde de
bulundugunu ve kesisimin her noktasindan o’nin gectigini gosterelim.

Coziim.
Koordinat fonksiyonlari cos ve sin ile kuruldugundan her mertebeden tiirevlenebilir; « bir egridir.
Silindir. Her t icin

(o (t) — 1)2 + ay(t)? = cos?t +sin?t =1
oldugundan «(t) noktas1 C’dedir.
Kiire. Koordinatlarin karelerini toplayalim:
a; (t)? + ay(t)? + as(t)? = (1 + cost)? + sin? t + 4sin? %
=1+ 2cost + (cos? t + sin? t) + 4 sin? %

t
=24+ 2cost + 4sin? 3

Yarim ac1 6zdesligi cost = 1 — 2sin?(t/2) geregi 4sin?(t/2) = 2 — 2 cos t'dir. Yerine koyunca toplam
2+ 2cost+ 2 —2cost = 4 olur; yani «(t) noktas1 ¥’dadur.

Kesisimin tamamu. Simdi (x, y, z) noktas1 hem C’de hem ¥’da olsun. Silindir denklemini acarsak z2? —
2z + 1+ y? = 1, yani 22 + y? = 2z bulunur. Bunu kiire denklemine koyunca 2z + 22 = 4, yani 22 =
4 — 2z olur.

(z — 1, y) cifti birim dairenin tizerinde oldugundan  — 1 = cost, ve y = sin ¢, olacak bicimde bir 0 <
to < 27 agis1 vardir. O zaman

t
22 =4—2(1+ costy) =2 — 2cost, = 4sin? 50,

yani z = 2sin(t,/2) ya da z = —2sin(¢,/2). Ilk durumda (z,y, z) = a(t,)’dir. Ikinci durumda t =
ty + 27 alalim: cos ve sin degismez, liclincii koordinat ise

t 2
2sin (e

t t
= 2sin<50 —|—7r) = —2Sin50

olur; yani (z,y, z) = a(t, + 27). Her iki durumda da nokta a’nin rotasindadir.
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82 Boliim 4. Uzayda Egriler

Siirekli dolagsma. cost ve sint fonksiyonlar1 27, 2sin(t/2) fonksiyonu 47 artisinda kendini tekrarlar;
dolayisiyla her ¢ i¢in a(t + 47) = a(t)’dir. Nokta 47 uzunlugundaki her zaman diliminde ayni kapali
rotay1 bir kez dolasir ve bunu durmadan tekrarlar. Birkag¢ nokta:

t a(t) konum

0 (2,0,0) kiirenin ekvatorunda
/2 (1,1,/2) st yarida

™ (0,0,2) kuzey kutbunda
3r/2 (1,—1,/2) istyarida

27 (2, 0,0) ilk noktaya doniis

3 (0,0,—2) giiney kutbunda

0 <t < 27 iken sin(¢/2) > 0 oldugundan nokta kiirenin z > 0 yarisinda, 27 < ¢ < 47 iken 2 < 0
yarisinda ilerler. Rota (2,0, 0) noktasinda kendini keser: nokta oraya ¢t = 0 ve t = 27 anlarinda, iki
farkli yonde gelir.

I=m
(0,0,2)

(1,1, V2)
B=aTy 2

Sekil 4.1: Merkezi orijin, yaricap: 2 olan ¥ kiiresi (gri) ile (x — 1)* + 3” = 1 silindiri C (mavi) ve bu iki

ylzeyin kesisimi olan turuncu o(f) = (1 + cos t, sin t, 2 sin(#/2)) rotasi. 0 < t < 2n iken nokta st yarida

(1,1, 42), (0, 0, 2) ve (1, -1, ¥2) tizerinden, 27 < ¢ < 47 iken alt yarida (0, 0, —2) {izerinden dolasir; kesikli

parca kiirenin arka yiiziindedir. Rota (2, 0, 0) noktasinda kendini keser: nokta oraya t = 0 ve t = 2
anlarinda, oklarin gosterdigi gibi iki farkli yonde gelir.
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4.1 Hareket Eden Nokta ve Egri 83

Ornek 4.4 (Hiperboliin Uzerinde Yiikselen Egri). o : R — R3 egrisi
a(t) = (et, et \/it)

ile verilsin. o’'nin, zy diizlemindeki zy = 1 hiperboliiniin > 0 kolunun tizerinde ilerledigini, bu kolun
her noktasinin iistiinden tam bir kez gectigini ve helis gibi sabit hizla yiikseldigini gosterelim.

Coziim.

Ustel fonksiyon ve polinomlar her mertebeden tiirevlenebilir oldugundan « bir egridir.

Ilk iki koordinatin carpimi her ¢ icin e’e~* = €® = 1’dir. Yani (t)’nin zy diizlemine izdiisiimii olan
(e, e™*) noktast zy = 1 hiperboliiniin {izerindedir. Bu hiperboliin iki kolu vardir: biri z > 0, y > 0
bolgesinde, 6teki z < 0, y < 0 bélgesindedir. e’ > 0 oldugundan izdiisiim daima birinci koldadur; egri
bu kolun tizerine dikilen dik bir “duvarin” tizerinde ilerler.

Kolun her noktasi tam bir kez ziyaret edilir. z, > 0 olmak iizere (z,, 1/x,) bu koldan bir nokta olsun.
e! = z, denkleminin tek ¢éziimii t = log x,’dir; burada log dogal logaritmadir. Bu t icine ™ = 1/z de
saglanir. Yani izdiisiim kolun her noktasindan gecer, her birinden de yalnizca bir anda. ¢ — —oo iken
z = e! sifira yaklasir, y = et smirsiz biiytir; ¢ — oo iken tersi olur.

Uciincii koordinat v/2t ise her birim zamanda /2 artar. Helisteki bt koordinat: gibi, egri sabit hizla
yiikselir; fark, altindaki egrinin daire yerine hiperbol olmasidir. Birkac nokta (e ~ 2,718,v/2 ~ 1,414):

t r=¢et y=et 2=1+/2t

—1 0,368 2,718 —1,414
0 1 1 0
1 2,718 0,368 1,414

o) = (e, e, V2 1)

Sekil 4.2: a(t) = (¢! €', V2 t) egrisi, xy = 1 hiperboliiniin x > 0 kolu iizerine dikilen soluk mavi duvarda

ilerler; kesikli dikey kilavuzlar, noktalarin xy diizlemine izdiistimlerinin bu kolda oldugunu gosterir. ¢

= -1, 0, 1 anlarinda yiikseklik —1,414; 0; 1,414 olur, yani her birim zamanda v2 kadar artar: egri helis

gibi sabit hizla yiikselir, yalnizca altindaki egri daire degil hiperboldiir. Oklar hareket yoninii gosterir;

t arttikca izdiisiim kolun y eksenine yakin ucundan x eksenine yakin ucuna dogru kayar; egri de kolun
her noktasinin iistiinden tam bir kez gecer.
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84 Boliim 4. Uzayda Egriler

Ornek 4.5 (Kiibik Koordinatli Egri). o : R — R3 egrisi
a(t) = (3t — 3, 3t2, 3t + t3)

ile verilsin. Koordinat fonksiyonlar basit oldugunda bir egrinin bi¢imi birka¢ nokta hesaplanarak kabaca

bulunabilir. Bu egrinin 0 <t <1 parcasinin kaba resmini ¢t = 0, 1—10, %, %, 1 anlarindaki noktalardan
cikaralim.
Coziim.

Koordinat fonksiyonlari en cok {iciincii dereceden polinomlardir; c bir egridir. Istenen anlarda noktalar
sunlardir:

t z=3t—t3 y=3t2 z=3t+1¢
0 0 0 0

1/10 0,299 0,03 0,301

1/2 1,375 0,75 1,625
9/10 1,971 2,43 3,429

1 2 3 4

Ornegint = 9/101icin 3t = 2,7,t%> = 0,81 ve t> = 0,729 oldugundan z = 2,7 — 0,729 = 1,971,y =
3:0,81=2,43ve z=2,7+ 0,729 = 3,429 bulunur.

Simdi tablodan resmi okuyalim. ¢t = 0 ile ¢t = 1/10 arasinda z ile z neredeyse esit ve yaklagik 3¢
kadardur, y ise ¢ok kiiciiktiir. Yani egri orijinden y = 0 diizlemindeki z = z dogrusuna teget bicimde,
(1,0,1) dogrultusunda gikar. ¢ bityiiditkce y = 3t2 hizla artar ve z ile x arasindaki fark agilir: egri hem
y yontne kivrilir hem de z bakimindan z’i geride birakir. ¢ = 1’de (2, 3,4) noktasina varir. Sonug,
orijinden (2, 3,4)’e dogru biikiilerek yiikselen bir yaydur.

Bu okumay1 kesinlestiren iki 6zdeslik vardir:

z + z = 6t, z—x = 2t3.

Birincisi,  + z toplamunin zamanla sabit hizla arttigini soyler. Ikincisi, egrinin ¢ > 0 igin z >  bélge-
sinde kaldigini ve aradaki farkin basta ¢ok kiigiik kaldigini gosterir: t = 1/10 aninda fark yalnizca
2/1000’dir, t = 1 aninda ise 2 olur.

Negatif ¢ degerleri i¢in yeni hesap gerekmez. Her ¢ icin

a(—t) = (— (3t —t%), 3%, (3t +t°) )

olur. Yani a(—t), a(f)’nin x ve z koordinatlarinin isareti degistirilerek elde edilir; bu da y ekseni
etrafinda 7 agilik donmedir. —1 < ¢ < 0 pargasy, ¢izdigimiz yayin bu dénmeyle elde edilen kopyasidir.
|

Ornek 4.6 (Egri Olmayan Bir Esleme). (:R — R3, 3(t) = (t,| t |,0) eslemesinin neden bir egri
olmadigin aciklayalim.

Cozim.
B1(t) = tve B3(t) = 0koordinatlari sorunsuzdur; sorun ikinci koordinat 5, (t) = | ¢ |’dedir.t = 0’daki
fark oram

|0+ At |—[0]| | At]
At At

At >0 igin 1, At < 0 i¢in —1’dir. Iki yanli limit yoktur, dolayisiyla 3, ’nin 0’da tiirevi yoktur. 3
diferansiyellenebilir degildir ve bir egri degildir.
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4.2.1

4.1 Hareket Eden Nokta ve Egri 85

B’nin rotasi zy diizlemindeki y = | x | grafigidir: orijinde kosesi olan bir “V”. Hareket eden nokta
orijine (1, —1,0) dogrultusunda gelir ve oradan ani bir doniisle (1, 1, 0) dogrultusunda ayrilir. Tiirevin
olmamasi bu ani dontisiin izidir.

Tanim kiimesi de 6nemlidir: ayni kural yalmzca 0 < t agik araliginda diigtiniilirse | ¢ | = t olur ve t
(t,t,0) bir egridir; hatta bir dogrunun pargasidir. Késeli rotalara diizgiin egrileri tanimlarken dénecegiz.
|

Hiz Vektorii

Egriyi hareket eden bir nokta olarak diisiindiigimiizde her ¢ aninda sorulacak dogal bir soru vardir: nokta
su an hangi yéne ve ne hizla gidiyor? Cevap bir oktur. Ok, noktanin o anda bulundugu «(t) yerinden
cikmali, hareketin yoniinii géstermeli ve uzunlugu hareketin hizini yansitmalidir. Bir noktadan ¢ikan ok
ise tam olarak bir teget vektordiir (Tanim 2.1). Okun vektor kismini, koordinatlarin zamana gore degisim
hizlar1 olarak aliriz.

Tanim 4.2 (Hiz Vektorii). a: I — R3, a = (a;,a,, as) bir egri olsun. Her ¢ € [ icin

o) = (%0, %20, %20) .

teget vektoriine o’nin t anindaki hiz vektérii (velocity vector) denir. Uygulama noktas1 a(t), vektér kismi
ise koordinat fonksiyonlariin ¢’deki tirevlerinden olusan t¢lidiir.

Yani o’ (t), hareket eden noktanin ¢ aninda bulundugu yerden ¢ikan ve o anki hareketin yéniinii ve hizini
gosteren oktur.

Burada do;/dt, tek degiskenli «; fonksiyonunun siradan tiirevidir; kisaca o de yazacagiz. Tanimda
uygulama noktasinin «(t) olmasi keyfe bagli bir se¢im degildir; asagidaki limit yorumu bunun nedenini
gosterir.

Kesen vektorlerden hiz vektoriine

Gergel degerli bir f fonksiyonunun t’deki tirevi

af

_ flt+ AL — f(?)
T (t) = lim —————~=

T A0 At

limitidir. Ayn1 fark orani, f yerine bir & = (a;, g, 3) egrisi kondugunda da anlamlidir. R*’te fark ve
sayiyla carpma koordinat koordinat yapildigindan

o (alt+ Ay —a() ) = (2D Zall)
oyt + At) — ay(t) as(t+ At) — ag(t) )
At ’ At

olur. Paydaki a(t + At) — «(t) farky, egrinin a(t) noktasindan «a(t + At) noktasina giden okun vektor
kismidir; bu oka, rotay: iki noktada kestigi icin kesen vektér (secant vector) diyelim. 1/At ile carpmak
onun dogrultusunu korur, yalnizca boyunu 6lgekler. At < 0 ise ok geriye, noktanin az 6nce bulundugu
yere bakar; ama negatif bir sayiya bélmek onu cevirir. Dolayisiyla 6l¢ceklenmis kesen vektorler her iki
durumda da hareket yoniine bakar.

At kiigiilditkge o (t + At) noktas1 «(t)’ye yaklagir ve iki noktay: birlestiren dogrultu, egrinin «(¢)’deki
gidis dogrultusuna yaklagir. At — 0 iken her koordinattaki fark orani ilgili tireve gider; limitte

doy doy do
(%0 %20.%20)

ucliisi, egriye a(t) noktasinda teget olan bir vektor olarak elde edilir. Biitiin kesen vektorler «(t)’den

¢iktig1 icin limitin uygulama noktasi da «(t) olmalidir. Boylece tiirevin aligilmug limit tanimi, hiz vekts-
riiniin tamimina kendiliginden gétirir.

Acik Matematik - acik-matematik.com 85 CC BY-NC-SA 4.0


https://acik-matematik.com
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.tr

86 Boliim 4. Uzayda Egriler

Ornek 4.7 (Kesen Vektorlerin Hiz Vektoriine Yaklagsmasi). «(t) = (¢,t2,0) egrisi icin ¢ = 1 aninda,
At =1, %, %, —% degerleriyle 6lceklenmis kesen vektorleri hesaplayalim ve At — 0 iken vektor kisimla-
rinin ¢’ (1)’in vektor kismina yaklagtigini gosterelim.

Cozim.
Rota zy diizlemindeki y = 2% paraboliidiir ve a(1) = (1, 1,0)’dir. Sifirdan farkli her At icin

a(l+At) —a(l) = (AL (1+At)? — 1,0 ) = ( At, 24t + (At)?,0)
olur; At’ye boliince

1

77 (a1 +4A) —a(1)) = (1,2+ At,0)

bulunur. istenen degerler icin:

At a(l+At) slceklenmis kesen vektor
1 (2,4,0) (1,3,0)

1/2  (3/2,9/4,0)  (1,5/2,0)

1/4  (5/4,25/16,0) (1,9/4,0)

—~1/2  (1/2,1/4,0)  (1,3/2,0)

Son satira dikkat edelim: «(1)’den «(1/2)’ye giden farkin vektér kismi (—1/2,—3/4,0)’dir ve geriye
bakar; —1/2’ye bélince (1, 3/2,0) olur ve ileriye doner.

(1,2 4+ At,0) igliisic At — 0 iken (1,2,0)’a gider. Tanimdan hesaplarsak o (t) =1, a5(t) = 2t,
a4(t) = 0ve

0/(1) = (1,2, 0)(1,1,0)

bulunur: limit, hiz vekt6riiniin vektér kismidir. Bu vektoriin dogrultusundaki dogru, zy diizleminde
y = 22 — 1 dogrusudur; egimi 2 oldugundan y = 22 paraboliiniin (1, 1)’deki tegetidir.
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Sekil 4.3: xy diizlemindeki y = x” rotas: izerinde, a(1) = (1, 1) noktasindan ¢ikan ve soluktan belirgine

giden mavi oklar, At = 1, 1/2, 1/4 i¢in 6lceklenmis kesen vektorlerdir; vektor kisimlar: (1, 2 + Af)'dir.

Her ok, o(1)'1 parabol tizerindeki o1 + Af) noktasina, yani (2, 4), (3/2, 9/4) ya da (5/4, 25/16) noktasina

baglayan kesikli gri kesen boyunca uzanir. At kiigiildiikce kesenler kisalip sifira gider, ama 1/A¢ ile

buyutilen oklarin uclari x = 2 dogrusu tizerinde (2, 4), (2, 7/2), (2, 13/4) diye inerek (2, 3)'e yaklasir.

Limit, vektor kismu (1, 2) olan turuncu hiz vektorii o’(1)'dir; bu ok, paraboliin (1, 1)'deki tegeti olan y =
2x - 1 dogrusu lzerinde yatar.

Dogal cat1 cinsinden yazilig

Hiz vektorii bir teget vektor oldugundan dogal cat1 alam1 U, Uy, U; (Tanim 2.6) cinsinden yazilabilir.
Tp(Rs) teget uzayinda (Tanim 2.2) toplama ve sayiyla ¢arpma vektor kisimlar: tizerinden yapildigindan,
her p noktasi ve her (v, vy, v3) tigliisii i¢in

(7)1,’1)2,’[)3)p = ’01(1,0, O)p + ’1}2(0, 13 O)p + ’1)3(0, 0, 1)p = Zvi Uz(p)

olur; ikinci esitlik U; lerin tanimidir. Bu 6zdesligi p = «(t) noktasindaki o’ (t) vektoriine uygularsak

o' () = 32 %01 U alt)

i

bulunur. Bu yazimda U; ler hareket eden «(t) noktasinda degerlendirilir; katsayilar ise ¢'nin fonksiyon-
laridir. Dogal catinin oklar1 her noktada ayni yone baktigindan, hiz vektoriniin hangi yéne ne kadar
uzandig1 bu katsayilardan dogrudan okunur.

Ornek 4.8 (Dogrunun Hiz1). «a(t) = p + tq dogrusunun hiz vektdriinii bulalim; p = (1,2,0) ve q =
(2,—1,3) i¢cin t = 0 ve t = 1 anlarindaki hiz vektérlerini karsilagtiralim.

Cozim.
Koordinat fonksiyonlar: «; (t) = p, + tg; oldugundan tiirevleri sabittir: o () = g;. Dolayisiyla
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o' (1) = (0192, 43)a) = Aoy~ @' () =D 0 Uy(alt)).

Hiz vektoriniin vektor kismi ¢’ye bagh degildir. Dogrunun biitiin hiz vektorleri paraleldir; ¢ degistikge
degisen yalnizca uygulama noktasidir. Dogrunun dogru olmasi, yani gidis yoniiniin hi¢ degismemesi,
tam olarak bu paralellikte kendini gosterir.

Sayisal durumda a(0) = (1,2,0) ve a(1) = (3,1, 3) oldugundan

a'(0) = (2,-1,3)n20,  @'(1)=(2,-13)313)

Iki vektoriin vektdr kisimlar: ayni, uygulama noktalar: farklidir; teget vektorlerin esitlik kurali geregi
paraleldirler ama esit degildirler. Dogal catiyla

o’ (1) = 2U; (1)) — Up((1)) + 3Us(ex(1))

yazilir.

Dogruya 6zgii bir ayrinti daha: o’(t) okunun ucu a(t) + q = a(t + 1) noktasidir; yani hiz oku,
noktanin bir birim zaman sonra varacag yeri gosterir. Egri biikiildiigiinde bu 6zellik kaybolur; hiz oku
yalnizca o anki gidig yoniini gosterir.

|

Ornek 4.9 (Helisin Hiz1). a > 0, b # 0 olmak iizere a(t) = (a cost, asint, bt) helisinin hiz vektdriinii
bulalim;a = 1, b = 1/2 i¢in t = 0, 7/2, 7, 3w /2 anlarinda hesaplayalim.

Cozim.
Koordinat fonksiyonlarinin tiirevleri (a cost)’ = —asint, (asint)’ = acost ve (bt)" = b’dir. Dolay1-
styla
o (t) = (—asint, acost, b) ),
dogal catiyla

o/ (t) = —asintlU, (a(t)) + acostU,(a(t)) + bUs(a(t)).

Iki gozlem yapalim. Birincisi, hiz vektériiniin z koordinati her an b’dir. Helisin sabit hizla yiikselmesi,
hizin bu sabit ti¢tincii koordinatinda gorilir.

Ikincisi, hizin yatay kismi (—asint, a cost), konumun yatay kismi (a cost,asint) ile dik ag1 yapar;
clinki i¢ carpimlari

(—asint)(acost) + (acost)(asint) =0

olur. Yani yukaridan bakildiginda nokta daireye teget olarak ilerler; silindirden ne disar1 ne igeri dogru
bir hareketi yoktur.
a=1b=1/2igin:

t a(t) o’ (t)’nin vektor kismi
0 (1,0,0) (0,1,1/2)

72 (0,1,7/4)  (=1,0,1/2)

m (—1,0,7/2) (0,—1,1/2)

37/2  (0,—1,37/4) (1,0,1/2)

Yatay kisimlar donerek yon degistirir, diisey kisim hep 1/2 kalir.
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4.2 Hiz Vektoru 89

t=3m/2

1/2

Sekil 4.4: x* + y* = 1 silindirine sarilan () = (cos t, sin ¢, #/2) helisi ve ¢ = 0, 7t/2, &, 37t/2 anlarindaki hiz

vektorleri (turuncu oklar). Oklarin yatay kismi, nokta silindiri dolandik¢a doénerek yon degistirir; her

okun ucundan inen kesikli diisey parca ise hep ayni boydadir, ¢iinkii hiz vektoriiniin z koordinati her
an 1/2'dir. Helisin sabit hizla ytikselmesi, hizin bu degismeyen diisey kisminda goriliir.

Ornek 4.10 (Kiibik Egrinin Hiz1). «(t) = (3t — t3,3t%, 3t + t3) egrisinin hiz vektoriinii dogal catt
cinsinden yazalim ve ¢ = O ile ¢ = 1 anlarinda yorumlayalim.

Coziim.
Koordinat fonksiyonlarinin tiirevleri 3 — 3t2, 6t ve 3 + 3t2°dir. Dolayisiyla

o' (t) = (3 —3t2) Uy (a(t)) + 6t Uy(a(t)) + (3 + 3t%) Us(au(t)).

t = 0’da a(0) = (0,0,0) ve &’ (0) = 3U;(0) + 3Us(0), yani (3,0, 3), dir. Egrinin orijinden (1,0, 1)
dogrultusunda ciktigini kaba ¢izimde tablodan tahmin etmistik; hiz vektorii bunu dogrular.
t = 1’de a(1) = (2, 3,4)’tiir. Dogal ¢at1 alanlarini bu noktada degerlendirerek

o/ (1) =0-U,(2,3,4) + 6U,(2,3,4) + 6 Uy (2,3, 4),
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yani o’(1) = (0,6,6) 5 3 4 bulunur. Birinci katsaymun sifir olmasi, noktanin bu anda = yéniinde ha-
reket etmedigini soyler. Gercekten z = 3t — 3 fonksiyonunun tiirevi 3 — 3t2, —1 < t < 1 i¢in pozitif,
| t | > 1icin negatiftir. Dolayisiyla  koordinati ¢ = 1°de bir yerel maksimuma ulasir ve sonra azalmaya
baglar; t > 0 anlarinda alabilecegi en bityiik deger bu 2 degeridir. Biitiin R {izerinde ise 2’in en biiytik
degeri yoktur: t — —oo iken 3t — t3 siirsiz biiyiir.

Ugiincii katsay1 3 + 3t2 hicbir ¢ icin sifir olmaz. Bu yiizden bu egrinin hiz vektorii hicbir anda sifir
vektor degildir; bu gozlemi diizgiin egriler konusunda kullanacagiz.

|

Yeniden Parametrelendirme

Bir egri verildiginde ayni rotay1 izleyen yeni egriler kurmak kolaydir: saati degistirmek yeter. Yeni saatin
gosterdigi her s anina eski saatin bir h(s) anin1 kargilik getirelim ve s aninda, eski yolculugun h(s) aninda
bulundugu yerde olalim. Yeni yolculuk eski yerlerden gecer, ama onlara bagka zamanlarda, baska hizlarla,
belki ters sirayla ya da birkag kez ugrar.

Tanim 4.3 (Yeniden Parametrelendirme). « : I — R3 bir egri, J bir acik aralik ve h : J — I tiirev-
lenebilir bir fonksiyon olsun. Her s € J i¢in 8(s) = a(h(s)) kuraliyla tanimlanan

B=a(h):J > RS

bilegke fonksiyonuna o’nin h ile yeniden parametrelendirmesi (reparametrization) denir.

Yani 8, a’nin ugradig: yerlere baska bir saatle ugrayan yolculuktur: yeni saat s’yi gosterdiginde, a’nin
eski saat h(s)’yi gosterdigi andaki yerindeyiz.

B’nin gercekten bir egri oldugunu gorelim. 5’nin koordinat fonksiyonlar 3;(s) = a;(h(s)) bileskeleridir.
Tek degiskenli zincir kurali geregi 5; = a(h) - h’ olur; sag taraf yine tiirevlenebilir fonksiyonlarin
bileskesi ve ¢arpimudir, dolayisiyla bir kez daha tiirevlenebilir. Bu akil yiiriitmeyi tekrarlayarak 5, nin her
mertebeden tiirevinin var oldugunu goriiriiz. J acik aralik oldugundan 3 bir egridir.

B’nin koordinatlarini bulmak icin o (t), ay (), a5 (t) ifadelerinde ¢ yerine h(s) koymak yeter. 5’nin rotasi
a(h(J)) kilmesidir ve o’nin rotasinin i¢indedir. h(J) = I ise iki rota aynidir; aksi halde 8, o’nin rotasinin
yalnizca bir kismini dolasir.

Ornek 4.11 (Karekoklii Bir Egrinin Yeniden Parametrelendirmesi). [:0 <t < 4 araliginda
a(t) = (Vt, tv/t, 1 —t) egrisi ve J:0< s <2 araliginda h(s) = s fonksiyonu verilsin. 3 = a(h)
yeniden parametrelendirmesinin koordinat fonksiyonlarini bulalim ve iki yolculugu karsilagtiralim.

Cozim.

Once tanimin kosullarmi denetleyelim. ¢ > 0 icin v/ = t1/2 ve t1/t = t3/2 her mertebeden tiirevlene-
bilir, 1 — ¢ ise bir polinomdur; « bir egridir. h bir polinomdur ve 0 < s < 2 ise 0 < s? < 4 olur; yani
h, J’yi I’nin igine gotiriir ve bileske tanimlidur.

t yerine s? koyalim:

B(s) = a(s?) = ( V2, 52Vs2, 1 — )= (s, 53,1 —s2).

Son adimda V/s2 = | s | = s yazdik; bu, J’de s > 0 oldugu icin dogrudur.

Rotalar aynidir: 0 < ¢ < 4 araligindaki her ¢, 0 < v/t < 2 oldugundan ¢ = h(+/t) biciminde yazilir;
yani h(J) = I’dir. Ustelik h artan oldugundan 3 rotay1 « ile ayn1 yonde dolagir. Fark zamanlamadadur.
Yeni saatle esit adimlarla ilerleyelim:

s t=s2 B(s)=a(s?)

1/2 1/4  (1/2,1/8,3/4)
11 (1,1,0)
3/2 9/4  (3/2,27/8,—5/4)
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B toplam siirenin ilk yarisinda (0 < s < 1), &’nin kendi siiresinin yalmzca ilk ¢eyreginde (0 < t < 1)
katettigi parcay1 dolasir; ikinci yarida ise geri kalan uzun parcay:. Yani 3, o’ya gore yolculugun baginda
yavas, sonunda hizlidir.

z
@ onin saati: At=1
B fnn saati: As = 1/2
1
s=1/2 A
1 -
9 -
~ @ 2
X -
t=1,s=1
4
6
=2 @ , h
s=3/2 1 8

t=3 @

adty=(t N, 1-1),0<t<4
Bls)=a(sh) = (s 8, 1-5),0<s<2

Sekil 4.5: Gri ¢izgi, aile onun yeniden parametrelendirmesi f(s) = a(s?) = (s, s°, 1 — §*) egrilerinin ortak

rotasidir; kesikli egri bu rotanin z = 0 diizlemindeki izdiisimtdir. Mavi yuvarlaklar a'nin saatiyle esit

aralikli ¢ = 1, 2, 3 anlarini, turuncu kareler fnin saatiyle esit aralikli s = 1/2, 1, 3/2 anlarim gosterir;

iki saat (1, 1, 0) noktasinda bulugur. Baglangictan bu noktaya kadarki kisa parcaya f toplam siiresinin

yarisini, « ise yalnizca ¢eyregini ayirir; bu ylizden turuncu isaretler basta sik, sonda seyrektir: § yolcu-
lugun basinda yavas, sonunda hizlidir.

Ornek 4.12 (Rotanin Yalmizca Bir Kismin1 Dolasan Yolculuk). z ekseni boyunca giden a(t) =
(t,0,0) dogrusunu (¢ € R) h(s) = s? (s € R) ile yeniden parametrelendirelim. Yeni egrinin rotasi nedir
ve nokta bu rotay1 nasil dolagir?

Coziim.

h : R — R tiirevlenebilir oldugundan 3(s) = a(s?) = (s2,0,0) bir egridir. s> > 0 oldugundan Snin
rotasi x ekseninin yalnizca > 0 yarisidir; o’nin rotasinin bir kismudir.

Hareketi izleyelim:

s -2 -1 0 1 2

B(s)’nin x koordinat1 4 1 0 1 4
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s, —oo’dan 0’a giderken nokta sagdan orijine yaklasir; s = 0’da orijine varir ve oradan geri déniip
yeniden saga gider. Bylece 3, pozitif yar1 ekseni iki kez, biri gidis biri doniis olmak tizere dolagir. Doniis
aninda nokta bir an durmak zorundadir; bunu asagidaki lemmayla hiz vektorii iizerinden gorecegiz.
n

Bagka basit se¢imler de tanidik hareketler verir. h(s) = —s ile B8(s) = a(—s) ayni rotay1 ters yonde
dolagir; h(s) = 2s ile B(s) = a(2s) ayn1 yolculugu iki kat hizli yapar; h(s) = s + ¢ ise yalnizca saati ¢
kadar kaydirr.

Yeniden parametrelendirmenin hizi

B(s) = a(h(s)) oldugundan f’'nin s anindaki hiz vektorii ile a’nin h(s) anindaki hiz vektori ayni
noktadan ¢ikar. Aralarindaki tek fark bir say1 ¢carpanidir ve bu carpan, iki saatin birbirine gore ne hizla
aktigini 6lgen A’ (s)’dir.

Lemma 4.1 (Yeniden Parametrelendirmenin Hiz1). 8 = a(h), bira : I — R3 egrisininh : J — I ile
yeniden parametrelendirmesi ise her s € J igin

olur.

Ispat.
a = (ay, 0y, ag) olsun. Tamum geregi

B(s) = a(h(s)) = (‘a1 (h(s)), as(h(s)), az(h(s)) ),

yani 3’min koordinat fonksiyonlari B; = «;(h) bileskeleridir.
Tiirevleri iis isaretiyle gosterirsek, gercel degerli f ve g fonksiyonlari icin tek degiskenli zincir kurali
( g(f))’ =g'(f) - f’ bi¢imindedir. Bunu g = «; ve f = h ile uygularsak heri = 1,2, 3 icin

Bi(s) = (@i(h)) (s) = aj(R(s)) - h'(s)
bulunur. Simdi 8’ (s) 'yi hesaplayalim:
B'(s) = ( B1(s), Ba(s), B5(s)) ()
( h(s ))h'( ) a'z(h(s))h'(é’%Oté(h<8))h/(8))a<h<s))
() a5 (h(s)), @3 (h(5)))an(s)
h'(s) o’ h( ))

Adimlarin gerekgeleri sirasiyla sunlardir:

ay(
()
)

e birinci satir: 3 icin hiz vektoriiniin tanimi (Tanim 4.2);

e ikinci satir: yukaridaki B3, (s) formiilii ve B(s) = a(h(s)) esitligi;

* dciinci satir: TB(S)(R3) teget uzaywinda (Tanim 2.2) bir sayiyla ¢carpma vektor kismi iizerinden yapilir,
¢ (vp) = (ev)y; burada garpan ¢ = h'(s) dir;

e dordiincii satir: o igin hiz vektoriiniin h(s) anindaki tanima.

h'(s) = (dh/ds)(s) oldugundan lemma ispatlanmistir.
]

Lemma bir tarif verir: yeniden parametrelendirmenin hizini bulmak i¢in énce a”’yu h ile yeniden para-
metrelendir, yani o’ (t) ifadesinde ¢ yerine h(s) koy; sonra sonucu h’nin tiireviyle carp. Geometrik anlami
da agiktir. 8’ (s) ile @’ (h(s)) ayni noktadan gikar ve paraleldir. | 4’ (s) | > 1 ise 8 o noktadan a’dan daha
hizly, | A/(s) | < 1ise daha yavas geger. h’(s) < 0 ise yonii terstir. h’(s) = 0 ise 3 o anda durur. Ornegin
Ornek 4.12'ndeki B(s) = (s2,0,0) i¢in 8’ (s) = 2s U, (B(s)) olur ve déniis an1 s = 0’da hiz sifirdir.
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Ornek 4.13 (Hiz Formiiliiniin Sayisal Denetimi). Ornek 4.11'deki a(t) = (V/t,tVt,1 —t), h(s) =
s? ve B(s) = (s,8%,1 — s?) icin #'(s)’yi hem dogrudan hem Lemma 4.1 ile hesaplayalim ve s = 1’deki
degerini yorumlayalim.

Cozim.
Dogrudan. $’min koordinatlarinin tirevleri 1, 3s? ve —2s’dir:

B (s) = (1, 3s?, —28)3(s)-

Lemma ile. a; = t'/2, oy = t3/2, a3 = 1 — t oldugundan

o/ (t) = (2%/% g\/i, —1)

t yerine h(s) = s2 koyup V/s2 = s kullanirsak

a(t)

olur. h’(s) = 2s ile ¢carpalim:

1 3s

K (s) o’ (h(s)) = (25 s 28 g2 (—1)) = (1,357, —25)g(4).

Iki hesap ayni teget vektorii verir; uygulama noktalar1 da aynidir, ¢iinkii a(s?) = B(s).

Yorum. s = 1’de ortak nokta (1,1, 0)’dw; 8'(1) = (1,3,—2)(1 1,0y ve @' (1) = (1/2,3/2,—1)(4 1 o) Olur.
h’'(1) = 2 oldugundan 5’(1) = 2a’(1): B bu noktadan aym yénde, iki kat hizla gecer. Buna kargilik
s=1/4te h'(1/4) = 1/2'dir ve 3, a(1/16) noktasindan a’nin yar1 hiziyla geger. Onceki érnekteki
“bagta yavas, sonda hizli” gézlemi béylece sayrya dontisiir.

|

Egri Boyunca Tiirev

Hiz vektorleri teget vektor oldugundan, bir fonksiyonun bir hiz vektoriine gore tiirevini alabiliriz. o’ ()| f]
sayis1, yonlii tiirevin tanimi (Tanim 3.1) geregi, f 'nin «(t) noktasindan gegen ve o’ (t) dogrultusundaki
dogru boyunca ilk andaki degisim hizidir. Ote yandan hareket eden bir nokta icin daha dogal bir soru
vardir: nokta egrinin kendisi tizerinde ilerlerken f’nin degeri ne hizla degisir? Bu, tek degiskenli ¢
f(a(t)) fonksiyonunun tiirevidir. Asagidaki lemma, iki sayinin her zaman esit oldugunu soyler.

Lemma 4.2 (Bir Fonksiyonun Egri Boyunca Tiirevi). o : I — R? bir egri ve f, R? iizerinde diferan-
siyellenebilir bir fonksiyon olsun. Hert € I igin

or(t)f) = L)

olur. Burada f(a), t = f(a(t)) kuraliyla verilen tek degiskenli bileske fonksiyondur.

Ispat.

Iki tarafi iki farkl yoldan hesaplayip ayni ifadeye ulasacagiz.

Birinci yol: sol taraf, yénlii tiirev formiilityle. Hiz vektériiniin tanimina gére o (t) 'nin uygulama noktast
a(t), vektor kisminin i-inci koordinati (dev; /dt)(t) dir. Lemma 3.1yii p = a(t) vev;, = (da; /dt)(t) ile
uygularsak

o0 =3 L (awy)

do ;
B — Oz,

7 )

bulunur.
Ikinci yol: sag taraf, zincir kuralyla. Bileske fonksiyon f(a(t)) = f (a1(t), ay(t), a3(t) ) bicimindedir.
f diferansiyellenebilir ve oy, 0wy, au tiirevlenebilir oldugundan ¢ok degiskenli zincir kurali
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%f ( ay (t), as(t), as(t) ) = 863{ ( ay(t), ay(t), as(t) )d;;i (t)

7 (2

verir. ((ay(t), ay(t), as(t) ) = a(t) oldugundan sagdaki toplam, birinci yolda buldugumuz toplamin
aymisidwr. Iki taraf esittir.
|

Ispatin 6zii: iki hesap da f’nin kismi tiirevlerini, koordinatlarin zamana gére degisim hizlariyla tartip
toplar.

Lemmanin yorumu sudur. o’ (t) # 0 ise a(t)’den gegen ve ’(t) dogrultusundaki dogru, u — «a(t) +
wa’(t), egrinin a(t) noktasindaki teget dogrusudur (tangent line); onu Alistirma 4.13'nda helis i¢in
hesaplayacagiz. Lemma, f’nin bu teget dogrusu boyunca ilk andaki degisim hizinin, f’nin egrinin kendisi
boyunca degisim hiziyla ayni oldugunu soyler. flk mertebede f, egri ile teget dogrusunu birbirinden ayirt
edemez. o’ (t) = 0ise dogru tek noktaya dontisiir ve iki taraf da sifirdir: sol taraf sifir vektore gore tiirevdir,
sag taraftaki toplamin biitiin katsayilar: da sifirdir.

Ornek 4.14 (Helis Boyunca Orijine Uzakligin Karesi). «(t) = (cost,sint,t/2) helisi ve f = x2 +
y? + 22 fonksiyonu icin o’ (t)[f] sayismi lemmann iki tarafindan ayr1 ayri hesaplayalim; ¢ = 7’deki
degerini bulup yorumlayalim.

Cozim.

Sag taraf. f(a(t)) = cos? t + sin? t + t2/4, yani 1 + 2 /4 oldugundan tiirev ¢/2’dir.

Sol taraf. Kismi tiirevler 2z, 2y, 22°dir; «(t)’de degerleri 2 cost, 2 sin t ve ¢ olur. Hiz vektoriiniin vektor
kismi (—sint, cost, 1/2)’dir. Lemma 3.1 ile

1 ¢
o/ (t)[f] =2cost (—sint) + 2sintcost + ¢ - 573

bulunur. Iki taraf uyusur.

t =mn'de a(m) = (—1,0,7/2) ve &/ (m)[f] = w/2dir. f orijine uzaklifin karesidir; nokta bu anda ori-
jinden uzaklagmaktadir ve uzakligin karesi 7r/2 hiziyla artar. Tiirev ¢ < 0 i¢in negatif, ¢ > 0 i¢in pozitif,
t = 0’da sifirdur: helis orijine en ¢ok ¢t = 0 aninda, (1, 0, 0) noktasinda yaklagir ve oradaki uzaklik 1°dir.
|

Ornek 4.15 (Egri Boyunca Sabit Kalan Bir Fonksiyon). o(t) = (e!,e*,\/2t) egrisi ve f = zy
fonksiyonu i¢in her t’de o’(t)[f] = 0 oldugunu lemmann iki tarafindan gésterelim ve sonucu t =0
aninda teget dogrusu uizerinde yorumlayalim.

Coziim.

Sag taraf. f(a(t)) = e'e™t = 1 sabittir; tiirevi her ¢ igin 0’dir.

Soltaraf.0f )0z = y,0f /0y = x, 0f/0z = 0; a(t)’de degerleri e, ! ve 0’dir. Hiz vektériiniin vektér
kismi (e?, —e~t, 4/2) oldugundan

o )f]=et-e+et-(—et)+0-vV2=1—-1=0.
Yorum. Egri xy = 1 yiizeyinin tzerinde kaldig i¢in f egri boyunca hi¢ degismez. Lemma, f’nin hiz
vektori dogrultusundaki dogru boyunca da ilk anda degismedigini séyler. t = 0’da a(0) = (1, 1,0) ve
a’(0) = (1,-1, ﬁ)(l’l)o)’dlr; teget dogrusu u > (1 + u, 1 — u, v/2u) olur. Bu dogru boyunca
fA4+u,1—u,vV2u) = (1+u)(l—u)=1—u?

bulunur. Deger dogru tizerinde degisir, ama bu fonksiyonun tiirevi —2u oldugundan u = 0°daki tiirevi
0’dir: degisim ancak ikinci mertebede baslar. Egri yiizeyin tizerinde kalir, teget dogrusu ise ylizeyden
ancak ikinci mertebede ayrilir.

]

Acik Matematik - acik-matematik.com 94 CC BY-NC-SA 4.0


https://acik-matematik.com
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.tr

4.5

4.4 Egri Boyunca Tiirev 95

Birebir ve Periyodik Egriler

Bir egri bir fonksiyon oldugundan fonksiyonlar i¢in bildigimiz kavramlar ona da uygulanir. Hareket eden
nokta acisindan en dogal soru sudur: nokta, farkl iki anda ayni yerde bulunabilir mi?

Tanim 4.4 (Birebir Egri). o : I — R3 egrisiicin a(t) = a(t,) esitligi yalnizca t = ¢, oldugunda sagla-
niyorsa a’ya birebir (one-to-one) egri denir.

Yani birebir bir egri, rotasinin hicbir noktasindan iki kez ge¢mez: kendini kesmez, bir yeri yeniden ziyaret
etmez.

Dogru birebirdir: p + tq = p + ¢, q ise (t — t;)q = 0 olur ve q # 0 oldugundan ¢ = ¢, ’dir. Buna kargilik
silindir ile kiirenin kesisimindeki egri (Ornek 4.3) birebir degildir, ¢iinkii a(0) = a(27) = (2,0, 0)’dur.
Ornek 4.12'ndeki 3(s) = (s2,0,0) da birebir degildir: 3(—1) = 3(1).

Ornek 4.16 (Helis Birebirdir). a > 0, b # 0 olmak iizere a(t) = (acost,asint, bt) helisinin birebir
oldugunu gosterelim. Helisin xy diizlemine izdiisimi olan daire hareketinin birebir olmadigina dikkat
edelim.

Cozim.

a(t) = a(t;) olsun. Ugiincii koordinatlar esit oldugundan bt = bt ’dir; b # 0 oldugundan iki tarafi b’ye
bélerek t = ¢, buluruz. Dolayisiyla helis birebirdir.

Izdiisiim ¢ - (acost,asint,0) ise birebir degildir: ¢ ve ¢t + 27 anlarinda ayn1 noktadadir. Helisin bu
iki andaki noktalar1 ayni dikey dogru tizerindedir ama yiikseklikleri 270b kadar farklidir. Sabit yiikselis,
dairenin tekrar eden noktalarini birbirinden ayirir.

|

Birebirligin tam karsiti, ayn1 yolculugun sonsuza kadar tekrarlanmasidir.

Tanim 4.5 (Periyodik Egri ve Periyot). o : R — R3 bir egri olsun. Her ¢ i¢in ot + p) = a(t) olacak
bicimde bir p > 0 sayis1 varsa o’ya periyodik (periodic) egri denir. Bu 6zellikteki pozitif sayilarin en
kiigiigiine a’nin periyodu (period) denir.

Yani periyodik bir egri, belli bir siire sonunda biitiin yolculugu aynen tekrarlar; periyot, bir tam tekrarin
stiresidir.

Tanimda egrinin biitiin R tizerinde tanimli olmas1 gerekir; boylece her ¢ i¢in ¢ + p de tanim kiimesindedir.
p ise yariyorsa 2p, 3p, ... da ise yarar; periyot, ise yarayan biitiin pozitif sayilarin en kii¢tigiidiir. Sabit bir
egride her pozitif say1 ige yarar ve en kiigtikleri yoktur; bu ytizden sabit egrinin periyodundan s6z edilmez.
Asagidaki 6rneklerde en kii¢iik sayiy1 hesapla bulacagiz. Helis periyodik degildir: tigincii koordinat bt
surekli arttigindan (ya da azaldigindan) nokta hicbir zaman eski bir yerine donmez; zaten birebir bir egri
hicbir yere ikinci kez ugramaz.

Ornek 4.17 (Dairenin Periyodu). r > 0 icin a(t) = (rcost,rsint,0) egrisinin periyodik oldugunu
ve periyodunun 27 oldugunu gosterelim.

Cozim.

cos ve sin fonksiyonlar1 27 artisginda degismediginden her ¢ i¢in «(t + 27) = «(t)’dir; «a periyodiktir.
Daha kiigiik bir saymin ise yaramadigimi gosterelim. p > 0 ve her ¢ i¢in a(t + p) = a(t) olsun. Ozel
olarak ¢t = 0 i¢in (r cosp,rsinp,0) = (r,0,0), yani cosp = 1 olmalidir. cosp = 1 esitli§ini saglayan
pozitif sayilar 2, 4, 6, ... ’dir; en kiiciigii 27°dir. Dolayisiyla periyot 27’dir. Periyodik oldugu i¢cin bu
egri birebir degildir.

|

Ornek 4.18 (Silindir ile Kiirenin Kesisimindeki Egrinin Periyodu). «(t) = (1+
cost, sint, 2sin(t/2)) egrisinin periyodunun 27 degil 47 oldugunu gosterelim.

Coziim.
p > 0 sayismin ige yaramasi i¢in her ¢ icin su ¢ esitlik birlikte saglanmalidir:
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= sin

. . .U+ t
cos(t + p) = cost, sin(t + p) = sint, sin 3
[k ikisini t = 0°da yazarsak cosp = 1 ve sin p = 0 bulunur; yani p = 27k, k pozitif bir tam say1dir. Bu
durumda tciincii koordinat igin

t+ 2wk

t t
sin ——— = sin(i + ’/Tk) = (=1)* sin§

olur. Bunun her t i¢in sin(¢/2)’ye esit olmasi gerekir. ¢t = 7 alirsak sin(7/2) =1 oldugundan
(—1)* = 1, yani k cift olmalidir. Tersine k ciftse ii¢ esitlik de her t icin saglanir. Ise yarayan sayilar
4m,8m, 127, ... °dir ve en kiiciigl 47 dir.

p = 27’nin neden ise yaramadifina bakalim: a(27) = (0) oldugu halde «(37) = (0,0,—2) iken
a(m) = (0,0, 2)’dir. Noktanin bir kez basladig1 yere dénmesi periyot i¢in yetmez; yolculugun her ani
tekrarlanmalidir. 27 siiresinde nokta rotanin yalnizca tist yarisini dolagmis olur.

|

Diizgiin Egriler

Analiz agisindan bir egri {izerine konan en 6nemli kogul, hareket eden noktanin hi¢bir an durmamasidir.
Hiz vektori sifir oldugu anda nokta, tiirevlenebilirligi bozmadan gidis yoniinii birden degistirebilir; rotada
koseler ve sivri uglar ancak boyle anlarda ortaya cikar.

Tanim 4.6 (Diizgiin Egri). o : I — R3 egrisinin biitiin hiz vektérleri sifirdan farkliysa, yani her t € T
icin o/ (t) # 0 ise a’ya diizgiin ya da regiiler (regular) egri denir.

Burada o’ (t) # 0, hiz vektériiniin vektér kisminin (0,0, 0) olmamasi demektir. Yani diizgiin bir egride
hareket eden nokta hicbir an durmaz.

Kose sezgisi soyledir. Hiz vektoriiniin koordinatlar: ¢’'nin stirekli fonksiyonlaridir. Hiz sifirdan farkl
kaldikca gidis dogrultusu da siirekli degisir; ani bir déniis yapamaz. Dogrultunun birden degisebilmesi
icin hizin o anda sifirdan ge¢mesi gerekir. Bu yiizden diizgiin bir egrinin rotasinda kdse (corner) ya da
sivri ug (cusp) bulunmaz.

Simdiye kadarki 6rnek egrilerimizin hepsi diizgiindiir:

egri hiz vektoriintin vektor kismu neden hig sifir olmaz

dogru p + tq q qF*0

helis (—asint,acost,b) ii¢iincii koordinat b # 0
silindir ile kiire (—sint, cost,cos(t/2)) ilk ikisinin kareleri toplami 1
hiperbol iizerinde (et, —et,/2) ticiincii koordinat /2

kiibik (3 — 3t2,6t,3 + 3t2) lictincii koordinat en az 3

Silindir ile kiire satirindaki tigiincii koordinat, a3 (t) = 2sin(¢/2) fonksiyonunun tiirevi olan cos(t/2)’dir.
Ornek 4.19 (Sivri Uclu Bir Egri). «(t) = (¢3,t2,0) egrisinin (¢ € R) diizgiin olmadigini gosterelim ve
rotasinda hizin sifirlandig1 yerde ne oldugunu inceleyelim.

Cozim.
Koordinatlar polinom oldugundan « bir egridir. Hiz vektorii

o (t) = (3%, 2t,0) o p)

olup ikinci koordinat yalnizca ¢t = 0’da sifirdir ve o anda birinci koordinat da sifirdir. Dolayisiyla
o’ (0) = 0 ve « diizgiin degildir.

Rotay1 bulalim: z = 3 ise t = /x (gercel kiip kok) vey = 12 = /z ? olur. Bu, y > 0 olan ve y eksenine
gore simetrik bir egridir. Birkac¢ nokta:
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t a(t)

1 (~1,1,0)
—1/2 (-1/8,1/4,0)
0 (0,0,0)

1/2 (1/8,1/4,0)
1 (1,1,0)

Orijine yakin noktalarda (t)’ye giden dogrultunun
egimi y/z = t2/t3 = 1/t'dir ve t — 0 iken bu egimin mutlak degeri smnirsiz biiyiir. Yani iki kol da
orijine y eksenine teget olarak, yukaridan gelir; rota orijinde asag1 bakan bir sivri u¢ olusturur.
Hareketi izleyelim. ¢ < 0 iken 2¢ < 0 oldugundan nokta asag1 dogru, orijine iner; ¢ > 0 iken yukar1
dogru ¢ikar. Gidis dogrultusu orijinde asagidan yukariya birden déner. Bu ani déniis, tam olarak hizin
sifir oldugu ¢ = 0 aninda gerceklesir: nokta sivri uca yavaslayarak gelir, bir an durur ve geri doner.

]

Ornek 4.20 (Rotas1 Dogru Olan Diizgiin Olmayan Bir Egri). ((s) = (s3,2s3,0) egrisinin (s € R)
rotasinda kose olmadigy halde diizgiin olmadigini gosterelim; Lemma 4.1 ile nedemm aciklayalim.

Cozim.

B (s) = (352,652 0) 4(s) oldugundan B’(0) = 0’dur; 3 diizgiin degildir.

Ote yandan s+ s® fonksiyonu biitiin gercel sayilari birebir olarak dolastigindan S’nin rotasi
{(u,2u,0) : u € R} dogrusudur, yani zy diizlemindeki y = 22 dogrusu. Bu rotada kdse yoktur.
Agiklama sudur: 3, diizgiin a(t) = (¢, 2t,0) dogrusunun h(s) = s ile yeniden parametrelendirmesidir.
Lemma geregi

B'(s) = h'(s) o' (h(s)) = 35* (1,2,0)5()

olur ve bu, yalnizca b’ (0) = 0 oldugu igin s = 0’da sifirlanir. Nokta ayni dogru iizerinde yavaglar, s = 0
aninda bir an durur ve ayni yonde yeniden hizlanir. Diizgiin olmama bir rota 6zelligi degil, bir yolculuk
ozelligidir: hizin sifirlandig1 anlarda kése olusabilir, ama olusmak zorunda degildir.

]

1 Tiirevlenebilir ama késeli bir egri

Hizin sifirlandig1 bir anda gercek bir kose de olusabilir. o (t) = e~ /%* (¢ # 0) ve ¢(0) = 0 fonksiyonu,
analizden bilinen bir 6rnektir: R iizerinde her mertebeden tiirevlenebilir ve 0’daki biitiin tiirevleri
sifirdir. ¢ > 0 i¢in a(t) = (p(¢), ©(t),0) ve t < 0 i¢in a(t) = (—p(t), ¢(t),0) kuralyla verilen egri-
nin koordinatlar: her mertebeden tiirevlenebilirdir; ama rotasiy = | = | grafiginin orijin ¢evresindeki
parcasidir ve orijinde bir késesi vardir. Bu késede o’ (0) = 0’dir. Diizgiinliik kosulu, egrileri bu tiir
koselerden kurtaran kosuldur.

Diizlemde Seviye Kiimeleri

Bu béliimde séyledigimiz her sey diizlemde de aynen gecerlidir. Diizlemde bir egri, bir I agik araligin-
dan R?’ye giden diferansiyellenebilir bir a(t) = ((1(t), ay(t) ) fonksiyonudur; hiz vektorii o' (t) =
(@1 (t), @5 (t))q ) dir; birebir, periyodik ve dilzgiin egri tanimlari da degismeden kalir. Ama diizlemde bir
egriyi cogu zaman hareket eden bir noktayla degil bir denklemle taniriz: “z? + y2 = r? dairesi” deriz. Bu
kisim iki bakig1 birbirine baglar.
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Tanim 4.7 (Seviye Kiimesi). f, R? iizerinde diferansiyellenebilir gercel degerli bir fonksiyon ve a bir
say1 olsun. f(p) = a esitligini saglayan biitiin p € R? noktalarmin kiimesine f’nin a degerindeki seviye
kiimesi (level set) denir ve bu kiime kisaca C' : f = a diye yazilir.

Yani C': f = a, f’nin degerinin tam olarak a oldugu yerlerin haritasidir; bir dagin belli yiikseklikteki
esytuikselti ¢izgisi gibi.

Her seviye kiimesi egriye benzemez; bazilar1 tek bir noktadir, bazilar1 kendini keser. Iyi davranist giiven-
ceye alan kosul kismi tiirevlerle ilgilidir. 0f/0x ve 0 f/0y kismi tirevleri C’nin hicbir noktasinda ayni
anda sifir olmuyorsa sunlar dogrudur:

+ C, birbirinden ayrik bir ya da daha fazla parcadan olusur; bu parcalara C’nin bilesenleri (components)
denir;

+ her bilesen, her noktasinin yakininda tiirevlenebilir bir fonksiyonun grafigine (y’yi 2’in ya da 2’i y’nin
fonksiyonu olarak veren) benzer; kosesi, kendini kestigi bir yeri ya da tek bagima duran bir noktas:
yoktur;

« her bilesen, bircok diizgiin egrinin rotasidir. Rotas1 tam olarak bir bilesen olan diizgiin bir egriye o
bilesenin bir parametrelendirmesi (parametrization) denir.

Bilesenler birer nokta kiimesidir, o gibi parametrelendirilmis egriler ise fonksiyondur. Ikisini karigtirma-
mak i¢in bir bilesenden s6z ederken “geometrik egri” ya da dogrudan “bilegen” diyecegiz.

1 Bu olgular nereden gelir?

Yukaridaki olgularin genel ispat1, analizdeki kapali fonksiyon teoremine (implicit function theorem)
dayanir ve bu bolimiin kapsami digindadir. Asagidaki her 6rnekte iddialar1 agik parametrelendirme-
lerle dogrudan denetleyecegiz. Kosulun rolii s6yle sezilebilir: (0f/0x, 0 f/0y) cifti bir noktada sifir
degilse, f = a denklemi o noktanin yakininda degiskenlerden biri i¢in ¢oziilebilir ve kiime orada
diizgiin bir yay gibi gériiniir. Iki kismi tiirevin birlikte sifirlandig1 yerlerde ise kiime kendini kesebilir
ya da tek bir noktaya ¢okebilir (Ornek 4.23).

Ornek 4.21 (Daire Bir Seviye Kiimesidir). r > 0ve f = 22 + 2 olsun. C' : x? + y? = r? seviye kii-
mesinde kismi tiirevlerin ayni anda sifirlanmadigini ve a.(t) = (r cost, rsint) egrisinin C’nin periyodik,
diizgiin bir parametrelendirmesi oldugunu gésterelim.

Coziim.

Kosul. 0f /0x = 2z ve f /0y = 2y yalnizca (0, 0) noktasinda birlikte sifirdir. f(0,0) = 0 # 72 oldu-
gundan bu nokta C’de degildir; kosul C’nin her noktasinda saglanir.

Rota. Her t icin (rcost)? + (rsint)? = 72 oldugundan «(t) noktasi C’°dedir. Tersine (z,y) € C ise
(x/r)? + (y/r)? = Udir, yani (z/r,y/r) birim dairenin iizerindedir; cost = x/r ve sint = y/r olan
bir ¢ agis1 vardir ve bu ¢ i¢in a(t) = (x,y) olur. Dolayisiyla a’nin rotast C’nin tamamidir. C' tek bir
kesintisiz halka olarak dolasildig: i¢in tek bilesenlidir.

Diizgiinlik. o/ (t) = (—rsint, r cost), ;) vektér kisminin koordinatlarinin kareleri toplami r?sin?t +
r2 cos? t = r? > 0’dir; hiz hicbir anda sifir olmaz.

Periyot. a(t + 27) = a(t)’dir. a(t + p) = «(t) her t i¢in saglaniyorsa t = 0’da cos p = 1 bulunur, yani
p en az 27’dir. Periyot 27 dir.

C’nin bagka parametrelendirmeleri de vardir: (r cos 2t, r sin 2t) daireyi iki kat hizla dolasir ve periyodu
m’dir; (r cost, —rsin t) ise daireyi saat yoniinde dolasir. Bir bilegenin parametrelendirmesi tek degildir.
|

Ornek 4.22 (Hiperboliin ki Kolu). » > 0ve f = 22 — y? olsun. C : 2% — 3? = r? seviye kiimesinin,
x > 0 bélgesindeki C; ve x < 0 bélgesindeki C, olmak iizere iki bilesene ayrildigmi ve B(t) =
(r cosht, rsinht) egrisinin C,’in birebir, diizgiin bir parametrelendirmesi oldugunu gésterelim.

Coziim.

Hiperbolik fonksiyonlar1 hatirlayalim: cosht = (e’ +e7*)/2 ve sinht = (e’ —e~*)/2. Tiirevleri
(cosht)” = sinht ve (sinht)” = cosh¢’dir; ayrica
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t e t)2 _ (ot —et)2 4
coshgt—sinh2t=(e +e) 4(6 ’) :Z_l:l

olur, ciinkii paydaki iki kare arasindaki fark 4efe=* = 4’tiir.

Kosul. 0f /0x = 2x ve f /0y = —2y yalnizca orijinde birlikte sifirdir; £(0,0) = 0 # r? oldugundan
orijin C’de degildir.

Iki bilesen. C’nin her noktasinda z? = 2 4+ y? > r2, yani | z | > r’dir. C’nin hicbir noktas1 —r <
z < r geridine girmez. Bu yiizden C, seridin saginda kalan C; (z > r) ve solunda kalan C;, (z < —r)
parcalarina ayrilir ve C' iizerinde kalarak birinden &tekine ge¢gmek miimkiin degildir. Her parcanin
gercekten tek bir bilesen oldugu asagida goriliir: C)’in tamamu tek bir egrinin rotasidir, yani nokta
Cy’in her yerine kesintisiz bir yolculukla ulasir; C, i¢in de aynis: gecerlidir.

Rota. B(t) noktast C’dedir, ¢iinkil

(rcosht)? — (rsinht)? = r?(cosh? t — sinh? t) = r?;

tstelik 7cosh¢ > 0 oldugundan C)’dedir. Tersine (z,y) € C; olsun. sinh fonksiyonunun tiirevi
cosht > 0 oldugundan sinh kesin artandir ve —oo’dan oco’a biitiin degerleri alir; dolayisiyla r sinh ¢t =
gy olan tek bir ¢ vardir. Bu ¢ i¢in

(rcosht)? = r? + r?sinh?t = r? 4 y? = 2?

olur; rcosh t ile z ikisi de pozitif oldugundan r cosht = ’tir. Yani 8(t) = (z,y): f’'mn rotas: C;’in
tamamudir.
Birebirlik ve diizgunliik. 5(t) = [(t,) ise rsinh ¢t = 7 sinh ¢, ’dir ve sinh kesin artan oldugundan t = ¢,
bulunur. Hiz vektorii 8’ (t) = (rsinh¢, 7 cosht) g, dir ve ikinci koordinati en az r oldugundan hig sifir
olmaz.
Oteki kol C, igin t > (—r cosht, 7 sinht) ayn1 6zelliklere sahip bir parametrelendirmedir. 7 = 1 i¢in
coshl ~s 1,543 ve sinh 1 & 1,175 oldugundan S(—1) = (1,543; —1,175), 8(0) = (1,0) ve 5(1) ~
(1,543; 1,175) olur. Kolun asimptotlara yaklasmas: da bu parametrelendirmeden okunur. cosht —
sinht = e~ ve cosht + sinh t = e’ oldugundan 3(t) = (=, y) i¢in

T —y=ret, z+y=ret

bulunur. ¢ — oo iken & — y farku sifira gider, yani kol y = x dogrusuna yaklasir; t - —oo iken z + y
toplamu sifira gider, yani kol y = —z dogrusuna yaklasir.
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Sekil 4.6: r=1icin x* - y* = 1 hiperboli, kesikli ¢izilen y = x ve y = —x asimptotlarina yaklagsan iki

koldan olusur: sagdaki C, (mavi) ve soldaki C, (turuncu). -1 < x < 1 geridine (gri) hiperboliin higbir

noktasi girmez; bu yiizden hiperbol iizerinde kalarak bir koldan 6tekine gecilemez. () = (cosh ¢, sinh ?)

noktast C,'i asagidan yukari dolasir; ¢t = -1, 0, 1 anlarindaki hiz vektorleri yar: 6lgekte ¢izilmistir. Hizin
ikinci koordinati cosh ¢ = 1 oldugundan hiz hi¢bir anda sifir olmaz.

Ornek 4.23 (Kosulun Bozuldugu Bir Seviye Kiimesi). f = x? — y? fonksiyonunun 0 degerindeki C :
z? — 32 = 0 seviye kiimesinde kismi tiirev kosulunun bozuldugunu ve kiimenin ayrik, diizgiin parcalara

bolinmedigini gosterelim.

Coziim.

22 —y? = (z — y)(z + y) oldugundan C, y = z ve y = —x dogrularmin birlesimidir. Kismi tiirevler
2x ve —2y orijinde birlikte sifirdir ve orijin C’dedir; kosul bozulur.

Kiimenin bicimi de bozulur: iki dogru orijinde kesisir ve orijinin yakininda C' bir “X” gibi goriiniir;
orijinden dort kol ¢ikar. Orijinin hicbir kii¢iik cevresinde C, tek bir tiirevlenebilir fonksiyonun grafigi
degildir: y’yi 2’in fonksiyonu olarak yazmaya calisirsak her = # 0 i¢in iki deger (z ve —z) bulunur,
2’1 y’nin fonksiyonu olarak yazmaya caligirsak da ayni sorun ¢ikar. Orijin ¢ikarilirsa C' dért ayrik agik
yar1 dogruya ayrilir; ama orijinin kendisi hi¢bir bilesene diizgiin bicimde yerlestirilemez. Sorun tam
olarak kosulun bozuldugu noktada ortaya cikar.

|

Benzer bigimde C : 22 + y? = 0 seviye kiimesi yalnizca orijinden olusur ve orada iki kismi tiirev de
sifirdir. Tek bir nokta hicbir diizgiin egrinin rotasi olamaz: rotasi tek nokta olan bir egri sabittir ve sabit
bir egrinin hizi her an sifirdir.
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Alistirmalar

Aligtirma 4.1 (Silindir ile Kiirenin Kesisimindeki Egrinin Hiz1). «(t) = (1+
cost,sint, 2sin(t/2)) egrisinin hiz vektoriinii genel ¢ i¢in ve t = 0, ¢t = /2, t = 7 anlarinda bulunuz.
Bu vektorlerin rota iizerinde nereden ¢iktigini ve hangi yone baktigini agiklayiniz.

Cozim.
Koordinat fonksiyonlarinin tiirevleri (1 + cost)’ = —sint ve (si

)’ = cos t’dir. Uciincii koordinatta
zincir kural gerekir: 2 sin(¢/2) fonksiyonunun tiirevi 2 cos(¢/2) - 3,

nt
%, yani cos(t/2) dir. Dolay1styla

t
o (t) = <— sint, cost, cos 5)
a(t)

Istenen anlarda:

t aft) o (t)’nin vektér kismu
0 (2,0,0)  (0,1,1)

/2 (1,1,v/2) (—1,0,v2/2)

= (0,0,2)  (0,—1,0)

Bu vektorleri rota tizerinde disiinelim.

+ t = 0’da nokta kiirenin ekvatorundaki (2, 0, 0) noktasindadir. Hizin y ve z koordinatlari egittir: nokta
pozitif y yoniine giderken ayni oranda yiikselir, ekvatordan 45° egimle kalkar.

« t = 7/2'de nokta (1,1, +/2)’dedir. z koordinat1 azalmaktadir; y = sint bu anda en biiyiik degeri
1’dedir ve degismez; z hala artar ama daha yavas.

+ t = m’de nokta kuzey kutbu (0, 0, 2)’dedir. Hiz yataydir: z = 2 sin(¢/2) en bilyiik degerine ulagmigtir
ve bu anda degismez. Nokta negatif y yoniinde ilerleyerek rotanin y < 0 tarafina gecer.

Bir denetim yapalim. Egri hem kiirenin hem silindirin iizerinde kaldigina gore hizi iki yiizeye de teget
olmalidir. Konumla hizn i¢ ¢arpimini hesaplayalim; son terimde 2 sin(t/2) cos(¢/2) = sint 6zdegligini
kullaniriz:

4 t
(1+ cost)(—sint) +sintcost + 2sin§cos§
= —sint —sintcost +sintcost 4 sint = 0

bulunur; hiz, kiirenin merkezinden gelen yaricapa diktir. Silindirin yatay yaricap: (cost, sint, 0) ile i¢
carpim da —sint cost + costsint = 0’dir.
|

Alistirma 4.2 (Hizindan Bulunan Egri). R tzerinde tamiml, (0) = (1,0, 5) kosulunu saglayan ve
her t icin hiz vektoriiniin vektor kismi (t2,¢, et) olan egriyi bulunuz; béyle tek bir egri bulundugunu
gosteriniz.

Cozim.
Hiz vektoriintin vektor kismi, koordinat fonksiyonlarinin tiirevlerinden olusur. Dolayisiyla

al(t)y =12,  aht)=t,  az(t)=¢
olmalidir. Tiirevi t? olan fonksiyonlar ¢3/3 + ¢; bigimindedir; benzer bicimde ay(t) = t2/2 + ¢, ve

as(t) = €' + c3 olur. Baslangic kosulu «(0) = (¢, ¢y, 1 4+ ¢3) = (1,0,5) oldugundan ¢; = 1,¢5 =0
ve ¢5 = 4 bulunur:
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Denetim: tiirevler (¢2, ¢, e') ve a(0) = (1,0, 5)’tir.

Teklik. 8 da ayni iki kosulu saglasin ve v, = a; — ; diyelim. O zaman her ¢ i¢in 7, (¢t) = 0 ve 7,;(0) =
0’dir. Ortalama deger teoremi geregi her ¢ # 0 i¢in 0 ile ¢ arasinda bir ¢ say1s1 vardir ve «,; (t) — ;(0) =
vi(c)t = 0 olur. Yani her ¢ i¢in 7, (¢) = 0, dolayisiyla § = o’dur.

Bu akil yiriitmede tanim kiimesinin bir aralik olmasi énemlidir. Tanim kiimesi arada bogluk birakan
iki parcadan olugsaydi, tiirevi sifir olan bir fonksiyon iki parcada farkli sabitler alabilirdi ve teklik
bozulurdu.

]

Alistirma 4.3 (Ters Kosiniisle Yeniden Parametrelendirme). «a(t) = (1 4 cost, sint, 2sin(t/2))
egrisinin J : 0 < s < 1iizerinde h(s) = cos! sile yeniden parametrelendirmesi olan 8 = a/(h) egrisinin
koordinat fonksiyonlarini bulunuz.

Cozim.

cos™1, [0, 7] araligina kisitlanmis kosiniisiin tersidir. 0 < s < 1 icin h(s) acis1 0 ile 7/2 arasindadir.
h, J tuizerinde tiirevlenebilirdir ve A’ (s) = —1/v/1 — s2 olur; « biitiin R tizerinde tanimli oldugundan
bileske kurulabilir.

t = h(s) diyelim; o zaman cost = s’dir. Diger iki ifadeyi s cinsinden yazalim.

. sin?t =1—cos?t =1—s?ve 0 <t < 7/2 oldugundan sint > 0; dolaysiyla sint = /1 — s2.
« Yarim ac1 6zdesligi sin?(¢/2) = (1 — cost)/2, yani (1 — s)/2 verir; 0 < t/2 < 7/4 oldugundan
sin(¢/2) > 0’dur.

Ikinci maddeden

¢ 1—
2sin§:2,/ - S V225

Bs)=(1+sVI—s,vV2—2s), 0<s<L.

bulunur. Boylece

Denetim: kareler toplami (1 + s)? + (1 — s2?) + (2 — 2s) acilinca 4 bulundugundan A3(s) kiirenin
tizerindedir; (3; — 1)% + 82 = s2 + 1 — s? = 1 oldugundan silindirin {izerindedir.

s, 0’dan 1’e giderken t = cos ™' s acis1 7/2’den 0’a azalir. Yani 8, o’nm rotasmm a(7/2) = (1,1,v/2)
ile @(0) = (2,0, 0) arasindaki parcasini (u¢ noktalar harig) ters yénde dolagir. Bu, h’(s) < 0 olmastyla
ve Lemma 4.1 ile uyumludur.

|

Alistirma 4.4 (Logaritmayla Yeniden Parametrelendirme ve Hiz Formiilii). o(t) = (ef,et,/21t)
eprisini J : s > 0 tzerinde h(s) =logs ile yeniden parametrelendiriniz. Lemma 4.1'ndeki esitligi, iki
tarafi ayr1 ayr1 hesaplayarak bu durumda dogrulayimiz.

Cozim.
h, (0, 00) tizerinde tiirevlenebilirdir ve h’(s) = 1/sdir. €!°6° = s ve €765 = 1/s oldugundan

B(s) = a(logs) = (s, %, \/§logs).

Sol taraf. #'nin koordinatlarmin tiirevleri 1, —1/s? ve v/2/s’dir:

, 1 V2
B'(s) = (17 52 T) .
B(s)

Sag taraf. o/ (t) = (et, —e7?, \/E)a(t)’dir; t = log s koyarsak
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1 1 V2

Sa(h(s) = [ 1,—=, X2 .

"~ (h(s) ( )
a(log s)

a(log s) = B(s) oldugundan iki tarafin uygulama noktalar1 da vektor kisimlart da aynidir; egitlik
dogrulanmstir.

Yeni parametreyle egri 2 = s, y = 1/s bigiminde hiperboliin iizerinden gecer ve yiiksekligi v/2log s
olur. Yiikselme hiz1 v/2/s, s biiyiiditkce azalir. s = 1’de h/(1) =1 oldugundan £'(1) = o/(0) =
(1,-1,v2) (1 1,0)dur

|

Alistirma 4.5 (Iki Noktadan Gecen Dogru). (1,—3,—1) ve (6,2, 1) noktalarindan gecen dogrunun
denklemini, yani rotast bu dogru olan bir a(t) = p + tq egrisini bulunuz.

Coziim.
t = 0’da ilk noktada, ¢ = 1’de ikinci noktada olmak isteyelim. O zaman p = (1,—3,—1) ve

q=(6,2,1)—(1,—-3,—-1) = (5,5,2)
olmalidir. Dogru
a(t) = (14 5t, —3 + 5¢, —1 + 2¢)

olur. Denetim: a(0) = (1,—3,—1) ve a(1) = (6,2,1).

Aymi dogrunun baska denklemleri de vardir: p yerine dogrunun herhangi bir noktasi, q yerine
onun sifirdan farkli herhangi bir kat1 alinabilir. Bunlar birbirinin yeniden parametrelendirmeleridir.
Parametreyi yok ederek rotay: tek bir denklem zinciriyle de yazabiliriz: her koordinattan ¢ ¢ekilirse

z—1 y+3 z+1
5 5 2

bulunur.

Alistirma 4.6 (Iki Dogru Kesisir mi?). (1,—3,—1)ile (6,2, 1) noktalarindan gecen dogru ve (—1,1,0)
ile (—5, —1, —1) noktalarindan gecen dogru kesisir mi? Kesisiyorlarsa kesigim noktasini bulunuz.

Coziim.
Once iki dogrunun denklemlerini kuralim. Birinci dogru igin ¢ = 0°da (1, —3, —1) noktasinda, t = 1°de
(6,2,1) noktasinda olmak isteyelim: p = (1, —3,—1) ve

q=1(6,2,1)—(1,-3,—-1) = (5,5,2)
alirsak birinci dogru
a(t) = (1 +5t, —3 + 5t, —1 + 2¢)
egrisi olur. Tkinci dogru icin p” = (—1,1,0) ve
q =(-5,-1,-1)—(-1,1,0) = (—4,—2,-1)

alirsak B(u) = (—1 — 4u, 1 — 2u, —u) bulunur. Ikinci dogru i¢in ayr1 bir u harfi kullaniyoruz, ¢iinkii
iki rotanin ortak bir noktas: olsa bile iki egri oraya farkli anlarda varabilir.
Dogrular ancak ve ancak a(t) = S(u) olan ¢ ve u sayilar varsa kesigir. Koordinatlar: esitleyelim:
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1+ 5t =—1—4u,
—3+5t=1—2u,
—14 2t = —u.

Iki bilinmeyen icin iic denklem vardir; genel olarak ¢6ziim beklenmez. Uciincii denklemden v = 1 —
2t. Bunu birincide yerine koyarsak 1 + 5t = —1 — 4 4 8¢, yani 3t = 6 ve ¢t = 2 bulunur; buradan u =
—3. Ikinci denklemi denetleyelim: sol taraf —3 + 10 = 7, saj taraf 1 + 6 = 7. U¢ denklem de saglanr.
Dogrular kesisir. Kesisim noktasi

a(2) = (11,7,3) = B(-3)

noktasidir. Dogrultular (5, 5,2) ve (—4, —2, —1) birbirinin kat1 olmadigindan dogrular farklidir ve tek
bir noktada kesisir.

Aymn1 harfi kullansaydik bagka bir soru sormus olurduk: iki hareketli nokta ayni anda ayni yerde mi?
a(t) = B(t) denkleminin birinci koordinat1 ¢ = —2/9 verir, ama bu deger icin ikinci koordinatlar
—37/9 ve 13/9 olur. Rotalar kesisir, noktalar ise hi¢ ¢arpismaz.

|

Alistirma 4.7 (Yonlii Tiirevde Dogru Yerine Egri). v, bir teget vektor ve f diferansiyellenebilir bir
fonksiyon olsun. 0 € I olmak iizere o : I — R? egrisi a(0) = p ve o’(0) = v, kosullarmni saglasin; bdyle
bir egriye baslangic hiz1 v, olan egri diyelim. Lemma 4.2'i kullanarak

vl = 28 ) )

oldugunu gosteriniz. Yani yonli tiirevin tanimindaki ¢ = p + ¢v dogrusu, baslangic hizi v, olan herhangi
bir egriyle degistirilebilir.

Coziim.

o’ (0) = v, esitligi iki teget vektorin esitligidir: uygulama noktalar1 aynidir ((0) = p) ve vektér
kisimlar1 aynidir. Dolayistyla bu iki teget vektore gore alinan tiirevler de aynidir: o’ (0)[f] = v, [f].
Ote yandan Lemma 4.2, t = 0 aninda

fla)

2o =0

(0)

der. 1ki esitligi birlestirince istenen sonuc ¢iKar.

Tanimdaki dogru, a(t) = p + tv, bu tiirden egrilerden yalmzca biridir: Ornek 4.8 geregi hizinin vektor
kismu her an v’dir ve «(0) = p’dir. Sonug, yénlii tiirevin yalmzca baglangi¢ noktasina ve baslangig
hizina bagh oldugunu, egrinin geri kalanina bagh olmadigini séyler.

Kisa bir 6rnek: p = (1,0,0),v = (0,1,0) ve f = zy olsun. a(t) = (cost,sint, 0) dairesii¢in «(0) = p
ve a’(0) = (0,1,0),,’dir. Daire boyunca f(c(t)) = costsint olur; tiirevi cos® t — sin® ¢, t = 0°da 1’dir.
Dogru boyunca f(1,t,0) = t olur ve ¢ = 0’daki tiirev yine 1’dir. Lemma 3.1 da ayn1 say1y1 verir: p’de
O0f/0x =y =0vedf/0y =z = 1oldugundan v,[f] =0-0+1-1=1.

|

Alistirma 4.8 (Aynm1 Baslangi¢c Hizina Sahip Ug Egri). ¢ € R icin
a(t) = (t,1+t21), B(t) = (sint, cost, t), ~(t) = (sinh ¢, cosht, t)

egrilerinin baglangic hizlarinin ayni oldugunu, yani iiciiniin de ¢ = 0 aninda ayni noktadan ayni hiz
vektérilyle gectigini gosteriniz; bu ortak v, teget vektoriini bulunuz.

Coziim.
Baslangi¢ noktalar:: sin 0 = sinh 0 = 0 ve cos 0 = cosh 0 = 1 oldugundan

a(0) = B(0) =~(0) = (0,1,0).
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Hiz vektorleri:

- o'(t) = (1, 2t, 1), dolayisiyla ' (0) = (1
« B'(t) = (cost, —sint, 1), dolayisiyla 5’ (
« v/ (t) = (cosht, sinh ¢, 1), dolayisiyla v/ (0)

)0, 1)(0,1,0)2
)= (1,0,1)(0,1,0)
= (1a 0) 1)(0,1,0)‘
Ug baslangic hizida p = (0,1,0) ve v = (1,0, 1) olmak iizere ayn1 v, teget vektoridir.
Egrilerin kendileri ise ¢ok farkhidir: o, x = z diizlemindeki y = 1 + 22 paraboliiniin iizerindedir; f3,
22 + y? = 1 silindirinin {izerinde bir helistir; 7 ise cosh? ¢ — sinh? t = 1 geregi y?> — 2 = 1 yiizeyinin
iizerindedir. Baslangi¢ aninda birinci mertebeden ayni davranirlar, sonra ayrilirlar.
n

Alistirma 4.9 (U¢ Egriyle Ayn1 Yonlii Tiirev). f = 2% —y? + 22 olsun. a(t) = (t,1 +t2,t), B(t) =
(sint,cost,t) ve y(t) = (sinht, cosht,t) egrilerinin ortak baslangic hizi v, = (1,0,1) g 1 o) icin v, [f]
sayisini, i¢ egrinin her biri boyunca f’nin tiirevini ¢ = 0’da hesaplayarak bulunuz.

Coziim.
Alistirma 4.7 geregi ti¢ hesap da v, [ f]'yi vermelidir.
Birinci egri. Koordinatlar1 f’de yerine koyarsak

fla@) =2 -1+t +2 =22 122 —t* =-1—-¢t*

bulunur. Tirev —4t3, ¢t = 0’da 0.

Ikinci egri. sin?t — cos?t = — cos 2t oldugundan f(B3(t)) = —cos 2t + t2. Tiirev 2sin 2t + 2t, t =
0’da 0.

Uciincii egri. f(y(t)) = sinh? ¢ — cosh? ¢t + t2, yani —1 + t2. Tiirev 2¢, t = 0’da 0.

Ug yol da v, [f] = 0 verir. Lemma 3.1 ile denetleyelim: kismi tirevler 2, —2y, 2z; p = (0,1,0)°da 0,
—2,0.v=(1,0,1) ile toplam1-04+0-(—2)+1-0=0.

Dikkat: ii¢ bileske fonksiyon farklidir (—1 — %, #* — cos 2t, t2 — 1) ve t = 0’daki ikinci tiirevleri de
farkhidir (0, 6 ve 2). Egriler yalnizca birinci tiirevde anlasir; yonlii tiirev de tam olarak bu birinci mertebe
bilgisidir.

|

Alistirma 4.10 (Elipsin Cizimi ve Parametrelendirmesi). R?’de C : 422 + 32 = 1 seviye kiimesinin
kaba resmini ¢iziniz ve C i¢in bir parametrelendirme bulunuz.

Cozim.

Kosul. f = 42 + y? i¢in kismi tiirevler 8z ve 2y yalnizca orijinde birlikte sifirdir; £(0,0) =0 # 1
oldugundan orijin C’de degildir.

Resim. Denklem (2z)? + y? = 1 biciminde yazilabilir: C, merkezi orijin olan bir elipstir. y = 0 icin
x = +1/2, x =0 icin y = +1 bulunur; 2 = 1/4 icin y? = 3/4, yani y ~ +0,866. Elips | z | < 1/2,
| y | < 1dikddrtgenine sifan, iki eksene gore simetrik, eninden iki kat uzun bir ovaldir; birim dairenin
z yoniinde yarrya sikigtirilmig halidir.

Parametrelendirme. 2x = cost ve y = sint secelim:

1 .
at) = (5 cost, sin t) .

Her t icin 4-%cos®t+sin?t =1 oldugundan «(t) € C°dir. Tersine (z,y) € C' ise (2z,y) bi-
rim dairededir; cost =2z, sint =y olan bir ¢ i¢in «(t) = (z,y) olur. Hiz vektéri o'(t) =

(f% sint, cos t) © "dir; sifir olmasi i¢in sin ¢ ile cos ¢’nin birlikte sifir olmasi gerekirdi, bu imkansizdir.
o

o duzgiindiir ve dairede oldugu gibi periyodu 27’dir.
|

Alistirma 4.11 (Diizlemde Bir Dogrunun Parametrelendirmesi). R?’de C : 3z + 4y = 1 seviye
kiimesinin kaba resmini ¢iziniz ve C' igin bir parametrelendirme bulunuz.
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Cozim.

Kosul. f = 3z + 4y icin kismi tiirevler 3 ve 4 sabittir ve hic sifir olmaz.

Resim. C bir dogrudur. y = 0 i¢in z = 1/3, = 0 i¢in y = 1/4 bulunur; dogru eksenleri (1/3,0) ve
(0,1/4) noktalarinda keser ve egimi —3/4’tiir. Bir nokta daha: 3 - (—1) + 4 - 1 = 1 oldugundan (—1, 1)
de C’dedir.

Parametrelendirme. C’nin bir noktasi olarak p = (—1,1)’i alalim. Dogrultu vektérii q = (g, ¢5) i¢in
3¢, + 4g5 = 0 olmalidir ki dogru boyunca f degismesin; q = (4, —3) uygundur:

aft) = (—1 4 4t,1 — 3t).
Denetim:
3(—1+4t)+4(1—3t) =—-3+12t+4—12t =1.

Tersine (z,y) € C ise t = (z + 1)/4 i¢in a(t) nin birinci koordinatt x, ikinci koordinati 1 — 3(x +
1)/4 = (1 — 3z)/4 = y olur. « birebirdir ve hizinin vektér kismu (4, —3) hig sifir olmadigindan diiz-
gindiir. Bagka bir se¢cim ¢ > (¢, (1 — 3¢)/4) tur.

]

Alistirma 4.12 (Ustel Fonksiyonun Grafigi). R?’de C : y = e kiimesinin kaba resmini ¢iziniz ve C
icin bir parametrelendirme bulunuz.

Coziim.

Kosul. C, f =y — e* fonksiyonunun 0 degerindeki seviye kiimesidir. Kismi tiirevler —e”® ve 1’dir;
ikincisi hig sifir olmadigindan kosul her yerde saglanir.

Resim. C iistel fonksiyonun grafigidir: (0,1), (1,e) ~ (1;2,718) ve (—1,1/e) ~ (—1; 0, 368) noktala-
rindan geger. Daima x ekseninin tstiindedir; * — —oo iken z eksenine yaklagir,  buyidikge hizla
ytkselir.

Parametrelendirme. a(t) = (t,e'), t € R, C’nin her noktasindan tam bir kez geger: (z,e®) = a(z) ve
birinci koordinat ¢’yi belirler. Hizinin vektdr kismi (1, e’) olup birinci koordinati 1°dir; o birebir ve
diizgiindiir. Bagka bir parametrelendirme s > 0 icin S(s) = (log s, s)’dir; bu, a’nin h(s) = log s ile
yeniden parametrelendirmesidir.

|

Alistirma 4.13 (Helisin Teget Dogrular1). Diizgiin bir « egrisinin sabit bir ¢ anindaki teget dogrusu,
o/ (t)’nin uygulama noktast bir yana birakilip vektér kismi kullanilarak yazilan u — a(t) + u o’ (¢)
dogrusudur. a(t) = (2cost, 2sint,t) helisinin «(0) ve a(m/4) noktalarindaki teget dogrularimi bulunuz.

Coziim.

Hiz vektéri o (t) = (—2sint, 2 cost, 1), dir; ticiincii koordinati 1 oldugundan helis diizgiindiir ve
teget dogrular1 her noktada tanimlidir.

t=0.a(0) = (2,0,0) ve vektor kismi (0, 2, 1)’dir. Teget dogrusu

urs (2,0,0) +u(0,2,1) = (2, 2u, u)

olur.
t = /4. cos(m/4) = sin(r/4) = v/2/2 oldugundan «a(7r/4) = (v/2,v/2,7/4) ve vektor kismu
(—v/2, /2, 1)dir. Teget dogrusu

U > (\/ﬁ—ﬁu,\/i+\/§u,%+u>

olur.

Her iki dogru da v = 0°da egrinin noktasindan gecer ve hizi, egrinin o andaki hizidir. ikisi de helisin
iizerinde durdugu 22 + y? = 4 silindirine yalnizca bu noktada dokunur. Birinci dogru icin 22 + y? =
4 + 442, ikinci dogru igin

(VZ—V2u)?+(V2+V2u)? =2(1 — u)? + 2(1 + u)? = 4 + 4u?
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bulunur; u # 0 i¢in deger 4’ten buyiiktir, dogru silindirin disgindadir. Bu, Lemma 4.2’in yorumuyla
uyumludur: f = 22 + y? helis boyunca sabit 4’tiir, teget dogrusu boyunca ise 4 + 4u2’dir; iki fonksi-
yonun u = 0°daki tiirevi de 0’dur.

x2+y2=4

Sekil 4.7: x* + y* = 4 silindiri tzerindeki () = (2 cos ¢, 2 sin ¢, t) helisi ve ¢ = 0, t = 71/4 anlarindaki

teget dogrulari (-1 < u < 1 i¢in agik turuncu). Koyu turuncu oklar hiz vektorleridir; vektor kisimlari (0,

2, 1) ve (-v2, ¥2, 1) olup her biri kendi teget dogrusunun 0 < u < 1 parcasi iizerinde durur. Her dogru

egrinin noktasindan egriyle ayn1 hizla gecer ama silindire yalnizca o noktada dokunur: dogru boyunca

X+ y? = 4 + 4u? oldugundan u # 0 icin silindirin disinda kalir. Helisin silindirin arkasina gecen ucu
soluk ¢izilmistir.

Alistirma 4.14 (Yeniden Parametrelendirme Diizgiinliigii Ne Zaman Korur?). o : I — R3 diizgiin
bir egri, h : J — I tiirevlenebilir bir fonksiyon ve 5 = a(h) olsun. f’nin diizgiin olmas: i¢in gerek ve
yeter kosulun her s € J icin h’(s) # 0 oldugunu gosteriniz.

Coziim.
Lemma 4.1 geregi 8'(s) = h'(s) &’ (h(s))’dir. @ diizgiin oldugundan o’ (h(s)) nin vektor kismu w =
(wy, wy, ws) sifirdan farklidir; yani en az bir w; # 0’dir. §’(s)’nin vektor kismi A’ (s) w’dir.

« h'(s) # 0ise h'(s) w; # 0 olur; 5'(s) # 0.
« W' (s) =0ise h'(s)w = 0 olur; §'(s) = 0.

Dolayisiyla 8’ (s) = 0 olmast ile A’(s) = 0 olmas:1 ayn1 seydir. S’min bitiin hiz vektérlerinin sifirdan
farkli olmasi, A"’nin hicbir yerde sifir olmamasiyla aynidir.

Ornekler: Ornek 4.20'da h(s) = s ve h/(0) = 0 oldugundan B diizgiin degildir. Alistirma 4.4'de
h'(s) = 1/s hic sifir olmaz ve 3(s) = (s, 1/s, v/2log s) diizgiindiir.

|
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Alistirma 4.15 (Yeniden Parametrelendirmede Egri Boyunca Tiirev). 8 = a(h), o’nin bir yeniden
parametrelendirmesi ve f diferansiyellenebilir bir fonksiyon olsun. Her s € J i¢in

B (s)[f] = h'(s) o/ (h(s))[f]
oldugunu gésteriniz ve a(t) = (e*, et v/2t), h(s) = log s, f = z icin saysal olarak denetleyiniz.

Cozim.
Lemma 4.2'i énce B’ya uygulayalim: §’(s)[f] = % (B(s)). f(B(s)) = f(a(h(s))) oldugundan bu,
F = f(a) tek degiskenli fonksiyonu ile h’nin bilegkesidir. Tek degiskenli zincir kuraliyla

d
75 L (h(s)) = F'(h(s)) h'(s)

olur. Lemmay1 bu kez o’ya h(s) aninda uygularsak F’(h(s)) = o’ (h(s))[f] bulunur. Birlestirince
istenen esitlik ¢ikar.

Ayni sonuca Lemma 4.1 ile de ulasilir: 8’ (s) = h'(s) &’ (h(s)) ve Teorem 3.1'nin (1) numaral dzelligi
(b = 0 almarak) bir teget vektoriin say1 katina gore tiirevin, tiirevin o say1 kat1 oldugunu soyler.
Sayisal denetim. B(s) = (s,1/s,+/2logs) oldugundan f(B(s)) = V2logs ve B'(s)[z] = V/2/s. Ote
yandan f(a(t)) = v/2t, dolayisiyla her t icin o’ (t)[2] = v/2; h/(s) = 1/s ile carpinca v/2/s bulunur.
Iki taraf esittir.

|

Alistirma 4.16 (Kiibik Egri Birebirdir). o(t) = (3t —t3,3t2,3t + t3) egrisinin birebir oldugunu
gosteriniz ve bu yiizden periyodik olamayacagin aciklayimiz.

Cozim.
a(t) = a(ty) olsun. Birinci ve ii¢iincii koordinatlarin toplami egit olmalidir:

(3t —t3) + (3t +13) = (3t; — 3) + (3t; +13),

yani 6t = 6t ve t = t;. Dolayisiyla « birebirdir.

ik iki koordinat tek basina birebir degildir: 3t> fonksiyonu ¢ ile —t’de, 3t — t* fonksiyonu 0 ile v/3’te
ayn1 degeri alir. Ugiincii koordinat 3¢ + ¢3 birebirdir (tiirevi 3 + 3t2 pozitif oldugundan kesin artandir)
ve onunla da sonuca varilabilirdi; toplam hesabr ise hicbir tiirev gerektirmez.

a periyodik olsaydi bir p > 0 i¢in a(p) = «(0) olurdu; p # 0 oldugundan bu, birebirlikle celisir.
Periyodik bir egri hicbir zaman birebir olamaz.

|

Bu boliimde egrileri hareket eden noktalar olarak kurduk ve hizlarini teget vektorler olarak gordik;
bir sonraki bolumde (1-Formlar) teget vektorlere say1 kargsilik getiren lineer iglemleri, yani 1-formlari,
inceleyecek ve bir fonksiyonun diferansiyelini bu dilde tanimlayacagiz.
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5.1

5. 1-Formlar

Onceki bsliimde (Uzayda Egriler) uzayda hareket eden noktalari, yani egrileri ve onlarin hiz vektorlerini
inceledik. O bolimden ve daha dncekilerden elimizde calisan bir ara¢ var: bir v, teget vektorii bir f
fonksiyonuna uygulanir ve v,,[f] say1sini, yani f’nin p’den v y6niinde ¢ikarken ilk andaki degisim hizin
verir. Simdiye kadar bu islemde teget vektorii sabit tutup fonksiyonu degistirdik. Bu boliimde bakisi
ceviriyoruz: fonksiyonu sabit tutacak, teget vektori degistirecegiz.

Bu bakis agisi, temel hesaptan tanidik ama hicbir zaman tam ac¢iklanmamig bir formiili anlamli hale getirir.
Bir fonksiyonun diferansiyeli cogu zaman df = f, dx + f, dy + f, dz biciminde yazilir ve “dz, z’teki
cok kiigiik bir degisimdir” diye aciklanir. Ne kadar kiiciik? d f bir say1 mu, bir fonksiyon mu? Bu béliimiin
sonunda bu sorularin kesin cevaplari olacak: dx, dy, dz ve d f, teget vektorlere say1 karsilik getiren, her
noktada lineer olan fonksiyonlardir. Bunlara 1-form diyecegiz.

Plan séyle. Once diferansiyel formiiliiniin neyi anlatmaya ¢alistigini bir érnekle gériip 1-form kavramini
tanimlayacagiz; 1-formlar1 toplamayi, fonksiyonlarla ¢carpmay: ve vektor alanlarinda degerlendirmeyi
Ogrenecegiz. Sonra bir fonksiyonun diferansiyelini bir 1-form olarak tanimlayip koordinat diferansiyel-
lerini dx,dx,,dx; inceleyecegiz. Her 1-formun bu iciiyle yazilabildigini ispatlayinca baslangictaki
formiil bir sonug olarak kargimiza ¢ikacak. Son olarak diferansiyelin toplam, ¢carpim ve bileske kurallarim
ispatlayacak ve bunlarla hizli hesap yapmay1 6grenecegiz.

Diferansiyel Ne Demek?

Temel hesap derslerinde R? iizerindeki gercel degerli bir f fonksiyonunun diferansiyeli syle yazilir:

df = %dm—l— g—;d;;%—%dz.
Bu esitlik ¢cok kullanislidir, ama bi¢imseldir: sag yanda ne tiir nesnelerin toplandig1 soylenmez. dz bir say1
olsaydi hangi say1 olurdu? Kismi tiirevler bir noktada m1 degerlendiriliyor? Sol yandaki d f neyin esitidir?
Bu sorulari cevaplamak icin 6nce f hakkinda hangi bilgiyi toplamak istedigimizi soralim.
Bir p noktasinin yakininda f’nin nasil degistigini bilmek, p’den ¢ikilabilecek her y6n icin degisim hizim
bilmek demektir. Her yon bir teget vektorle verilir ve o yéndeki degisim hiz1 v, [f] sayisidir. Demek ki
aradigimiz nesne, p’deki her teget vektore bir say1 veren

vpr—>vp[f]

kuralidir. Bu kuralin nasil gériindiigiine bir 6rnekte bakalim.

Ornek 5.1 (Bir Noktadaki Biitiin Yonlii Tirevler). f = 2%y + z ve p = (1,2, —1) olsun. p’deki bir
v, teget vektorii icin v, [f] sayisinin v’ye nasil bagl oldugunu bulalim.

Coziim.

Lemma 3.1'ne gore v, [f] = >_ v; 0f/0z;(p) dir. Kismi tiirevler
of of of
9 a5 _ 9l
or Y Oy o 0z

olup p = (1,2, —1)’de sirastyla 4, 1 ve 1 degerini alir. Dolayisiyla v = (vq, v4, v5) i¢in
Vplf] = 4v; + v, +vs.

Ornegin v = (2, —1,3) i¢in v,[f] = 8 — 1+ 3 = 10 bulunur.

Bu formiiliin ti¢ 6zelligi goze ¢arpar. Birincisi, v’nin koordinatlarina lineer bicimde baglidir: sabit terim
yoktur, v;’lerin kareleri ya da ¢arpimlar1 yoktur. Ikincisi, biitiin kural yalnizca {i¢ sayiyla, 4, 1 ve 1 ile
belirlenir; bunlar kuralin (1,0, 0),, (0,1,0),, ve (0,0, 1),, tizerindeki degerleridir. Gergekten
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110 Boliim 5. 1-Formlar

(27 717 3) = 2(17 07 0) - (07 17 0) + 3(0’ 07 1)
oldugundan lineerlik

volfl=24-1-1+3.1=10

sonucunu hig tiirev almadan verir. Uciinciisii, bu ii¢ say1 f’nin p’deki kismi tiirevleridir.

Simdi temel hesaptaki formiilii ayni noktada yazalim: df = 4dx 4+ 1dy + 1 dz. Bu ifadede dz yerine
vy, dy yerine vy, dz yerine v5 koyarsak tam olarak yukaridaki kurali elde ederiz. Bi¢imsel formiilin
gizlice anlattig1 sey budur: df, teget vektorii “yiyip” onun yontindeki degisim hizini veren bir maki-
nedir; dz ise teget vektoriin birinci koordinatini okuyan makinedir.

|

Ornekteki gozlem geneldir. Teorem 3.1'nin birinci 6zelligi, p ve f sabitken v, + v [f] kuralinin her
zaman lineer oldugunu sdyler. Oyleyse diferansiyeli anlamak i¢in dogru nesne, her noktada o noktanin
teget vektorlerine lineer bicimde say1 veren bir fonksiyondur. Bu nesneyi, herhangi bir f fonksiyonuna
baglamadan, kendi bagina tanimlayarak basliyoruz.

1-Formun Tanimi

Tanim 5.1 (Uzayda 1-Form). R3 iizerinde bir 1-form ¢, R%’e teget biitiin vektorlerin kiimesi {izerinde
tanimli, gercel degerli ve her noktada lineer olan bir fonksiyondur. Her noktada lineer olmak su demektir:
aymi p noktasindaki her v, w,, teget vektorleri ve her a, b sayilar1 i¢in

pavy, +bdw,) = ad(vy,) +bp(w,).

P’

5 . 3 o . 3 . . .
¢’nin T, (R?) teget uzaymna kisitlamis1 ¢, : T,,(R”) — R ile gosterilir.

Yani bir 1-form, uzayin her noktasinda o noktadaki oklara lineer bigimde say1 veren bir kuraldir.
Tanimda iki katman vardir. Birinci katmanda ¢ tek bir fonksiyondur: her teget vektore, hangi noktada
uygulanmis olursa olsun, bir ¢(v,,) sayisi verir. Ikinci katmanda lineerlik yalnizca ayni noktadaki teget
vektorler i¢in istenir. Bunun nedeni basittir: farkli noktalardaki teget vektorleri toplamay: tanimlamadik
(Tanim 2.2), dolayistyla ¢(v,, + W) gibi bir ifade anlamsizdir. Boylece her p icin ¢, T}, (R3) vektor
uzaymdan R’ye bir lineer déniistimdiir; ama ¢, ile ¢, birbirinden tamamen farkli déniisiimler olabilir.
Lineerligin hemen ¢ikan bir sonucu, tanim dis1 kurallar1 ayiklamakta ige yarar. Tamimda @ = b = 0 alinirsa
0v, + 0w, = 0, oldugundan

B(0p) = 0-9(vy) +0- $(w,) =0

bulunur: bir 1-form, her noktadaki sifir vektoriine 0 degerini verir.

1 Dual uzay

Dogrusal cebirde bir E vektor uzayindan R’ye giden biitiin lineer déniigiimlerin kiimesine E’nin dual
uzay1 (dual space) denir ve E* ile gosterilir. Iki lineer déniisiim noktasal olarak toplanip sayilarla
carpilabildiginden E* de bir vektdr uzayidir; E ti¢ boyutluysa E* de ti¢ boyutludur. 7}, (R3) ii¢c boyutlu
bir vektér uzay1 oldugundan, tanim sunu séyler: her p noktasinda ¢, T}, (R3)’iin dual uzaymin bir
elemanidir.

Bir vektor alani her noktaya T, (R3)’iin bir elemanin, bir 1-form ise her noktaya bu uzayin dualinin
bir elemanini atar. Vektor alanlariyla 1-formlar bu yilizden birbirinin esi gibi davranir: biri oklar, 6teki
oklardan say1 tireten kurallar: tagir. Blim boyunca bu ikiligin somut yiizlerini gérecegiz.

Ornek 5.2 (Sabit Katsayili Bir 1-Form). Her p noktasindaki her vp = (v1,09,v3), teget vektori icin
B(vp) = 2v; — vy + 3v,

olsun. ¢’nin bir 1-form oldugunu gosterelim.
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5.2 1-Formun Tanimi 111

Cozim.

¢ her teget vektore bir say1 verdiginden, teget vektorler tizerinde gercel degerli bir fonksiyondur.
Lineerligi denetleyelim. v, ve w,, ayni noktada, a ve b sayilar olsun. Teget uzayindaki islemlerin tanimi
gerefi av, + bw,, teget vektoriiniin vektdr kismi av + bw’dir; bunun é-inci koordinati av; + bw,’dir.
Dolayisiyla

dlavy, +bwy) = 2(avy + bw;) — (avy + bwy) + 3(avs + bwy)
= a(2v; — vy + 3v3) + b(2w; — wy + 3ws)
= ad(vp) +bd(wp).

Ikinci satirda yalnizca parantezleri acip a ve b iceren terimleri ayr1 ayr1 topladik. ¢ bir 1-formdur.

Bir sayisal érnek: p = (5,0,2) i¢in ¢ ( (1,1,1), ) =2—1+43 =4 ve baglangic noktasinda da
¢ ((1,1,1)g ) =4 iki deger aynidr, ciinkii formiil uygulama noktasini hi¢ kullanmryor. Bu 1-formun
katsayilar1 (2, —1, 3) noktadan noktaya degismez; ileride bu 1-formun 2dz — dy + 3 dz oldugunu
gorecegiz.

]

Ornek 5.3 (Diizlemde Bir 1-Formun Seviye Dogrular1). Oklid diizleminde 1-formlar ayni bicimde
tanimlanir; yalnizca teget vektorlerin iki koordinati vardir. ¢ ( (v1,v9)p ) = 2p;v; + pyv,y kuralini ele
alalm ve p = (1,1) noktasinda ¢’nin aymi degeri verdigi teget vektorlerin uglarimin nasil bir kiime
olusturdugunu bulalim.

Cozim.

P = (1,1)’de katsayilar 2p; = 2 ve p, = 1 sayilaridir; dolayisiyla bu noktada ¢, (v,,) = 2v; + v, olur.
Bu, Ornek 5.2'dakiyle ayn1 hesapla lineerdir; p degisince katsayilar degisir ama her noktada yine iki
sayidir, bu ytizden ¢ bir 1-formdur.

Birkag teget vektorii degerleri ve ug noktalariyla listeleyelim. v, okunun ucu p + v noktasidur.

v (130) (071) (171) (7172) (*131) (0a72)
ug nokta (2,1) (1,2) (2,2) (0,3) (0,2) (1,-1)

Ucu (2, y) olan ok igin v = (z — 1,y — 1)’dir. ¢’nin bu oka verdigi degerin ¢ olmas:
2 —1)+(y—1)=¢c, yani 2z+y=3+c

demektir. Bu bir dogru denklemidir. Demek ki ¢, nin seviye kiimeleri, u¢ noktalariyla cizildiginde,
birbirine paralel dogrulardir: ¢ = 0 dogrusu p’nin kendisinden gecer (sifir vektériiniin ucu p’dir ve
degeri 0°dir), ¢ bir artinca dogru ayni miktarda kayar. Paralel ve esit aralikli dogrular lineerligin
goriintiisiidiir: bir okun iki katinin degeri iki kat oldugundan, uc iki kat uzaktaki dogruya diser.
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p = (1, 1) noktasinda (pp(vp) =2V, + v,

y
c=-1 -3
c=-2 ) -2
-1
=0
-1
0 1 2 3 X

Sekil 5.1: p = (1, 1) noktasinda ¢yvy) = 2v; + v, kurali: p'den ¢ikan alt1 okun ucundaki turuncu sayilar,

¢'nin o oka verdigi degerlerdir. Degeri c olan her okun ucu 2x + y = 3 + ¢ dogrusunun iizerine diiger;

gri dogrular ¢ = -2, -1, 0, 1, 2, 3 icin bu seviye dogrularidir ve daha kalin ¢izilen ¢ = 0 dogrusu p'den
gecer. Dogrularin paralel ve esit aralikli olmasi, ¢pnin lineer olmasinin goriintisiidir.

Baska bir noktada tablo degisir. Ornegin q = (2, —1)’de ¢,(v,) = 4v; — vy dir; seviye dogrular yine
paraleldir ama dogrultular: ve araliklar1 farklidir.
|

Ornek 5.4 (Katsayilar1 Noktayla Degisen Bir 1-Form). Her v, = (v}, v,,v3),, i¢in
B(vp) = p3vy + (P1 + Pa)vy — P1P2V5
olsun. ¢’nin bir 1-form oldugunu gosterelim.
Cozim.

Bir p noktas: sabitlendiginde ¢; = p3, c; = p; + py Ve c3 = —p;p, birer sayidir ve ¢(v,,) = c;v; +

oy + €305 olur. Ayni noktadaki vi,, w, ve a, b sayilari i¢in av,, + bw,’nin uygulama noktas1 yine

p’dir; bu ytizden katsayilar degismez ve
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¢;(av; + bw;)

[
Mw

dlavy, +bwy)

.

||
M“ L

vp) +bo(wy)

bulunur. ¢ bir 1-formdur.

Katsayilarin noktaya bagli olmasi lineerligi bozmaz, ¢iinkii lineerlik tek bir noktada sinanir. Ama ayni
vektor kismu farkli noktalarda farkl deger alabilir. v = (1,0, 2) i¢in p = (1, 2, 3)’te katsayilar 3, 3, —2
oldugundan ¢(v,) =3 —4 = —1; q = (2,—1,0)’da katsayilar 0, 1, 2 oldugundan ¢(v,) =0+0 +
4 =4

|

Ornek 5.5 (Lineer Olmayan Bir Kural). Her Vv, icin qS(vp) = v, U, olsun. ¢ bir 1-form mudur?

Cozim.

Hayir. Herhangi bir p noktasinda v, = (1,1,0), alahm. ¢(v,)=1-1= 1dir. 2v, = (2,2, )
oldugundan ¢(2v,,) = 2-2 = 4 olur. Oysa lineerlik (tamimda a = 2, b = 0) ¢(2v,,) = 2¢4(v,,)
gerektirir. 4 # 2 oldugundan ¢ hicbir noktada lineer degildir; bir 1-form degildir.

Ay tiirden baska kurallar da benzer bicimde elenir. Vektér kismmin uzunlugu /v? + v + v3, v ile
—Vv’ye ayn1 pozitif degeri verir, oysa lineer bir kural isaret degistirmelidir. v; + 1 kurali sifir vektoriine
1 verir, oysa her 1-form ¢(0,,) = 0 saglar. Bir 1-formun her noktadaki degeri, vektér kisminin koordi-
natlarinin sabit terimsiz, birinci dereceden bir ifadesi olmak zorundadir; bunun tam ifadesini ileride bir
lemma olarak ispatlayacagiz.

|

1-formlarla cebir yapmak i¢in yine noktasal ilkeyi kullaniyoruz. 1ki 1-formun ayni teget vektordeki
degerleri iki sayidir ve toplanabilir; bir fonksiyonun p’deki degeri de bir sayidir ve bir 1-formun p’deki
bir teget vektorde aldig1 degerle carpilabilir.

Tanim 5.2 (iki 1-Formun Toplami ve Fonksiyonla Carpimi). ¢ ve v, R? iizerinde 1-formlar, f de
R3 iizerinde gercel degerli bir fonksiyon olsun. ¢ + 1 ve f@, her v, teget vektori i¢in

@+ D) (vp) = d(vp) +¥(vp),  (f@)(vp) = f(P) ¢(vp)

ile tamimlanan fonksiyonlardir.

Yani toplamin bir okta aldig1 deger iki formun o oktaki degerlerinin toplamidir; f¢’nin degeri ise ¢ 'nin
degerinin, okun uygulama noktasindaki f(p) sayisiyla carpilmugidir. f sabit bir ¢ sayisiysa c¢ yazariz;
—¢, (—1)¢ demektir.

Tanim bu yeni fonksiyonlar: kurar; onlarin yine 1-form oldugunu ise ayrica gostermek gerekir.

Onerme 5.1 (Toplam ve Fonksiyonla Carpim Yine 1-Formdur). ¢ ve v I-formlar, f gercel degerli
bir fonksiyon ise ¢ + ¢ ve f¢ de 1-formdur.

ispat.
Iki fonksiyon da teget vektorler iizerinde gercel degerlidir; her noktada lineer olduklarini gostermek yeter.

vy, ve Wy, ayni p noktasinda, a ve b sayilar olsun.

Toplam igin, once toplamin tanimini, sonra ¢ ve ¢ ’nin ayri ayri lineerligini, en sonda terimleri yeniden
gruplayip toplamin tanimini geriye dogru kullaniriz:

(¢ + ) (av, +bwy) = ¢(avy, +bw,,) + Y(av, +bw,)
= a¢(vy,) +bd(wy,) +a(vy) +bp(wy)
= a(¢+9)(vp) +b(¢+9)(wp).
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Fonksiyonla carpim icin kritik nokta sudur: av,, + bw,, 'nin uygulama noktasi da p’dir, dolayistyla iig
teget vektoriin hepsinde ¢arpan ayni f(p) sayisidur:

(fo)(av, +bwy) = (p)¢(av +bW)

(p)( +b¢( p))

=a f(p) p(v )+bf(p) W)
)

a(fo)(vp) +b(fo)(wy).

Iki esitlik de her p, her Vi, W, Ve her a, b icin gecerlidir.
||

Bu iglemler sayilarla yapilan islemlerin biitiin aligilmig kurallarina uyar: ¢ + ¢ =9 + ¢, f(¢p +¢) =
fo+ fo,(f+9)0 = fo+ g9, f(9p) = (fg)¢ ve benzerleri. Her birinin ispat1 aynidur: iki tarafi keyfi bir
v, izerinde degerlendirince sayilar arasinda bilinen bir 6zdeslik elde edilir. Ornegin f(g¢) nin v, deki
degeri f(p) g(p) ¢(vp) dir, (fg)¢'nin degeri de Gyledir. Bundan sonra 1-formlarla hesaplarda parantez
acma, ortak carpan parantezine alma ve fonksiyon katsayilarini toplamin disina ¢ikarma iglemlerini bu
gerekgeyle serbestce yapacagiz.

Ornek 5.6 (Toplam ve Fonksiyonla Carpim Sayilarla). ¢(v,) = v; +v3, ¥(v,) = pv, ve f =
z + y? olsun. f¢ + 1 1-formunun p = (2, 1,0) noktasindaki v = (3, —1, 4) vektorii iizerindeki degerini
bulalim.

Cozim.
Tanima gore

(fo+¥)(vp) = f(P) d(vp) + ¥(vy)
olur. Parcalar1 ayr1 ayr1 hesaplayalim:

flp)=2+12=3, p(vp) =3+4=T1, Y(vp) =2 (—1) = —2.

Dolayisiyla istenen deger 3 - 7 + (—2) = 19°dur.
Genel bir teget vektor icin ayni hesap

(fo+¥)(vp) = (p1 +03)(vy +v3) +prvy

formiiliinii verir. Her noktada katsayilar say1 oldugundan, Onerme 5.1'un sdyledigi gibi, bu kural
gercekten her noktada lineerdir.
]

Carpan okun basinda okunur

(f¢)(v,) hesabinda f, okun uygulama noktasi p’de degerlendirilir; okun ucu p + v’de degil. Yuka-
ridaki 6rnekte ok (2, 1,0)’dan (5, 0,4)’e uzanr. f’yi yanhshkla ucta degerlendirmek f(5,0,4) = 5 ve
(f¢)(v,) = 35 gibi yanlis bir sonug verir; dogrusu 3 - 7 = 21°dir. Ucta degerlendirme ayrica lineerligi
de bozardi: v buiytudiikce carpan da degisirdi.

Bir 1-Formu Bir Vektor Alaninda Degerlendirmek

Bir 1-form tek tek teget vektorlere say1 verir. Bir vektor alani V' ise her p noktasina bir V'(p) teget vektori
verir (Tanim 2.4). Ikisini birlegtirince her noktada bir say1 elde ederiz: p’deki ok V(p)'dir ve ¢ bu oka
¢ ( V(p) ) sayisini verir. Noktasal ilke bu sayilar: tek bir fonksiyonda toplar.

Tanim 5.3 (Bir 1-Formun Bir Vektor Alanindaki Degeri). ¢, R? iizerinde bir 1-form ve V bir vektor
alani olsun. Her p noktasindaki degeri
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o(V)(p) =9 (V(p))

olan gercel degerli fonksiyona ¢’nin V iizerindeki degeri denir ve ¢(V) ile gosterilir.

Yani bir 1-forma bir vektér alani verince karsiliginda bir fonksiyon aliriz: form, alanin her noktadaki
okunu o noktadaki lineer kuraliyla bir sayiya doniistiirir.

Bu, yonlii tiirevleri incelerken kurdugumuz V[ f] yapisinin bir tiir aynasidir. Orada bir vektér alani, fonk-
siyonlar1 fonksiyonlara ¢eviriyordu; burada bir 1-form, vektor alanlarimi fonksiyonlara ceviriyor. Tirev
almak icin elimizdeki fonksiyonlarin diferansiyellenebilir olmas: gerekir; bu ylizden su tanimi yapiyoruz.

Tanmim 5.4 (Diferansiyellenebilir 1-Form). Diferansiyellenebilir her V' vektér alam i¢in ¢(V) fonk-
siyonu diferansiyellenebilir oluyorsa ¢ 1-formuna diferansiyellenebilir (differentiable) denir.

Yani diferansiyellenebilir bir 1-form, diizgiin alanlar1 diizgiin fonksiyonlara cevirir.

| Bundan sonra

Vektor alanlarinda yaptigimiz gibi, bundan béyle “1-form” séziinden diferansiyellenebilir 1-form
anlagilacaktir. Asagidaki orneklerin hepsinde katsayilar polinom oldugundan bu kosul saglanir;
saglanmadig1 bir 6rnegi de ayrica gorecegiz.

Ornek 5.7 (Bir Vektor Alaninda Deger Hesab1). ¢(v,,) = pyv; 4+ pyvg ve V = 2U; + U, + yUs
olsun. ¢(V') fonksiyonunu bulalim.

Coziim.
Once V’nin bir p noktasindaki okunu yazalim. Dogal catinin tanimi (Tanim 2.6) ve alan iglemlerinin
noktasal tanimi geregi

V(p) = p3 (]-5 O,O)p + (07 17 0)p +p2 (0,07 l)p = (p37 17p2)p'
Bu oka ¢’yi uygularken v; = ps, v, = 1, v3 = p, koyariz:
¢ (V(P))=py P3+Dp1 Dy =Paps+D1Py.

Bu her p i¢in gegerli oldugundan ¢(V) = yz + zy bulunur.

Denetim: p = (1,2, 3)te formiil 6 4 2 = 8 verir. Dogrudan: V(p) = (3,1,2), ve ¢ ( (3,1,2), ) = 2"
34+ 1-2 = 8. Uyusur.

|

Ornek 5.8 (Diizlemde Bir Alani Fonksiyona Cevirmek). Diizlemde ¢ ( (v1,v,)p, ) = —Pov; + D1,
1-formunu ve her noktada (1, 1) vektor kismina sahip V' = U; + U, alamini ele alalim. ¢(V') fonksiyonunu
bulup z,y € {—1,0, 1} 1zgarasindaki degerlerini gdsterelim.

Cozim.
Her p noktasinda V(p) = (1,1),, oldugundan

d(V)(p) =—py-1+p,-1=p; —py,

yani ¢(V') = x — y. Alan her yerde ayn1 oku ¢izer, ama ¢ nin katsayilar1 noktayla degistiginden ¢ikan
sayilar degisir. Izgara degerleri:

y=1 —2 —1 0
y=0 —1 0 1
y=—1 0 1 2
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y = x dogrusu iizerinde deger 0’dir: orada (1, 1) oku, ¢’nin o noktadaki sifir dogrultusu boyuncadir.

V=U, + Uy o(v, vz)p) = TPVt PV,
sayilar: (V) =x-y

y Vs
Ve
/7

1 / / /

-2 -1 0,7

7/
7/
/7
Ve
/7
Ve

0 / / /

-1 0,7 1 x

Ve
7/
/7
Ve
/7
Ve

-1 / /

0 - 1 2

7/
7/
Ve
7/
Ve
L2 y=x o(V)=0
-1 0 1

Sekil 5.2: V= U, + U, alan1 dokuz 1zgara noktasinin her birinde ayni (1, 1) okunu ¢izer (mavi; okunaklilik

icin her ok gercek uzunlugunun 0,35 katiyla ¢izilmistir). Turuncu sayilar, ((vi, v,)p) = —p2vi + piv, 1-

formunun her noktadaki oka verdigi degerlerdir, yani ¢(V) = x — y: ok hi¢ degismedigi hilde ¢'nin

katsayilar1 noktayla degistigi icin sayilar degisir. Kesikli y = x dogrusu iizerinde ok, ¢'nin o noktadaki
sifir dogrultusu boyunca durur ve deger 0 olur.

Ayni 1-formu bagka bir alanda degerlendirmek bambaska bir fonksiyon verir. Ornegin W = zU; +
yUs, icin W(p) = (p1,P2)p ve ¢(W)(P) = —pap; + p1py = 0 olur: bu 1-form, baslangi¢ noktasindan
disar1 bakan oklarin hepsine 0 verir.

u

Ornek 5.9 (Diferansiyellenebilir Olmayan Bir 1-Form). ¢(v,) = | p; | v, kuralini ele alahm. ¢
diferansiyellenebilir bir 1-form mudur?

Cozim.

Her p noktasinda | p; | bir sayidir ve ¢,(v,,) = | p; | vy olur; Ornek 5.4’daki hesap aynen gecerlidir,
yani ¢ her noktada lineerdir ve bir 1-formdur.

Simdi ¢’yi diferansiyellenebilir bir alanda degerlendirelim. U, nin koordinat fonksiyonlar1 0, 1, 0 sabit-
leridir, dolayisiyla U, diferansiyellenebilir bir vektor alanidir. U, (p) = (0, 1,0),, oldugundan

dUy)p)=|p1 |-1=|p |,
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yani ¢(Uy) = | = |. Bu fonksiyonun p; = 0 olan noktalarda x’e gore kismi tiirevi yoktur: h — 0 iken
(lh |—0 ) /h orani sagdan 1’e, soldan —1’e yaklagir. Diferansiyellenebilir bir alan diferansiyellene-
bilir olmayan bir fonksiyona déniistigiinden ¢ diferansiyellenebilir degildir.

her 1-formun katsayilarini birer fonksiyon olarak yazdigimizda bu gézlem kesinlesecek.
|

Degerlendirme islemi iki girdisine gore de lineerdir; tistelik bu kez katsayilar say1 degil, fonksiyon olabilir.

Onerme 5.2 (Degerlendirmenin Lineerligi). ¢ ve ) 1-formlar; V ve W vektor alanlari; f ve g gercel
degerli fonksiyonlar olsun. O zaman

W) (fV +gW) = F (V) + g (W),
@) (fo+gP)(V) = fo(V) +gu(V).
ispat.
Her iki esitligin iki yani da gercel degerli fonksiyondur. Iki fonksiyon, her noktada ayni degeri aliyorlarsa

esittir; bu yiizden keyfi bir p noktasinda degerlendirip karsilastiracagz.
(1) Vektor alani islemlerinin noktasal tanimi geregi

(fV+gW)(p) = f(p)V(pP) +g(p) W(p)

olur. Burada f(p) ve g(p) sayi, V(p) ve W(p) ise ayni p noktasindaki teget vektérlerdir. ¢ ’nin p deki
lineerliginia = f(p), b = g(p) ile kullanirsak

o(fV +gW)(p ) ( fP)V(p)+9(p)W(p) )
o (VP))+9P) o (W(p))
—f< ) o(V)(p) + 9(p) ¢(W)(p)

=(fo(V)+g0(W)) ()

bulunur. Birinci satir Tanim 5.3'dir; iigiincii satir ayni tammin geriye dogru kullanilisi, dordiinciisii
fonksiyonlarin noktasal toplam ve ¢carpimidir.
(2) V(p) nin uygulama noktasi p oldugundan, Tanim 5.2'deki ¢carpanlar f(p) ve g(p) 'dir:

(fo+g)(V)(p) = (fé+g¥) (V(P))
=fP)o (V(p))+9P)v (V(p))
=(fo(V)+g%(V)) (p)

Her iki hesap da her p i¢in gecerli oldugundan esitlikler fonksiyonlar arasinda dogrudur.
|

Ispatin 6zii: bir noktada her sey sayidir ve 1-formun o noktadaki lineerligi fonksiyon katsayilarini, o
noktadaki degerleri olarak digar: tasr.

Ornek 5.10 (Fonksiyon Katsayilarla Lineerlik). ¢(v,) = pyv; + pyv3, V =U,, W = Uy, f = z ve
g = 22 olsun. ¢(fV + gW) fonksiyonunu dogrudan ve Onerme 5.2 ile hesaplayalim.

Coziim.

Dogrudan: fV + gW = 2U; + 22Uy alaninin p’deki oku (p3, 0,pf)p’dir. @’yi uygularsak p,ps + p; -
2 .

P, yani

d(fV + gW) = yz + 3.

Onerme ile: U, (p) = (1,0, 0),, oldugundan ¢(U; )(p) = p,, yani ¢(U; ) = y. Benzer bicimde Uy (p) =
(0,0,1),, icin ¢(Us) = =. Birinci 6zellik

¢(2U; + 2%2U3) = 2¢(U)) + 22 ¢(U3) = 2y + 22 - & = yz + 23

verir. Iki yol aymi fonksiyona ulasir.
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Burada fonksiyonlar disar: ¢ikar, tiirevde ¢ikmaz

Onerme 5.2'nde ¢(fV) = f ¢(V)'dir: f arpant higcbir diizeltme terimi olmadan disar1 ¢ikar. Yonlii
tirevlerde ise durum farkliydi: genelde V/[fg] # f V]g]dir, ¢iinkii Leibniz kurali fazladan bir V[f] ¢
terimi tretir. Fark suradan gelir: ¢(V')’nin p’deki degeri yalmizca V' nin p’deki okuna baghdir, dolayi-
siyla f de yalnizca p’deki degeriyle ise karigir. V[ f] ise bir tiirevdir; p’deki degeri f’nin p yakinindaki
degerlerine baghdir ve f’nin degisimi de hesaba girer.

Bir Fonksiyonun Diferansiyeli

Artik baslangigtaki gozlemi bir tanima dontstirebiliriz. Diferansiyellenebilir bir f fonksiyonu verildi-
ginde her teget vektore, f'nin o vektdre gore tirevini kargilik getirelim.

Tanim 5.5 (Bir Fonksiyonun Diferansiyeli). f, R? iizerinde diferansiyellenebilir gercel degerli bir
fonksiyon olsun. Her v, teget vektorii igin

df(vp) = vp[f]

kuraliyla tanimlanan d f 1-formuna f’nin diferansiyeli (differential) denir.

Yani df, f’nin her noktadaki her yéndeki degisim hizini bir arada tutan nesnedir: ona bir ok verin, f’nin
o ok boyunca ilk anda ne hizla degistigini soylesin.

Tanimda df’ye 1-form dedik; bunun dogru oldugunu, istelik df’nin diferansiyellenebilir oldugunu
gOstermemiz gerekir.

Onerme 5.3 (Diferansiyel Bir 1-Formdur). f diferansiyellenebilir ise df diferansiyellenebilir bir 1-
formdur ve her V' vektor alani igin df (V') = V[ f] olur.

ispat.

Teget vektorler tizerinde fonksiyon. Her v, icin v, [f] tek bir gercel sayidwr (Tanim 3.1); dolayistyla d f,
teget vektorler iizerinde gercel degerli bir fonksiyondur.

Her noktada lineerlik. v, ve w, ayni noktada, a ve b sayilar olsun. Teorem 3.1'nin birinci 6zelligi geregi

df(avy, +bw,) = (av, +bdw,)[f] = av,[f] +bw,[f],

ve sag yan adf(vy,) +bdf(w,,) dir. Demek ki df bir 1-formdur.

Vektor alanlarindaki deger. V' bir vektor alani olsun. Herp icind f(V))(p) = df ( V((p) ) = V(p)[f] dir
ve bu, V[ f] fonksiyonunun p’deki degeridir. Boylece d f (V) = V'[f].

Diferansiyellenebilirlik. V 'nin Oklid koordinat fonksiyonlariv,, vy, vs olsun (Lemma 2.1). Lemma 3.1 her
noktada uygulaninca

3
AFV) = VIl =3 oL
i=1

1 7

bulunur. V diferansiyellenebilir ise v, ler, f diferansiyellenebilir oldugundan da 0 f | Ox, ler diferansiyelle-
nebilirdir. Diferansiyellenebilir fonksiyonlarin carpimlari ve toplami yine diferansiyellenebilir oldugundan
df (V) diferansiyellenebilirdir. Bu, Tanim 5.4'in istedigi seydir.

|

f hakkinda birinci mertebeden bilinebilecek her sey, yani her noktadaki her yondeki degisim hizi, d f'nin
i¢indedir. Bu yiizden R? {izerinde analiz yaparken diferansiyellere sik sik bagvuracagiz. Tanimi koordinat
kullanmadan yaptik; birazdan koordinatlara gecince temel hesaptan bildigimiz formiillere ulasacagiz.
Once iki 6rnek.
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Ornek 5.11 (Diferansiyelin Bir Teget Vektordeki Degeri). f =xyz, p=(1,—1,2) ve v=
(3,1, —2) olsun. d f(v,) say1sini 6nce dogrudan yonli tiirevin tanimindan, sonra kismi tiirevlerle bulalim.

Cozim.
Tanima gére df(v,,) = v, [f]'dir. p’den v dogrultusunda gegen dogrunun ¢ anindaki noktasi p + tv,
yani (1 + 3t, —1 + ¢, 2 — 2¢)’dir; bu dogru tizerinde

flp+tv)=(143t)(—1+1¢)(2—2t).
[k iki carpanin carpimi —1 — 2¢ + 3¢2°dir; bunu 2 — 2t ile carparsak
f(p+tv) =—2—2t+10t2 — 613

bulunur. Tiirev —2 4 20t — 18t, t = 0’da —2’dir. Dolayisiyla d f(v,,) = —2.
Kismi tiirevlerle: 8f/0x = yz, 0f /0y = z2z, 0f/0z = zy; p’de —2, 2, —1. Lemma 3.1 ile

df(vp) =3-(=2)+1-24+(-2)- (-1)=—6+2+2=—2.

Iki yol ayn1 say1y1 verir. Negatif isaret, p’den v yéniinde ¢ikarken f’nin ilk anda azaldigini séyler.
]

Ornek 5.12 (Sabit Fonksiyonun Diferansiyeli). c bir say1ve f = c sabit fonksiyon olsun. Bu fonksi-
yonun dc diferansiyelini bulalim.

Cozim.

Her v, icin f(p +tv) = ¢, t’ye bagl olmayan bir sayidur; tiirevi 0°dir. Dolayisiyla de(vy,) = 0. Her
teget vektore 0 veren 1-forma sifir 1-form diyelim ve onu 0 ile gosterelim; buldugumuz sey dc = 0
esitligidir.

Simdi herhangi bir diferansiyellenebilir g fonksiyonu i¢in g ile g + c’yi karsilagtiralim. Teorem 3.1'nin
ikinci 6zelligi geregi

d(g+c)(vy) = vplg +c] = vplgl + Vel = vy [g] = dg(vy,)-

Yani d(g + ¢) = dg. Ornegin 22 ile 2 + 5 farkh fonksiyonlardir ama diferansiyelleri aynidir. Diferan-
siyel, fonksiyonun degerlerini degil, degisimini kaydeder; sabit bir kaydirma bu degisimi etkilemez.
Alistirmalarda bunun tersini de ispatlayacagiz: R3’iin tamaminda diferansiyeli sifir olan bir fonksiyon
sabittir.

|

Koordinat Fonksiyonlarinin Diferansiyelleri

En basit fonksiyonlar dogal koordinat fonksiyonlaridir (Tanim 1.3): x; = &, 9 = Y, 3 = 2. Bunlar birinci
dereceden polinom olduklarindan diferansiyellenebilirdir ve diferansiyelleri dx,, dx,, dx 5 (bagka yazimla
dz, dy, dz) birer 1-formdur. Bu ti¢ 1-formun ne yaptigini bulmak i¢in kisa bir gésterime ihtiyacimiz var.

Tanim 5.6 (Kronecker Deltas1). i,5 € {1,2,3} i¢in

5. — 1,0 =7 ise,
U7 10,i 5 ise

sayisina Kronecker deltasi (Kronecker delta) denir.

Yani 9,;, 3 x 3 birim matrisin ¢-inci satwr, j-inci siitunundaki girdidir: késegende 1, baska her yerde 0.

Bu gosterimin en ¢ok kullanilan 6zelligi toplamlari ¢okertmesidir: a,, a,, a5 sayilari igin Zj a;d,; topla-

minda yalnizca j = ¢ terimi sifirdan farklidir, dolayisiyla
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Ornegin i = 2 igin toplam a; - 0 + ay - 1 + a5 - 0 = a, dir.
Ornek 5.13 (Koordinat Diferansiyellerinin Degeri). dz,,dz,,dz; 1-formlarinin keyfi bir Vp =
(vq,v9,v3), teget vektorindeki degerini bulalim.

Coziim.
Once z; nin kismi tiirevlerini hesaplayalim. z;(q) = ¢; oldugundan, yalnizca j-inci koordinat degisti-
rildiginde x,’nin degeri j = 7 ise tam o koordinat kadar degisir, j # i ise hi¢ degismez. Dolayisiyla

sabit fonksiyonudur. $imdi diferansiyelin tanimini ve Lemma 3.1'nii kullanalim:

3
Li
(p) = Z”j Jij = ;.

Z; j=1

Q

3
d%("p) = vp[‘ri] = Zvj

J

o5

Son esitlik Kronecker deltasinin toplami ¢okertme 6zelligidir. Ayni sonuca dogrudan tanimdan da
ulagilir: p + ¢v dogrusu tizerinde z;(p + tv) = p; + tv; olur ve bunun ¢’ye gére tirevi her ¢ i¢in v, dir.
Sonug: dx;’nin bir tefet vektordeki degeri, o teget vektoriin vektor kismimin i-inci koordinatidir ve
uygulama noktasina bagl degildir.

Sayisal olarak, p = (1,2,1) ve v = (2,1,3) i¢in dz(v,) = 2, dy(v,) = 1 ve dz(v,,) = 3’tiir. Aym
vektor kismi baglangic noktasinda uygulansa da ti¢ deger degismez.
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ptv

dz(v,) = 3

Sekil 5.3: Kalin ok, p = (1, 2, 1) noktasindaki vy, = (2, 1, 3)p teget vektoradir ve (1, 2, 1)'den (3, 3, 4)'e

gider. Okun bagindan sonuna eksenlere paralel basamaklarla gidildiginde 6nce x yoniinde 2 (turuncu),

sonra y yoniinde 1 (yesil), en son z yoniinde 3 (mavi) birim yiirtiniir. Bu ii¢ uzunluk sirasiyla dx(vy),

dy(vyp) ve dz(vy) degerleridir: her biri vektér kisminin bir koordinatini okur ve uygulama noktasi p'ye
bagl degildir.

Noktalar i¢in dogal koordinat fonksiyonlar ne ise yarryorsa, teget vektorler i¢in dx , dx,, dx5 0 ise yarar:
x,; bir noktanin i-inci koordinatini okur; dz; bir teget vektoriin (vektér kisminin) ¢-inci koordinatini okur.
Aynu iliskiye dogal cat1 alani tarafindan da bakilabilir. U;(p)nin vektér kisminin 4-inci koordinati, j =
i ise 1, degilse 0°dur; yani d,;’dir. Ornekteki sonug ve Tanim 5.3 geregi her p icin dz,(U;)(p) = 9, olur.
Dolayisiyla dz; (U;) fonksiyonu, degeri 6;; olan sabit fonksiyondur:

u U, Us
de; 1 0 0

dz, 0 1 0
dzg 0 0 1

Dogrusal cebirde, bir e, e,, e; tabani verildiginde her birine 1, 6tekilere 0 veren {i¢ lineer déniisiime bu
tabanin dual tabani (dual basis) denir. Tablo, her p noktasinda dx,, dx,, dz5’iin p’deki kisitlaniglarinin,
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U, (p), U, (p), Us(p) tabanimin dual taban oldugunu soyler. dz;’lerin U; lerin “dualleri” diye anilmasinin
nedeni budur.

Ornek 5.14 (Fonksiyon Katsayili Bir 1-Formun Degeri). fi, f,, f3, R?® iizerinde gercel degerli
fonksiyonlar ve

Y = frdz, + frdzy + fyday
olsun. ¢’nin keyfi bir v, = (v;,v,,v3),, teget vektoriindeki degerini bulalim.

Cozim.

Once 9’nin gercekten bir 1-form oldugunu not edelim. Her dz; bir 1-formdur (Onerme 5.3). Onerme
5.1 geregi her f; dz; bir 1-formdur; ayn1 énerme iki 1-formun toplaminin 1-form oldugunu séyler. Once
fidz, + fy dzy’ye, sonra buna f; dxs eklenmesine uygulaninca ¢’nin bir 1-form oldugu cikar.
Degeri bulmak icin toplamin tanimini iki kez, fonksiyonla carpimin tanimini ii¢ kez ve Ornek 5.13'nin
sonucunu kullaniriz:

3

Zfi(p) dz;(vy,)

=1

3
w(vp) = Z(fz dmi)(vp)

~
=

fi(P)v; = f1(P)v1 + fo(P) vy + f5(P) vs.

Il
.M“

Il
—

K2

Bu formiil sunu séyler: p noktasinda 1, katsayilar1 f;(p), f5(p). f5(p) sayilar1 olan sabit katsayili
kuraldir. Katsayilar p’de, okun basinda hesaplanir; vektor kisminin koordinatlariyla carpilip toplanir.
|

Ornek 5.15 (Fonksiyon Katsayili Formun Sayisal Degeri). v = zydz — zdy + 2 dz olsun. ¢’nin
p = (2,1, —1) noktasindaki v = (1, 3, 2) vektorii tizerindeki degerini bulalim.

Cozim.
Katsay1 fonksiyonlar1 f; = xy, f, = —z ve f3 = z2’dir. p = (2,1, —1)’de

filp)=2-1=2, foilp)=—(-1)=1, fs(p)=2"=4
Ornek 5.14’daki formiille

P(vp)=2-1+1-3+4-2=2+3+8=13.

Karsilastirma icin ayni1 vektor kismini baglangi¢ noktas: 0°’da uygulayalim: orada ii¢ katsay: da 0’dir ve
P ( (1,3,2), ) = 0 olur. dz;’lerin tersine, fonksiyon katsayuili bir 1-formun degeri uygulama noktasina
baglidur.

|

Her 1-Form Koordinatlarla Yazilir

Ornek 5.14, Y f; dx,; bicimindeki her ifadenin bir 1-form oldugunu gésterdi. Ters yon de dogrudur ve ¢ok
daha kullanighdir: hangi 1-formu alirsak alalim, onu bu bi¢cimde yazabiliriz. Bu, bir vektér alaninin V' =
> v, U, bi¢iminde yazilisginin (Lemma 2.1) 1-formlardaki kargiligidur.

Lemma 5.1 (Bir 1-Formun Oklid Koordinat Fonksiyonlar1). ¢, R3 iizerinde bir 1-form olsun ve i =
1,2,3 icin f, = ¢(U;) fonksiyonlarini tamimlayalim. O zaman

3
= fidz, = fdz, + fodz, + fydxs.
i1
Bu esitligi saglayan f,, f5, f5 fonksiyonlar tektir. Bunlara ¢’nin Oklid koordinat fonksiyonlart (Eucli-

dean coordinate functions of ¢) denir.
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Ispat.

Bir 1-form, teget vektirler iizerinde bir fonksiyondur. Dolayisiyla ¢ ile Y, f; dzx; ancak ve ancak her teget
vektorde aynmi degeri alirlarsa esittir. Keyfi bir v, = (vy,v,,v3),, alalm ve iki tarafin bu vektordeki
degerini hesaplayalim.

Sag taraf. Ornek 5.14 geregi

3

<i1 fidz; ) (vp) = Zfi(l)) V-

=1

Sol taraf. T}, (R3) ’teki toplama ve skalerle carpmanin tanimi ile dogal ¢atinin tanimi geregi

w

vp =1, (1,0,0), + v, (0,1,0), +v5(0,0,1), = Y v, Uy(p).
=1

¢’nin p’deki lineerligi iki terimli toplamlar i¢cin yazilmistir; ii¢ terime ulasmak icin onu iki kez uygulariz:
once vy, ’yi v Uy (p) ile kalan iki terimin toplamina ayirarak, sonra bu iki terimli toplamin kendisine.
Boylece

=1 i=1 i=1

bulunur; ikinci esitlik Tanim 5.3, iigiincisii f; ’nin tamumidir. Iki taraf aymi sayiyr verdiginden ¢ =
> fid;.

Teklik. ¢ = 3 g; dz; olacak bicimde baska g, , g, g5 fonksiyonlari da bulunsun. Iki tarafi U;(p) iizerinde
degerlendirelim. U,(p) ‘nin vektor kisminin i-inci koordinati §,; oldugundan Ornek 5.14'daki formiil

$(U;)(p) = Zgi(p) 5;; = 9,(p)

verir. Bu her p igin dogru oldugundan g; = ¢(U;) = f; olur.
|

Lemmadan sonra R® iizerindeki 1-formlar1 fdx + gdy + hdz ifadeleriyle 6zdeslestirebiliriz. Temel
hesaptaki ayn1 goriiniimli ifadelerden farki, bunlarin artik teget vektorler tizerinde kesin olarak taniml
fonksiyonlar olmasidir. Her noktada bir 1-form ti¢ sayiyla belirlenir: f; (p), f5(p)., f5(p). Bu da hem dual
uzayn ¢ boyutlu olmasiyla, hem de bir 1-formun her noktada vektér kisminin sabit terimsiz, birinci
dereceden bir ifadesi olmasiyla uyumludur.

Lemma diferansiyellenebilirligi de koordinatlara indirir. Bir V' = > v, U; vektér alam i¢cin V(p) =
(v1(P),v3(P), v3(P)), oldugundan, Ornek 5.14’daki formiil her noktada

BV)(P) =Y i(p)ui(p), yanmi $(V) =

3
7 =1

3
fivi

-1

verir. f;’ler diferansiyellenebilir ise diferansiyellenebilir her V icin bu toplam diferansiyellenebilirdir,

yani ¢ diferansiyellenebilirdir. Tersine, ¢ diferansiyellenebilir ise U; alanlar1 (sabit koordinatl: olduklar:

icin) diferansiyellenebilir oldugundan f; = ¢(U;) fonksiyonlar: diferansiyellenebilirdir. Sonug: bir 1-form

ancak ve ancak Oklid koordinat fonksiyonlar: diferansiyellenebilir ise diferansiyellenebilirdir. Ornek 5.9'daki

1-formun koordinat fonksiyonlar1 0, | z |, 0’dir ve ortadaki diferansiyellenebilir degildir.

Vektor alanlariyla 1-formlar arasindaki ikiligi simdi tek bir tabloda toplayabiliriz. Son satirdaki v, =

dz,; (V) esitligi, dz,;(V)(p) nin V (p) nin vektdr kisminin i-inci koordinati, yani v;(p) olmasindan gelir.

vektor alam1 V' 1-form ¢

p’de verdigi bir ok lineer bir kural
temel nesneler U;,U,, Uy dz,,dz,, dz,

standart bicim V=Y, U, ¢=> fid;
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vektor alam1 V' 1-form ¢

koordinatlar v; = dx;(V) fi=o(U;)

Ornek 5.16 (Koordinat Fonksiyonlarim1 Bulmak). Ornek 5.4'da her vy, icin
(Vp) = p3vy + (P1 + Pa)vy — P1P2V5
kuraliyla verilen ¢ 1-formunu ) f; dz, biciminde yazalim.

Cozim.
Lemma, f; = ¢(U;) fonksiyonlarmi hesaplamamizi sdyler. U; (p) = (1,0,0), oldugundan v; =1,
vy = v3 = 0 koyariz:

fi(p)=¢ ( (laoao)p ) = P3-

Benzer blglmde f2(p) = ¢ ( (Oa 17O)p ) :pl +p2 ve f3(p) = ¢ ( (0a07 1)p ) = _p1p2‘ Fonksiyon
olarak f; = z, fy = z + y, f3 = —zy. Dolayisiyla

¢ =zdx+ (x+y)dy —zydz.

Denetim: p = (1,2,3) ve v = (1,0, 2) icin bu yazihs 3- 1 + 3 - 0 + (—2) - 2 = —1 verir; Ornek 5.4’da
ayni say1ly1 bulmustuk. Koordinat fonksiyonlari polinom oldugundan ¢ diferansiyellenebilirdir.
]

Ornek 5.17 (Dogal Catida Esit Olan 1-Formlar). ¢ ve 1 iki 1-formolsunveheri = 1,2, 3i¢in ¢(U;) =
¥ (U;) fonksiyon esitligi saglansin. ¢ = 1 oldugunu gosterelim.

Coziim.
Lemma 5.1 her iki 1-forma uygulanirsa

3 3
6=2 o) dz; = $(U;)dz; =
i=1 i=1

bulunur; ortadaki esitlik varsayimdir. Demek ki bir 1-formu tanimak i¢in onun her teget vektordeki
degerini bilmek gerekmez: i¢ alan, U;, U, ve U tizerindeki degerleri yeter.

Ug alanin yerine tek bir alan yetmez. dz ve dy 1-formlar1 V = U, + U, alaninda ayni sabit fonksiyonu
verir: dz(V) =1 = dy(V). Ama dz(U;) = 1, dy(U;) = 0 oldugundan dz # dy.

|

5.7 Diferansiyelin Koordinat Formiilii

Simdi bolumiin bagindaki soruya donebiliriz. Bir fonksiyonun diferansiyelini (Tanim 5.5) yonla tirevle,
koordinat kullanmadan tanmimladik. Asagidaki sonug, bu tanimin temel hesaptaki bi¢imsel formiille aym
seyi soyledigini gosterir.

Sonug 5.1 (Diferansiyelin Kismi Tiirevlerle Yazilis1). f, R® iizerinde diferansiyellenebilir bir fonk-
siyon ise

3
) ) ) )
df = :—fdaciz—fdacl—i—anda:z—l—andx?).
i 2 3

ispat.
Iki tarafin keyfi bir v, = (v1,V9,v3), teget vektoriinde ayni degeri aldigini gosterecegiz. Sag taraf,
katsayilar f; = 0 f /Ox; olan fonksiyon katsayili bir 1-formdur; Ornek 5.14 geregi degeri

( 3. 0f dwi)(vp):i%(p)vi

i=1 9z;
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5.7 Diferansiyelin Koordinat Formili 125

olur. Sol tarafin degeri tanim geregi d f(v,,) = vp[f]'dir ve Lemma 3.1 bu sayinin tam olarak yukardaki
toplam oldugunu soyler. Iki 1-form her teget vektorde ayni degeri aldigindan esittir.
Ayni sonuca Lemma 5.1 iizerinden de ulasihr. d f 'nin koordinat fonksiyonlari d f(U,) dir ve Onerme 5.3
geregidf(U;) = U[f]. U;(p) nin vektor kisminin j-inci koordinati 6;; oldugundan

3
ULTm) = 05 2 (p) = 2L ()

Jj=1

Demek ki d f ’nin Oklid koordinat fonksiyonlari f nin kismi tiirevleridir ve lemma istenen esitligi verir.
]

Boylece baglangictaki formiil

0 0 0
dfz—icda:—i-—fdy—ka—ﬁ

3 By dz

artik bir teoremdir ve her semboliin kesin bir anlami vardir. Esitligin iki yani da teget vektorler tizerinde
taniml fonksiyonlardir, yani 1-formdur. dz, dy, dz “cok kiiciik sayilar” degil, bir teget vektoriin vektor
kisminin koordinatlarini okuyan 1-formlardir. Kismi tiirevler birer fonksiyondur ve bir teget vektorde
degerlendirirken okun uygulama noktasinda hesaplanir. iki yan v, ye uygulamak, yonlii tiirevin kismi
tirevlerle hesap formiiliini verir. Katsay: iliisiit (0 f/0x,0f /0y, 0f/0%) temel hesaptaki gradyan (gra-
dient) vektoridiir; d f bu ticliiniin teget vektorler tizerinde ¢alisan halidir.

[lk kural toplamlarla ilgilidir: bir toplamin diferansiyeli, terimlerin diferansiyellerinin toplamidir.

Onerme 5.4 (Toplamin Diferansiyeli). f ve g diferansiyellenebilir fonksiyonlar, a ve b sayilar ise
dlaf +bg) =adf +bdg.
Ozel olarak d(f + g) = df + dg ved(—f) = —df.

ispat.
Keyfi bir v, alalim. Diferansiyelin tanimi, Teorem 3.1'nin ikinci 6zelligi ve Tanim 5.2 (sabit a, b fonksi-
yonlariyla) sirasiyla

d(af +bg)(vy) = vplaf +bgl = av,[f] +bv,]g]
=adf(vy) +bdg(vy) = (adf +bdg)(vy)

verir. Her teget vektorde degerler esit oldugundan 1-formlar esittir a =b=1 ve a = —1, b =0 ozel
hallerdir.

Formiil yoluyla da goriilebilir: kismi tirev alma lineer oldugundan af + bg’nin i-inci kismi tiirevi
adf/0x; + bdg/0x, olur. Bunu Sonug 5.1'ne koyup 1-formlarla cebir kurallariyla iki toplama ayirirsak
yineadf + bdg bulunur.

|

Ornek 5.18 (Formiille Diferansiyel). f = x? + ysin z olsun. df’yi Sonuc 5.1 ile bulup p = (1,2,0)
noktasindaki v = (1,1, 1) vektérii tizerindeki deZerini hesaplayalim.

Coziim.
Kismi tirevler

af af

— =sinz, —— = ycosz
oy 8. 7

of _

T
Ox v

oldugundan df = 2z dx + sin zdy + ycos zdz. p = (1,2,0)’da katsayilar 2, sin0 = 0 ve 2cos0 =
2’dir. Dolayisiyla

df(vp) =2-14+0-1+2-1=4.
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Denetim i¢in dogrudan tanima gidelim: p +tv = (1 +¢,2 4+ ¢,t) ve
fp+tv)=(1+t)%+ (2+1)sint.

Tirev 2(1 4+ t) +sint + (2 + t) cost’dir; t = 0’da 2 + 0 + 2 = 4. Uyusur.
|

Ornek 5.19 (Sabit Katsayili Her 1-Form Bir Diferansiyeldir). a, b, c sayilar olsun. a dz + bdy +
¢ dz 1-formunun bir fonksiyonun diferansiyeli oldugunu gosterelim.

Cozim.
f = ax + by + cz fonksiyonunu alalm. Onerme 5.4'n1 iki kez uygulaymca

df =d(ax +by+cz) =adx+bdy+cdz

bulunur. Ayni sonu¢ Sonug 5.1'nden de ¢ikar: f’nin kismi tiirevleri a, b, ¢ sabitleridir.

Ozel olarak Ornek 5.2'daki ¢(v,) = 2v; — vy + 3vz 1-formu, Ornek 5.14 geregi 2 dx — dy + 3 dz’dir
ve bu da d(2z —y + 3z)’dir. Bir bagka 6zel hal tutarlilk denetimidir: f = z; i¢in formil dz; =
Ej d;; dx; verir ve toplam ¢oktiigiinde gercekten dz; kalir.

Katsayilar fonksiyon olunca durum degisir. Ornegin y dz hi¢bir fonksiyonun diferansiyeli degildir;
bunu aligtirmalarda ispatlayacagiz. Her diferansiyel bir 1-formdur, ama her 1-form bir diferansiyel
degildir.

|

Carpim ve Bileske Kurallar1

Geriye iki soru kaliyor: iki fonksiyonun ¢arpiminin ve bir bilegkenin diferansiyeli, parcalarin diferansi-
yelleri cinsinden nasil yazilir? Bu iki kural, toplam kuraliyla birlikte, diferansiyelleri kismi tiirevlerle tek
tek ugrasmadan hesaplamay: saglar.

Lemma 5.2 (Carpim Kurali). f ve g, R? iizerinde diferansiyellenebilir fonksiyonlar ve fg bunlarin
carpimi ise

d(fg) = gdf + fdg.

ispat.
fg diferansiyellenebilir fonksiyonlarin ¢carpimi oldugundan diferansiyellenebilirdir. Kismi tiirevin ¢arpim
kurali, oteki iki koordinat sabit tutulup tek degiskenli carpim kurali uygulanarak elde edilir:

a(fg) _ of 9g
oxr, Oz, J oz,

K2

Bunu Sonug 5.1'ne koyalim:
3 3
of 6g
<fg>=z z( + 1 g2 )do
i—1 i i=1 ?
3 3

Ikinci satira gegerken 1-formlarla cebir kurallarim kullandik: parantezi agtik ve g, f fonksiyon ¢arpan-
larini toplamlarin disina aldik. Son esitlik yine Sonug 5.1 diir.
|

<.

z; =gdf+ fdg.

Z Z

Alistirmalarda ayni kurali koordinat kullanmadan, dogrudan diferansiyelin tanimindan ispatlayacagiz.

Ornek 5.20 (Carpim Kuraliyla Diferansiyel). f = z2yz olsun. df’yi carpim kuraliyla bulup p =
(1,1,0) noktasindaki v = (1,0, —3) vektorii iizerindeki degerini hesaplayalim.

Acik Matematik - acik-matematik.com 126 CC BY-NC-SA 4.0


https://acik-matematik.com
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.tr
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Cozim.
f = (2?)(yz) bigiminde yazalim. Sonuc 5.1 ile d(x?) = 2z dz (kismi tiirevler 2z, 0,0). yz icin carpim
kurali bir kez daha: d(yz) = zdy + y dz. Dolayisiyla

d(z?yz) = yzd(2?) + 22 d(y2) = 2zyzdx + 2%z dy + 22y d=.

Katsayilar gercekten f’nin kismi tiirevleridir: df/0x = 2zyz, 8f /0y = 12z, 0f /92 = x2%y.
p = (1,1, 0)’da katsayilar 0, 0, 1’dir; bu yiizden

df(vy)=0-140-041-(—3) = 3.

Yonli tirevleri incelerken ayni fonksiyonun ayni teget vektore gore tiirevini, dogru boyunca tek
degiskenli tiirev alarak da —3 bulmustuk.

Kuralin bigimine dikkat: d(fg), “df ile dg’nin ¢arpimi” degildir; iki 1-formun carpimi heniiz taniml
bile degildir. Dogru kural, her diferansiyeli 6teki fonksiyonla ¢arparak toplar.

|

Lemma 5.3 (Bileske Kurali)). f:R3 — R ve h: R — R diferansiyellenebilir fonksiyonlar olsun. O
zaman h(f) : R® — R bileske fonksiyonu da diferansiyellenebilirdir ve

a (h(f) )= (f)df.
Burada I/ tek degiskenli tirevdir; h'(f) de her p’yi ' ( f(p) ) sayisina gotiiren bileske fonksiyondur.

Ispat.

Kismi tiirevler. p noktasini ve bir i indisini sabitleyelim; F'(t), f’nin p nin yalnizca i-inci koordinatina
t eklenerek elde edilen noktadaki degeri olsun. Tamim geregi F'(0) = 0f/0x;(p) ve F(0) = f(p) dir.
Tek degiskenli zincir kuralit +— h ( F(t) ) fonksiyonununt = 0°daki tiirevini b’ ( F/(0) ) F”(0) olarak
verir. Bu, h( f) nin p ‘deki i-inci kismi tiirevidir; her p icin gegerli oldugundan

OnS) _ iy OF
ox; () oz,

Diferansiyellenebilirlik. Sag taraf, h'(f) ile 0f/0x; nin carpimudir. b’ de diferansiyellenebilir bir
tek degiskenli fonksiyon oldugundan h'(f) ayni tiirden bir bileskedir; ona ayni formiil uygulaninca
Oh'(f)/0x; =h"(f)0f/0z; cikar. Kismi tirevin ¢arpim kuralni da kullanarak mertebe iizerinden
tiimevarimla sunu elde ederiz: h( f) nin her mertebeden kismi tiirevi vardir ve h\®)(f) bicimindeki biles-
kelerle f nin kismi tiirevlerinin ¢arpimlarinin sonlu bir toplamidir. Bu carpanlarin her biri siireklidir (h(*)
ile f siirekli oldugundan bileskeleri de siireklidir). Dolayisiyla bitiin kismi tiirevler siireklidir ve h(f)
diferansiyellenebilirdir.
Diferansiyel. Sonug¢ 5.1'nii h( f) ye uygulayip ortak ¢carpan b’ (f)’yi disari alirsak

3 3
a(hh)) =3 2D g0 =S w5 2L = ()0
i =1 i

i=1

bulunur; son adimda f icin yine Sonuc 5.1 kullanildL.
|

1 Yalnizca bir aralikta tanimh dis fonksiyonlar

Ispat, h'nin yalnizca f’nin aldig1 degerlerde ve onlarin yakininda tiirevlenebilir olmasini kullanir. Bu
yiizden h agik bir J araliginda, érnegin (0, 00)’da diferansiyellenebilirse ve f’nin biitiin degerleri
J’nin i¢indeyse, ayn1 formiil gecerlidir. f yalnizca R®’iin acik bir parcasinda tanimliysa da (6rnegin
baslangi¢ noktasi cikarilmis uzayda) sonu¢ o parcada dogrudur. Ornekler: f > 0 ise d (\/? )=
df/(2+/f) ve d(log f) = df/ f; burada log dogal logaritmadr.
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Ornek 5.21 (Bileske Kuraliyla Diferansiyel). f = sin(z2 + 2) olsun. df’yi bileske kuraliyla bulup
p = (0,5, 7) noktasindaki v = (1, 2, 3) vektorii tizerindeki degerini hesaplayalim.

Cozim.
I¢c fonksiyon g = x2 + 2, dig fonksiyon h = sin’dir; b’ = cos. Once i¢ fonksiyonun diferansiyeli: d(x?),
Lemma 5.3'nin h(s) = s? ve i¢ fonksiyon z ile ézel halidir, d(2?) = 2z dx. Toplam kuraliyla dg =
2z dx + dz. Bilegke kurali
d (sin(ar:2 +2))= cos(z? + z) (2x dx + d=2)
= 2z cos(z? + 2) dx + cos(x? + z) dz

verir. dy terimi yoktur, ¢iinkii f ikinci koordinata bagh degildir.
p = (0,5,7)’de x? + 2 = 7 ve cos T = —1'dir; katsayilar 0, 0, —1 olur. Dolay1styla

df(vy)=0-140-2+(—1)-3= 3.

© Diferansiyeli hesaplamanin pratik yolu

Somut bir fonksiyonun diferansiyeli gerektiginde, kismi tiirevleri tek tek hesaplayip Sonu¢ 5.1'ne
yerlestirmek yerine toplam, ¢arpim ve bileske kurallariyla ilerlemek genellikle daha az is gikarir.
Sonucu Y f; dx, biciminde topladigimizda katsayilar, Lemma 5.1'ndaki teklik sayesinde, f’nin kismi
tiirevlerinin ta kendisidir. Ustelik is orada bitmez: bulunan d f’yi herhangi bir teget vektorde deger-
lendirmek, f’nin o yondeki tiirevini verir. Tek bir hesapla biitiin yonli tiirevler elde edilmis olur.

Ornek 5.22 (Kurallarla Diferansiyel ve Biitiin Yonlii Tiirevler). f = (z2 — 1)y + (y? + 2)z olsun.
df’yi kurallarla bulalim ve buradan f’nin keyfi bir v, teget vektoriine gore tiirevini veren formiila
yazalim.

Coziim.
Toplam kural.. 1ki terimin diferansiyelleri ayr1 ayr1 alinip toplanir:

df =d ((2* =1y )+d ((¥*+2)z).
Carpium kurali. Her terim bir ¢arpimdir:
d ( (z2 — 1)y )= yd(z? —1) + (22 — 1) dy,
d( (P +2)z)=2dy* +2)+ (y* +2)dz
I¢ diferansiyeller. Sabitin diferansiyeli sifir ve d(2?) = 2x dx oldugundan d(z? — 1) = 2x dx; benzer

bicimde d(y? + 2) = 2y dy.
Toplama. Yerine koyup dz, dy, dz katsayilarini toplarsak

df = 2zdz)y + (z* —1)dy + 2ydy) z + (y* + 2) dz
=2zydz + (2% + 2yz — 1) dy + (y* + 2) d=.
Teklik geregi katsayilar kismi tiirevlerdir: 0f/0x = 2xy, 0f/0y = x® + 2yz — 1, 8f/0z = y> + 2.
Birini dogrudan denetleyelim: y’ye gore tiirevde (22 — 1)y terimi 2 — 1, (y? + 2)z terimi 2yz verir;
toplam uyusur.
Biitiin yonlii tiirevler. d fyi v, = (v, vq, v3),, lizerinde degerlendirmek icin katsayilari p’de hesaplayip
v, lerle carpariz:

volfl =df(vy) =2p1py vy + (p} + 2paps — 1) vy + (p3 + 2) vs.

Sayisal bir denetim: p = (1,1,1) ve v = (1,—1,2) i¢in formtl 2 - 1 + 2 - (—1) + 3 - 2 = 6 verir. Dog-
rudan tammdan: p + tv = (1 +¢,1 —¢,1 + 2¢) ve
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Fp+tv) = (2t +12)(1 —t) + (3 — 2t + ¢2)(1 + 2¢).

Birinci terimin ¢ = 0’daki tiirevi 2, ikinci terimin tiirevi (—2) - 1 + 3 - 2 = 4’tiir; toplam 6. Uyusur.
|

Alistirmalar

Alistirma 5.1 (Tek Terimli Bir 1-Formun Degeri). p = (0,—2,1) ve v = (1,2, —3) olsun. 32 dz 1-
formunun v, teget vektorii iizerindeki degerini bulunuz.

Cozim.

Ornek 5.14 geregi fonksiyon katsayili bir 1-formun degeri, katsayilarin okun uygulama noktasindaki
degerleriyle vektor kisminin koordinatlarinin carpimlarmin toplamidir. Burada tek katsay1 y2’dir ve
dz ile ¢arpilmigtir.

Katsay.. p = (0,—2,1)’de y = —2 oldugundan y? = 4.

Koordinat. dx(v,) = vy = 1.

Deger. (y* dz)(v,) =4-1=4.

Katsay1 okun baginda, p’de hesaplanir. Okun ucu p + v = (1,0, —2)’de y? = 0 olurdu ve yanlis olarak
0 bulunurdu.

|

Alistirma 5.2 (Iki Terimli Bir 1-Formun Degeri). p = (0,—2,1)vev = (1,2, —3) olsun. zdy — y dz
1-formunun v, teget vektorii iizerindeki degerini bulunuz.

Coziim.

Katsayilar. dy’nin katsayisi z, dz’nin katsayis1 —y’dir. p = (0,—2,1)’de z = 1 ve —y = 2.
Koordinatlar. dy(vy,) = vy = 2 ve d2(v,,) = v3 = —3.

Deger. Terimleri toplarsak

(zdy —ydz)(vy) =1-24+2-(-3)=2—-6=—4.

Alistirma 5.3 (U¢ Terimli Bir 1-Formun Degeri). p = (0,—2,1) ve v = (1,2,—3) olsun. (2% —

1) dz — dy + 22 dz 1-formunun v, teget vektorii izerindeki degerini bulunuz.

Coziim.
Katsayilar. Katsay1 fonksiyonlar1 f; = 22 — 1, f, = —1 ve f3 = z%'dir. p = (0, —2,1)’de

filp)=1-1=0, folp)=-1,  f3(p)=0.
Deger. Vektor kisminin koordinatlar: 1, 2, —3 oldugundan
( (2> =) dz —dy+2°dz) (vp) =0-1+(=1)-2+0-(=3) = —2.

Bu noktada iki katsay: sifir oldugundan 1-form, p’deki teget vektorler iizerinde —dy gibi davranur:
yalnizca ikinci koordinat: okuyup isaretini degistirir.
]

Aligtirma 5.4 (Standart Bicimdeki Formu Bir Alanda Degerlendirmek). ¢ = Y f; dz, bir 1-form
ve V' = " v, U, bir vektér alant ise (V') = > f; v; oldugunu gosteriniz.

Cozim.
Birinci yol: noktasal. Dogal ¢atinin tanimi ve alan iglemlerinin noktasal tanimi geregi her p icin
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V(D) = (1(0), 25(0), u5(p)).

Tanim 5.3 ve Ornek 5.14 ile

3 3
o)) =@ (V(P)) =D filp)uilp) = (D fivi ) (P)

=1

bulunur; son esitlik fonksiyonlarin noktasal toplam ve ¢arpimidir. Bu her p i¢in dogru oldugundan

¢(V) = fivi .
Ikinci yol: lineerlikle. Onerme 5.2'nin birinci dzelligini (iki kez) V = Zj v; U;’ye uygularsak ¢(V) =

Zj v; ¢(U;) olur. Ikinci 6zellik ve dx;(U;) = 6;; geregi

3

$(U) = fidz,(U)) = fi6,;= 1.

i=1 =1

w

Dolayisiyla ¢(V') = Zj v; f;; bu, istenen toplamdur.

Sayisal denetim. ¢ = zdx + (v + y) dy — zy dzve V = U, + U; igin formiil ¢(V) = z — zy verir. p =
(1,2,3)’te bu 3 — 2 = 1'dir. Dogrudan: V(p) = (1,0, 1), ve katsayilar 3, 3, —2 oldugundan deger 3 +
0 —2 = 1. Uyusur.

|

Alistirma 5.5 (Konum Alaninda Deger). ¢ = z?dx —y?dz olsun. ¢'nin V = zU, + yU, + 2U;
vektor alanindaki degerini bulunuz.

Coziim.

Alistirma 5.4'deki formiilii kullanacagiz.

Koordinatlar. ¢’nin Oklid koordinat fonksiyonlar1 f; = 22, f, = 0, f3 = —y?; V’nin koordinat fonksi-
yonlari v; = &, vy = y, v3 = 2°dir.

Deger. Karsilikli carpip toplarsak

o(V) =2 -2+0-y+(—y°) z2=2" -y’

Denetim. p = (2,1,3)’te formiil 8 —3 =5 verir. Dogrudan: V(p) = (2,1, 3),,; katsayilar 4, 0, —1
oldugundan deger4-2+0-1+4(—1)-3 =5.
|

Alistirma 5.6 (Iki Terimli Alanda Deger). ¢ = z?dz — y*>dz olsun. ¢'nin W = zy (U, — Us) +
yz (U; — Uy) vektdr alanindaki degerini bulunuz.

Coziim.
Standart bi¢im. Parantezleri acip ayn1 U leri toplarsak

W = (zy +y2) Uy —yz Uy —zy Us.
Deger. ¢’nin koordinat fonksiyonlar1 22, 0, —y? oldugundan Alistirma 5.4 ile
(W) = 2?(zy +y2z) + 0 (—y2) + (—v*)(—zy) = 2%y + 2?yz + 2y,

Ikinci yol. Onerme 5.2 ile dogrudan da gidilebilir. ¢(U;) = 22, ¢(Uy) = 0, ¢(Us) = —y? oldugundan
d(U; — U3) = 22 + y% ve ¢(U; — U,) = z2. Buradan

d(W) = zy (2® +y?) + yz - 2 = 2%y + zy® + 2?yz,

ayni sonug.
n
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Alistirma 5.7 (Fonksiyon Katsayili Birlesimde Deger). ¢ = 22 dx —y?dz, V = zU, + yU, + 2U,
ve W = xy (U; — Us) + yz (U; — U,) olsun. ¢’nin, z # 0 ve y # 0 olan noktalarda taniml (1/z)V +
(1/y)W vektér alanindaki degerini bulunuz.

Cozim.

Tamim kiimesi. 1/x ve 1/y katsayilar1 yalnizca « # 0, y # 0 olan noktalarda tanimlidir. Bu noktalarin
kiimesi aciktir ve orada her sey noktasal tanimlandigindan Onerme 5.2 ayni ispatla gecerlidir.
Lineerlik. Onermenin birinci ézelligi f = 1/x ve g = 1/y ile

1 1 1 1
o(GV+ W)= o)+ o)

verir.
Deger. Alistirma 5.5 ve Alistirma 5.6'deki sonuglar1 yerine koyarsak

z3 — y22 n x3y + xzyz + :cy3
Z Y
2

=z2—£+x3+m2z+xy2.
T

¢<£V+§W):

Dogrudan denetim. Alanin koordinat fonksiyonlar

<l+x+z, g—z, E—x)
x x

olur (birinci koordinat x/x + (zy + yz)/y, 6tekiler benzer bicimde). ¢’nin katsayilar1 22, 0, —y? ile
carpilip toplaninca 22 + z3 + 222z — y%2/z + 2y? elde edilir; ayni fonksiyon. Ornegin (1, 1, 1) nokta-
sinda deger 3’tiir.

|

Alistirma 5.8 (Besinci Kuvvetin Diferansiyeli). f diferansiyellenebilir bir fonksiyon olsun. d(f5)’i
df cinsinden yaziniz.

Coziim.

Dis fonksiyon. f5 = h(f) olur; burada h(s) = s biitiin R iizerinde diferansiyellenebilirdir ve h’(s) =
5s4.

Bileske kurali. Lemma 5.3 ile

a(f*) =1 (f)df =5f*df.
Denetim. f = x + y i¢in sonug
d((z+y)°)=5(+y)*(dz+dy)

olur. (z + y)°’in z’e ve y’ye gore kismi tiirevlerinin ikisi de 5(z + y)*, 2’ye gére tiirevi 0°dir; Sonug 5.1
ile uyusur.
]

Alistirma 5.9 (Karekokiin Diferansiyeli). f, her noktada f > 0 olan diferansiyellenebilir bir fonk-
siyon olsun. d(1/f)’yi df cinsinden yazinz.

Cozim.

Dis fonksiyon. h(s) = /s fonksiyonu (0, c0) aralifinda diferansiyellenebilirdir ve h'(s) = 1/(2+/s).
f’nin buitiin degerleri bu aralikta oldugundan, bileske kuralinin ardindaki nottaki genigletme uygulanir.
Bileske kural.
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Omek. f =1+ z2icindf =2z dzved (Vi+az?)=zdz/V1+a?

Alistirma 5.10 (Logaritmik Bileskenin Diferansiyeli). f diferansiyellenebilir bir fonksiyon olsun.
d (log(1+ ) )'yidf cinsinden yaziniz; burada log dogal logaritmadr.

Coziim.
Dis fonksiyon. 1+ s* > 1 > 0 oldugundan h(s) = log(1 + s?) biitiin R iizerinde diferansiyellenebi-
lirdir. Tek degiskenli zincir kuraliyla

, 2s
h'(s) = oL
Bileske kurali. Lemma 5.3 dogrudan uygulanir:
2 / 2f
d (log(1+ f%) )=hr(f)df = 1+f2df'

Aligtirma 5.11 (Uzaklik Fonksiyonunun Diferansiyeli). Baslangi¢ noktasina uzakligi veren r =
(x% + y* 4 2%)'/? fonksiyonunun diferansiyelini, baglangic noktas: digindaki noktalarda 3 f; dz; bici-
minde yaziniz.

Coziim.

Tanim kiimesi. x ekseni izerinde r(¢,0,0) = | ¢ | oldugundan r’nin baslangi¢ noktasinda z’e gore kismi
tiirevi yoktur. Baslangic noktasi cikarilmis uzay acik bir kiimedir ve orada g = x2 + 32 + 22 > 0’dir.
I¢ diferansiyel. Toplam kurali ve d(x?) = 2z dz ile dg = 2z dz + 2y dy + 2z d=.

Bileske kural.. 1 = /g ve Alistirma 5.9 geregi

dr — dg zdr+ydy+zdz
r—2\/§— " .

Standart bi¢im. Katsayilar1 ayirirsak
dr = Edar:—i—gdy—f—fdz.
r T r

Yorum. p = (3,0,4)’te r = 5 ve dr(v,,) = (3v; + 4v3)/5 olur. Disar1 dogru v = (3,0,4) igin deger
25/5 = 5’tir; gergekten 7(p + tp) = 5(1 + t) ve tirevi 5’tir. Kiireye teget v = (4,0, —3) i¢in deger
(12 —12)/5 = 0’dur: bu y6nde uzaklik ilk anda degismez.

|

Alistirma 5.12 (A¢1 Fonksiyonunun Diferansiyeli). tan~!(y/x) fonksiyonunun diferansiyelini, = #
0 olan noktalarda ) f; dz; biciminde yaziniz.

Coziim.

Tanim kiimesi. x # 0 olan noktalarin kiimesi agiktir ve y/z orada diferansiyellenebilirdir.

Boélimiin diferansiyeli. h(s) = 1/s fonksiyonu s # 0 olan her noktanin yakininda diferansiyellenebi-
lirdir ve h’(s) = —1/s?; bileske kuralinin ardindaki not geregi d(1/z) = —dxz/x?. Carpim kuralt

() v ()=

verir.
Ters tanjant. tan™ " biitiin R’de diferansiyellenebilirdir ve tiirevi 1/(1 + s?)’dir. Bileske kurali ile
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1Y 1 rdy—ydr xdy—ydx
d(tan —): . =
z 1+ y2/2? 2 22 + 32
Standart bigim.
1Y -y <
d(t 1-): d dy + 0dz.
(an T z? + y? x+a:2+y2 yrlaez

Yorum. x > 0 olan yar1 uzayda tan~!(y/z), noktanin ry-diizlemine izdiisiimiiniin kutupsal agisidur.
p = (1,0, 0)’da birim ¢ember boyunca saat yoniiniin tersine giden v = (0,1, 0) i¢in deger 1-1/1 =
1’dir: a¢1 birim hizla artar. Sonugtaki 1-formun katsayilar1 = 0, y # 0 noktalarinda da anlamlidir, ama
tan~!(y/x) orada taniml degildir.

]

Alistirma 5.13 (Bir Polinomun Diferansiyeli ve Yonli Tiirevi). f = zy? —y2? olsun. df’yi
bulunuz ve onu kullanarak p = (0, —2, 1) noktasindaki v = (1,2, —3) vektérii igin v, [ f] say1sin1 hesap-
layiniz.

Cozim.
Diferansiyel. Carpim kuralyla d(zy?) = y? dx + 2zy dy ve d(yz?) = 2? dy + 2yz dz. Toplam kura-
liyla

df = y*dz + (2zy — 2%) dy — 2yz dz.

Katsayllarp’de.p = (0,—2,1) iciny? = 4,22y — 22 =0— 1= —1ve —2yz = —2(—2)(1) = 4.
Yonli tirev. v, [f] = df(v,,) oldugundan

volfl=4-1+(-1)-2+4-(-3)=4—2—12 = —10.

Alistirma 5.14 (Ustel Bir Carpimin Diferansiyeli ve Yonlii Tiirevi). f = ze¥ olsun. d f’yi bulunuz
ve onu kullanarak p = (0, —2, 1) noktasindaki v = (1,2, —3) vektérii icin v,[f] say1sin1 hesaplayiniz.

Coziim.
Diferansiyel. Bileske kurali (h = exp, h’ = exp) ve carpim kurali ile d(yz) = zdy + y dz ve d(e¥?) =
e¥*(zdy + y dz). Bir kez daha ¢arpim kuraliyla

df = e¥*dx + x d(e¥?) = e¥* dx + xze¥* dy + zye¥* dz.

Katsayilar p’de. yz = —2 oldugundan birinci katsay1 e~2’dir; z = 0 oldugundan 6teki iki katsay1 0’dur.
Yonlii tiirev.

volfl=e2-140-240-(-3)=e2

Denetim. Dogru iizerinde f = t e(=2+20(1=3%). bir ¢ g(t) carpimunin ¢ = 0’daki tiirevi g(0) oldugundan
tiirev e~ 2’dir.
|

Algtirma 5.15 (Trigonometrik Bir Carpimin Diferansiyeli ve Yonli Tiwrevi). f=
sin(zy) cos(zz) olsun. df’yi bulunuz ve onu kullanarak p = (0,—2,1) noktasindaki v = (1,2, —3)
vektorii igin v, [f] say1sin1 hesaplayiniz.

Cozim.
Pargalar. Bileske kuraliyla
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d (sin(zy) ) = cos(zy) (y dz + z dy),
d (cos(zz) ) = —sin(z2) (zdz + z dz).

Carpim kuralw. f, sin(xy) ile cos(zz) nin ¢arpimi oldugundan

df = cos(zz)d (sin(zy) ) + sin(zy) d (cos(zz) )
= cos(zy) cos(zz) (ydz + x dy)
—sin(zy) sin(zz) (zdx + z dz).

Standart bi¢im. dx katsayilarini toplarsak

df = (ycos(zy) cos(xz) — zsin(zy) sin(zz) ) dz

+z cos(zy) cos(zz) dy — x sin(zy) sin(zz) dz.

Katsayilar p’de. x = 0 oldugundan zy = zz = 0, cos 0 = 1, sin 0 = 0. Katsayilar y = —2, 0 ve 0 olur.
Yonlii tiirev.

volfl=(-2)-14+0-240-(-3) = 2.

Alistirma 5.16 (Vektoér Kisminin Koordinat Farki). Her (vy,v,,v3),, teget vektériine v; — vy sayi-
sin1 karsilik getiren ¢ kurali bir 1-form mudur? Oyleyse ¢’yi Y f; dx, biciminde yaziniz.

Cozim.
Lineerlik. Aym p noktasindaki v,,, w,, ve a, b sayilari i¢cin av,, + bw,'nin birinci ve ti¢iincii koordi-
natlar1 av; + bw; ve avs 4 bw;’tiir. Dolayisiyla

plavy +bwy,) = (avy +bw,) — (avg + bwg) = a(v; — v3) + b(w; —wy),

yani a ¢(v,,) + b d(wp,). ¢ bir 1-formdur.
Koordinat fonksiyonlar.. Lemma 5.1'na gére f; = ¢(U;). U;(p) = (1,0,0),, icin deger 1 — 0= 1; U,
icin 0 — 0 = 0; U; i¢in 0 — 1 = —1. Dolayisiyla

¢ =dzr; —dx; =dx —dz.

Bu 1-form, Ornek 5.19 geregi x — z fonksiyonunun diferansiyelidir.
]

Alistirma 5.17 (Uygulama Noktasinin Koordinat Farki). Her (vy, vy, v3), teget vektorine p; — p,
sayisini karsilik getiren ¢ kurali bir 1-form mudur? Oyleyse ¢’yi Y. f; dz; biciminde yaziniz.

Cozim.
Sifir vektirii sinamasi. Her 1-form her noktadaki sifir vektdriine 0 verir. p = (1, 0, 0) noktasinda ise

$(0,)=1-0=1%0.

Dolayisiyla ¢ bir 1-form degildir.

Lineerligin dogrudan bozulmasi. Ayni noktada herhangi bir v, icin ¢(2v,,) = 1, oysa 2 ¢(v,,) = 2.
Not. p; = p4 olan noktalarda kural her oka 0 verir ve orada lineerdir. Ama tanim lineerligi her noktada
ister; tek bir bozuk nokta yeter. Kuralin sorunu, degerin vektor kismina hi¢ bagh olmamasidir.

|

Alistirma 5.18 (Nokta ve Vektor Koordinatlarinin Karisik Carpimi). Her (vy,v,,v3), teget vek-
tériine v p; + vop; sayisini karsilik getiren ¢ kurali bir 1-form mudur? Oyleyse ¢'yi Y f; dz; bigiminde
yaziniz.
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Cozim.

Lineerlik. p sabitlenince p; ve p; birer sayidir; kural ¢;v; + cyv5 + c5v5 bicimindedir (¢; = p3, ¢y =
pq, ¢5 = 0). Ornek 5.4’daki hesap aynen gecerlidir: ¢ her noktada lineerdir, dolayistyla bir 1-formdur.
Koordinat fonksiyonlar. ¢(Uy)(p) =1-ps +0=1ps, ¢(U,)(p) =p; ve ¢(Us)(p) = 0. Fonksiyon
olarak f; = z, fy =, f3 = 0; yani

¢ = zdx + x dy.

Denetim. (z dx + z dy)(vy,) = p3v; + p;vy; verilen kuralla aynidur.
|

Alistirma 5.19 (Bir Yonlii Tiirev Kurali). Her v, teget vektériine v, [£? + y?] sayisini1 karsilik getiren
¢ kurali bir 1-form mudur? Oyleyse ¢’yi Y_ f; dz; biciminde yaziniz.

Cozim.

Bir diferansiyel. Diferansiyelin tanimi geregi v, [2? + y?] = d(z® + y*)(v,,). Yani ¢ = d(z* + y?) ve
Onerme 5.3 geregi ¢ bir 1-formdur.

Standart bigim. Toplam kurali ve d(z?) = 2z dz, d(y?) = 2y dy ile

¢ =2zxdzr + 2y dy.

Denetim. Lemma 3.1 ile v, [2? + y?] = 2p,v; 4 2pyvy; bu, 22 dz + 2y dy’nin v, ’deki degeridir.
|

Aligtirma 5.20 (Sifir Kurali). Her teget vektore 0 sayisini kargilik getiren ¢ kurali bir 1-form mudur?
Oyleyse ¢’yi > f; dz; biciminde yaziniz.

Coziim.

Lineerlik. Ayn1 noktadaki her Vo W, Ve a, b icin

P
plav, +bw,) =0=a-0+b-0=ad(v,) +bo(w,).

¢ bir 1-formdur; Ornek 5.12'daki sifir 1-formdur.
Koordinat fonksiyonlari. Her i icin ¢(U;) = 0; dolayisiyla

¢ =0dx 4+ 0dy + 0dz.

Bu 1-form her sabit fonksiyonun diferansiyelidir.
]

Alistirma 5.21 (Birinci Koordinatin Karesi). Her (v;, vy, v3),, teget vektériine (p, )2 sayisini karsilik
getiren ¢ kurali bir 1-form mudur? Oyleyse ¢’yi 3 f; dz; biciminde yaziniz.

Cozim.

Sifir vektérii sinamast. p = (1,0,0)’da ¢(0,,) = 12 = 1 # 0. Her 1-form sifir vektériine 0 verdiginden
¢ bir 1-form degildir.

Karsilastirma. Noktanin koordinatlar1 bir 1-formda yer alabilir, ama yalnizca vektor kisminin koordi-
natlarinin katsayisi olarak. Ornegin (p;)? v; kurali bir 1-formdur, 2 dz’tir. (p;)? ise hicbir v, ile
carpilmamustir: sabit bir p i¢in vektor kismina bagli olmayan bir “sabit terim”dir ve bu lineerligi bozar.
Alistirma 5.17'deki kural da ayni nedenle elenmisti.

|

Aligstirma 5.22 (Carpim Kurali Dogrudan Tanimdan). Lemma 5.2'n1, Sonu¢ 5.1'nii kullanmadan,
dogrudan diferansiyelin tanimindan ispatlayimiz.

Cozim.
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Ne gosterilecek. d(fg) ve gdf + fdg birer 1-formdur; her teget vektorde ayni degeri aldiklarim
gostermek yeter.

Hesap. Keyfi bir v, alalim. Diferansiyelin tanimi, Teorem 3.1'nin iigiincii 6zelligi (Leibniz kurali), yine
diferansiyelin tanimi ve Tanim 5.2 sirasiyla

d(f9)(vp) = vplfgl = vplfl - 9(p) + f(P) - vyl
=g(p)df(vp) + f(p)dg(vy)
= (9df)(vy) + (fdg)(vy,) = (gdf + fdg)(vp)

verir. Tkinci satirda sayilarin ¢arpiminin degisme 6zelligini kullandik; iigiincii satirda fonksiyonla
carpimin tanimina gore g ve f, okun uygulama noktasi p’de degerlendirildi. Her teget vektorde degerler
esit oldugundan d(fg) = gdf + f dg.

Yorum. Bu ispat, diferansiyelin ¢arpim kuralinin, yonlii tiirevin Leibniz kuralinin teget vektorler
izerinde okunusundan ibaret oldugunu gésterir; koordinatlara hic ihtiyag yoktur.

Sayisal denetim. f =z, g=y, p = (2,3,0), v=(1,1,0) olsun. Kural d(zy) = ydz + = dy verir ve
deger 3-1+2-1 =5 olur. Dogrudan: (2 + t)(3 +t) = 6 + 5t + t2 ve tiirevi t = 0’da 5.

|

Alistirma 5.23 (Kritik Nokta Olgiitii). Bir ¢ 1-formu, p’deki her teget vektér icin ¢(v,,) = 0 oluyorsa
p noktasinda sifirdir denir. Bir f fonksiyonunun diferansiyeli d f nin sifir oldugu noktalara f’nin kritik
noktalari (critical point) denir. p’nin f’nin bir kritik noktasi olmas i¢cin gerek ve yeter kosulun

Of )= oy = 9F

9 (p) = By (p) =

(p)=0

oldugunu ispatlayiniz.

Coziim.
Arag. Sonug 5.1 ve Ornek 5.14 geregi her v, = (v, vy, v3),, icin

Kosul yeterlidir. U¢ kismi tiirev p’de sifirsa toplamin her terimi sifirdir; dolayisiyla her vy igindf(v,) =
0 olur ve p bir kritik noktadir.

Kosul gereklidir. p bir kritik nokta olsun. j = 1,2, 3 i¢in 6zel olarak U](p) teget vektorini alalim;
vektdr kismuinin ¢-inci koordinati 4, ;’dir. Varsayim geregi

2.9 d
O—df :Z fl ij 83{()

Boylece ti¢ kismi tiirev de p’de sifirdir.
Yorum. Aym akil yiiriitme genel olarak sunu verir: ¢ = > f; dz, 1-formu p’de ancak ve ancak f; (p) =
fo(p) = f3(p) = 0 ise sifirdir. Kritik bir noktada £, hicbir yénde ilk mertebeden degismez.

Alistirma 5.24 (Kritik Noktalar1 Bulmak). f = (1 — 2?)y + (1 — y?)z fonksiyonunun biitiin kritik
noktalarini bulunuz. Kismi tiirevleri d f’yi hesaplayarak elde ediniz.

Coziim.
Diferansiyel. Carpim ve toplam kurallariyla

d((1- z?)y )= —2zydz + (1— x2) dy,
d((1 —y?)z ) =—2yzdy + (1 —y?)dz.

Toplarsak
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df = —2xydr + (1 — 2% — 2y2) dy + (1 — y?) d=.

Katsayilar f’nin kismi tiirevleridir.
Denklemler. Alistirma 5.23 geregi kritik noktalar

—2zy =0, 1—22—2yz =0, 1—42=0

sisteminin ¢éztmleridir.

Coziim. Ugiincii denklem y = 1yaday = —1 verir. Her iki durumda y # 0 oldugundan birinci denklem
x = 0 gerektirir. Tkinci denklem bu durumda 1—2yz =0, yani z=1/(2y) olur. y =1 icin z =
1/2, y = —1 i¢in z = —1/2. Her adimda secenekler zorunlu oldugundan bagka ¢éziim yoktur. Kritik
noktalar

1 1
(0,1,5) ve (0,*1,*5 ),

ve f’nin buralardaki degerleri sirasiyla 1 ve —1’dir.
Geometri. ki nokta da x = 0 diizlemindedir. Bu diizlemde f = y + z — y?z olur ve

f-1=—(@y—-D(yz+2z-1), f+l=—(y+1)(yz—2—-1)

carpanlarina ayrilir. Dolayisiyla diizlemdeki f = 1 seviye kiimesi y = 1 dogrusu ile z=1/(1 + y)
egrisinin birlesimidir ve bu ikisi tam ( 0,1, % )’de kesisir. f = —1 seviye kiimesi de y = —1 dogrusu
ile z = 1/(y — 1) egrisinin birlesimidir ve kesigim ( 0,—1, —% )’dir.

z x =0 diizleminde f=y+ z- )%z, seviye egrileri f= ¢

27 7

0, 1, 1/2)
f=1

0- 2
\.
—1 -
(0, -1, -1/2)
-2 - T /\ T y

Sekil 5.4: x = 0 dizleminde f= y + z — y*z fonksiyonunun ¢ = -2, -1, 0, 1, 2 seviye egrileri: ¢ > 0 i¢in

egriler mavi, ¢ < 0 i¢in turuncu, ¢ = 0 i¢in gri; sag kenardaki sayilar egrilerin c degeridir. Kalin mavi f=

1 kiimesi y = 1 dogrusu ile z = 1/(1 + y) egrisinin birlesimidir ve ikisi kritik nokta (0, 1, 1/2)'de kesisir;

kalin turuncu f= -1 kiimesi y = -1 dogrusu ile z = 1/(y - 1) egrisinden olusur ve kesisim (0, -1, —1/2)'dir.

Kesisen iki egri noktanin ¢evresini dort bolgeye ayirir; f- 1 (ya da f+ 1) bu bolgelerde sirayla isaret
degistirdigi icin kritik noktalar ekstremum degildir.

Ekstremum degil. ( 0,1, % )’de f ne yerel maksimum ne yerel minimum degerini alir. z ekseni y6niinde
f(s,l,%) =1— 52 <1 olur. Ote yandan kiigitk s >0 icin y =1—3s, 2z = % + s koyunca f =1+
%.82 — 52 > 1 bulunur. Kritik nokta olmak ekstremum olmay1 gerektirmez.
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Alistirma 5.25 (Yerel Ekstremumlar Kritik Noktalardir). Bir € > 0 sayis1 bulunuyor ve p’ye uzak-
i1 £’dan kiigiik her q i¢in f(q) < f(p) oluyorsa f’nin p’de yerel maksimumu (local maximum) vardir
denir. Esitsizlik f(q) > f(p) ise yerel minimum (local minimum) s6z konusudur. Diferansiyellenebilir
bir f’nin yerel maksimum ve yerel minimum noktalarinin kritik nokta oldugunu ispatlayimiz.

Cozim.

Yerel maksimum. f’nin p’de yerel maksimumu olsun ve £ tanimdaki say1 olsun. df’nin p’de sifir
oldugunu, yani her v, icin df(v,,) = 0 oldugunu gosterecegiz. v = 0 ise bu dogrudur. v # 0 olsun ve
| v |= A/v3 + v2 + v yazalim.

Tek degiskene indirgeme. g(t) = f(p + tv) tek degiskenli ve tiirevlenebilir bir fonksiyondur ve tanim
geregi g’ (0) = v, [f] = df(v,). p ile p + tv arasindaki uzaklik | ¢ ||| v || oldugundan, § = ¢/ || v ||
icin | ¢t | < d iken g(t) < ¢(0).

Isaret incelemesi. 0 < t < § icin

clinkii pay sifirdan biyiik degil, payda pozitiftir; ¢ — 07 limitinde g’ (0) < 0 bulunur. —§ < t < 0 i¢in
pay yine sifirdan biiyiik degil ama payda negatiftir; oran > 0 olur ve ¢ — 0~ limitinde ¢’ (0) > 0. Iki
esitsizlik birlikte g’ (0) = 0 verir.

Sonug. Her v, i¢in d f(v,,) = 0; yani d f, p’de sifirdir ve p bir kritik noktadir.

Yerel minimum. f’nin p’de yerel minimumu varsa — f’nin orada yerel maksimumu vardir. Yukaridaki
sonug d(— f)’nin p’de sifir oldugunu séyler. Onerme 5.4 geregi d(—f) = —d f oldugundan d f de p’de
sifirdur.

Tersi yanhistir. f = 23 — 3z + y? fonksiyonu 2’ye bagl degildir ve

df = (322 — 3) dx + 2y dy.

Kritik noktalar z = +1, y = 0 olan noktalardir. f + 2 = (z — 1)%(z + 2) + y? 6zdesligi, z > —2 iken
sag tarafin negatif olmadigini gosterir; dolayisiyla = 1, y = 0 noktalarinda yerel minimum vardir
ve deger —2'dir. f —2 = (z+1)?(x — 2) + y? 6zdesligi ise x = —1, y = 0 noktalarinda durumu
gosterir: x yoniinde f(—1 + s,0,2) = 2 — 352 + 2 kiiciik s # 0 icin 2’den kiiciiktiir; y yoniinde ise
f(—1,s,2) =2+ s, 2°den biiyiiktiir. Burada df sifirdir ama f’nin ne yerel maksimumu ne yerel
minimumu vardir.
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kritik ama ekstremum degil, f= 2 yerel minimum, f= -2
2 -
1 -
y 04 @ (]
-1,5
-14 =il
0
1
-2 4 c=2
c=3
T T T T T
-2 -1 0 1 2
x

Sekil 5.5: f=x* - 3x + y” fonksiyonunun xy-diizlemindeki seviye egrileri; f, z'ye bagh olmadigindan

her z igin ayni resim gorilir. Mavi egrilerin (¢ = -1,5; -1; 0; 1) ilmegin icindeki kapali pargalari (1, 0)'a

dogru i¢ ice kiiciilir: orada fnin yerel minimumu vardir ve degeri —2'dir. Kalin ¢ = 2 egrisi y* = (x +

1)*(2 - x) ise (-1, 0)'da kendini keser; bu noktanin solunda ve saginda f < 2 (mavi), altinda ve tstiinde f
> 2 (turuncu) oldugundan df orada sifir oldugu halde ekstremum yoktur.

Aligstirma 5.26 (Lineer Yaklasimin Anlami). df icin sik kullanilan bir ifade, onun f’deki A f degisi-
minin lineer yaklasimi (linear approximation) oldugudur. Bir p noktasi ve bir vicin Af = f(p +v) —
f(p) olsun. df(v,,) sayisinin hangi anlamda A f’nin lineer bir yaklagimi oldugunu agiklayiniz.

Cozim.

Ifade iki ayr1 iddia tagir; ikisini de kesinlestirelim. || v ||= 1/v} + v2 + v2 yazalim.

Lineer. p sabitken v, = d f(v,,) bir lineer doniisimdiir (Onerme 5.3). A f ise genelde v’ye lineer baglh
degildir: v’yi iki katina ¢ikarmak A f’yi iki katina ¢ikarmaz.

Yaklasim. Hata R(v) = Af — df(v,,) olsun. Iddia, hatanin v’nin kendisinden bile hizh kii¢iildiigiidiir:

R

vl

—0 (v—0).

Ispat. g(t) = f(p + tv) tek degiskenli tiirevlenebilir bir fonksiyondur ve A f = g(1) — g(0). Ortalama
deger teoremine gore A f = g(6) olacak bi¢cimde bir 6 € (0,1) vardir. g(0 +t) = f ( (p+6v) +tv)
oldugundan g’ (), v vektér kisminin p + 6v’de uygulanmasiyla elde edilen teget vektore gore tiirevdir;
Lemma 3.1 1le g'(0) = 3_. v; 0f/0z;(p + 0v). Ote yandan df(v,,) = >, v; 0f/0z;(p). Farklar:
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olur. Her i i¢in | v; | <|| v || oldugundan

|RV) | _~=~ Of of
Tﬁw‘ﬁgﬂa@@+ﬂﬂ—3%@w-

v — 0 iken p + fv noktasinin p’ye uzaklig1 0 || v ||<|| v || sifira gider. f diferansiyellenebilir oldu-
gundan kismi tiirevleri siireklidir; sagdaki her fark, dolayisiyla toplam, sifira gider.

Teklik. Bu 6zelligi tastyan lineer kural yalnizea d f,'dir. L, T}, (R3) iizerinde ayni1 6zelligi tagiyan bir
lineer déniisiim olsun. Iki hatanmn farki almnca ( df(vy,) — L(vy,) ) / || v [|= 0 olur. Sabit bir w # 0
icinv = swalip s — 0% yaklasalim; lineerlik geregi oran s’ye bagh olmayan ( df(w,) — L(wp) ) / ||
w || sayisidir. Sifira gidiyorsa sifirdir. Yani L = d f,,.

Ozet. df(v,,), Af’ye kiiciik v’ler igin, hatasi || v [’ye oranla ihmal edilebilir olacak bicimde yaklasan
tek lineer ifadedir.

|

Alistirma 5.27 (Lineer Yaklagim Sayilarla). f = z2y/z olsun. Koordinatlari noktali virgiille ayirarak
yazarsak, f(0,9;1,6;1,2) — f(1;1,5;1) farkinin gercek degerini ve df ile verilen yaklagik degerini
hesaplayniz.

Cozim.

Tanim kiimesi. f, z # 0 olan noktalarda tanimli ve diferansiyellenebilirdir; iki nokta da z > 0 bolge-
sindedir.

Nokta ve vektor.p = (1;1,5; 1) ve p+ v = (0,9; 1, 6; 1, 2) oldugundan v = (-0, 1; 0, 1; 0, 2).
Gergek fark. 1ki deger

flov) = 5 = IR 108, () = S = 1,5
oldugundan
Af=1,08—1,5=—0,42.
Diferansiyel. f = x? -y - 2~ ! carpimuna ¢arpim kurali ve d(1/2) = —dz/2? uygulanirsa
df = ZITydx—}—x;dy—%dz.

p’de katsayillar2-1-1,5 = 3,1 ve —1, 5tir.
Yaklasik fark.

df(v,) =3-(~0,1)+1-0,1+ (~1,5)-0,2 = —0,3+0,1—0,3 = —0,5.

Hata. Gergek fark ile yaklagik fark arasindaki hata —0,42 — (—0,5) = 0,08’dir. Burada || v ||=
v/0,06 = 0, 245; adim ¢ok kiiciikk olmadigindan hata da g6z ard1 edilecek kadar kiiciik degildir.
Adimu kiigiiltmek. Ayni yonde v/k adimlari i¢in degerler sdyledir (d f siitunu lineerlik geregi tam olarak
—0,5/k’dir):

k  gercek Af dfile hata

1 —0,42 —-0,5 0,08

2 —0,2283 —0,25 0,0217

10 —0,04907 —0,05 0,00093
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Adim k kez kiiciiliince yaklasik deger k kez kiiciiliir, hata ise yaklasik k2 kez kiiciiliir (4 kat ve 86 kat
civari). Alistirma 5.26'daki R(v)/ || v ||— 0 davrams: budur.

deger

— flp+ tv) = (10 - (15 + 1) / [200(5 + 1)]

=== teget: 1,5 - 0,5¢

gercek fark = 0,42
dj(vp) =-05

Sekil 5.6: p = (1; 1,5; 1) noktasindan v = (-0,1; 0,1; 0,2) yoniinde giderken f= x*y/z'nin aldig1 degerler
mavi egridir; turuncu kesikli dogru, egrinin ¢ = 0'daki tegeti 1,5 — 0,5¢'dir. ¢ = 1'de, yani p + v noktasinda,
egri 1,5'ten 1,08'e iner ve gercek fark 0,42 olur; teget ise 1,0'a iner ve bu diisiis, tegetin egimi olan dfivy)
= -0,5'tir. Iki nokta arasindaki 0,08'lik aralik lineer yaklagimin hatasidir: egri tegetten ancak biikiilerek
ayrildigi i¢in bu aralik, adim kii¢iilditk¢ce adimin kendisinden ¢ok daha hizl kigiiliir.

Alistirma 5.28 (Diferansiyeli Verilen Fonksiyon). Diferansiyeli
2zy dz + (2% + cosz) dy — ysinzdz
1-formu olan bir f fonksiyonu bulunuz.

Coziim.

Kosullar. Sonug 5.1 ve Lemma 5.1'ndaki teklik geregi d f’nin verilen 1-forma esit olmas, ii¢ kismi tiirev
kosuluna denktir:

of

=22 4 cos z, — = —ysinz.

of of
oz Y Ay 0z

Oy

Birinci kosul. g = f — x?y icin dg/dz = 0 olur. y ve z sabit tutulunca ¢ — g(t,y, z) fonksiyonunun
tirevi her yerde sifirdir; ortalama deger teoremi geregi sabittir. Demek ki g yalnizca y ve 2’ye baghdur:
f=2*y+Cy,2).

Ikinci kosul. 0f /0y = x2 4+ 0C' /0y oldugundan dC/dy = cos z. Ayni akil yiiriitmeyle C = y cos z +
D(z).

Ugiincii kosul. 0f /0z = —ysin z + D’(z) oldugundan D’ (z) = 0 ve D bir sabit ¢’dir.

Sonu¢ ve denetim. f = x%y+ycosz+ c. Kurallarla: d(z%y) = 2zydx + 22dy ve d(ycosz) =
cos z dy — ysin z dz; toplam verilen 1-formdur. Alistirma 5.30, cevabin bir sabit diginda tek oldugunu
gosterir.

|
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Aligtirma 5.29 (Diferansiyel Olmayan Bir 1-Form). ydz 1-formunun higbir diferansiyellenebilir
fonksiyonun diferansiyeli olmadigini ispatlayimniz.

Cozim.
Varsayim. Bir f icindf = ydx = ydz + 0dy + 0dz olsun.
Kismi tiirevler. Sonug 5.1 ve koordinat fonksiyonlarinin tekligi geregi

of af of
— =Y, _— = O7 _—= 0

oz Jy 0z

Celiski. Birinci esitligin y’ye gore tiirevi 82 f /0y Oz = 1, ikincisinin 2’e gére tiirevi 02 f/0z Oy = 0
verir. Oysa Oklid uzay1 béliimiinde gérdiigiimiiz gibi diferansiyellenebilir bir fonksiyonun karigik kismi
turevleri tiirev alma sirasia baglh degildir. 1 # 0 oldugundan boyle bir f yoktur.

Genel ders. ¢ = Y, f; dx; bir diferansiyelse, ayni akil yiiriitme her 4, j i¢in

of, 0f;
dx. O,

J 3

olmasini gerektirir. Bu kosul, Alistirma 5.18’deki z dz + z dy i¢in de bozulur (0z/0y = 0, 0z /0x =
1). Alistirma 5.28'deki 1-form ise kosulu saglar; 6rnegin 2xy nin y’ye gore tiirevi de 2 + cos z’nin z’e
gore tiirevi de 2z tir.

n

Alistirma 5.30 (Diferansiyeli Sifir Olan Fonksiyon). R3 iizerinde diferansiyellenebilir bir f fonksi-
yonu i¢in d f = 0 ise f’nin sabit oldugunu ispatlaymniz.

Coziim.

Bir dogru parcasina indirgeme. Bir p noktasi sabitleyelim ve g(t) = f(tp) tanimlayalim; ¢t = 0’da
baslangi¢ noktasindayiz, ¢ = 1’de p’deyiz.

Tiirev. Her s igin g(s +t) = f(sp + tp) oldugundan ¢’(s), vektor kismi p olan ve sp noktasinda
uygulanan teget vektore gore f’nin turevidir. Diferansiyelin tanimi geregi bu say1 df’nin o teget
vektordeki degeridir ve varsayim geregi 0°dur. Yani her s i¢in g’ (s) = 0.

Sonug. Tiirevi her yerde sifir olan tek degiskenli bir fonksiyon, ortalama deger teoremi geregi sabittir.
Dolayisiyla f(p) = g(1) = g(0) = £(0). p keyfi oldugundan f, f(0) degerini alan sabit fonksiyondur.
Teklik. df = dg ise d(f —g) = df —dg = 0 (Onerme 5.4) ve f — g sabittir. Aym1 diferansiyele sahip
iki fonksiyon bir sabitle farklidir; Alistirma 5.28'deki cevap bu anlamda tektir.

Uyart. Ispat, baslangi¢c noktasindan p’ye giden dogru parcasimin tanim kiimesinde kalmasini kullandu.
Birbirinden kopuk parcalardan olusan bir a¢ik kiitmede sonug yanlis olabilir:  # 0 olan noktalarda x >
0icin 1, x < 0 i¢cin —1 degerini alan fonksiyonun diferansiyeli sifirdir ama fonksiyon sabit degildir.

|

Bu bolumde kurdugumuz 1-formlar, diferansiyel formlar denen daha genis bir sistemin ilk basamagidir;
bir sonraki Diferansiyel Formlar béliimiinde formlari kama ¢arpimiyla birbirleriyle carpacak ve dis tiirevle
tiirevleyerek bu sistemi 2-formlara ve 3-formlara genisletecegiz.
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6.1

6. Diferansiyel Formlar

Onceki béliimde (1-Formlar) teget vektérlere her noktada lineer bicimde say1 veren 1-formlar1 tanimladik
ve her 1-formun f; dz, + f;, dzy + f5 dxs biciminde tek tiirli yazildigim gérdiik. O béliimde 1-formlar:
topladik, fonksiyonlarla carptik ve bir fonksiyonun diferansiyelini aldik. Iki soruyu ise hi¢ sormadik: iki
1-form birbiriyle ¢arpilabilir mi, ve bir 1-formun kendisinin bir tiirevi var mu? Bu béliim bu iki soruya
cevap veriyor.

Cevaplar bizi diferansiyel formlar (differential forms) denen daha genis bir sisteme gotiiriir. Bu sistemi
katl bir yapi gibi diisiinebiliriz. En alt katta fonksiyonlar, bir wist katta 1-formlar, onun tustiinde iki dife-
ransiyelin ¢carpimindan kurulan 2-formlar, en tstte de ¢ diferansiyelin carpimindan kurulan 3-formlar
durur. Katlar arasinda iki iglem gezinir: kama ¢arpimu iki formu ¢arparak dereceleri toplanmis yeni bir
form tretir, dig tirev ise bir formu bir st kata tasir.

Bu kadar yapiya neden ihtiyac duyalim? flk neden hesap kolayligidir. Kama carpimiin kurallari, uzun
bir kismi tiirev hesabinda sonunda birbirini gétiirecek terimleri daha ilk adimda siler. fkinci neden daha
derindir: vektor analizinden tanidigimiz gradyan, rotasyonel ve diverjans islemleri, aslinda tek bir iglemin,
dis tiirevin, farkli katlardaki goriintimleridir. B6limi bu gozlemi ispatlayarak bitirecegiz.

Formlar1 Carpmak ve Ters Degisme Kurali

Elimizde iki tiir malzeme var: R? iizerindeki fonksiyonlar ve dz;, dz,, dz; koordinat diferansiyelleri.
Bir 1-formu bu malzemeden yalnizca toplama ve fonksiyonla ¢arpma kullanarak kurariz; x dz + yz dy
boyle bir ifadedir. Diferansiyelleri birbiriyle de carpmaya izin verirsek e® dz A dz ya da zydy A dz +
dz A dy gibi yeni ifadeler ortaya ¢ikar. Simdilik kabaca, bu yolla kurulan her ifadeye bir diferansiyel
form diyecegiz. Diferansiyeller arasindaki carpimi A isaretiyle gosteririz ve ona kama ¢arpimi (wedge
product) deriz. Bu ¢arpimin ne kadar alisilmig, ne kadar alisilmadik davrandigini bastan belirleyelim.
Aligilmis olan kisim sudur. Formlarin toplami ve kama carpimi, sayilardaki gibi birlesme ve dagilma
kurallarina uyar: her ¢, 9, 6 formu igin

@APYNI=ANYNAD),  dN(P+0)=¢Np+dNO,

ve ayni dagilma kurali soldan toplama icin de gecerlidir. Birlesme kurali sayesinde parantezleri yazmadan
¢ A A Oyazabiliriz. Fonksiyonlar ise her seyle serbestce yer degistirir: bir f fonksiyonuicin f ¢ = ¢ f ve

(fR) N =f(@AY) =N (f).

Bir fonksiyonla bir formun ¢arpimini her zaman kama isareti koymadan, f¢ biciminde yazariz.
Alisilmadik olan kisim degisme 6zelligidir: dz; A dz; ile dz; A dz; genel olarak esit degildir. Hangi kural
koymamiz gerektigini gérmek icin, bu ¢arpimin 6lgmesini istedigimiz bir biytiklige bakalim.

Ornek 6.1 (Diizlemde Isaretli Alan). Diizlemde iki vektor v = (vy,v5) ve w = (w;, ws) igin
A(v, W) = v3wy — vow,

sayisini tammmlayalim. v = (3,1) ve w = (1, 2) i¢in iki vektoriin sirasini degistirmenin A(v, w) sayisini
nasil etkiledigini bulalim.

Cozim.

Deger. Tanimdan A(v,w) =3-2—1-1=5.

Geometrik anlami. v ve w’nin belirledigi paralelkenarin késeleri (0,0), (3,1), (4,3) ve (1,2)’dir. Bu
paralelkenar [0, 4] x [0, 3] dikdértgeninin i¢indedir; dikdortgenin alani 12’dir. Paralelkenarin diginda
kalan parcalar, dik kenarlar1 3 ve 1 olan iki ii¢cgen (her biri 3/2 alanli), dik kenarlar1 1 ve 2 olan iki
ticgen (her biri 1 alanli) ve iki birim karedir. Dolayisiyla paralelkenarin alani

12—2~g—2~1—2-1:5
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olur. Demek ki A(v, w) bu drnekte paralelkenarin alanidir.

Sira degisince. A(w,v) =1-1—2-3 = —b. Paralelkenar aynidir, ama sayinin isareti degismigtir. Bu
isaret yonii kaydeder: v’den w’ye saat yoniiniin tersine doniliirken say1 pozitif, w’den v’ye saat
yontnde doniiliirken negatiftir.

Genel olarak. Tanimda iki vektoriin roliinti degistirirsek

A(W,v) = wvy — wyvy = —(vwy — vywy) = —A(V, W)
buluruz. Ozel olarak w = v alinursa A(v, V) = v1v, — vov; = 0; Srnegin A ((3,1),(3,1) ) =3 —

3 = 0. Bu da geometrik olarak beklenir: ayni vektoriin iki kopyasi bir dogru parcasina ¢okmiis, alani
sifir olan bir paralelkenar belirler.

A(v,w) =5 Aw, v) =-5 A(v,v) =0

4,3)

e
-
&5
-
-

Sekil 6.1: v = (3, 1) ve w = (1, 2) vektorlerinin belirledigi, koseleri (0, 0), (3, 1), (4, 3), (1, 2) olan

paralelkenarin alani 5'tir. Soldaki panelde v’den w’ye saat yoniiniin tersine donilir ve A(v, w) = 5 olur;

ortadaki panelde paralelkenar aynidir, ama sira degistigi icin w’den v’ye saat yoniinde doniiliir ve A(w,

v) = -5 olur. Sagdaki panelde v iki kez alinmugtir: paralelkenar (0, 0) ile (6, 2) arasindaki dogru parcasina
¢coker ve A(v, v) = 0 olur.

Ozetle bu say1 iki dzellige sahiptir: sira degisince isaret degistirir ve tekrar eden vektorde sifir olur.
dz A dy carpiminin da tam olarak bu tiir bir buytikligi, iki teget vektoriin belirledigi paralelkenarin
zy-diizlemine izdisimiinin isaretli alanini 6l¢mesini isteyecegiz.

|

Ornegin gosterdigi davranisi koordinat diferansiyellerine kural olarak koyariz. Kama carpimu, her i, j icin
dr; Ndx; = —dz; \dz; (1<1i,7<3)

esitlifine uyar. Bu esitlige ters degisme kurali (alternation rule) denir.

Yani iki koordinat diferansiyelinin yerini degistirmek, ¢carpimin isaretini degistirir.

Formlarin ¢arpimini her zaman A igaretiyle, siradan ¢arpimdan ayirarak yazmamizin nedeni budur: isaret,
hesabin her adiminda bu kuralin unutulmamas igin bir hatirlatmadir. Ayni kural, temel analizde iki
degiskenli fonksiyonlarin Jacobi determinantinda da sessizce is bagindadir; bunu alistirmalarda gérecegiz
(Aligtirma 6.21).

Ters degisme kurali icinde gizli bir ikinci kural tasir; onu hemen c¢ikaralim.

Sonug 6.1 (Tekrar Eden Carpan Sifirdir). Heri =1,2,3 icindx,; A dz; = 0.

ispat.
Ters degisme kuralinda j = i alalim. Kural bu durumda

dz; Ndz; = —dz; N dx;
der. Iki yana dx; A dz; ekleyelim: sol yan 2 dx; A dz;, sag yan 0 olur. Simdi iki yani1 1/2 sabit fonksiyo-
nuyla carpalim; fonksiyonla carpim dagilma kuralina uydugundan sol yan dx,; A dz;, sag yan yine 0 olur.

Boylece dz; A dx; = 0.
|
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Bu sonug kisaca “tekrar eden carpan sifirdir” (repeats are zero) diye akilda tutulur. Bir ¢carpimda sifir bir
¢arpan bulunursa ¢arpimin tamamu sifirdir: her w formu i¢in dagilma kurai 0 Aw = (04+0) Aw =0 A
w + 0 A w verir ve iki yandan 0 A w ¢ikarilinca 0 A w = 0 bulunur.

Sayilarla karistirmayin

Fonksiyonlar arasinda x - z = x2 sifir degildir; ama dz A dz = 0’dir. Fonksiyonlar formlarla yer
degistirir, x dy A dz = dy A x dz; ama diferansiyeller birbiriyle yer degistirince isaret degisir, dy A
dz = —dz A dy. Kama carpiminda hesap yaparken hangi carpanin fonksiyon, hangisinin diferansiyel
oldugunu her adimda ayirt etmek gerekir.

Ornek 6.2 (U¢ Diferansiyelin Carpimini Siraya Koymak). dz A dy A dx carpimuni dx A dy A dz
cinsinden yazalim.

Coziim.

Birlesme kurali sayesinde ters degisme kuralini her adimda yan yana duran iki ¢carpana uygulayabiliriz.
Her yer degistirme isareti bir kez degistirir.

Birinci adim. Tlk iki carpamin yerini degistirelim: dz A dy A doz = — dy A dz A dx.

Ikinci adim. Son iki carpanin yerini degistirelim: —dy A dz A dx = dy A dz A dz.

Ugiincii adim. Yine ilk iki carpanin yerini degistirelim: dy A dz A dz = —dx A dy A dz.

Sonug olarak

dzANdy Ndx = —dx Ndy A dz.

Ayni yontemle ti¢ farkli diferansiyelin alt1 siralamasinin hepsini yazabiliriz. Bir siralamay1 dx A dy A
dz’ye cift sayida yer degistirmeyle getirebiliyorsak isaret +, tek sayida yer degistirmeyle getirebili-
yorsak — olur:

siralama dxr ANdy A dy Ndz A dz Ndx A dr Ndz A dy Ndx A dz Ndy N\
dz dx dy dy dz dx

isaret + + + — — —

Ornegin dy A dz A dx’te dnce dx’i dz ile, sonra dy ile yer degistirerek basa getiririz; iki yer degistirme
isareti iki kez degistirir ve sonu¢ 4+ dx A dy A dz olur. Bu tabloyu boliim boyunca sik kullanacagiz.
|

Ornek 6.3 (Bitisik Olmayan Bir Tekrar). dz A dy A dz carpiminin sifir oldugunu gosterelim.

Coziim.
Tekrar eden iki dx yan yana degildir, bu yiizden Sonu¢ 6.1 dogrudan uygulanamaz. Once onlar1 yan
yana getirelim. Son iki ¢carpanin yerini degistirirsek

dx Ndy ANdx = —dx Ndx N dy

olur. Sag yanda dx A dx = 0 carpani vardir; birlesme kurali ve sifir carpanli carpimin sifir olmasi geregi
dx ANdz A dy =0 A dy = 0.Dolaysiyla dz A dy A dx = 0.

Ayni akil yiiritme genel bir ilke verir: bir carpimda ayni diferansiyel nerede olursa olsun iki kez
geciyorsa, aradaki carpanlarla yer degistirerek onlar1 yan yana getirebiliriz; bu yalmzca isareti etkiler,
sonug yine sifirdir.

n

p-Formlar ve Standart Yazimlari
Bir diferansiyel formun her teriminde kac tane koordinat diferansiyeli bulundugu, formun hangi katta

yasadigini séyler. « dx + yz dy ifadesinin her teriminde bir diferansiyel, e* dz A dz teriminde iki diferan-
siyel vardir. Bu sayimi tanimin merkezine koyuyoruz.
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146 Boliim 6. Diferansiyel Formlar

Tanim 6.1 (Diferansiyel Form ve Derecesi). R? iizerinde bir diferansiyel form, diferansiyellenebilir
fonksiyonlarin dx, dz,, dx; koordinat diferansiyellerinin kama ¢arpimlariyla carpilip toplanmasiyla elde
edilen bir ifadedir; bu ifadeler birlesme ve dagilma kurallarina, fonksiyonlarin serbestge yer degistirmesine
ve ters degisme kuralina gére hesaplanir.

Bir diferansiyel formun her teriminde tam p tane koordinat diferansiyeli bulunuyorsa forma bir p-form
denir; p sayis1 formun derecesidir (degree). Hi¢ diferansiyel icermeyen bir 0-form, diferansiyellenebilir
bir fonksiyondur.

Yani bir p-form, her teriminde bir fonksiyonla p tane koordinat diferansiyelinin ¢arpimi bulunan bir
toplamdr.

p =1 i¢in bu tanim 6nceki boliimiin 1-formlarini verir: bir 1-form Y, f; dz, bicimindedir. 2-formlar ve
3-formlar i¢in onceki boliimdeki gibi teget vektorler iizerinde tanimli fonksiyonlar kurmuyoruz; onlar:
yukaridaki kurallarla hesap yapilan ifadeler olarak kullaniyoruz. Yine de bu béliimde ispatlayacagimiz
hesap kurallari, formlara ileride nasil bir anlam yiiklenirse yiiklensin degismeden kullanilir.

Kurallar sayesinde her p-form, hangi sirayla yazilmis olursa olsun, doért kaliptan birine getirilebilir.
Z1, Ty, T3 yerine x, y, z yazarak bu kaliplar siralayalim.

Onerme 6.1 (Formlarin Standart Yazimlar1). R3 idizerindeki her p-form, f, g, h diferansiyellenebilir
fonksiyonlar olmak iizere asagidaki bicimlerden birinde yazilabilir:

0-form: f,

1-form: fdx + gdy + hdz,

2-form: fdx Ady+ gdx ANdz+ hdy A dz,
3-form: fdx Ady A dz.

Ispat.

0-formlar. Terimleri fonksiyon olan bir toplam, fonksiyonlarin toplamidir; diferansiyellenebilir fonksiyon-
larin toplami yine diferansiyellenebilirdir.

1-formlar. Her terim kdz, bicimindedir. Aym dx,’yi iceren terimleri dagilma kuraliyla birlestiririz:
kdz, +ldz;, = (k+ 1) dz,. Sonunda en ¢ok ii¢ terim kalwr.

2-formlar. Her terim kdxz; A dz; bicimindedir. 1 = j ise terim Sonug 6.1 gere§i sifirdir ve atilir. i > j
ise ters degisme kuraliyla terimi —kdzx; A dz; olarak yazanz; artik kiiciik indis ndedir. Boylece her
terim dx A dy, dz A dz ya da dy A dz carpimlarindan birinin bir fonksiyon katidir. Ayni ¢arpimi iceren
terimleri 1-formlardaki gibi birlestirince istenen bigim ¢ikar.

3-formlar. Her terim k dx; A dz; A dz; bigimindedir. Indislerden ikisi ayniysa, Ornek 6.3 daki gibi tekrar
eden ¢arpanlari yan yana getirip terimin sifir oldugunu goriiriiz. Ug indis de farklvysa ¢carpim dzx A dy A
dz’nin bir yeniden siralamasidir; Ornek 6.2'daki tabloya gére + dx A dy A dz’ye esittir. Kalan terimleri
birlestirince f dx N dy A dz bulunur.

Her durumda yeni katsayilar, eski katsayilarin & isaretli toplamlaridir; bu yiizden diferansiyellenebilirdir.
n

Bu yazimlara formlarin standart yazimi diyecegiz. 1-formlar i¢in standart yazimdaki katsayilarin tek
oldugunu 6nceki bolimde ispatlamistik (Lemma 5.1). 2-formlar ve 3-formlar icin de ayni seyi sistemin
bir kurali olarak kabul ederiz: iki p-form ancak standart yazimlarindaki karsilikli katsayilar esitse esittir.
Kama carpimi hesaplarina gegtigimizde bu kuralin neden makul oldugunu bir yorumla gérecegiz.

Aymni dereceden iki formu toplamak i¢in standart yazimlarindaki karsilikli katsayilar1 toplariz. 1-formlar
icin bunu zaten biliyoruz; indis gosterimiyle

3 3 3
Z fidz; + Zgi dr; = Z(fz + g;) dz;.
i=1 i=1 i=1
2-formlarda da ayni kural gecerlidir: dagilma kurali geregi

(fidz ANdy+ g, dx ANdz+ hy dy A dz)
+(fydz ANdy+ g, dz Adz+ hydy A dz)
= (f1 + f2) dz Ady + (g1 + g2) dz Adz + (hy + hy) dy A dz,
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6.2 p-Formlar ve Standart Yazimlari 147

ve 3-formlar i¢in

fdxANdyANdz+gdz ANdy Adz = (f + g) dx Ady A dz.
Ornek 6.4 (Bir 2-Formu Standart Bicime Getirmek). Asagidaki 2-formun standart yazimimni bulalim:

n=3dyANdx+zxzdz ANdx +ydx Ndy + e*dz N dz.

Cozim.

Terimleri tek tek ele alalim.

Birinci terim. Ters degisme kuraliyla 3dy A de = —3dx A dy.
Ikinci terim. Yine ters degisme kuraliyla z dz A dx = —z dx A dz.
Uciincii terim. y dx A dy zaten standart siradadir.

Dordiincii terim. dz A dz = 0 oldugundan e® dz A dz = 0.
Birlestirme. dx A dy iceren iki terimi toplarsak

n=(y—3)dzANdy—zdx Adz+0dyAdz.

Katsayilar f =y — 3, g = —x, h = 0°’dir. Ornegin p = (2, 5,0) noktasinda bu katsayilar 2, —2 ve 0
degerini alir. Dordiincii terimin e® katsayisi ne kadar karmagik olursa olsun sonucu etkilemedi: tekrar
eden carpan terimi bastan siler.

|

Ornek 6.5 (iki 2-Formun Toplamu). ki 2-form

m =xzdx ANdy +dy ANdz, Ny =ydyANde —dyANdz+ zdz ANdz
olsun. 1; + 7, toplaminin standart yazimini bulalim.

Coziim.
Once standart yazim. n; standart bicimdedir: katsayilar1 z, 0, 1. 1, 'nin ilk terimi sirasizdir; y dy A dz =
—ydx A dy. Boylece

Ny =—ydx Ndy + zdx Ndz — dy N dz,

katsayilar1 —y, z, —1.
Toplam. Kargilikli katsayilar: toplarsak

n+ny=(—y)deANdy+ zdz A dz.

dy A dz’nin katsayis1 1 + (—1) = 0 oldugundan bu terim kaybolur. Katsayilar1 toplamadan 6énce stan-
dart yazima gecmek sarttir: 7,’deki y dy A dz terimini dogrudan z dx A dy ile birlestirip (z + y) dz A
dy yazmak yanlig olurdu.

|

Ornek 6.6 (Derecesi Olmayan Bir Form). w = xdz + dy A dz ifadesinin bir p-form olup olmadigini
belirleyelim.

Cozim.

wnin birinci teriminde bir, ikinci teriminde iki koordinat diferansiyeli vardir. Bir p-formun biitiin
terimlerinde ayni sayida diferansiyel bulunmalidir; bu yiizden w ne bir 1-form ne bir 2-formdur.
Terimleri ters degisme kuraliyla yeniden diizenlemek bir terimdeki diferansiyel sayisini degistirmez
(en fazla terimi sifirlar), dolayisiyla w’y1 bir p-form olarak yazmanin bagka bir yolu da yoktur.

w yine de bir diferansiyel formdur: bir 1-formla bir 2-formun toplamidir. Bu béliimde yalmzca p-
formlarla galisacagiz ve iki formu yalnizca dereceleri ayniysa toplayacagiz.

Buna kargilik dz A dy + dy A dx bir 2-formdur ve ters degisme kurali geregi sifira esittir. Sifir formu
her derecenin bir formu sayilir.

|
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Tanimda p’nin 3’ten bitylik olmasina bir engel yoktu; ama ii¢ boyutlu uzayda boyle formlar ilgin¢ degildir.

Onerme 6.2 (Derecesi Ucten Biiyiik Formlar Sifirdir). R3 iizerinde derecesi 3’ten biiyiik her p-form
stfirdir.

ispat.

p = 4 olsun ve formun bir terimi kdz; A dz; A--Adz; olsun.

Bir indis tekrar eder. p tane indisin her biri 1, 2, 3 sayiarindan biridir. Dort ya da daha ¢ok indis yalnizca
ii¢ deger alabildiginden en az iki indis esittir: v < s konumlari igin i, = 1.

Tekrarlar1 yan yana getirmek. s konumundaki ¢arpani, solundaki ¢arpanlarla birer birer yer degistirerek
r+ 1 konumuna tasryalim. Bu s —r — 1 yer degistirme demektir ve her biri isareti bir kez degistirir.
Sonugta terim, + isaretiyle, icinde yan yana dx; A dz; bulunan bir ¢arpima esit olur.

Sifir. Sonug 6.1 geregi bu ¢arpan sifirdir; blrle§me ‘kural ve sifir carpanli carpimin sifir olmasi geregi biitiin
terim sifirdir. Her terim sifir oldugundan form sifirdr.

|

Ornek 6.7 (Dort Diferansiyelin Carpimi). dz A dy A dz A dz carpimini hesaplayalim.

Cozim.
Dért ¢arpan yalnizca ii¢ farkli diferansiyelden segcildigi i¢in bir tekrar olmalidir; burada dz birinci ve
tigiincii konumdadur. Ugiincii ¢arpani ikinci carpanla yer degistirerek sola tagiyalim:

dr NdyANdx Ndz = —dx ANdx ANdy N dz.

Sag yanda dz A dx = 0 oldugundan carpim 0’dir. Ispatin adimlar1 bu érnekte tek tek goriiliiyor: tekrar
bulundu, yan yana getirildi, sifir carpan her seyi sildi.
|

Kama Carpimi Hesaplari

Simdi kurallar1 is baginda gérelim. Tki formun kama garpimini hesaplamanin yolu her zaman aynidr:
dagilma kuraliyla biitiin terimleri birbiriyle ¢arpariz, fonksiyon katsayilarini her terimin basina toplariz,
diferansiyellerin carpimlarim ters degisme kurali ve tekrar eden carpan kuraliyla sadelestirir, sonucu
standart yazima getiririz.

i Bir 2-form neyi olcer?

Ispatlarda kullanmayacagimiz, ama kurallarin neden bunlar oldugunu agiklayan bir yorum vardir. ¢
ve 1 1-formlari ile ayn1 p noktasindaki v, w, teget vektorleri i¢in

(¢ A w)(vp7 Wp) = d)(vp) w(wp) - ¢(Wp) 1ZJ(Vp>

sayisini diisiinelim ve bunu katsayilarla carpilmis toplamlara terim terim yayalim. iki vektériin yeri
degisince bu sayinin isareti degisir, iki vektor ayniysa say: sifirdir; ¢ ile 10’nin yeri degisince de isaret
degisir. Ozel olarak dx A dy, iki vektdriin belirledigi paralelkenarin zy-diizlemine izdiigiimiiniin
isaretli alanini, yani v;wy — vow; sayisi verir (Ornek 6.1).

Bu yorumda dogal catinin vektorleri standart yazimin katsayilarini tek tek okur. Standart yazimdaki
katsayilar1 f, g, h olan bir n 2-formu i¢in

n(Ui(p),Uz(P) )
n(Ui(p),Us(p) )=y
n (Uz(p), Us(p) ) = h(p)

olur; érnegin dx A dz, U, (p) ile Uy(p) ¢iftine 1 -0 — 0 - 0 = 0 degerini verir. Dolayisiyla esit iki 2-
formun katsayilar1 esit olmak zorundadir; standart yazimin tekligi kurali bu ytizden makuldiir.

f(p),
9(p),

Ornek 6.8 (iki 1-Formun Kama Carpim). ¢ = zdx —ydy ve 9 = zdx + xdz olsun. ¢ A1) 2-
formunun standart yazimini bulalim.
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6.3 Kama Carpimi Hesaplar1 149

Cozim.
Dagitma. Her iki terimi birbiriyle carpip katsayilari baga alirsak

dANY = (zdx —ydy) A (zdz + z dz)
=zzdr Adzx +2?dx ANdz — yzdy Adx — zydy A dz.

Sadelestirme. dxz A dz = 0 oldugundan birinci terim diiser. Ugiincii terimde ters degisme kurali dy A
dx = —dx A dy verir; boylece —yzdy A dx = yzdzx A dy.
Sonug.

dANY=yzdx Ndy+x2dx ANdz — zydy A dz.

Iki 1-formun ¢arpimi bir 2-formdur. Katsayilar noktadan noktaya degisir; rnegin p = (1,2,3)’te yz =
6,22 = 1ve —zy = —2 olur.
|

Ornek 6.9 (Bir Paralelkenarin Koordinat Diizlemlerine izdiisiimleri). ¢ = zdx —ydy, ¢ =
zdx +xdz, p=(1,2,3), v=(2,0,1) ve w = (0,3,1) olsun. Yukaridaki notta verilen yorumla (¢ A
¥)(Vp, Wp) sayisini bulalim.

Cozim.

Dogrudan formiille. p’de x = 1, y = 2, z = 3 oldugundan bu noktada ¢, dz — 2 dy gibi; 1 ise 3dz +

dz gibi davranir. Buradan

bulunur. Nottaki formiil
(PAY)(Vp, Wp) =2-1—(—6)-7=44

verir.

Izdiisiim alanlariyla. v ve w’nin belirledigi paralelkenar ii¢ koordinat diizlemine izdiisiirelim ve her
izdiisiimiin isaretli alanin1 Ornek 6.1'daki formiille hesaplayalim. xy-diizleminde vektérler (2,0) ve
(0, 3) olur, isaretli alan 2 -3 — 0 - 0 = 6. x2-diizleminde (2,1) ve (0,1) olur,alan2-1—1-0=2.yz
-diizleminde (0,1) ve (3,1) olur, alan 0 -1 — 1 -3 = —3. Bunlar sirasiyla dz A dy, dz A dz ve dy A
dz’nin bu vektor ¢iftine verdigi sayilardir.

Ornek 6.8’da ¢ A 9’nin p’deki katsayilarmi 6, 1, —2 bulmustuk. Standart yazimi terim terim degerlen-
dirirsek

6-6+1-2+(—2)-(—3)=36+2+6=44

cikar; iki yol aymi sayiy1 verir. Demek ki bir 2-formun ii¢ katsayisi, paralelkenarin ii¢ koordinat
diizlemine diisen goélgelerinin alanlarim tartan agirhiklardir.

Bir gozlem. Paralelkenarin kendi alanmin karesi | v |2 | w |2 — (v - w)? saysidir; burada bu say1 5 -
10 — 1 = 49, yani alan 7’dir. Izdiisiim alanlarinin kareleri toplami da 36 + 4 + 9 = 49’dur: alanlar i¢in
bir Pitagoras bagmtisi.
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150 Boliim 6. Diferansiyel Formlar

Sekil 6.2: Mavi ve turuncu oklar v = (2, 0, 1) ve w = (0, 3, 1) vektor kisimlaridir; gerdikleri gri tarali

paralelkenarin alani 7'dir. Kesikli kilavuzlar koseleri koordinat diizlemlerine indirir: gdlgelerin isaretli

alanlar1 xy-diizlemindeki yesil dikdértgende 6, xz-diizlemindeki mavi paralelkenarda 2, yz-diizlemin-

deki turuncu paralelkenarda -3'tiir. Bir 2-formun ¢ katsayis1 bu ti¢ alan: tartar; 6* + 2> + (-3)* = 7?
esitligi ise alanlar i¢in bir Pitagoras bagintisidir.

Ornek 6.10 (U¢ 1-Formun Kama Carpmm). ¢ = 2 dz — ydy, ¢ = zdz + xdzve § = zdy olsun. § A
¢ A 9 3-formunun standart yazimini bulalim.

gg:;cl;lizesabl kullanmak. Birlesme kurali geregi 0 A ¢ A = 0 A (¢ A 9) yazabiliriz. Ornek 6.8'dan
¢ A ’yi alip dagitirsak
ONGAY=zdyA (yzdz ANdy + x?dx ANdz — zydy A dz)
=y22dy ANdx ANdy + 2%zdy Adx Adz — zyzdy A dy A dz.
Tekrarlart atmak. Birinci terimde dy, tigiincii terimde de dy iki kez geger; Ornek 6.3 geregi bu iki terim
sifirdur.

Siralamak. Ortadaki terimde ilk iki carpanin yerini degistirirsek dy A de A dz = —dx A dy A dz.
Dolayisiyla

ONPAY=—22zdx Ady A dz.
Baska bir gruplamayla denetim. Once

ONG=zdyAN (zdx —ydy)
=xzdy Ndxr —yzdy Ndy = —xzdx AN dy
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6.3 Kama Carpimi Hesaplar1 151

bulunur. Bunu % ile carparsak
—zzdz Ady A (zdz + 2dz) = —x22 dz A dy A dz — 2%z dx A dy A dz,

ve birinci terim tekrar yiiziinden sifir oldugundan yine —x?zdx A dy A dz elde edilir. U¢ 1-formun
carpimt bir 3-formdur.
]

Ornek 6.11 (Bir 1-Form ile Bir 2-Formun Kama Carpimi). ¢ = zdx —ydy ve n = ydx Adz +
x dy A dz olsun. ¢ A n 3-formunun standart yazimini bulalim.

Coziim.
Dagitma. Dort terim ¢gikar:

dAn=zxydr ANdx Adz+ z?dx Ady A dz
—y2dy ANdx ANdz — zydy Ady A dz.

Tekrarlar atmak. Birinci terimde dz, dordiincii terimde dy tekrar eder; ikisi de sifirdir. Deneyimle
bu terimleri yazmadan atlamay1 6greniriz: bir 1-formun dz terimini, dx igeren bir 2-form terimiyle
carpmaya hic gerek yoktur.

Swralamak. dy A dz A dz = —dx A dy A dz oldugundan iiciincii terim +y? dz A dy A dz olur. Toplar-
sak

dAn= (22 +y?)dr Ady Adz.

Bir 1-formla bir 2-formun carpimi bir 3-formdur. Katsay1 22 4 y2, z ekseni iizerindeki noktalarda
sifirdir, bagka her yerde pozitiftir.
|

Bu orneklerde ¢arpimin derecesi her seferinde garpanlarin derecelerinin toplami ¢ikti. Bu bir rastlanti
degildir.

Onerme 6.3 (Kama Carpiminda Dereceler Toplanir). ¢ bir p-form ve 1 bir g-form ise ¢ A v bir (p +
q)-formdur. Ozel olarakp + q > 3 ise $ A1) = 0.

ispat.
Terim terim. ¢ 'nin bir terimi kdz; A - A dz; , Y’nin bir terimildx; A - A dz; olsun. Fonksiyonlar
serbestce yer degistirdigi ve carpim birlesme kuralina uydugu icin bu iki terimin ¢arpimi

kldz; A - A da:ip ANdxj A A dqu

olur. Bu terimde kl diferansiyellenebilir bir fonksiyondur ve tam p + q tane koordinat diferansiyeli vardr.
Toplam. Dagilma kurali geregi ¢ A 1), ¢ ’nin her terimiyle 1 ’nin her teriminin ¢carpimlarinin toplamidir.
Her biri p + q diferansiyel icerdiginden ¢ A 1 bir (p + q)-formdur.

Yiiksek derece. p + q > 3 ise Onerme 6.2 geregi bu form sifirdr.

|

Ornek 6.12 (Derece Sayimiyla Onceden Bilinen Bir Sonug). 7, = zydz A dy + dy A dz ve 0y =
zdz A dz 2-formlarinin kama ¢arpimini hesaplayalim.

Coziim.

Onceden tahmin. Onerme 6.3 geregi iki 2-formun carpiminin derecesi 2 + 2 = 4’tiir; 4 > 3 oldugundan
sonug sifir olmalidir.

Hesap. Dagilma kurali ve fonksiyonlarin yer degistirmesiyle

m AN =zyzde Ndy Nde ANdz+ zdy ANdz ANdz A dz.
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Birinci terimde dx, ikinci terimde dz iki kez geger. Onerme 6.2'in ispatindaki gibi tekrar eden carpanlari
yan yana getirince iki terim de sifir olur; dolayisiyla n; A 1y = 0.

Derece ii¢ olunca. Tahminin yalmizca p + g > 3 i¢in gecerli oldugunu gérmek i¢in ny’yi y dy 1-formuyla
carpalim. Bu kez derece 1 + 2 = 3’tiir ve sonug sifir degildir:

ydy A zdx ANdz =yzdy Ndz Ndz = —yzdx ANdy A dz.

Sayilarla carpimda ab = ba olur; formlarda ise siranin ne etkisi oldugunu ayrica incelememiz gerekir. iki
1-form icin cevap, ters degisme kuralinin aynisidir.

Lemma 6.1 (Iki 1-Formun Ters Degismesi). ¢ ve 1) 1-formlar ise
PAY=—19p N
Ozel olarak her 1-form icin A ¢ = 0.

ispat.

Koordinatlarla yazmak. ¢ = ZZ fidx; ve = Zj gjdz; olsun. Dagilma kurali ve fonksiyonlarin yer
degistirmesi geregi

3 3
oNY = ZZfigjdxi Ndx;.
i—1 j—1

3 Jj=

Ters degisme. Her terimde ters degisme kuralini uygular ve fonksiyonlarin ¢arpiminda f;g9; = g,f;
yazarsak

3 3

¢/\¢:_Zzgjfid$j/\d$i

i=1 j=

—

NE
M

(9;dz;) A (fidz;) = =Y A ¢

Il
_
.
Il
—_

J

Son adimda sonlu toplamlarin sirasini degistirdik ve dagilma kuralini ters yonde kullandik.

Kendisiyle carpim. 1) = ¢ alinirsa ¢ A ¢ = — ¢ A ¢ olur; Sonug 6.11n ispatindaki gibi iki yana ¢ N\ ¢
ekleyip 1/2 ile carparak ¢ A ¢ = 0 buluruz.

|

Ornek 6.13 (Ters Sirada Carpim). ¢ = zdx —ydy ve ¥ = zdx + x dz olsun. ¥ A ¢’nin Ornek
6.8’daki ¢ A 9 ile iliskisini dogrudan hesapla bulalim.

Coziim.
Dagitma.

WA =zzdr Ndr —yzdx ANdy + 22 dz Adx — zydz A dy.
Sadelestirme. Birinci terim sifirdir. dz A dx = —dx A dz ve dz A dy = — dy A dz oldugundan
YA p=—yzdr ANdy —z?dx Adz + zydy A dz.
Karsilastirma. Onceki 6rnekte
dAY=yzdx Ndy+22dx ANdz —zydy A dz
bulmustuk. Ug katsayinin hepsi isaret degistirmigtir: 1) A ¢ = — ¢ A 1, tam da Lemma 6.1 nin séyledigi

gibi.
|
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Ornek 6.14 (Bir 1-Form ile Bir 2-Form Yer Degistirince). ¢ = xdr —ydy ve n = ydx Adz +
x dy A dz olsun. n A ¢’nin Ornek 6.11°daki ¢ A 7 ile iligkisini dogrudan hesapla bulalim.

Cozim.
Dagitma.

NA¢=zydr Adz Ndx —y*dx Adz A dy
+22dy Adz Adx — xydy A dz A dy.

Sadelestirme. Birinci ve dordiincii terimlerde tekrar vardur, sifirdirlar. Ornek 6.2’daki tabloya gére dz A
dzNdy =—dx ANdy Ndzvedy ANdz ANdx = +dz A dy A dz. Dolayisiyla

nA¢p=y>dx NdyANdz+x*>dz Ady Adz = (2? +y?)dx Ady A dz.

Karsilagtirma. Bu, ¢ A p’nin ta kendisidir: isaret degismemistir. Nedeni sayumdadir. Bir dz;’yi iki
diferansiyelin ¢carpiminin 6biir yanina gegirmek iki yer degistirme gerektirir ve isaret iki kez degisip
geri gelir. Lemma 6.1 yalmizca iki 1-form hakkindadir; “kama ¢arpiminda sira degisince hep eksi gelir”
diye genellemek yanlistir.

|

Dis Tirev

Onceki béliimiin d islemine (Tanim 5.5) katlar goziiyle bakalim: bu islem en alt kattaki bir f fonksiyonunu,
yani bir O-formu, bir iist kattaki d f 1-formuna tasir. Ayni isi her katta yapan bir islem kurmak zor degildir:
bir formun katsay: fonksiyonlarinin diferansiyellerini alir ve her birini kendi diferansiyel ¢arpiminin
éniine kama carpimiyla yerlegtiririz. Bdylece her terime bir diferansiyel eklenir ve bir p-form bir (p + 1)
-forma déniisiir. Ik ve en 6nemli durum p = 1’dir.

Tanim 6.2 (Bir 1-Formun Dis Tiirevi). ¢ = Zf’: ) f; dz,, R? iizerinde bir 1-form olsun. ¢’nin dis
tirevi (exterior derivative)

3
dp = _df, Nz,

=1

2-formudur.

Yani ¢’nin dig tirevini bulmak icin her katsayiy1 diferansiyeliyle degistirir ve bu diferansiyeli kendi
dz;’sinin 6niine kama ¢arpimiyla koyariz.

Tanumin anlaml olmasi, f; katsayilarimin ¢ tarafindan tek tirli belirlenmesine dayanir (Lemma 5.1):
ayn1 1-formu iki farkl standart yazimla yazamayacagimiz icin d¢ yalnizca ¢’ye baghdir. df;’leri kismi
turevlerle acarsak dis tiirevin koordinatlarla tam bir formiila ¢ikar.

Onerme 6.4 (D1s Tiirevin Koordinat Formiilii). ¢ = f, dz, + f, dx, + f5 dx4 ise

do = (% — %)dml A dz,

Oz, Oxq
dfy  Of
+ (8951 9z, dz, A dzg
Ofs _0fy
+ (6:1:2 oz, dzy N dzg.

ispat.
Diferansiyelleri agmak. Sonuc 5.1 geregi her i icin df;, = Zj(afi/aa:j) dz;. Bunu tanima koyup dagi-
tirsak

3 3
de = ;Z aj:; dz; A dz,

5 J=1

o))
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154 Boliim 6. Diferansiyel Formlar

buluruz. Bu toplamda dokuz terim vardir.

Tekrarlar. j = 4 olan ii¢ terimde dx; A dz; = 0 bulunur; bu terimler sifirdir.

Eslestirme. Kalan alt1 terimi, ayni iki indisi iceren ¢iftler halinde toplayalim. (i,7) = (2,1) ve (4,j) =
(1,2) terimleri

Ofy 0K

0fy 9fi
—=d d ——d dz, =
0z, TN Gy 0z, T2 MGy Oxy Oxy

) dz; A dz,

verir; burada ters degisme kuralyla dz, A dz, = —dx; A dzy yazdik. Aymi bicimde (3,1) ile (1,3)
terimleri dzy A dxz5’iin, (3,2) ile (2,3) terimleri de dxo A dx5iin katsayisini verir. Ug katsay: formiilde-
kilerdir.

|

Bu formiiliin asil yarari genel akil yiiriitmelerdedir; érnegin aligtirmalarda d(df) = 0 esitligini onunla
ispatlayacagiz. Somut bir 1-form verildiginde ise alt1 kismi tiirevi ezberden yerine koymak yerine tanim
uygulayip kama carpiminin kurallariyla sadelestirmek daha az hataya aciktir.

Ornek 6.15 (Tanimla Bir D1s Tiirev Hesab1). ¢ = xydz + 22 dz 1-formunun dis tiirevini bulalim.

Coziim.

Katsayilarin diferansiyelleri. ¢’nin katsayilar1 f; = xy, f; = 0, f3 = 2%'dir. Lemma 5.2 geregi d(zy) =
ydz + z dy; Sonug 5.1 geregi d(x?) = 2z dx.

Tamim. fy = 0 terimi katki vermez. Kalan iki terim

d¢ = d(zy) Adz + d(z?) Ndz
= (ydx + zdy) Ndz + 2z dx ANdz
=zdyANdx+2xdxr Adz

verir; y dz A dx terimi tekrar yiiziinden dustii.
Standart yazim. dy A do = — dz A dy oldugundan

dp = —xzdx ANdy + 2xdx N dz.

Formiille denetim. Onerme 6.4'ndeki katsayilar: dz A dy icin 0 — z = —z; dx A dz igin 2z — 0 = 2u;
dy A dzi¢in 0 — 0 = 0. Uyusur.
|

Ornek 6.16 (Bir Diferansiyel ile Bir Donme Formu). 1 = —ydz + x dy 1-formunun dis tiirevinin,
d(zy) = ydzx + = dy diferansiyelinin dis tirevinden nasil ayrildigini bulalim.

Cozim.
Dénme formu. Katsayilar —y ve x’tir; diferansiyelleri —dy ve dx. Tanimdan

dip = (—dy) Ndz +dx ANdy = dx ANdy + dz ANdy = 2dz A dy.

Diferansiyel. y dz + x dy igin ayn1 hesap dy A dx + dx A dy = 0 verir.

Karsilagtirma. 1ki 1-form yalnizca bir isaretle farklidir, ama dis tiirevleri cok farklidir. Bunun bir anlami
var: aligtirmalarda her diferansiyelin dis tiirevinin sifir oldugunu ispatlayacagiz (Alistirma 6.8). Buna
gore dip # 0 oldugundan 1) hi¢bir fonksiyonun diferansiyeli olamaz. Dis tiirev, bir 1-formun bir dife-
ransiyel olmaktan ne kadar uzak oldugunu 6l¢en bir aractir. Donme adinin nereden geldigini bélimiin
sonunda gorecegiz: 10’ye karsilik gelen vektor alani baglangic noktasi ¢evresinde doner.

|

Aymn fikir daha yiiksek dereceli formlara da uygulanir. 3-formun dis tiirevi derecesi 4 olan bir form
olacagindan Onerme 6.2 geregi sifirdir; asil yeni durum 2-formlardir.

Tanim 6.3 (Bir 2-Formun ve Bir 3-Formun Dis Tiirevi). Standart yazimi
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6.4 Dis Tiirev 155

n=fdxANdy+gdx Ndz+ hdyNdz
olan bir 2-formun dis tiirevi
dn=df Nde Ndy+dg ANdx ANdz+dh ANdy Adz

3-formudur. Bir 3-formun dis tirevi 0’dur.

Yani burada da katsayilar diferansiyelleriyle degistirilir. Bu tanimi da koordinatlarla acalim. df A dz A
dy’de d f’nin dx ve dy terimleri tekrar yiiziinden diiser ve yalnizca dz terimi kalir; ayni bicimde dg A
dx A dz’de yalnizca dg’nin dy terimi, dh A dy A dz’de yalnizca dh’nin dx terimi kalir. Kalan ti¢ terim

gdz/\dm/\dy:ﬁdx/\dy/\dz,
0z 0z

9] 0]
—gdy/\d:c/\dzz——gda:/\dy/\dz,
Ay Oy

@dac/\dy/\dzzﬁdx/\dy/\dz
ox oz

olur. Toplarsak

of O0Og Oh

=|=——=—+4+—|deAdyArd-z.
<8z 5‘y+8ac) vhayhaz

flk olarak dis tiirevin, dnceki boliimdeki diferansiyel gibi lineer oldugunu gésterelim.

Onerme 6.5 (D1s Tiirevin Lineerligi). ¢ ve v ayni dereceden iki form (0-, 1-, 2- ya da 3-form), a ve b
sayular ise

d(ad + b)) = add + b dip.

Ispat.
0-formlar. ¢ = f ve ¢ = g fonksiyonlar olsun. Kismi tiirev almak lineerdir:
d(af + bg) of 0
—_— = b .
Oz, “ Oz, * ox;

Sonug 5.1 ve dagilma kuraliyla

d(af + bg) —i(a of +b ag)dm =adf+bdg
“~\ Oz, Ox; !

1-formlar. ¢ = f; dz, ve » = g, dz; olsun. ad + bi)’ nin standart yazimi Y (af; + bg,) dz, dir.

Tanim, O-formlar igin az once ispatladigimiz esitlik ve dagilma kurali sirasiyla

3
d(af; + bg;) N dz; = Z(a df; +bdg;) Adz;

=1

Mw

d(a¢ + b)) =

.

||
M“ L

df; A dz; +bngl/\dx =adp+bdy

=1

<.
Il
—

verir.
2-formlar. fki 2-formun standart yazimlar

¢ = frdr Ndy+ g, dx ANdz+ hy dy A dz,
Y= fodx Ndy+ g,dz ANdz+ hydy A dz

olsun. Dagilma kurali ve fonksiyonlarin yer degistirmesi geregi a¢ + b1 ’nin standart katsayilar a f, +
bfy, agy + by, veah, + bhy “dir. Tanim 6.3, 0-formlar i¢gin az énce ispatladigimiz esitlik ve dagilma kural
sirasiyla
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156 Boliim 6. Diferansiyel Formlar

d(ad + b)) =d(af; +bfy) ANdz Ady
+d(ag; + bgy) Ndxz ANdz
+d(ah, + bhy) Ndy A dz
= (adf; +bdfy) Ndz A dy
+(adg, +bdgy) Ndz Adz
+(adhy +bdhy) Ady Adz

verir. Terimleri a ve b ¢arpanlarina gore gruplarsak

d(agp + b)) = a(df, Ndx Ndy +dg, Ndx ANdz+dhy ANdy A dz)
+b(dfy ANdx ANdy + dgy Adx Adz+ dhy Ady A dz)
=adp+bdy

buluruz; son adimda yine Tanim 6.3 kullanildh.

3-formlar. a¢ + by de bir 3-formdur. Tanim geregi her 3-formun dis tiirevi 0 oldugundan sol yan 0, sag
yana-04+b-0=0dwr

]

Ornek 6.17 (Lineerlikle Dis Tiirev). ¢ = xydx + x? dz ve 1 = 2 dy olsun. d(2¢ — 31)’yi hem dog-
rudan hem de Onerme 6.5 ile bulalim.

Coziim.
Dogrudan. 2¢ — 3v’nin dz, dy, dz katsayilar1 2xy, —3z ve 222°dir. Tanimdan
d(2¢ —3¢Y) = 2ydz +2zxdy) Nde —3dz ANdy + 4z dx Ndz
= —2zxdx ANdy+4xdx ANdz+ 3dy A dz.

Lineerlikle. Ornek 6.15'nda d¢ = —z dx A dy + 2z dz A dz bulmustuk. dy = dz A dy = —dy A dz.
Dolayisiyla

2d¢ —3dyp = —-2xdx Ndy+4xdx ANdz+ 3dy A dz.

Iki sonug aynidr.
|

Dis tiirevi tanimlarken standart yazimi kullandik. Pratikte formlar ¢ogu zaman standart olmayan bir
sirayla kargimiza gikar; 6rnegin iki 1-formun carpimi 6nce ) f;g; dx; A dz; biciminde gelir. Asagidaki
lemma, dis tirevi standart yazima ge¢gmeden de hesaplayabilecegimizi sdyler.

Lemma 6.2 (D1s Tiirev Her Yazilistan Hesaplanabilir). Heri,j = 1,2, 3 icin h;; diferansiyellenebilir
bir fonksiyon ve

n= Z h;;dz; A dz;

3 3
=1 j=1

<

isedn =7}, i dh;; A dz; A dx ;. Benzer bigimde ¢ = 3, hy, dx; sonlu bir toplamsa (indisler tekrar edebi-
lid¢ =3, dhy Adz;, .

ispat.
2-formlar icin standart yazim. ¢ = j terimleri sifirdir. ¢ > j terimlerini ters degisme kuraliyla cevirirsek
n’nin standart katsayilari

f=hiy—hyy, g =hyg — hg, h = hys — hg,

olur.
Tanimi uygulamak. Tanim 6.3 ve O-formlar icin lineerlik geregi
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6.4 Dis Tiirev 157

dn = (dhyy — dhyy) Adxy A dz,

+(dhy3 — dhgq) Adzqy A dzg

+(dhys — dhgy) A dzy A dxg.
Geri ¢evirmek. Son iki ¢carpanin yeri degisince isaret degistigi icin, ornegin
olur. Biitiin eksi isaretli terimleri boyle cevirince dn, i # j olan alti terimin dh,; A\ dz; A dx; toplami olur.
1 = j olan terimler de dh;; A\ dx; A dz; = 0 oldugundan toplama eklenebilir; boylece istenen esitlik ¢ikar.
1-formlar. Her ¢ i¢in i, = i olan hy ’larin toplami standart katsay: f; dir. 0-formlar icin lineerlik geregi
df; bu hy’larin diferansiyellerinin toplamidir; tanima koyup dagitinca Zk dhy, A\ dz; bulunur.
Son olarak ayni sirali (i, j) ¢iftine ait birden ¢ok terim varsa, once katsayilar toplanarak lemmadaki

bicime getirilir; lineerlik geregi bu, sonucu degistirmez.
|

Ornek 6.18 (Bir 2-Formun Dis Tiirevi). Asagidaki 2-formun dis tiirevini bulalim:

n=x2dx Ady+ zyzdz Adz+ zdy A dz.

Cozim.
Tanim. Katsayilarin diferansiyelleri d(2?) = 2z dx, d(zyz) = yzdx + 2z dy + 2y dz ve dz’dir. Buna
gore

dn=2zxdz ANdx Ndy + (yzdz + zzdy + xzydz) Nde Adz+dz Ady A dz.

Tekrarlar. Birinci ve ticiincli terimler tekrar yiiziinden sifirdir. Ortadaki terimde dx ve dz zaten var
oldugundan yalmzca xz dy katk: verir:

dn=zzdyNdx Ndz = —zxzzdx ANdy A dz.

Formiille denetim. f = 22, g = zyz, h = z icin

of dg Oh _
9 3_y+%_0 rzz+0=—zxz.

Uyusur.

Ornek 6.19 (Sirasiz Yazilmis Bir 2-Formun Dis Tiirevi). 7 = 32 dz A dx 2-formunun dis tiirevini,
once standart yazima gegerek ve sonra dogrudan Lemma 6.2 ile hesaplayip karsilagtiralim.

Cozim.
Standart yazimla. n = —y? dx A dz oldugundan tanim

dn= —2ydyANdx Ndz=2ydx Ndy ANdz
verir.

Lemma ile. Siray1 degistirmeden
dn=d(y*>) Ndz Adx = 2ydy A dz A dx.

Ornek 6.2'daki tabloya gore dy A dz A dz = dx A dy A dz; sonug yine 2y dz A dy A dz.
Iki yol ayn1 sonucu verir; lemma bize siralama isini en sona birakma serbestligi tanir.
|
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D1s Tiirev ve Kama Carpimi

Fonksiyonlar i¢in d(fg) = gdf + f dg carpim kuralini biliyoruz. Kama carpimi da bir ¢arpim olduguna
gore, dis tiirevin onunla nasil etkilestigini sormak dogaldir. Asagidaki teorem bu kuralin ii¢ kattaki
bi¢imini verir; tek yeni ayrinti, iki 1-formun ¢arpiminda ortaya cikan bir eksi isaretidir.

Teorem 6.1 (D1s Tiirevin Carpim Kurallar1). f ve g diferansiyellenebilir fonksiyonlar, ¢ ve 1-formlar
olsun. O zaman

(1)d(fg) =dfg+ fdg

@) d(fo) = df Ao+ fdo,

(3)d(® A ) = dé Ay — 6 A dp.

Her zamanki gibi carpim toplama ve ¢ikarmadan énce yapilir: diciincii formiiliin sag yani (d¢p A ) — (¢ A
dv) diye okunur.

ispat.

(1) Lemma 5.2 d(fg) = gdf + f dg der. Fonksiyonlar formlarla yer degistirdiginden gdf = df g; bu,
istenen esitliktir.

(2) ¢ =3, fidx; olsun. f¢’nin standart yazimi 3 (f f;) d; 'dir. Tanim ve (1) geregi

a(f) =

3 3
i=1

d(ff;) Nz, = (fidf + fdf,) Ada,.

=1

Dagilma kuraliyla iki toplama ayiwralim. Birinci toplamda f; fonksiyonunu d f ’nin sagina gecirebiliriz:
3 3
Y fidf Adw,=df N fidz, =df A .
i=1 i=1

Ikinci toplamda f ortak ¢arpandir; disart alininca f Zi df; Ndx, = f d¢ kalwr. Iki toplam birlikte (2)‘yi
verir.

(3)¢=7>, fidz; verp = Ej g, dz; olsun.

Carpimin dig tiirevi. Lemma 6.1'nin ispatindaki gibi ¢ A = Zij fi9;dz; Ndx;. Lemma 6.2 ve (1)

geregi
d(¢ Ay) = d(fig;) Adx,; Ada,
2]
= Zgj df; Ndz; Ndx; + Z fidg; Ndz; N dz;.
,J i,j
Birinci toplam. g; fonksiyonunu dz;’nin éniine tasiyip birlesme ve dagilma kurallarimi kullanirsak
> (df; Adxy) A (g;day) = (Z df; A da, )/\ (Zgj da; ) =d¢ Ap.
4,3 i p;

Ikinci toplam ve eksi isareti. Burada dg;, dz;’nin éniinde duruyor; oysa ¢ nin parcast olan dz; 'nin basa,
¥’nin pargasi olan dg; nin dz ;’nin yanmina gitmesi gerekir. dg; ve dz; iki 1-formdur; Lemma 6.1 geregi
dg; A\ dz; = —dz; A dg;. Dolaysiyla

> fidgy Aday Aday ==Y (fidx;) A (dg; Ada;) = — ¢ A dip.
1,5 ,J

Iki toplamu birlestirince (3) ¢ikar.
|

Eksi isaretini hatirlamak i¢in d’yi bir an i¢in formlarin soluna yazilan bir 1-form gibi distinebiliriz. d¢ A
1) teriminde d dogrudan ¢’nin 6niindedir. ¢ A di) teriminde ise d, ¥’ye ulagsmak i¢in ¢ ile yer degistirmek
zorunda kalmugtir; iki 1-formun yer degistirmesi Lemma 6.1 geregi bir eksi isareti getirir. (2)‘de d’nin
gectigi f bir 0-formdur, bu yiizden orada isaret degismez.
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Ornek 6.20 (Eksi Isaretinin Rolii). ¢ = zdx ve v = z dy olsun. Teorem 6.1'nin iiciincii formiiliiniin
iki yanini ayr1 ayr1 hesaplayalim.

Cozim.
Sol yan. ¢ A = 22 dx A dy ve d(2%) = 2z dz oldugundan
d(d NY) =2zdz ANdx ANdy = 2zdz A dy A dz;

son adimda dz A dx A dy’nin ¢ift sayida yer degistirmeyle dx A dy A dz’ye geldigini kullandik.
Birinci terim. d¢ = dz A dz oldugundan

dpNY=2zdzANdx Ndy = zdz ANdy N dz.

Ikinci terim. dip = dz A dy oldugundan
PdNdY=zdr ANdzNdy = —zdx Ndy A dz.

Sag yan. Iki terimi yerine koyarsak

dpNY—PpNdY =zdx ANdy Ndz — (—zdz Ady N dz)
=2zdx ANdy Ndz

bulunur. ki yan esittir.

Eksi yerine art1 olsaydi sag yan z — z = 0 verirdi ve formil bu 6rnekte yanhs olurdu. Eksi isareti bir
dizgi ayrintis1 degil, formiiliin dogru olmasinin koguludur.

|

Ornek 6.21 (Fonksiyonla Carpimin Dis Tiirevi). f = 22 ve ¢ = ydx + dz olsun. d(f¢)’yi dogrudan
ve Teorem 6.1'nin ikinci formiilityle hesaplayalim.

Cozim.
Dogrudan. f¢ = x?ydx + x? dz. Tanimdan

d(f¢) = (2zydz + 2% dy) A dx + 2z dx A dz
= —z2dz Ady + 2z dx Adz.

Kuralla. df = 2z dz oldugundan
df N =2zxydr ANdx +2xdx ANdz =2xdx N dz.

d¢ = dy A dx = — dz A dy oldugundan f d¢ = —x2 dx A dy. Toplam dogrudan hesaptaki sonuctur.
|

Ugiincit formiiliin hos bir sonucu, dis tiirevi sifir olan iki 1-formun carpiminin da dis tiirevinin sifir
olmasidir. Ornegin Ornek 6.8'daki ¢ = zdz — ydy ve ) = zdx + 2 dz icin dp = dz Adz — dy A dy =
0 ve dyp =dzAdz+dx Adz = 0dur; kural d(¢ A1) =0 der. Dogrudan hesap da bunu dogrular:
yzdx A dy + 2% dx A dz — 2y dy A dz formunun dis tiirevinde yalnizca y dz A dz A dy ve —y dx A dy A
dz terimleri kalir ve bunlar birbirini gétiirir.

D1s Tiirev ve Vektor Analizi

Simdiye kadar gordiiklerimizi toparlayalim. Kama ¢arpimi, hesabin sonunda nasilsa birbirini gétiirecek
terimleri daha dagitma agsamasinda ortadan kaldirarak kismi tiirev hesaplarini kisaltir. Dis tiirevin katkisi
ise ¢ok daha buiyuktiir: vektor analizindeki {i¢ ayr1 tiirev islemini tek bir islemde toplar. Bunu gérmek i¢in
once iki dili birbirine ¢evirmemiz gerekir.

Vektor analizinde formlar yerine vektor alanlariyla calisilir. R3’te bir 1-formu da bir 2-formu da, katsay1-
larimi tagiyarak bir vektor alanina doniistiiren birer birebir esleme vardir:
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3 1) & 2)
Y fidz oY U fydzy Aday — fodzy Adag + f dog A day.
i=1 i=1

Bu dilde kismi tiirevlerden kurulan ii¢ islem vardir: bir f fonksiyonunun gradyam (gradient), bir V' =
> f; U, vektor alaninin rotasyoneli (curl) ve diverjansi (divergence).

3 3
gradfzzaflUi, divvzz:%,
i=1 i

O -1
_(%fs _0F Oh _0fs
rot V= <8x2 0z, Ui+ Oxy Ox Ue
ofy 9f
+ (8371 Oz, Us:

Bu t¢ islem ilk bakista birbirinden bagimsiz formiiller gibi gériniir. Oysa dis tiirev, her birini tek basina
stlenir:

form derecesi dis tiirevi vektér  analizindeki
karsilig:

f 0 df, bir 1-form grad f

¢ g Vv 1 d¢, bir 2-form rot V

n g |4 2 dn, bir 3-form (div V)dz Ady Adz

Tablonun ti¢ satirini aligtirmalarda ispatlayacagiz (Alistirma 6.17, Alistirma 6.18, Aligtirma 6.19). Vektor
analizinde {i¢ ayr1 islem olan sey, formlar dilinde tek bir d islemidir; hangi kata uygulandigina gére farkl
adlar alir.

| Dis tiirevin karesi sifirdir

Aligtirmalarda her f fonksiyonu igin d(df) = 0 (Alistirma 6.8) ve her ¢ 1-formu igin d(d¢) = 0
(Alistirma 6.16) oldugunu gorecegiz. Bir 2-formun dis tirevi bir 3-formdur ve onun dis tiirevi derece 4
oldugundan zaten sifirdir. Kisaca her £ formu igin d(d€) = 0;bu gercek d? = 0 diye yazilir. Yukaridaki
tabloyla birlikte okununca bu tek esitlik, vektor analizindeki rot (grad f) = 0 ve div (rot V) =0
0zdesliklerinin ikisini birden igerir.

Alistirmalar

[lk alt1 alistirmada ayni ii¢ 1-formu kullanacagiz:

¢ =yzdx + dz, 1 = sin z dx + cos z dy, E=dy+ zdz.

Alistirma 6.1 (Birinci ve Ikinci Formun Kama Carpimi). ¢ = yzdz +dz ve ¢ = sinzdz +
cos z dy olsun. ¢ A 9’nin standart yazimini bulunuz.

Cozim.
Dagitma. Dort terim ¢ikar:

¢ N =yzsinzdr Adx 4+ yzcoszdx Ady +sinzdz A dx 4+ coszdz A dy.

Sadelestirme. Birinci terim tekrar yiziinden sifirdir. Ters degisme kurali dz A dx = —dx A dz ve dz A
dy = —dy A dz verir.
Sonug.

P NY=yzcoszdr ANdy —sinzdzx ANdz —coszdy A dz.

Denetim. p = (0,1,0)’da ¢, dz gibi; ¢ ise dy gibi davranir. O noktada ¢ A, dz Ady = —dy A dz
olmalidir. Formiilde z = 0 koyunca katsayilar 0, 0, —1 ¢ikar; uyusur.
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Alistirma 6.2 (Ikinci ve Uciincii Formun Kama Carpimi). ) = sinzdx + coszdyve § = dy + zdz
olsun. ¥ A £'nin standart yazimini bulunuz.

Coziim.
Dagitma.

YANE=sinzdx ANdy + zsinzdx ANdz+ coszdy ANdy + zcoszdy A dz.

Sadelestirme. Ugiincii terimde dy A dy = 0. Kalan terimler zaten standart siradadur.
Sonug.

PYAE=sinzdr Ady + zsinzdx A dz + zcoszdy A dz.

Alistirma 6.3 (Ugiincii ve Birinci Formun Kama Carpim). ¢ = dy + zdz ve ¢ = yzdx + dz olsun.
& A ¢’nin standart yazimini bulunuz.

Cozim.
Dagitma.

ENPp=yzdyNdz +dy ANdz+yz>dz Adx + zdz A dz.

Sadelestirme. Son terim sifirdir. dy A dx = —dx Adyve dz ANdx = —dzxz A dz.
Sonug.

ENG=—yzdx Ndy —yz?dz Adz + dy A dz.
Bir gézlem. Lemma 6.1 geregi ¢ A £ bunun negatifidir:

dNE=yzdx Ndy +yz2de Adz—dy A dz.

Alistirma 6.4 (Birinci Formun Dis Tiirevi). ¢ = yz dz + dz 1-formunun dis tiirevini bulunuz.

Coziim.

Katsaylar. f; = yz, fo =0, f3 = 1. Lemma 5.2 geregi d(yz) = zdy + y dz; sabit fonksiyonun diferan-
siyeli sifirdir.

Tanim.

dp = (zdy+ydz) Nde +0=zdy Ndx + ydz A dz.
Standart yazim.
dp=—zdzx Ndy —ydx Ndz.

Formiille denetim. Onerme 6.4'ndeki katsayilar: dx A dy icin 0 — z,dz A dzicin 0 — y, dy A dz icin 0 —
0. Uyusur.
|

Alistirma 6.5 (Ikinci Formun Dis Tiirevi). 1 = sin z dz + cos z dy 1-formunun dis tiirevini bulunuz.
Coziim.

Katsayilarin diferansiyelleri. Lemma 5.3 geregi d(sin z) = cos zdz ve d(cos z) = —sin zdz.
Tanim.
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dy =coszdz Adx —sinzdz A dy.

Standart yazim. 1ki terimde de ters degisme kuralini uygularsak

diy = —coszdx ANdz+sinzdy A dz.

Formiille denetim. f; = sin z, fy = cos z, f3 = Oicin dx A dz katsayis10 — cos 2, dy A dz katsayis1 0 —
(—sinz) = sin z, dz A dy katsayis1 0 — 0. Uyusur.
|

Alistirma 6.6 (Ugiincii Formun Dis Tiirevi). & = dy + 2z dz 1-formunun dis tiirevini bulunuz.

Coziim.
Tanim. Katsayilar 1 ve 2’dir; diferansiyelleri 0 ve dz. Buna gore

dé¢=0ANdy+dzAdz=0.

Yorum. Sonucun sifir ¢cikmasi rastlant: degildir. § = d ((y + 22/2 ) oldugu Sonug 5.1 ile hemen goriilir;
bir diferansiyelin dis tiirevi her zaman sifirdir (Aligstirma 6.8).
|

Alistirma 6.7 (Carpim Kuralini Sayilarla Denetlemek). y # 0 olan noktalarda ¢ = dz/y ve ¢ =
zdy olsun. Teorem 6.1'nin d(¢ A ) = de A — ¢ A dip formiiliinii, ti¢ terimi ayr1 ayr1 hesaplayarak
denetleyiniz.

Coziim.

Tanim kiimesi. 1/y yalnizca y # 0 olan agik kilmede tanimlidir; biitiin hesaplar bu kiimede yapilir ve
kurallar orada da gegerlidir.

Sol yan. ¢ A = (z/y) dx A dy. Bileske ve carpim kurallariyla

1
d(f) =2 dy+ - da.
Y Y Y

dy terimi dz A dy ile carpilinca tekrar ylizinden diiger, dolayisiyla
1 1
d(pNY)=—dzANdzx ANdy = —dx Ady A dz.
Y Y
Birinci terim. Tanimdan
1 1
dp =d(1/y) Ndx = —— dy Ndz = — dx N dy.
Y Y

Bunu 9 = z dy ile carparsak dy tekrar eder: d¢ A ¢y = 0.
Ikinci terim. dip = dz A dy = — dy A dz, dolayisiyla

1
gb/\dd)z—gdx/\dy/\dz.
Karsilastirma. Sag yan
1 1
d¢/\7/1—¢/\d¢=0—<——dac/\dy/\dz)z—dm/\dy/\dz
Y Y

olur; sol yanla aynidir. Bu 6rnekte sonucun tamamu eksi isaretli terimden gelir.
|

Alistirma 6.8 (Bir Diferansiyelin Dig Tiirevi Sifirdir). Her diferansiyellenebilir f fonksiyonu igin
d(df) = 0 oldugunu ispatlayiniz.
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Cozim.
Diferansiyelin katsayilari. Sonug 5.1 geregi d f = ZZ f; dx;, burada f;, = 0f/0x;.
Dis tiirev formiilii. Onerme 6.4'ne gére d(d f) nin dz; A dx, katsayist

Ofs _0fi 0% f 0% f

dx, Oz, Ox,0z, 0,0,

olur. Oteki iki katsay1 da ayni bi¢cimdedir: dz, A dz4 icin z; ve z3’e, dTy A dx4 igin T4 ve x4’e gore iki
karigik kismi tiirevin fark:.

Kanisik kismi tiirevler. Tanim 1.4 geregi f’nin her mertebeden kismi tiirevleri vardir ve siireklidir; bu
yiizden karigik kismi tiirevler tiirev alma sirasina bagh degildir. Ug katsay1 da sifirdir ve d(df) = 0.
Sayisal ornek. f = x%yicin df = 2zydz + 2% dy ve

d(df) =2xdy Adx + 2zdx A dy = 0.

Aligstirma 6.9 (Bir Fonksiyonla Bir Diferansiyelin Carpimi). Her diferansiyellenebilir f, g fonksi-
yonu i¢in d(f dg) = df A dg oldugunu, d(dg) = 0 esitliginden yararlanarak gdsteriniz.

Coziim.
Carpim kurali. Teorem 6.1'nin ikinci formiilinii ¢ = dg 1-formuna uygulayalim:

d(f dg) = df Ndg + f d(dg).

Sonug. Aligstirma 6.8 geregi d(dg) = 0; ikinci terim diiger ve d(f dg) = df A dg kalir.
Sayisal érnek. f = z, g = zy icin fdg = yzdx + xz dy. Tanimdan

d(fdg) = (zdy+ydz) Ndz + (zdx + xdz) ANdy = —ydx ANdz— zdy A dz,
ciinkil zdy A dz ile z dz A dy birbirini gétiiriir. Ote yandan
df Ndg=dz A (ydz +zdy) = —ydx ANdz—xdy A dz.

Uyusur.
|

Bundan sonraki dort aligtirmada f ve g diferansiyellenebilir fonksiyonlardir ve Alistirma 6.8 ile Alistirma
6.9'nin sonuclarin serbestge kullanabiliriz.

Alistirma 6.10 (iki Capraz Terimin Dis Tiirevi). f ve g diferansiyellenebilir fonksiyonlar olsun.
d(f dg + gdf) formunu sadelestiriniz.

Cozim.

Lineerlik. Onerme 6.5 geregi d(f dg + gdf) = d(f dg) + d(gdf).

Her terim. Alistirma 6.9 geregi d(f dg) = df Adgved(gdf) =dgAdf.
Ters degisme. Lemma 6.1 geregi dg A df = —d f A dg. Toplam

d(fdg+gdf) =df Adg—df Adg = 0.

Baska bir yol. Lemma 5.2 geregi f dg + gd f = d(fg); bir diferansiyelin dis tiirevi sifirdir.
|

Alistirma 6.11 (Bir Fark ile Bir Toplamin Carpiminin Dis Tiirevi). f ve g diferansiyellenebilir
fonksiyonlar olsun. d ( (f — g)(df + dg) ) formunu sadelestiriniz.

Cozim.
Carpim kurali. Teorem 6.1'nin ikinci formiliini f — g fonksiyonu ve d f + dg 1-formuyla uygulayalim:
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d ((f—9)df+dg))=d(f—g)A(df+dg)+ (f—g)ddf +dg).

Ikinci terim. Lineerlik ve d® = 0 geregi d(df + dg) = d(df) + d(dg) = 0.
Birinci terim. d(f — g) = df — dg. Dagitirsak

(df —dg) A (df +dg) = df Adf +df Adg—dg A df — dg A dg.

Lemma 6.1 geregidf Adf =dgANdg=0ve —dgAdf =df Adg.
Sonuc. 1ki terim birlesince aranan form 2 df A dg olur.
|

Alistirma 6.12 (iki Diferansiyel Carpiminin Dis Tiirevi). f ve g diferansiyellenebilir fonksiyonlar
olsun. d(f dg A gdf) formunu sadelestiriniz.

Cozim.
Carpim kurali. f dg ve gdf iki 1-formdur. Teorem 6.1'nin ti¢linci formila

d(fdgngdf)=d(fdg) Ngdf — fdgnd(gdf)

verir.
Pargalar. Alistirma 6.9 geregi d(fdg) = df Adg ve d(gdf) = dg A df. Yerine koyup fonksiyonlari
basa alirsak

d(fdgngdf)=gdf NdgNAdf — fdgndgAdf.

Tekrarlar. Ikinci terimde dg A dg = 0. Birinci terimde d f iki kez geger; son iki ¢arpanin yerini degisti-
rincedf AdgANdf =—df ANdf Adgolurvebudadf A df = 0 ylzinden sifirdir.

Sonug. d(fdg A gdf) =0.

Baska bir yol. Fonksiyonlari baga alirsak f dg A gdf = (—fgdf) A dg olur. Ugiincii formiilii — fg d f ve
dg 1-formlarina uygulayalim; d(dg) = 0 oldugundan yalnizca d(—fgdf) A dg terimi kalir. Aligtirma
6.9 ve lineerlik geregi

d(—fgdf) =—d(fg) Ndf = —(gdf + fdg) Ndf = —fdgNdf.

Bunu dg ile ¢arpinca dg tekrar eder; sonug yine sifirdur.
|

Alistirma 6.13 (iki D1s Tiirevin Toplamui). f ve g diferansiyellenebilir fonksiyonlar olsun. d(gf df) +
d(f dg) formunu sadelestiriniz.

Cozim.
Birinci terim. Alistirma 6.9'm1 g f fonksiyonu ve d f diferansiyeliyle uygularsak d(gf df) = d(gf) A df.
Carpim kuraliyla d(gf) = f dg + g df, dolayisiyla

d(gfdf) = fdgndf+gdf Ndf = fdgNdf=—fdf Ndg.

Ikinci terim. d(f dg) = df A dg.
Sonug.

d(gfdf)+d(fdg) =—fdf Ndg+df ndg=(1—f)df Adg.

Sayisal denetim. f = x, g = y i¢in sonug (1 — z) dz A dy olmalidir. Dogrudan: d(zy dz) = x dy A dz,
yani —z dx A dy; ayrica d(z dy) = dx A dy. Toplam (1 — z) dx A dy.
|

Alistirma 6.14 (U¢ 1-Formun Carpimi ve Determinant). i = 1,2, 3 i¢in ¢, = Zj i dz; i 1-form

olsun.

Acik Matematik - acik-matematik.com 164 CC BY-NC-SA 4.0


https://acik-matematik.com
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.tr

6.7 Aligstirmalar 165

Ji1 fi2 fis
G1 AN by NP3 = |fo1 fog fag|dzy Adxy Adg
fs1 faa fas

oldugunu ispatlayiniz.

Coziim.
Dagitma. Dagilma kurali ve fonksiyonlarin yer degistirmesi geregi

3
qu for fardaj A\ day A da;.

3 3
j=1 k=1 I=1

¢1/\¢2/\¢3:

Tekrarlar. j, k, l indislerinden ikisi esit olan her terim sifirdir (Ornek 6.3). Geriye (4, k, ) nin (1, 2, 3)’iin
bir siralamasi oldugu alt1 terim kalir.

Isaretler. Ornek 6.2'daki tabloya gére dx; A dzy, A dy, (4, k,1) sirasiyla (1,2,3), (2,3, 1), (3,1,2) ise
+dxqy Adzy Ndxs; (1,3,2),(2,1,3), (3,2,1) ise —dzq A dxy A dag’tiir. Dolayisiyla katsayi

f11f22f33 + f12f23f31 + f13f21f32
_f11f23f32 - f12f21f33 - f13f22f31

olur.
Determinant. Determinanti birinci satira gore acarsak

f11(faafsz — fasfaz) — f12(fa1f33 — fa3f31)
+f13(fo1 f32 — faaf31)

bulunur; parantezler acilinca yukaridaki alt1 terimin aynis1 ¢ikar. Ispat tamamdir.
|

Alistirma 6.15 (Silindirik Koordinatlarda Hacim Elemani). r, 4, z silindirik koordinat fonksiyonlar1
(cylindrical coordinates) olsun: z = 7 cos ¥, y = rsin¥, z = z. R¥’iin hacim elemani (volume element)
dz A dy A d2’yir, 9, z fonksiyonlari ve bunlarin diferansiyelleri cinsinden yaziniz.

Coziim.
Tanim kiimesi. r ve 9 biitiin uzayda diferansiyellenebilir fonksiyonlar degildir. Ornegin z < 0, y =
0 yarim diizlemini ¢ikardifimiz agik kiimede r = /22 4+ y2 > 0 ve ¢, (—m, m) aralifinda deger alan
diferansiyellenebilir bir fonksiyondur. Hesab1 bu kiimede yapariz; kurallar orada da gegerlidir.
Diferansiyeller. Carpim ve bilegke kurallariyla

dx = cos¥dr — rsin ¢ dv,

dy = sind dr + r cos ¥ dd.

Iki diferansiyelin ¢carpimi. dr A dr = d9 A d9 = 0 oldugundan yalnizca karigik terimler kalir:
dx Ady = rcos? 9dr A d¥ — rsin®9dd A dr.

dy Adr = —dr A dV ve cos? 9 + sin? 9 = 1 oldugundan dz A dy = rdr A d9.
Sonug. dz ile carparsak

de NdyANdz=rdr ANdd Ndz.

Anlama. p noktasinin ¢evresindeki kii¢tik bir silindirik parca, kenarlar1 yaklasik dr, r d ve dz olan bir
kutudur; hacminin 7 ¢arpani tasimasi bu yiizdendir. Ornegin késesi (r, 9, z) = (2, 7/6,0) olan ve r’yi
1/2,%y17/12, 2’yi 3/5 artirarak elde edilen parcanin bu késeden ¢ikan kenarlar1 1/2,2 - 7/12 ~ 0, 52
ve 3/5’tir. Yaklagik hacim

1 = 3

™
drdddz=2-=. . 2T Lo
raravaz 5 125 20017

olur. Parcanin gercek hacmi ise taban halka diliminin alani ¢arp1 yiiksekliktir:
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3 97
2= ~0,177.
5 160 0,177

s

2 o2
(25°-2) 33

DN =

Parca kiciildiikge iki degerin oram 1’e yaklasir. Ayni sonuca Alistirma 6.14'deki hesapla da ulagilir: dz,
dy, dz’nin dr, d¥, dz cinsinden katsayilarmin determinanti 7 cos? ¥ + rsin? 9 = r’dir.

rdrdddz=m/20 = 0,157
gercek hacim 97/160 ~ 0,177

2

rdd=2-mn/12
= 0,52

Sekil 6.3: Mavi tarali kii¢iik parga, r = 2 ve r = 2,5 silindirleri (gri), J = /6 ve § = /4 yarim diizlemleri

ile z = 0 ve z = 0,6 duzlemleri arasinda kalir; kosesi (r, J, z) = (2, /6, 0) noktasidir. Bu kdseden ¢ikan ti¢

kenar parcayi yaklagik bir kutu gibi 6lcer: radyal kenar dr = 1/2, r = 2 ¢cemberi tizerindeki yay r d§ = 2

-1/12 ~ 0,52 ve dikey kenar dz = 3/5. Yay kenarinin boyu dd degil r d3 oldugundan kutunun hacmi r dr

dd dz = m/20 ~ 0,157 cikar; parcanin gercek hacmi ise 97/160 ~ 0,177'dir. Parca kiiciilditkge iki degerin
orani 1'e yaklasir.

Alistirma 6.16 (Bir Dis Tiirevin Dis Tiirevi Sifirdir). Katsayilan f, g, h olan standart yazimli bir 5
2-formunun dis tiirevi, katsayilar diferansiyelleriyle degistirilerek elde edilen

dn=df Nde Ndy+dg ANdx ANdz+dh ANdy N dz
3-formudur. Her ¢ 1-formu i¢in d(d¢) = 0 oldugunu ispatlaymiz.

Coziim.
2-formun dis tirevi. Tamimi koordinatlarla actigimizda

dn = (g—@—l—%)da:/\dy/\dz
2

bulmustuk: d f’den yalnizca dz terimi, dg’den yalmizca dy terimi (eksi isaretle), dh’den yalmzca dx
terimi kalir.
d¢’nin katsayilar. ¢ = f, dx + fy dy + f5 dz ise Onerme 6.4 geregi d¢’nin standart katsayilart

c_Oh Oh 0k 0h o oh
ox Oy’ Ox 0z’ Oy Oz

Yerine koymak. d(d¢) nin katsayisi
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of 09 Oh_ & Oh 0
0z 0Oy Ox 0z0x 0z0y Oyodx
f, | 0%fy  fy
Oydz 0Oxdy 0Oxdz

+

Karigik kismi tiirevler siraya bagh olmadigindan terimler ¢iftler halinde birbirini gétiriir: f;’1i iki terim,
f1’li iki terim ve f5’lii iki terim. Katsay: sifirdir, yani d(d¢) = 0.

Koordinatsiz ikinci yol. dp = 3. df; A dz; iki 1-formun carpimlarinin toplamudur. Lineerlik ve Teorem
6.1'nin t¢iincii formila geregi

3
d(d¢) = 4 ( d(df;) Adz; — df; Ad(dw;) )a

K3

ve Aligtirma 6.8 geregi d(d f;) = 0, d(dz;) = 0 oldugundan toplam sifirdur.
|

Vektor analizine ayrilan siradaki ti¢ alistirmada su birebir eslemeleri kullaniyoruz:

3 1) & 2)
Y fidz o U o fydzy Aday — fodzy Aday + f dog A day.
i=1 i=1
Alistirma 6.17 (Gradyan Bir Dis Tiirevdir). Birinci egleme, bir ZZ f; dx; 1-formunu katsayilar1 ayni
olan ) f; U; vektér alanina gétiiriir. Bir f fonksiyonunun gradyam: grad f =} (0f/0z;) U; vektor
alanidir. Birinci esleme altinda d f’nin grad f’ye karsilik geldigini gosteriniz.

Cozim.

Diferansiyelin katsayilar. Sonug 5.1 geregi df = 3 (0f/0z;) dz;; katsayilar f; = 0f /Oz; dir.
Esleme. Birinci esleme her dz,’yi U, ile degistirir ve katsayilara dokunmaz. Dolayisiyla d f nin karsilig
>-,(0f/0z;) Uy = grad fdir.

Sayisal ornek. f = z2y + z icin df = 2zydz + 22 dy + dz ve grad f = 22y U, + 22 U, + U;. Grad-
yanin tanimi yalnizca katsayi ticliisint kaydeder; df ise ayn uclityli teget vektorlerde degerlendirile-
bilen bir form olarak tagur.

|

Alistirma 6.18 (Rotasyonel Bir Dis Tiirevdir). Birinci esleme Zi f; dz; 1-formunu Zi f; U; vektor
alanina, ikinci esleme de El f; U; vektor alanim

fydxy Ndxy — fodxy Ndxg + fidzy A dzg

2-formuna gotirir. V = Zi f; U; vektor alaninin rotasyoneli

_(9fs _9f Of _9fs 0f, _9h
rOtV_<Bas2 0z O+ 0zy Oz, Ut ox, Oz, Us

vektor alamidir. ¢ = ZZ f; dx; 1-formu birinci esleme altinda V’ye karsilik geliyorsa, d¢ nin ikinci esleme
altinda rot V’ye karsilik geldigini gosteriniz.

Coziim.
Dis tiirev. Onerme 6.4 geregi

d¢ = adx, Ndxy +bdry ANdxg + cdxy A dzg,
burada

L0k 0% ok on _on o
0r, Oy’ 0r, Oxzy’ 0ry Oy
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168 Boliim 6. Diferansiyel Formlar

Ikinci eslemeyi tersine okumak. Ikinci eslemede dz, A dz, nin katsayis1 Uy iin katsayisi, dz, A dz;’iin
katsayis1 U, nin katsayisinin negatifi, dzy A dzs’tin katsayis1 U;’in katsayisidir. Dolayisiyla d¢’ye
kargilik gelen vektor alani ¢ U; — b Uy + a Uy tiir.

Karsilasgtirma. c, rc2>t V’nin U; katsayisidir. —b = 0f; /0x5 — 0f5/0x, Uy katsayisidur. a, U; katsayi-

sidir. Boylece d¢ <+ rot V.

Sayisal 6rnek. V = —y U, + x Uy igin ¢ = —y dx + z dy ve Ornek 6.16'nda d¢p = 2 dzx A dy bulmustuk.
Ikinci esleme altinda bu 2 Uy tiir. Formiilden: U, ve U, katsayilar1 0, Uy katsayist 1 — (—1) = 2. Alan
z ekseni cevresinde saat yoniiniin tersine doner ve rotasyonel, donme ekseni dogrultusunda sabit bir
vektordiir.

V=-yU, + xU,

. _11 o !

dp=2dxNdy

Sekil 6.4: V= -yU;, + xU, alaninin -2..2 tam say1 1zgarasindaki oklari; okunaklilik i¢in her ok gercek
boyunun 0,4 katiyla ¢izilmis, boyu arttikca maviden mora dogru renklendirilmistir. Her ok, baslangi¢
noktasi merkezli ve kendi noktasindan gegen gembere tegettir, gercek boyu da o ¢emberin yarigapina
esittir; yaricapi 1 ve 2 olan kesikli cemberlerdeki kiiciik oklar, alanin z ekseni ¢evresinde saat yoniiniin
tersine dondiigiini gosterir. Oklarin boyu merkezden uzaklagstikca artsa da donmenin ol¢iisii her yerde
aynidir: dx ile dy'nin kama carpiminin 2 kat1 olan dg, ikinci esleme altinda sabit rot V = 2U; alanina
karsilik gelir. Baglangic noktasindaki, ortasinda nokta bulunan kii¢iik daire bu vektoriin sayfadan
disartya, donme ekseni dogrultusunda baktigini gosterir.

Alistirma 6.19 (Diverjans Bir Dis Tiirevdir). Ikinci esleme, V = ZZ f; U; vektor alanim
fadzy Ndzy — fodzy ANdxg + f; day A dzyg

2-formuna gétiiriir. V'nin diverjansi div V' =3~ 0f;/0z; fonksiyonudur. 7, ikinci esleme altinda V’ye
karsilik gelen 2-form ise
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6.7 Aligstirmalar 169

dn = (div V) dzy Adzy A dag
oldugunu gosteriniz.

Coziim.
2-form. Ikinci esleme geregi

n = fydz; Ndzy — fydxy ANdzg + fi dzy A dzs.
Dis tiirev. Tamim 6.3 geregi

dn=dfs Ndzy Ndxy —dfy ANdxy Adzg + df) Adzy A des.

Tekrarlar: atmak. Birinci terimde df;’tin yalmizca dz terimi, ikincide df, nin yalmizca dz, terimi,
icuncide d f,’in yalnizca dz; terimi kalir:

_ 0

dn —
7 Oz

dzs Ndz, A dzy — g% dzy ANdz; N dzs + % dz, Ndzy A dzs.
2 1

Siralamak. dzq A dz; A dzy carpimu iki yer degistirmeyle, dzy A dz; A dzg carpimu bir yer degistir-
meyle dz; A dz, A dxy’e getirilir; birincinin isareti +, ikincininki — olur. Ikinci terimdeki eksi, bu
eksiyle carpilip artiya doner. Boylece

of,  9fy  0Of ,
dn = (8_301_’_8_332 + 8_:102 dzy Ndzy Adxg = (div V) dzy A dzy A dxs.

Sayisal 6rnek. Konum alam V' = 2 U; + y U, + 2z U; icin ikinci esleme
n=zdrANdy—ydx ANdz+xdy Ndz

2-formunu verir; dis tirevi

dn=dzANdx ANdy—dyANdz ANdz+dx ANdy ANdz =3dz Ady A dz;

gercekten div V =141+ 1 = 3. Alan her noktadan disar1 dogru yayilir; diverjans bu yayilmanin
hizini 6l¢er.
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170 Boliim 6. Diferansiyel Formlar

Ay
dn=3dxNdyAdz

NN

~ N 1 J

4

O 3
Y

-2 *

Sekil 6.5: Konum alam1 V=x U, + y U, + z Us'tin z = 0 diizlemindeki kesiti: -2..2 tam say1 1zgarasinin
her noktasindaki ok, o noktanin konum vektériinii okunaklilik i¢in gercek uzunlugunun 0,4 katiyla
gosterir. Oklar, alanin sifir oldugu baslangi¢ noktasindan (kirmizi nokta) uzaklastikca uzar ve turun-
cudan kirmiziya doner. Koseleri (+0,5; +0,5) olan kesikli mavi karenin her kenarinda alan digar1 dogru

akar, iceri aktig1 hicbir yer yoktur; diverjansin 6l¢tiigii yayilma budur. Diizlemdeki oklar diverjansa 1
+ 1 katkisini verir, ti¢lincii 1 diizleme dik z yoniindeki yayilmadan gelir; boylece div V = 3 olur.

Alistirma 6.20 (Diizlemde iki Diferansiyelin Carpimi). Oklid diizleminde diferansiyel formlar dz

ve dy ile ayn1 kurallarla kurulur. f ve g, R? iizerinde diferansiyellenebilir fonksiyonlar olsun.

of of
df Ndg = |52 3¢|dx Ady
dr Oy

oldugunu ispatlayiniz.

Cozim.

Diferansiyeller. Diizlemde Sonuc 5.1'niin karsihgr df = f, dz + f, dy ve dg = g, dx + g, dy’dir; bu-
rada f, = 0f/0z gibi kisaltmalar kullaniyoruz.

Dagitma.

df Ndg = f,9,dz Ndz + f,g,dz Ndy + f,9,dy ANdz + f,g,dy A dy.

Sadelestirme. Birinci ve dordiinci terimler sifirdir; dy A doz = — dx A dy. Dolayisiyla

df Ndg = (f,9, — f,9,) dz A dy,
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6.7 Aligstirmalar 171

ve parantezdeki ifade tam olarak 2 x 2 determinanttir. Bu determinanta f ve g’nin Jacobi determi-
nanti (Jacobian determinant) denir.

Sayisal ornek. f = 2z + y ve g = —x + y i¢in determinant 2 -1 — 1 - (—1) = 3’tir; df A dg = 3dz A
dy. (z,y) & (f, g) lineer doniigitmii birim kareyi késeleri (0, 0), (2, —1), (3,0), (1, 1) olan, alan1 3 olan
bir paralelkenara gétiiriir; U; ’in goriintiisii (2, —1)’den U, nin gériintiisii (1, 1)’e saat yoniiniin tersine
donilir, yani yon korunur.

Siray1 degistirirsek dg A df = —3dzx A dy olur. Buna karsilik gelen (z,y) - (g, f) déntisimi birim
kareyi koseleri (0,0), (—1,2), (0, 3), (1, 1) olan paralelkenara gétiiriir. Bu, iki koordinatin yeri degistigi
icin éncekinin kdsegen dogrusuna gére yansimasidir: alani yine 3’tiir, ama (—1,2)’den (1,1)’e saat
yoniinde doniiliir, yani yon ters cevrilmistir. Isaret alanin biiyiikliigiinii degil, yoniinii kaydeder.

(&f)=(x+y2x+y)
f

(£ e=Qx+y-x+y)
(0,3)

(x, y) dizlemi

1,1)

1 (-1,2)
(3,0

(1,1

-1

df Adg =3 dxAdy

dgAdf =-3dxAdy

Sekil 6.6: Solda birim kare, ortada ve sagda iki lineer doniisiim altindaki goériintiileri; ii¢c panel ayni

olgekle cizildiginden iki paralelkenarin da karenin ii¢ kat1 alan kapladig1 goriliir. Mavi oklar Uy'i ve

goruntilerini, turuncu oklar U,'yi ve goruntilerini gosterir. (f, g) = (2x + y, -x + y) altinda maviden

turuncuya doniis karedeki gibi saat yoniiniin tersinedir ve katsay1 3 ¢ikar; koordinatlarin yeri degisince

paralelkenar yansir, doniis saat yoniine cevrilir ve katsay1 -3 olur. Isaret alanin bityiikliigiinii degil,
yonini kaydeder.

Alistirma 6.21 (Jacobi Formiiliinden Ters Degisme Kuralina). Diizlemdeki diferansiyellenebilir f,
g fonksiyonlari igin

df Ndg = (g@—g@)dx/\dy
z

formiiliiniin her f, g i¢in dogru oldugunu kabul edelim. Bu formiiliin diizlemdeki ters degisme kuralim
gerektirdigini gosteriniz.

Coziim.

Amag. Diizlemde ters degisme kuraly, 4,5 € {1, 2} i¢in dz; A dv; = —dz; A dz; demektir. i # j icin
bu tek bir esitliktir: dy A de = —dx A dy.i = jicinkuraldx A de = —dx Adzvedy ANdy = —dy A
dy der; bunlar dz A dx = 0 ve dy A dy = 0 esitliklerinden hemen ¢ikar, ¢linkii 0 = —0. Dolayisiyla su
iic esitligi formiilden elde etmek yeterlidir: dy A do = —dx A dy, dx A dz = 0 ve dy A dy = 0.

Swra degistirme. f =y, g = r alalm. f, =0, f, = 1,9, = 1, g, = 0 oldugundan formiil

dyndez=(0-0—1-1)dzANdy=—dz Ndy

verir.
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172 Boliim 6. Diferansiyel Formlar

Tekrarlar. f = g = x i¢in determinant 1 - 0 — 0 - 1 = 0, dolayisiyla dx A dz = 0. f = g = y i¢gin deter-
minant 0 -1 —1-0 = 0, dolayisiyla dy A dy = 0.

Genel hali. Formiil daha fazlasini da soyler: bir determinantin iki satirinin yeri degisince isareti degisir,
bu ytzden her f, g i¢cin dg A df = —df A dg. Temel analizdeki degisken degistirme formiliinde yer
alan Jacobi determinanti da bu isaretli birytikliiktiir; alan ve hacim hesaplarinda onun mutlak degerinin
kullanilmasinin nedeni budur.

|

Son olarak bolimdeki fikirleri pekistiren birkag yeni aligtirma.

Alistirma 6.22 (Ustel Katsayili Bir 2-Formun Dis Tiirevi). Asagidaki 2-formun dis tiirevini k dx A
dy A dz bigiminde yazdigimizda k katsayisinin p = (0, 1, 0) noktasindaki degerini bulunuz:

n=zxzdx ANdy+y?>dx ANdz+e®dy A dz.

Coziim.
Tanim. Katsayilarin diferansiyelleri d(z2) = zdx + x dz, d(y?) = 2y dy ve d(e®) = € dx’tir. Tanim
6.3 geregi

dn=(zdz+xdz) Nde ANdy+2ydy ANdx ANdz+ e® dz A dy A dz.

Tekrarlar ve sira. Birinci terimde yalnizca x dz A dx A dy = z dz A dy A dz kalir. Ikinci terimde dy A
dz A dz = —dz A dy A dz. Dolayisiyla

dn=(x—2y+e*)dz ANdy Adz.

Formiille denetim. Katsay1 formiilii de

of g  oh

_ —r_9 x
0z 6y+0x Toyte

verir. Uyusur.
Noktada. k = © — 2y + e” oldugundan p = (0,1,0)’dak =0—2+1=—1.
|

Alistirma 6.23 (Gradyanin Rotasyoneli). Her diferansiyellenebilir f fonksiyonu i¢in rot (grad f) =
0 oldugunu dis tiirev yardimiyla gosteriniz.

Coziim.

Ceviri. Alistirma 6.17 geregi grad f, birinci esleme altinda d f 1-formuna karsilik gelir.

Rotasyonel. Aligtirma 6.18'yi ¢ = df ve V = grad f ile uygularsak rot (grad f), ikinci esleme altinda
d(df) 2-formuna karsilik gelir.

Sonug. Alistirma 6.8 geregi d(df) = 0. Ikinci esleme birebirdir ve sifir 2-formu sifir vektér alanina
gotiiriir; dolayistyla rot (grad f) = 0.

Dogrudan denetim. rot (grad f)’nin U, katsayis1 02 f/9xy Oz — 0% f /0z5 Oz = 0’dur; Steki iki kat-
say1 da ayni nedenle sifirdir.

|

Alistirma 6.24 (Rotasyonelin Diverjansi). Her diferansiyellenebilir V vektor alanii¢in div (rot V') =
0 oldugunu dis tiirev yardimiyla gosteriniz.

Cozim.

Ceviri. V’ye birinci esleme altinda karsilik gelen 1-form ¢ olsun. Alistirma 6.18 geregi d¢, ikinci esleme
altinda rot V’ye karsilik gelir.

Diverjans. Alistirma 6.19'yi n = d¢ ve rot V alaniyla uygularsak

d(d¢) = ( div (rot V) )dz A dy A dz.
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6.7 Aligstirmalar 173

Sonug. Alistirma 6.16 geregi sol yan sifirdir. Standart yazimin tekligi geregi katsayir da sifirdir:
div (rot V) = 0.

Sayisal rnek. V = —y U, + z U, icin rot V' = 2 U; ve bunun diverjans1 92/0z = 0°dr.

u

Alistirma 6.25 (Determinantla Uclit Kama Carpimi). Alistirma 6.14’deki determinant formiilityle
su carpimi hesaplayiniz:

(dx + dy) A (dy + dz) A (dz + dz).
Cozim.

Katsayr matrisi. Ug 1-formun dz, dy, dz katsayilar1 satir satir (1,1,0), (0,1,1) ve (1,0,1)’dir.
Determinant. Birinci satira gore acarsak

=1-(1-0)—1-(0—1)+0=2.

—= O =
O = =
=)

Sonug. Carpim 2dx A dy A dz’dir.
Dogrudan denetim. dy A dy = 0 oldugundan

(dz 4+ dy) A (dy+dz) =dz Ady + dx Adz + dy A dz.

Bunu dx + dz ile ¢arpinca yalnizca dx A dy A dz ve dy A dz A dx terimleri tekrar icermez; ikincisi de
+dz A dy A dz’dir. Toplam 2dx A dy A dz.
|

Bu bolumde fonksiyonlari, 1-formlari, 2-formlar1 ve 3-formlari kama ¢arpimi ve dis tiirevle tek bir sisteme
bagladik; siradaki béliimde (Déniisiimler) bakisimizi bir Oklid uzayindan dtekine giden fonksiyonlara
cevirecek ve tiirevin bu fonksiyonlar i¢in ne anlama geldigini soracagiz.
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7.1

7. Doniisiimler

Onceki béliimde (Diferansiyel Formlar) teget vektorlere say1 karsilik getiren nesneleri kama carpimiyla
carpmayi ve dig tiirevle tirevlemeyi 6grendik. Bu béliimde bagka bir yéne dontiyoruz. Simdiye kadar iki
tiir kuralla calistik: R? iizerindeki gercel degerli bir fonksiyon uzaym her noktasina bir say1 verir; bir
egri ise bir araligin her sayisia uzaym bir noktasin verir. kisi de ayni kalibm &zel halleridir: bir Oklid
uzayimin noktalarini bagka bir Oklid uzaymin noktalarina gétiiren kurallar. Bu kaliba doniisiim diyecegiz.
Déntistimler geometride her yerdedir. Diizlemi egip biikmek, kutupsal ya da silindirik koordinatlara
gecmek, bir yiizeyi diizlemin bir parcasiyla parametrelendirmek, hepsi birer doniisiimdiir. Bir dontistimi
anlamanin en iyi yolu, tiirev hesabinin her zaman yaptigim yapmaktir: déniisiimii bir noktanin yakininda
lineer bir nesneyle yaklasik olarak temsil etmek. Tek degiskenli bir fonksiyonda bu nesne Az — f'(z) Az
lineer fonksiyonuydu. Bir doniisiimde ise teget vektorleri teget vektorlere gotiiren bir lineer dontisiim
olacak: teget dontstimii.

Plan séyle. Once 6nceki boliimlerde R? icin kurdugumuz araclarin her boyutta aynen gegerli oldugunu
not edecegiz. Sonra doniisiimi tanimlayip bir doniisiimiin egrileri nasil tasidigina bakacak ve iki 6rnegi
ayrintili inceleyecegiz. Ardindan teget dontisiimiinii tanimlayacak, koordinat formiliind, lineerligini ve
hizlan1 korudugunu ispatlayacak, Jacobi matrisine ulasacagiz. Son olarak diizgiin déntisiimleri ve dife-
omorfizmalar: tanimlayip ters fonksiyon teoreminin ne soyledigini 6rneklerle gorecegiz.

Oklid n-Uzayinda Aym Araclar

Bir déniisiimiin tanim ve deger kiimeleri farkli boyutlarda olabilir: bir egri R’den R%’e, bir fonksiyon
R%’ten R’ye gider. Bu yiizden énceki boliimlerde R? icin kurdugumuz araglar1 her boyutta kullanacagiz.
R™, n gergel sayidan olusan sirali n-lilerin kiimesidir; noktalar1 p = (p;, ..., p,,) biciminde yazariz ve
dogal koordinat fonksiyonlar1 x4, ..., z,, her noktaya koordinatlarini verir: z;(p) = p;.

fyi haber sudur: simdiye kadarki tanimlarin hicbirinde 3 say1sinin 6zel bir rolii yoktu. Ug yerine n yazinca
her tanim ve her ispat kelimesi kelimesine taginir.

R%’te kurdugumuz R™’deki hali

diferansiyellenebilir fonksiyon n degiskenli; her mertebeden kismi tiirevleri var
ve siirekli

teget vektor v, v ve p, R"’nin noktalars; (vy, ..., v,),

teget uzay1 T, (R?) T,,(R™), n boyutlu bir vektér uzay

dogal cat1 U;, Uy, Uy Uy, -, Uys Ui (p) nin j. koordinati 1, tekileri 0

yonlii tiirev v, [f] f(p + tv)’nin t = 0’daki tiirevi

egria : I — R3 ve hiz1 a = (ay, ..., a,); hzn i. koordinati da; /dt

Temel aracglarimiz da ayni bicimde genigler. Lemma 3.1 R™’de

bigimini alir; Teorem 3.1 ve Lemma 4.2 de aynen gecerlidir. Ispatlarda kullandigimiz tek analiz arac1 zincir
kuraliydi ve zincir kurali her sayida girisle calisir: h, m degiskenli diferansiyellenebilir bir fonksiyon ve
91y -+, Im»> R™ tizerinde diferansiyellenebilir fonksiyonlar ise h(gy, ..., g,,,) yerlestirmesi diferansiyellene-
bilirdir ve

0 -~ Oh gy,
6.'17 hgl7' agm ;8_ gl)"ﬂgm)aT

J J
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olur. Oklid uzay1 bsliimiinde ii¢ girisli halde bu formiilii analizden bilinen bir ara¢ olarak kabul etmis,
yerlestirmenin her mertebeden tiirevlenebilir oldugunu ise ispatlamistik; o akil ytiriitme, terim sayisindan
baska hicbir sey degistirmeden m girigli hali de kapsar.

Bir sayisal 6rnek: R?’de f = 22y, p = (1,2) ve v = (3, —1) olsun. Kismi tiirevler p’de 2zy = 4 ve 22 = 1
oldugundan formiil v,[f] = 3 -4 + (—1) - 1 = 11 verir. Tanimdan da ayn1 say1 cikar: f(1 + 3,2 —t) =
(1 + 3t)2(2 — t) ifadesinin ¢t = 0’daki tiirevi 2 - 3 -2 — 1 = 11’dir.

Diizlemin koordinat fonksiyonlarina ¢ogu zaman z, y yerine u, v diyecegiz; bu yalnizca bir ad secimidir.
Karigiklik olmasin diye teget vektorlerin vektor kisimlarimi hep kalin harfle (v) yazacagiz; egik v ise
diizlemin ikinci koordinat fonksiyonudur.

Doniisiim Nedir?

F : R™ — R™ bir fonksiyon olsun. n ve m sayilarina gore bu fonksiyon ¢ok farkl: seyler anlatabilir:

n m F ne yapar? tanidik ad
3 1 uzaymn her noktasma gercel degerli fonksi-
bir say1 verir yon
1 3 her sayiya uzayin bir egri
noktasini verir
2 2 diizlemi diizleme gotii- dizlemin egilip biikil-
rur mesi, koordinat degisi-
mi
2 3 diizlemi uzaya gotiiriir ~ ylizey  parametrelen-
dirmesi
3 3 uzay1 uzaya gotirir uzaym deforme edil-
mesi, koordinat degisi-
mi

1k iki satir1 biliyoruz. Bu béliimde sonuglari her n ve m icin ifade edecegiz, ama érneklerimiz ¢cogunlukla
son U¢ satirdan gelecek.

Hepsinin ortak bir yapisi vardir. F'(p), R™’nin bir noktas: oldugundan m koordinati vardir ve bu koordi-
natlarin her biri p’ye bagh bir gercel sayidir. Demek ki F"’yi vermek, R™ iizerinde m tane gercel degerli
fonksiyon vermekle ayni seydir. Bunu egrilerde zaten gérmustik: bir egri, ii¢ koordinat fonksiyonuyla
verilir.

Tanim 7.1 (Doniisiim). F': R™ — R™ bir fonksiyon olsun. R™’nin her p noktasi i¢in

F(p) = ( fi(P), f2(P), -, fm(P) )

esitligini saglayan gercel degerli f;, ..., f,,, fonksiyonlarina F’nin Oklid koordinat fonksiyonlar1 denir
ve F = (fy, ..., f,,) yazilir. Koordinat fonksiyonlarinin hepsi diferansiyellenebilirse F’ye diferansiyelle-
nebilir denir. R”’den R™’ye diferansiyellenebilir bir fonksiyona R™’den R™’ye bir déniisiim (mapping)
denir.

Yani bir dontisiim, R™’nin her noktasini R”’nin bir noktasina gotiiren ve bunu m tane diferansiyellene-
bilir fonksiyonla, koordinat koordinat yapan bir kuraldir.

Koordinat fonksiyonlarini bilegke olarak da yazabiliriz. x4, ..., ,,,, R nin dogal koordinat fonksiyonlar1
olsun. z; ( F'(p) ) sayist F'(p) noktasinin i-inci koordinatidir ve tamm geregi bu say1 f;(p)’dir. Her p
icin dogru oldugundan

fi=z;oF, i=1,..,m

bulunur. Tersine, R™ tizerinde verilen herhangi m fonksiyon, F'(p)’yi koordinatlariyla tanimlayarak tek
bir F belirler. Ozel halde m = 1 icin doniisiim, R™ tizerinde diferansiyellenebilir bir fonksiyondur; n =1
i¢in (tanim kiimesi bir acik aralik oldugunda) bir egridir.
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Déniisiimler cogu zaman koordinat fonksiyonlarini dogal koordinatlarla yazarak verilir. Ornegin F' =
(22, yz, zy) yazim f; = 22, f, = yz, f3 = xy demektir. Bu kisa yazimdan noktasal formiile gegmek icin
her fonksiyonu bir p noktasinda degerlendiririz.

Ornek 7.1 (Noktasal Formiil ve Deger Hesab1). F :R3 — R3, F = (22 yz,zy) doniisiimiiniin
(1,—2,0) ve (=3, 1, 3) noktalarindaki degerlerini, 6nce noktasal formiile gecerek bulalim.

Coziim.

Déniisiim olmast. Koordinat fonksiyonlar1 22, yz ve xy polinomlardir; polinomlar diferansiyellenebilir
oldugundan F' bir dontisimdiir.

Noktasal formiil. Tanim geregi her p i¢in

F(p) = (z(p)* y(p)2(p), z(P) y(P) ) -
P = (P1,Pq,P3) ise (P) = p1, Y(P) = P2, 2(P) = p5 oldugundan
F(py,p2,03) = (03, pap3, D1D2)

bulunur.

Degerler. (1,—2,0) icin p? =1, pyps = (=2)-0=0 ve p;py = —2 oldugundan F(1,—2,0) =
(1,0,—2). Aym bi¢imde F'(—3,1,3) = (9, 3,—3).

Bir gozlem. Ug koordinat fonksiyonu da ikinci dereceden terimlerden olusur. Her koordinatin isaretini
degistirirsek (—p;)? = pi, (—p2)(—P3) = Pops ve (—py)(—pa) = p1p, olur; yani her p icin F(—p) =
F(p).Ornegin F(3,—1,—3) = (9,3, —3), F(—3, 1, 3) ile aymdur. F' birebir degildir. Bunu birkag deger
hesaplayarak fark etmek sans isidir; bir doniisiimiin davranisini sonlu sayida degerden anlamak ancak
doniisiim cok basitse miimkiindiir.

|

Ornek 7.2 (Doniisiim Olmayan Bir Fonksiyon). F :R? — R2, F(u,v) = (u,| v |) fonksiyonunun
bir déntisiim olup olmadigini inceleyelim.

Cozim.
Birinci koordinat. f; = u dogal koordinat fonksiyonudur ve diferansiyellenebilirdir.
Ikinci koordinat. f, = | v | fonksiyonunu (a, 0) bi¢imindeki bir noktada v’ye gore tiirevlemeye calisa-

Iim. Fark orani

fyla,h) — fo(a,0) _ | b
h h

olup h >0 i¢in 1, A < 0 i¢in —1’dir. A — 0 iken bu oranin limiti yoktur; 8f,/dv bu noktalarda
tanimsizdir. Dolayisiyla f, diferansiyellenebilir degildir ve F' bir déniisiim degildir.

Geometrik anlam. F, st yar1 diizlemi yerinde birakip alt yar1 diizlemi u ekseni boyunca katlayarak tist
yarinin {izerine yapistirir. F' siireklidir; v ekseninin tistiinde (u, v), altinda (u, —v) gibi ¢ok basit bir
formiille verilir. Yine de tek bir kirigik ¢izgi diferansiyellenebilirligi bozmaya yeter.

Bunakarsin G (u, v) = (u, v?) bir déniisiimdiir: o da alt yar1 diizlemi iiste katlar, ama katlama ¢izgisinde
kirigik yerine yumusak bir kivrim vardir. Kivrimin bedeli ileride gérecegimiz bir 6zelliktir: v nin tiirevi
v = 0’da sifirdir ve G orada “diizgiin” olmayacaktir.

]

Bir Egrinin Goriintiisii

Egri de bir doniisim oldugundan, egrileri doniisiimlerin genel kuraminin i¢inden ¢gikarmak miimkiindi.
Biz o6teki yolu sececegiz. Egriler iyi tanidigimiz, gérece basit nesnelerdir; diizlemden diizleme giden bir
doéniisiimiin ne yaptigini kestirmek ise cogu zaman zordur. Bu yiizden dontisiimleri incelerken her adimda
egrilerden yararlanacagiz: bir doniigsiimiin ne yaptigini gérmenin en somut yolu, onu hareket eden bir
noktaya uygulamaktir.

a=(ag,..,a,): I - R"biregrive F' = (fy, ..., f,,,) bir doniisiim olsun. ¢t — F'(«/(t)) bileskesinin i-in-

cikoordinati f; (ay(t), ..., &, (t) )’dir. Bu, diferansiyellenebilir f; fonksiyonuna tirevlenebilir oy, ..., o,
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fonksiyonlarinin yerlestirilmesidir ve zincir kurali geregi her mertebeden tiirevlenebilir. Demek ki bilegke
yine bir egridir.

Tanim 7.2 (Bir Egrinin Goruntiisii). « : I — R" bir egri ve F': R™ — R™ bir doéniisiim olsun. Her
t € I i¢in B(t) = F(a(t)) kuraliyla tanimlanan

B=F(a): I ->R™

egrisine a’nin F altindaki goriintiisii (image of a curve) denir.

Yani o boyunca hareket eden noktay1 her an F' ile tasirsak R™’de hareket eden yeni bir nokta elde ederiz;
B bu yeni noktanin hareketidir.

Koordinatlarla yazarsak 8 = ( fi(a), ..., f;(@) ) olur. Aym agik aralikta tamimli olduklarindan a ve 3
ayni saatle caligir: ¢ aninda « nerede ise 5 o noktanin F' altindaki gériintiisiindedir.

Ornek 7.3 (Bir Dogrunun Parabole Gitmesi). F = (22, yz, xy) doniisiimii ve a(t) = (¢, 1,t) dogrusu
verilsin. o’nin F' altindaki goériintiisiinii bulalim.
Cozim.
Gorintil egrisi. p = (py,Pa,p3) icin F(p) = (p, pop3, p1p,) formiiline p; = ¢, p, = 1, p; = t koyar-
sak
B(t) = F(t,1,t) = (¢, ¢,1)

bulunur.
Birkag an. Asagidaki tabloda ayni anlardaki noktalar yan yana durur.

t —1 0 1 2
oft) (-1,1,-1) (0,1,0) (1,1,1) (2,1,2)
ﬂ(t) (1,*17*1) (0,0,0) (13171) (43272)

Rota. B(t)’nin ikinci ve tigiincii koordinatlar: her an esittir, dolayisiyla 8 tamamen y = z diizleminde
kalir; bu diizlemde birinci koordinat ikincinin karesidir (z = y?). A'min rotasi bir paraboldiir. Bir
doniisiim dogrulari dogrulara gotiirmek zorunda degildir.

Hiz. B’ (t)’nin vektdr kismu (2¢, 1, 1)’dir ve higbir ¢ i¢in sifir olmaz; hem « hem 3 diizgiin egrilerdir.

|

Ornek 7.4 (Hareket Eden Noktanin Gériintiisii Durabilir). P :R3 — R2, P = (x,y) izdiisiim
doniisiimi ve a(t) = (1, 2,¢t) dikey dogrusu verilsin. o diizgiin bir egri iken gérintiisiiniin diizgiin olup
olmadigini inceleyelim.

Cozim.

Déniisiim. P(py,pq,Ps3) = (p1,py) oldufundan P her noktay1 zy diizlemine dik olarak indirir; koor-
dinat fonksiyonlar1 dogal koordinat fonksiyonlaridir ve diferansiyellenebilir.

Gorintii. B(t) = P(1,2,t) = (1, 2) her t i¢in ayni noktadir. &’nin hiz vektériiniin vektér kismui (0, 0, 1)
olup hicbir an sifir degildir; oysa  sabit bir egridir ve butiin hiz vektorleri sifirdir. Diizgiin bir egrinin
gorintiisti diizgiin olmayabilir.

Karsilastirma. Ayn1 P altinda v(t) = (cost,sint, t) helisinin goriintiisti (cos ¢, sin t) birim ¢emberidir
ve bu egri diizgiindiir: vektér kismi (— sin ¢, cost) hig sifir olmaz. Fark, hareketin y6niindedir. Dikey
dogru, P’nin tamamen “ezdigi” dogrultuda ilerler; helisin hareketinin ise ezilmeyen yatay bir bilegeni
vardir. Bir dontisimiin hangi dogrultular: ezdigini 6lgen arag, birazdan tanimlayacagimiz teget doni-
simudir.

]
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Iki Ornek Doniisiim
Asagidaki iki 6rnek iki u¢ durumu gosterir. Birincisi o kadar basittir ki birka¢ degeri onu tamamen belirler.
Ikincisinin ne yaptigini ise ancak egrilerin nasil tagindigina bakarak gorebiliriz.

Ornek 7.5 (Uzayin Lineer Bir Doniisiimii). F:R?® — R3, F = (z —y, x + y, 22) olsun. Bu donii-
stimiin, birim noktalardaki ti¢ degeriyle tamamen belirlendigini gérelim.

Cozim.
Noktasal formiil. Her p, p,, p5 igin

F(p1,p2,p3) = (p1 — Py 1 + P2, 2p3)-
Lineerlik. p, q iki nokta ve a, b iki say1 olsun. ap + bg’nun ¢-inci koordinat1 ap; + bg; oldugundan

F(ap +bq) = ( (ap; +bgy) — (aps + bgo),
(apy +bgy) + (apy + bgy), 2(aps + bys) )
= a(py — P2, P1 +P2s 2p3) + b (01 — 42, ¢4 + G2, 243)
=aF(p)+bF(q).

Ikinci esitlikte her koordinatta a iceren terimleri ve b iceren terimleri ayr1 ayri topladik. F', R3’ten R%’e
bir lineer déniisiimdiir.
Birim noktalar. u; = (1,0,0), uy, = (0,1,0) ve ug = (0,0, 1) birim noktalarinda formiil

F(u,) =(1,1,0), F(u,) =(-1,1,0), F(uz) =(0,0,2)

Vverir.
Belirlenme. Her nokta p = p;u; + pyu, + p3ug biciminde yazilir. Lineerlik (iki kez uygulanarak) sunu
verir:

F(p) = p; F(uy) + py F(uy) + p3 F(u3).

Sag yan yalnizca ti¢ degeri kullanir. Birim noktalarda ayni ti¢ degeri alan bagka bir lineer doniigiim de
ayni formiile uyacagindan F’ye esittir. Aymi akil yiiriitme her lineer déniisiim i¢in gegerlidir: bir lineer
doniisiimii bilmek icin bir tabanin elemanlarina ne yaptigini bilmek yeter.

Sayisal denetim. p = (2,1, —1) i¢in formiil

F(p)=2(1,1,0) + (—1,1,0) — (0,0,2) = (1,3,—2)

verir; noktasal formiildende (2 — 1,2+ 1, —2) = (1,3, —2) ¢ikar.

Geometrik anlam. F(u,) = (1,1,0), u,’in z ekseni cevresinde 45 derece dondiiriiliip v/2 katina uza-
tilmug halidir; F(uy) = (—1,1,0) da u,’ye ayni islemin uygulanmasidir. F'(ug) = (0,0, 2) ise diigey
yoni iki katina ¢ikarir. Dolayisiyla F, uzay: z ekseni gevresinde 45 derece dondiiriir, yatay yonlerde
V2, diisey yonde 2 kat uzatur.
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[<l13) = (0, 0, 2) - _— \\

Fuy) = (-1,1,0)

F(u))=(1,1,0)

TR0 Hp) = (1.3, -2)

Sekil 7.1: F=(x - y, x + y, 22) lineer doniisiimii, ince gri oklarla gosterilen u,, u,, u, birim noktalarini
sirastyla (1, 1, 0), (-1, 1, 0) ve (0, 0, 2) noktalarina gétiiriir. Iki yatay ok z ekseni cevresinde 45 derece
déner ve V2 katina uzar, diisey ok ise iki katma cikar; bu yiizden kesikli birim kiip, tabani 45 derece
donmiis bir kare ve ytiksekligi 2 olan mavi kutuya gider. Bagska her noktanin goriintiisii bu ii¢ degerden

okunur: p = (2, 1, -1) icin Hp) = 2F(u,) + Fu,) - Fus) = (1, 3, -2).

Ornek 7.6 (Diizlemi Kendi Cevresinde Iki Kez Saran Déniigiim). F : R? — R2, F(u,v) = (u? —
v?, 2uv) olsun; burada u ve v diizlemin koordinat fonksiyonlaridir. r > 0 yaricapli, merkezi baslangic
noktasinda olan ¢emberi bir kez dolasan «(t) = (rcost, rsint) egrisinin goérintisini bularak F’nin
diizlemi nasil sardigini anlayalim.

Coziim.
Goruntii egrisi. 0 < t < 27 icin o, cemberi saat yoniiniin tersine bir kez dolagir. Goriintiisii

B(t) = F(a(t)) = F(rcost, rsint)
= ( r2cos?t —r2sin?t, 2r? costsint )

olur.
Trigonometri. cos 2t = cos? t — sin? t ve sin 2t = 2sin t cos t 6zdeslikleri bu ifadeyi sadelestirir:

B(t) = (r? cos 2t, r? sin 2t).
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Yorum. 3(t) noktasi baslangic noktasina r2 uzakliktadir ve acis1 2¢’dir. ¢, 0’dan 27’ye giderken 2t, 0’dan
47’ye gider: 3, 72 yaricapli gemberi saat yoniiniin tersine iki kez dolasir. 7 = 2 icin birkac an:

t 0 /4 /2 ™ 3m/2
a(t) (2’ O) <\/§7 \/i) (07 2) (_2v O) (Ov _2)
ﬂ(t) (4a 0) (0’ 4) (74’ 0) (4a O) (747 O)

Ceyrek tur, goriintiidde yarim tura doniisiir; t = 7’de o cemberin yarisini dolagmigsken g bagladig1 yere
donmiistir.

Biitiin diizlem. F'(0,0) = (0,0) oldugundan baslangi¢ noktas: yerinde kalir; 6teki her nokta, merkezi
baslangi¢ noktasinda olan tek bir ¢emberin tizerindedir. Hesabimiz her r > 0 i¢in gegerli oldugundan
F’nin biitiin diizleme ne yaptigini gérmiis oluyoruz: yaricapi r olan cember, yaricapi r2 olan ¢cemberin
iizerine iki tur héalinde yerlesir. Diizlem, baslangic noktasi sabit kalmak tizere, hicbir yerde yirtilmadan
kendi iizerine iki kat sarilir. Birim cemberin icindeki cemberler kiiciiliir (r? < r), disindakiler biiyiir.
Tablodaki ¢ ve t + 7 anlari, yani birbirinin tam kargisindaki p ve —p noktalari, ayni noktaya gider:

F(—p) = F(p).

t=3m/2

Sekil 7.2: Solda r = 2 yaricapli gemberi saat yoniiniin tersine bir kez dolasan (%) = (2 cos t, 2 sin ) egrisi,

sagda onun Hu, v) = (v° - V%, 2uv) altindaki gorintiisii B(£) = (4 cos 2, 4 sin 2t) goriliyor. P ise yaricap:

* = 4 olan ¢emberi iki kez dolagur; ikinci tur, secilebilsin diye kalin ¢emberin hemen i¢ine ince ¢izgiyle

cizilmistir. Ayni renkteki dolu nokta ¢, halka ¢ + 7 anini1 gosterir: bu iki an birbirinin tam karsisindaki p

ve —p noktalarini verir ve {-p) = F(p) oldugundan sagda ayn1 noktaya diiger. Gri birim ¢ember kendi
tizerine gider, baglangic noktasi ise yerinde kalir.

© Karmasik sayilarla bakis

Diizlemin (u, v) noktasini z = u + 4v karmagik sayisi olarak diisiinelim. 22 = u? — v? + 2uv i oldu-
gundan F, z - 22 kare alma islemidir. Kutupsal yazimda z = r(cost + isint) ise 22 = r?(cos 2t +
isin 2t) olur: kare almak, uzunlugun karesini alir ve agiy1 iki katina cikarir. Ornekte buldugumuz her
sey bu iki kuralin sonucudur.
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Lineer Yaklasim ve Teget Doniisiimii

Tiirev almanin 6zi, karmasik bir nesnenin yerine, bir noktanin ¢ok yakininda onunla neredeyse ayn
davranan lineer bir nesne koymaktir. Bunun ilk 6rnegini tek degiskenli analizden biliyoruz: tiirevlenebilir
bir f : R — R fonksiyonu i¢in 2’in yakininda

f(z+ Az) ~ f(z) + f'(z) Az

yaklagimi gegerlidir ve sagdaki Az — f’(x) Az lineer fonksiyonu, grafigin z’teki teget dogrusunu verir.
Hata, Az kigiilditkce Ax’in kendisinden ¢ok daha hizl kii¢iiliir. Amacimiz, bir F' : R* — R™ doniisimil
icin p noktasinin yakininda ayni igi yapan bir lineer yaklagim kurmaktir.

Once bu yaklagimin nerede yasayacagmi soralim. Tek degiskenli halde Az, x’ten ayrilisi 6lcen bir
sayidir. Bircok degiskende p’den ayrilis bir yer degistirme vektoridiir, yani p’de uygulanan bir teget
vektor; F(p)’den ayrilis da F(p)’de uygulanan bir teget vektordiir. Demek ki aradifimiz lineer yaklagim,
T,(R")'den Tp(,) (R™)’ye gitmelidir.

Onu nasil kuracagumizi egriler sdyler. R”, p’den ¢ikan a(t) = p + tv dogrulariyla doludur: her q noktasi,
v = q — p i¢in bu dogrunun ¢ = 1 anindaki noktasidir. Bu dogrularin goriintiileri olan 5(¢) = F(p + tv)
egrileri de F'(p)’den ¢ikar ve F'nin p yakininda yaptig1 her seyi tasir. [lk mertebede bir dogruyu baslangig
hizi @’ (0) = v, temsil eder; gériintiisiini de baslangig hiz1 87(0). Bu yiizden F’nin p yakinindaki lineer
yaklasimini s6yle kuracagiz: her dogrunun o’ (0) baslangi¢c hizina, o dogrunun gériintii egrisinin 8 (0)
baslangi¢ hizini kargilik getirecegiz.

Tanim 7.3 (Teget Déniisiimii). F :R™ — R™ bir doniisiim ve v, R"’ye p noktasinda bir teget
vektor olsun. ¢ > F(p + tv) egrisinin ¢ = 0 anindaki hiz vektorini F,(v,,) ile gosteririz. R™’ye teget
her vektori boylece R™’ye teget bir vektore gotiiren F, fonksiyonuna F’nin teget doniisiumii (tangent
map) denir.

Yani F, (v, ), p’den v hiziyla yola ¢ikan noktay1 her an F ile tasidigimizda, tagian noktanin ilk andaki
hizidir.

Tanimdaki egri, ¢t = p + tv dogrusunun F' altindaki gériintiisiidiir ve biitiin ¢ sayilarinda tanimhdir.
Hiz vektorii ¢ = 0 anindaki noktada, yani F'(p)’de uygulanir. F,(v,,)’yi “F’yi v’ye uygulamak” diye
okumamak gerekir: F' genellikle lineer degildir ve F'(v) ile hi¢bir iliskisi olmayabilir.

Ornek 7.7 (Teget Doniisiimiinii Tamimdan Hesaplamak). F :R? — R2, F(u,v) = (u + v, uv)
olsun. p = (1,2) ve v = (1, 1) i¢in F,(v,)’yi tanimdan bulalim.

Coziim.
Dogru.p+tv=(1+t2+1).
Gorinti egrisi. F’yi bu noktaya uygularsak

Bt)=F(L+t,2+t)=(3+2t, (1+1)(2+1t) )= (3+2t,2+ 3t +1°).

Baslangi¢ hizi. Koordinatlarin tirevleri 2 ve 3 4 2¢’dir; ¢ = 0’da 2 ve 3 olur. 5(0) = (3,2) = F(p)
oldugundan

F*(Vp) = (2, 3)(3,2)-
Yaklasim olarak anlami. 8’nin rotasi bir paraboldiir ve (2, 3) onun (3, 2)’deki teget dogrultusudur. ¢t =

0,1 aninda gercek nokta 5(0,1) = (3,2; 2, 31) iken lineer yaklagim (3,2) +0,1-(2,3) = (3,2; 2, 3)
verir. Aradaki fark ¢2 = 0,01’dir; ¢ yariya inerse dértte birine iner.
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6T

2T () F
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ptiv
X 2T
1.-
t t
1 2 u X

Sekil 7.3: Solda p = (1, 2) noktasindan v = (1, 1) hiziyla gegen p + tv dogrusu ve v, oku; sagda bu

dogrunun Hu, v) = (u + v, uv) altindaki gorantist () = (3 + 2¢, 2 + 3t + £*) parabolil ve onun Fp) =

(3, 2) noktasindaki baglangic hiz1 F(vy) = (2, 3). Kiicitk mavi noktalar iki panelde de t = -1, t = 0,5 ve ¢

= 1 anlaridir. Solda okun ucu ¢ = 1 noktasina tam oturur; sagda ise ok paraboliin kesikli teget dogrusu
tizerinde kalip (5, 5)'te biter ve B(1) = (5, 6) ile arasindaki fark # = 1 olur.

Ornek 7.8 (Otelemenin Teget Doniisiimii). a, R™’nin sabit bir noktasive T : R® — R",T'(p) = p +
a Oteleme doniisiimii olsun. T}, 'in teget vektorlere ne yaptigini bulalim.

Coziim.
Déniisiim olmasi. T’nin i-inci koordinat fonksiyonu z,; + a,’dir; diferansiyellenebilirdir.
Gorintii egrisi. p’deki bir v, icin

T(p+tv)=(p+a)+tv.

Bu, p + a noktasindan gegen ve v dogrultusundaki dogrudur. i-inci koordinati p; + a, + tv,; olup
tirevi v, dir.

Sonug. T, (V) = Vpia- Oteleme oklar1 paralel olarak tasir: vektor kismi degismez, yalnizca uygulama
noktasi a kadar kayar. Ornegin R*’de a = (3, —1) icin 7, ((2,5)1,1) ) = (2,5)(4,0)-

Kargit ug olarak her noktay: sabit bir q’ya gétiiren C' déniisiimiinii diigiinelim. C(p + tv) = q sabit
oldugundan her v, i¢cin C,(v,,) = 0, olur: sabit déniisiim biitiin hareketi ezer. Oteleme hicbir bilgiyi
kaybetmez, sabit doniisiim hepsini kaybeder; genel bir dontisiim bu ikisi arasinda bir yerdedir ve teget
doniisiimii bunu nokta nokta 6lcer.

|

Tanim kavramsal olarak agiktir, ama her hesapta bir egri yazip tiirev almak zahmetlidir. Asagidaki 6nerme,
F.’1 koordinat fonksiyonlarinin yonlii tiirevleriyle acikca verir.

Onerme 7.1 (Teget Déniisiimiiniin Koordinat Formiili). F = (f,, ..., f,,), R™ den R™ ’ye bir donii-
siim ve v, R™ "ye bir teget vektor olsun. O zaman

Ek(vp) = ( vp[fl]? "‘7Vp[fm])F<p)'
ispat.
Egrinin koordinatlar. 8(t) = F(p + tv) olsun. F = (fy, ..., f,,) oldugundan
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Bt)=(frp+tv), ... frn(P+1v));

yani B’min i-inci koordinat fonksiyonu f;(t) = f;(p + tv) dir.
Hiz. Hiz vektériiniin tanimi (Tanim 4.2, m koordinatla) geregi 8’ (0), 5(0) = F(p) noktasinda uygulanr
ve i-inci koordinati

E(O) =7 ( fi(P+1tv) =0

sayisidur.

Yonlii tiirev. Bu sayi, Tanim 3.1 geregi tam olarak v, [f;] dir. Tanim geregi F,(v,) = ’(0) oldugundan
énerme ispatlanmis olur.

|

Ispatin §zii: F,(v,) nin her koordinati, F’nin ilgili koordinat fonksiyonunun v,,’ye gore tiirevidir. Bu
tiirevleri de Lemma 3.1 ile kismi tiirevlerden hesaplariz; hicbir egri yazmaya gerek kalmaz.

Ornek 7.9 (Formiille Ayni Sonug). F(u,v) = (u + v, uv) olsun. R?’nin her p = (p;, p, ) noktasindaki
her v, icin F,(v,,)’yi koordinat formiiliiyle bulalim.

Cozim.
Kismi tiirevler. f{ = u+vicin f; /0u = 1ve df,/0v=1; fo = wvicin f,/0u = vve Of,/0v = u.
Yonlii tiirevler. v = (vq, v4) i¢in Lemma 3.1

vplfil = v1 + vy, Vplfal = povy +prvy

verir.
Genel formiil. F(p) = (p; + ps, P1P2) oldugundan 6nerme geregi

E(vp) = (v1 +v2, 01 + P1Y2) 5,4y, pypa)

Denetim. p = (1,2) ve v=(1,1) i¢in v; + v =2 ve 2-1+41-1 = 3 bulunur; uygulama noktasi
(3,2)dir. Sonug (2, 3) 3 ), tanimdan buldugumuzla aynidir. Ayni noktada w = (2, —1) icin formiil
hemen F,(w,) = (1, 3) 3,2) verir; tanimla bunun icin yeni bir parabol yazip tiirevlemek gerekirdi.

n

Bir Noktadaki Teget Doniisiimii

Bir p noktas: sabitleyelim. Tanim geregi F,, p’deki teget vektorleri F(p)’deki teget vektorlere gotiiriir.
Bu yiizden her p i¢in F,’dan

Ep : Tp (R’n) — TF(p) (Rm)
fonksiyonu elde edilir; buna F’nin p noktasindaki teget doniisiimii denir. Durum temel hesaptakine
benzer: tiirevlenebilir bir f : R — R fonksiyonunun tiirevi f’ bir fonksiyondur, her ¢ noktasindaki degeri
f'(t) ise tek bir sayidir. F, biitiin teget vektorler iizerinde tamimli tek bir fonksiyondur; F, , onun tek bir
teget uzayina kisitlanigidir.

Sonug 7.1 (Teget Doniigiimii Her Noktada Lineerdir). F : R™ — R™ bir doniisiim olsun. R™ 'nin her
p noktasinda F,, lineer bir doniisiimdiir: p’deki her v,,, w, teget vektorleri ve her a, b sayilar igin

F.(avy +bw,) = aF(vy) + b Fy(wp).
ispat
= (f1, - f,) olsun ve iki yanin koordinatlarimi karsilastiralim.

Sol yan. Onerme 7.1 geregi sol yan F(p) de uygulanir ve i-inci koordinati (av,, + bw,)[f;] dir. Teorem
3.1'nin birinci ozelligi geregi bu sayi

avplfil +ow,[f;]
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sayisina esittir.

Sag yan. F, (vy,) ve F,(wy,) ikisi de F'(p) ‘de uygulanir; bu yiizden Tp,) (R™) icinde toplanabilirler. Teget
uzaywndaki islemler vektor kisumlarinda koordinat koordinat yapildigindan sag yanin i-inci koordinati da
avylfi] + bwy[f]dir

Sonug. ki yan ayni noktada uygulanir ve biitiin m koordinatlar: esittir; dyleyse iki teget vektor esittir.

|

Sonucun tanimdan dogrudan goriilmedigine dikkat edelim: F,(v,), F,(w,) ve F,(v, +w) ii¢c ayr
dogrunun ti¢ ayr1 goriintii egrisinden gelir ve bu egriler arasinda basit bir iligki yoktur. Lineerlik, koordinat
formiiliiniin ve yonlii tiirevin lineerliginin bir armaganidir.

Ornek 7.10 (Lineer Olmayan Déniisiimiin Lineer Teget Doniisiimii). F(u,v) = (u + v, uv) vep =
(1,2) olsun. F"nin kendisi lineer olmadig1 halde F,,’nin lineerligini sayilarla gérelim.

Cozim.

F lineer degildir. Lineer olsayd1 F'(2,4) = 2 F(1,2) olurdu. Oysa 2 F'(1,2) = (6,4) iken F(2,4) =
(6,8)’dir.

Teget doniisiimii. Ornek 7.9'ndeki formiil bu noktada

E, ( (v1,v2)p ) = (v + vy, 20y +U2)(3,2)

bicimini alir. Sag yan v, ve v, nin sabit terimsiz birinci dereceden ifadeleridir; bu da lineerligin ta
kendisidir.

Sayisal denetim. v = (1,1) ve w = (2, —1) icin F,(v,,) = (2,3) ve F,(w,) = (1, 3) (ikisi de (3,2)’de).
v+ 2w = (5,—1) i¢in formiil (5 — 1, 10 — 1) = (4, 9) verir; 6te yandan (2, 3) + 2 - (1,3) = (4,9). Iki
sonug aymdir.

]

1 En iyi lineer yaklagim
F,,, F'yi p yakininda en iyi temsil eden lineer doniisiimdiir. Kesin anlami sudur: F'(p + v) noktasi
ile F'(p)’ye F,(v,,) nin vektér kismi eklenerek bulunan nokta arasindaki uzaklik, v kiigiilditkge v'nin
uzunlugundan ¢ok daha hizl sifira gider. F'(u,v) = (u + v, wv) i¢in bu fark agikca hesaplanabilir:

F(p+v)—F(p) = (vq + vy, pav; + P1vy + v10,).

{lk iki terim teget doniisiimiiniin verdigi vektordiir; geriye kalan (0, v v,) ikinci mertebedendir. v =
(0,1;0,1) icin hata 0,01, v = (0, 05; 0, 05) i¢in 0, 0025’tir. Bu yaklagimin kesin kuramu ileri analizde
kurulur; boliimiin sonunda ifade edecegimiz ters fonksiyon teoreminin ispati da ona dayamnur.

Onermenin bir bagka sonucu, doniisiimlerin egrilerin hizlarini korumasidir: bir egrinin gériintiisiiniin
hizin1 bulmak icin ya goriintii egrisini tiirevleriz ya da 6zgiin egrinin hizin1 F, ile tasiriz. ki yol ayni
sonucu verir.

Sonug 7.2 (Déniigiimler Hizlar1 Korur). F : R™ — R™ bir déniisiim, o : I — R"™ biregrive § = F(a),
o’min F' altindaki gorintiisii olsun. Hert € I igin

pt)=FE (a'(t)) -

ispat.
F = (fy,..., f,,) olsun.
Goriintiiniin koordinatlar. 8 = F(a) = ( fy(@), ..., fn (@) ); yani B’min i-inci koordinat fonksiyonu

t f;(a(t))dir
Sag yan. o’ (t), a(t) noktasinda uygulanan bir teget vektordiir. Onerme 7.1 geregi

E (@)= (O] " Ofm]) pra)-

Egri boyunca tiirev. Lemma 4.2 (R™ 'de) her i igin o’ (¢)[f;] = ﬂ%l(t) verir. Yerine koyarsak
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O e

bulunur; burada F(a(t)) = B(t) yazdik.

Sonug. Sagdaki teget vektér, koordinatlart B’nin koordinat fonksiyonlarinin tiirevleri olan ve [(t)’de
uygulanan vektérdiir; Tanim 4.2 geregi bu 5’ (t) 'dir.
|

Teget dontigtiminin tanimi, bu sonucun a(t) = p + tv dogrusu ve ¢ = 0 i¢in 6zel halidir. Sonug, dogru
yerine herhangi bir egri alinabilecegini sdyler; bu gozlemi Alistirma 7.14"de kullanacagz.

Ornek 7.11 (Helisin Gériintiisiiniin Hiz1). F = (22,yz, zy) ve a(t) = (cost,sint,t) helisi verilsin.
B = F(«) gorintiisiiniin ¢ = 7/2 anindaki hizini iki yoldan bulalim.

Cozim.
Birinci yol: goriintiiyii tiirevleyerek. Noktasal formiil F(p;,p,,p3) = (p?, pops, p1Ps) oldugundan

B(t) = (cos? t, tsint, costsint).

Koordinatlarin tiirevleri —2costsint, sint+tcost ve cos?t —sin? t'dir. ¢t = m/2’'de cost =0
ve sint =1 oldugundan B’(w/2)’nin vektér kismi (0,1,—1)’dir; uygulama noktasi B(w/2) =
(0,7/2,0) dur.

Ikinci yol: teget doniisiimiiyle. a(m/2) = (0,1, 7/2) ve o’ (t)'nin vektoér kismu (—sint, cost, 1) oldu-
gundan o' (7/2) = (—1,0,1) g 1 x/o)- Kismi tiirevleri bu noktada hesaplayalim:

fonksiyon 0/0x 0/0y 0/0z o (m/2)[fi]

fi=2? 2z =0 0 0 0

fa=yz 0 z=m/2 y=1 0+0+1=1

fo =y y=1 z=0 0 —14040=
-1

Son siitun, Lemma 3.1 ile (—1, 0, 1) koordinatlarmni kismi tiirevlerle tartip toplamaktan gelir. Onerme
geregi Ek(a/<7r/2)) = (Oa L, _1)F(0,1,7r/2) ve F(O) L, 7T/2) = (07 7r/27 O)' .

Karsilagtirma. Iki yol ayni teget vektoril verir, Sonug 7.2'un séyledigi gibi. Ikinci yolda gériintii egrisini
hi¢ yazmadik; yalnizca a’nin o andaki konumunu ve hizini, F’nin de kismi tiirevlerini kullandik.

n

Jacobi Matrisi

Lineer bir déniisiim, bir tabanin elemanlarina ne yaptifiyla belirlenir. F,, lineer oldugundan, onu
T, (Rj) ‘nin dogal tabaninda hesaplamak yeter. R""nin dogal catisim Uy, ..., U,, ile, R 'ninkini karismasin
diye Uy, ..., U, ile gosterelim.

Sonug 7.3 (Dogal Catinin Gériintiisii). F = (fy,..., f,,,), R™ den R™’ye bir doéniisiim olsun. Her p
noktasi ve her 1 < j < n i¢in

E(Um)) =Y i), (Fm))

ispat.
Yonlii tiirevler. U;(p) ‘nin vektor kisminin j-inci koordinati 1, otekileri 0°dir. Lemma 3.1'ndeki toplamda
yalnizca j-inci terim kalir:
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7.7 Jacobi Matrisi 187

Onerme. Onerme 7.1 geregi F, ( U;(p) ), F(p) de uygulanan ve i-inci koordinati 0 f; / 0z ;(p) olan teget
vektordiir.
Dogal catida yazilis. q ‘daki bir (wy, ..., w,, ), teget vektorii, teget uzayindaki islemlerin tanimi geregi

I
3
yl

I
NgE
8
=
=
°
Q

I
NgE
€
i
o)

(wy, ...
=1 =1

biciminde yazilr; burada 1, i-inci konumdadir. Bunu q = F(p) ve w; = 0f;/0x;(p) ile uygularsak
istenen formiil ¢ikar.
|

Formiilde goriinen m satirli, n siitunlu say: tablosuna F’nin p’deki Jacobi matrisi (Jacobian matrix)

denir:
(91
Jr(p) = ( 9, (p)>
1<i<m, 1<j<n

yani a¢ik yazilisiyla

g—ﬁ(p) %(p)
Jp(p) = : :

o . o :
3{: (p) - 3J;TZ (p)

i-inci satir f; koordinat fonksiyonuna, j-inci siitun z; degiskenine karsilik gelir. Sonug, matrisin j-inci
siitununun F, (U;(p))’nin vektor kism1 oldugunu séyler.

Herhangi bir teget vektdriin goriintiisii de buradan ¢ikar. v, = Zj v; U;(p) yazilisina Sonug 7.1'i uygu-
layip Sonug¢ 7.3'ni yerine koyarsak

Eivy) =Y (30 2L )0, )T, (F(p))

i=1 S j=1 8xj

bulunur. Parantez igindeki toplam, J;(p) matrisinin i-inci satirtyla v’nin siitun olarak yaziliginin garpi-

mudir. Kisacast: F', (v, ) nin vektor kismi J(p) v matris carpimudir.

Ug 6zel hal tanidik nesnelere gétiiriir.

« m=n=1: Jacobi matrisi tek bir sayidir, F'nin p’deki tiirevi F’(p). Teget doniisiimii v, -
( F(p) v) () olur; bu, giriste andigimiz Az = f'(z) Az lineer yaklasimdir.

« m = 1: Jacobi matrisi tek satirhdir ve f'nin kismi tiirevlerinden olusur. Teget doniisiimi v,
( Vplf]) f(p) Olur: yonlil tiirev.

» n = 1: dontsim bir egridir (R yerine bir acik aralik alinabilir); Jacobi matrisi, elemanlar1 yukaridan
asagiya a(t), ..., a;, (t) olan tek siitunlu matristir. Sonug «, (U; (¢)) = @' (t) der: hiz vektorii, egrinin
teget dontisimiinii say1 dogrusunun t’deki birim vektoriine uygulayarak elde edilir.

Ornek 7.12 (Jacobi Matrisinin Siitunlar1). F(u,v) = (u + v, uv) olsun. p = (1,2)’deki Jacobi matri-
sinin siitunlarinin geometrik anlamini, kiiciik bir karenin goriintiisii iizerinde gorelim.

Coziim.
Matris. Kismi tiirevler Ornek 7.9'nde bulundu. Genel noktada ve p’de

Jp = (11) i) Jp(1,2) = (; })

Siitunlar. Sonug geregi F, (U, (p)) = (1,2)(39) ve £, (Uz(p)) = (1,1)3 o). Birincisini tanimla da gére-
biliriz: F'(1 +t,2) = (3 + ¢, 2 + 2¢) dogrusunun iz (1, 2)’dir.

Bir vektériin gorintisii. v = (1, 1) i¢in matris ¢arpimi
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11\ (1) _ (2
21)\1) \3
verir; bu, Ornek 7.7°da tanimdan buldugumuz (2, 3)’tiir.
Kiigiik bir kare. Kogeleri (1,2), (1,5;2), (1,5;2,5), (1;2,5) olan kareyi F' su noktalara gotiiriir:

F(1,2) = (3,2), F(1,5:2) = (3,5;3),
F(1,5,2,5) = (4;3,75), F(1;2,5) = (3,5; 2,5).

Kenarlarin goérintiileri de dogru parcalaridir; 6rnegin sag kenarm gériintisii 0 < s < 0,5 igin s
(3,54 5,3+ 1, 55s) parcasidir. Teget doniigiimiiniin 6nerdigi sekil ise (3,2)’den ¢ikan 0,5 - (1,2) ve
0,5 - (1, 1) oklarinin kurdugu paralelkenardir; késeleri (3, 2), (3,5; 3), (4; 3,5), (3, 5; 2, 5)’tir. U¢ kose
tam uyar; dordiincii kosede gercek goriintii (4; 3, 75), yaklagim (4; 3, 5)’tir. Aradaki 0, 25°lik fark, kenar
uzunluklarinin ¢arpimi 0, 5 - 0, 5’tir: ikinci mertebeden bir hata.

v

. E(U) = (1,2)

o 3,5
’ F
2,5 —_—
3
U, (1
p=(1,2) 2,5
u
1 1,5 2 2
Hp)=(3.2)
X
3 3,5 4 4,5

Sekil 7.4: Hu, v) = (u+ v, uv) altinda Uy(p) ve U,(p) oklarinin gortntiileri, p = (1, 2)‘deki Jacobi matrisinin
sttunlari olan (1, 2) ve (1, 1)’dir; ayni renk bir oku, gériintiisiinii ve matristeki stitununu birbirine baglar.
Soldaki kiiciik karenin gercek goriintiisii sagdaki gri dortgendir; turuncu kesikli paralelkenar ise iki
goriintii okunun yaristyla kurulan, teget doniisiimiiniin énerdigi sekildir. U¢ kdse tam uyar; dérdiincii
kosedeki 0,251ik fark, kenar uzunluklarinin ¢arpimi 0,5 - 0,5'tir, yani ikinci mertebeden bir hatadir.

Diizgiin Doniisiimler

Bir fonksiyonun tiirevi fonksiyon hakkinda bilgi verir: her yerde pozitif tiirev, artan fonksiyon demektir.
Teget doniistimii de doniisiim hakkinda bilgi verir. Sorulacak en énemli soru, F,,’nin bilgi kaybedip kay-
betmedigidir: sifirdan farkl bir teget vektorii sifira, ya da iki farkli teget vektorii ayni vektore gotiriiyor
mu? Ornek 7.4'deki izdiisiim dikey yonii ezmisti ve hareket eden bir nokta gériintiide durmustu. Béyle
bir kayip hicbir noktada yoksa doniigiime bir ad veriyoruz.

Bu kosul egrilerden tanidiktir. Bir o egrisinin ¢ anindaki teget doniisiimi, Sonuc 7.3'nin n = 1 haline gore
a U (t) — a o’ (t) kuralidir. Bu kural ancak ve ancak o’ (t) # 0 ise birebirdir. Diizgiin egri tanimi (Tanim
4.6), asagidaki tanimimn n = 1 halidir.

Tanim 7.4 (Diizgiin Déniisiim). F : R — R™ bir doniistim olsun. R™ 'nin her p noktasinda F,, teget
doniisiimii birebirse F’ye diizgiin ya da regiiler doniisiim (regular mapping) denir.
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Yani diizgiin bir dontisim hicbir noktada hicbir hareket yoniinii ezmez: p’den farkli yonlere ¢ikan
hareketler, gériintiidde de ilk mertebede farkl kalir.

Teget doniisiimleri lineer oldugundan birebirligi lineer cebirle denetleyebiliriz. Asagidaki 6nerme, pratikte
en kullanigh 6l¢iitiin Jacobi matrisinin ranki oldugunu gosterir. Hatirlatma: bir matrisin ranki (rank),
siitunlarinin germe yoluyla olusturdugu alt uzayin, yani siitun uzayimin boyutudur.

Onerme 7.2 (Birebirligin U¢ Denk Bigcimi). F : R® — R™ bir doniisiim ve p, R 'nin bir noktast olsun.
Asagidaki ii¢ kosul birbirine denktir:

(1) E,,, birebirdir.

(2) p deki bir v, icin F,(v,,) = 0 ise v, = 0, dir.

(3) F’nin p deki Jacobi matrisinin rank, tanim uzayinin boyutu olan n’dir.

ispat.
(1)'den (2)'ye. Lineerlik geregi F,(0,) = F,(0-0,)=0-F/(0,), yani F(p)'deki sifir vektoridiir.
F,(v,) = 0ise F,(v,) = F,(0,,) olur ve birebirlik v, = 0, verir.

(2)'den (1)e. F,(v,,) = F,

(W) olsun. Lineerlik geregi

Ek(vp - Wp) = Ek(vp) - Eﬁ(wp) =0.
(2) geregiv, —w, =0, yaniv=w vev, = w,.

(2) kosulunu siitunlarla yazmak. J(p) ‘nin siitunlari c, ..., c,, olsun; bunlar R™ 'nin noktalaridir. Jacobi
matrisinden hemen once gordigiimiiz gibi F, (v ,) nin vektor kismu

Jp(p) v =v,¢; + ... +v,C,

toplamidir. Dolayisiyla (2) sunu soyler: vycq + ... +v,,c,, = O esitligi yalnizca biitiin v;’ler sifirken
saglanir. Bu, siitunlarin lineer bagimsiz olmasinin tanimidr.

Bagimsiz siitunlardan rank n’ye. Situnlar siitun uzaywni tanim geregi gerer. Bagimsizlarsa bu uzayin n
elemanli bir tabanidir ve siitun uzayinin boyutu n’dir.

Bagiml siitunlardan rank n’den kiiciige. Siitunlar bagimliysa, baziv,, # 0 olan birv,c, + ... + v,c,, =
0 esitligi vardir. Bu esitlik v),’ya boliiniip ¢oziiliirse c;, oteki siitunlarin lineer birlesimi olarak yazilir.
O zaman c;,’y1 atmak germe kiimesini degistirmez: siitun uzayin — 1 vektérle gerilir ve boyutu en ¢ok
n — 17dir.

Sonug. Son iki adim, siitunlarin bagimsiz olmasinin rankin n. olmasina denk oldugunu gosterir. Boylece
(2) ile (3) denktir; (1) ile (2)‘nin denkligiyle birlikte ii¢c kosul da denktir.

]

Ispatin 6zii: bir lineer déniisiimiin birebirligi ¢ekirdeginin sifir olmasidir, gekirdegin sifir olmasi da
matrisin siitunlarinin bagimsiz olmasidir.

Onermenin iki hizli sonucu vardir. Birincisi, siitunlar R™’de yasadigindan siitun uzayinin boyutu en cok
m/’dir; rank n olabilmesi icin n < m gerekir. Demek ki R®’ten R?’ye hi¢bir doniisiim diizgiin olamaz;
ii¢ yonii iki boyuta sigdirmak icin bir yén mutlaka ezilir. Ikincisi, n = m ise Jacobi matrisi karedir ve
lineer cebirden bilindigi gibi bir kare matrisin rankinin n olmasi, determinantinin sifirdan farkli olmasina
denktir. Dolayisiyla

F:R™ - R" diizgiindiir < her p igin det Jz(p) # 0.

Ornek 7.13 (Toplam ve Carpim Déniisiimii Késegen Boyunca Katlanir). F(u,v) = (u + v, uv)
olsun. £, 'nin birebir olmadig1 p noktalarmi bulalim.

Cozim.
Determinant. Ornek 7.12'ndaki matristen

vu

det Jp(u,v) =de‘c(1 1) =u—v.

Onerme geregi F,,, ancak ve ancak p; # p, ise birebirdir. F', u = v késegeni iizerindeki her noktada
birebirligi kaybeder; diizgiin bir doniisiim degildir.
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Ezilen yon. Késegen tzerindeki p = (a, a) noktasinda matrisin iki siitunu da (1,a)’dir. v = (1,—1)
icin Jp(p)v=(1—-1,a—a)=(0,0); yani £, ( (1,—1), )= 0. Tanimla da gdriiliir: a = 1 icin

Fl+t,1—1t)=(2,1—1t?)

egrisi t = 0’da (2, 1) noktasina varir, orada durur ve geri doner; hizi ¢ = 0’da sifirdur.

Katlanma. F(u,v) = F(v,u) oldugundan kosegene gére simetrik iki nokta ayni yere gider; 6rnegin
F(1,2) = F(2,1) = (3,2). F, duzlemi késegen boyunca katlay1p iki yariy1 iist iiste yapistirir. Goriinti
kiimesini de bulabiliriz. (u + v)? — 4uv = (u — v)? > 0 oldugundan her goriintii noktas1 z2 > 4y,
yani y < x2 /4 kosulunu saglar. Tersine bu kosulu saglayan bir (x,y) icin

T+ /122 — 4y T — /722 — 4y
y=——" v= ———=
2 ’ 2
secilirse u + v = z ve uv = ( 2?2 — (2% — 4y) ) /4 =y olur. Gériintii kiimesi y < 22 /4 bolgesidir ve
kosegenin goriintiisii F'(a,a) = (2a, a?) noktalarindan olusan smir paraboliidiir. Birebirligin kaybol-
dugu yer, tam olarak katlanma ¢izgisidir.

Ay

hiz sifir
(2,1)

Sekil 7.5: Hu, v) = (u + v, uv) dontisimu diizlemi u = v kdsegeni boyunca katlar: kdsegenin altindaki
mavi ve ustiindeki turuncu yari diizlem ayni y < x*/4 bolgesine gider, bu yiizden sagda iki tarama st
tiste biner; kdsegenin goriintiisii smirdaki y = x°/4 paraboliudiir. Késegene gore simetrik turuncu (1, 2)
ve mavi (2, 1) noktalarinin ikisi de iki renkli (3, 2) noktasina diiser. Késegeni dik kesen yesil (1 + ¢, 1
- 1) dogru pargasinin goriintiisti (2, 1 - #) egrisidir: (2, 0)'dan (2, 1)’e ¢ikar, parabol tizerinde durur ve
geri iner. (1, 1) noktasindaki (1, —1) hiz vektori sifira ezildigi icin bu dontis noktasinda hiz sifirdir.

Ornek 7.14 (Uzaydan Diizleme Izdiisiim Diizgiin Degildir). P : R3 — R?, P = (z,y) izdiisiimiiniin
hicbir noktada birebir teget doniisiimii olmadigini gérelim.

Coziim.
Jacobi matrisi. P’nin koordinat fonksiyonlar1 = ve y’dir; kismi tiirevleri sabittir:

7= (59 0):

Rank. Uciincii siitun sifirdir ve ilk iki siitun R?’yi gerer; siitun uzaymin boyutu 2’dir. Tanim uzaymin
boyutu 3 oldugundan 6nermenin (3) kosulu bozulur.
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Ezilen vektor. P, ( Us(p) )'nin vektdr kismu tigiincii siitundur, yani sifirdir. Her noktada dikey birim
vektor ezilir; Ornek 7.4'de dikey dogrunun gériintiisiiniin durmasi bundandir.

Kargilagtirma i¢in G(u,v) = (u,v, uv) déntsiimiinii alalim. Jacobi matrisinin satirlar: (1, 0), (0, 1) ve
(v, u)’dur. 1lk iki satir yiiziinden a c; + bc, = 0 esitligi @ = b = 0 gerektirir; siitunlar bagimsiz, rank
2’dir. G duzgiindiir: diizlemi, z = zy eyer ylizeyinin iizerine hicbir yonii ezmeden yatirir.

|

Ayni1 Boyutta Birebirlik ve Ortenlik

Tanim ve deger uzaylar1 ayni boyutta oldugunda teget dontisimleri i¢in lineer cebirin giizel bir olgusu
devreye girer: birebirlik ile 6rtenlik aymn seydir.

Lemma 7.1 (Esit Boyutta Birebir ile Orten Aymidir). V ve W ikisi den boyutlu vektér uzaylarive T :
V' — W lineer bir doniisiim olsun. T ’nin birebir olmast icin gerek ve yeter kosul érten olmasidir. Bu durumda
T birebir, orten ve lineerdir; béyle bir doniisiime lineer izomorfizma (linear isomorphism) denir.

ispat.

€y, ...,€,, V' nin bir tabaniolsun. Herv € V,v = Zj aje; bigiminde tek tirli yazilir ve lineerlik T'(v) =
~a;T(e;) verir. Lineer cebirden iki olgu kullanacagiz: n boyutlu bir uzayda lineer bagimsiz n vektor
;i g g g y V! g

bir tabandir; uzay: geren n vektor de bir tabandr.

Birebirden értene. Once T'(e,), ..., T'(e,,) ‘nin bagimsiz oldugunu gosterelim. Ej c; T(e;) = 0 olsun. Sol
yanT (Z] c;e; )'dirveT(0) = 0 oldugundan birebirlik Zj c;e; = 0 verir;e;’ler bagimsiz oldugundan
biitinc; = 0. Boylece T'(e;) ler W 'den bagimsiz vektordiir ve W ’nin bir tabanidir. Herw € W icinw =
Zi b;T(e;) =T (EJ bje; ) olur; T brtendir.

Ortenden birebire. Her w € W bir v = Zj aje; igin w="T(v) = Ej a;T(e;) bigimindedir; yani
T'(e;) ler W yi gerer.n boyutlu W ’yi gerenn vektor bir tabandur, dolayistyla bagimsizdur. $imdi T (v) =
T(v'") olsun vev = Zj aje;, v = Zj aje; yazalim. Lineerlik

Z(“j —a)T(e) =T(v—v')=0

J=1

verir; bagimsizliktan her j igin a; = a;, yaniv = v'. T birebirdir.

Ters doniisiim de lineerdir. T' birebir ve ortense T~' : W — V vardi. w,w’ € W ve a, b sayilar icin
T ’nin lineerligi

T (aT Y (w)+bTH(w') ) =aw+bw’
verir. Iki yana T~ uygulanirsa
Tl aw+bw) =aT Y (w)+bT1(w)

bulunur.
||

Lemmay1 F' : R" — R™ bir doniisiimiin teget doniisiimlerine uygulayalm. 7,,(R") ve T, (R™) ikisi
de n boyutludur. Oyleyse bir noktada su dért kosul denktir: F,,, birebirdir; F,, 6rtendir; F,, bir lineer
izomorfizmadir; det Jp(p) # 0. Farkli boyutlarda lemma gegersizdir: Ornek 7.14’deki P, értendir ama
birebir degildir.

Ornek 7.15 (Bir Noktadaki Teget Doniisiimiinii Tersine Cevirmek). F(u,v) = (u + v, uv) ve p =
(1,2) olsun. F,;’nin ters lineer doniisiimiinii bulahm.

Coziim.
Izomorfizma. Ornek 7.13 geregi det Jp(p) = 1 — 2 = —1 # 0. F, , birebirdir ve lemma geregi értendir.
Ters. (3,2) deki bir (a, b) teget vektoriiniin hangi v,’den geldigini bulalim. Matris ¢arpimi

v, + vy = a, 20, +vy =0
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denklemlerini verir. Tkinciden birinciyi ¢ikarinca v; = b — a, sonra v, = a — v; = 2a — b. Her (a, b)
icin ¢oziim vardir ve tektir; értenlik ve birebirlik dogrudan goriiliir. Ters lineer déniisiim (a, b) — (b —
a, 2a — b) olup matrisi Jp(p) nin tersidir:

11\(-1 1) (10

21 2 -1) \0o1)°
Denetim. (a,b) = (2,3) i¢in v = (1,1) bulunur; gergekten F, ( (1,1); )= (2,3) idi.
|

Difeomorfizmalar

Birebir ve 6rten bir doniisimin ters fonksiyonu vardir. Ama bu ters fonksiyonun diferansiyellenebilir
olmasi, yani kendisinin de bir doniisiim olmasi, ayr1 bir kosuldur. Tersi de doniisiim olan déniisiimler, iki
uzay arasinda biitiin analiz yapisini ileri geri tasimamuiza izin verir: bir tarafta tiirevi alinabilen her seyin
karsilig1 6btir tarafta da tiirevlenebilir.

Tanim 7.5 (Difeomorfizma). F :R"™ — R™ bir doniigsiim olsun. F birebir ve ortense ve ters
fonksiyonu F~! : R™ — R™ de bir doniisiimse, yani diferansiyellenebilirse, F’ye bir difeomorfizma
(diffeomorphism) denir.

Yani bir difeomorfizma, iki uzayin noktalarini birebir egleyen ve bu eslemenin her iki yonde de diferansi-
yellenebilir oldugu dontigiimdiir; uzay: yirtmadan, katlamadan ve hicbir yerde ezmeden bi¢imini degistirir.
Bir G dontisimi icin G o F' ve F o G bileskelerinin ikisi de 6zdeglik doniigiimii (identity map) ise,
yani her noktay1 kendisine gétiiriiyorsa, F' birebir ve drtendir ve G = F~1’dir. Gergekten F(p) = F(q)
ise G uygulaninca p = q ¢ikar; her y de y = F(G(y)) oldugundan bir goriintiidiir. Bir déniigiimiin
difeomorfizma oldugunu gostermenin en dogrudan yolu, boyle bir G yazip diferansiyellenebilir oldugunu
goérmektir.

1 Acik kiimeler iizerinde déniisiimler

Bu béliimdeki tanimlar ve sonuglar, Oklid uzaylar1 yerine Oklid uzaylarinin agik kiimeleri alindi-
ginda da aynen gecerlidir. O, R™’nin bir acik kiimesi ise F': @ — R™ fonksiyonunun koordinat
fonksiyonlar1 O tizerinde diferansiyellenebilir oldugunda F’ye O tizerinde bir doniisiim denir. Teget
dontisimiiniin tanimi da bozulmaz: p € O oldugundan p’nin ¢evresinde O’nun iginde kalan bir top
vardir; | ¢ | yeterince kiigiikken p + v bu topun igindedir ve t — F(p + tv) egrisi 0’1 igeren bir agik
aralikta tanimlhidir. Boylece bir agik kiitmeden bagska bir acik kiimeye difeomorfizmadan s6z edebiliriz:
F : U — V birebir ve orten, F ile F~! ikisi de diferansiyellenebilir.

Ornek 7.16 (Lineer Déniisiimiin Tersi). Ornek 7.5'deki F = (x — y, z + ¥, 22) doniisiimiiniin bir
difeomorfizma oldugunu gésterelim.

Coziim.
Tersini bulmak. F (py,py,p3) = (a,b,c) denklemleri

P —DPy=a, p;+py=>, 2p; =c

olup ilk ikisini toplayip ¢ikararak p; = (@ +b)/2, py = (b —a)/2, p; = ¢/2 bulunur. Aday ters
doniisiim

a+b b—a c
G(a,b,c)z ( 9 aT)E)'

Iki  bileske. F(G(a,b,c))nin koordinatlari “TH’ — 5% =aq, “T*b + Z’*T“ =b ve 2-§=cldir
G(F(p))’nin koordinatlar1 da % = pq, % = p, ve 273 = p, tiir. Iki bileske de 6zdesliktir; F' birebir
ve értendir ve F~! = G.

Diferansiyellenebilirlik. G’nin koordinat fonksiyonlar1 birinci dereceden polinomlardir. F' bir difeomor-
fizmadir.
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Teget doniistimiiyle uyum. Jacobi matrisinin determinanti iiclincii satira gore agilirsa

-1

det Jp = det =2(1+1)=4+#0

O = =
N OO

1
0
bulunur; F' her noktada diizgiindiir.

| ]

Ornek 7.17 (Tersi Diferansiyellenebilir Olmayan Birebir Orten Déniisiim). F :R? — R?
F(u,v) = (u,v) olsun. F’nin birebir ve érten bir doniisiim oldugu halde difeomorfizma olmadigini
gorelim.

Cozim.

Déniigsiim, birebir ve érten. Koordinat fonksiyonlar: polinomdur. Her gercel saymin tek bir gercel kiip
kokii oldugundan G(z,y) = (¥/z, y) icin F(G(z,v)) = (z,y) ve G(F(u,v)) = (u,v) olur; F birebir
ve Ortendir, tersi G’dir.

Ters diferansiyellenebilir degil. G'nin birinci koordinat fonksiyonunu (0, b) noktasinda x’e gére tiirev-
lemeye caligalim:

Vh—0 1
h YR

h — 0 iken sag yan smursiz biyiir; kismi tiirev yoktur. G bir déniisiim degildir, dolayisiyla F' bir
difeomorfizma degildir.
Engelin kaynag1. Jacobi matrisi ve determinanti

2
Jp(u,v) = (33 (1)), det Jp(u,v) = 3u?

olup determinant u = 0 dogrusu tizerinde sifirdir. Tersin bozuldugu yer, F’nin diizgiinligi kaybettigi
yerdir. Bu rastlanti degildir: bir difeomorfizmanin her noktada diizgiin oldugunu Alistirma 7.17'de genel
zincir kuraliyla gorecegiz.

|

Ters Fonksiyon Teoremi

Az 6nceki 6rnek, birebir ve 6rten olmanin difeomorfizma olmaya yetmedigini gosterdi; eksik olan, teget
doniisiimlerinin birebirligiydi. Tersine su soruyu soralim: bir noktada teget doniisiimii birebirse, doniigiim
hakkinda ne sdyleyebiliriz? fleri analizin temel sonuglarindan biri, en azindan o noktanin yakininda her
seyin yolunda oldugunu séyler.

Teorem 7.1 (Ters Fonksiyon Teoremi). F :R™ — R"™ aym boyutlu Oklid uzaylar: arasinda bir
doniisiim olsun. Bir p noktasinda F,, birebirse, p’yi iceren dyle bir U agik kiimesi vardir ki F’nin U’ya
kisitlanisy, U dan bir V agik kiimesinin iizerine bir difeomorfizmadr.

Yani bir noktada ilk mertebeden yaklasim tersine cevrilebiliyorsa, doniisiimiin kendisi de o noktanin yaki-
ninda diferansiyellenebilir bir tersle geri cevrilebilir. Sonucun ters fonksiyon teoremi (inverse function
theorem) diye anilmasi da bundandir: kisitlanmis & — V déntisimiiniin, V’den U’ya giden diferansiyel-
lenebilir bir tersi oldugunu giivence altina alir. Ayni boyut kosulu esastir; F,, ancak o zaman birebirlikle
birlikte rten, yani bir lineer izomorfizma olur.
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i Ispat ileri analize aittir

Teoremin ispat1 bu dersin kapsami disindadir ve ileri analiz derslerinde yapilir. Ispatin ana fikri,
F,,’nin Fyi p yakininda en iyi temsil eden lineer doniisiim olmasidir: F'(q) = y denklemi, énce
lineer yaklagimin tersiyle kabaca ¢6ziiliir, sonra yaklasik ¢6ziim bir daraltma doniigiimiiniin sabit
noktasi olarak adim adim diizeltilir. Bu ders boyunca teoremi ispatsiz bir ara¢ olarak kullanacagiz.

Teoremin ne soyledigini ve ne séylemedigini 6rneklerle netlegtirelim.

Tek boyutta. f: R — R icin f, ’nin birebir olmas: f’(a) # 0 demektir. Diyelim f’(a) > 0. f’ stirekli
oldugundan a’y1 iceren bir (a — 0, a + ¢) araliginda da f’ > 0 kalir; bu aralikta f kesin artandir, dolayi-
styla birebirdir, goriintiisii bir agik araliktir ve tersinin tiirevi 1/ f” formiilityle bulunur. Ornegin f(z) =
z?icina = 1’de f/(1) = 2 # 0; U = (0, 00) aralig1 V = (0, o) araligina difeomorfik olarak gider ve ters
Vy'dir. a = 0'da ise f’(0) = 0 ve 0’1 iceren hicbir aralikta 2 birebir degildir, ¢iinkii z ile —z ayn1 degeri
verir.

Varsayim gereklidir. f(z) = 2 fonksiyonu R’nin tamaminda birebir ve drtendir, ama f’(0) = 0’dwr ve
tersi 0’da tiirevlenemez; bunu Alistirma 7.11'da ayrintili gérecegiz. Teoremin varsayimi bozuldugunda
birebirlik bile kurtulsa ters diferansiyellenebilir olmayabilir.

Teorem yereldir. Teorem, her noktada diizgiin bir doniisiimiin biitiin uzayda birebir oldugunu séylemez.
Asagidaki 6rnek bunu gosterir.

Ornek 7.18 (Kare Alma Déniisiimiiniin Yerel Tersi). F(u,v) = (u? —v?, 2uv) olsun. Alistirma
7.9'de, F,, nin baslangi¢ noktasi disindaki her noktada birebir oldugunu gosterecegiz. p = (1, 0) noktast
i¢in teoremin s6z ettigi I ve V acik kiimelerini ve ters dontisimii acik¢a bulalim.

Cozim.

Acik kiimeler. U, u > 0 olan noktalarin olusturdugu sag yar1 diizlem olsun; V ise diizlemden {(z,0) :
x < 0} yar1 dogrusunun ¢ikarilmasiyla elde edilen kiime olsun. Ikisi de aciktir ve p = (1,0) € U.

F, U’yu V’nin igine gotiiriir. u > 0 iken F(u,v) = (z,0) olsaydi 2uv = 0'dan v =0 ve z = u® > 0
cikardi. Goriintii higbir zaman silinen yar1 dogruya diismez.

Aday ters. p = \/x? + y? olmak lizere

N y

tanimlayalim. p > | | oldugundan p + z > 0’dur; esitlik yalnizca y = 0 ve < 0 iken, yani silinen
yart dogru iizerinde olur. Dolayisiyla V tizerinde p + « > 0’dir, G tanimlidir ve birinci koordinati
pozitiftir: G, V’yi U ’nun i¢ine gétiiriir. G’nin birinci koordinatina a dersek ikinci koordinati y/(2a)’dir.
F o G bzdesliktir. a®> = (p + z)/2 ve b = y/(2a) icin

_ptx W (p+2)—y°

2_b2 —
¢ 2 2pta)  2p+a)

Pay kisminda p? = 22 + y? kullanilirsa
(p+2)* —y* = p* +2pz + 2% —y* = 22° + 2pz = 22(z + p)

bulunur ve oran z’e egit olur. Ayrica 2ab = y. Yani F(G(z,y)) = (z,y).
G o F ozdesliktir. v > 0 icin = u? — v? ve y = 2uwv ise

p2 — (u2 _ ,02)2 + 4U2’U2 — (U2 + ,02)2,

yani p = u? + v2. O zaman (p + x)/2 = u? ve karekékii u > 0 oldugundan w’dur; ikinci koordinat
2uv/(2u) = v olur.

Sonug¢. F'nin U’ya kisitlanigt V’nin izerine birebir ve Ortendir, tersi G’dir. p baglangi¢ noktasi
disinda diferansiyellenebilir ve karekok pozitif sayilarda diferansiyellenebilir oldugundan G bir dénii-
stimdir; kisitlanis bir difeomorfizmadir. Sayisal denetim: F'(2,1) = (3,4) ve p =5 i¢in G(3,4) =
(V4,4/V16) = (2,1).

Biitiin diizlemde degil. F(—2,—1) = (3,4) de dogrudur. (—2, —1) noktas1 &/ da degildir, ama bu esitlik
F’nin baslangi¢ noktas: disindaki biitiin kiitmede birebir olmadigini gosterir. Her noktanin yakininda
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yerel bir ters vardir; tek bir global ters yoktur. Ornek 7.6’da gérdiigiimiiz iki kez sarma bunun geometrik
nedenidir.
|

Ozetle, teget doniisiimii bir doniisiimiin yerel davranisini cok iyi yakalar: F,;, bir izomorfizma ise F' de p
yakininda bir difeomorfizmadir. Global sorular, yani " ’nin biitiin uzayda birebir ya da 6rten olup olmadigy,
teget dontisimiiniin tek basina cevaplayamayacag1 sorulardir; Alistirma 7.12 bu iki bilgi tiirtiniin nasil
birlestirilebilecegini gosterir.

Alistirmalar

Alistirma 7.1 (Baslangic Noktasina Giden Noktalar). F(u,v) = (u? —v?, 2uv) olsun. F(p) =
(0, 0) esitligini saglayan biitiin p noktalarimi bulunuz.

Coziim.
Denklemler. p = (a,b) yazalm. F(p) = (0, 0) kosulu

a? — b2 =0, 2ab =0

denklemlerine denktir.

Durumlar. Tkinci denklemden a = 0 ya da b = 0. @ = 0 ise birinci denklem —b? = 0, yani b = 0 verir.
b = 0 ise birinci denklem a? = 0, yani a = 0 verir.

Sonug. Tek ¢oziim p = (0,0)’dur.

Ikinci bir bakis. Her a, b icin

(a? — b?)2 + (2ab)? = a* — 2ab? + b* + 4a2b? = (a® + b?)?

ozdesligi gegerlidir. Sol yan F'(p)’nin baglangic noktasina uzakliginin karesi oldugundan bu, F/(p)’nin
uzakliginin p’nin uzakliginin karesi oldugunu soyler. Uzaklig: sifir olan tek nokta baglangi¢ noktasidur.
|

Alistirma 7.2 (Bir Noktanin iki Ters Gorintiisii). F(u,v) = (u? — 02, 2uv) olsun. F(p) = (8,6)
esitligini saglayan biitiin p noktalarini bulunuz.

Cozim.
Denklemler. p = (a,b) icin a® — b> = 8 ve 2ab = 6.
Kareler toplami. Alistirma 7.1'daki 6zdeslik

(a® +b?)? =82 + 6% = 100

verir. a2 + b2 > 0 oldugundan a? + b% = 10.

Kareler.a? + b2 = 101ile a® — b? = 8 taraf tarafa toplanirsa 202 = 18, ¢ikarilirsa 2b% = 2 bulunur. Yani
a?=9veb?=1;0a=43veb=+1.

Isaretler. 2ab = 6 > 0 oldugundan a ile b ayni isaretlidir. Geriye (3, 1) ve (=3, —1) kalir.

Denetim. F(3,1) =(9—1,6) = (8,6). (—3,—1) noktasinda kareler ve carpim aym kaldigindan
F(—3,—1) = (8,6) da dogrudur.

Iki ¢6ziim birbirinin tam karsisindadir, F(—p) = F(p) 6zelliginin gerektirdigi gibi. ikisinin de baglan-
gi¢ noktasina uzakligi v/10°dur ve (8, 6)’nin uzaklhig1 10°dur: uzaklik karesine cikar.

|

Alistirma 7.3 (Kendi Uzerine Giden Noktalar). F(u,v) = (u? — v?, 2uv) olsun. F(p) = p esitligini
saglayan bitin p noktalarini bulunuz.

Cozim.
Denklemler. p = (a, b) i¢in
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a? —b% =aq, 2ab = b.

Ikinci denklem. 2ab — b = b(2a — 1) = 0 oldugundan b = O yadaa = 1/2.

Birinci durum, b = 0. Birinci denklem a2 = a, yani a(a — 1) = 0 olur; a = 0 ya da a = 1. Coztimler
(0,0) ve (1,0).

Ikinci durum, a = 1/2. Birinci denklem 1/4 — b2 = 1/2, yani b?> = —1/4 olur. Hicbir gercel b bunu
saglamaz.

Sonug. F'(p) = p olan noktalar (0, 0) ve (1,0)’dir. Denetim: F'(1,0) = (1,0).

Geometrik denetim. F(p) = p ise uzakliklar esittir; uzaklik karesine ¢iktigindan uzaklik 0 ya da 1
olmalidir. Birim ¢ember tizerinde F agiyi iki katina ¢ikarir ve 26 agis1 6 ile ancak 6, 27'nin tam katiyken
ayn1 yonii gosterir. Bu da (1, 0) noktasidir.

|

2

Alistirma 7.4 (Yatay Dogrunun Gériintiisii). F(u,v) = (u? — v?, 2uv) olsun. v = 1 yatay dogrusunu

ve onun F altindaki gériintiisiinii (bir parabol) ¢iziniz.

Cozim.

Parametrelendirme. Dogruyu a(t) = (t,1) egrisiyle dolagsalim.

Gorintii. B(t) = F(t,1) = (t* — 1, 2t).

Denklem. x = t? — 1 ve y = 2t yazarsak t = y/2 olur ve x = y?/4 — 1 bulunur. Tersine bu paraboliin
her (,y) noktas1 t = y/2 anindaki 3(t)’dir. Gériintii, z = y?/4 — 1 paraboliiniin tamamidur.

Cizim i¢in noktalar.

Paraboliin tepesi (—1,0)’d1r, saga agilir ve = eksenine gére simetriktir. y? = 4(x + 1) biciminde yazi-
linca odaginin baglangic noktas: oldugu goriliir. ¢ artarken /3 parabolii asagidan yukariya dolagur.

Hiz. §’(t) nin vektor kismu (2¢, 2)’dir ve hig sifir olmaz. Sonug 7.2 geregi bu vektor E, (o’ (t))’dir. Cizim
Alistirma 7.6'deki sekilde gorilir.

]

Alistirma 7.5 (Dikey Dogrunun Gériintiisii). F(u,v) = (u? — v?, 2uv) olsun. u = 1 dikey dogru-
sunu ve onun F' altindaki gérintiisini (bir parabol) ¢iziniz.

Coziim.

Parametrelendirme ve goriintii. oa(t) = (1,t) icin B(t) = F(1,t) = (1 — 2, 2¢t).
Denklem.y = 2t'dent = y/2 ve x = 1 — y? /4. Goriintii bu paraboliin tamamidir.
Cizim i¢in noktalar.

t —2 —1 0 1 2
a(t) (la_2> (17_1) <170) (171) (172)
ﬂ(t) (*3, *4) (07 *2) (1, 0) (Oﬂ 2) (*3) 4)

Paraboliin tepesi (1,0)’dir ve sola acilir; y> = —4(x — 1) yazilis1 odagin yine baslangic noktasi oldu-
gunu gosterir.

Yatay dogrunun goriintisiiyle karsilastirma. Alistirma 7.4’daki x = y? /4 — 1 paraboliiyle bu parabol
(0,2) ve (0,—2)’de kesisir. (0,2) = F(1,1), iki dogrunun kesisim noktasinin goriintiisiidir. (0, —2)
ise iki farkli noktanin goriintiisiidiir: yatay dogrunun (—1, 1) noktasinin ve dikey dogrunun (1, —1)
noktasinin. Bu da F'(—p) = F(p) nin bir sonucudur.

Kesisim agist. (0, 2)’de iki goriintiiniin hizlar1 ¢ = 1 aninda (2, 2) ve (—2, 2)’dir. I¢ carpimlar1 —4 + 4 =
0 oldugundan paraboller dik kesisir, tipki 6zgiin dogrularin (1, 1)’de dik kesismesi gibi.
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Alistirma 7.6 (Birim Karenin Gériintiisii). F(u,v) = (u? —v?,2uv) olsun. 0 <4 <1,0<v <1
birim karesinin F' altindaki goriintiisiinii betimleyiniz.

Coziim.
Kenarlarin gorintileri. Karenin dort kenarini ayr1 ayr tagiyalim (0 < s < 1):

kenar noktasi gorintisi gorintiiniin rotasi

alt,t v=0 (s,0) (s2,0) (0,0)’dan (1,0)’a dog-
ru pargasl

so,u=0 (0, ) (—s2,0) (0,0)’dan  (—1,0)a

dogru parcasi

ist,v =1 (s,1) (s —1,25) r=y*/4—1 para-
boliniin (—1,0)’dan
(0,2)’ye yayr

sag, u =1 (1,s) (1— 5%, 25) r=1-9y?/4 para-
boliniin  (1,0)’dan
(0,2)’ye yayr

Aday bélge. Kenarlarin goriintiileri, z ekseninin [—1, 1] parcast ile iki parabol yayinin sinirladigi bolgeyi
cevreler:

Y Y
R=< (z,y):y >0, Z—lgxgl—z .

Iki esitsizlik birlikte y2 < 4 gerektirdiginden R’de 0 < y < 2’dir.
Karenin goriintiisii R 'nin i¢indedir. 0 < a,b < 1ve (z,y) = F(a,b) = (a® — b, 2ab) olsun. y = 2ab >
0. Ayrica y? /4 = a?b? oldugundan

2

x7<yzfl)=a27b27a2b2+1:(1+a2)(1—b2)20,

2
(1—%)—x:1—a2b2—a2+b2:(1—a2)(1—|—b2)20.

Her iki carpimda da carpanlar negatif degildir, ¢iinkii a? < 1 ve b2 < 1.
R’nin her noktasi karenin bir noktasinin goriintiisidiir. (z,y) € R olsunve p = /22 + y? diyelim. p >

| | oldugundan
Y N
2 2

sayilar1 taniml ve negatif degildir. a? — b? = z ve 2ab = /p? — 22 = \/y_2 = y olur (son adimda y >
0 kullandik); yani F'(a,b) = (z,y). Geriye a < 1 ve b < 1 oldugunu gostermek kalir.

a < lkosulu p < 2 — z’e denktir. # < 1 oldugundan 2 — z > 0’dir ve iki yanin karesini almak denkligi
bozmaz: 2 + y2 <4 — 4z + 22, yaniz <1 — y2/4. Bu R’nin tamiminda vardir.

b <1 kosulu p < 2+ z’e denktir. z > y?/4 — 1 > —1 oldugundan 2 + x > 0’dir; kare alinca 2% +
y2 <4+ 4z + 22, yani z > y2 /4 — 1 ¢ikar. Bu da R’nin tanimindadir.

Sonug. Birim karenin goriintiisii tam olarak R bélgesidir: tabami « ekseninin [—1, 1] parcas: olan, iki
yani birbirinin ayna gériintiisii olan parabol yaylariyla sinirlanmig ve tepesi (0, 2)’de olan kemer bigimli
bolge.

Kaseler. (0,0), (1,0), (1,1), (0,1) kdseleri sirasiyla (0,0), (1,0), (0,2), (—1,0)’a gider. (1,0), (1,1)
ve (0,1)’deki dik agilar gériintiide de dik kalir; 6rnegin (0,2)’de Alistirma 7.5'de gordiigiimiiz gibi.
(0, 0) kosesindeki dik ac1 ise ac¢ilip diiz agiya doniigiir: iki kenar [—1, 1] pargasinin iki yarisina gider. Bu
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bozulma, Alistirma 7.9'de gérecegimiz gibi F,,'nin yalnizca baslangi¢ noktasinda birebirligini kaybet-
mesiyle ilgilidir.

Sekil 7.6: Solda v = 1 yatay dogrusu (mavi), u = 1 dikey dogrusu (yesil) ve tarali birim kare; sagda

bunlarin Ku, v) = (u* - V*, 2uv) altindaki gériintiileri: x = y?/4 — 1 ve x = 1 — y?/4 parabolleri ile tepesi (0,

2)‘de olan kemer bicimli bélge. Karenin iist ve sag kenari iki parabol yayna, turuncu ¢izilen alt ve sol

kenari1 ise x ekseninin [-1, 1] parcasinin iki yarisina gider. Ayni bicimli isaretler her koseyi goriintiisiiyle

esler: (1, 1)’deki dik ac1 (0, 2)‘de dik kalir, (0, 0)’daki dik ag1 ise diiz agrya acilir. Halkali (0, —2) noktast
iki farkli noktanin, (-1, 1) ile (1, -1)‘in géruntisidir.

Alistirma 7.7 (Teget Déniisiimiinii Dogrudan Tanimla Hesaplamak). F(u,v) = (u? —v?, 2uv)

olsunve v = (v;,v,), R?’ye p = (p;, p,) noktasinda bir teget vektor olsun. Yalnizca teget doniisiimiiniin
tammim kullanarak F,(v,)’yi v ve p’nin koordinatlariyla ifade ediniz.

Cozim.
Dogru. p + tv = (p; + tvy, py + tvy).
Goriintii egrisinin koordinatlari. Kareleri ve carpimi acip t’nin kuvvetlerine gore toplarsak

(py + tv1)? — (py + tvy)? = (P — p3) + 2t (pyv) — Povy) + 2 (v] —v3),
2(py + tvy) (py + tvy) = 2Py + 2t (p1vy + Povy) + 2% vy 0,.

Baslangig hizi. cq + ¢;t + cot? bigimindeki bir polinomun ¢ = 0’daki tiirevi ¢, ’dir. Dolayisiyla egrinin
t = 0’daki hizinin koordinatlar1 2(p;v; — pyvs) ve 2(pyvy + pyv,)’dir. Hiz, ¢ = 0 anindaki noktada,
F(p)’de uygulanir:

F(v,) = ( 2(p1v1 — Pavs), 2(Pavy +p1,02))<p%7p%,2p1p2)'

Onermeyle denetim. v,[u® —v?] = 2p,v; — 2pyvy ve V,[2uv] = 2pyv; 4 2p;vy; Onerme 7.1 aym
sonucu verir.

Sayisal ornek. p = (1,2) ve v = (3,—1) i¢in p;v; —pavy =3+ 2 =5 ve pyv; + pjuy =6 —1=15;
F(p) = (—3,4). Sonug: F,(vy,) = (10,10)_5 4.

|

P

Alistirma 7.8 (Kare Alma Déniisitmiiniin Jacobi Matrisi). F(u,v) = (u? —v?, 2uv) olsun. F’nin
her noktadaki Jacobi matrisinin formiiliinii bulunuz.
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Cozim.

Kismi tirevler. f; = u?

—v? ve f, = 2uv igin
0/, ofy ofy 9fs
- =2 — =20, ==2, —-==2u
du e Y ou Y “
Matris. Satirlar koordinat fonksiyonlarina, siitunlar degiskenlere karsihk geldiginden p = (py,p,)
noktasinda

Jp(p) = (2p1 —2p2).

2py 2py

Siitunlarin anlami. Sonuc¢ 7.3 geregi F,(U;(p))’nin vektér kismu (2pq,2p,), F,(U,(p)) ninki
(—2p4, 2py )’dir. Matrisi v ile ¢arpmak (2p,v; — 2pyvy, 2pov; + 2p,v,) verir; bu, Alistirma 7.7'da
tanimdan buldugumuz vektordiir.

Geometrik okuma. p’yi kutupsal olarak (7 cos 8, 7 sin #) bi¢iminde yazarsak

Jp(p) = 2r (cos 6 —sin 0)
»(p) =

sinf cos@

olur. Sagdaki matris ¢ agis1 kadar donmedir. F,,, teget vektorleri 6 kadar déndiiriip 2r katina uzatir.
Ornegin p = (1,1) icin r = v/2 ve 6 = 7/4’tiir; matris

0= (3 5))

olur ve teget vektorleri 45 derece dondiiriip 2v/2 katina uzatir.
|

Alistirma 7.9 (Baslangic Noktas1 Disinda Lineer Izomorfizma). F(u,v) = (u? — v2, 2uv) olsun.
F,,'nin tam olarak baslangi¢ noktasi disindaki noktalarda bir lineer izomorfizma oldugunu gésteriniz.

Cozim.
Determinant. Alistirma 7.8’daki matristen

det Jp(p) = (2p1)(2p1) — (—2p2) (2p,) = 4(pF + p3).

Baslangig noktast disinda. p # 0 ise p? + p3 > 0 ve determinant sifirdan farklidir. Kare matrisin ranki
2'dir; Onerme 7.2 geregi F, , birebirdir. T,,(R?) ve Tp(p) (R?) ikisi de iki boyutlu oldugundan Lemma
7.1 geregi F,, ortendir de; yani bir lineer izomorfizmadir.

Baslangi¢ noktasinda. J(0) sifir matristir. Her v i¢in F,(vy) = 0 olur; érnegin F,(U;(0)) = 0 ve
U, (0) # 0. F,q birebir degildir, dolayisiyla izomorfizma degildir.

Sonug. F diizgiin degildir, ama tek kusurlu noktasi baslangi¢ noktasidir; actk R? — {0} kiimesine kisit-
laninca diizgiindiir. Ters fonksiyon teoremi her p # 0 noktasmin ¢evresinde yerel bir difeomorfizma
verir (Ornek 7.18), ama F(—p) = F(p) oldugundan bu kiime {izerinde birebir degildir.

]

Aligtirma 7.10 (Lineer Doniisiimiin Teget Doniigiimii). F : R™ — R™ bir lineer doniigiim ise her
vy icin F(vy,) = F(V) p(p) oldugunu ispatlaymiz.

Cozim.
F' bir doniistimdiir. u, ..., u,, R® nin birim noktalar1 olsun ve a.., F'(u.) nin i-inci koordinat1 olsun.
1 » Un (% J

p= Zj p;u; ve lineerlik F(p) = Zj p; F(u;) verir; i-inci koordinat f;(p) = Zj a;; p; olur. Yani

fi= Zj a;; ©;, sabit katsayili birinci dereceden bir polinomdur ve diferansiyellenebilirdir.

Goriintii egrisi. Lineerlik geregi

F(p+tv) = F(p) +tF(v).
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Bu, F(p)’den gegen ve F'(v) dogrultusundaki dogrudur; i-inci koordinat f;(p) + ¢ f;(v)’dir.
Baslangi¢ hizi. i-inci koordinatin tiirevi f; (v)’dir ve t’ye bagh degildir. Hiz t = 0’da F'(p)’de uygulanir.
Dolayistyla

E(vp) = ([i(V)s s e (V) pip) = F(V) p(p)-

Yorum. Lineer bir dontisiim kendi kendisinin en iyi lineer yaklasimidir: teget dontisiimii vektor kismina
F’nin kendisini uygular, uygulama noktasini da F' ile tasir. Jacobi matrisi her noktada aynidir:
0f;/0x; = a;;, yani F’nin kendi matrisi.

Sayisal érnek. F = (z —y,x+y,22), p=(1,2,3) ve v=(2,1,—1) i¢in F(v)=(1,3,—2) ve
F(p) = (—1,3,6); sonu¢c (1,3,—2)_13¢). Onermeyle: vy[z—y]=2—-1=1, v,[z+y]=3,
vp[22] = —2. Uyusur.

]

Alistirma 7.11 (Birebir ve Orten Ama Difeomorfizma Olmayan Déniisiim). Birebir ve drten
oldugu halde bir difeomorfizma olmayan bir déniisiim drnegi veriniz. Ipucu: m = n = 1 alinabilir.

Cozim.

Aday. F : R — R, F(x) = x3. Polinom oldugundan bir déniisiimdiir.

Birebir. z3 = y? ise 2 — y3 = 0 olur ve bu fark (z — y) (22 + zy + y?) biciminde ¢arpanlarma ayrilir.
Ikinci carpan

32
x2+my+y2:(x+g)2+%

bi¢iminde yazilir ve yalnizca ¢ = y = 0 iken sifirdir. Her iki durumda da z = y.

Orten. Her gergel ¢ sayismin bir gergel kiip kokii /¢ vardir ve F({/c) = c. (Varlik, 3’{in siirekli olup
—o0 ile +00 arasindaki her degeri almasindan, ara deger teoreminden gelir.)

Tersi 0’da tiirevlenemez. Ters fonksiyon G(y) = /y’dir. 0°’daki fark oran

G(h)—G(0) Vh 1

h T h T U2

olup h — 0 iken smursiz biiyiir. G, 0’da tiirevlenemez; F' bir difeomorfizma degildir.

Higbir diferansiyellenebilir ters olamaz. Bagka bir gerekce engelin kaynagini gosterir. G diferansiyellene-
bilir olsaydi her z i¢in G(F(x)) = z esitligini tiirevleyip zincir kuralini kullanarak G’ (F(z)) F'(x) =
1 elde ederdik. z = 0’da F(0) = 0 oldugundan sol yan 0 olurdu. Celigki. Sorun, F,,’in birebir olma-
masidir: F, 0°da diizgiin degildir.

Grafik yorumu.y = /x grafigi, y = x> grafiginin y = 2 dogrusuna gére yansimasidir. z3’{in baslangic
noktasindaki yatay tegeti, yansimada dikey bir tegete doniisiir; dikey tegetin egimi tanimsizdur.
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Sekil 7.7: y = x* grafigi (mavi) ile tersi olan kiip kok grafigi (turuncu), kesikli y = x dogrusuna gore

birbirinin yansimasidir: mavi egri iizerindeki (0,5; 0,125) noktasi, bu dogruya dik kesikli parca boyunca

turuncu egri iizerindeki (0,125; 0,5) noktasina gider. Iki grafik (1, 1), (-1, -1) ve baslangic noktasinda

kesisir; orada x*"{in tegeti yataydir (egim 0), yansima ise bu tegeti dikey bir tegete ¢evirir. Dikey tegetin

egimi tanimsiz oldugundan kiip kok fonksiyonu 0’da tiirevlenemez; x* birebir ve 6rten oldugu halde
bir difeomorfizma degildir.

Alistirma 7.12 (Birebir, Orten ve Diizgiin Doniisiim Difeomorfizmadir). F : R™ — R" birebir,
orten ve diizgiin bir dontisiim ise F’nin bir difeomorfizma oldugunu ispatlayimniz.

Coziim.

Kurulum. F birebir ve drten oldugundan ters fonksiyonu G = F~! : R — R" vardir. Géstermemiz
gereken, G'nin koordinat fonksiyonlariin her noktada her mertebeden kismi tiirevlerinin var ve
stirekli olmasidir.

Yerel ters. Bir q noktasi sabitleyelim ve p = G(q) diyelim; F(p) = q. F' diizgiin oldugundan F,,
birebirdir. Teorem 7.1 geregi p’yi iceren bir U agik kiimesi ve bir V acik kiimesi vardir ki F', Z’yu V’nin
iizerine difeomorfik olarak goturir. Bu kisitlanigin diferansiyellenebilir tersine H : V — U diyelim.
q = F(p), V’nin bir noktasidur.

G ile H, V izerinde cakisir. y € V olsun. H’nin tanim geregi F(H(y)) =y, G’nin tamm geregi
F(G(y)) = y. Iki nokta ayn1 gériintiiye sahip ve F biitiin R™’de birebir oldugundan H(y) = G(y).
Tiirev yereldir. V acik oldugundan her noktasinin ¢evresinde tamamen V’nin i¢inde kalan bir top vardur.
Kismi tirevleri tanimlayan fark oranlari, yeterince kiicitk adimlarla, yalnizca bu topun noktalarini
kullanir. G ve H bu noktalarda ayni degerleri aldigindan G’nin koordinat fonksiyonlarinin V’nin her
noktasinda her mertebeden kismi tiirevleri vardir, H ninkilere esittir ve siireklidir. Ozellikle q’da.
Sonug. q keyfi oldugundan G, R™’nin her noktasinda diferansiyellenebilirdir. F bir difeomorfizmadir.
Varsayimlar nerede kullanildi? Ortenlik G'nin biitiin R™’de tanimli olmasiny, birebirlik yerel ters H nin
global G ile ¢akismasini, diizgiinliik ise teoremin her noktada uygulanabilmesini sagladi. Birebirlik ya
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da 6rtenlik olmadan ters fonksiyon zaten yoktur; ilging olan, diizgiinliigiin de atilamamasidir: z + 23
birebir ve értendir ama 0’da diizgiin degildir ve tersi diferansiyellenebilir degildir (Alistirma 7.11). Ote
yandan diizgiinliik tek basina yetmez: Alistirma 7.20'daki doniisiim her noktada diizgiindiir ama ne
birebir ne de 6rtendir.

|

Alistirma 7.13 (Doniisiimler Yénlii Tiirevleri Korur). F':R™ — R™ bir doniisiim, v;,, R™’ye bir
teget vektor ve g, R™ tizerinde diferansiyellenebilir bir fonksiyon olsun. F, (v, )[g] = v, [g  F] oldugunu
ispatlayiniz.

Coziim.

g o F diferansiyellenebilir. F = (fy, ..., f,,) ise go F = g(f1, ..., f,,) bir yerlestirmedir; zincir kurali
geregi R™ Gizerinde diferansiyellenebilir bir fonksiyondur. Bilegke g(F") diye de yazilir.

Ortak egri. B(t) = F(p + tv) olsun. Teget doniigiimiiniin tanim geregi B(0) = F(p) ve §'(0) =
F(v,)

Sol yan. Lemma 4.2'i (R™’de) (3 egrisine ¢t = 0’da uygularsak

E(vy)la) = #/O)g] = 0 (B(0) ico -

Sag yan. Tanim 3.1 geregi

L G F)p+tV)img = % g (B(1) )loco -

Vplgo F) = 2 ( =

Sonuc. ki yan ayni tek degiskenli fonksiyonun ¢ = 0’daki tiirevidir; esittirler.

Yorum. g’nin tasinmis vektér boyunca degisimini 6l¢mek, g o F’nin 6zgiin vektor boyunca degisimini
6lgmekle aynidir: 6nce tasiyip sonra dl¢mek, 6nce g’yi geri cekip sonra 6l¢mekle ayni sonucu verir.
Sayisal denetim. F(u,v) = (u? —v?, 2uv), g = 22 + 9%, p = (1,2) ve v = (3, —1) alalim. Alistirma
7.7'dan F(v;,) = (10,10)(_3 4)- g'nin kismi tiirevleri (—3,4)’te 2z = —6 ve 2y = 8 oldugundan sol
yan 10 - (—6) + 10 - 8 = 20. Ote yandan Alistirma 7.1'daki 6zdeslik g o F' = (u? + v?)? verir; kismi
tirevler 4u(u? + v?) = 20 ve 4v(u? + v?) = 40 oldugundan sag yan 3 - 20 + (—1) - 40 = 20.

|

Alistirma 7.14 (Dogru Yerine Herhangi Bir Egri). F : R™ — R™ bir déniigim ve «, 0’1 iceren bir
acik aralikta tanimli, «(0) = p ve a’(0) = v, olan bir egri olsun. F'(a) egrisinin ¢ = 0’daki hizinin
F,(vp) oldugunu, yani teget doniisiimiiniin taniminda ¢ - p + ¢tv dogrusu yerine bu baslangi¢ hizina
sahip herhangi bir egri alinabilecegini gosteriniz.

Cozim.

Koordinatlar. F = (fy, ..., f,,,) olsun. F'(&)’min é-inci koordinat fonksiyonu f; (o) dir ve hiz1 ¢t = 0°da
F(a(0)) = F(p) noktasinda uygulanir.

Her koordinatin tiirevi. Lemma 4.2 geregi

d ( fi(a)

22 )(0) = o/ (O1f) = v 1)

Sonug. F(a)mint = 0'daki iz ( v [fi], ..., vy [fm])F(p) vektoridiir. Onerme 7.1 geregi bu F, (v, ) 'dir.
Aymn1 sonug¢ Sonug 7.2'un ¢t = 0 héalidir; ikisi de yalnizca 6nermeyi ve egri boyunca tiirev lemmasini
kullandigindan bir déngiisellik yoktur.

Sayisal 6rnek. F(u,v) = (u? —v%, 2uv), p = (1,0) ve v = (0, 1) olsun.

« Dogru: (1,t) nin goriintiisii (1 — ¢2, 2t) paraboliidiir; t = 0’daki hiz1 (0, 2).
+ Cember: a(t) = (cost,sint) icin a(0) = (1,0) ve &’ (0) = (0, 1); baglangic hiz1 aymdir. Gériinti
(cos 2t, sin 2t) birim ¢emberidir ve ¢ = 0°daki hiz1 (—2sin 0, 2 cos0) = (0, 2).

Iki goriintii egrisi cok farklidur, biri parabol éteki gember, ama (1, 0)’daki baslangi¢ hizlar1 aynidur.

Acik Matematik - acik-matematik.com 202 CC BY-NC-SA 4.0


https://acik-matematik.com
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.tr

7.12 Alistirmalar 203

Neden onemli? F, (v ,) yalnizca v,’ye bagldir, p’den hangi yolla ayrildigimiza bagh degildir. Boylece
hesapta en uygun egriyi secebiliriz; genel zincir kuralinin ispati (Alistirma 7.16) tam olarak bu serbest-
lige dayanur.

]

Alistirma 7.15 (iki Déniisiimiin Bileskesi Bir Doniisiimdiir). F : R” — R™ ve G : R™ — R* iki
déniisiim olsun. G o F' : R™ — RF bileskesinin de bir doniisiim oldugunu ispatlayiniz.

Cozim.
Koordinat fonksiyonlar.. F = (f,, ..., f,,,) ve G = (g4, ---, 93,) olsun. Her p i¢in

(GoF)(p) =G ( fi(P)s -, [rn(P))

noktasinin i-inci koordinati g; ( fi(P)s s fir (D) )’dir. Demek ki G o F’nin i-inci koordinat fonksi-
yonu g;(f1, -, fm) = g; © F yerlestirmesidir.

Diferansiyellenebilirlik. g;, m degiskenli diferansiyellenebilir bir fonksiyondur; fi, ..., f,,, de R™ iize-
rinde diferansiyellenebilirdir. Zincir kurali geregi g, (f1, ..., f,,,) diferansiyellenebilirdir ve

gzoF S 591 of,
Z fla"', )8.’1)

Bui =1,..., k icin gecerli oldugundan G o F’nin bitiin koordinat fonksiyonlar: diferansiyellenebilir-
dir; G o F bir déntisiimdur.

m = k = 2 hali. Bileske ( g, (f1, f2), 92(f1, f2) ) 'dir. Ornegin F(u,v) = (u? — v2, 2uv) ve G(z,y) =
(z 4y, zy) i¢in

GoF = (u —v% + 2uv, 2uv(u27'v2))

koordinatlar1 polinom olan bir déntistim.
|

Alistirma 7.16 (Genel Zincir Kurali). F : R" — R™ ve G : R™ — RF iki doniisiim olsun. (G o F), =
G, o F, oldugunu ispatlaymniz.

Coziim.

Kurulum. v,, R™’ye bir teget vektér olsun. Alistirma 7.15 geregi G o F' bir doniisiimdiir ve teget donii-
stimil tanimlidir. B(t) = F(p + tv) egrisi R™’dedir; tanim geregi 3(0) = F'(p) ve 8'(0) = F,(v,,).
Sol yan. (G o F),(vy), t = (G o F)(p + tv) egrisinin baslangi¢ hizidir. Bu egri G(3)’dur.

Sag yan. Alistirma 7.14'yi G' doniisiimiine, F'(p) noktasina ve baslangig hiz1 F,(v,,) olan 3 egrisine
uygulayahm: G (8)'nn baslangic hiz1 G, ( F,(v,) )'dir.

Sonug. 1ki yan ayn1 G(f3) egrisinin baslangi¢ hizidir:

(GoF).(vp) =G, (F(vy) )

Bu her teget vektor icin dogru oldugundan (G o F), = G, o F,; bir noktada yazarsak (G o F),,, =
G

Jacobi matrisleriyle. Lineer dontisiimlerin bileskesine matrislerin ¢carpimi karsilik gelir; dolayisiyla

Jaor(p) = Jg ( F() ) Tn(p).

Bunu elle de gorebiliriz. Jg, p(p) nin j-inci siitunu (G o F), (U;(p)) nin vekt6r kismudir. Sonug 7.3 ve
lineerlikle

F(p) ° Fip-

G (EUR)) = i %(p) G. (U(F(p)))
=1 J
k m
-2 (X S (FE) 5L 8) )i (GUFP))
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olur; burada Ul, U +» R¥’nin dogal ¢atisidir. Parantez icindeki toplam, matris ¢arpiminin (3, 5) elema-
nidir ve ayni zamanda zincir kuralimin verdigi (g, o F')/0z;(p)’dir. Kisa (G o F), = G, o F, formiili,
boyutlar biiytiiditk¢e matrislerle yazildiginda g6z korkutucu hale gelen bu hesab: tek satirda toplar. Bu
formiile genel zincir kurali (chain rule) denir.

|

Alistirma 7.17 (Difeomorfizmanin Tersi de Difeomorfizmadir). F : R™ — R™ bir difeomorfizma
ise F~1’in de bir difeomorfizma oldugunu ispatlayiniz.

Coziim.

F~1 bir doniisiimdiir. Difeomorfizma tanimi geregi F~! diferansiyellenebilirdir.

F~1 birebir ve ortendir. F~'(y) = F~1(y’) ise iki yana F uygulaninca y = y’. Her x € R" i¢in x =
F~1(F(x)) oldugundan x bir gériintiidiir. Ayrica F~!(y) = x ile F(x) = y aym iliski oldugundan
F~Vin tersi Fdir.

Tersi diferansiyellenebilirdir. F~Vin tersi olan F bir doniisiimdiir. Tanimin biitiin kosullar1 saglanir:
F~! bir difeomorfizmadir.

Teget doniisiimleri birbirinin tersidir. Ozdeslik doniisiimii I(p) = p lineerdir; Alistirma 7.10 geregi
I(v,) =V, F' o F,R"nin, F o F~! de R™ nin 6zdeslik doniisiimiidiir. Alistirma 7.16'yi iki biles-

keye uygularsak
(F_l)*F(p) ° Ekp = OZde§hk7 Ekp ° <F_1)*F(p) = ozde§hk

bulunur. Birincisinden F,, birebir, ikincisinden drtendir. Demek ki bir difeomorfizmanin teget dénii-
simi her noktada bir lineer izomorfizmadir ve tersi, ters donisiimiin teget dontsimidir. Ozellikle
her difeomorfizma diizgiindiir.

Sayisal denetim. Ornek 7.16'daki F' = (x — y, * + y, 22) doniisiimii ve orada bulunan tersi icin Jacobi
matrislerinin ¢arpimi

1-10\/1/2 1/2 0 100
1 10|[-1/21/2 0 |=]010
00 2 0 0 1/2 001

Alistirma 7.18 (Ustel Déniisiimiin Birebirligi, Ortenligi ve Diizgiinliigii). F : R? — R?, F(u,v) =
(ve*, 2u) olsun. F’nin birebir, 6rten ve diizgiin oldugunu géstererek bir difeomorfizma oldugunu ispat-
layiniz.

Coziim.

Déniigiim. Koordinat fonksiyonlar1 v e* ve 2u, diferansiyellenebilir fonksiyonlarin ¢arpimidir.

Birebir. F(a,b) = F(a’,b’) olsun. Ikinci koordinatlardan 2a = 2a’, yani a = a’. Birinci koordinatlar-
dan be® = b' e ve e* > 0 oldugundan b = b’.

Orten. Bir (z, ) noktas: verilsin. a = y/2 ve b = x e~ ¥/? secelim:

F(a,b) = ( ze¥2ey/? 2. g )= (z,9).
Diizgiin. Kismi tirevlerden

Jp(u,v) = (v;u eg), det Jp(u,v) = 0 — 2e* = —2e™.

€ hicbir zaman sifir olmadigindan determinant her noktada sifirdan farklidir; Onerme 7.2 geregi F,
her noktada birebirdir.

Sonug. F birebir, 6rten ve diizglindiir; Alistirma 7.12 geregi bir difeomorfizmadir. Bu yol ters fonksiyon
teoremine dayanir ve tersin formiiliinii vermez; ikinci yol Alistirma 7.19"dedir.

|

Acik Matematik - acik-matematik.com 204 CC BY-NC-SA 4.0


https://acik-matematik.com
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.tr

7.12 Alistirmalar 205

Alistirma 7.19 (Ustel Doniisiimiin Agik Tersi). F :R? — R2, F(u,v) = (ve¥, 2u) olsun. F~Vin
formiiliinii bulup iki bileskeyle denetleyerek F’nin bir difeomorfizma oldugunu ikinci bir yoldan goste-
riniz.

Cozim.
Formiilii bulmak. F(u,v) = (z,y) denklemleri ve* = z ve 2u = y’dir. Ikinciden u = y/2, birinciden
v=gxe ¥ =zge ¥? Aday ters

G(z,y) = ( y/2, xe¥/? ) -

Diferansiyellenebilirlik. G’nin koordinat fonksiyonlar1 y7/2 ve & e~¥/?"dir; G bir déniisiimdiir.
F o G o6zdesliktir. Her (z,y) igin

F(G(z,y)) = (ze¥?e’?,2-y/2 ) = (,y).
G o F 6zdegliktir. Her (u,v) icin
G(F(u,v)) = G(ve",2u) = (u,ve" e ™ ) = (u,v).

Sonug. iki bileske de 6zdeslik oldugundan F birebir ve 6rtendir ve F~! = G. G diferansiyellenebilir
oldugundan F bir difeomorfizmadir. Bu yolda ters fonksiyon teoremine gerek kalmadi. Yalmizca F' o
G’yidenetlemek F’nin 6rten oldugunu, yalnizca G o F’yi denetlemek birebir oldugunu gésterirdi; ikisi
birlikte G’nin gercekten ters oldugunu gosterir.

Teget doniisiimleriyle denetim. p = (0, 1) i¢in F(p) = (1,0) ve G(1,0) = (0, 1). Jacobi matrisleri

Jp(0,1) = (; (1)) Ja(1,0) = ((1] 11//22>

olup carpimlari birim matristir, Alistirma 7.17'nin 6ngérdiga gibi. Burada J;(z,y) nin satirlar
(0,1/2) ve (e7¥/2, —%e’yﬂ)’dir.
|

Alistirma  7.20 (Diizgiin Ama Birebir Olmayan Déniisiim). F:R? - R? F(u,v) =
(e* cosv, e¥sinv) olsun. F’nin her noktada diizgiin oldugu halde bir difeomorfizma olmadigini goste-
riniz.

Cozim.
Jacobi matrisi. Kismi tiirevlerden

evsinv e cosv

() = (

ev cosv —e¥ sin v)

Diizgiinliik. Determinant
det Jp = €2* cos? v + e*sin? v = 2% > 0

olup hicbir noktada sifir degildir; F' diizgiindiir.

Birebir degil. Siniis ve kosiniis 27 periyotlu oldugundan F'(u,v + 27) = F(u,v); érnegin F(0,0) =
F(0,27) = (1,0).

Orten de degil. F(u,v)nin baglangic noktasina uzakhigi e > 0’dir; baslangic noktas: hicbir zaman
gorinti olmaz.

Sonug. F birebir ve érten olmadigindan ters fonksiyonu yoktur, dolayisiyla bir difeomorfizma degildir.
Her noktada diizgiin olmak global bir ters garanti etmez.

Yerel tersler yine de vardir. Ters fonksiyon teoremi her noktanin ¢evresinde bir difeomorfizma verir.
Ornegin —m < v < 7 seridi, diizlemden {(z,0) : x < 0} yar1 dogrusu ¢ikarilarak elde edilen kiimenin
iizerine birebir gider. Geometrik olarak F', dikey dogrular1 baglangic noktasi merkezli cemberlere, yatay
dogrulari basglangic noktasindan ¢ikan 1sinlara gotiiriir; yitksekligi 27 olan her yatay seridi, baslangic
noktasi cikarilmis diizlemin gevresine bir kez sarar. Karmasik sayilarla bu, u + iv + €%+ iistel fonk-
siyonudur.

|
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Alistirma 7.21 (Diizlemi Silindire Saran Déniisiim). F : R? — R3, F(u,v) = (cos u, sin u, v) olsun.
F’nin diizgiin bir déniistim oldugunu gosteriniz.

Cozim.
Jacobi matrisi. Ug koordinat fonksiyonu ve iki degisken oldugundan matris ii¢ satirly, iki siitunludur:

—sinu 0
Jp(u,v) = | cosu 0O
0 1

Siitunlar bagimsizdir. ¢; = (—sinu, cosu,0) ve ¢, = (0,0,1) icina c; + bc, = 0 olsun. Ugiincii koor-
dinat b = 0 verir. Geriye a (— sinu, cosu) = (0,0) kalir; sin? u + cos? u = 1 oldugundan bu vektériin
koordinatlarindan en az biri sifirdan farklidir ve @ = 0 cikar.

Sonug. Rank, tamm uzaymm boyutu olan 2'dir; Onerme 7.2 geregi F,, her noktada birebirdir ve F’
dizgiindir.

Geometrik anlam. F’nin gériintiisii #2 + y? = 1 silindiridir. F, (U, (p)) silindirin yatay gemberine teget,
F,(Uy(p)) ise diisey dogrultudadir. Ornegin p = (7/2,1)’de F(p) = (0,1,1), F,(U;(p)) = (—1,0,0)
ve F,(Uy(p)) = (0,0, 1); iki vektor de (0, 1,1)’de uygulanir.

Diizgiin ama birebir degil. F(u + 2m,v) = F(u,v) oldugundan F diizlemi silindirin gevresine sonsuz
kez sarar. Diizgiinliik, bir déniistimiin hicbir yonii ezmedigini séyler; noktalar: birbirinden ayirdigini
sOylemez.

|

Alistirma 7.22 (Bileskenin Jacobi Matrisini Iki Yoldan Hesaplamak). F(u,v) = (u? —v2, 2uv) ve
H = F o F olsun. H’nin p = (1, 1)’deki Jacobi matrisini hem genel zincir kuraliyla hem de H’yi agik¢a
yazarak hesaplayiniz.

Coziim.
Zincir kuraliyla. Alistirma 7.16 geregi Jy (p) = Jp(F(p)) Jp(p). F(1,1) = (0, 2) ve Aligtirma 7.8’daki
formiilden
2 -2 0 —4
JF(lvl)_ (2 2)v JF(072)_ (4 0)
Carpim:

(0)6ES)-(03)

Agik formiille. H (u,v) = F(u? — v?, 2uv)’nin koordinatlart

hy = (u? —v?)? — (2uv)? = ut — 6u?v? + v,
2

hy = 2(u? — v?)(2uv) = dudv — 4uv3.
Kismi tiirevler (1, 1)’de:

0/0u 0/0v
hy 4ud — 12uv? = —8  —12u%v + 403 = —8

hy 12u%v—40v® =8 4ud — 12uv? = —8

Matris aynidir.

Yorum. F karmasgik sayilarda kare alma oldugundan H, dérdiincii kuvvet alma islemidir. Matris 8+/2 ile
37 /4 agili dsnmenin carpimudir; gercekten 8+/2 cos(3m/4) = —8 ve 8y/2sin(37/4) = 8. Zincir kurali
acilar1 toplar (7/4 4 7/2) ve uzatma katsayilarim carpar (2v/2 - 4).

|
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Bu béliimle birlikte Oklid uzayinda analizin biitiin temel nesnelerini ve onlarin tiirev islemlerini kurmug
olduk; bir sonraki béliimde (Oklid Uzayinda Analizin Ozeti) bu nesneleri ve aralarindaki baglar1 toplu bir
bakisla bir araya getirecegiz.

Acik Matematik - acik-matematik.com 207 CC BY-NC-SA 4.0


ozet.qmd
https://acik-matematik.com
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.tr

208 Boliim 7. Doniisiimler

Acik Matematik - acik-matematik.com 208 CC BY-NC-SA 4.0


https://acik-matematik.com
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.tr

8.1

8. Oklid Uzayinda Analizin Ozeti

Bu kisma yalnizca R3’iin noktalar1 ve gercel degerli fonksiyonlarla basladik. Oklid Uzay1 béliimiinden
Déntistimler boliimiine kadar bunlarin iistiine lineer cebirle yeni katlar ekledik: teget vektorler ve vektor
alanlari, onlarin duali olan 1-formlar, kama carpimiyla kurulan yiiksek dereceli formlar ve doniisiimler.
Bu kavramlarin ¢cogu 6zel halleriyle analizden tanidiktir; yeni olan, hepsinin kesin tanimlarla ve ortak bir
dille kurulmasidir.

Her nesneye uygun bir tiirev de tamimladik: yonlii tiirev, hiz, diferansiyel, dig tiirev, teget donisiimii.
Bu boliim yeni tanim getirmiyor; nesneleri yan yana koyup ¢ ortak 6zelligi gortniir kiliyor: tiirevler
lineerdir ve bir carpim ya da zincir kuralina uyar; ayni bilgi farkli nesnelerin diliyle sdylenebilir; tanimlar
koordinatsizdir ama hesaplar koordinat fonksiyonlarinin tiirevlerine iner.

Nesneler ve Turevleri

Tabloda toplamlar {i¢ koordinat tizerindendir; a, b sayilar, f, g, h uygun kiimelerde diferansiyellenebilir
fonksiyonlardir.

nesne tirevi koordinatlarda lineerlik ve Leibniz

Fonksiyon ve teget yénlii tirev v[f], bir 3= vi%(p) (Lemma v,’ye ve f'ye go-

vektor: f, v, say1 (Tanim 3.1) 3.1) re lineer; Vp[fg] =
vplfl9(p) +
f(p)vplgl  (Teorem
3.1)
Vektér alan: V= VI[f], bir fonksiyon: VI[f]=3 v ggf Viaf + bg] =
> vl VIfl(p) = V(p)[/] 1 aVI[f]+bVlg};
(fV +gW)[h] =
fVIh] + g WIh];
Vifgl =Viflg +
fVl]g] (Sonug 3.1)
Egriia: I — R3 hiz o/(t), a(t)’de bir o'(t) = vektor  kisimlarinda
teget vektér (Tamm : ddof ) U, (a(t)) (aa+bp) =aa’ +
12) b5 ve (ga) =

’

ga+ga’; (alh)) =
h' o’ (h) (Lemma 4.1)

I-form: ¢ = Y. fidz,  diferansiyel df, bir 1- df =Y 2L dx, (So- d(af +bg) =adf+

form: df(v,) =v,[f] nuc 5.1); }”l = ¢(U;) bdg; d(fg)=gdf+
(Tanim 5.5) (Lemma 5.1) fdg (Lemma 5.2);
d(h(f)) =K (f)df
(Lemma 5.3)
Diferansiyel form: ¢, 1, dis tiirev, derecesi bir d (ZZ fidz; ) = d(ad + b)) =adop +
n artmig form (Tanim 6.2) S df; Adx,; bir  2- bdy; 1-formlar icin

formda katsayilar dife- d(¢ A1) =dp Ay —
ransiyelleriyle degisti- ¢ Ady (Teorem 6.1);

rilir d(df)=0
Doniisiim:  F:R™ —  teget donisimi F: F(vy)=( vpl[fi], ., vplfipl)plineer  (Sonuc
R™ F,(v,), F(p+tv) eg- (Onerme 7.1); Jacobi 7.1); B’ = F,(a") (So-
risinin baslangic hizi  matrisi (Sonuc 7.3) nu¢ 7.2); (GoF), =
(Tanum 7.3) G, o F,
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Son siitunda bir ériintii var: her tiirev lineerdir ve ¢arpimun tiirevi (uv)” = u’v + wv’ kuralinin bir benze-
rine uyar. Dig tiirevde ¢carpim kama carpimidir ve eksi isareti ters degisme kuralindan gelir; doniisiimlerde
carpimin yerini bileske, Leibniz kuralimin yerini zincir kurali alir.

Egri satirindaki iki 6zellik, aa; + b5; ve ga; koordinatlarini tek degiskenli tiirev kurallariyla tiirevlemek-
ten ¢ikar; uygulama noktalar1 genellikle farkli oldugundan esitlikler yalnizca vektor kisimlar: arasindadir.
Dug titrev satirindaki d(d f) = 0, karigik kismi tiirevlerin siradan bagimsiz olmasiin form dilindeki karsi-
Lhgdir. df = Zj(a f/0z;) dz; oldugundan dis tiirevin tanumi ve Sonug 5.1 geregi

8% f

3 Oz, 0z

d(df) =

dz; N dz;.

i = j terimleri dx; A dz; = 0 oldugundan diser. ¢ # j i¢in (3, j) ile (j,¢) terimlerinin katsayilar1 kismi
turevler stirekli oldugundan esit, formlar ise birbirinin eksisidir (Lemma 6.1); bu terimler birbirini gotiiriir.

Vektor Alanlari ve 1-Formlar

Bir p noktasinda teget uzay1 T,,(R?) ile onun dual uzay: yan yana durur. Bir vektér alani her noktada
birinci uzaydan (Tanim 2.4), bir 1-form ikincisinden (Tanim 5.1) bir eleman secer ve dogal tabanlar
birbirine uyar:

Yani her noktada dz,, dz,, dx3, U;, Uy, U; tabaninin dual tabanidir. Bunun {i¢ sonucu var.

Koordinatlari okumak. V = Zj v, U ise dz, (V) = Zj v;0;; = v; olur; bir 1-formun koordinat fonksi-
yonlari da f; = ¢(U;)’dir (Lemma 5.1). Yani dz;’ler vektor alanlarmin, U;’ler de 1-formlarin koordinat-
larimi okur.

Eslestirme. ¢ = 3. f; dz; ve V =3 v;U; icin her noktada ¢(V) = 3_. f; dz;(V) oldugundan

o) =3

3

3
fivi

=1

bulunur: vektor alaniyla 1-form birlikte bir fonksiyon tretir.

Yonlii tiirev ile diferansiyel. d f (V') = V[f] esitliginin solunda 1-form vektor alanina, saginda vektér alani

fonksiyona uygulaniyor; iki yan da 3. v; 0 f/9dz; fonksiyonudur. Bu yiizden tablonun ilk iki satir1 ile

dordiincii satir1 aym bilgiyi tasir (bkz. Alistirma 8.5).

Fonksiyonlar ve Egriler Birer Doniisimdiir

Déniigiim kavrami (Tanim 7.1) fonksiyonlar1 da egrileri de icine alir: f : R — R fonksiyonun = 3, m =
1 olan; « : I — R3 egrisi ise n = 1, m = 3 olan, bir acik aralikta tanimli bir déniisiimdiir. Doniisiim
sonuglar1 agik kiimelerde de gecerli oldugundan teget doniisimini ikisinde de kullanabiliriz. s € R
noktasinda uygulanan ve vektor kismi ¢ olan teget vektorii (c), ile gosterelim.

Fonksiyonun teget doniisiimii. Onerme 7.1, m = 1 icin

£ vp) = (Volf) ) = (4 (V) ()

verir: teget doniisiimii ile diferansiyel ayni sayiy1, biri f(p)’de bir teget vektor, teki yalin say1 olarak
dretir. f’nin tek satirli Jacobi matrisi d f’nin p’deki katsayilaridir:

(2£0) 2£) #£).

Egrinin teget doniisiimii. o’ nin teget doniigiimiinii ¢ noktasindaki (1), vektériine uygulayalim. Formiildeki
yonli tirevler tek degiskenlidir: tanim geregi (1),[e;], v = o;(t + u) fonksiyonunun u = 0’daki tiire-
vidir, yani «(¢)’dir. Boylece

Lineerlik geregi her ¢ icin o, ( (¢); ) = c’(t); o’nin tek siitunlu Jacobi matrisi hizin vektér kismudir.
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Ornek 8.1 (Bes Dilde Ayn1 Say1). f = 22 + yz fonksiyonu, p = (1,2,3) noktasi ve v = (1,—1,2)
vektorii verilsin. f'nin p’den v y6niinde ¢ikarken ilk andaki degisim hizini yonli tiirev, egri, vektor alani,
1-form ve dontisiim dilleriyle ayr1 ayr1 hesaplayalim.

Cozim.
Yonli tirevin tanimiyla. p + tv = (1 +¢,2 — ¢, 3 + 2¢) oldugundan

fp+tv)=(1+t)2+(2—-t)(3+2t) =7+ 3t —t2.

Bu fonksiyonun tiirevi 3 — 2¢, t = 0°daki degeri 3’tiir: v,[f] = 3 (Tanim 3.1).

Egri diliyle. Dogru olmayan «(t) = (e,2 — sint, 3 + 2t) egrisini alalm. «(0) = (1,2,3) = p ve hizin
vektor kismu (ef, — cost, 2) oldugundan o’ (0) = v,,. Lemma 4.2 geregi a’(0)[f], asagidaki fonksiyo-
nun ¢t = 0°daki tiirevidir:

fla(t)) = e?' + (2 —sint)(3 + 2t).

Tiirev 22! — cost (3 + 2t) + 2(2 —sint) olup t = 0’da 2 — 3 + 4 = 3 degerini alir.
Vektor alani diliyle. V. = U; — Uy + 2U; sabit vektér alani V(p) = v, saglar. Koordinat formiiliiyle

Vifl=1-2z+(-1) - 24+2 -y =2z — 2+ 2y,

ve bu fonksiyonun p’deki degeri 2 — 3 + 4 = 3’tur.
1-form diliyle. Sonu¢ 5.1 ile d f = 2z dx + z dy + y dz. p’de katsayilar 2, 3, 2 oldugundan

df(vp)=2-1+3-(~1)+2-2=3.

Déniigiim diliyle. f’yi R%’ten R’ye bir déniisiim sayalim; f(p) = 1+ 6 = 7.Sonuc 7.3 geregi f, (v,,) nin
vektor kismi, p’deki tek satirli Jacobi matrisi ile v siitununun ¢arpimidir:

1
232)|-1]=3
2

Dolaysiyla f, (v,,) = (3)7.

Neden hep 3?Bes hesabin 6zii aynidir: kismi tiirevler 2, 3, 2 ile v’nin koordinatlar1 1, —1, 2 terim terim
carpilip toplanir; nesneler sonucu sayi, fonksiyon degeri, form degeri ya da vektor kismi olarak sunar.
Egri dili ayrica sonucun yalnizca baglangi¢ hizina bagh oldugunu gosterir.
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yonli tirev
p+rtv=(1+12-13+2t)
flp+tv)=7+3t-F

egri vektor alam
a(f) = (¢, 2 - sin t, 3 + 21) V=U, - U, +2U,
a'(O):vP VIfl=2x-z+2y
| \ / !
p I
' I
p I
= I
| ozel hal, vplfl=3 5 |
| B =F(d) f="+yz (U) =9 |
! p=(1,23), v=(1,-1,2) |
: |
p I
' / \ .
doniisiim 1-form
Jacobi satir1 (2 3 2) df=2xdx+zdy+ydz
f*(vp) =(3), df(vp) =2-3+4

-

A dis tiirev d

diferansiyel formlar
d(df) =0

Sekil 8.1: f=x>+ yz,p=(1,2,3) ve v =(1, -1, 2) icin yonli tiirev, egri, vektor alani, 1-form ve déniigiim

dilleri (mavi kutular) ayni vy[f] = 3 sayisina varir. Bes hesabin 6zt aynmidir: kismi tiirevler 2, 3, 2 ile

v'nin koordinatlar1 1, -1, 2 terim terim ¢arpilip toplanir; 1-form kutusundaki 2 - 3 + 4 bu toplamdir. Gri

kesikli oklar diller arasindaki baglari gosterir: dx(U;) = §; dualitesi vektor alanlarini 1-formlara baglar,

egri dili f = F(«') kuraliyla dontisiim dilinin 6zel halidir, dis tiirev ise 1-formlar1 d(dfj = 0 kuralinin
gectigi daha yiiksek dereceli diferansiyel formlara tasir.

Zincir Kuralinin Uc Yiizii

Kurdugumuz ii¢ sonug, “bilegkenin tiirevi tiirevlerin bilegkesidir” ilkesinin farkli boyutlardaki halleridir:

d(f o )

o O = =

®), B =E(), (GoF),=G,F.

Burada f o a = f(«a) ve 8 = F(«)’dir. Esitlikler sirasiyla egriden sonra fonksiyon (Lemma 4.2), egriden
sonra doniigiim (Sonug 7.2) ve déniisiimden sonra déniisiim uygulandiginda tirevi verir.

Birinci, ikincinin 6zel halidir. Ikincide F yerine f : R® — R koyalim. f o o egrisinin hizinin vektdr kismi
(feoa)'(t), fo (@(t) )nin vektor kismuise o (¢)[f]'dir; ikinci esitlik bunlar esitler.

Ikinci, iigiinciiniin 6zel halidir. o’y1 bir déniisiim say1p {iciincii esitligi F o « bileskesine ve (1), vektériine
uygulayalim. 8 = F' o o da bir egri oldugundan hiz1 8, ( (1), )'dir ve

pt)=(Fea), ((1);)=F (a(l),))=E (1))

Uciincii, ikinciden ¢ikar. F : R — R™ ve G : R™ — R* doniisiimler olsun. G o F’nin koordinat fonk-
siyonlar1 g;(fy, ..., f,;,)’dir; zincir kurali bunlarin kismi tiirevlerini, g;'nin kismi tirevlerinin F ile
bileskeleriyle f;’lerin kismi tiirevlerinin ¢arpimlarinin toplami olarak verir. Terimler yine ayni tiirden
oldugundan tiimevarimla her mertebeden kismi tiirevler vardir ve siireklidir: G o F' bir déniisimdiir.
Bir v, icin B(t) = F(p + tv) olsun. Tamim geregi F,(v,,) = '(0) ve (G o F),(v,), G(B) egrisinin t =
0’daki hizidir. Sonug 7.2"u G ve ’ya uygularsak bu hiz G, ( 8'(0) ) olur. Birlestirince

(GoF),(vp) =G, (B(0) ) =G, (E(vp))-
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Déngii yoktur: birinci ve ikinci esitlik kendi boliimlerinde dogrudan ispatlandi, ti¢iinciiyti ikinciden
cikardik; tig esitlik birbirine denktir.

Ayni kural matrislerle de yazilabilir. Sonuc 7.3'ne gore F’nin p’deki Jacobi matrisi Jr(p), F,, nin dogal
catilara gore matrisidir. Lineer dontistimlerin bileskesinin matrisi matrislerin ¢arpimi oldugundan

Je.r(®) = Jg (F(p) ) Jp(p)

bulunur.

Koordinatlar ve Tanimlar

Tablonun t¢ilincii siittunundaki formiillerin hepsi koordinat fonksiyonlarinin adi ya da kismi tiirevlerine
iner. Buna kargin tamimlarin ¢ogu koordinat icermez: v,[f], f(p + tv)'nin ¢ = 0’daki tiirevidir; V[f]
bunu her noktada yapar; df, df(v,,) = v, [f] kuralidir; F, (v,), F'(p + tv) egrisinin baslangi¢c hizidir. Bu
tanimlarda yalnizca nokta toplami, sayiyla carpma ve tek degiskenli tiirev var.

Hiz vektériinii koordinatlarla tanimladik, ama onun da koordinatsiz bir tarifi var: o’ (¢) nin vektdr kismi,
Olceklenmis kesen vektorlerin

lim at + At) — a(t)
At—0 At

limitidir; burada da yalnizca nokta fark: ve sayiya bolme var.

D1s tiirevi de koordinatlarla, d¢ = Zi df; A dz, formiliyle tanimladik. Bu formiil ise koordinatsiz
kurallarca zorunlu kilinir. Formlar iizerinde bir D islemi diisiinelim: fonksiyonlarda diferansiyelle cakigsin
(Df = df), toplamaya uysun, bir fonksiyonla bir 1-formun ¢arpiminda D(f¢) = df A ¢ + f D¢ kuralin
saglasin ve her g fonksiyonu icin D(dg) = 0 olsun. dz;, x; fonksiyonunun diferansiyeli oldugundan
D(dz;) = 0’dir ve

D(Zfidxi)zZ(dfi/\dxpoiD(dxi))defi/\dxi.

Demek ki bu kurallar1 saglayan her islem 1-formlarda dis tiirevin ta kendisidir; dis tiirevin kurallar:
sagladifini da lineerligi, Teorem 6.1 ve yukaridaki d(df) = 0 hesab1 gésteriyor. Koordinatlar yalnizca
hesap aracidir; bu yiizden ileride egrilere ve yiizeylere uyarlanmig catilar secmekte 6zgiir olacagiz.

Tekrar Sorular1

Her soru birden ¢ok béliimiin araglarini birlikte kullanar.

Alistirma 8.1 (Helis Boyunca Bir Diferansiyel). f = zyz ve a(t) = (cost,sint,t) helisi verilsin.
df (/(t) ) saywsini hem d f 1-formunu hiz vektdriine uygulayarak hem de f(c) fonksiyonunu tirevle-
yerek hesaplayimiz.

Cozim.
Neden ayni ¢tkmali? Diferansiyelin tanimi (Tanim 5.5) ve Lemma 4.2 geregi

d (f(e)

af (o/(t) ) = '@l = =L

(t).

Iki yol bu zincirin iki ucunu hesaplar.
Birinci yol: 1-form. Sonug 5.1 ile d f = yzdzx + xzdy + zy dz. a(t) = (cost,sint, t) noktasinda katsa-
yilar ¢ sin ¢, ¢ cos ¢ ve sin t cos t’dir. Hizin vektér kismi (— sin ¢, cos ¢, 1) oldugundan

df (o/(t) )= —tsin?t +tcos?t + sintcost

1
=tcos2t + 3 sin 2t.

Son adimda iki kat ac1 formiillerini kullandik.
Ikinci yol: bileske. f(a(t)) = tcostsint = % sin 2¢. Carpim kuraliyla
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d ,t 1
= (§Sin2t): 5sin2t+tcos2t.

Iki sonug aynidir.

Bir anda.t = m/2'de deger % cos 7 + % sin = —3dir: helis = 0 diizlemini gegerken x negatife iner,

yz = m/2 pozitif kalir, dolayisiyla f azalir.
]

Alistirma 8.2 (Gériintii Egrisinin Hiz1 iki Yoldan). F :R? — R3, F(z,y) = (vy,z + vy, y?) donii-
siimii ve a(t) = (t, t?) egrisi verilsin. 3 = F(«) goriintii egrisinin hizin1 hem #’y1 dogrudan tiirevleyerek
hem de F,(a) olarak hesaplayiniz.

Cozim.
Birinci yol: dogrudan. Tanim 7.2 geregi 3(t) = F(t,t%) = (t3,t + t2,*). Koordinatlar tiirevleyerek

B(t) = ( 3t2, 1+ 2t, 4t3)5(t).

Ikinci yol: teget doniisiimii. Koordinat fonksiyonlar1 f; = zy, fo = z + y, f3 = y? oldugundan Jacobi
matrisi (Sonuc 7.3)

olur. a(t) = (t,t?) noktasinda satirlar1 (¢2,t), (1,1) ve (0, 2t2)’dir; o’ () nin vektér kismu (1, 2t)’dir.
Sonug 7.2 geregi B’ (t) = F, ( a/(t) ) ve bunun vektdr kismi matris ile siitunun ¢arpimdir:

2t 1 32
L) ()= (i
0 2¢t2 4¢3

Iki yol ayn1 vektdér kismini verir; uygulama noktast da ikisinde F'(a(t)) = B(¢)’dir. Ikinci yol 8’nin
formiiliinii degil, yalnizca a’nin o andaki konumunu ve hizini kullanir.

Biranda.t = 1’de §'(1) = (3,3,4) (1 2.1)-

]

Alistirma 8.3 (Bileskenin Teget Doniisiimii Sayilarla). F:R? — R2, F(z,y) = (z +y,2y) ve G :
R? = R, G(z,y) = 2* — 2y olsun. p = (1,2) ve v = (3,—1) i¢in (G o F),(v,,) teget vektdrinii hem
bileskeyi dogrudan tiirevleyerek hem de G, ( F,(vy,) ) olarak hesaplaymiz.

Cozim.
Birinci yol: bileske. Bilegke bir fonksiyondur:

(GoF)(z,y) = (x+y)* —2zy =z +y>

Teget doniisiimiiniin vektor kismi diferansiyelin degeridir. d(z2 + y?) = 2z dx + 2y dy, p’de katsa-
yilar 2 ile 4; deger 2 - 3 + 4 - (—1) = 2. Uygulama noktast 1 + 4 = 5 oldugundan

(G o F).(vp) = (2)5-
Ikinci yol, énce F,. F’nin Jacobi matrisi ve bunun p = (1, 2)’deki degeri
(1 1) (1 1)
yx)’ 21
olur. Ikinci matrisin (3,—1) situnuyla carpmm (2,5)’tir. F(p) = (3,2) oldugundan F,(v,) =
(2,5)3,2)-

Ikinci yol, sonra G,. G’nin tek satirli Jacobi matrisi ve bunun (3, 2) noktasindaki degeri

Acik Matematik - acik-matematik.com 214 CC BY-NC-SA 4.0


https://acik-matematik.com
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.tr

8.6 Tekrar Sorular: 215

(2 —2), (6 —2)

olur. Ikincisini (2,5) siitunuyla garparsak 6 - 2 — 2 - 5 = 2 buluruz. G(3,2) = 9 — 4 = 5 oldugundan
G, ( E(vp) ) = (2)5. ki yol uyusur.
Matrisler diizeyinde. Jacobi matrislerinin carpimi

6-2(y1) =9

verir; bu, 22 + y?'nin p’deki kismi tiirevlerinin satiridir ve bileskenin Jacobi matrisi formiiliinii dog-
rular.
|

Aligtirma 8.4 (Diizgiin Doniisiim Dizgiin Egriyi Korur). F : R" — R™ diizgiin bir déniisiim ve « :
I — R™ diizgiin bir egri ise 8 = F(«) gortintii egrisinin de diizgiin oldugunu ispatlayimiz.

Coziim.

Hiz formiilii. Sonuc 7.2 geregiher t € I'icin §'(t) = F, ( &/(t) );yani ' (t), F, () lineer doniistimiiniin
o’ (t)’deki degeridir.

Birebirlik. F diizgiin oldugundan (Tanim 7.4) F, , ;) birebirdir. Lineer oldugundan (Sonug 7.1) a(t) deki
sifir vektoriinti F'(«(t)) deki sifir vektdriine gotiiriir. 57 (¢) sifir vektorii olsayd, o' (t) ile sifir vektorii
ayn1 gortintitye sahip olurdu ve birebirlikten o (t) = 0 ¢ikardi.

Sonug. v diizgiin oldugundan (Tanim 4.6; R™’deki egriler i¢in tanim aynidir) her ¢ i¢in o’(t) # 0.
Demek ki her ¢ igin 8’ (¢) # 0 ve 8 diizgiindiir. Ispatta F’nin yalnizca o’nin noktalarinda diizgiinliigii
kullanildi.

Varsayim gerekli. F(u,v) = (u?

— 22, 2uw) doniisiimiiniin Jacobi matrisi

2u —2v

20 2u
orijinde sifir matrisidir; F' orada diizgiin degildir. Hizinin vektor kismi hep (1,0) olan diizgiin a.(t) =
(t,0) egrisinin goriintiisii B(¢) = (¢2,0)’dir ve 8’ (0) = 0: goriintii noktasi = ekseninin pozitif yarisinda
orijine gelir, bir an durur ve ayni yoldan geri déner.
]

Alistirma 8.5 (Carpim Kuralinin ki Yiizii). V bir vektor alani, f ve g diferansiyellenebilir fonksi-
yonlar olsun. d(fg) = gdf + fdg kuralin1 ve df(V) = V|[f] esitligini kullanarak V|[fg] = V[f] g+
f V]g] oldugunu gésteriniz.

Coziim.

Dualiteye gegis. df (V') = V[f] esitligi fg fonksiyonu i¢in de gecerlidir: V[fg] = d(fg)(V). Lemma 5.2
ile bu, (g9df + f dg)(V) fonksiyonudur.

Noktasal degerlendirme. 1-formlarin toplami ve fonksiyonla carpimi noktasal tanimlandigindan her p
icin

(gdf+ fdg)(V)(p) =g(p)df (V(p) )+ f(P)dg (V(P)) -

Sag yan ( g V[f]+ fV]g] ) (p)'dir. Bu her p i¢in dogru oldugundan V[fg] = V[f] g + f V][g].
Ters yon. Vektor alanlarinin ¢carpim kuralindan da 1-formlarinki gikar; iki yani U, tizerinde degerlendi-
relim:

d(f9)(U;) = U;lfgl = Uilflg + fUilg] = (gdf + fdg)(U;).

Koordinat fonksiyonlar1 ayni olan iki 1-form esit oldugundan (Lemma 5.1) d(fg) = gdf + f dg. iki
kural, dualite araciligiyla ayni gercegin iki ytzidiir.
|
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216 Béliim 8. Oklid Uzayinda Analizin Ozeti

Alistirma 8.6 (Yeniden Parametrelendirme ve Zincir Kurali). «: I — R? bir egri, h:J — I
diferansiyellenebilir bir fonksiyon ve 8 = a/(h) olsun. Yeniden parametrelendirmenin hiz formilini (G o
F), = G, o F, zincir kuralindan ¢ikariniz.

Cozim.
Hedef. Gostermek istedigimiz esitlik (Lemma 4.1)
_dh

B'(s) = - (s) ' (h(s)).

Egriler doniisiim olarak. o, h ve 8 = o o h agik araliklarda tanimli déniisiimlerdir. B6liimiin bagindaki
hesap her egri i¢in o, ( (c); ) = ca’(t) verir; R'den R’ye giden h icin ayn1 hesaptan

he (D5 ) = (h(8))ns)

cikar; burada h'(s) = %(3)-

Zincir kural. Hizi, teget dontisiimiiniin birim vektére uygulanmasi olarak yazalim:

B(s) = (aeh), (1)) =a. (h((D)y))
=, (W (8)n) ) = (s) & (h(s))-

Son egitlikte o, kuralini t = h(s), ¢ = h’(s) ile kullandik; istenen formiil budur.
Sayisal denetim. a(t) = (cost,sint,t) ve h(s) = s? icin B(s) = (cos s?, sin s?, s?). Dogrudan tiirevle

B (s) = ( — 2ssin s2, 2s cos 52, 28)B(s).

Formiil de h’(s) = 2s ile (—sin 2, cos s%,1)’in ¢arpiminy, yani ayni iiglityii verir. A’ (0) = 0 oldugun-
dan ’(0) = 0: a diizgiin olsa da 8 bu anda durur.

Bu kisimda kurdugumuz araclarla artik geometriye gecebiliriz: sirada uzunluk ve a¢1 6l¢memizi saglayan
i¢ carpim, egrilerin biikiiliisiinii ve kivrilisini 6l¢en egrilik ile burulma, bir de bunlar1 hesaplamanin dogal
araci olan ¢at1 alanlar1 var.
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9.1

9. I¢c Carpim

Onceki kisimda (Oklid Uzayinda Analizin Ozeti) R {izerinde analizin araclarimi kurduk: teget vektorler,
vektor alanlari, egriler, 1-formlar, dontisiimler ve bunlarin tiirevleri. Ama bu araglarin hicbiri heniiz bir sey
ol¢miiyor. Tki nokta arasimdaki uzakligi, bir okun uzunlugunu ya da iki ok arasindaki acty1 tanimlamadik.
Geometri tam burada baglar. Bu bolimle agilan Cati1 Alanlar: kisminun ilk igi, biitiin bu 6l¢iimlerin tek
bir iglemden, i¢ carpimdan, ¢giktigini gostermektir.

Kismin asil konusu uzaydaki egrilerin geometrisidir. Bir egriyi incelemenin en verimli yolu, egrinin
her noktasina birbirine dik ti¢ birim vektérden olusan bir cat1 yerlestirmek ve egri boyunca ilerlerken
bu ¢atinin nasil déondigini izlemektir. Catinin déniisiinii yine gatinin kendi vektorleri cinsinden yazan
Frenet formilleri, egriler kuraminin hemen hemen tamamini i¢inde tagir. Ayni “hareketli ¢ati” yontemi
ileride yiizeylere de uygulanacaktir: yiizeyi bir tiir iki boyutlu egri gibi goriip Cartan’in bu yonteme
kazandirdig1 genel bigimi kullanacagiz. Bu yilizden cati kavramini bastan saglam kurmak istiyoruz.
Béliimiin plan1 goyledir. Once noktalarin i¢ carpimini tanimlayip iig¢ temel dzelligini ispatlayacagiz;
buradan norm, Schwarz esitsizligi, iicgen esitsizligi ve Oklid uzaklig1 ¢ikacak. Uzaklikla acik kiime kavra-
mini kesinlestirecegiz. Sonra i¢ carpimi teget uzaylarina tasiyip agi, diklik ve birim vektor kavramlarini
tanimlayacagiz. Bolimiin kalbi ¢ati kavrami ve ortonormal agilim teoremidir; onu durus matrisi izler.
Son olarak ikinci bir ¢arpimi, vektorel ¢arpimi, ve onunla i¢ ¢arpimin birlesimi olan ticlii skaler ¢arpimi
inceleyecegiz.

Noktalarin I¢ Carpimu

R3’iin noktalarini toplamayi ve bir sayiyla carpmay1 biliyoruz (Oklid Uzayi, Tanim 1.1). Bu iki islem
noktalardan yine nokta iiretir. Simdi bagka tiirden bir islem tanimlayacagiz: iki noktayi alip bir say: veren
bir ¢arpim. Tanum son derece yalindir, karsilikli koordinatlar ¢arpilir ve toplanir; ama bu saymin iginde
hem uzunluk hem ag1 gizlidir. B6liim boyunca bunlari tek tek disar1 ¢ikaracagiz.

Tanim 9.1 (Noktalarin I¢ Carpimi). p = (py, py,p3) ve q = (g1, 4, ¢3), R¥’iin iki noktas1 olsun.
P q=pPi1q; +Pags + P3q3

sayisina p ile ’nun i¢ ¢arpimui (dot product, inner product) denir. Ayni isleme nokta ¢arpimi da denir.

Yani i¢ ¢arpim, iki noktanin kargilikli koordinatlarini ¢arpip ti¢ carpimi toplar; sonug bir nokta degil, tek
bir gercel sayidir.

Gosterimle ilgili bir uyari: ap yazimu bir sayyla bir noktanin ¢arpimidir ve sonucu noktadir; p - q ise iki
noktanin i¢ carpimudir ve sonucu sayidir. Iki kalin harf arasindaki nokta her zaman i¢ carpimi gosterir;
sayilar arasindaki nokta (2 - 3 gibi) ya da yan yana yazim (p; ¢ ) ise siradan carpmadir. Hangisinin kaste-
dildigi, carpanlarin nokta mi say1 m1 olduguna bakilarak hep anlagilir.

Ornek 9.1 (Bir i¢ Carpim Hesab1). p = (2,—1,3)veq = (1,4,—2)icinp - q, p - p ve q - q sayilarini
hesaplayalim.

Cozim.
Tanimi dogrudan uygulariz:

p-a=2(1)+(-1)4)+3(-2)=2—-4—-6=-8.
Noktalarin kendileriyle i¢ carpimlar: koordinatlarin karelerinin toplamidir:
p-p=22+(-1)2+3*=14, q-q=12+4%+(-2)2 =21

Bir noktanin kendisiyle i¢ carpimi kareler toplami oldugundan hi¢bir zaman negatif ¢ikmaz. Bu gézlemi
biraz sonra uzunlugu tanimlarken kullanacagz.
]
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218 Boliim 9. i¢ Carpim

Ornek 9.2 (I¢ Carpimla Koordinat Okumak). p herhangi bir nokta olsun. p - (0, 1, 0) say1sini bulalim.

Coziim.
Tanima gore

P (0,1,0) = p;(0) + po(1) + p3(0) = py.

Benzer bi¢imde (1,0, 0) ile i¢ ¢carpim p;’i, (0,0, 1) ile i¢ carpim p5’ii verir. Yani i¢ carpim bir noktanin
koordinatlarini “okuyabilir”’; bu basit gézlem ileride catilarla ¢alisirken ¢ok ige yarayacak.
|

Ornek 9.3 (I¢ Carpimu Sifir Olan Sifirdan Farkli Noktalar). kisi de 0 olmayan ama i¢ carpimlari
sifir olan iki nokta gosterelim.

Cozim.
Su hesap yeter:

(1,1,0)- (1,—-1,0) =1—1+0=0.

Iki nokta da sifirdan farklidir ama i¢ ¢arpimlar: sifirdir. Sayilar icin gecerli olan “carpim sifirsa ¢arpan-
lardan biri sifirdir” kurali i¢ carpim icin gecerli degildir. Bunun bir kusur degil, geometrinin ta kendisi
oldugunu gorecegiz: i¢c carpimin sifir olmas: dikligi anlatir.

|

I¢ garpimi bir “garpim” saymamizi hakli ¢ikaran ii¢ 6zellik vardir. Ucii de koordinatlarla dogrudan
hesaplanir, ama bolimiin geri kalaninda koordinatlara ddsnmeden yalnizca bu ii¢ 6zelligi kullanacagiz; bu
ylizden onlar1 agik¢a yazip ispathyoruz.

Onerme 9.1 (i¢ Carpimin Ug Temel Ozelligi). p, q,r, R®’in noktalar: ve a, b gercel sayilar olsun.
1. Bilineerlik (bilinearity):

(ap+bq) - r=ap-r+bq-r, r-(ap+bq)=ar-p+br-q.

2. Simetri (symmetry):p-q = q - p.
3. Pozitif tanimlilik (positive definiteness): p - p > 0; ayricap - p = 0 ancak ve ancak p = O ise.

Ispat.
Bilineerlik. ap + bq noktasinin i-inci koordinati ap, + bg; dir. Tanima gore
3 3 3
(ap+bq) - r= Z(api +bg;)r; = azpﬂ“i +b Z 4T
i=1 i=1 i=1
=ap-r+bq-r.

Burada yalnizca gergel sayilarin dagilma ve birlesme ozelliklerini kullandik. Ikinci esitlik ayni hesabin
oteki ¢arpanda yapilmasidir:

3 3 3
r-(ap+bq) = Zri (ap; + bg;) = aZripi + bZriqi
=1 =1 i1

=ar-p+br-q.

Simetri. Sayilarin ¢carpimi siradan bagimsizdir: her i icin p;q; = q;p;. Uc terimi toplayincap-q =q - p
cikar.

Pozitif tammmhlik. p - p = p? + p2 + p2. Bir gercel sayinin karesi negatif olamaz; negatif olmayan iic
sayinin toplami da negatif olamaz. Toplam sifirsa ii¢ terimin her biri sifirdwr, ¢iinkii biri pozitif olsayd:
toplam da pozitif olurdu; o hdlde p; = p, = p;3 =0, yanip = 0. Tersinep = 0 ise actkcap - p = 0.

|
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Bir vektor uzay1 iizerinde bu ii¢ 6zelligi tasiyan her isleme genel olarak i¢ carpim denir. Bizim tanimladi-
gimiz, R%’iin dogal i¢ carpimidir; bundan sonra “i¢ carpim” s6zii hep onu anlatacak.

Bilineerlik sunu soyler: i¢ carpim her bir ¢arpaninda toplami ve sayiyla ¢arpimu dagitir. Uygulamada bu,
i¢ carpimi koordinatlara donmeden, siradan cebir kurallariyla hesaplamamiza izin verir.

Ornek 9.4 (Koordinatlara Dénmeden Hesap). p = (2,—1,3) ve q = (1,4, —2) olsun; yukarida p -
q=-8,p-p=14veq-q = 21bulmustuk. Yalnizca bu ii¢ sayiy1 ve bilineerligi kullanarak (2p — q) -
(p + 3q) sayisin1 hesaplayalim; sonucu koordinatlarla denetleyelim.

Cozim.
Once birinci ¢arpanda, sonra ikinci ¢carpanda dagitiriz:

(2p—q) - (p+3q)=2p-(p+3d)—q-(p+3q)
=2p-p+6p-q—q-p—3q-q
=2(14) + 6(—8) — (—8) — 3(21) = —75.
Ugiincii satira gecerken simetri sayesinde q - p = p - q = —8 yazdik.
Denetim.2p — q = (3,—6,8) ve p + 3q = (5,11, —3). I¢ carpimlar1 15 — 66 — 24 = —75; iki yol ayni
sonucu verdi.
|

Norm ve Schwarz Esitsizligi

Pozitif tanimlilik, p - p sayisinin karekokiinii almamiza izin verir. Bu karekdk, orijinden p’ye ¢izilen
okun uzunlugundan baska bir sey degildir: zy diizlemindeki (p; , p,, 0) noktasinin orijine uzaklig1 Pisagor

teoremiyle 1/p? + p2’dir; bu yatay uzunlukla p yiiksekligi dik bir iiggen olusturur ve Pisagor’u bir kez

daha uygularsak /p? + p3 + p2 buluruz. Biz tanim1 bu geometriye dayandirmayacagiz; tersine, uzunlugu
i¢ ¢arpimla tanimlayip geometriyi ondan tiiretecegiz.

Tanim 9.2 (Norm). p = (p;, py, P3), R¥’iin bir noktasi olsun.

Ipl=(p-p)?=+/p}+p3+p3

sayisina p’nin normu (norm) ya da uzunlugu denir.

Yani norm, bir noktanin koordinatlarinin karelerinin toplaminin karekokii; geometrik olarak orijinden o
noktaya olan uzakliktir.
Norm, R? iizerinde gercel degerli bir fonksiyondur: her noktaya negatif olmayan bir say1 karsilik getirir.

Ornek 9.5 (Birka¢ Norm). (2,—1,3), (3,4,12) ve (1, 1, 1) noktalarinin normlarini hesaplayalim.

Cozim.
Sirayla

I (2,-1,3) |=v4+1+9=+14,

Il (3,4,12) |= V9 + 16 + 144 = v/169 = 13,
ve | (1,1,1) ||= v/3 bulunur. Ikinci 6rnekte karekok tam giktr: (3, 4, 12) noktas1 orijinden tam 13 birim
uzaktadir. Genelde norm irrasyonel bir sayidir; v/ 14 ~ 3,74 gibi ondalik bir yaklasim yerine kesin

degeri kok isaretiyle yazmay tercih edecegiz.
|

Ornek 9.6 (Normu Sifir Olan Noktalar). Normu sifir olan biitiin noktalar1 bulalim.
Coziim.

|| P ||= 0 olmas: p - p = 0 demektir; pozitif tanimhiliga gére bu yalnizca p = 0 i¢in olur. Yani normu
sifir olan tek nokta orijindir: uzunlugu sifir olan tek ok, hi¢ yer kaplamayan oktur.
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220 Boliim 9. i¢ Carpim

Tersine, norm bir noktay1 belirlemez. (1,0,0), (0,1,0) ve (1/v/2,1//2,0) noktalarmmn hepsinin
normu 1°dir. Normu 1 olan biitiin noktalarin kiimesi, merkezi orijin ve yarigap1 1 olan birim kiiredir
(unit sphere); onunla ileride sik kargilasacagiz.

n

Normla i¢ ¢carpim arasindaki en 6nemli iligski sudur: iki noktanin i¢ carpimi, mutlak degerce, normlarinin
carpimini asamaz. Bu esitsizlik ilk bakista bir hesap sinir1 gibi goriiniir; oysa a¢1 kavraminin tanimlana-
bilmesini saglayan tam da budur.

Lemma 9.1 (Schwarz Esitsizligi). Her p,q € R? icin
lp-al<lpliial-
Esitlik ancak ve ancak p ile q lineer bagimli oldugunda, yani biri 6tekinin bir say1 kat1 oldugunda, saglanir.

Ispat.

q = 0 durumu. Iki taraf da sifird, esitlik vardir; ayrica @ = 0 p oldugundan iki nokta lineer bagimlidur.
q # 0 durumu. Pozitif tamimlilik geregi q - q > 0. Her t gergel sayist icin p — tq noktasinin kendisiyle
i¢ carpumi negatif degildir. Bilineerlik ve simetriyle acarsak

0<(p—tq)-(p—tq)=p-P—2tp-q+1t°q-q.

Bu esitsizlik her t icin dogru oldugundan, isimize en ¢cok yarayan t’yi segebiliriz:

;P4
° agq
Yerine koyunca
Cq)2 Cq)2 Cq)2
OSp-p—Q(p ), (pa) :p.p_(p a)°”
q q-q q-q

Pozitif olan q - q ile ¢carparsak

(p~q)2£(p-p)(q-q)=llpﬁllqﬁ-

Iki taraf da negatif olmadigindan karekok alabiliriz:| p-q | <|| p || || a |I-
Esitlik durumu. Esitlik varsa yukaridaki zincirde p-p — (p - q)?/(q - q) = 0, dolayisiyla (p — t,q) -
(p — tod) = 0 olur; pozitif tammhilikla p — tyq = 0, yani p = t,q. Tersine p = cq ise

2
lp-al=lca-al=[cllal, lpl=vea-a=lcllal

2
oldugundan || p || a = ¢ [llall=]p-alg¢kar
]

Yani iki noktanin i¢ ¢arpimi, normlarimin ¢arpimi kadar bityiik olabilir ama daha biiyiik olamaz; sinira
ancak noktalar ayni dogru iizerindeyken ulasilir.

Ornek 9.7 (Schwarz Esitsizliginde Bosluk). p = (2,—1,3) ve q = (1,4, —2) icin Schwarz esitsizli-
ginin iki tarafini kargilagtiralim.

Cozim.

Bu cift icin p - q = —8, || p ||= V14 ve || q ||= V21 bulmustuk. Sag taraf v/14 - 21 = /294 ~ 17, 1;
sol taraf | — 8 | = 8. Egitsizlik bol bol saglanir; lemmaya gére bu, iki noktanin lineer bagimsiz olmasi
demektir. Gergekten, g’nun p’nin bir kati olmas: i¢in birinci koordinatlardan kat 1/2 ¢ikar, ama
(1/2)(-1) =—-1/2 + 4.
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9.2 Norm ve Schwarz Esitsizligi 221

Ornek 9.8 (Schwarz Esitsizliginde Esitlik). p = (2,—1,3) ve q = (—4, 2, —6) icin Schwarz esitsizli-
ginin iki tarafini kargilagtiralim.

Cozim.
Bu ciftte q = —2p’dir. I¢ carpim

P-q=2(—4)+ (-1)(2) +3(-6) = —28,
normlar || p ||= v/14 ve
| q|= V16 + 4+ 36 = V56 = 2V/14.

Sag taraf v/14 - 24/14 = 28. Tam esitlik; lemmanin s6yledigi gibi, ¢iinkii noktalar lineer bagimlidir.
|

Schwarz esitsizliginin ilk meyvesi, normun oklarin uzunlugu gibi davrandigini gosteren iki 6zelliktir.
Onerme 9.2 (Normun iki Temel Ozelligi). Her p,q € R® ve her a gercel sayisi icin
Llap|=la[]pl;
2p+all<llp |+ al (iicgen esitsizligi, triangle inequality).

ispat.

Birincisi. Bilineerlikle (ap) - (ap) = a? (p - p). Karekok alinca

lap = Va2 (p-p)=Va2yp-D=|0al|Ppl;

burada va? = | a | esitligini kullandik (a negatif olsa bile karekik pozitif ¢ikar).
Ikincisi. Iki taraf da negatif olmadigindan karelerini karsilastirmak yeter. Bilineerlik ve simetriyle

2 2 2
Ilp+all=(+aq)-(p+a)=lpll+2p-a+al.

Bir sayr mutlak degerini asamaz, mutlak deger de Schwarz esitsizligiyle ssmrhdirp-q < | p-q | <||
p |l a |- Dolaysiyla

2 2 2
Ip+al<ipl+2lplllal+lal=(lpl+Ilal)

Karekdk alinca istenen esitsizlik ¢ikar.
|

Yani bir noktay1 a ile garpmak okun uzunlugunu | a | katina ¢ikarir (isaret yalnizca yoni etkiler); toplamin
uzunlugu ise toplananlarin uzunluklari toplamini asamaz, tipki bir iggenin bir kenarimin 6teki iki kenarin
toplamindan uzun olamamasi gibi.

Ornek 9.9 (Ucgen Esitsizliginde Bosluk). p = (3,0,0) ve q = (0,4, 0) icin iicgen esitsizliginin iki
tarafini hesaplayalim.

Coziim.
pt+a=(3,4,0)ve||p+q|=+v9+16 =5.Sag taraf || p || + || q ||=3 + 4 = 7. Gercekten 5 < 7.
Buradaki tiggen, kenarlar 3, 4, 5 olan dik tiggendir; iiciincii kenar 6teki ikisinin toplammdgn 2 birim

kisadur. Ispata bakarsak boslugun nereden geldigi gériiliir: p - g = 0 oldugundan || p + q ||= 9 + 16,
oysa(|pll+ 1 ql)?=9+24+ 16;aradakifark 2|| p ||| q || —2p - q = 24.
]

Ornek 9.10 (U¢gen Esitsizliginde Esitlik). p = (1,2,2) ve q = (2,4, 4) icin iiggen esitsizliginin iki
tarafini hesaplayip neden esit ¢iktiklarini agiklayalim.

Coziim.
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Ipl=vITi+4=3 |lal-vITI6+16=6 ve p+a=(366), |[p+al-
V9 + 36 + 36 = 9. iki taraf da 9’dur.

Neden: q = 2p, yani iki ok ayn1 dogrultuda ve ayn1 yondedir. Ispattaki tek esitsizlik p - q <|| p || || a ||
adimiyds; burada p-q =2+ 8 + 8 = 18 = 3 - 6 oldugundan o adim da esitliktir. “Ucgen” yassilmus,
ii¢ kose ayni dogru tizerine dizilmistir.

|

Oklid Uzaklig1

Iki nokta arasindaki uzaklik, birinden 6tekine gizilen okun uzunlugudur; bu ok p — q farkiyla temsil edilir.
Norm elimizde oldugundan uzaklig: tek satirda tanimlayabiliriz.

Tanim 9.3 (Oklid Uzaklig1). p ve q, R3’{in noktalar1 olsun.
d(p,q) =[lp—al

sayisina p’den q’ya Oklid uzaklig1 (Euclidean distance) denir.

Yani uzaklik, fark noktasinin normudur; 6zel olarak orijine uzaklik normun kendisidir: d(0, p) =|| 0 —

P [|=[lp [
Normu acgarsak analizden tanidigimiz uzaklik formiilii ortaya ¢ikar.

Lemma 9.2 (Uzaklik Formiilii). p = (p;,p,,ps) veq = (g4, g5, q5) icin

d(p,q) = v/ (0, — 01)2 + (P, — @) + (D5 — ¢5).

ispat.
Noktalarin fark: koordinat koordinat alinir:

P—q= (P, —q1,Py — 42, P3 — G3)-

Bu noktanin normu, tanim geregi, koordinatlarinin karelerinin toplaminin karekokiidiir; bu da yazilan
ifadedir.
|

Yani iki nokta arasindaki uzaklik, kenarlar1 koordinat farklarmin mutlak degerleri olan dikdoértgen
kutunun késegenidir; Pisagor teoreminin iki kez uygulanmig hali.

Ornek 9.11 (Kutunun Késegeni). p = (1,2,0) ile g = (4,6, 12) arasindaki uzaklig1 hesaplayalim ve
kenarlar1 koordinat farklar1 olan kutuyla iligkilendirelim.

Cozim.
Koordinat farklar1 ¢; — p; = 3, ¢, — py = 4 ve ¢5 — p3 = 12’dir. Uzaklik formiiliiyle

324424122 =9+ 16 + 144 = V169 = 13.

Geometrik olarak p ve q, kenarlarn 3, 4 ve 12 olan bir dikdortgen kutunun kargilikli koseleridir.
Kutunun tabanindaki dikdértgenin késegeni Pisagor’la v/32 + 42 = 5; bu kdsegenle 12 yiiksekligi yeni
bir dik tiggen kurar ve kutunun késegeni v/52 + 122 = 13 ¢ikar. Formiil bu iki adimu tek karekdkte
birlestirir.
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9.3 Oklid Uzaklig1 223

12

q=(46,12)
8
3%+ 4% = 5
5%+ 12% = 13°
4
p=(120)

7
/
/
/
/

/// \\ :
¢ |
X &:Z\\ 5 \\ : y
\\\\ \\I
\\\ |
4 ~3

Sekil 9.1: p = (1, 2, 0) ile q = (4, 6, 12), kenarlar1 koordinat eksenlerine paralel olan kesikli kutunun

kargilikl iki kdsesidir; kenar uzunluklari koordinat farklar: 3, 4 ve 12’dir. Tabandaki turuncu késegen

Pisagor’la 3% + 4* = 5? hesabindan 5 ¢ikar; bu 5 ile 12 yiiksekligi yeni bir dik ticgen kurdugundan kutunun

mavi kosegeni 5° + 12% = 13” hesabindan 13 olur. Uzaklik formiilii bu iki Pisagor adimini tek karekokte
birlestirir: d(p, q) = 13.

Ornek 9.12 (Uzaklik Otelemeyle Degismez). Her p,q,r noktasi icin d(p +r,q + 1) = d(p,q)
oldugunu gosterelim.

Coziim.
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(p+r)—(q+r) =p— q oldugundan iki uzaklik ayni noktanin normudur. Iki noktay1 ayni r kadar
kaydirmak aralarindaki uzaklig1 degistirmez; bu, uzakligin noktalarin nerede durduguna degil yalnizca
farklarina bagli olmasi demektir.

Sayisal denetim. p = (1,2,0), q = (4,6,12) ver = (—1,—2,0) alalm: p+r = (0,0,0) ve q + r =
(3,4,12); bu iki nokta arasindaki uzaklik || (3,4, 12) ||= 13, 6nceki drnekte buldugumuz degerle aynu.
|

Oklid Uzay1 béliimiinde agik kiimeyi tanimlarken (Tanim 1.7) “yeterince yakin” séziinii uzaklik formiiliiyle
agiklamigtik; artik d(p, q) =|| p — q || yazabildigimiz i¢in ayni tanimi norm diliyle okuyabiliriz: bir kiime,
her noktasiyla birlikte o noktanin cevresindeki kiigiik bir yuvar: da iceriyorsa agiktir. Yaricapin noktaya
bagli olabilecegine dikkat; kiimenin kenarima yakin noktalar i¢in kiigiik secilir. Ayni sézciikler R? yerine
R™ igin, hatta bir uzaklik kavrami bulunan herhangi bir kiime i¢in aynen ¢alisir.

Teget Vektorlerin I¢ Carpimi

Teget Vektorler béliimiinde bir p noktasindaki teget vektorlerin v, bi¢iminde yazildigini gérmiistiik
(Tanim 2.1): v vektdr kismu, p uygulama noktasidir. v - v, eslemesi R%’ten T, (R?) teget uzaymna (Tanim
2.2) birebir ve értendir, toplami ve say1yla carpimi korur. Bu esleme sayesinde R? iizerinde tanimladigimiz
i¢ carpimui her teget uzayina tasiyabiliriz: iki okun i¢ ¢carpimi, vektor kisimlarinin i¢ ¢arpimi olsun.

Tanim 9.4 (Teget Vektorlerin I¢ Carpimi). Vp Ve Wp, R¥’iin ayn1 p noktasindaki iki teget vektorii
olsun.

sayisina bu iki teget vektoriin i¢ carpimi denir. v, teget vektoriiniin normu (uzunlugu) || v, [|=[ v ||

sayisidir.

p

Yani iki teget vektoriin i¢ carpimu vektor kisimlarinin i¢ carpimidir; uygulama noktast sonucu etkilemez,
yalnizca iki okun ayni noktadan ¢ikmasim sart kogar.

Bu bolimden baslayarak, uygulama noktas: baglamdan belli oldugunda v, yerine kisaca v yazacagiz;
“p noktasindaki v ve w teget vektorleri” dedigimizde v,, ve w,, kastediyoruz. Bir formiilde uygulama
noktasinin 6nemli oldugu yerde alt indisi geri koyacagiz.

Ornek 9.13 (Aym1 Noktadaki iki Okun I¢ Carpimi). p = (5,5,5) noktasinda v, = (2,—1,3), ve
w,, = (1,4,—2), teget vektorlerinin i¢ carpimini ve normlarini bulalim.

P

Coziim.
Uygulama noktasini bir yana birakip vektor kisimlariyla hesaplariz:

vy W, =(2,-1,3)-(1,4,-2) =2 —4—6=-8.

Normlar || v, |= V14 ve || w,, [|= v/21. p’nin koordinatlar1 hesaba hi¢ girmedi: ayn1 vektor kisim-
larma sahip oklar p = (0,0, 0)’da ya da (—7, 2, 1)’de olsaydi sonug degismezdi.
|

Tanim, i¢ carpimin ¢ 6zelligini oldugu gibi teget uzaylarina tasir.

Onerme 9.3 (Teget Uzayinda I¢ Carpimin Ozellikleri). p noktasindaki teget vektorlerin i¢ carpimi
bilineer, simetrik ve pozitif tammhdir:u, v, w € T, (R3) ve a, b sayilart icin

(au+bv)-w=au-w+bv-w, V-W=W-V, v-v >0,

vev - v = 0 ancak ve ancak v sifir teget vektorii ise. Ayrica Schwarz esitsizligi, || av ||= | a | || v || ve iiggen

esitsizligi teget vektorler icin de gecerlidir.

I spat.
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Teget uzayinda toplama ve sayiyla ¢arpma vektor kisumlari iizerinden tamimlanmistir: au, + bv, =
(au + bv),,. Dolayisiyla

(au, +bvy,) -w, = (au+bv) - w=au-w+bv-w=au, -w, +bv, wy;

ortadaki esitlik Onerme 9.1'nin bilineerligidir. Simetri ve pozitif tamimlilik ayni bicimde vektor kisimlarina
aktarilir; Vp Vp=V-V= 0 olmasi v = 0, yani Vo ‘nin p’deki sifir teget vektorii Op olmasi demektir.
Schwarz esitsizligi ve norm ozellikleri yalnizca bu ii¢ ozellikten tiiretildigine gore teget vektorler icin de
gecerlidir; istenirse dogrudan vektor kissmlarina uygulanarak da goriliir.

Ornek 9.14 (Farkli Noktalardaki Oklar). v = (3,4, 12) vektor kismini iki farkli noktaya uygulayalim:
p = (0,0,0) veq = (10,-3,7). v, - v, ifadesi tanimli midir?

Coziim.

Uzunluklar i¢in bir sorun yoktur: || v, ||=[| v [|= 13 ve || v, [|=]| v ||= 13; ayn1 vektér kismina sahip
iki ok, nerede uygulandiklarina bakilmaksizin ayni uzunluktadir. Bu, birbirine paralel iki esit okun esit
uzunlukta olmasi demektir.

I¢ carpim icin ise yanit hayirdir: Vv, - V4 ifadesine bir anlam vermedik, ¢iinkii tanim iki teget vektdriin
ayni noktada olmasini ister. Vektor kisimlarimin i¢ ¢arpimu elbette hesaplanabilir (169 ¢ikar), ama biz i¢
carpimi her teget uzayimnin kendi i¢inde bir islem olarak tanimliyoruz; farkli teget uzaylarindaki oklar
toplanamadig gibi ¢arpilamaz da. Her T}, (R3) kendi i¢ carpimiyla donatilmis ayr1 bir uzaydar.

|

Aci, Diklik ve Birim Vektor

Schwarz esitsizligi, sifirdan farkli iki v, w teget vektori i¢in

oldugunu sdyler. [—1, 1] araligindaki her say1 tam bir aginin kosiniisiidiir: kosiniis fonksiyonu [0, 7]
aralifinda siirekli ve kesin azalandir, 1’den baglayip —1’de biter; dolayisiyla [—1, 1]’deki her degeri bu
aralikta tam bir kez alir. Bu bize a¢1y1 tanimlama olanag verir.

Tanim 9.5 (ki Vektor Arasindaki A¢1). v ve w, p noktasinda sifirdan farkli iki teget vektor olsun.

00502&, 0<9<m
v wl

kosullarini saglayan tek ¢ sayisina v ile w arasindaki ac1 (angle) denir. Béylece

v-w=||v|| w] cosd.

Yani iki vektoriin i¢ ¢arpimi, uzunluklarinin ¢arpimu ile aralarindaki acinin kosiniisiiniin ¢arpimidir; i¢
carpimin isareti acinin dar (v - w > 0), dik (= 0) ya da genis (< 0) oldugunu soyler.

0 < ¥ < 7 kisiti olmadan act tek tiirlii belirlenmezdi: ¥ ise yariyorsa —9 ve ¥ + 27 da ayni1 kosiniisi verir.
Kisitla birlikte iki vektor arasindaki act, iki dogrultu arasindaki “kii¢iik” agidir; geometrideki aliskanligi-
mizla uyumludur. v ile w’nin yerini degistirmek ac1y1 degistirmez, ¢iinkii i¢ carpim simetriktir.

Ornek 9.15 (Kirk Bes Derecelik A¢1). v = (2,2,0) ve w = (3,0,0) teget vektorleri (ayni noktada)
arasindaki agiy1 bulalim ve || v || cos ¢ sayisin1 yorumlayalim.

Cozim.

v-w=6,|v]|=1v8=2V2ve| w||= 3. Dolayisiyla

cost =
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Bekledigimiz gibi: v, zy diizleminde x ekseniyle 45° yapan kdsegen dogrultusundadir, w ise & ekseni
izerindedir.

| v | cos®? =2v2- \/Li = 2 sayisl, v okunun w dogrultusundaki golgesinin uzunlugudur: v’nin ucun-
dan w’nin dogrusuna dikme inersek dikmenin ayag1 baslangictan 2 birim uzaktadir (gercekten, v =
(2,2,0)"1n x ekseni iizerindeki izdiisiimii (2,0,0)’dur). I¢ carpim da bu gdlge uzunlugunun || w ||= 3
ile carpimudir: 2 - 3 = 6.

3+ V-w=6=2-3

2= HVH cosd, 3= HWH

=
2

1
Iv| cos 9=2 w = (3, 0)

Sekil 9.2: xy diizleminde ortak baslangictan ¢ikan iki ok: w = (3, 0) (turuncu) x ekseni tizerindedir, v =

(2, 2) (mavi) késegen dogrultusundadir ve aralarindaki ag1 & = t/4'tiir. v’nin ucundan w’nin dogrusuna

inen kesikli dikmenin ayagi (2, 0) noktasidir; baglangigtan bu ayaga kadar uzanan kalin parca v'nin w

dogrultusundaki golgesidir ve boyu [v| cos & = 2'dir. I¢ carpim bu gélge boyunun [w] = 3 ile carpimidur:
v-w=2-3=6.

Ornek 9.16 (Genis A¢1). v = (1,0,0) ve w = (—1, 1,0) arasindaki acty1 bulalim.

Cozim.

v-w=—1||v|=1 | w|= V2 dolayisiyla cos®? = —1/v/2 ve [0, 7] arahginda bunu saglayan
tek ag1 9 = 37 /4’tiir. I¢ carpimin negatif ¢ikmasi acinin genis oldugunu daha hesabin basinda haber
vermigti: w, v’nin “arkaya” dogru bakan tarafindadir.

|

Aginin 7/2 olmas, yani iki okun birbirine dik durmasi, i¢ ¢arpimun sifir olmasiyla ayni seydir. Bu gozlemi
tanim haline getiriyoruz; tanimu i¢ ¢carpimla yapmanin yarari, sifir vektoriinii de kapsamasidir.

Tanim 9.6 (Ortogonal Vektorler ve Birim Vektér). Aymi noktadaki iki teget vektor i¢ ¢arpimlar
sifirsa ortogonal (orthogonal), bagka bir deyisle diktir. Normu 1 olan bir teget vektore birim vektor
(unit vector) denir.
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Yani diklik “i¢ ¢arpim sifir” demektir, birim vektér “uzunluk bir” demektir; ikisi de yalnizca i¢ ¢arpimla
ifade edilir.

Sifir teget vektorii O, her teget vektorle i¢ carpimu sifir oldugundan, tanim geregi her vektore ortogo-
naldir; oysa onunla hicbir vektor arasinda a¢1 tanimlamadik. Tanimu i¢ carpimla yapmak bu 6zel durumu
sorunsuz kapsar.

Ornek 9.17 (Dikligi Denetlemek). (1,2,—1), (3,—1,1) ve (1,1, 1) vektdr kisimh teget vektorlerden
(ayn1 noktada) hangi ciftlerin ortogonal oldugunu bulalim.

Cozim.
Ug i¢ carpim hesaplariz:
(1a27_1)( 7_151) =3-2-1=0,
(1,2,-1)- (1,1, 1) =142—-1=2,
3,-1,1)-(1,1,1)=3—-1+1=3.

Yalnizca ilk ¢ift ortogonaldir. Oteki iki ciftin i¢ carpimlar pozitif, yani aralarindaki acilar dardur.
|

Ornek 9.18 (Bir Vektorii Birim Vektore Cevirmek). v # 0 teget vektérii i¢in v/ || v || vektériiniin
birim vektor oldugunu gosterelim.

Cozim.
v/ | v, vnina=1/| v | saywsiyla ¢carpimidir; v # 0 oldugundan || v ||> 0 ve bu say1 tanimlidir.
Onerme 9.2 geregi

I = geqllvi=1

v 1
v vl

a > 0 oldugu i¢in yon de degismez: v/ || v ||, v ile ayn1 yone bakan tek birim vektordiir.
Sayisal ornek. v = (3,4,12) icin | v ||= 13 ve

v (3 4 12\
v \13’13’13)’
denetim: (9 + 16 + 144) /169 = 1. Bu isleme v’yi normallestirmek denir.
| ]

Catilar

R3’te 6l¢ciim yapmak icin koordinat eksenlerine ihtiyacimiz yoktur; bir noktada birbirine dik ii¢ birim ok
yeter. Bu ticlii, o noktada kurulmug kii¢iik bir “cetvel takimi” gibidir: her vektoriin uzunlugunu ve yoniinii
bu ti¢ oka gore 6lcebiliriz. Dogal ¢at1 alaninin bir noktadaki degerleri boyle bir ticliidiir, ama tek 6rnek o
degildir; tigliyii noktadan noktaya déndirebilmek, bu kismin adini veren “cat1 alanlar1” fikrinin 6zidiir.

Tanim 9.7 (Cat1). p, R¥’iin bir noktasi olsun. p noktasindaki, karsilikli ortogonal ii¢ birim teget
vektorden olusan bir ey, e4, e5 kiimesine p noktasinda bir ¢ati (frame) denir.

Yani bir ¢ati, ayni noktadan ¢ikan, her biri 1 uzunlugunda ve ikiger ikiser birbirine dik ii¢ oktur.
Cativektorlerini e, e,, e3 diye diiz harflerle yaziyoruz; kalin yazmiyoruz ama bunlar p noktasindaki teget
vektorlerdir. Tanimdaki kosullar dokuz denklem demektir. “Birim” kosulu ii¢ denklem verir:

€€ =ey-ey==ez-eg =1
“Karsilikli ortogonal” kosulu ise alt1 denklem verir:

€€y =¢€ €3 =¢ey-e3 =0, €y-€ =eg-€e =e3-ey =0.
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I¢ garpim simetrik oldugundan ikinci {iclii birincinin tekraridir; denetlenmesi gereken yalnizca alt1 denk-
lemdir. Dokuz denklemin hepsi, 1-Formlar bolimiinden tamdigimiz Kronecker deltasiyla (9;,, ¢ = jise 1,
i # jise 0) tek satirda yazilir:

ije

e e; =0, (1<14,j<3).

Ornek 9.19 (Dogal Cat1 Bir Catidir). Her p noktasinda dogal cat1 alaninin (Tanim 2.6) degerleri
U, (p), U,(p), Us(p)’nin bir cat1 olusturdugunu gosterelim.

Coziim.
Vektor kisimlar (1,0, 0), (0,1,0) ve (0,0,1)’dir. Her birinin kendisiyle i¢ carpimi 1’dir (12 40 + 0
vb.), farkli ikisinin i¢ carpiminda ise ¢arpilan koordinatlardan biri hep sifir oldugundan sonug¢ 0’dur;
ornegin (1,0,0) - (0,1,0) = 0 + 0 + 0. Alt1 denklem de saglanir; U;(p) - U;(p) = 0;;-
Dogal cat1 alan1 adin1 tam buradan alir: her noktada bir cat1 verir ve bu cati noktadan noktaya hi¢
donmez.

Ornek 9.20 (Dondiiriilmiis Bir Cat1). p herhangi bir nokta olsun ve

1 1
= E(l, 170)1)’ €y = E(—l, ].,0)p, €3 = (0,0, 1)p

teget vektorlerini alalim. Bunlarin p noktasinda bir ¢at1 oldugunu gosterelim.

€1

Cozim.

2 2 2
Normlar: || e; [=(14+140)/2=1,|e; |=(1+1+0)/2=1,] e5 ||= 1. Karsihikl i¢ carpimlar:

—1+1+0 0+0+0
61.62:T=0, 61'63272

Alt1 kogul da saglanir. Bu ¢at1, dogal ¢atinin z ekseni ¢evresinde 45° dondirilmiis halidir: e; = Us (p)
yerinde kalmis, e; ve e, ise zy diizleminde birlikte donmiistiir. Boliimiin geri kalaninda bu catiy1 sik
stk 6rnek olarak kullanacagz.

|

0, ey-e3=0.

Ornek 9.21 (Dik Ama Birim Olmayan Uglii). (1,1, 0)p, (=1,1,0),,(0,0,1),, ticliisiiniin neden cat1
olmadigin aciklayalim.

Cozim.

Vektorler ikiser ikiger ortogonaldir: i¢ garpimlar —1 +14+0=0,0+0+0=0ve0+ 0+ 0 = 0. Ama
ilk ikisinin normu v/1 + 1 + 0 = v/2’dir, 1 degil. Diklik var, birimlik yok; iiclii cat: degildir. Bu ticliiniin
her vektériinii normallestirirsek Ornek 9.20°deki catiy1 elde ederiz.

|

Ornek 9.22 (Birim Ama Dik Olmayan Uclii). (1,0,0),, \%2(1, 1,0),,(0,0,1), igliisiiniin neden cat1
olmadigin aciklayalim.

Coziim.

Ug vektér de birimdir: normlarm kareleri 1, (1 +1)/2 = 1 ve 1. Ama (1,0,0) - \/Li(l, 1,0)=1/v2 #
0: birinci ile ikinci arasindaki ac1 45°’dir, 90° degil. Birimlik var, diklik yok; ticli ¢at1 degildir. Cat1 olmak
i¢in ikisi birden gerekir.

|
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Ortonormal Ac¢ilim

Bir catinin asil giicii sudur: noktadaki her teget vektor, catinin ti¢ vektériiniin bir lineer bilesimi olarak
yazilir ve katsayilar yalnizca ti¢ i¢ ¢carpimla bulunur. Bunu ispatlamak igin lineer cebirden bir olguya
ihtiyacimiz var: R%’te lineer bagimsiz iic vektor bir tabandir. Bu olguyu “bilinir” diye gecmeyip kisa ve
tam bir ispatla verecegiz.

Terimleri hatirlayalim. R®*iin a,, ..., a,, vektérleri, hepsi sifir olmayan A, ..., A, sayilariyla A\ a; + ... +
Ay, = 0 yazilabiliyorsa lineer bagiml (linearly dependent), yazilamiyorsa lineer bagimsizdir (line-
arly independent). Bagimsizlik su demektir: sifir1 veren tek bilegim, biitiin katsayilar: sifir olan bilegimdir.

Lemma 9.3 (U¢ Bagimsiz Vektor Bir Tabandir). 1. R ’te herhangi dort vektor lineer bagimlidur.
2.a,b,c € R3 lineer bagimsizsa, R?’iin her v vektorii tek bir (z,y, z) sayt iigliisiiyle v = za + yb + 2c
biciminde yazilir.

Ispat.

Birinci kisim, adim 1: iki say1. a, b gercel sayilari icin, ikisi birden sifir olmayan A, v sayiariyla Aa +
b = 0 yazilabilir:a = 0 ise (A, u) = (1,0) alimir; a # 0 ise (A, p) = (b, —a) alwr, ¢iinkii ba — ab = 0
ve —a # 0.

Adim 2: diizlemde ii¢ vektor. x, y, z € R? olsun. Uciiniin de ikinci koordinati sifirsa, birinci koordinatlar:
xq,Y; igin adim 1'den Az + py, = 0 saglayan, ikisi birden sifir olmayan X\, pu vardir; o zaman Ax +
py + 0z = 0 sifir olmayan katsayil bir bagintidir. Degilse, ikinci koordinati sifir olmayan bir vektor
vardir; adlandirmayn degistirerek bunun z oldugunu, yani z, # 0 oldugunu varsayabiliriz. Simdi

T
x' =x— 2z, y=y—>=z
2 2

vektorlerinin ikinci koordinatlar: sifirdwr. Birinci koordinatlarina adim 1'i uygularsak, ikisi birden sifir
olmayan A\, p ile \x] + py; = 0 buluruz; ikinci koordinatlar zaten sifir oldugundan Ax" + py’ = 0 olur.
Yerine yazip diizenlersek

ATy + pYs g —
%2

AX + py — 0.

A ile p’den en az biri sifir olmadigindan bu, sifir olmayan katsayil bir bagintidir; X,y , z bagimhdr.
Adim 3: uzayda dort vektor. x,y,z, w € R® olsun. Ayni diisiinceyi iiciincii koordinatla vyiiriitiiriiz.
Dérdiiniin de iiciincii koordinati sifirsa, X, y, z’nin ilk iki koordinatindan olusan ti¢ diizlem vektoriine adim
2'yi uygulariz ve w’nin katsayisini 0 aliriz. Degilse, adlandirmayn degistirerek w4 #+ 0 diyebiliriz; x’ =
x — (z3/w3)wW,y’ =y — (y3/w3)wW, 2" = z — (23/w3)w vektorlerinin iigiincii koordinatlart sifirdur. Ilk
iki koordinatlarina adim 2'yi uygulaywnca, hepsi sifir olmayan A, p, v ile \Ax" + py’ + vz’ = 0 bulunur;
agitlimi

A
Tyt Y3 T V23
Ws

AX + py + vz — 0

sifir olmayan katsayil bir bagintidir. Birinci kisim ispatlanmagtir.
Ikinci kisim, teklik. za + yb + zc = z’a + y'b + 2’c ise

(z—2)a+(y—y)b+(2—2)c=0

olur; bagimsizlik geregi ii¢ katsayi da sifirdir, yani (z,y, z) = (z’,y’,2").

Varlik. v’nin a, b, ¢’nin bir bilesimi olmadigini varsayalim. O zaman a, b, ¢, v bagimsizdir: ca + b +
yc+ 6v = 0 olsun. § # 0 olsaydi v = —(a/§)a — (8/0)b — (v/d)c bir bilesim olurdu; demek ki § =
0, ve 0 zaman a, b, c’nin bagimsizhgindan o = B = v = 0. Boylece R3 ’te dort bagimsiz vektor bulmus
olurduk; bu, birinci kistmla gelisir. O halde v bir bilesimdir.

|

Yani R3’te ii¢ bagimsiz vektor bir tabandir (basis): her vektér onlarin tek bir bilesimidir. Katsayilar:
bulmak genelde ti¢ bilinmeyenli bir denklem sistemi ¢6zmeyi gerektirir.

Ornek 9.23 (U¢ Vektoriin Bagimsizligr). b, = (1,1,0), b, = (0,1,1), by = (1,0, 1) vektérlerinin
lineer bagimsiz oldugunu gosterelim.
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230 Boliim 9. i¢ Carpim

Cozim.
Genel bir bilesimi agalim:

zb; +yby + zbs = (x + 2z, 2 + y, y + 2).

BuOisez+ 2z =0,z +y = 0,y + z = 0; ii¢ denklemi toplayinca2(z + y + 2) = 0,yaniz + y + z =
0. Bundan birinci denklemi ¢ikarinca y = 0, ikinciyi ¢ikarinca z = 0, ti¢linciiyi ¢ikarinca = 0. Sifir
veren tek bilesim, katsayilari sifir olan bilesimdir; vektérler bagimsizdir ve Lemma 9.3 geregi R’iin bir
tabanidur.

|

Ornek 9.24 (Ortonormal Olmayan Bir Tabanda Katsayilar). b; = (1,1,0), b, = (0,1,1), by =
(1,0, 1) vektorleri, onceki 6rnekte gordiigiimiiz gibi, R3’{in bir tabanidir. v = (3, 1, 2)’yi bunlarin bilesimi
olarak yazalim.

Cozim.
Onceki 6rnekteki acilim

zby +yby +2by = (z+ 2,2 +y,y + 2)

oldugundan, v = (3,1,2) icinz + 2 = 3,z + y = 1, y + z = 2 sistemini ¢ézmeliyiz. Toplayinca = +
y + z = 3; sirayla ¢ikarinca y = 0, z = 2, = 1. Yani v = by + 2bg; denetim: (1,1,0) + (2,0,2) =
(3,1,2).

Hesap kisa siirdii, ama bir denklem sistemi ¢ozmek gerekti. Catilarda bu adim timiyle ortadan
kalkacak.

|

Teorem 9.1 (Ortonormal A¢ilim). e, ey, €3, R3’iin bir p noktasinda bir ¢at olsun. p noktasindaki her
v tefet vektorii igin

3
V:(V'€1)61+<V'62>€2+(V'€3)e3:Z(V'ei)er

(3

ispat.
Adim 1: cat1 vektorleri lineer bagimsizdir. a;e; + agey + azes = 0y, olsun. Bu esitligin iki yaninin e
ile i¢ carprmini alalim. Sol tarafta bilineerlik vee,; - €; = ¢, ile

3 3 3
(E aiei)'ej: E ai(ei'ej): E ai(sij:aja
i=1 i=1 i=1

giinkii toplamda i = j disindaki terimler sifirdir. Sa§ tarafta Oy, - e; = 0. Dolayisiyla a; = ay = a3 = 0.
Adim 2: gat1 bir tabandir. Tanim 2.2 geregi p 'deki her teget vektor tek bir u € R3 icin u,, bicimindedir
ve teget uzayindaki toplama ile sayiyla ¢arpma vektor kisumlart iizerinden yapihr: auy, + bw,, = (au +
bw),,. Bu yiizden p’deki teget vektorler arasindaki her lineer baginti, vektor kistmlart arasindaki ayni
bagintiya denktir; TP(R3), lineer cebir bakimindan R3iin bir kopyasidir (u u,, bir lineer izomorfiz-
madir). Adim 1'e gore e, e, €5 "iin vektor kistmlari R3 'te bagimsiz ii¢ vektordiir; Lemma 9.3 geregi R3 ’iin

her vektorii onlarin tek bir bilesimidir. Vektor kisumlarindan teget vektorlere donersek: herv € T, (R3) igin
V =cie] + Ccoey + C3e3

olacak bigimde tek bir (cy, ¢y, c3) sayu iigliisii vardr.
Adim 3: katsayilarin hesabi. Bu esitligin iki yaninin e; ile i¢ ¢arpimini alinz. Adim 1'deki hesabin
aynisiyla
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9.7 Ortonormal Acilim 231

Yanic; = v - e;; bunu agilimda yerine koyunca teoremin formiilii ¢ikar.
]

Yani bir ¢atiya gore bir vektoriin katsayilari, vektoriin cat1 vektorleriyle i¢ carpimlaridir; denklem sistemi
¢cozmek gerekmez, ¢ i¢ ¢arpim yeter.

Teoremin gercek giiciinii sdyle gorebiliriz. Keyfi bir tabana gére katsay1 bulmak, Ornek 9.24'de gordii-
gimiz gibi, homojen olmayan bir lineer denklem sistemi ¢6zmektir; ii¢ boyutta bile bu bazen sikici bir
istir. Taban bir cati, yani ortonormal bir taban oldugunda ise katsayilar li¢ i¢ carpimla hemen okunur. Bu
isleme v’nin e, e,, e5 catisina gore ortonormal a¢ilimi (orthonormal expansion) denir. Sonug yalnizca
R%’e 6zgii degildir; i¢ carpimi olan her vektér uzayinda ayni ispat ¢alisir ve matematigin en ¢ok emek
kurtaran araclarindan biridir.

Ornek 9.25 (Déndiiriilmiis Catida Acilim). p = (1,1,0) noktasinda e, = %(1, 1,0), ey =
\/ii(—l, 1,0), e3 = (0,0,1) catis1 verilsin. v = (3,1,2) vektér kisimh teget vektdriin bu catiya gore

ortonormal acilimini yazalim ve sonucu dogrudan hesapla denetleyelim.

Coziim.
Uc i¢ carpim hesaplariz:

3+140 4
Ve = ——— =_=2\/§a
! V2 V2
—3+140
v.@:%:_\/ﬁ,
vee3=0+0+2=2.

Teoreme gore v = 2v/2e; —/2e, + 2es.
Denetim. Sag tarafi acalim:

(171a0) (_1a170) _ o
2V2 - % —v6~—75——+2mﬂﬂy_@ﬂﬂ)+@,1ﬂy+®ﬁﬂ)

=(3,1,2).

Ayni vyi Ornek 9.24’de ortonormal olmayan bir tabanda yazmak igin denklem sistemi ¢dzmiistiik;
burada iic i¢c carpim yetti. Geometrik olarak 2v/2, —v/2 ve 2 sayilar1 v okunun e, €y, €5 dogrultula-
rindaki (isaretli) gélge uzunluklaridir: v, kenarlar1 ¢at1 dogrultularinda olan2 ve boyutlar1 21/2, v/2, 2

olan bir dikdértgen kutunun késegenidir. Normu da buradan okunabilir: || v ||= 8 + 2 + 4 = 14, Oklid
koordinatlariylada 9 + 1+ 4 = 14.
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232 Boliim 9. i¢ Carpim

Crtonormeal agihm

v=2J2e -J2e,+2¢ 2

(voe)e;=2¢e

X L (v-e)e =2J2¢

Sekil 9.3: p = (1, 1, 0) noktasindaki ey, e, e; gatis1 yesil birim oklarla, v = (3, 1, 2) teget vektorit mavi
okla ¢izilmistir. Turuncu ii¢ kenar v’nin ¢at1 dogrultularindaki bilegenleridir: (v - e;)e; = 242 ey, (Vv - &;)e,
= —J2 e, ve (V - es)e; = 2ey; ikinci katsay1 negatif oldugu icin o kenar e, okunun tersi yénde gider. Ug
bilesen, kenarlar1 2v2, 2 ve 2 olan kesikli kutuyu belirler ve v bu kutunun p’den ¢ikan kosegenidir:
ortonormal acilimin katsayilari, v'nin ¢at1 dogrultularindaki isaretli golge uzunluklaridir.

Dogal ¢at1 igin teorem tanidik bir sey sdyler: v - U;(p) = v; oldugundan (i¢ ¢carpim koordinat okur, Ornek
9.2)

3
V= (U17025U3)p = Zvi Uz(p)

i=1

6zdesligi (Lemma 2.1) bir ortonormal agilimdir. I¢ carpimi da bu Oklid koordinatlariyla tanimladik: v -
w = ) v;w;. Peki baska bir cat1 kullanirsak? Her vektdriin yeni koordinatlari a; = v - e; olur; ama i¢
carpim yine ayni basit formiille hesaplanir.

Onerme 9.4 (I¢ Carpim Her Catida Ayni Formiilii Verir). e;, ey, €5, p noktasinda bir ¢ati ve v, w bu
noktada teget vektorler olsun. a; = v - e; veb, = w - e, ise

3 3

V'W:Zaibi7 ||V|:Z

i=1 i=1

ispat.
Ortonormal agiimlav =3 a;e; vew = ZJ_ bje;. I¢ carpima bilineerlikle iki kez agariz:

VW= (Zaiei)-(ijej) g;i;%b]
ialbj 5”

7=1 =1

Il
Mw
'Pj“

Il
—

%
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2
Son adimda ¢ift toplamin dokuz teriminden yalnizcai = j olan iigii kalir w = v alincab; = a; ve|| v ||=
veov=3 a? ¢ikar.
]

Yani hangi ¢atiy1 kullandigimiz fark etmez: i¢ carpim, o catiya gore koordinatlarin kargilikli carpimlarinin
toplamidir. Karmagik geometrik durumlarda catilarla calismanin sagladig: biiyiik kolaylik buradan gelir;
bundan sonra catilarla bu kadar sik karsilasmamizin nedeni de budur.

Ornek 9.26 (Iki Catida Ayni I¢ Carpim). v = (3,1,2) ve w = (1,0, 1) teget vektorlerinin (ayn1
noktada) i¢ ¢arpimini énce Oklid koordinatlariyla, sonra Ornek 9.20’deki catiya gore koordinatlariyla
hesaplayalim.

Cozim.

Oklid koordinatlariylav-w =3+ 0+ 2 = 5.

Déndiiriilmiis catida v’nin koordinatlarini bulmustuk: (a,, a,, az) = (2v/2, —v/2,2). w icin

14040 _ 1 e =L
V2 V2o V2

by=w-e = by = 1.

Onermeye gore

1 1
v-w=2\/§~ﬁ+(—\/§)<—ﬁ>+2-1:2—|—1+2:5.

Iki cat1 ayn1 say1y1 verdi. Koordinatlar degisti (w’nin Oklid koordinatlar1 (1,0, 1) iken yeni koordinat-
lar1 (1/+/2,—1/+/2,1)), ama i¢ carpim degismedi.
|

Durus Matrisi

Cat1 kavramy, lineer cebirdeki ortogonal matris kavramina cok yakindir. Bir ¢atinin ii¢ vektdriiniin Oklid
koordinatlarini bir matrisin satirlarina yazarsak catinin uzaydaki “durusunu” tek bir nesneye sigdirmuis
oluruz.

Tanim 9.8 (Durus Matrisi). e, 5, €5, p noktasinda bir cati olsun ve Oklid koordinatlar1
€ = (allﬂa12’a13)p7 €y = (a217a227a’23)p’ €3 = (%1»“32’@33)1)

ile verilsin. Satirlar1 bu koordinatlar olan
a1 @12 Q13
A=]ay ay ay
a3y Gz A3z

matrisine ¢catinin durus matrisi (attitude matrix) denir.

Yani durus matrisinin ¢-inci satir1 e; 'nin vektor kismidir; matris, ¢atinin uzayda nasil durdugunu (yoneli-
mini) kaydeder ama uygulama noktasi p’yi kaydetmez.

Ornek 9.27 (Iki Durus Matrisi). Dogal catinin ve Ornek 9.20’deki dondiiriilmiis ¢atinin durus matris-
lerini yazalim.

Coziim.
Dogal ¢at1 U, (p), Us(p), Us(p) i¢in satirlar (1,0,0), (0,1,0), (0,0, 1)’dir; durus matrisi birim matris
I’dir. Dondurilmus cati igin
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234 Boliim 9. i¢ Carpim

1/vV2 1/vV2 0

A=1-1/vV21/vV20
0 0 1

Bu matris, catinin hangi noktada kuruldugundan bagimsizdir: ayni vektér kisimhi catiyip = (1,1, 0)’da
ya da (—4,0,9)’da kursak durus matrisi degismez. Matrisin birim matristen farki, ¢atinin dogal catiya
gore ne kadar dondirildiigiini anlatir.

|

Cat1 kosullari, durus matrisi diliyle ne séyler? Bir A matrisinin transpozu (transpose) A', satirlarla
siitunlarm yerini degistiren matristir: (A7),; = aj;. Agik yazimu

; aj; Qg1 Az
Al = apy ay az

Q13 Qg3 Agz3

Onerme 9.5 (Durus Matrisinin Satirlar1 Ortonormaldir). A, bir catinin durus matrisi olsun. O zaman
herl <1i,7 <3 icin

3
E Qi Qi = €5 €5 = 6ij’
k=1

ve bu dokuz denklem matris carpimiyla AAT = I biciminde yazilir. Tersine, AAT = I kosulunu saglayan
her 3 x 3 matrisin satirlari, R® ’iin her noktasinda bir catinin Oklid koordinatlaridir.

Ispat.

e; ile e;’nin vektér kisimlari A’min i-inci ve j-inci satirlandir; i¢ carpimlart tamm geregi karsilikli
koordinatlarin ¢arpimlarinin toplami y -, a;j,a;, ‘dir. Catv kosulu bu toplamin 6, ; olmasidr.

Matris ¢arpiminin tanimina gore AA™ 'nin (i, j) girdisi, A’min i-inci satirt ile AT 'nin j-inci siitununun
karsilikli carpimlarinin toplamidir. A7 *nin j-inci siitunu A’nin j-inci satiridir; dolayisiyla

w

3
(AAT)ij = Zaik (AT)kj = Z Qi Qi = 5@"
k=1

k=1

bu da I’'min (i, §) girdisidir. Ters yon ayni hesabin tersten okunmasidir: AAT = I ise satirlarin karsilikli
i¢ carpimlari §,; dir, yani satirlar herhangi bir p noktasina uygulandiginda karsilikly ortogonal ii¢ birim
vektor verir.

|

AAT = I kosulunu saglayan bir kare matrise ortogonal matris (orthogonal matrix) denir. Onerme,
catiyla ortogonal matrisin ayni bilginin iki yazimi oldugunu séyler: bir ¢catinin durus matrisi ortogonaldir
ve her ortogonal matris bir ¢catinin durus matrisidir.

AAT = [ esitligi AT ’nin A’nin sagdan tersi oldugunu soyler. Kare matrislerde sagdan ters ayn1 zamanda
soldan terstir; bu, lineer cebirin standart bir sonucudur ama biz onu da ispatlayacagiz. Bunun icin bir 3 x
3 matrisi siitun vektorleri iizerinde bir fonksiyon olarak goriiriiz: x € R3 siitun olarak yazilinca Ax, i-inci
girdisi Zj a;;z ; olan stitundur. Matris carpiminin birlesme 6zelligi (AB)x = A(Bx) verir, [x = X’tir ve
Bx = Ej :cjbj, burada bj B’nin j-inci stitunudur.

Lemma 9.4 (Kare Matriste Tek Yanli Ters Iki Yanlidir). A ve B, 3 x 3 matrisler olsun. AB = I ise
BA=1.

ispat.
Adim 1: B’nin siitunlan bagimsizdir. Bx = 0 olsun. O zaman

x =Ix=(AB)x = A(Bx) = A0 = 0.
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Bx = Zj z,;b; oldugundan bu su demektir: by, by, by situnlarimin sifir veren tek bilesimi katsayilar:

sifir olan bilesimdir; siitunlar lineer bagimsizdir.
Adim 2: B ortendir. Lemma 9.3 geregi bagimsiz ii¢ siitun bir tabandir: hery € R? iciny = Zj z;b; =

Bx olacak bicimde bir x vardur.
Adim 3: BA = I. Herhangi biry alip adim 2'deki gibiy = Bx yazalim. Birlesme ézelligiyle

(BA)y = (BA)(Bx) = B ( (AB)x ) = B(Ix) = Bx =y.

Demek ki BA her siitun vektoriinii kendisine gétiiriir. Ozel olarak y olarak (1,0,0), (0,1,0), (0,0,1)
stitunlarini alirsak BA min siitunlarinin I ’nin siitunlart oldugunu goriiriiz; yani BA = I.
|

Sonug 9.1 (Durus Matrisinin Tersi Transpozudur). A bir ¢atimin durus matrisi (ya da herhangi bir
ortogonal matris) ise AT A = I; yani AT = A, Girdilerle yazilinca

3
Zaikail = O (1<k1<3):
=1

A’min siitunlari da ortonormaldir.

Ispat.

Onerme 9.5 ile AAT = I. Lemma 9.4i B= AT ile uygularsak AT A = I ¢ikar. Hem AAT = I hem
AT A = I oldugundan AT, A’mn tersidi. AT A’min (k,1) girdisi Zi(AT)kiail = Y., Qipay dir; bunun
0y, olmasi, A’nin k-inci ve l-inci siitunlarinin i¢ ¢carpiminin 0y, olmasi demektir.

|

Yani bir ¢atinin durus matrisinin satirlar1 gibi siitunlar1 da bir catimin koordinatlaridir; bu, tanimdan
hemen goriinmeyen ama ispatladigimiz bir olgudur.

Ornek 9.28 (Siitunlarin Ortonormalligini Gérmek). Satirlart \/ié(l, 2,1), \/LE(—L 0,1) ve
\%(1, —1,1) olan A matrisi ortogonaldir. Stitunlarinin da ortonormal oldugunu hesapla gérelim.
Coziim.
Once verilen bilgiyi denetleyelim. Satirlarin normlar1 /(1 +4+1)/6 =1, v//(1+0+1)/2=1 ve
(14+1+1)/3 = 1. Karsihikl i¢ carpimlar
14041 1-241 0 14041
V12 ’ V18 ’ V6

Satirlar ortonormal, matris ortogonaldir:

0.

1/vV6 2/vV6 1/v6
A=|-1/vV2 0 1/V/2].
1/vV3 —1/v/3 1/V/3

Sonuca gore siitunlar da ortonormal olmalidir. Birinci siitun (1/v/6,—1/+/2,1/4/3) igin kareler
toplami 1/6 4 1/2 + 1/3 = 1; ikinci siitun (2/+/6,0, —1/+/3) icin 4/6 + 0 + 1/3 = 1; iigiincii siitun
(1/v/6,1/+/2,1/4/3) i¢in 1/6 4 1/2 + 1/3 = 1. Birinci ile ikinci siitunun i¢ carpim1 2/6 +0 — 1/3 =
0; birinci ile tiglinciiniin 1/6 —1/2 4+ 1/3 = 0; ikinci ile tigiinciiniin 2/6 +0 — 1/3 = 0. Siitunlar
ortonormaldir; satirlar i¢in denetledigimiz alti denklem, siitunlar i¢in de kendiliginden saglanmistir.
|

Vektorel Carpim

R%’te i¢c carpimdan sonra en ¢nemli ikinci carpim vektorel carpimdir. Ikisi arasindaki fark, sonucun
titriidiir: i¢ carpim iki vektdrden bir say: iiretir, vektérel carpim ise bir vektdr. Uretilen vektdriin en degerli
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ozelligi, iki carpana ayni anda dik olmasidir. Formiilii hatirlamanin en pratik yolu bir 3 x 3 determinanttir;
once bu determinanti kesin olarak tanimlayalim.
Satirlart (aq, a4, as), (by, by, bs) ve (cq, ¢y, c3) olan 3 x 3 matrisin determinanti (determinant), birinci
satira gore agilimla tanimlanir:

ay Gy ag

by by bs| = a;(byes — bscy) — ag(bycg — byey) + ag(bycy — bycy).

€1 C3 C3

Her parantez, birinci satir ile ilgili siitun silindiginde geriye kalan 2 x 2 determinanttir; isaretler +, —, +
sirastyla gider. Bu formilii tanim olarak aliyoruz; ihtiyag duyacagimiz her determinant 6zelligini dogru-
dan bu formiilden ¢ikaracagiz.

Tanim 9.9 (Vektorel Carpim). v ve w, R*’iin ayni p noktasinda teget vektorler olsun. v ile w’nin
vektorel carpimi (cross product), birinci satira gore agilan

U (p) Us(p) Us(p)
VXW=| v, Uy Ug
Wy Wq w3

big¢imsel determinantiyla tanimlanan, p noktasindaki teget vektordir.

Determinant “bi¢imsel”dir, ¢iinkii birinci satirinda sayilar degil teget vektorler durur; agilim kurali sayisal
katsayilarla bu vektorlerin bilesimini verir:

vV X W = (vywz — v3ws) Uy (P) + (v3wy — vyws) Up(p) + (vywy — vawy) Us ().
Yani v X w, vektor kismi
(”2“’3 — UgWsq, VgW; — VW3, V1 Wy — vawy)

olan, p noktasindaki teget vektordiir; ikinci koordinattaki isaret diizenine dikkat: agithimdaki —ay(b;c3 —
bscq ) terimi +(vqw; — v, wy) olarak yazilmistur.

Ornek 9.29 (Bir Vektorel Carpim Hesab1). p noktasinda v = (2,1, 0)p ve w=(0,3,1),, i¢in v x
w’yi hesaplayalim ve sonucun iki ¢arpana da dik oldugunu dogrulayalim.

Cozim.
Bigimsel determinant birinci satira gére acariz:

Ui(p) Uy(p) Us(p)
VXW= 2 1 0

0 3 1
=1-1-0-3)Ui(p) = (2-1-0-0)Up(p) + (2-3—1-0) Us(p)-

Yani
vxw="U(p) —2Us(p) + 6 Us(p) = (1,—2,6),.
Diklik. 1ki i¢ carpimi hesaplariz:
(2,1,0)-(1,—-2,6) =2—24+0=0, (0,3,1)-(1,—2,6) =0—6+6 = 0.

Sonug her iki ¢arpana da ortogonaldir. Uzunlugu v/1 + 4 4+ 36 = +/41’dir; biraz sonra bu saymin v ile
w’nin gerdigi paralelkenarin alani oldugunu gérecegiz.
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9.9 Vektorel Carpim 237

vxw=(1,-2,6)

V- (Vxw)=2-2+0=0

w-(vxw)=0-6+6=0
v x w| = V41

sag el kurah

4
v+w=(241) Y

Sekil 9.4: Uygulama noktasi p orijinde alinmistir; oradan ¢ikan v = (2, 1, 0) (mavi) ile w = (0, 3,

1) (turuncu) tarali paralelkenar1 gerer. Vektorel carpim v x w = (1, -2, 6) (yesil) bu paralelkenarin

diizlemine diktir: iki dik ag1 isareti, v - (v x w) = 0 ve w - (v x w) = 0 hesaplarinin geometrik karsiligidur.

Okun yonini sag el kurali belirler: v’den w’ye déniiliirken bagparmak v x w yoniinii gosterir. Okun
uzunlugu |v x w| = V41, paralelkenarin alanina esittir.

Ornek 9.30 (Dogal Catinin Vektérel Carpimlari). Bir p noktasinda U; x U, U, x Us, Uy x U; ve
U, x U ¢arpimlarini hesaplayalim (kisalik i¢in U; = Uj(p) yaziyoruz).

Coziim.
U, x Uy icinv = (1,0,0), w = (0, 1, 0); vektdr kismu

(0-0-0-1,0-0—1-0,1-1—0-0) = (0,0,1),

yani U; x U, = Us. Ayni hesapla U, x U; = U; ve Us x U; = Uy: carpanlarin indisleril — 2 — 3 —
1 gevrimiyle dénerken sonug tigiincii vektordiir. U, x Uj i¢inise v = (0,1,0), w = (1,0,0) ve vektor

kismi (0,0, —1); yani U, x U; = —Us. Carpanlarin sirast sonucun isaretini degistirir; bu, agagidaki ters
degisme kuralinin 6zel bir halidir.
]
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Determinantlarin bilinen 6zellikleri vektorel ¢arpimin cebirsel kurallarini verir. Bu 6zellikleri tanimimiz-
dan, yani koordinat formiliinden, agikca ¢ikaracagz.

Onerme 9.6 (Vektorel Carpimin Cebirsel Kurallari). u,v,w ayni noktada teget vektorler ve a,b
sayilar olsun.
1. Vektorel ¢carpim her iki carpaninda lineerdir:

(au+bv) xw=auxw+bv xw, wX (au+bv)=aw xu+bw x v.

2. Ters degisme kurali (alternation rule): v X w = —w X V.
3. Herviginv xv=0.

ispat.
Lineerlik. v x w’nin birinci koordinati vows — vaw, 'dir. W sabit tutulursa bu ifade v’nin koordinatla-
rinda lineerdir: v yerine au + bv koyunca

(aug + bvy) wy — (auz + bvg) wy = a (ugws — uzwy) + b (vaws — Vzw,),

bu da au X W+ bv X w’nin birinci koordinatidir. Oteki iki koordinat icin hesap aynidir, ciinkii her
koordinat v’nin koordinatlarinin w’nin koordinatlariyla ¢carpimlarinin toplamidir. Determinant diliyle:
determinant, oteki satirlar sabitken bir satirinda lineerdir. Ikinci carpandaki lineerlik ayni bicimde goriiliir.
Ters degisme. w X v’nin vektér kismi, tanimda v ile w’nin rolleri degistirilerek bulunur:

(wav3 — W3vy, Wyvy — Wy V3, WiV — WyUy)

= — (Vw3 — V3Wy, V3W; — VW3, Vy Wy — VW ).

Her koordinatta iki terimin yeri degismis, isaret tersine donmiistiir. Determinant diliyle: iki satirin yerini
degistirmek determinantin isaretini degistirir.
Kendisiyle carpim. Ters degisme kuralinda w = v alinirsav X v=—v X v, yani2v x v =0 ve v X
v = 0. Dogrudan da goriiliir: birinci koordinat vyvs — vsvy = 0, Gtekiler de 6yle. Determinant diliyle: iki
satirt ayni olan determinant sifirdir.
|

Yani vektorel carpim, ¢carpanlarina toplami ve sayi1 katini dagitir, ama sira degistirince isaret degistirir; bir
vektoriin kendisiyle vektorel carpimi her zaman sifirdir.

Ornek 9.31 (Kurallar1 Sayilarla Denetlemek). v = (2,1,0)vew = (0,3,1)icinw X vve (v + w) X
w carpimlarini hesaplayip yukarida buldugumuz v x w = (1, —2, 6) ile karsilagtiralim.

Cozim.
w X v’'nin vektor kism

(3-0-1-1,1-2—0-0,0-1—3-2) = (—1,2,—6) = —(1, —2, 6);
ters degisme kurali dogrulandi. v+ w = (2,4, 1) i¢in
(4-1—1-3,1:0-2-1,2-3—4-0) = (1,-2,6).
Bu, lineerlikle bekledigimiz sonugtur:

(V+w)Xxw=vXwt+wXxw=vxXw-+0.

Vektorel carpimin geometrik degeri neredeyse tiimiiyle su iki olguya dayanir: sonug iki ¢arpana da diktir
ve uzunlugu i¢ carpimlarla hesaplanabilir.

Lemma 9.5 (Vektorel Carpimin Dikligi ve Uzunlugu). Ayni noktadaki v, w teget vektorleri icin v X
w hem v’ye hem w’ye ortogonaldir ve uzunlugu

||V><Wﬁ= (v -v)(w-w)— (v w)?
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9.9 Vektorel Carpim 239

esitligini saglar.
ispat.
vxw =73 c U(p) yazalim; c; = vywz — v3w,, ¢ = V3w; — V1W3, Cg = V1 Wy — VaWy.
vye diklik. v - (v X w) = }° v;c; dir. Acik yazalim:
E  0;¢; = V1 (Va3 — V3ws) + vy (Vawy — V1Ww3) + V3V Wy — Vowy)
= U UyWg — V1 V3Wy + VaUsW; — UV VW3 + V1 V3We — UgUswy = 0.

Alti terim ii¢ ¢ift halinde birbirini gétiiriir. Determinant diliyle bu toplam, birinci satirina U, (p) yerine v,
yazilmis determinanttir:

U V2 U3
v-(vxw)=|v; v, vgl,

Wy Wy Ws

iki satir1 ayni oldugundan sifirdir; yukaridaki agik hesap tam da bunun ispatidir.
w’ye diklik. Ayni hesabi w ile yapariz:

w;¢; = Wy (Vawz — V3Wy) + Wy (Vawy — vyws3) + wa (v Wy — Vawy )

)
ivgl
i

UgWiWg — UgWi Wy + VW Wy — VU WeW3 + UV WeWs3 — Vow, w3 = 0.

Yine ii¢ ¢ift birbirini gotiiriir.
Uzunluk formilii. Her iki tarafi koordinatlarla agip karsilastiracagiz. Sag taraf:
(v-v)(w-w)—(v-w)?
= (v +v3 +v3) (w] + w3 +w3) — (vywy + vyw, + v3ws)?®.
Birinci ¢arpim dokuz terim verir: i = j olan ii¢ terim v?w? vei # j olan alt1 terim vizw?. Kare ise ayni ii¢
viw? terimini ve ii¢ ¢apraz terimi verir:

20, W1 VyWq + 20, W, VW3 + 205w VW5,

Fark alininca v?w? terimleri gider:
(v-V)(w-w) = (v w)? = vjw] +viw] + viw] + vjwi + viwi + viw

—20] Vg Wy Wy — 20, V3 W, Wy — 2V U3WoWs3.

2
Sol tarafise | v x w ||= ¢2 + c% + c2:

2 _ 2 _ .2 2 2,2
cf = (Vywz — v3wy)* = Vw3 — 20yV3Waw3 + V3W3,

2,2 2,2
vswW] — 2V, V3w, w5 + viWws3,

2 _ .22 2, 2
(Vywy — vawy)* = viw; — 20, VW Wy + V3WT.

C% = (vzw; — v1w3)2

Q
wn
Il

Uciinii toplayinca alti kare terimi (v3w?, viw3, viw?, viwi, viw3, v3w?) ve ii¢ capraz terim

(—205v3wows, —2vV; V3w, W4, —2V, VoW, W) elde ederiz; bunlar sag taraftaki dokuz terimin tam kendi-
sidir. Iki taraf esittir.
]

Yani v X w, iki carpanin gerdigi dizleme dik durur ve uzunlugunun karesi, uzunluklarin karelerinin
carpimindan i¢ carpimin karesi ¢ikarilarak bulunur.

Ornek 9.32 (Uzunluk Formiiliinii Denetlemek). v = (2,1,0), w = (0,3,1) ve v x w = (1,—2,6)
i¢in uzunluk formiiliiniin iki tarafini hesaplayalim.

Cozim.

Acik Matematik - acik-matematik.com 239 CC BY-NC-SA 4.0


https://acik-matematik.com
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.tr

240 Boliim 9. i¢ Carpim

2
Sol taraf | vxw|=1+4+36=41 Sag taraftav-v=5,w-w=10vev-w=0+34+0=3;
dolayisiyla 5 - 10 — 32 = 41. Iki taraf esittir. Vektorel carpimi hi¢ hesaplamadan da uzunlugunu bilebi-
lirdik: yalnizca i i¢ carpim yeter.
|

Uzunluk formiliini aciyla yazarsak daha sezgisel bir bigim alir.

Sonug 9.2 (Vektorel Carpimin Uzunlugu ve Siniis). v ve w ayni noktada sifirdan farkli teget vektorler,
¥ aralarindaki agi olsun. O zaman

v xw =]l v w]|sind.
ispat.
v-w =| v ||| w | cos? esitligini uzunluk formiiliinde yerine koyariz:
2 2 2 2
v w = v wil = v wlcos*d=[| v w sin®.
0 < 9 < 7 oldugundan sin ¥ > 0; karekiék alinca || v x w ||=|| v || || w || sin® ¢ikar.
|

Yani vektorel carpimin uzunlugu, iki vektoriin gerdigi paralelkenarin alanidir: tabani || v ||, yiiksekligi ||
w || sin ¢ olan paralelkenar. Bu yorumu aligtirmalarda kesinlegtirecegiz. Formiil ayrica sunu séyler: v x
w ancak sin ¥ = 0, yani vektorler ayn1 dogru tizerinde oldugunda sifirdur.

Ornek 9.33 (Siniis Formiiliinii Denetlemek). v = (2,1,0) ve w = (0,3,1) icin || v || || w || sin®
sayisint hesaplayip || v x w ||= v/41 ile kargilagtiralim.

Cozim.

Iv Il= V5.

w ||= V10 ve v - w = 3; dolayisiyla

3 9 41
cosV¥ = — sin?d=1— — = —.

V50’ 50 50
O halde

v ||| w |l sin® = v/50 - /41/50 = V/4L.

Sonug, vektorel carpimin dogrudan hesaplanan uzunluguyla aynidir. Ac¢inin kendisi ¢ =
cos 1(3/4/50) ~ 1, 13 radyan, yaklasik 65°dir.
|

Vektorel carpimin uzunlugunu ve dogrultusunu biliyoruz; v ile w’ye dik dogru tizerinde iki yon vardir,
sonug¢ hangisine bakar? Bunun kesin yanit1 koordinat formiiliindedir; pratik yanit: ise sag el kuralidir
(right-hand rule).

Q Sag el kurali

Sag elin parmaklari, v’yi en kisa yoldan w’ye dondiiren yonde kivrilirsa bagparmak v X w yoniini
gosterir. Dogal catida U; x U, = U, olmasi bunun bir 6rnegidir:  ekseninden y eksenine dogru kiv-
rilan parmaklarla bagparmak pozitif z yoniine bakar. Carpanlarin sirasini degistirmek déniis yoniini,
dolayisiyla bagparmagin y6niinii tersine cevirir; bu, ters degisme kuralinin el ile hatirlanigidir. Kural
bir sezgi aracidir; ispatlarda her zaman koordinat formiilinii kullaniriz.
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1 Vektérel carpim ile kama ¢arpiminin akrabaligi

Vektorel carpim, Diferansiyel Formlar bolimiindeki 1-formlarin kama ¢arpiminin yakin akrabasidir.
Ters degisme kurali v x w = —w X v, 1-formlar i¢in Lemma 6.1’de gordigimiz ¢ A = — Y A ¢
kuralinin tam karsiligidir; v x v = 0 da ¢ A ¢ = 0'mn. Daha fazlas var: sabit katsayih ¢ = 3 v; dz;
vetp =3 w; dz; 1-formlar i¢in

O AN = (vywy — vywy) dzy A dxy + (Vywg — v3wy) dxy A dg

+(vyws — v3wy) dzy A dzg

olur. Alistirma 6.18'deki 2-formlarla vektér alanlari arasindaki eslemede dz, A dz3’tin katsayisi
U,’in, dz, A dz,’nin katsayis1 U tin katsayisi, dz; A dz4’tin katsayisi ise U, katsayisinin negatifidir.
Bu esleme altinda ¢ A 1), koordinatlart vyws — vswy, —(VW3 — V3w, ) = V3W; — VW3 Ve Uy Wy —
vyw; olan vektore, yani tam olarak v x w’ye karsilik gelir. Rotasyonelin bir dis tiirev olmas: da aym
akrabaligin bir bagka yizidir.

Uclii Skaler Carpim

I¢ carpimla vektorel carpimu birlestirerek ii¢ vektdrden bir sayi iireten bir islem elde ederiz.

Tanim 9.10 (Uclii Skaler Carpim). u, v, w ayni noktada teget vektorler olsun. u - (v x w) sayisina
bu ti¢ vektoriin tiglit skaler ¢carpimu (triple scalar product) denir ve parantezsiz olarak u - v x w yazilir.

Yani 6nce v ile w vektorel carpilir, sonra sonug u ile i¢ ¢arpilir; ¢ikan sey bir sayidir.

Parantezin gereksiz olmasinin nedeni sudur: u- v x w ifadesini bagka tiirli, yani (u-v) X w olarak
okumaya kalkarsak, bir say1 olan u - v’yi bir vektorle vektorel carpmak gerekir; boyle bir iglem tanimh
degildir. Anlamli tek okuma u - (v x w)’dir. Koordinatlarla a¢ik yazimi, lemmanin ispatindaki hesabin
aynisidir:

UV X W = U (Vaws — U3Ws) + U (Vawy — V1W3) + uz(v;wy — Vawy).

Bu, satirlar1 u, v, w'nin koordinatlar1 olan 3 x 3 determinantin birinci satira gore acilimidir; alistirma-
larda bunu ve sonuglarini ayrintisiyla inceleyecegiz.

Ornek 9.34 (Bir Uclii Skaler Carpim). u = (1,2,3), v=(2,0,0) ve w = (1,3,0) i¢gin u-v x w
sayisini hesaplayalim.

Coziim.
Once vektorel carpim:

vxw=(0-0-0-3,0-1—2-0,2-3—0-1) = (0,0,6).

v ile w ikisi de zy diizleminde oldugundan ¢arpimlari z ekseni dogrultusunda ¢ikti. Sonra i¢ carpim: u -
(0,0,6) = 18. Yani u - v x w = 18. Sonucu séyle yorumlayabiliriz: v ile w’nin gerdigi paralelkenarin
alani || v X w ||= 6, u’'nun bu paralelkenarin diizlemine dik yiikselisi u5 = 3; carpim 18, i¢ vektdriin
gerdigi kutunun hacmidir. Bu yorumu alistirmalarda ispatlayacagiz.

|

Ornek 9.35 (Aym1 Diizlemdeki Ug Vektor). v = (2,0,0), w = (1,3,0) veu = v +w = (3,3,0) icin
u - v X Wyi hesaplamadan 6nce tahmin edelim, sonra hesaplayalim.

Coziim.
v X w hem v’ye hem w’ye diktir; bilineerlik geregi v + w’ye de diktir:

(V+w) - vxw=v.-vxw+w-vxw=0+0.
Tahminimiz 0’dir. Hesap: v x w = (0,0,6) ve (3,3,0) - (0,0,6) = 0. Genel olarak u, v ile w’nin

gerdigi diizlemde yatiyorsa ticlii skaler ¢arpim sifirdir: kutu yassilmig, hacmi yok olmustur.
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9.11 Alistirmalar

Alistirma 9.1 (iki Vektériin i¢ Carpimi). v = (1,2, —1)vew = (—1,0, 3), R*"iin bir noktasinda teget
vektorler olsun. v - w sayisini hesaplayiniz.

Coziim.
Karsilikli koordinatlar: ¢arpip toplariz:

v-w=1(-1)+2(0)+ (-1)3) =—-14+0—-3 = —4.

Sonug negatiftir; demek ki iki vektor arasindaki a1 genistir. Bunu asagida aginin kosiniisiinii hesap-
larken dogrulayacagz.
]

Alistirma 9.2 (ki Vektoriin Vektorel Carpimi). v = (1,2, —1) vew = (—1,0, 3) ayni noktada teget
vektorler olsun. v x w’yi hesaplayiniz.

Cozim.
Bigimsel determinant: birinci satira gore acariz:

Uy U, Us
vxw=|1 2 -1
-1 0 3

=(2~37(71)~0)U17( 1-3—(—1)(-1) ) U,
+(1-0—2-(—1) ) Us.
Katsayilar 6, —(3 — 1) = —2 ve 2; yani v X w = (6, —2, 2).
Denetim. Sonug iki ¢carpana da dik olmalidir:
(1,2,—-1)-(6,—2,2) =6—4—2=0,
(-1,0,3)-(6,—2,2) =—6+0+6 =0.

Alistirma 9.3 (iki Vektériin Birim Vektérleri). v = (1,2,—1) ve w = (—1,0,3) igin v/ || v || ve
w/ || w || birim vektorlerini yaziniz.

Coziim.

[vI=vI+4+ =6 ve | w||l=+v1+ 0+ 9 = +10. Dolayisiyla
v 1 w 1

I~ %e2™ T~ 7w

Her ikisinin normu 1’dir: (1+4+1)/6 =1 ve (1 +0+9)/10 = 1. Ornek 9.18’da goérdiigiimiiz gibi
bunlar v ve w ile ayni yone bakan tek birim vektorlerdir.
|

(~1,0,3).

Alistirma 9.4 (Vektorel Carpimin Uzunlugu). v = (1,2,—1) ve w=(—1,0,3) icin | v x w ||
say1sini iki yoldan hesaplayiniz.

Cozim.
Birinci yol. Yukarida v x w = (6, —2, 2) bulmustuk; normu /36 + 4 + 4 = v/44 = 2v/11.
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Ikinci yol. Lemma 9.5nin uzunluk formiiliiyle, vektérel carpimi hi¢ kullanmadan: v-v =6, w - w =
10, v-w = —4ve

2
| vxw|=6-10—(—4)> = 60 — 16 = 44.

Ikiyol da || v x w ||= 2v/11 ~ 6,63 verir. Bu say1, v ile w'nin gerdigi paralelkenarin alanidir.
|

Alistirma 9.5 (iki Vektor Arasindaki Acinin Kosiniisii). v = (1,2,—1) ve w = (—1,0, 3) arasin-
daki acinin kosiniisiinii bulunuz.

Cozim.
vV-w = —4,

v =,

w ||= v/10. A¢inin tanimina gore

VW —4 —4 2

cost = = — - _
[vIllwl +60 2V15 V15

Kosiniis negatif oldugundan ac1 genistir: 9 = cos™ (—2/v/15) ~ 2, 11 radyan, yaklasik 121°. Denetim
olarak siniis formiiliine bakalim: sin? 9 = 1 — 4/15 = 11/15 ve

v Il w Il sin® = V60 - y/T1/15 = Va4,

onceki aligtirmada buldugumuz | v x w || ile ayn1.
|

~ —0,516.

Alistirma 9.6 (Uzaklik Negatif Olmaz). Her p,q € R? i¢in d(p,q) > 0 oldugunu ve d(p,q) = 0
esitliginin ancak ve ancak p = q iken saglandigini gosteriniz.

Coziim. )
d(p,q) =|| p — q || bir karekdk oldugundan negatif degildir. Sifir olmasi | p—q ||=(p—q) - (p —
q) = 0 demektir; pozitif tamimlilik (Onerme 9.1) geregi bu ancak p — q = 0, yani p = q iken olur.

Tersine p = q ise d(p,q) =|| 0 ||=0.
Yani farkl iki nokta arasindaki uzaklik her zaman pozitiftir; uzaklik, noktalar1 birbirinden ayirir.

Alistirma 9.7 (Uzaklik Simetriktir). Her p,q € R3 icin d(p, q) = d(q, p) oldugunu gésteriniz.

Coziim.
q—p = (—1)(p — q) oldugundan Onerme 9.2'nin birinci 6zelligiyle

dq,p) =[la—pl=l )P —-a)l=1-1]lp—al=dp,a)

Koordinatlarla da gériiliir: uzaklik formiiliindeki (p; — ¢;)? terimleri (¢, — p;)? ile aymidir.
|

Alistirma 9.8 (Uzaklik icin Ucgen Esitsizligi). Her p,q,r € R? icin d(p,q) +d(q,r) > d(p,r)
oldugunu gosteriniz.

Cozim.
p—r=(p—q)+ (q — r) yazip normun ii¢gen esitsizligini (Onerme 9.2) uygulariz:

dip,r)=[| (p—aq)+(a—r)<|p—qal +[|a—r|=d(p,aq)+d(qg,r).

Sozle: p’den r’ye q’ya ugrayarak gitmek, dogrudan gitmekten kisa olamaz. Bu ii¢ alistirma birlikte,
d’nin bir uzaklik fonksiyonu (metrik) olmasinin biitiin kosullarini verir; acik kiime tanimini R? disina
tasimak icin gereken tam bu ii¢ 6zelliktir.
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Alistirma 9.9 (Ug Vektoriin Cat1 Olusturdugunu Géstermek). Ayni noktadaki

1(121) 1(202) 1(1 1,1)
€ = —F= ) &y ) €y = —(—=(—4,1, ) €3 = —=(1,—1,
1 \/6 2 \/g 3 \/g
teget vektorlerinin bir cat1 olusturdugunu gosteriniz.

Coziim.

Alt1 denklemi denetleriz. Normlarin kareleri:

2 14441 2 440+4
leill=———=1  lel=——7F—=1

6 8

ve || eg ﬁ: (141+1)/3 = 1. Karsilikli i¢ carpimlar:
_ (W(=2)+2)(0) + (1))

€1 €3 = \/6\/§ =0a
1-2+4+1
SRR ¥
24042
62'63:W:0.

Ugii birim, ikiser ikiser ortogonal: e, €5, €5 bir catidir. e, = \%(—1, 0, 1) bigiminde de yazilabilir; bu

catinin durus matrisini Ornek 9.28'de incelemistik.
|

Alistirma 9.10 (Bir Vektori Catida A¢mak). e; = iﬁ(l, 2,1), e5 = =(—2,0,2), e5 = \/ig(l, -1,1)

V6 V8

catist verilsin. v = (6,1, —1) vektoriinii bu cati1 vektorlerinin lineer bilesimi olarak yaziniz ve sonucu

dogrudan hesapla denetleyiniz.

Cozim.
Teorem 9.1 geregi katsayilar i¢ carpimlardir:
v.oen — 6+2—-1 7
' V6 V6’
-12+0-2 14 7
Vv 62 = — = -,
V8 2v2 V2
6—1—1 4
Vieg=——F——=——.
’ V3 V3
Dolayistyla
V= i e — i e, +—e
VBT vzt B
Denetim. Her terimi acalim:
7T (1,2,1) 7
—- =—(1,2,1),
7 (—2,0,2) 7 7
- ——=—-(—-2,0,2) = =(1,0,—-1),
T == 1(2.0.2) = {10,
4 (1,-1,1) 4
— —=-(1,-1,1
VA 5 )
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Koordinat koordinat toplayalim:

7 7T 4 T+21+8
TigtetzT 6 O
7 4
40— -=1
yigti—g=Lh
LT 4 _TZ214+8
"6 2 3 6 T

2
Toplam (6,1,—1) = v’dir. Ek bir denetim: Onerme 9.4°e gére katsayilarin kareleri toplami || v ||

olmalidir:

49 49 16 494147+ 32

- =38 = 1+1.
6+2+3 6 38=36+1+

Alistirma 9.11 (Uclii Skaler Carpim Bir Determinanttir). u = (uy,uy,u3), v = (v, 09,03), W =
(wq, wy, wy) ayni noktada teget vektorler olsun.

Uy Up Uj
U-VXW=|v; Uy Vg
w; Wy wg

oldugunu gosteriniz.

Coziim.
v x w’nin koordinatlari ¢; = vyws — V3Wy, €y = V3W; — VW3, C3 = V3 Wy — Vyw; dir; i¢ carpim

UV X W= U (VW — V3Ws) + Uy (V3w — vW3) + ug(v;wy — Vowy).
Ote yandan determinantin birinci satira gore acilimi tanim geregi
Uy (Vows — V3Wy) — Uy (V1 wg — V3w ) + ug(vywy — vowy)
ve ortadaki terim
—Uy (VW3 — V3Wq) = Uy (V3w — V1 W3)

oldugundan iki ifade aynidir. Kisaca: vektorel ¢arpimin bicimsel determinantinda birinci satirdaki
U, (p)’lerin yerine u,; sayilarini yazmak, u ile i¢ carpim almaktir.

Sayisal denetim. u = (1,2,3), v = (2,0,0), w = (1,3,0) igin Ornek 9.34’de 18 bulmustuk; determi-
nantin acilimi

1(0 —0) —2(0 — 0) + 3(6 — 0) = 18.

Alistirma 9.12 (Uclii Skaler Carpim ve Lineer Bagimsizlik). Ayninoktadaki u, v, w teget vektorleri
icin u - v X w # 0 olmasinin, ii¢ vektoriin lineer bagimsiz olmasina denk oldugunu gésteriniz.

Cozim.
Bagimly ise carpim sifirdir. Hepsi sifir olmayan a, 3, v ile au + Bv + yw = 0 olsun. Iki durum var.
a # 0ise u = —(B/a)v — (y/a)w ve bilineerlikle

Y
U VXW=——V-VXW——W-VXW=0,
« a

clinkit v X w hem v’ye hem w’ye diktir (Lemma 9.5).
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a = 0ise fv +yw = 0 ve f3,~’dan biri sifir degildir. 8 # 0 ise v = —(v/8)w, dolayisiyla v x w =
—(v/B)w x w=0;v#0ise w=—(8/v)v ve yine v x w = 0. Her iki durumda tiglii carpim u -
0=0.

Bagimsiz ise carpim sifir degildir. u, v, w bagimsiz olsun. Once v x w # 0 oldugunu gérelim: v ile w
bagimsizdir (bagimsiz bir kiimenin parcasi), dolayisiyla Lemma 9.1°da esitlik saglanmaz ve uzunluk
formuliyle

2 2 2 9
v xw=[ v wl[]—(v-w)*>0.

Simdi Lemma 9.3 geregi bagimsiz ti¢ vektor bir tabandir (teget uzayinda da, vektor kisimlar: yoluyla);
v X W = au + bv + cw yazalim. Iki tarafin v x w ile i¢ carpimimi alirsak, diklik geregi v ve w
terimleri diser:

2
[vxw|=a(u-vxw)+0+0.

Sol taraf pozitif oldugundan a (u - v x w) # 0, dolayisiyla u - v x w # 0.

Sayisal ornek. (1,2,3), (2,0,0), (1,3,0) i¢in ¢arpim 18 # 0: bagimsizdirlar. (3, 3,0), (2,0,0), (1,3,0)
icin carpim 0: gergekten (3,3,0) = (2,0,0) + (1, 3,0).

|

Alistirma 9.13 (ki Vektoriin Yerini Degistirmek Isareti Degistirir). u-v x w iiclii skaler ¢arpi-
minda herhangi iki vektorin yeri degistirilirse ¢arpimun isaret degistirdigini gosteriniz.

Coziim.
Ug degisim var; dnce ¢arpimi agik alt: terimli bigimde yazalim:

UV XW = U UyWs + UgVUzWq + UV Wg — U V3Wy — UgUy W3 — UzUg W .
v ile w’nin degisimi. Ters degisme kuraliyla

U-WXV=u-(—VXW)=—u-vxXw.

u ile v’nin degisimi. Acik formiilde u ile v harflerinin rollerini degistiririz:
VU X W = U1UgW3 + VaUgWq + Vgl Wy — V3 U3We — Vylh W3 — UgUp W1 -
Terimleri u indisine gore siralaymca
UgVU W3 + UgVaWy + Uy V3Wy — Ul Wy — Up VW3 — UgUgWy;
bu, ilk formiildeki ii¢ pozitif terimin eksi, ii¢ negatif terimin art1 isaretle yazilmis halidir. Yani v - u x

W=—u-VXWw.
u ile w’nin degisimi. Ayni bicimde w ile w harflerini degistiririz:

WV X U= W Vyls + Walsly + W3V Uy — W1 V3lUy — Weoli Uz — W3VgUq.
Siralayinca
UgVaWy + U V3Wa + UgVy W3 — UgUsWy — UV Wy — Uy VW3,
yine ilk formiiliin igaretleri tersine ¢evrilmig hali.
Determinant diliyle: iki satirin yerini degistirmek determinantin isaretini degistirir; yukaridaki ¢

hesap bu kuralin 3 x 3 durumdaki tam ispatidir.
Sayisal denetim. u = (1,2,3), v=(2,0,0), w = (1,3,0) igin u - v x w = 18. Ote yandan

uxw=(2-0-3-3,3-1-1-0,1-3—2-1) = (-9,3,1),
v-uxw=(200)-(-9,3,1) = —18.

Acik Matematik - acik-matematik.com 246 CC BY-NC-SA 4.0


https://acik-matematik.com
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.tr

9.11 Alistirmalar 247

Aligtirma 9.14 (Noktanin ve Carpinin Yeri Degisebilir). Ayni noktadaki u,v,wiginu-v x w =
u x v - w oldugunu gésteriniz.

Cozim.
Sag taraf, parantezin zorunlu okunusuyla, (u X v) - w’dir; i¢ ¢arpimin simetrisiyle bu w - u x v’ye
esittir. Onceki alistirmayn iki kez uygulariz: u - v x w ifadesinde énce u ile w’nin yerini degistirince
—W -V X u, sonra v ile u'nun yerini degistirince + w - u x v elde ederiz. Iki isaret degisimi birbirini
gotiirdii:

U VXW=W-UXV=UXV-W.

Yani tiglii skaler ¢carpimda “nokta” ile “arp1” isaretlerinin yerini degistirmek sonucu degistirmez; ii¢
vektoriin cevrimsel siras1 korundukeca carpim aynidir.
Sayisal denetim. u = (1,2,3), v = (2,0,0), w = (1, 3,0) icin

uxv=(2-0—-3-0,3-2—1-0,1-0—2-2) = (0,6,—4)

ve (0,6,—4) - (1,3,0) = 18, sol tarafla aynu.
|

Alistirma 9.15 (Vektorel Carpimin Sifir Olmasi). Ayni noktadaki v, w teget vektorleriigin v x w #
0 olmasinin, v ile w’nin lineer bagimsiz olmasina denk oldugunu gosteriniz.

Cozim.
Uzunluk formiiliine gore
2 2 2
v wi=lv]w]—(v w)?
2 2
Bir vektér ancak normu sifirsa sifirdir; demek ki v x w = 0 olmasi, (v-w)2=| v || w |, yani
Schwarz esitsizliginde esitlik olmas1 demektir. Lemma 9.1°a gore esitlik ancak ve ancak v ile w lineer
bagiml iken saglanir. Olumsuzlarim alirsak: v x w # 0 ancak ve ancak v ile w bagimsiz iken.
Sayisal érnek. (2,1,0) x (0,3,1) = (1,—2,6) # 0; iki vektdr bagimsizdir. (1,2, —1) x (—2,—4,2) ise
(4—4,2—2,—4+ 4) = 0; gergekten ikinci vektdr birincinin —2 katidir.
|

Alistirma 9.16 (Paralelkenarin Alani). Ayninoktadaki sifirdan farkli v, w teget vektorleri igin | v x
w || sayismnin, kenarlar1 v ve w olan paralelkenarin alani oldugunu gésteriniz.

Cozim.

Paralelkenarin alani, taban uzunlugu ile yiiksekligin ¢arpimidir. Tabani v alalim: uzunlugu || v |.
Yiikseklik, w’nin ucundan tabanin dogrusuna inen dikmenin uzunlugudur; bu da w’nin v’ye dik
bileseninin uzunlugudur. w’yi v dogrultusundaki bir parca ile ona dik bir par¢aya ayiralim:
W.‘;v—i—h, h:W—W.Z
v v

W =

V.

h gercekten v’ye diktir: h - v =w-v — (w - v) = 0. Yikseklik | h

"dir ve karesi bilineerlikle hesap-

lanar:
2 2 (wev)?  (w-v)? 2
b =] w i -2 5+ v
[l i vl
2 t i 2
i vw)  flviilw —(v-w)
:” w ” - 5 = p) .
vl vl
2
Pay, uzunluk formiiliine gére || v x w ||’dir. Dolayisiyla | h ||=|| vx w || / || v || ve
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alan =[| v [| - | h =] v xw .

Aqiyla soylersek yiikseklik | w || sin®’dir ve alan || v || || w || sin®; Sonug 9.2 ile ayni sonug. v ile w
bagimliysa paralelkenar bir dogru parcasina yassilir, alani 0’dir ve 6nceki alistirmaya gére v x w = 0;
formiil bu durumu da kapsar.

Sayisal denetim. v = (3,0,0), w = (1,2, 0): taban 3, yiikseklik 2 (ikinci koordinat), alan 6. Vektérel
carpim

(0-0-0-2,0-1—3-0,3-2—0-1) = (0,0,6),

normu 6.
| ]

Alistirma 9.17 (Bir Catinin Uglii Skaler Carpimi). e, ey, e bir catiise e; - e5 X e3 = +1 oldugunu
gosteriniz.

Coziim.
€, ile e4 birim ve dik oldugundan aralarindaki a¢i w/2’dir; Sonug 9.21ile || eq X e5 ||[=1-1-sin(7/2) =
1. Ayrica ey X eg hem e, ye hem eg’e diktir. Bu vektori ¢atida acalim (Teorem 9.1):

ey X €3 = (e X e3-e1)e; + (€3 X e3-ey) ey + (€3 X €3 €3) €3

= (eg - e X e3) ey,

ciinkil son iki katsay1 diklik geregi sifirdir (ilk katsayida i¢ carpimin simetrisini kullandik). Iki tarafin
normunu alirsak

L=|e-egxes|lle[[=]e-epxes].

Dolayisiyla e; - eg X e5 = £1.
Iki isaret de ortaya cikar. Dogal catida U, x Uy = U, (Ornek 9.30) oldugundan U; - U, x U = 1; Ornek
9.20'nin catisinda

1 1
r X €= 75 (1:1-0,0— (-1)(1),0) = Z5(1,1,0) = ey,

yine +1. Buna karsilik e, ile e, nin yerini degistirmek (Alistirma 9.13) isareti —1 yapar. Isaret, catinin
“sag elli” mi “sol elli” mi oldugunu soyler; ileride bunu egrilerin ¢atilarini siniflandirirken kullanacagz.
|

Alistirma 9.18 (Ortogonal Matrisin Determinanti). Her 3 x 3 ortogonal matrisin determinantinin
+1 oldugunu gosteriniz.

Cozim.
A ortogonal olsun. Onerme 9.5'e gére satirlari, herhangi bir p noktasinda bir e, e,, €5 catisinin Oklid

koordinatlaridir. Alistirma 9.11°a gére satirlari e, ey, e5’tin koordinatlar: olan determinant, e; - e5 X
e ucli skaler carpimidir:

det A=r¢e; ey X es.

Onceki alistirmaya gére bu say1 +1’dir.
Ornekler. Birim matris icin determinant 1. Ornek 9.28’deki matris igin birinci satira gére acilim

)

yani%—}—%—i—%:l.
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Alistirma 9.19 (Bir Vektoriin Bir Dogrultudaki Bileseni). u bir birim vekt6r olsun. Ayni noktadaki
bir v vektoriiniin u dogrultusundaki bilegeni (component) (v - u) u =|| v || cos ¥ u vektériidiir. v’nin,
v; bu bilesen ve v; - v4 = 0 olmak iizere v = v; + v, biciminde tek tiirlii yazilabildigini gosteriniz.

Coziim.

Once tanimdaki iki yazimin ayni oldugunu gorelim: || u ||= 1 oldugundanv - u =|| v || || u || cos ¥ =||
v || cos ¥ (v # 0 ise; v = 0 i¢in ac1 tanimsiz olsa da || v ||= 0 carpimu sifirlar ve iki taraf da 0°dur).
Varlik. vi = (v - u)u ve vy = v — v, alalim; toplamlari elbette v’dir. Dikligi denetleyelim:

vyru=v-u—(v-u)(lu-u)=v-u—v-u=0,

dolayisiyla vy - vy = (v-u)(u-vy) =0.

Teklik. Daha giicli bir sey gosterelim: v = cu + v/, ve v, - u = 0 ise zorunlu olarak ¢ = v - uve vj =
v,. Gergekten, esitligin iki yaninin u ile i¢ carpimi v - u = ¢ (u - u) + 0 = ¢ verir; 0 zaman cu = v, ve
V) =V — Vv, = V. Yani “u’nun bir kat1 art1 u’ya dik bir vektér” bi¢imindeki ayrigim tektir ve u’nun
kat1 zorunlu olarak bilesendir.

Sayisal érnek. u = %(1,2,2) (normu v9/3 =1) ve v = (3,0,3) olsun. v-u=(3+0+6)/3=3,
dolayisiyla v, = 3u = (1,2,2) ve

vy =(3,0,3) — (1,2,2) = (2,—2,1).

Denetim: v, - u = (2 — 4 + 2)/3 = 0; Pisagor da tutar:

2 2 2
[vI=18=9+9=vi [+ val.

Aciyla: | v ||= 3v/2, cos® = 3/(3v/2) = 1/v/2, | v || cos®? = 3.
|

Aligtirma 9.20 (Paralelyiiziin Hacmi). Ayninoktadaki u, v, w teget vektorleri, v ile w lineer bagimsiz
olsun. Kenarlar1 u, v, w olan paralelyiiziin (parallelepiped) hacminin +u-v X w, yani | u-v x w |
oldugunu gosteriniz.

Cozim.

Paralelytiztin hacmi, taban alam ile yiiksekligin carpimidir. Tabani v ile w’nin gerdigi paralelkenar
alalim; alani Alistirma 9.16 geregi | v X w ||’dir ve bagimsizlik sayesinde sifirdan farklidir (Alistirma
9.15). Taban diizlemine dik birim vektor

V X W
e =——-
[[vxw]

olsun. Yiikseklik, u’nun ucunun taban diizlemine uzakligi, yani u'nun e dogrultusundaki bileseninin
uzunlugu | u - e 'dir: Aligtirma 9.19 ile u = (u - €) e + u, ve u, - € = 0 yazilir; u, nin taban dizle-
minde yattigini gorelim. v, w, e ti¢liisit bagimsizdir: av + bw + ce = 0 esitliginin e ile i¢ carpimi, e
iki vektore de dik ve birim oldugundan, ¢ = 0 verir; kalan av 4+ bw = 0 bagintisindan da v ile w’nin
bagimsizlig1 geregi a = b = 0 ¢ikar. Lemma 9.3 ile bu iiclii bir tabandir; u, = av 4 bw + ce yazilip e
ile i¢ carpim alimirsa ¢ = u, - € = 0, yani uy = av + bw taban diizlemindedir. Dolayisiyla u’nun ucu,
taban diizlemine paralel ve ondan | u - e | uzakliktaki diizlemdedir. Béylece

|u-vxw]|

hacim=||vxw]| - -|u-e|=|vxw]|- =|lu-vxw]|.

v xw]
Isaret, u'nun taban diizleminin e tarafinda m1 (+) &teki tarafinda mi1 (—) oldugunu séyler. v ile w

bagimli olsaydi taban bir dogru parcasina yassilir, hacim 0 olurdu; Alistirma 9.12"e gore iclii carpim da
0’dr, formiil yine dogru kalir.

Sayisal érnek. u = (1,2,3), v=(2,0,0), w = (1,3,0): v x w = (0,0, 6), taban alan1 6, e = (0,0, 1),
yikseklik | u-e | =3, hacim 18 = u - v x w.
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hacim = alan - yiikseklik z

=6-3=18 5 ]

alan = [v x w| = 6

Sekil 9.5: Kenarlari u = (1, 2, 3), v = (2, 0, 0) ve w = (1, 3, 0) olan paralelyiiziin tabani, xy diizleminde

duran tarali paralelkenardir; alan1 |v x w| = 6'dir. Taban diizlemine dik birim vektér e = (0, 0, 1) yesil

okla gosterilmistir ve w’nun ucundan tabana inen kesikli dikme, yiitksekligin u - e = 3 oldugunu okutur.
Hacim taban alani ile yitksekligin carpimidir: 6 - 3 =18 =u - v x w.

Alistirma 9.21 (Ust Yar1 Uzay Aciktir). p; > 0 kosulunu saglayan biitiin p noktalarinin kiimesinin
acik oldugunu gésteriniz. (Ipucu: her i i¢in | p; — ¢; | < d(p,q).)

Cozim.
Ipucunun ispati. Uzaklik formiiliinde kok igindeki toplamin ti¢ terimi de negatif degildir; birini birakip
otekileri atinca toplam kii¢tliir ya da ayni kalir:

i~ | = V(0 — 4:)* < V(01 — @) + (0 — 42)2 + (D3 — ¢5)2 = d(P, Q).

Yani iki noktanin herhangi bir koordinattaki farki, aralarindaki uzaklig1 asamaz.
Aciklik. Kiimeye O diyelim, p € O olsun; p; > 0. ¢ = p; alalim. q € N_(p) ise ipucuyla | p3 — g5 | <
d(p,q) < ps, dolayisiyla

g3 >p3— | p3—q3 | >p3—p3 =0.

Yani q € O ve N_(p) C O. O agiktir. Geometrik olarak: zy diizleminin iistiindeki bir noktanin gevre-
sine, yaricap1i noktanin diizleme uzakligi kadar bir yuvar koyarsak yuvar diizleme ancak dokunur, altina
gecmez.

|

Alistirma 9.22 (Birim Kiire Acik Degildir). S, p? + p3 + p3 = 1 kosulunu saglayan biitiin p nokta-
larinin kiimesi olsun. S’yi betimleyiniz ve acik olup olmadigina karar veriniz.

Coziim.
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2

Kosul || p ||= 1, yani || p ||= 1 demektir: S, merkezi orijin ve yaricap1 1 olan birim kiiredir; yalnizca
kiirenin ytizeyi, ici degil.

S agik degildir. p = (1,0,0) € S noktasii alalim. Herhangi bir € > 0 icin q = (1 4+ /2, 0, 0) noktas:
d(p,q) = €/2 < € saglar, yani N_(p)’dedir; ama || q ||=1+¢/2 # 1, yani q ¢ S. Demek ki p’nin
hicbir komsulugu S’nin i¢inde kalmaz. (Aslinda S nin her noktasi igin aym sey gecerlidir: p € S icin
(14 &/2) p noktas1 komsuluktadir ama normu 1 degildir.) Bir yiizey “kalinliksizdir”; hicbir yuvar bir
ylizeyin i¢ine sigmaz.

$: Ipl =1

birim kiire

dlp,q)=¢/2=1/4<¢

N.(p)

TS e=1/2

N,

(z = 0 kesiti)

q=(5/4,0,0)
lql =5/4 #1
S'de degil

Sekil 9.6: S: |p| = 1 birim kiiresinin z = 0 kesiti kalin cemberdir; kiime yalnizca yiizeydir, cemberin
ici S'ye ait degildir. p = (1, 0, 0) noktas1 S’nin tizerindedir, ama yarigap1 € = 1/2 olan Ni(p) komsgulugu
cemberin hem icine hem digina tagar. Komsuluktaki q = (5/4, 0, 0) noktas: p’ye yalnizca /2 = 1/4
uzakliktadur, fakat |q| = 5/4 # 1 oldugundan S'de degildir. £ ne kadar kiiciiltiiliirse kiiciiltiilsiin ayn1 sey
olur: bir yiizeyin kalinlig1 yoktur, hicbir yuvar onun icine sigmaz, bu yiizden S acgik degildir.

Alistirma 9.23 (Diizlemin Disinda Kalan Noktalar). S, p; # 0 kosulunu saglayan biitiin p noktala-
rinin kiimesi olsun. S’yi betimleyiniz ve acik olup olmadigina karar veriniz.

Cozim.

S, zy diuzlemi (p; = 0) disindaki biitiin noktalardir: diizlemin tstiindeki yar1 uzayla altindaki yar1
uzayin birlesimi.

S aciktir. p € Sigin € = | p3 | > 0 alalm. q € N,(p) ise, Alistirma 9.21'daki ipucuyla, | g3 — p3 | <
d(p,q) < | p3 |- Bu, g3’tin p4 ile ayn1 isarette olmasi demektir: p; > 0ise g3 > p3 — | p3 | = 0; p3 <
0 ise g3 < p3 + | p3 | = 0. Her iki durumda ¢4 # 0, yani q € S. Béylece N_(p) C S ve S agiktir. Iki
acik yar1 uzayn birlesimi agik ¢ikti; genel olarak agik kiimelerin birlesimi agiktir, ¢iinkii bir noktay1
iceren parcanin komsulugu birlesimin de i¢indedir.

|

Alistirma 9.24 (Bir Dogrusu Eksik Diizlem). S, p; = p, # p; kosulunu saglayan biitiin p noktala-
rinin kiimesi olsun. S’yi betimleyiniz ve acik olup olmadigina karar veriniz.

Cozim.
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Dy = Py kosulu, z eksenini iceren ve xy diizlemini = y dogrusu boyunca kesen bir diizlemi tanimlar.
D3 # p; kosulu bu diizlemden p; = py, = p5 noktalarini, yani orijinden gecen (1,1,1) dogrultulu
dogruyu cikarir. S, bu diizlemden bir dogru ¢ikarilmug halidir; 6rnegin (1,1,0) € S, ama (1,1,1) ¢ S
ve (1,0,5) ¢ S.

S acik degildir. Herhangi bir p € S ve herhangi bir € > 0 alalim; q = (p; + /2, p,, p3) olsun.
d(p,q) =€/2 < g,amaq; = p; + £/2 # py = qy; q diizlemin digina gikmigtir ve S’de degildir. Demek
ki $’nin hi¢bir noktasinin hicbir komsulugu S’de kalmaz. Bir diizlemin herhangi bir (bog olmayan) alt
kiimesi agik olamaz: diizlemin kalinlig1 yoktur, oysa yuvarin vardir.

|

Alistirma 9.25 (Bir Silindirin I¢i). S, p? + p2 < 9 kosulunu saglayan biitiin p noktalarinin kiimesi
olsun. S§’yi betimleyiniz ve a¢ik olup olmadigina karar veriniz.

Cozim.

Kosul, noktanin 2z eksenine olan uzakliginin (1/p? + p3) 3’ten kiiciik olmasi demektir; p; iizerinde
kosul yoktur. S, ekseni z ekseni ve yaricap1 3 olan sonsuz dairesel silindirin i¢idir (silindir ytizeyi dahil
degil).

S aciktir. p € Sicinr = \/p? + p2 < 3olsunvee = 3 —r > 0 alam. q € N_(p) ise, p = (p;,P5,0)
ve q = (4,9, 0) golge noktalariyla ¢alisalim. Ugiincii koordinat farkini atmak uzaklig: kiigiiltiir ya da
aym birakir: || @ — p [|[< d(p, q) < e. Uggen esitsizligiyle

vat+a=lal<ipl+lla-pl<r+e=3.

Yani q € S. Bu, acik yuvarin acikligini veren akil yiiriitmenin gélge noktalarina uygulanmis halidir.
]

Alistirma 9.26 (Yonli Tiirev Gradyanla I¢ Carpimdir). f, R? iizerinde diferansiyellenebilir bir
fonksiyon ve Vf = 3 (0f/0z;) U; onun gradyan: olsun (Alistirma 6.17'da grad f diye yazmustik). p
noktasindaki her v teget vektori icin

v[fl=df(v) =v-(V/)p)
oldugunu gosteriniz.

Coziim.
[k esitlik diferansiyelin tanimidir (Tanim 5.5): d f(v) = v[f]. Ikincisi i¢in Lemma 3.1'nii hatirlayalim:

vin=% w2

= 0z

Ote yandan (Vf)(p), vektér kismi ( aa—wfl(p)7 aa—wfz(p), g—ggfe‘(p) ) olan, p noktasindaki teget vektordiir.
v = (vq, vy, v3),, ile i¢ carpimu, tanim geregi, karsilikli koordinatlarin ¢arpimlarinin toplamidir; bu da
yukaridaki toplamin kendisidir.

Sayisal rnek. f = x?y+ 2, p = (1,2,0), v = (3,—1,2). Kismi tiirevler (2zy,x2,1), p'de (4,1,1);
dolaywsiylav - (Vf)(p) = 12 — 1 4+ 2 = 13. Dogrudan tanimla (Tanim 3.1) denetleyelim: f(p + tv) =
(1+3t)2(2—1t)+ 2t ve

%|t:o [(1+38)2(2—1)+2t]=6(1)(2) — (1)> +2 = 13.

Alistirma 9.27 (Gradyanin Uzunlugu En Biiyiik Yénlii Tiirevdir). f, R? iizerinde diferansiyellene-
bilir ve V f =3 (9f/0z;) U; olsun. p noktasmnda
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3
1 N®) =3 2L w7

sayisinin, p’deki biitin birim u vektorleri tizerinden u[f] yonli tiirevlerinin en biyigi oldugunu
gosteriniz. Ayrica (V f)(p) # 0 ise en bilyiik degerin yalmizcau = (V£)(p)/ || (Vf)(p) | igin alindigin1
gosteriniz.

Cozim.
Kisaca g = (Vf)(p) yazalim; normu, tanim geregi, kismi tiirevlerin karelerinin toplamimin kareko-
kiidiir. Onceki alistirmaya gore her birim u i¢in u[f] = u - g. Schwarz esitsizligiyle

ufl=u-g<|u-g|[<[ullllgl=lgl-

Yani hi¢bir birim vektordeki yénlii tiirev || g ||’yi asamaz. Bu tist sinira ulagilir mi? g = 0 ise her u[f] =
0 =|| g ||; en bityiik deger 0°dir ve her birim vektorde aliir. g # Oise uy = g/ || g || birim vektorii i¢in

uo[/] =%=n g

sinira ulagilir, en bityiik deger || g ||’dir.
Teklik. u birim ve u - g =|| g || olsun. O zaman Schwarz esitsizliginde esitlik V%rdlr; Lemma 9.1'a gore

u = cg bi¢imindedir. | u |= 1 oldugundan | ¢ | =1/ | g |, veu-g = c|| g ||> 0 olmas: gerektigin-
denc > 0;yaniu=g/ || g |= u,.

Sozle: gradyan, fonksiyonun en hizl arttig1 yonii gosterir ve uzunlugu bu en hizl artis oranidr.
Sayisal rnek. f = 2%y 4+ zve p = (1,2,0) icin g = (4,1,1), || g |= V18 = 3v/2 ~ 4, 24. En biiyitk
tiirev u, = ﬁ(él, 1,1) yéniindedir ve degeri 18/(3v/2) = 3+/2. Karsilagtirma i¢in u = \/%(3, -1,2)
birim vektoriinde u[f] = 13/V14 ~ 3,47 < 4, 24.

|

1 Nabla yazimi

Vektor analizinde grad f, rot V ve div V yerine sik stk Vf, V XV ve V.V yazilir. Bu yazim,
V’y1 bilesenleri 8/9z; olan bicimsel bir vektor gibi gériip i¢ carpimla vektorel carpimin formiillerini
ona uygular: V=3 fU; icin V-V =3 0f;/0z;, V x V ise bilesenleri 9/0z; olan “vektdrle”
V’nin bicimsel vektorel ¢carpimidir. Bu ii¢ islemin dis tiirevle iligkisini Alistirma 6.17, Alistirma 6.18
ve Alistirma 6.19'de incelemistik.

Alistirma 9.28 (A¢1 Fonksiyonu). f ve g, 0’1 iceren bir I acik araliginda diferansiyellenebilir, f? +
g% = 1 kosulunu saglayan fonksiyonlar olsun; 9 sayist f(0) = cosd,, g(0) = sin ¥, kosullarini saglasin.
I tizerinde

00 =0+ [ (£~ 9f) (w)du
0

fonksiyonunu tamimlayalim. f = cos ¥ ve g = sin ¥ oldugunu ispatlayiniz.

Coziim.
Hazirlik. 9 diferansiyellenebilirdir ve tiirevi integrandin kendisidir: ' = fg’ — gf’. Ayrica f2 + g% =
1 dzdesliginin tirevini alirsak 2f f* + 2g¢g’ = 0, yani

[ +499" =0.

Yontem. Iki fonksiyonun farkinin karelerinin toplami h = (f — cos9)? + (g — sin¥)? olsun. 9(0) =
¥y oldugundan f(0) = cos¥(0) ve ¢g(0) = sin¥(0), yani h(0) = 0. b’ = 0 oldugunu goésterirsek h
sabit, dolayisiyla her yerde 0 olur; bu da iki karenin de sifir olmasi, yani f = cos?d ve g =sind
demektir.

Tiirev. Zincir kuraliyla (cos 9)" = —¢’ sind ve (sin®)” = 9’ cos 9. Dolayisiyla
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h/

5= (f —cos?)(f + 9 sind) + (g —sin®) (g’ — ¥ cos?)

=(ff' +99)+¥ (fsind —gcos?) — (f' cos? + ¢’ sin )
—1 (sin ¥ cos ¥ — sin ¥ cos ).

Son parantez sifirdir, birinci parantez hazirlik geregi sifirdir. Kalan iki terimin birbirini gétiirdiigini
gostermeliyiz; ¢ = fg' — gf’ yazalim:

¥ (fsind — gcos?) = f2g’ sind — fgg’ cos¥ — fgf sin + g% f’ cosd.
f?=1—g%ve g? =1 — f? yerine koyunca

= ¢’ sind — g?¢’ sin¥ — fgg’ cos¥ — fgf sin®d + f' cos¥ — f2f cos®

= g'sind + f' cosV — gsind (gg" + ff') — fcosV (99" + ff)

= ¢’ sind + f’ cosd,
cinkii f f" 4+ gg’ = 0.Bu, k' /2 ifadesindeki —(f’ cos ¥ + ¢’ sin ) terimini tam olarak gotiiriir. Boylece
h" =0,h=h(0) =0ve f =cosd, g =sind.
Sonucun anlami. f? + g> = 1 oldugundan (f(t), g(t)) noktast her ¢ icin birim ¢ember iizerindedir ve
bir acinin kosiniisti ile sintisidiir; ama her ¢ icin ayr1 ayr1 segilen acilar 27’ nin katlari kadar ziplayabilir.
Alistirma, biitiin I araliginda gegerli, tistelik diferansiyellenebilir tek bir ac1 fonksiyonu ¢ bulundugunu

soyler. Ileride diizlem egrilerinin teget yoniinii bir actyla izlerken bu olguya dayanacagiz.
Sayisal 6rnek. f = cos 2t, g = sin 2t, ¥ = 0 alalim. O zaman

fg' —gf =cos2t-2cos2t—sin2t- (—2sin2t) = 2,

dolayisiyla ¥(t) = 0+ fot 2 du = 2t; gergekten f = cos 2t = cos ¥ ve g = sin J.
|

Alistirma 9.29 (i¢ Carpim Uzunluklarla Belirlenir). Ayni noktadaki her v, w teget vektorii icin

2 2
v+ w| = f[v—w]
W= 4

oldugunu gosteriniz.

Cozim.
Bilineerlik ve simetriyle iki normu agalim:

2 2 2 2 2 2
[v+wl=lvi+2v-w+lwl, [v-w]=[v]-=2v-w+|w].

Farklar1 4 v - w’dir; 4’e boliince 6zdeslik ¢ikar. Anlami sudur: i¢ carpim, normdan (yani uzunluklardan)
geri kazanilabilir; uzunluk 6l¢meyi bilen biri agilar1 da 6l¢ebilir.

Sayisal denetim. v = (1,2,—1)vew = (—1,0,3) icin v + w = (0, 2,2), normunun karesi 8; v — w =
(2,2, —4), normunun karesi 24. (8 — 24) /4 = —4, Alistirma 9.1’de buldugumuz v - w ile ayni.

|

Alistirma 9.30 (iki Birim Vektorii Catiya Tamamlamak). Ayninoktadakie; = \/Lé (1,2,-1)vees =

\/Lﬁ(?), —1, 1) vektorleri ortogonal birim vektorlerdir. eq, e5, e5 bir ¢at1 olacak bi¢imde bir e, bulunuz.

Coziim.

Once verilen bilgiyi denetleyelim. Normlarin kareleri (1+4+1)/6=1ve (9+1+1)/11=1; ic
carpim (3 — 2 — 1)/4/66 = 0. Gergekten ortogonal birim vektorlerdir.

ey, hem e;’e hem ej’e dik bir birim vektér olmalidir. Vektoérel ¢arpim tam bunu iretir: e; x ey iki
vektore de diktir (Lemma 9.5) ve uzunlugu || e5 || || €1 || sin(7/2) = I’dir (Sonug 9.2). Hesaplayalim;
kesir ¢arpanlarini digarida tutarak (3,—1,1) x (1,2, —1):
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(D) = M)(2), (H)A) = B)(=1), B)(2) = (1)) ) = (=1,4,7).

Dolayisiyla e, = e3 x €, = \/Le*ﬁ(_l’ 4,7). Denetim: || (—1,4,7) ||= 1+ 16 4+ 49 = 66, yani e, birim-
dir;

(_174’7)(1’27_1):_1+8_7:07

(—1,4,7) - (3,-1,1) = —3—4+7=0.

o e

€1, €y, €3 bir catidir. —e, de ayni isi goriir; aradaki fark catinin “elliligi”, yani e - e; X e3’lin isaretidir
(Alistirma 9.17).
]

Alistirma 9.31 (Dénen Cati). Her 6 gercel sayisi i¢in, ayni noktadaki
e; = (cosf,siné,0), ey = (—sinb,cos0,0), es = (0,0,1)
teget vektorlerinin bir cat1 olusturdugunu gosteriniz.

Cozim.
Normlarin kareleri cos? 6 + sin? § = 1, sin? @ + cos? = 1 ve 1. Karsihikl i¢ carpimlar

e ey =—cosfsinf +sinfcosf =0, e; - e3 =0, ey -e3=0.

Alt1 kosul her 6 icin saglanir. Bu ¢ati, dogal ¢atinin z ekseni cevresinde 6 acisiyla dondiiralmis halidir;
6 = 0 dogal catiy1, § = /4 ise Ornek 9.20"deki gatiy1 verir. Durus matrisi

cosf sinf 0
A(0) = | —sinf cosf 0
0 0 1

ve determinanti
cos f(cos — 0) —sinf(—sin§ — 0) + 0 = cos? @ +sin? 0 = 1

olur; bu, Alistirma 9.18 ile uyumludur. 6 degisirken cat1 siirekli doner: bu, bir egri boyunca yerlestiri-
lecek “hareketli cati”nin en basit drnegidir.
]

Bu béliimde i¢ ¢arpimdan uzunlugu, agiyr ve uzaklig: tiirettik, catilari ve ortonormal acilimi kurduk,
vektorel carpimu inceledik; bir sonraki béliimde (Egriler: Yay Uzunlugu ve Birim Hiz) bu araglari egrilere
uygulayip hiz vektoriiniin uzunlugunu, yani siirati, ve egri boyunca alian yolu olcecegiz.
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10.1

10. Egriler: Yay Uzunlugu ve Birim Hiz

Onceki béliimde (I¢ Carpim) uzunluk ve ac1 6lgmenin aracini, i¢ carpimi, kurduk: bir teget vektoriin
normu, iki vektor arasindaki aci, diklik ve cati kavramlarinin hepsi bu tek islemden ¢ikti. Bu béliimde
ayni araci Uzayda Egriler bolimiinde tanidigimiz hareket eden noktalara uyguluyoruz. Hiz vektoriniin
uzunlugu noktanin o anda ne kadar hizh gittigini séyler; bu uzunlugun zaman tizerinden integrali de ne
kadar yol alindigini verir.

Bir egrinin geometrisini incelerken rotanin hangi siiratle dolasildig1 ¢ogu zaman 6nemsizdir; 6nemli olan
rotanin nasil kivrildig1 ve bukildagudir. Bu yiizden bolimiin ana teoremi, hi¢ durmayan her egrinin
sabit birim siiratle dolagilan bir kopyasmin bulundugunu séyler. Bu kopyada parametre dogrudan yol
uzunlugunu 6l¢er; ileride egrilik ve burulmayi tanimlarken butiin hesaplar bu sayede sadelesecek.
Bolimiin ikinci yarisinda egri boyunca taginan oklara, yani egri tizerindeki vektor alanlarina bakacagiz.
Hizin tiirevi olan ivme bunlarin ilk 6rnegidir. Bu alanlar1 toplamayi, ¢carpmayi ve tiirevlerini almayi
ogrenecek, tiirevin lineerlik ve Leibniz kurallarim ispatlayacagiz. Sabit uzunluklu bir alanin tiirevine dik
oldugunu ve tiirevi sifir olan alanlarin paralel oldugunu gorecegiz; bu kiiciik gézlemler, egrileri hareketli
catilarla incelerken siirekli igimize yarayacak.

Siirat ve Yay Uzunlugu

Bir o : I — R? egrisinin ¢ anindaki hiz vektorii o () (Tanim 4.2), uygulama noktasi a(t) olan bir teget
vektordiir. Yoni hareketin o andaki dogrultusunu gésterir. Peki uzunlugu neyi gésterir? I¢ ¢arpim bélii-
miinde bir teget vektoriin normunu vektoér kisminin normu olarak tanimladik (Tanim 9.4); dolayisiyla hiz
vektoriiniin uzunlugunu odlgebiliriz. Bu uzunluk, hareket eden noktanin hizélgerinin gosterdigi sayidir:
birim zamanda alinan yol.

Alman toplam yola gelince, fizikteki kural yol gostericidir. Kisa bir At zaman diliminde nokta yaklagik
v(t) At kadar yol alir; bu kiigiik pargalar toplanir ve At — 0 limiti alinir. Sonug, siiratin zamana gore
integralidir.

Tanim 10.1 (Siirat, Yay Uzunlugu ve Egri Parcas1). « : I — R3 bir egri olsun.

o’nin t € I anindaki siirati (speed), hiz vektoriiniin uzunlugu olan v(t) =|| o/ (¢) || sayisidir. Béylece
stirat, I tiizerinde tanimh gercel degerli bir v fonksiyonudur.

a < bsayilar: I'daise a’'nin t = a’dan t = b’ye yay uzunlugu (arc length)

b
[ o
sayisidir.

[a, b] kapali aralig1 I’nin i¢indeyse o’nin bu araliga kisitlanmasina bir egri pargasi (curve segment) denir
ve o : [a,b] — R3 ile gosterilir. o’nin uzunlugu L(o), o’nin a’dan b’ye yay uzunlugudur.

Yani stirat noktanin o anki hizélger degeri, yay uzunlugu ise bu degerin zaman boyunca birikimi, kisacasi
gidilen yoldur.

Stirati koordinatlarla yazalm. o = (v, ay, a3) ise hiz vektdriiniin vektor kismu (o (t), a5(t), a5(t) )
uclisiidiir; normu vektoér kisminin normu oldugundan

1/2
, day 2 day 2 dag 2\
v=letli=\\ ) *& ) &

olur. Bunu yay uzunlugu tanimina koydugumuzda tek degiskenli analizden tanidik formiil ¢ikar:

b
/ Vi (82 + ab(t)? + aj(t)2dt.
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258 Boliim 10. Egriler: Yay Uzunlugu ve Birim Hiz

Iki kiiciik not. Birincisi, siirat bir sayidir, hiz ise bir vektordiir; ikisini karistirmayacagiz. Siiratin hicbir
anda sifir olmamasi, hiz vektoriiniin hicbir anda 0 olmamasi demektir, yani egrinin diizgiin olmasi (Tanim
4.6) siiratin her yerde pozitif olmasina denktir. Ikincisi, yay uzunlugu integrali her zaman vardir: o
fonksiyonlar: tiirevlenebilir oldugundan siireklidir, kareleri toplaminin karekokii de siireklidir ve siirekli
bir fonksiyon kapali aralikta integrallenebilir.

1 Egri parcasiin ug noktalari

Bir egri parcasi o : [a,b] — R3, acik bir I araliginda tamimli bir egrinin kisitlamasidir ve [a, b]
tamamen I’nin i¢cindedir. Bu yiizden a ve b u¢ noktalarinda da hiz vektori iki yanl limitle tanimlidir;
tek yanl tiirevlerle ugrasmak gerekmez. L(o) yalnizca o’nin [a, b] tizerindeki degerlerine baghdir;
o’nin bu araligin disinda ne yaptig1 uzunlugu etkilemez.

Ornek 10.1 (Helisin Siirati ve Bir Turunun Uzunlugu). a > 0,b # 0 i¢in a(t) = (acost, asint, bt)
helisinin (Ornek 4.2) siiratini bulalim. a = 3, b = 4 icin t = 0’dan t = 27’ye (bir tam tur) ve t = 0’dan ¢t =
7/2’ye yay uzunluklarini hesaplayalim.

Coziim.
Koordinat fonksiyonlarinin tiirevleri —a sint, a cost ve b’dir; hiz vektori

o/ (t) = (—asint, acost, b)

olur. Siiratin karesi, vektor kisminin kendisiyle i¢ carpimidir:

2
| & (t) ||= a?sin?t + a® cos® t + b? = a? + b2.

Dolayisiyla v(t) = Va2 + b2: helisin siirati sabittir ve t’ye bagh degildir. Bunu c ile gosterecegiz. a =
3,b=4icinc=+v9+16 = 5.

Siirat sabit oldugundan yay uzunlugu integrali kolaydir. Bir tam turun uzunlugu
2m
/ 5dt = 10w ~ 31,4
0

ve ¢eyrek turun (¢ = 0’dan ¢ = 7/2’ye) uzunlugu 5-7/2 = 5w /2 ~ 7,85’tir. Ceyrek turda nokta
(3,0,0)’dan (0, 3, 27)’ye gider. Ayni iki nokta arasindaki dogru pargasinin uzunlugu v'9 + 9 + 472 =~
7,58 dir; helis tizerinden gidilen yol, beklendigi gibi, kestirmeden uzundur.

Yolun neden ct oldugunu sezgiyle de gorebiliriz: nokta her an ¢ birim/saniye siiratle gittiginden ¢
saniyede ct birim yol alir.
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bir tam tur: 107 ~ 31,4

81

67T

47

a(n/2) = (3,0, 4)
uzunluk 5

a(nt/2) = (0, 3, 2m)

57m/2 ~ 7,85

a'(0) =(0, 3, 4)
uzunluk 5

Sekil 10.1: a =3, b =4 icin a(t) = (3cos t, 3sin t, 4¢) helisinin x* + y* = 9 silindirine sarilan bir tam turu
(ince gri) ve t = 0’'dan ¢ = /2ye ¢eyrek turu (kalin turuncu). Mavi oklar a(0) = (3, 0, 0) ve a(m/2) =
(0, 3, 2m) noktalarindaki hiz vektorleridir; vektor kisimlari (0, 3, 4) ve (-3, 0, 4) farkli olsa da ikisinin
de uzunlugu 5'tir, ¢linki helisin siirati sabittir. Siirat sabit oldugundan ¢eyrek turun uzunlugu 5 - /2
= 5m/2 ~ 7,85'tir; ayni iki noktay1 birlestiren kesikli dogru parcasi ise yalnizca ~ 7,58 uzunlugundadir:

egri tizerinden gidilen yol kestirmeden uzundur.
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260 Boliim 10. Egriler: Yay Uzunlugu ve Birim Hiz

Ornek 10.2 (Dogrunun Siirati ve Bir Parcasinin Uzunlugu). q # 0 icin a(t) = p + tq dogrusunun
(Ornek 4.1) siiratini ve t = a’dan t = b’ye yay uzunlugunu bulalim; sonucu (a) ile a(b) arasindaki Oklid
uzakligiyla karsilagtiralim. p = (1,2,0), g = (2,—1,3), a = 0, b = 2 i¢in sayilar1 yazalim.

Cozim.

Koordinat fonksiyonlar1 o (t) = p; + tg; oldugundan tiirevleri sabit g; sayilaridir; hiz vektérii her ¢
icin g4, yani vektdr kismi g olan teget vektordiir. Sirat v(t) =|| q || sabittir.

Yay uzunlugu

b
/ lalldt=(b—a)lql

olur. Ote yandan a(b) — a(a) = (b — a)q oldugundan iki u¢ nokta arasindaki Oklid uzakligi (Tanim
9.3)

d (afa),a®) )= (d-aaqll=®-a)lal

¢ikar; burada b — a > 0 oldugundan | b — a | = b — a yazdik. Bir dogru parcasi boyunca gidilen yol, ug
noktalar1 arasindaki uzakliga esittir. Bu, yay uzunlugu taniminin dogru parcalarinda bildigimiz uzunluk
kavramiyla uyustugunu gosterir.

Sayisal durumda || q ||= V4 + 1 + 9 = v/14’tiir; t = 0’dan t = 2’ye yay uzunlugu 2v/14 ~ 7,48 olur.
Uc noktalar «(0) = (1,2,0) ve «(2) = (5,0,6) dir; aralarindaki uzaklik /16 4 4 + 36 = /56 =
2+/14, yani ayni sayidr.

|

Ornek 10.3 (Degisken Siiratli Bir Egri). Silindir ile kiirenin kesisimini dolasan
a(t) = ( 1+ cost,sint, 2sin(t/2) )
egrisinin siiratini bulalim ve siiratin sabit olmadigini gésterelim.

Cozim.
Hiz vektdriiniin vektér kismui (—sint, cost, cos(t/2) )'dir; iiclinci koordinatta zincir kural
2cos(t/2) - 3 = cos(t/2) verdi. Siiratin karesi

2 t t
| & (t) ||=sin?t + cos? t + cos? 3= 1 + cos? 2
yani v(t) = /1 + cos2(t/2) olur. Bu say1 1 ile v/2 arasinda gidip gelir: t = 0°da cos 0 = 1 oldugundan
v(0) = V/2; t = w’de cos(m/2) = 0 oldugundan v(7) = 1; t = 27’°de yine /2. Nokta kiirenin ekvato-
runu gecerken en hizli, kuzey kutbundan gegerken en yavastir. Siirat sabit olmadigi i¢in yay uzunlugu
artik “stirat ¢arp1 zaman” degildir; ¢ = 0’dan t = 27’ye yay uzunlugu

2 t
/ 1/1+4 cos? —dt
0 2

integralidir. Bu integralin ilkel fonksiyonu elemanter fonksiyonlarla yazilamaz (bir eliptik integraldir);
sayisal integralle degeri yaklagik 7,64 bulunur. Ilkel bulunamasa bile integral vardir ve yay uzunlugu
iyi tanimlidir.

|

Ornek 10.4 (Bir Parabol Pargasimin Uzunlugu). «o(t) = (¢,t2,0) paraboliiniin 0 < ¢ < 1 pargasinin
uzunlugunu bulalim ve u¢ noktalari birlestiren dogru parcasinin uzunluguyla karsilastiralim.

Coziim.
Hiz vektoriiniin vektor kismi (1, 2t,0), siirat v(t) = v/ 1 + 4¢2’dir. Aranan uzunluk fol V14 4t2dt
integralidir. Bunun bir ilkeli

Acik Matematik - acik-matematik.com 260 CC BY-NC-SA 4.0


https://acik-matematik.com
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.tr

10.2

10.1 Stirat ve Yay Uzunlugu 261

F(t):% 1+4t2+ilog(2t+\/l+4t2)

fonksiyonudur (log dogal logaritmadir). Bunu tiirev alarak dogrulayalim. Ilk terimin tiirevi

1 t 4t 1+ 8t2
V144824 - *
2 2 V1442 2v1+ 422

olur. Ikinci terimde g(t) = 2t + v/1 + 4t2 dersek ¢’ (t) = 2 + 4t/v/1 + 4t2, yani

) = 2 (V1442 +2t)  2g(t)
g= V142 VIt 42

bulunur; boylece

Iki tiirevi toplarsak

1482 +1 1+ 4t2
F'(t) = = =/1+ 4¢2
®) 24/1 + 4¢2 V1 + 4¢2

cikar; F' gercekten siiratin ilkelidir. F'(0) = 0 oldugundan uzunluk

5 1
L=F(1)= \/7_+Zlog( 2+\/5)% 1,118 4+ 0,361 = 1,479
olur. U¢ noktalar (0, 0,0) ile (1,1, 0) arasindaki uzaklik v/2 ~ 1,414 tiir; parabol yay1, uglarini birles-
tiren dogru parcasimdan uzundur. fleride (alistirmalarda) iki nokta arasindaki en kisa yolun her zaman
dogru parcast oldugunu ispatlayacagiz.
|

Birim Hizli Yeniden Parametrelendirme

Aynu rota farkl siiratlerle dolagilabilir: ¢ - (cost,sint,0) ve t > (cos 2t,sin 2¢,0) egrilerinin ikisi de
birim daireyi dolasir, ama ikincisi iki kat hizlidir. Rotanin kendisiyle ilgilendigimizde bu siirat farki
guriltidir. Guriltiden kurtulmanin en temiz yolu, rotay: her an 1 siiratle dolasan bir egri se¢mektir:
boyle bir egride bir saniyede bir birim yol alinir, parametre ile yol uzunlugu cakisur.

Siiratinin her yerde 1 oldugu, yani her s i¢in || 8'(s) ||= 1 olan bir /3 egrisine birim hizl1 egri (unit-speed
curve) denir. Asagidaki teorem, hi¢ durmayan her egrinin béyle bir yeniden parametrelendirmesi (Tanim
4.3) bulundugunu soyler. 1spat, tanimi anlamak kadar 6nemlidir; icinde kurulan gésterim ileride siirekli
kullanilacak.

Teorem 10.1 (Birim Hizli Yeniden Parametrelendirme). o : I — R? diizgiin bir egri olsun. o’nin
birim hizly bir 8 yeniden parametrelendirmesi vardur.

ispat.
I’da bir a sayisi sabitleyelim ve hert € I igin

s(t) = / | o (u) || du

sayisint tanimlayalim. s’ye a’nint = a tabanlh yay uzunlugu fonksiyonu (arc length function based
at t = a) denir: t > a icin s(t), a’dan t’ye gidilen yoldur; t < a icin s(t), t’den a’ya gidilen yolun
eksilisidir; s(a) = 0. Ispati adimlara bélelim.

Adim 1: $'nin tiirevi stirattir. Siirat fonksiyonu v(u) =|| o’ (u) ||, koordinat tiirevlerinin kareleri topla-
minin karekokii oldugundan siireklidir. Analizin temel teoremine gore siirekli bir fonksiyonun a’dan t’ye
integrali t’ye gore tiirevlenebilirdir ve tiirevi integrandin t deki degeridir:
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d
ZM=ot) =] '@ |-
a diizgiin oldugundan o' (t) hi¢hir zaman 0 degildir, yani hert igin ds/dt > 0.
Adim 2: s kesin artandir ve goriintiisii bir acik araliktir. £; < ¢, ise

s(ty) — s(t,) = / " o(u) du > 0,

1

ctinkii integrand pozitif ve siirekli, aralik pozitif uzunluktadir. Béylece s kesin artandir; ozellikle birebirdir.
J = s(I) goriintiisiine bakalim. s siirekli oldugundan ara deger teoremi geregi J bir araliktir: J deki iki
saymn arasindaki her sayi da J dedir. J ’nin en biiyiik elemani yoktur: s(t,) € J ise I agik oldugundan
I’da ty’dan biyiik bir t; vardwr ve s(t;) > s(ty) dir. Ayni nedenle en kiigiik elemami da yoktur. Ug
noktalarini icermeyen bir aralik agiktir; demek ki J bir acik araliktir.

Adim 3: ters fonksiyon. s : I — J birebir ve rten oldugundan bir ters fonksiyonu vardir; onut = t(s) ile
gosterecegiz: t(s(ty)) = t, ve s(t(sy)) = So. Bu ters fonksiyon da kesin artandir (s; < s, iken t(s;) >
t(sy) olsaydi s artan oldugundan s, > sy ¢ikardi). Ayrica siireklidir. Kesin artan bir fonksiyonun her
noktada sol ve sag limitleri vardir: s, € J igin t(sy) = sup{t(s) : s < sy} ve t(sg) = inf{t(s) : s >
o}, idistelik t(sg) < t(sy) < t(sg). Bu esitsizliklerden biri kesin olsaydi, érnegin t(s,) < t(s3) olsayds,
t(sq) ile t(sg) arasindaki higbir sayi t’nin goriintiisinde bulunmazdy; oysa gorintii I arahgidir ve bu
sayuar I’nin iki elemani arasinda kalr. Demek ki iki limit de t(s) a esittir, yanit her s, da siireklidir.
Adim 4: ters fonksiyonun tiirevi. Tek degiskenli analizin ters fonksiyon kuralini bu durumda dogrudan
gorelim. sq = s(ty) olsun ve s # s, t = t(s) yazalim; t birebir oldugundan t # t, dir. Fark oramin ters
cevirelim:

t(s) —t(sy)  t—tg 1
s—sy  s(t)—s(ty) M
—to

s — s, ikent nin siirekliligindent — t, olur; paydadaki fark orani %(to) = v(ty) > 0 sayisina yaklagir.
Dolayisiyla sol taraf 1/v(t,) a yaklasir: t fonksiyonu s, da tiirevlenebilirdir ve
dt 1 1
= > 0.

E(”:%(t(s)) v (ts))

Yani ters fonksiyonun tiirevi, fonksiyonun tiirevinin tersidir (karsilikli noktalarda).

Adim 5: t her mertebeden tiirevlenebilirdir. Yeniden parametrelendirme tanimi h =t fonksiyonunun
tirevlenebilir, yani her mertebeden tiirevli olmasini ister. v = /g, burada g = Zi(ag)z her mertebeden
tiirevlenebilir ve pozitiftir; karekok fonksiyonu (0, 0o) iizerinde her mertebeden tiirevlenebilir oldugundan
v de oyledir, dolayisiylal/v de. Adim 4’e goredt/ds = (1/v)(t), yanil/v ilet nin bileskesidir. t 'nin k kez
tiirevienebildigini biliyorsak zincir kurali bu bileskenin de k kez tiirevlenebildigini soyler; o halde dt/ds k
kez, t ise k + 1 kez tiirevlenebilirdir. k = 1’den baslaywp tiimevarimla t’nin her mertebeden tiirevlenebilir
oldugunu goriiriiz.

Adim 6: 8 = «(t) birim hizlidir. J agik aralik vet : J — I tiirevienebilir oldugundan

B(s) =a (t(s) ), sed
egrisi a’nin bir yeniden parametrelendirmesidir. Lemma 4.1 ne gére hizi

/ dt /7
§(s)= T (s’ (1(5))
olur. Bir teget vektoriin skalerle carpiminin normu, skalerin mutlak degeriyle normun ¢arpymidir; dt/ds >
0 oldugundan mutlak deger gerekmez:
, dt , dt, | ds
I 8(s) = E(S)parallela (t(s) )parallel= ﬁ(s) o (t(s))=1.

Son esitlikte Adim 4'teki dt/ds = 1/(ds/dt) bagntisini kullandik. 8 birim hizhdwr.
|
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Yani diizgiin bir egride “saati yol uzunluguna gore yeniden ayarlarsak” nokta her an 1 siiratle gider.
Ispattaki gosterimi sabitleyelim: s = s(¢) yay uzunlugu fonksiyonu, ¢ = #(s) onun tersi ve 8(s) = a(t(s))
birim hizli yeniden parametrelendirmedir. Elde edilen 8’ya t = a tabanli birim hizli yeniden parametre-
lendirme denir. Taban1 degistirmek s’yi bir sabit kadar kaydirir; bunu alistirmalarda ayrintisiyla gérecegiz.

Birim hizli f’ya yay uzunlugu parametrelendirmesi (arc-length parametrization) da denir. Adin
nedeni sudur.

Onerme 10.1 (Birim Hizli Egride Parametre Yol Olcer). (3 :J — R3 birim hizli bir egri ve s; < s,,
J’deikisayrolsun. B’nins = s, 'dens = sy ’ye yay uzunlugu s, — s, ‘dir. Ozel olarak, (3 teoremin yontemiyle
t = a tabanh kurulmussa (s) noktast, rota iizerinde «(a) 'dan s kadar yol gidilerek ulasilan noktadur.

ispat.
Yay uzunlugu tanimina gore ’nin s, 'den sy ’ye yay uzunlugu

So So
[ s ndu= [T rdu=s, s,
R s

olur. Ikinci iddia icin B(s) = a(t(s)) ve s(t(s)) = s esitliklerini hatirlayalim. t, = t(s) dersek s = s(t,),
yani s sayisio’min a’dan t,’a yay uzunlugudur ve 5(s) = a(t,) ‘dir. Béylece (), a(a) ‘dan baslayip rota
boyunca s birim yol alindiginda varilan noktadir (s < 0 ise geriye dogru | s | birim).

|

Teoremi 6nce en kolay 6rnekte, sabit siiratli helis izerinde uygulayalim.

Ornek 10.5 (Helisin Birim Hizli Yeniden Parametrelendirmesi). «(t) = (acost, asint, bt) heli-
sinin ¢t = 0 tabanli birim hizli yeniden parametrelendirmesini bulalim ve siiratinin gercekten 1 oldugunu
dogrudan hesapla denetleyelim. a = 3, b = 4 i¢in 8(57) noktasini yazalim.

Cozim.
Helisin siirati sabittir: ¢ = va? + b2 (Ornek 10.1). ¢t = 0 tabanli yay uzunlugu fonksiyonu

t
s(t) :/ cdu = ct
0

olur. Bu fonksiyonun tersi ¢(s) = s/c¢’dir; J = s(R) = R. Birim hizli yeniden parametrelendirme

B(s) = a(§> = (acos f,asin f, b_s)
c c ¢ ¢

cikar. Dogrudan denetim: koordinat tiirevleri —% sin 2, £ cos % ve % oldugundan

c’c
2 g2 s a? s b2 a?+b?
_ ;2 2 _ _
| B (s) |—C—2s1n z—l—c—Qcos E+§_ =2 =1

a=3,b=4,c=>5i¢in

B(s) = ( 3cos(s/5), 3sin(s/5),4s/5 ),
B(5m) = (3cosm, 3sinm, 4w) = (—3,0,47) = ().

Gergekten de a(0) = (3,0,0)’dan yarim tur, yani 57 birim yol gidildiginde «(7)’ye varilir. Helis i¢in
birim hizli kopya, ayni rotayi ¢ kat yavas dolagan egridir.
|

Siirat sabit olmadiginda ¢(s) artik s’nin bir kat1 degildir; birim hizli kopya rotanin bazi kisimlarini hizlan-
dirr, bazilarini yavaslatir.

Ornek 10.6 (Koni Uzerindeki Spiralin Birim Hizli Kopyas1). «(t) = (e! cost, e'sint, e?), t € R,
egrisinin 22 = x2 + y? konisi {izerinde kaldigin1 gorelim; siiratini, ¢ = 0 tabanl yay uzunlugu fonksiyo-
nunu ve birim hizli yeniden parametrelendirmesini bulalim. Sonucun siiratini dogrudan denetleyelim.
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Cozim.
Her t icin

a;(t)? + ay(t)? = e?*(cos® t +sin? t) = e = a,(t)?

oldugundan nokta koni iizerindedir; 2 = e* > 0 oldugu i¢in koninin iist yarisinda, orijine hi¢ degmeden
ve t arttik¢a genisleyerek yiikselen bir spiral ¢izer.
Carpim kuraliyla koordinat tiirevleri

o/ (t) = ((e*(cost —sint), e*(sint + cost), e") .
olur. Siiratin karesinde e?! ortak carpandur:
| &/ (t) |= €* [ (cost —sint)® + (sint + cost)® + 1]
= e [ (1 —2sintcost) + (14 2sintcost) +1] = 3e*.

Siirat v(t) = /3 e!’dir; pozitiftir, egri diizgiindiir, ve siirat ¢ ile birlikte iistel olarak bityiir. ¢ = 0 tabanli
yay uzunlugu fonksiyonu

s(t):/t\/ge“duzx/g(et—l)
0

olur. ¢ biitin gercel sayilar1 dolagirken e? biitiin pozitif sayilar1 alir; gorintii J : —/3 < s acik yari
dogrusudur. Tersi icin e’ = 1 + s/ V3, yani

t@):kg<1+i%), s> —V3.

w(s) = 14 s/+/3 kisaltmasiyla e!(*) = w ve t(s) = log w; birim hizli yeniden parametrelendirme

B(s) = (wcos(logw), wsin(logw), w ), w=1+4 —

V3

olur. Dogrudan denetim: dw/ds = 1/+/3 ve d(logw)/ds = 1/(v/3w). 8 = logw dersek carpim ve
zincir kurallariyla

1 1 cosf —sin
1(8) = —=cosf —wsin6 - = ,
i) =7 w3
1 1 sin @ + cos 6
5(8) = —=sinf + wcos O - = ,
Pl =5 iw 3
, 1
§) = —.
/83<) \/g
Kareler toplami
1 . 9 . 9 1
3 [ (cosf —sin6)® + (sinf + cos 0) +1]:§'3:1

olur; 3 birim hizlidur.
Siirat farkini sayilarla goérelim. o’nin esit zaman araliklariyla ugradigi noktalar ve o ana kadar gidilen
yol:

t a(t) (yaklasik) s(t)
0 (1;0; 1) 0

0,5 (1,45;0,79;1,65) 1,12
1 (1,47;2,29;2,72) 2,98
1,5 (0,32;4,47;4,48) 6,03
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t a(t) (yaklasik) s(t)
2 (-3,08;6,72;7,39) 11,07

Ardisik noktalar arasindaki yol 1,12, 1,85, 3,05, 5,04 diye biyiir: « gittikge hizlanir. g ise esit s
adimlarinda esit yol alir:

s t(s)  B(s) (yaklasik)

0 0 (1;0;1)

2 0,77 (1,55;1,50;2,15)
4 1,20 (1,21;3,08;3,31)
6 1,50 (0,33;4,45; 4, 46)
8 1,73 (—0,87;5,55;5,62)
10 1,91 (—2,27;6,38;6,77)

Iki egrinin rotas1 aynidir; yalnizca saatleri farklidir.

ZZ:XZ+yZ Z

O a: esit zaman adimlari, At = 0,5
B j: esit yol adimlary, As = 2 at) = (e' cos t, €' sin t, €'), 0 < t < 2

B(s) = aflog(1 + 5/¥3))

Sekil 10.2: z* = x* + y” konisinin st yaris1 (gri 1zgara) ve tizerindeki o(f) = (e‘cos t, e'sin t, e) spirali, 0

< t < 2 (turuncu). Ici bos turuncu daireler o/nin esit zaman adimlarindaki ¢ = 0; 0,5; 1; 1,5; 2 noktalaridar:

aralarindaki yaylar 1,12; 1,85; 3,05; 5,04 diye uzar, ¢iinkii siirat v3e'gittikge biiyiir. Dolu mavi kareler

birim hizli kopya fnin esit yol adimlarindaki s = 0, 2, 4, 6, 8, 10 noktalaridir; ardigik iki kare arasindaki
yay uzunlugu hep 2'dir. Iki egri ayni rotay1 dolasir; farkli olan yalnizca saatleridir.

10.2.1 Yon

Bir yeniden parametrelendirme rotay1 ayni yonde dolasabilir ya da geriye dogru dolasabilir. Bunu A’nin
tirevinin isareti belirler.
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Tanmim 10.2 (Yon Koruyan ve Yon Ceviren Yeniden Parametrelendirme). § = a(h),e’'nnh: J —
I ile yeniden parametrelendirmesi olsun. Her s € J i¢in h'(s) > 0 ise 8’ya yon koruyan (orientation-
preserving), her s icin h’(s) < 0 ise ydén ¢eviren (orientation-reversing) yeniden parametrelendirme
denir.

Yani y6n koruyan bir yeniden parametrelendirmede yeni saat ilerledikce eski saat de ilerler (ya da yerinde
durur); yon cevirende eski saat geriye akar ve rota ters yonde dolagilir.

Lemma 4.1'ne gére B’ (s) = h'(s) &’ (h(s))’dir: yon koruyan durumda $’nin hizi o’nin ayni noktadaki
hiziyla ayni yone, yon ceviren durumda ters ydne bakar (h'(s) = 0 olan anlarda $ durur). Teoremdeki
birim hizli yeniden parametrelendirme daima yon koruyandur, ¢iinkit h = ¢t ve Adim 4’e gére dt/ds >
0’dir. Ancak birim hizli olmak tek basina yén korumay1 gerektirmez.

Ornek 10.7 (Yon Ceviren Birim Hizl1 Bir Yeniden Parametrelendirme). ¢ = v/a2 + b2 olmak iizere
a(t) = (acost, asint, bt) helisinin h(s) = —s/c ile yeniden parametrelendirmesi v = a(h) olsun. y’nin
birim hizli ama y6n ¢eviren oldugunu gésterelim; a = 3, b = 4 i¢in y(57) noktasini Ornek 10.5'daki B(5)
ile karsilagtiralim.

Coziim.
h'(s) = —1/c < 0 oldugundan ~ yon cevirendir. Hiz1

1 s
’ — h/ ’ h _ 1 (s
v/ (s) = W (s) @ ((s)) Ca( )
ve sirati % | &’ (—s/c) ||= % - ¢ = 1dir; ~y birim hizlidur. Acik bicimi
( S .8 bs>
~v(s) = | acos—, —asin —, ——
C C c

olur (cos ¢ift, sin tek fonksiyondur). a = 3, b = 4, ¢ = 5 i¢in
~v(57) = (3cosm, —3sinm, —4w) = (—3,0, —4n),

oysa 3(5m) = (—3,0, 4r) idi. Ikisi de (3,0,0)’dan ¢ikip 57 birim yol alir; 3 yukariya, y asagiya gider.
Yani helisin birim hizli yeniden parametrelendirmesi tek degildir: teoremin yéntemi bunlardan yén
koruyan olani secer.

|

Kuramda kolay, uygulamada nadir

Egrilerin kuraminda diizgiin egrileri sik sik birim hizli kabul edecegiz; teorem buna hak verir. Ne
var ki verilen bir egri i¢in 8’y1 agikca yazmak ¢ogu zaman olanaksizdir. Engel geometri degil, tek
degiskenli analizdir: koordinat fonksiyonlar: ne kadar basit olsa da siirat bir karekoktiir ve karekokiin
integrali genellikle tanidik fonksiyonlarla yazilamaz; yazilabildiginde de tersini almak gerekir. Orne-
gin a(t) = (t,2,0) paraboliiniin yay uzunlugu fonksiyonu Ornek 10.4’daki F'(¢)’dir; bu fonksiyon
elemanterdir ama tersi ¢(s) elemanter fonksiyonlarla yazilamaz. a(t) = (t,t2,t3) egrisinde durum
daha koétiidiir: v/1 4 4¢2 4 9¢* siiratinin ilkeli bile elemanter degildir. Silindir ile kiirenin kesisim
egrisinde de dyleydi (Ornek 10.3). Helis ve koni spirali gibi érnekler bu bakimdan ayricaliklidir.

Egri Uzerinde Vektor Alanlar:

R3 i{izerinde bir vektor alani (Tanim 2.4), uzaym her noktasma o noktada bir teget vektor bagliyordu.
Bir egriyi incelerken biitiin uzaya ok yerlestirmek gerekmez; yalnizca egrinin ugradig: yerlere, tistelik
“an” sirasina gore ok yerlestirmek yeter. Hiz vektorii zaten boyledir: her ¢ anina «(t) noktasinda bir teget
vektor baglar.
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Tanim 10.3 (Egri Uzerinde Vektor Alami). o : I — R3 bir egri olsun. I’daki her ¢ sayisina R®’iin ()
noktasindaki bir Y'(¢) teget vektoriinii karsilik getiren Y fonksiyonuna « egrisi iizerinde bir vektor
alani (vector field on a curve) denir.

Yani egri iizerinde vektor alani, hareket eden noktanin her an yaninda tasidig: bir oktur; okun kuyrugu
hep noktanin bulundugu yerdedir, ucu ise istedigi yone bakabilir.

Tanimda okun egriye teget olmasi istenmez. Hiz alani o’ efriye tegettir, ama genel bir Y her yone
bakabilir; asagidaki iki 6rnek bunu gosterir.

Ornek 10.8 (Hiz Alan1 Bir Vektor Alanidir). Herhangi bir o : T — R? egrisi icin t - o’ (¢) kuralinin
o iizerinde bir vektor alani oldugunu gosterelim.

Cozim.

Hiz vektorinin tanimma (Tanim 4.2) gore o’ (t), uygulama noktasi «(t) olan bir teget vektordiir.
Boylece o', her t € I sayisina «(t) noktasindaki bir teget vektori kargilik getirir: tanimin istedigi tam
budur. Ayrica o’ niin ’ya teget oldugunu séylemek, hiz vektériiniin rotaya teget dogrultuda olmasidir;
kesen vektorlerin limiti olarak bunun nedenini 6nceki bolimde gérmistik.

|

Ornek 10.9 (Helis Uzerinde Egriye Teget Olmayan Bir Alan). «(t) = (cost, sint, t) helisi iizerinde
Y (), uygulama noktas1 a(t) ve vektdr kismui (cos ¢, sin ¢, 0) olan teget vektdr olsun (ok, helisin ekseninden
digariya, yatay olarak bakar). Y nin « tizerinde bir vektor alani oldugunu ve higbir ¢ i¢in o’ (¢)’ye paralel
olmadigini gosterelim.

Cozim.

Her ¢ i¢in Y (¢), a(t) noktasinda bir teget vektordiir; tanim geregi Y bir vektor alanidir. Hizin vektor
kismi (—sint, cost,1)’dir. Y'(¢) ile o’ (¢) ayn1 noktada iki teget vektordiir; birinin dtekinin kati olmast
icin vektor kisimlarinin orantili olmasi gerekir. Ama Y (¢) nin tiglincti koordinati 0, o’ (¢) ninki 1’dir:
Y (t) = Ao’/ (¢t) olsayd: iigiincii koordinattan A = 0, dolayisiyla Y (¢) = 0 ¢ikardy; oysa || Y(¢) ||=
Vcos?t +sin?2t = 1. Ote yandan o/(t) = uY(t) da olamaz, ¢iinkii sag tarafin iiciincii koordinati
sifirdir. Demek ki Y (¢) hicbir anda hiza paralel degildir; egriye teget olmayan bir vektor alanidir. I¢
carpimla da gorilir:

Y(t)-o'(t) = —sintcost + costsint +0 =0,

yani Y hiza her an diktir.
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Y(2m)

t=3m/2

Y(0)

Sekil 10.3: Gri egri o(t) = (cos ¢, sin ¢, ) helisidir; ¢ = 0, 7/2, 7, 37/2, 21 anlarinda iki vektor alani
cizilmistir. Turuncu oklar Y(#)‘dir: vektor kismu (cos ¢, sin ¢, 0) oldugundan her ok yataydir ve helisin
ekseninden (kesikli z ekseni) digartya bakar. Mavi oklar hiz vektorleri o' () dir; vektor kismi (-sin t, cos
t, 1) hep 1 birim yiikselir ve egriye tegettir. Ayni noktada duran turuncu ve mavi oklar birbirine diktir;

Y egri iizerinde bir vektor alanidir, ama higbir anda egriye teget degildir.
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Oklid koordinat fonksiyonlar1

o tizerinde bir Y vektor alani verilsin. Her ¢ icin Y (¢), «(t) noktasinda bir teget vektordiir (Tanim 2.1) ve
bir vektér kismi vardir; bu tigliiniin koordinatlarini y, (t), y5(t), y5(¢) ile gosterelim. Dogal ¢at1 alaninin
(Tarum 2.6) (t) noktasindaki degerleri U; (a(t)), Uy (a(t)), Us(a(t)), vektor kisimlan (1,0, 0), (0, 1,0),
(0,0,1) olan teget vektdrlerdir; Lemma 2.1'nde goérdiigiimiiz gibi ayni noktadaki her teget vektér bunlarin
koordinat katsayili toplamidir. Béylece

w

Y(t) = (v:(6),v2(), Us()) ey = Y v:(0) Uy ((t))

=1

yazilir. I iizerinde taniml y;, y, y5 gergel degerli fonksiyonlarina Y nin Oklid koordinat fonksiyon-
lar1 denir. Bundan sonra biitiin vektor alanlarinin koordinat fonksiyonlarini tiirevlenebilir kabul edecegiz;
“egri lizerinde vektor alan1” derken bunu da kastediyoruz.

Bu yazimda t — U;(«(t)) bileskesi de « tizerinde bir vektor alanidir: her #’ye a(t) noktasindaki i-inci
dogal cat1 vektoriinii baglar. Karigiklik tehlikesi olmayan yerlerde U;(«(t)) yerine kisaca U, yazacagiz;
ornegin helis tizerindeki radyal alan Y = cost U, + sint U, bi¢iminde yazilir. Hiz alani i¢in de o/ =
>, o Updir.

Alanlarla islemler

Aymi egri uizerindeki iki vektor alani her ¢ aninda ayni noktada iki teget vektor verir; o noktada teget
vektorleri toplayabilir, ic ve vektorel carpimlarini alabiliriz. Islemler noktasal tanimlanir: Y ve Z, «
uizerinde vektor alanlari, f de I izerinde tiirevlenebilir bir fonksiyonsa

Y+2)6)=Y®)+2@1), (Y)E)=fBY()

kurallariyla « iizerinde yeni vektor alanlary; (Y - Z)(t) = Y (¢) - Z(t) kuraliyla I tizerinde gercel degerli
bir fonksiyon (Tarum 9.4); (Y x Z)(t) = Y (¢) x Z(¢) kuraliyla yine « tizerinde bir vektor alani (Tanim
9.9) elde edilir. Koordinat fonksiyonlari cinsinden

Y+Z:Z(yi+zi)[]ia fYZnyiUi: Y'Z:Zyizi
olur; vektorel carpim ise bicimsel determinantla hesaplanir. Hepsini bir 6rnek tizerinde gorelim. Asagidaki
ickutuda o : I — R3, I : ¢ > 0 iizerinde herhangi bir egri;
Y(t)=t*U, —tUs, Z(t)=1—t*)Uy+tUs

«a tizerinde iki vektér alani ve f(t) = (¢ + 1)/t’dir.

Ornek 10.10 (iki Alanin Toplami ve Fonksiyonla Carpim). Y = t2U; — tUs, Z = (1 — t2)U, +
tUs ve f(t) = (t+ 1)/ticin Y + Z ile fY alanlarini bulalim.

Coziim.

Koordinat fonksiyonlar1 toplanir. Y’nin koordinatlar1 (¢2,0,—t), Z’nin koordinatlar1 (0,1 — ¢2,¢)
oldugundan

Y+2)t)=t?Uy + (1 —t) Uy + (—t+t) U3 = 2 Uy + (1 — %) U,

Ugiincii koordinatlar birbirini gétiirdii. Fonksiyonla ¢arpimda her koordinat f ile ¢arpilir:

t+1 t+1
(fY)(t) = %tz U, — %tUg =tt+1)U, — (t+1)Us.
Ornegin t = 2’de (Y + Z)(2) = 4U; — 3U, ve (fY)(2) = 6U; — 3Uy’tiir; ikisi de «(2) noktasinda
teget vektorlerdir.
|
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Ornek 10.11 (iki Alanin i¢ Carpim). Y = t2U; — tU; ve Z = (1 — t?)U, + tUs alanlarinin i¢ carpimu
olan Y - Z fonksiyonunu bulalim.

Cozim.
Ayni noktadaki teget vektorlerin i¢ carpimi, vektor kisimlarinin i¢ ¢arpimidir; koordinatlar karsilikls
carpilip toplanur:

(Y-2Z)(t)=t>-040- (1 —t3) + (—t) - t = —t%

Sonug bir vektor alani degil, I izerinde gergel degerli bir fonksiyondur; ¢t = 2’de degeri —4’tiir. Negatif
ctkmasi, Y (¢) ile Z(t) arasindaki aginin her ¢ i¢in genis a¢1 oldugunu sdyler.
|

Ornek 10.12 (ki Alanin Vektérel Carpimi). Y = t2U; — tUs; ve Z = (1 — t2)U, + tU, alanlarinin
vektorel carpim1 Y x Z’yi bulalim.

Cozim.
Vektorel ¢arpim, ilk satir1 dogal cat1 vektorleri, 6teki satirlar: koordinatlar olan bicimsel determinantla
hesaplanir:

u U, U
(Y x2)t)=|t2 0 —t|.
01—t ¢

[lk satira gore agalim:
Y xZ)(t)=(0-t—(=t)(1—t*) ) U, —(t?t—(=1)-0) U,
+ (1) —0) Ty
=t(1—-t*)U, — 32U, + t3(1 — t?) Us.
Denetim: sonug her iki alana dik olmalidir (Lemma 9.5). Y ve Z ile i¢ carpimlar
2 t(1 =) +0- (—t3) + (=) t3(1 — t?) = 0,
0-t(1—t2)+ (1 —t2)(—t3)+t-t2(1—t?) =0

verir. t = 2’de (Y x Z)(2) = —6U, — 8U, — 12U5’tiir.
|

Tirev ve Ivme

Egri tizerindeki bir vektdér alani zamanla degigen bir oktur; degisim hizim1 sormak dogaldir. Ok «(t)
noktasindan cikar ve t ilerledikce hem yeri hem vektor kismi degisir. Tirev, vektor kisminin degisimini
o6lger: koordinat fonksiyonlarinin tiirevleri alinir ve sonug yine hareket eden noktaya baglanir.

Tanim 10.4 (Vektor Alaninin Tiirevi ve Ivme). « : I — R3 bir egri, Y = Zz y; U, de o lizerinde bir
vektor alani olsun. Her ¢ € I i¢in

3dZ
=2 )

kuraliyla tanimlanan Y’ vektor alanina Y nin tiirevi (derivative) denir. Ozel olarak, hiz alanimin tiirevi
o” = (a’)”’ye o’nmn ivmesi (acceleration) denir; & = (o, g, a3) ise

” d?a d’a d?a
o/ (t) = ( -5 (1) =57 (1), dt;’(ﬂ)
a(t)

olur.
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Yani bir alanin tiirevini almak, oku kendi baglangi¢c noktasinda tutup vektor kisminin koordinatlarini
tiirevlemektir. Koordinat fonksiyonlari tiirevlenebilir oldugundan Y de « iizerinde bir vektor alamidir ve
tiirevleri Y7, Y, ... diye siirer.

Ornek 10.13 (Bir Alanin Ardisik Tiirevleri). I :t > 0 iizerinde Y = t?U; — tU, alaninin Y/, Y” ve
Y tiirevlerini bulalim.

Coziim.
Koordinat fonksiyonlar1 y; = 2, Yy = 0, ys = —t’dir. Tiirevleri 2¢, 0, —1; ikinci tiirevleri 2, 0, 0; ti¢iincii
tiirevleri hep 0. Dolayisiyla

Y =2tU, —Us, Y” =20, Y” =0.

Y”’niin 0 olmasy, her ¢ icin a.(¢) noktasindaki sifir teget vektorii vermesi demektir. Y ise her noktada
ayn1 vektor kismini (2,0, 0) tagir; ileride bu tiir alanlara paralel diyecegiz.
|

Hiz vektorii daima egriye tegettir; ivme ise genellikle degildir. Bir dontiste ivme doniisiin i¢ tarafina bakar.
Ornek 10.14 (Parabolde Hiz ve Ivime). «(t) = (t,t2,0) paraboliiniin hiz ve ivmesini bulalim; ivmenin
hicbir anda hiza paralel olmadigini gosterelim ve t = —1, 0, 1 anlarinda iki vektorii yazalim.

Cozim.
Koordinat tirevleri 1, 2¢, 0; ikinci tiirevler 0, 2, 0. Dolayisiyla

o' (t) = (1,2t,0)a(t), o’ (t) = (0,2,0)a(t).

fvme her an ayni vektor kismina sahiptir: yukariya bakan, uzunlugu 2 olan ok. fvmenin hiza paralel
olmasi, yani (0,2,0) = A\(1,2¢t,0) ya da (1,2¢,0) = u(0,2,0) olmasi olanaksizdir: birincisinde ilk
koordinat A = 0, dolayisiyla (0, 2,0) = O celigkisini verir; ikincisinde ilk koordinat 1 = 0 verir. Aym
sonuca vektorel carpimla da varilir: orantili iki vektoriin vektorel carpimi sifirdir, ¢iinkii bicimsel
determinantin iki satir1 orantili olur. Oysa

(1,2¢,0) x (0,2,0) = (2t-0—0-2,0-0—1-0,1-2—2¢-0) = (0,0,2) # 0

bulunur; ivme hicbir anda hiza paralel, yani egriye teget degildir.

t a(t) o/ (t)’nin vektér «”(t)’nin vektér o -a”
kismu kismu

—1 (—1,1,0) (1,-2,0) (0,2,0) —4

0 (0,0,0) (1,0,0) (0,2,0) 0

1 (1,1,0) (1,2,0) (0,2,0) 4

t < 0 iken ivme hizla genis ac1 yapar (nokta yavaslar, siirat v/ 1 + 4¢2 azalir), t = 0’da hiza diktir (siirat
en kiigitk degerini alir), t > 0 iken dar ac1 yapar (nokta hizlanir). ivmenin hiz dogrultusundaki bileseni
siiratin degisimini, hiza dik bileseni ise doniisii dlcer.
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y
a'(-1) = (0, 2) a’(1) = (0, 2)

2 ) a(1) = (1, 2)
a’(0) =
(0, 2)
a-1)=(-1,1) a1) = (1, 1)
a'(0) = (1, 0)
-2 -1 1 2 X
a(-1) = (1, -2) a(0) = (0, 0)

Sekil 10.4: xy diizleminde y = x* parabolinii ¢izen o(f) = (¢, £, 0) egrisinin ¢ = -1, 0, 1 anlarindaki hiz

vektorleri (mavi) ve ivme vektorleri (turuncu). Hiz oklar: egriye tegettir ve vektor kisimlar (1, -2), (1,

0), (1, 2) olarak noktadan noktaya degisir; ivme oklarinin ti¢ii de aym (0, 2) vekt6r kismini tagir, hep

yukar1 bakar ve hicbir anda hiza paralel degildir. t = —1'de ivme hizla genis ac1 yapar (nokta yavasglar),
t = 0'da ona diktir, ¢ = 1'de dar ac1 yapar (nokta hizlanir).

Ornek 10.15 (Cemberde ivme Merkeze Bakar). r > 0 icin a(t) = (rcost, rsint, 0) cemberinin
ivmesini bulalim; ivmenin hiza dik oldugunu ve daima merkeze dogru baktigini gosterelim.

Cozim.
Koordinat tiirevleri —rsin ¢, r cos ¢, 0; ikinci tiirevler —r cos ¢, —rsint, 0. Dolayisiyla

o (t) = (—rsint, rcost, 0) ), a”(t) = (—rcost, —rsint, 0) -

Ivmenin vektdr kismi, konum noktasi a(t) = (r cost, rsint, 0)'1n eksilisidir: () ’den ¢ikan bu ok tam
merkeze, orijine gider ve uzunlugu r’dir. Hiz ile i¢ ¢arpim

o (t)-a”(t) =r?sintcost —r?costsint +0 =0

oldugundan ivme her an hiza diktir. Siirat v/72 sin? ¢ + r2 cos? t = r sabittir; sabit siiratli bir harekette
ivmenin hiza dik olmasi genel bir olgudur ve alistirmalarda ispatlanacaktir. Dogru p + tq i¢in ise ivime
sifirdir: koordinatlar birinci dereceden oldugundan ikinci tiirevleri yoktur.

|

Lineerlik ve Leibniz kurallar1

Hangi kilikta karsimiza ¢iksa ¢iksin tiirev, toplama karsi lineer davranir ve ¢arpimlar igin Leibniz kuralina
uyar. Egri tizerindeki vektor alanlari i¢in dort kural vardir: biri lineerlik, ti¢ii carpim kurali.
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Lemma 10.1 (Tiirevin Lineerlik ve Leibniz Kurallar1). Y veZ,a: 1 — R3 idizerinde vektér alanlar,
a, b sayilar ve f, I iizerinde tiirevlenebilir bir fonksiyon olsun. O zaman

(@Y +bZ) =aY’' +bZ',  (fY) = %Y + Y,

Y.-z2y=Y-Z+Y -7, YXxZ)Y=YxZ+Y xZ
olur. Ugiincii kuralda soldaki, Y - Z gercel degerli fonksiyonunun siradan tiirevidir.

ispat.
Y =3 yU;veZ =3 2U; yazalim. Her kural, koordinat fonksiyonlarina tek degiskenli tiirev kural-
larini uygulamaktan ibarettir.
Lineerlik. aY + bZ alanimin i-inci koordinat fonksiyonu ay; + bz, ‘dir. Tiirevin lineerliginden (ay; +
bz;) = ay; + bz, dolayisiyla

(@Y +b2) =) (ay; +bz))U; =a Y yjU;+b> 2 U, =aY +bZ'.

K2

Fonksiyonla ¢arpim. fY ’nin i-inci koordinati fy, 'dir. Tek degiskenli carpim kurali (fy,) = 'y, + fv;
verir; toplarsak

UYY =D (Fy+ U=y U+ > yiU =Y+ Y.
I¢carpm. Y - 7 = Zi y,;2; gercel degerli fonksiyondur. Her terime carpim kurali uygulanir:
Y-2z)y = Z(?/;zz + ;%)) = Z?J;Zz + Zyi =Y -Z+Y 7'

(2

Vektorel ¢arpim. (i,7,k), (1,2,3)’%in devirli bir siralamast olsun: (1,2,3), (2,3,1) ya da (3,1,2).
Vektorel carpimin tanimina gore Y X Z'nin k-inci koordinat fonksiyonu y,z; — y,z; dir; ii¢ koordinat da
bu tek formiiliin ii¢ devirli siralamadaki halidir. Carpim kuraliyla

(Yiz; — ;%) = (Yiz; — yiz) + (Y25 — y;20)-

Sagdaki ilk parantez Y’ x Z ’nin, ikincisi Y X Z’’nin k-inci koordinatidir. Ug koordinatta da ayn: esitlik
saglandigindan (Y x Z) =Y’ ' x Z+Y x Z’ olur.
]

Ornek 10.16 (Leibniz Kuralinin Sayisal Denetimi). Y = t2U; — tU; ve Z = (1 — t?)U, + tU; icin
(Y - Z)’ turevini iki yoldan hesaplayalim: énce dogrudan, sonra Leibniz kuraliyla.

Cozim.

Ornek 10.11’de Y - Z = —t2 bulmustuk; dogrudan tiirevi (Y - Z)’ = —2¢t'dir.

Kural yoluyla: Y’ = 2tU; — Uy (Ornek 10.13) ve Z’nin koordinatlar1 (0,1 — #2,¢) oldugundan Z’' =
—2tU, + U;. O halde

Y - Z=2t-0+0-(1—¢2)+(-1)-t=—t,
Y-Z'=t2-0+0-(—2t) +(-t)- 1= —t.

Toplam —2t: iki yol uyusur. t = 2’de her ikisi de —4 verir.
|

I¢ garpim kuralinin en ¢ok kullanilacak sonucu sudur.

Lemma 10.2 (Sabit I¢ Carpim ve Sabit Uzunluk). Y ve Z, bir egri iizerinde vektor alanlar: olsun.
EgerY - Z fonksiyonu sabitseY' - Z +Y - Z' =0, yaniY' - Z = =Y - Z' olur.
EgerY ’nin uzunlugu || Y || sabitse Y ileY’ her noktada diktir: hert icin Y (t) - Y’ (t) = 0.
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ispat.
Sabit bir fonksiyonun tiirevi sifirdir. Y - Z sabitse Lemma 10.1 nin i¢ carpim kuralina gore

0=(Y-2) =Y -Z+Y -2

olur; bu da ilk iddiadir. )

| Y ||=c sabitse Y - Y =|| Y ||= c? de sabittir. [k iddiay1 Z =Y ile uygularsakY' - Y +Y - Y’ =0,
i¢c ¢arpimn simetrisiyle2Y - Y’ =0, yani Y - Y’ = 0 ¢ikar. I¢ carpimu sifir olan iki vektor diktir; Y (t)
ya daY' (t) sifir vektor olsa bile diklik i¢ carpimin sifir olmast anlaminda gegerlidir.

|

Yani uzunlugunu degistirmeden dénen bir ok, ancak kendisine dik yonde degisebilir. Bu gézlem, birim
hizli bir egride hiz alan1 7' = ’’niin tiirevinin daima T”ye dik oldugunu séyler; egrilik kavrami tam
buradan dogacaktur.

Ornek 10.17 (Dénen Birim Ok Tiirevine Diktir). Herhangi bir a : R — R3 egrisi iizerinde Y =
cost U, + sint U, alani verilsin. || Y ||’nin sabit oldugunu gérelim, Y - Y’ = 0 esitligini dogrudan hesapla
dogrulayalim ve t = 7/3 anindaki vektorleri yazalim.

Cﬁzﬁmé

| Y(t) ||= cos?t + sin? t = 1 oldugundan Y birim uzunlukludur; lemmaya gére Y - Y’ = 0 olmalidir.
Dogrudan: Y’ = —sint U; + cost U, ve

Y .Y’ =cost(—sint) +sintcost 4+ 0 = 0.

t = 7/3’te Y’nin vektor kismi (1/2,+/3/2,0), Y niin vektor kismu (—+/3/2,1/2, 0)’dir; i¢ carpimlar
—/3/4 4 /3/4 = 0. Kars1 6rnek olarak W = tU, alanina bakalim: || W ||= | ¢ | sabit degildir ve W -
W’ =t-1 =t, sifirdan farklidir.

|

Paralel Alanlar ve Sifir Tiurevler

Teget vektorler bolimiinde vektor kisumlar: ayni, uygulama noktalar: farkli olan teget vektorlere paralel
demistik. Egri iizerinde bir alanin biitiin oklar1 birbirine paralelse alan, egri boyunca “kendini tagiyan” tek
bir oktur.

Tanim 10.5 (Paralel Vektor Alani). Bir egri tizerindeki Y vekt6r alaninin biitiin degerleri birbirine
paralelse, yani her t;,t, € I'igin Y (¢,) ile Y (¢,) teget vektorlerinin vektdr kisimlari ayniysa Y ye paralel
(parallel) vektor alani denir.

Yani paralel bir alan, egri boyunca y6niint ve uzunlugunu hi¢ degistirmeyen bir oktur; yalmzca kuyrugu
hareket eden noktayla birlikte gider.

Lemma 10.3 (Paralellik Koordinatlarin Sabitligidir). Bir egri iizerindeki Y = El y; U, vektor alan

paraleldir ancak ve ancak Oklid koordinat fonksiyonlari y,, y,, ys sabit fonksiyonlardir. Bu durumda ortak
vektor kismi (¢q, cq, C3) ise hert igin

Y(t)= (61762563)04(:‘,) = Zci U; ( a(t) )

olur.

Ispat.

Y paralel olsun. I’da bir t, se¢ip Y (t,) in vektor kismina (cq, ¢y, ¢3) diyelim. Paralellik geregi hert igin
Y (¢) 'nin vektor kismida (cq, ¢y, c5) tiir; vektor kisminin koordinatlariy; (t) oldugundan hert i¢iny,(t) =
c;, yaniy; sabittir.

Tersine y, 'ler sabit, degerleri c; olsun. O zaman hert i¢in' Y (t) ‘nin vektor kismi (¢, ¢y, ¢ 'tiir; iki degerin
vektor kisimlart ayni oldugundanY” paraleldir. Yazim Y (t) = 3_. y;(t)U; (a(2)) esitliginden ¢ikar.
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Ornek 10.18 (Helis Uzerinde Paralel ve Paralel Olmayan Alanlar). «(t) = (cost,sint,t) helisi
iizerinde V' = Uj; (diisey birim ok) ve Y = cost U, + sint U, (radyal ok) alanlarindan hangisinin paralel
oldugunu belirleyelim.

Cozim.

V’nin koordinat fonksiyonlar: 0,0, 1 sabittir; lemmaya gore V paraleldir. Her a(t) noktasinda ayni
(0,0,1) oku dikilir; ok helisle birlikte yiikselir ama yonii ve uzunlugu degismez.

Y’nin koordinat fonksiyonlar1 cos ¢, sin t, 0°dir ve ilk ikisi sabit degildir: ¢ = 0’da vektér kismu (1,0, 0),
t =m/2’de (0,1,0). iki deger paralel olmadigindan Y paralel bir alan degildir; ok, helis dénditk¢e
onunla birlikte doner. Uzunlugu sabit (1) olsa da paralel degildir: paralellik yoniin de sabit kalmasini
ister.
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z
A
(0,0, 1)
V= U3
t=2m
(1> 0> O) 6 T
(0, -1, 0) 5 1
t=3m/2
(0, 0,1)
4 -
Y
(-1,0,0)
5 L t=m
[04
(0,1,0)
1
x 2 @100 2 ™y

Sekil 10.5: af(t) = (cos t, sin t, t) helisi tizerinde iki vektor alani, ¢t = 0, 7/2, 7, 371/2, 21 noktalarinda.

Yesil oklar V = U, alaninin degerleridir: her birinin vektor kismu (0, 0, 1)'dir, oklar birbirinin telenmig

kopyasidir; V paraleldir. Turuncu oklar Y = cos t U, + sin t U, alaninin degerleridir: vekt6r kisimlari (1,

0,0), (0, 1, 0), (-1, 0, 0), (0, -1, 0), (1, 0, 0) diye helisle birlikte doner; uzunluk hep 1 olsa da y6n degistigi
icin Y paralel degildir.

Analizde bir tiirevin sifir olmasi daima énemli bir bilgidir. Once tek degiskenli analizden temel olguyu
hatirlayalim.
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1 Tirevi sifir olan fonksiyon sabittir

g, bir I aralifinda tiirevlenebilir ve her ¢ € I i¢in ¢’(t) = 0 ise g sabittir. Nedeni ortalama deger
teoremidir: I’da ¢, # t alalim; ¢, ile ¢ arasinda bir ¢ sayisticin g(¢) — g(ty) = ¢’ (¢)(t — ty) = 0, yani
g(t) = g(t,). Tersi apagiktir: sabit fonksiyonun tiirevi sifirdir. Tamim kiimesinin bir aralik olmasi
onemlidir; iki ayr1 par¢adan olusan bir kiimede tiirevi sifir olan fonksiyon parcalarda farkli sabitler
alabilir.

Bu olguyu egrilere ve alanlara ti¢ bi¢cimde uygulayalim.

Lemma 10.4 (Sifir Tiirevlerin U¢ Anlami). o : I — R3 biregri, Y de « iizerinde bir vektor alant olsun.
(1) « sabittir ancak ve ancak hizi sifirdir: o/ = 0.

(2) a sabit degilse, o bir dogrudur ancak ve ancak ivmesi sifirdir: o” = 0.

(3) Y paraleldir ancak ve ancak tiirevi sifirdir: Y = 0.

Burada o = 0, hert i¢in o’ (t) 'nin «(t) noktasindaki sifir teget vektor olmasi demektir; oteki esitlikler de
oyle okunur.

Ispat.

Her durumda Oklid koordinat fonksiyonlarina bakmak yeter, ciinkii bir teget vektor tam olarak vektor
kisminin ii¢ koordinati sifir oldugunda sifirdir.

(1)’ = 0 olmast, heri ve hert icin o (t) = 0 demektir. Yukaridaki nota gére bu, her o, 'nin sabit olmasina
denktir. U¢ koordinat fonksiyonu da sabitse o sabit bir noktadir; o sabitse koordinatlari sabittir ve tiirevieri
stfirdir.

(2) Once dogrunun ivmesinin sifir oldugunu gorelim. a(t) = p + tq ise o, (t) = p; + tq; birinci dereceden
polinomdur, birinci tiirevi sabit q;, ikinci tirevi 0’dir; o = 0.

Tersine o” = 0 olsun; yani her i i¢in o] = (o)’ = 0. Nota gire o, sabittir; degerine q; diyelim. Simdi
9;(t) = a,;(t) — g;t fonksiyonuna bakalim: tiirevi o;(t) — q; = 0, dolayisiyla g; de sabittir; degerine p;
diyelim. Boylece hert icin

al(t) :pi+tqia i:172a37

yani p = (p1,P9,P3) ved = (q1,42,q3) ile a(t) = p + tq olur. o sabit olmadigindan q # 0’dir (aksi
halde a(t) = p olurdu). Dolayisiyla a, p’den gegen q dogrultulu dogrudur (Ornek 4.1).

(3) Y’ =0 olmasy, her i icin y; = 0 demektir; nota gére bu, her y, nin sabit olmasina denktir; Lemma
10.3’a gore de bu, Y ’nin paralel olmasina denktir.

|

Yani hiz1 sifir olan nokta yerinde durur, ivmesi sifir olan nokta dogru boyunca gider, tiirevi sifir olan ok
kendini tagir. Lemmayzi iki 6rnekle kullanalim.

Ornek 10.19 (ivmesi Sifir Olan Egriyi Bulmak). R iizerinde tanimli bir v egrisinin ivmesi her yerde
sifir, &(0) = (1,2, 0) ve &’ (0)’mn vektdr kism (2, —1, 3) olsun. o’y1 bulalim.

Coziim.

a’(0) # 0 oldugundan « sabit degildir; lemmanin (2) maddesine gére «.(t) = p + tq bi¢iminde bir
dogrudur. Ispattaki gésterimle q, sabit olan hiz vektér kismidir: q = (2,—1,3). p = a(0) = (1, 2,0).
Dolayisiyla

alt) = (1+2t,2 —t, 3¢).

Denetim: a(0) = (1, 2, 0), hizin vektér kismu (2, —1, 3), ikinci tiirevler sifir. Bu, Ornek 4.1'daki sayisal
dogrunun kendisidir. Lemma ayrica tekligi soyler: bu iki baglangic verisine sahip ve ivmesi sifir olan
bagka egri yoktur.

|

Ornek 10.20 (Tiirevi Sifir Olan Alan). «(t) = (cost,sint,t) helisi iizerinde Y (t), a(t)’den a(t) +
(2,—1,3) noktasma giden ok olsun. Y’ = 0 oldugunu gésterelim ve bunu lemmanin (3) maddesiyle
yorumlayalim. Ayrica hiz alani o’ i¢in ()" niin sifir olmadiini gérelim.
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Cozim.

Y (¢)’nin vektor kismu, ucu ile kuyrugunun fark: olan (2, —1, 3)’tiir; koordinat fonksiyonlar1 2, —1,3
sabit oldugundan Y’ =0-U; +0-U, 4+ 0 - U; = 0. Lemmanin (3) maddesi Y nin paralel oldugunu
sOyler; gercekten biitiin oklarin vektor kismi aynidr.

Hiz alaninin koordinatlar1 — sin ¢, cos ¢, 1’dir; tirevi o” = — cost U; — sin t U, sifir degildir (uzunlugu
1’dir). Lemmaya gore o’ paralel bir alan degildir: helisin hiz vektérii siirekli doner. Hiz alaninin
uzunlugu v/2 sabittir; Lemma 10.2 geregi o’ - a” = 0 olmalidir ve sin ¢ cost — costsint + 0 = 0 bunu
dogrular.

|

Alistirmalar

Alistirma 10.1 (Bir Kiibik Egrinin Hizi, Siirati ve Ivmesi). «(t) = (2t, t2, t3/3) egrisinin hiz vekto-
riini, siiratini ve ivmesini genel ¢ i¢in ve ¢ = 1 aninda bulunuz.

Cozim.
Koordinat tiirevleri 2, 2¢, t2; ikinci tiirevler 0, 2, 2. Dolayisiyla

o/ (t) = (2, 2t, 1) o4, o (t) = (0,2, 2t) o 4)-
Siiratin karesi 4 + 4t% + t* = (¢2 + 2)%'dir; ¢2 + 2 > 0 oldugundan
v(t) =[l &/ () |=£* + 2.

Siirat hi¢bir zaman 2°nin altina inmez; egri diizgiindir. ¢ = 1’de (1) = (2,1, 1/3), hizin vektor kismi
(2,2,1), stirat v(1) = 3 (denetim: v/4 + 4 4+ 1 = 3), ivmenin vektor kismu (0, 2, 2).
]

Alistirma 10.2 (Bir Kiibik Egrinin Yay Uzunlugu Fonksiyonu). «(t) = (2t,t?,¢3/3) egrisinin t =
0 tabanl yay uzunlugu fonksiyonu s = s(¢)’yi bulunuz ve o’nin t = —1’den ¢t = 1’e yay uzunlugunu
hesaplayniz.

Cozim.
Siirat v(u) = u? + 2’dir (Alistirma 10.1). Tanima gore

t t3
s(t) :/ (u? +2)du = §—|—2t.
0

t = —1den t = ’e yay uzunlugu, s’nin bu iki noktadaki degerlerinin farkidir (ya da dogrudan

flz (u? + 2) du)
s(1) — s(—1) = (% +2> _ (% fz) _ 13—4.

Ug noktalar a(—1) = (—2,1,—1/3) ve a(1) = (2,1, 1/3)’tiir; aralarindaki uzaklik /16 + 0 + 4/9 ~
4,06, yay uzunlugu 14/3 ~ 4 67°den kiciiktir.
]

Alistirma 10.3 (Sabit Siirat ile ivmenin Hiza Dikligi). Bir egrinin siiratinin sabit olmasi i¢in gerek
ve yeter kosulun, ivmesinin her anda hizina dik olmasi oldugunu gosteriniz.

Coziim.
a bir egri, v =|| o || siirati olsun. v
uygularsak

2 = o/ - o/’dir. Lemma 10.1'nin i¢ carpim kuralm Y = Z = o’ ile

(1}2)/=(O/~O/)/=Oz”~0[l—|—0/~0[”=20/~01”.
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Simdi denklik zincirini kuralim. v sabittir ancak ve ancak v? sabittir: v sabitse karesi de sabittir; v =
k sabitse v > 0 oldugundan v = v/k sabittir. v? sabittir ancak ve ancak (v?)’ = 0’dir (tirevi sifir olan
fonksiyon sabittir ve tersi). Yukaridaki formiille (v?)’ = 0, her ¢ igin o’ (¢) - @” (t) = 0 olmasina, yani
ivmenin hiza dik olmasina denktir.

Denetim: helisin ivmesi hiza diktir ve siirati sabittir (Ornek 10.20); a(t) = (2t,2,¢3/3) egrisinde ise
a’ - a” =0+ 4t + 23, t # 0 icin sifir degildir ve siirat t* + 2 sabit degildir.

|

Alistirma 10.4 (Hiperbolik Egrinin Yay Uzunlugu Fonksiyonu). «(t) = (cosht, sinht, t) egrisinin
t = 0 tabanli yay uzunlugu fonksiyonunun s(t) = v/2 sinh ¢ oldugunu gésteriniz.

Cozim.
(cosh)’ = sinh ve (sinh)” = cosh oldugundan hizin vektér kismu (sinh ¢, cosh ¢, 1)’dir. Siiratin karesi
sinh? ¢ + cosh? t + 1; cosh? t — sinh? t = 1 6zdesliginden sinh? ¢ + 1 = cosh? ¢, dolayisiyla

2
| & (t) ||= 2cosh?t, v(t) = V2cosht

(cosht > 0 oldugundan karekok isaretsiz alinir). ¢ = 0 tabanli yay uzunlugu fonksiyonu
¢
s(t) = / V2coshudu = \/é[sinhu]g = \/2sinht,
0

¢linkii sinh 0 = 0.
|

Alistirma 10.5 (Hiperbolik Egrinin Birim Hizli Yeniden Parametrelendirmesi). o«(t) =
(cosht, sinh ¢, ¢) egrisinin birim hizli bir yeniden parametrelendirmesini bulunuz ve siiratinin 1 oldugunu
dogrudan denetleyiniz.

Cozim.

t = 0 tabanh yay uzunlugu fonksiyonu s(t) = v/2sinh t'dir (Alistirma 10.4). sinh, R’yi R’ye birebir
ve orten gotirdiiginden J = R’dir ve ters fonksiyon sinht = s/1/2 denkleminin ¢ozimidir. Bu
denklemi acikca ¢ozelim: z = s/+/2icin e — e~ = 2, et ile carpip (e?)? — 2z e? — 1 = 0 elde ederiz;
pozitif kék ! = x + vz2 + 1, yani

t(s)zlog(%—i— %—}-1).

B(s) = a(t(s)) nin koordinatlar:: ikinci koordinat sinh #(s) = s/+/2; birinci koordinat, cosh > 0 oldu-
gundan, cosht(s) = y/1 + sinh? ¢(s), yani \/1 4+ s2/2; ii¢iincii koordinat ¢(s). Boylece

B(s) = (@ % log (% + @) ) .

Dogrudan denetim. (s) = /1 + s2/2 yazalm; ' = (s/2)/r. Uciincii koordinatta g(s) = s/v/2 +
r(s) i¢in

, 1 s_r+s/\/§_ g

= — + — s
TTVETE T TR T Var
dolayisiyla (log g)’ = ¢’ /g = 1/(v/2 7). Koordinat tiirevleri

ve kareler toplami
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s2 1 1 s2/44+41/2 1 1 1+s%/2 1
s 1 1 saty2 1 1 14s/2 1
4r2 2 2r2 1+ s2/2 2 2 1+s%2/2 2

B birim hizlidir. Sayisal bir denetim: s = 1 i¢in

¢(1) = log(0, 707 + 1,225) ~ 0, 658,
B(1) =~ (1,225; 0,707; 0, 658) = (0, 658).

Alistirma 10.6 (Logaritmali Egri Iki Noktadan Geger). I :t > 0 iizerinde a(t) = (2t,t?,logt)
egrisinin p = (2,1,0) ve g = (4,4, log 2) noktalarindan gectigini, gecis anlarini bularak gosteriniz.

Coziim.

a(t) = p olmas: igin 6nce birinci koordinattan 2t =2, yani t =1 gerekir; gercekten «(1) =
(2,1,log1) = (2,1,0) = p. Benzer bicimde 2t = 4 i¢in t = 2 ve a(2) = (4,4,log 2) = q. Birinci koor-
dinat fonksiyonu 2t birebir oldugundan egri her iki noktadan yalnizca bir kez gecer: p’den ¢ = 1’de,
q’dan t = 2’de. Her iki an I’dadur.

]

Alistirma 10.7 (Logaritmali Egrinin Tki Nokta Arasindaki Uzunlugu). I : ¢ > 0 iizerinde a(t) =
(2t, 12, logt) egrisinin p = (2,1,0) = (1) noktasindan q = (4,4,log2) = a(2) noktasima yay uzunlu-
gunu bulunuz.

Coziim.
Hizin vektor kismu (2, 2¢, 1/¢)’dir; siiratin karesi

4+ 482 + 1 _ (2t—|—1)2
2 t)’

giinkii ( 2¢ + 1/t)* = 46> + 4+ 1/t*.¢ > O iken 2t + 1/t > 0 oldugundan v(t) = 2¢ + 1/t. Yay uzun-
lugu

2 1
/ (2t+;)dt: [t2 +1ogt]§ = (4+1log2) — (14 0) = 3 +log2 ~ 3,693.
1

Karsilagtirma: p ile q arasindaki uzaklik

d(p,q) = /4 +9+ (log2)? ~ /13,48 ~ 3,672

olur; egri boyunca gidilen yol, beklendigi gibi, biraz daha uzundur.
]

Alistirma 10.8 (iki Birim Hizl1 Yeniden Parametrelendirme Bir Kaydirmayla Ayrilir). o : 1 —
R3 diizgiin bir egri; 8; = a(hy) : J; = R3 ve By = a(hy) : J, — R3, a’nin yon koruyan, birim hizli ve
rotanin tamamini dolagan (h, (J;) = hy(J,) = I) iki yeniden parametrelendirmesi olsun. Her s € J,, i¢in
By(s) = B1(s + s,) olacak bicimde bir s, sayisi bulundugunu gosteriniz ve s,’mn geometrik anlamini
aciklayimiz.

Coziim.

Once A} > 0 oldugunu gorelim. Lemma 4.1'ne gore 3, = h} a’(h;), dolayisiylal =|| 8} ||= | h; |v(h;).
Sagdaki v(h;) > 0 oldugundan h} # 0; yon koruma h; > 0 verdiginden A} > 0’dir.

I’da bir a sabitleyip ¢t = a tabanli yay uzunlugu fonksiyonunu £(t) = f; v(u) du ile, tersini t(-) ile ve
standart birim hizli yeniden parametrelendirmeyi § = a(t(+)) ile gosterelim (Teorem 10.1).4 = 1, 2 i¢in
g;(s) = £(h;(s)), s € J;, bilegkesine bakalim. Zincir kuraliyla
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9i(s) = U (hy(s)) hi(s) = v(hy(s)) hi(s) = | hi(s) [ || & (hi(s)) 1=l Bi(s) [l= 1.

O halde g;(s) — s fonksiyonunun tiirevi sifirdur; J; bir aralik oldugundan bu fonksiyon sabittir: g, (s) =
s+ ¢;. Yani £(h;(s)) = s + ¢;; iki tarafa £’nin tersini uygularsak h,(s) = t(s + ¢;) ve

Bi(s) = a (ts+c;) )= Bls+c), s € Jj.
Simdi sq = ¢y — ¢; diyelim. s € J, i¢in
Ba(s) =B(s+ecy) =B ((s+359) +cy )= Pi(s+s0),

yeter ki s + s, € J; olsun. Bunu gérelim: h;, J;’yi I'nin tamamina gétirdiginden g; = ¢(h;), J;'yi
£(I) = J’ye gotiirtr; g;(s) = s + ¢; oldugundan J; + ¢; = J. Béylece Jy + ¢y = J; + ¢4, yani J; =
Jy 4+ 5p: 8 € Jyiken s + s € J;dir.

Geometrik anlam. s = 0 € J, ise $5(0) = B;(sy)’dir: 55’nin baslangi¢ noktasi, 5;’in saati s,’1 goster-
diginde bulundugu yerdir. 3; birim hizli oldugundan (Onerme 10.1) s, rota iizerinde 3, (0)’dan 3,(0)’a
olan isaretli yay uzunlugudur. Iki birim hizli yolculuk ayni yolculuktur; yalnizca saatleri s, kadar farkls
kurulmustur. Ozel olarak 3, ve 3, teoremin yontemiyle ¢ = a; ve t = a, tabanh kurulmussa s, =
f:2 v(u) du, iki taban noktasi arasindaki yay uzunlugudur: h,;(0) = a, oldugundan ¢; = ¢,(0) = 4(a;)
Velso =/{(ay) —£(ay).

|

Alistirma 10.9 (Helis Uzerinde Orijine Bakan Alan). «(t) = (cost, sint, t) helisi iizerinde Y (¢),
a(t) noktasindan R3’{in orijinine giden ok olsun. Y’yi =, ¥;U; biciminde yazmniz.

Cozim.
a(t)’den 0’a giden okun vektér kismi, ucu ile kuyrugunun farki 0 — a(t) = (— cost, —sin ¢, —t)’dir.
Dolayistyla

Y (t) = —costU; —sintU, —tUs.

Denetim: ¢t = 0’da «(0) = (1,0,0) ve Y (0)’in vektér kismi (—1,0,0); ok gercekten orijine varir.
Uzunlugu v/'1 + 2, nokta yiikseldikge biiyiir.
|

Alistirma 10.10 (Helis Uzerinde Hiz Eksi Ivme). «(t) = (cost,sint,t) helisi iizerinde Y (t) =
o/ (t) — a”(t) olsun. Y'yi 3 y;U; biciminde yaziniz.

Cozim.
Hizin vektoér kismu (—sint,cost, 1), ivmenin vektér kismi (— cost, —sin¢,0)’dir. Fark koordinat
koordinat alinir:

Y (t) = (cost —sint) U; + (cost + sint) U, + Us.

Ornegin t = 0°’da Y (0) = U; + U, + U, vektér kismu (1,1, 1).
|

Alistirma 10.11 (Helis Uzerinde Hiza ve ivmeye Dik Birim Alan). «(t) = (cost,sint, t) helisi
tizerinde Y (), birim uzunluklu ve hem o’ (t)’ye hem o (¢)’ye dik olsun. Yyi } . y;U; bi¢iminde yaziniz.

Cozim.
o’ (t) ve o’ (t)'nin vektér kisimlar1 v = (—sint, cost, 1) ve w = (—cos t, —sint, 0)’dir. I¢ carpimlar1
sintcost — costsint + 0 = 0, uzunluklar1 || v |= v/2, || w ||= 1. Ikisine de dik bir vektér bulmanin

aract vektorel carpimdir:
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i U U
n=vxw=|—sint cost 1|=sintU; —costU,+ Us,
—cost —sint 0

ciinki ilk satira gére agilim

(cost -0+ sint) U; — (0 + cost) Uy + (sin? t + cos® t) Uy

2 2 2

verir. Lemma 9.5'ne gore n hem v’ye hem w’ye diktir ve || n ||=| v ||| w || —(v - w)? = 2, yani ||
n|=v2.
Simdi v’ye ve w’ye dik her vektoriin n’nin kati oldugunu gorelim. v, w, n kargsilikli dik ve sifirdan
farkli oldugundan lineer bagimsizdir (bir bagintiy: sirayla her biriyle i¢ carpmak katsayilari sifirlar) ve
R¥iin bir tabanidir. Y (t) 'nin vektér kismini y = av + bw + cn yazalim. y - v = 0 kosulu 2a = 0, y -
w = 0 kosulu b = 0 verir; kalany = cnve || y ||=| ¢ | v/2 = I’den ¢ = +1/+/2. iki ¢6ziim vardir:

1
Y(t) =+—= (sintU; —costU, + Uy ) .

V2

Isaret ¢’den bagimsiz secilirse Y tiirevlenebilir bir alandur; ikisi de kosulu saglar.
|

Alistirma 10.12 (Helis Uzerinde Yarim Tur Ilerisine Bakan Alan). «(t) = (cost, sint,t) helisi
tizerinde Y (¢), a(t) noktasindan a(t + ) noktasina giden ok olsun. Y’yi 3 y;U; biciminde yazinz.

Cozim.
cos(t + m) = —cost vesin(t + 7) = —sint oldugundan
a(t+m) = (—cost, —sint, t + ).
Okun vektor kismi
a(t+7) — a(t) = (—2cost, —2sint, 7),
yani

Y(t) = —2costU; —2sint U, + n Us.

OK, silindirin ¢ap: boyunca karg: tarafa gecip 7 kadar yiikselir; uzunlugu v4 + 72 ~ 3, 72 sabittir. ||
Y || sabit oldugundan Lemma 10.2 geregi Y - Y’ = 0 olmalidir: Y = 2sin¢ U; — 2 cost U, ve

Y .Y’ = —4costsint +4sintcost+ 0 = 0.

Alistirma 10.13 (Monoton Yeniden Parametrelendirme Uzunlugu Degistirmez). « : [a,b] — R3
bir egri parcas, h : [c,d] — [a, b] tiirevlenebilir olsun. a(h) : [c,d] — R? yeniden parametrelendirmesi-
ne,yah’ >0, h(c) = a, h(d) = bise yada h’ <0, h(c) = b, h(d) = a ise monoton (monotone) denir.
Monoton bir yeniden parametrelendirmenin yay uzunlugunu degistirmedigini, yani L(a(h)) = L(«)
oldugunu ispatlayiniz.

Cozim.

B = a(h) vewv =|| o’ || olsun. Lemma 4.1'ne gére 5’ (u) = h'(u) o’ (h(u)); norm alirken skaler mutlak
degeriyle disar1 ¢ikar:

I8 (w) lI= 1 A" (u) |v(h(u)).

Bir degisken degistirme formiiliine ihtiyacimiz var: G(t) = [ at v dersek zincir kuraliyla (G(h))’(u) =
v(h(u)) ' (u), dolayisiyla analizin temel teoremiyle
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Birinci durum: h’ > 0, h(c) = a, h(d) = b. Budurumda | b’ | = b’ ve

/ W (u du—/bv(t)dt:L(a).

a

Ikinci durum: b’ <0, h(c) = b, h(d) = a. Budurumda | A’ | = —h' ve

d a b
L(B) = f/ W (u)v(h(u)) du = —/ v(t)dt = / v(t)dt = L(a).
c b a

Her iki durumda uzunluk korunur: rota ayni yénde ya da ters yonde, ama geri dénmeden dolasildig:
stirece gidilen yol degismez. Monotonluk kosulu gereklidir; ~» 6nce ileri sonra geri gitse rotanin bir
kismu iki kez sayilir ve L(8) > L(«) olabilir.

]

Alistirma 10.14 (Bir Alanin Yeniden Parametrelendirmesi). Y, o : I — R3 egrisi iizerinde bir
vektdr alani ve a(h) : J — R3, a’nin bir yeniden parametrelendirmesi olsun. Y (h)(s) = Y (h(s)) kura-
liyla tanmimlanan Y (h)’nin a(h) egrisi izerinde bir vektér alani oldugunu gésteriniz.

Coziim.

s € J i¢in Y (h(s)), Y’nin h(s) € I anindaki degeridir; tanim geregi a(h(s)) noktasinda bir teget
vektordiir. Oysa a(h(s)), tam olarak a(h) egrisinin s anindaki noktasidir. Dolayisiyla Y (), J’deki her
s sayisina (a(h))(s) noktasinda bir teget vektor baglar: a(h) iizerinde bir vektdr alanidir. Koordinat
fonksiyonlar1 y, (h(s)) bileskeleridir; tiirevlenebilir fonksiyonlarin bileskesi olduklarindan tiirevlenebi-
lirdir, yani alanlar i¢in kabul ettigimiz tiirevlenebilirlik kosulu da saglanir. Ornegin Y = o’ ise Y (h) =
a’(h), a(h) tizerinde bir alandir; ama a(h) nin hiz1 degildir, hiz A’ o’ (h)’dir.

|

Alistirma 10.15 (Alanlar i¢in Zincir Kurali). Y, o : I — R3 iizerinde bir vektér alani ve a(h) : J —
R3 bir yeniden parametrelendirme olsun. Y (h) alani i¢in Y'(h)’ = h’ Y’ (h) zincir kuralini ispatlayiniz.

Coziim.

Y =3 y;U; yazahm. Y (h)nin koordinat fonksiyonlar1 y;(k)'dir ve Y(h)nin s anindaki degeri
a(h(s)) noktasindaki dogal ¢ati cinsinden yazilir. Tiirev tanumina gore Y'(h)’, koordinat fonksiyonla-
rinm tiirevlerinden olusur; tek degiskenli zincir kurali (y;(h))'(s) = y;(h(s)) A’ (s) verir. O halde

s) =D _ui(h(s) W (s) U; (a(h(s)))
8) D vi(h(s)) Uy (al(h(s) ) -

Sagdaki toplam, Y’ = 3" y;U; alanmn h(s) anindaki degeridir, yani Y’ (h)(s). Boylece Y'(h)" =
R Y'(h).

Sayisal bir denetim: Y = t2U; — tU; ve h(s) = 2sicin Y (h) = 452U, — 2sU;, tiirevi 8sU; — 2Us. Ote
yandan Y’ = 2tU; — U;, Y/ (h) = 4sU; — U; ve b’ = 2; carpim 8sU; — 2U;, ayn1 sonug.

|

Alistirma 10.16 (Iki Egri Parcasinin Uzunluklarini Sayisal Olarak Karsilastirma). 0 <t <7
iizerinde

a(t) = (sint, —t*cost,sin2t ),  B(t) = (#*sint, ¢*,t*(1 4 cost) )
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egri parcalarinin ikisinin de orijinden (0,72, 0) noktasina gittigini gosteriniz ve hangisinin daha kisa

oldugunu sayisal integralle belirleyiniz.

Cozim.

Ug noktalar: a(0) = 5(0) = (0,0,0) ve

a(n) = (sinm, —m2 cos , sin 27) = (0,72, 0),
B(m) = ( n?sinm, 2, 72(1 + cos ) )= (0,72,0).

Iki parca da ayni iki noktayi birlestirir; aralardaki uzaklik 72 ~ 9, 87 dir.
Siiratler: carpim kuraliyla (—¢2 cost)’ = —2t cost + t? sint ve (sin 2t)’ = 2 cos 2t, dolayisiyla

[ icin

dolayisiyla

v, (t) = \/cos?t + (t2sint — 2t cost)? + 4 cos? 2t.

(t?sint)’ = 2tsint + t2 cost,

(t*(1 + cost))’ = 2t(1 + cost) — t*sint,

vg(t) = \/(Zt sint + t2 cost)? + 4t2 + ( 2t(1 + cost) — t2sint)*.

Bu integrallerin ilkelleri elemanter degildir; Simpson kuralini kullanacagiz: [0, 7] araligini n = 8 esit
parcaya boliip h = /8 ve digiimler ¢, = kh olmak iizere

Dugtumlerdeki siirat degerleri (ii¢ ondalikla):

" h
/ vdtwg ((vo +4vy + 2vy + dvg + 2vy + dvs + 206 + 4dvg +vg )
0

k1 v, (tr) wg(ty)  Simpson katsayisi
0 0 2,236 0 1
1 «n/8 1,816 1,709 4
2 w/4 0,977 3,147 2
3 3n/8 1,514 4,097 4
4 7/2 3,176 4,494 2
5 b5m/8 5,272 4,621 4
6 3m/4 7,292 5,389 2
T Tm/8 8,148 7,754 4
8 6,669 11,700 1

Katsayili toplamlar « icin yaklagik 98, 80, 5 i¢in 110,48; h/3 = m/24 =~ 0, 1309 ile ¢arpinca

L(a) ~ 12,93,  L(B) ~ 14,46.

Bolme sayisimi 16’ya ¢ikarmak L(a) &~ 12,92, L(8) ~ 14,46 verir; degerler oturmustur. Demek ki
«a pargasi yaklasik 1,5 birim daha kisadir. ikisi de uc noktalar arasindaki 72 ~ 9, 87 uzakligindan
uzundur. f’nin ¢t = 0’daki siiratinin 0 olmas: dikkat ¢ekicidir: 5 orijinde durur, diizgiin bir egri degildir;

yine de yay uzunlugu tanimi sorunsuz ¢aligir.
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/2 L(ﬁ) ~ 14,46

3n/4
T L(a) ~ 12,92

Sekil 10.6: Orijinden (0, 7% 0) ~ (0, 9,87, 0) noktasina giden iki egri parcasi: turuncu a(t) = (sin t, -

cos t, sin 2f) ve mavi B(f) = (£ sin t, £, £(1 + cos 1)), 0 < t < 7; noktalar ¢ = n/4, /2, 31/4 anlarim

gosterir. Uc noktalari birlestiren kesikli gri dogru parcasi y ekseni tizerindedir ve uzunlugu =® ~ 9,87'dir;

Simpson kuraliyla bulunan L(x) ~ 12,92 ve L(B) ~ 14,46 bundan biiyiiktiir; a parcasi yaklasik 1,5 birim

daha kisadir. B orijinde durur, sonra z yoniinde yiikselerek genis bir kavis ¢izer; o ise 6nce yiikselip t =

1t/2'de x ekseni tizerindeki (1, 0, 0) noktasindan geger, ardindan xy diizleminin altina iner ve u¢ noktaya
alttan yaklasir.

Alistirma 10.17 (Hizlar1 Paralel Olan Egriler Otelemeyle Ayrilir). o, 3 : I — R? egrilerinin hiz
vektorleri her ¢ igin paralel, yani o’ (¢) ile 8’ (¢) nin vektor kisimlar1 ayni olsun. Her ¢ icin 8(¢) = a(¢) +
p olacak bicimde bir p noktas: bulundugunu gésteriniz.

Cozim.
7v; = B; — a; koordinat fonksiyonlariyla v = (y;,7s,73) : I — R? egrisini tanimlayalim; tiirevlene-
bilir fonksiyonlarin farki tiirevlenebilir oldugundan «y bir egridir. Hizinin vektor kismi

(,Bi—o/l,ﬂé—alz,ﬁé—aé):ﬂ,

cunkil varsayim geregi (;(t) = c;(t). Yani v/ = 0. Lemma 10.4'in (1) maddesine gore -y sabittir;
degerine p diyelim. O zaman her ¢ i¢in 5(t) — a(t) = p, yani 8(t) = a(¢t) + p.

Tersi de dogrudur: 8 = « + p ise koordinatlar bir sabit kadar farkly, tiirevleri aynidir. Béylece “hizlar
paralel” ile “birbirinin 6telenmisi” ayni seydir. Ornegin «(t) = (cost,sint,t) ve B(t) = (cost +
2,sint,t — 1) helislerinin hizlar1 her an paraleldir ve p = (2,0, —1)’dir.

|

Alistirma 10.18 (Dogru Parcasinin Uzunlugu Uzakliktir). p # q noktalar i¢in o(¢) = (1 — t)p +
tq, 0 <t <1, dogru parcasi olsun. L(o) = d(p, q) oldugunu gosteriniz.

Cozim.

o(t) = p + t(q — p) yazlabilir; R iizerindeki p’den gecen q — p # 0 dogrultulu dogrunun (Ornek
4.1) [0, 1]’e kisitlanmasidir, yani bir egri parcasidir; o(0) = p, 0(1) = q. Hizinin vektdr kismi sabit q —
p’dir ve stirati

| o'(t) [=la—p = d(p,q)

(Tanum 9.3). Dolayisiyla
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L@)=/‘ﬂEQM%=ﬂnq)
0

Alistirma 10.19 (Dogru Parcas1 En Kisa Yoldur). « : [a,b] — R3, p = a(a) noktasindan q = a(b) #
p noktasina giden herhangi bir egri pargast ve u = (q —p)/ || @ — p || olsun. Her ¢ i¢in || &/(¢) ||>
o/ (t) - u esitsizliginden yola ¢ikarak L(«) > d(p, q) oldugunu gosteriniz. (Burada o’ (¢) - u, hizin vektér
kismu ile u’'nun i¢ ¢arpimidir.)

Coziim.
u birim vektérdiir: || u ||=[| q—p || / || a — p ||= 1. Schwarz esitsizligine gore her ¢ igin
o(t) - u<]a(t) u| <[ @) [ ull=]a@)l.
Yani siirat, hizin u dogrultusundaki bileseninden hi¢bir zaman kii¢iik degildir.
Simdi ¢(t) = a(t) -u =3 a;(t) u; gercel degerli fonksiyonunu tanimlayalim (c(t) noktasmi koor-

dinat ticliisti olarak u ile carpryoruz). u; ler sabit oldugundan ¢’ (t) = 3°. &(t) u; = o/ (¢) - u. Integral,
esitsizlikleri korur; analizin temel teoremiyle

b b
L<a>=/ | o () ||dtz/ o (t) - udt = p(b) — p(a) = (q—p) -u.

Son i¢ ¢arpimi hesaplayalim:

(qu~@fp):qupﬁ
la—mp| la—p|

(@—p)-u= =[lq—p [=d(p,q)

Boylece L(a) > d(p,q): p’den q’ya giden higbir yol, iki nokta arasindaki uzakliktan kisa olamaz.
Alistirma 10.18'na gore dogru parcasi bu alt sinira ulasir; dolayisiyla iki nokta arasindaki en kisa yol
dogru parcasidir.

Sayisal bir érnek: p = (0,0,0), g = (2,0,0) ve «a(t) = (¢,sinnt,0), 0 <t < 2, dalgali yolu. u =
(1,0,0), &/ (t) -u=1ve | &'(t) ||= V1+ w2 cos? nt > 1; L(a) =~ 4,61, uzaklik 2°dir.
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A y
N @ (1/4) = (1; 2,22)
27 le| > -u
1 —_—
(1/4) =
| _ cu=1
(0,25; 0,71) -t

a(t) = (t, sin 7t)
L() ~ 4,61

Sekil 10.7: p = (0, 0) ile q = (2, 0) arasindaki yesil dogru parcasinin uzunlugu d(p, q) = 2, turuncu dalgali

yol a(t) = (¢, sin 7tt), 0 < t < 2, ise L(ar) ~ 4,61 uzunlugundadir. a(1/4) = (0,25; 0,71) noktasindaki mavi hiz

oku o'(1/4) = (1; 2,22)'nin u = (1, 0) birim vektérii Gizerine izdiisiimii gri ok (1, 0)’dir: uzunlugu o’ - u =

1 olup hizin boyunu asamaz. Her anda gegerli olan || > o’ - u esitsizligi integral alininca L(x) > d(p,
q) verir.

Alistirma 10.20 (Uzunlugu Uzakliga Esit Olan Egri Dogru Parcasidir). «:[a,b] - R?, p =

a(a)’dan q = a(b) # p’ye giden bir egri parcasive u = (q — p)/ || @ — p || olsun. L(a) = d(p, q) ise
o’nin, parametrelendirme diginda, p’den q’ya giden dogru parcasi oldugunu gésteriniz: «, o(t) = (1 —
t)p + tq parcasinin monoton bir yeniden parametrelendirmesidir.

Cozim.
Alistirma 10.19'daki hesaba gore

/(Ha%ﬂﬂ—dHVU)ﬁZL@O—ﬂEQP=~

a
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Integrand siirekli ve her yerde > 0’dur. Siirekli, negatif olmayan bir fonksiyonun integrali sifirsa fonk-
siyon sifirdir: bir t,’da pozitif olsaydi siireklilikten ¢, in bir komsulugunda da pozitif kalir ve integral
pozitif ¢ikardi. Demek ki her ¢ i¢in

e/ () [|= o' (t) - u.

f(t) = a’(t) - udiyelim; f =|| &’ ||> 0°dir. Hiz1 u dogrultusundaki bileseni ile ona dik kalanina ayira-
lim: Y (t), vektor kismi o’ (¢t) — f(t) u olan, «(t)’deki teget vektor olsun. O zaman o’ = fu+Y ve

Y.u=a -u—f(u-u)=f—f=0.

Dik bilesenlerin Pisagor bagintisiyla
L2 ) 2 2
o l=(fu+Y) - (fu+Y)=F+2f(u-Y)+ [[Y]=f+ Y.

2 2

Ama || o ||= f? oldugunu biliyoruz; o hilde || Y ||= 0, yaniher ticin Y (¢) = O ve o/ (t) = f(t) u. Hiz
daima u dogrultusundadir ve hi¢ geri donmez (f > 0).

Koordinatlarda o (t) = f(t) u,. g(t) = f; f(u) du dersek o, (t) — g(t)u,; fonksiyonunun tirevi fu; —
fu; = 0°dir; sabittir ve t = a’daki degeri «;(a) — 0 = p,’dir. Dolayisiyla

a(t) =p+ g(t) u, a<t<hb.

g fonksiyonu f > 0 oldugundan azalmaz; g(a) = 0 ve
b
g(b) = / I e/(t) |t = L(a) = a—p | -

Simdi h(t) = g(t)/ || @ — p || tammmlayalim: A’ = f/ || g —p [|> 0, h(a) = 0, h(b) = 1 ve h, [a, b]'yi
[0,1]’e gotiiriir. Dogru parcasit o(t) =p+t(q—p), q—p =|| q—p ||u yazimiyla o(t) = p + t||
q — p || u bi¢imini alir; dolayisiyla

o(h(t)) =p+ht)|la—pllu=p+g(t)u=al)

Yani a = o(h), o’nin Aligtirma 10.13 anlaminda monoton bir yeniden parametrelendirmesidir: rotas:
p’den q’ya giden dogru parcasidir ve bu parca geri doniilmeden dolagilir. Parametrelendirme disinda,
uzunlugu uzakliga esit olan tek yol dogru pargasidur.

]

Asagidaki alistirmalar boliimiin kavramlari yeni drneklerde kullanir.

Alistirma 10.21 (Parabolik Silindir Uzerinde Sabit Siiratli Bir Egri). ¢ € R iizerinde
a(t) = (t—sint, 1 —cost, 4sin(t/2) )
egrisinin ¢t = 0 tabanli yay uzunlugu fonksiyonunun s(t) = 2¢ oldugunu gosteriniz.

Coziim.
Koordinat tiirevleri 1 — cost, sin ¢ ve zincir kuraliyla 4 cos(t/2) - 1 = 2 cos(t/2). Siiratin karesi

2 t
| @ (t) |= (1 — cost)? + sin®t + 4 cos? 3

t t
:1—QCOSt+COS2t+Sin2t+4COS25 =2 —2cost + 4cos? 7
Yarim ag1 6zdesligi 1 — cost = 2sin?(t/2) ile 2 — 2 cost = 4sin?(t/2), dolayisiyla
, . ot 5t
| & (t) ||= 4sin §—|—4cos 5:4, v(t) = 2.

Siirat sabit 2°dir; 6zellikle egri diizgiindiir. Buna gore ¢t = 0 tabanli yay uzunlugu fonksiyonu s(t) =
fg 2 du = 2t olur. Ek bir gozlem: 2% /8 = 2sin?(¢/2) = 1 — cost = y oldugundan egri y = 2%/8 para-
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bolik silindiri Gizerinde durur;  koordinatinin degisim hizi 1 — cost, tam turlarda (¢ = 27k) sifira
diiser; suirat yine de 2°de kalir, ¢iinkii o anlarda z koordinati 42 hizla degisir.
| |

Alistirma 10.22 (Parabolik Silindir Uzerindeki Egrinin Birim Hizli1 Kopyas1). Siirati 2 olan
a(t) = (t—sint, 1 —cost, 4sin(t/2) )
egrisinin ¢ = 0 tabanli birim hizli yeniden parametrelendirmesini bulunuz.

Cozim.
Yay uzunlugu fonksiyonu s(t) = 2t, tersi ¢(s) = s/2, J = R. Birim hizli yeniden parametrelendirme

S s .S S .S
B(s) = a(a) = (5 —sing, 1—cos 5’481114_1)

olur. dt/ds =1/2 > 0 oldugundan yén koruyandir. Denetim: koordinat tiirevleri 3 (1—cos3),

2
% sin %, cos i; bunlar o ’niin ¢ = s/2’deki koordinatlarinin yarisidir, dolayisiyla

1 1
16°(s) lI=5 e’ (s/2) |= 5 -2=1.
Ornegin s = 27’de (t = ) B(27) = (m,2,4): baslangigtan 27 birim yol gidildiginde varilan nokta.

Aligtirma 10.23 (Tiirevine Dik Olan Alan Sabit Uzunluktadir). Bir egri tizerindeki Y vektor alam
her t icin Y (¢) - Y’ (¢) = 0 kosulunu saghyorsa || Y ||’nin sabit oldugunu gosteriniz.

Coziim.
Lemma 10.1'nin i¢ carpim kuraliyla

Y-Y) =Y -Y4Y. .Y =2Y.Y' =0.

Tiirevi sifir olan Y - Y fonksiyonu aralikta sabittir; degeri k> 0 olsun. || Y |= VY -Y = vk de
sabittir.

Lemma 10.2, sabit uzunlugun Y - Y’ = 0 vermesini soyliiyordu; burada tersini gosterdik. Demek ki bir
alanin uzunlugunun degismemesi, tam olarak, alanin her an kendisine dik yonde degismesidir. Kars
ornek: W = tU; icin W - W’ = ¢, sifir degildir ve | W ||= | ¢ | sabit degildir; uyumlu.

|

Aligstirma 10.24 (Alanin Kendi Tiireviyle Vektorel Carpiminin Tiirevi). Bir egri tizerindeki her Y
vektor alani igin (Y x V')’ =Y x Y” oldugunu gosteriniz.

Coziim.
Lemma 10.1'nin vektorel carpim kuraliyla

Y XYY =Y xY +Y xY".

Bir vektoriin kendisiyle vektorel carpimu sifirdir: bicimsel determinantin iki satir1 egittir ve iki satir1 esit
olan determinant sifirdir (i¢ carpim bélimiinde gordiigiimiiz v x v = 0 kurali). Béylece Y’ x Y’ =0
ve (Y XYY =Y xY”".

Denetim. a(t) = (cost,sint, t) helisinin hiz alam Y = o i¢in o’ = —sint U; + cost U, + Uy, o” =
—costU; —sintU, ve o” =sintU; — costU,. Alistirma 10.11'de o’ x " =sintU; — cost U, +
U; bulmustuk; tiirevi

(o x a”) =costU; +sintU,.

Ote yandan
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290 Boliim 10. Egriler: Yay Uzunlugu ve Birim Hiz

Ui U U
o xa” =|—sint cost 1|=costlU; +sintU, + 0U;,
sint —cost 0

ciinki ilk satira gére agilim
(04 cost)U; — (0 —sint) U, + (sint cost — costsint) Us

verir. Iki sonug aynidir. fleride o’ x o alani egrinin burulmasini dlcerken karsimiza cikacak; bu kural
onun tiirevini hesaplamayi kolaylagtirir.
|

Bu bolimde egrilere uzunluk 6l¢iisti kazandirdik, diizgiin her egrinin birim hizli bir kopyas1 oldugunu
gordik ve egri uizerinde tasinan oklarin tirevini almay1 6grendik; siradaki konu, birim hizli bir egrinin
her noktasina yerlestirilen hareketli ¢atinin nasil doéndiigiinii 6lcen Frenet formiilleri, yani egrilik ve
burulmadir.
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11.1

11. Frenet Formiilleri

Onceki béliimde (Egriler: Yay Uzunlugu ve Birim Hiz) hi¢ durmayan her egrinin birim hizli bir kopyasi
oldugunu gordiik: rotay1 her an 1 siiratle dolasan, parametresi dogrudan yol uzunlugunu 6lcen bir egri.
O teoremi bir kolaylik olarak sunmustuk; simdi onu kullanacagiz. Bu béliimde bir egrinin ne kadar
dondigiinii ve ne kadar bitkiildiigiini 6lcen iki sayisal buyukligi, egriligi ve burulmayi kuruyoruz.
Fikir sudur. Bir egrinin her noktasina, o noktadaki gidis yonine gore ayarlanmis ti¢ karsilikli dik birim
vektor yerlestirecegiz. Bu ti¢lii, egri boyunca yiiriiditkce doner; dontisiin hizi ve bicimi egrinin geometri-
sini eksiksiz tasir. Uc vektoriin tiirevlerini yine kendileri cinsinden yazdigimizda ortaya cikan ii¢ denklem,
egriler kuraminin buitiin hesaplarinin dayandig: Frenet formilleridir (Frenet formulas). Dogal ¢at1 alam
U, U,, Us egri hakkinda hicbir bilgi tasimaz — her noktada aymidir; oysa egriye baglh bu yeni ¢at1 egrinin
kendisi kadar bilgilidir.

Boliimde yalnizca birim hizli egrilerle calisacagiz. Nedeni pratiktir: birim hizli bir 8 egrisinde || 5" ||= 1
oldugundan tirev almak siirat ¢carpanlariyla ugragmay: gerektirmez ve biitiin formiiller en sade héllerini
alir. Keyfi huzl bir egriye gecmek, ileride gorecegimiz gibi, elde ettigimiz her seyi birim hizli kopyadan
geri tagimaktan ibarettir. B6liimiin sonunda burulmanin sifir olmasinin “egri bir diizlemde kaliyor” demek
oldugunu, egriligin sabit ve burulmanin sifir olmasmin da egrinin bir cember pargasi olmasi demek
oldugunu tam olarak ispatlayacagiz.

Birim Teget Alani ve Egrilik

B : I — R3 birim hizl bir egri olsun; yani her s € I igin || 8'(s) ||= 1. Hiz alan1 3’, egri iizerinde bir
vektor alanidir (Tanim 10.3) ve her noktada birim uzunluktadir. Bu alani ayr bir harfle anmak isleri
kolaylagtirir: ona T" diyecegiz.

T’nin uzunlugu sabit oldugundan, T" egri boyunca yalnizca doner; uzayip kisalmaz. Dolayisiyla 7 nin
tiirevi 7", timiiyle bu dénmeyi anlatir. Yon hi¢ degismiyorsa T sabittir ve 7" = 0 olur; yon hizla degisi-
yorsa T biiyiir. Iste egriligin tanim1 bu gézlemden dogar.

Once kiigitk ama énemli bir olgu: 7" her noktada T"ye diktir. Gergekten, T" birim alan oldugundan her
s igin

T(s)-T(s)=1

yazilir. Sol taraf sabit bir fonksiyondur; tiirevi sifirdir. Egri tizerindeki alanlarin i¢ ¢carpimi igin Leibniz
kurah (Y- Z) =Y’ -Z+Y - Z’ oldugundan

0=(T-T) =T -T+T-T =2T"-T,

yani her s icin 7"(s) - T'(s) = 0. Demek ki egrilik vektorii daima egriye diktir: hizin degisimi, hizin
dogrultusunda degil, ona dik dogrultuda gergeklesir.

Tanim 11.1 (Birim Teget Alani, Egrilik Vektorii ve Egrilik). 3 : I — R? birim hizli bir egri olsun.
T = f’ alanina f’nin birim teget vektor alani (unit tangent vector field) denir; her noktada || T' ||=
1’dir.

T’ = ” alanina f’nin egrilik vektor alani (curvature vector field) denir. Bu alan her noktada T"ye
diktir.

Her s € [ icin

k(s) = T"(s) |
ile tamimlanan gercel degerli x fonksiyonuna $’nin egrilik (curvature) fonksiyonu denir. Tanimi geregi

Kk > 0’dr.

Yani £(s), birim teget vektoriin s aninda ne kadar hizli déndiigiinii 6lgen sayidir: & biiyiikse egri o noktada
keskin doniiyordur,  kiigiikse yumusak.
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Olgiiniin birim hiza bagli olmas: bir tesadiif degildir. Parametre yol uzunlugunu él¢tiigii i¢in &, “birim yol
basina ne kadar doniildiigii”diir — saatin hizina degil, yolun sekline bagh bir biiytikliik. Ayni rotay iki kat
hizli dolasan bir egride T' de iki kat hizli donerdi ve ham tiirev yaniltici olurdu; birim hiz bu giraltiyi
bastan siler.

Iki temel &rnekle baslayalim.

Ornek 11.1 (Cemberin Egriligi Yaricapin Tersidir). a > 0 olsun. zy diizlemindeki a yaricapli gem-
berin birim hizli parametrelendirmesi

B(s) = (a cos f, asin f, O)
a a

egrisidir. Bu egrinin gercekten birim hizli oldugunu dogrulayalim ve egriligini bulalim.

Coziim.
Koordinat fonksiyonlarinin tiirevleri —sin(s/a), cos(s/a) ve 0°dir; kisaltma olarak u = s/a yazalim.
Boylece

T(s) =p'(s) = (—sinu, cosu,0 ).

Uzunlugun karesi sin? u + cos? u = 1 oldugundan || 8’(s) ||= 1: egri birim hizlidir.
Bir kez daha tiirev alalim. du/ds = 1/a oldugundan zincir kuraliyla

1 1
T (s) = (—— cosu, —— sinu, 0).
a a

Uzunlugun karesi a%(COSQ u + sin?u) = #’dir, yani

5(5) = T'(s) l1= .

Egrilik sabittir ve yaricapin tersidir. Yaricap kiiciilditkge egrilik biytir: @ = 1 i¢in k = 1, a = 10 i¢in
K = 0, 1. K¢tk bir cember keskin déner, bityiik bir cember neredeyse diiz gider. Bu, sezgimizin istedigi
seydir ve x’nin “dénme keskinligi” olarak okunmasimin gerekgesidir.

Denetim olarak T” - T"yi hesaplayalim:

1 1
T -T = —cosusinu — —sinucosu = 0,
a a

beklendigi gibi sifir.
|

Ornek 11.2 (Dogrunun Egriligi Sifirdir). p bir nokta, q birim uzunlukta bir vektér olsun. 3(s) = p +
sq dogrusunun (Ornek 4.1) birim hizli oldugunu gosterelim ve egriligini bulalim.

Coziim.
B’nin . koordinat fonksiyonu p, + sg, dir; tiirevi g;, ikinci tiirevi 0’dir. Dolayisiyla

T(s)=p'(s) = (q1,49,93),  T"(s) =(0,0,0).
|| a ||= 1 oldugundan || 8’ ||= 1: dogru birim hizlidir. Egriligi
k(s) =[T'(s) =0

olur ve her s icin sifirdir. Dogru hi¢c dénmez; birim teget vektorii boyunca sabittir. Béliimiin ilerisinde
bunun tersinin de dogru oldugunu, yani egriligi her yerde sifir olan bir birim hizh egrinin bir dogru
iizerinde kalmak zorunda oldugunu ispatlayacagz.

]

Bu iki 6rnek egriligin uclarimi gésteriyor: dogruda x = 0, cemberde x = 1/a sabit. Aradaki fark: gozle
gormek icin iki cemberi yan yana koyalim.
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11.1 Birim Teget Alan1 ve Egrilik 293

Ornek 11.3 (Sik1 ve Gevsek Donen ki Cember). zy diizleminde a = 1 ve a = 3 yarigapli iki cemberi,
ikisi de orijinden gececek ve orijinde ayn1 yone bakacak bicimde alalim:

By(s) = (sins7 1—coss, 0 ), Bs(s) = (35in§,3—3cos§,0).

Ikisinin de birim hizli oldugunu, s = 0’da aym1 birim teget vektdre sahip oldugunu gésterip egrilik
vektorlerini kargilagtiralim.

Coziim.
Birinci egri i¢in T} (s) = (cos s, sin s, 0), uzunlugu 1. Ikinci egri i¢in

T(s) = (cos g, sin g, 0),
uzunlugu yine 1. Ikisi de birim hizlidir ve s = 0°da
T,(0) = T5(0) = (1,0,0),

yani iki egri orijinde ayni yéne bakar. Ikinci tiirevler:

T{(s) = (—sins, coss, 0), T;(s) = (—% sin g, %cos g, 0).
Buradan x; = 1 ve k3 = 1/3 cikar. s = 0’da egrilik vektérleri (0, 1, 0) ve (0,1/3,0)’dur: ikisi de teget
dogrultusuna dik ve ¢gemberin merkezine bakar, ama birincisi i¢ kat uzundur. Ayni yerden ayni1 yone
¢ikan iki egriden x’s1 bityiik olan yoldan daha hizli ayrilir: s = 1 i¢in 8, (1) ~ (0, 841; 0,460; 0) iken
B5(1) = (0,982; 0,165; 0)’dir; teget dogrusu olan z ekseninden uzakliklar 0,460 ve 0, 165, oranlari
yaklagik 2, 78.

iki cember, orijinde ortak teget Egrilik vektorleri ve s =1

Py

0,5

1 0,165

teget dogrusu T 1 2 x s=0 0,5 teget dogrusu  x

Sekil 11.1: Solda orijinden gecgen ve orada ayni birim teget vektore sahip iki cember: yaricap1 a = 1
olan P, (mavi) ile yarigap1 a = 3 olan B, (turuncu); gri ok ikisinin ortak tegeti T(0) = (1, 0)‘dir ve x ekseni
ortak teget dogrusudur. Sagdaki yakin planda ayni noktadan dikey ¢ikan iki egrilik vektori goriliyor:
mavi okun boyu «; = 1, turuncu okunki k, = 1/3’tiir; ikisi de teget dogrusuna diktir ve kendi cemberinin
merkezine bakar. s = 1 aninda egriler teget dogrusundan 0,460 ile 0,165 kadar uzaklagmistir: oranlar1
yaklagik 2,78'dir, yani egriligi bitylik olan egri teget dogrusundan ti¢ katina yakin hizla ayrilir.
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Asli Normal ve Binormal

Egrilik £ déonmenin ne kadar oldugunu séyler, ama hangi yéne donildigini soylemez. Bu bilgi 7"
vektorinin dogrultusundadir. 7"’yi kendi uzunluguna bolersek birim uzunlukta bir alan elde ederiz ve
dénme yoniini okuruz. Bunun i¢in £’nin higbir noktada sifir olmamas: gerekir.

Neden egriligin sifir olmamasini istiyoruz

k(s) = 0 olan bir noktada T”(s) = 0’dir ve sifir vektériin bir dogrultusu yoktur: egri o anda hig
dénmedigi icin “hangi yone doniiyor” sorusunun yaniti yoktur. Bu yiizden bu béliimiin geri kalaninda
B’nin egriliginin her yerde kesin pozitif oldugunu, yani £ > 0 oldugunu varsayacagiz.

Varsayim masum degildir: bir egrinin egriligi bazi noktalarda sifirlanip bazilarinda sifirlanmayabilir;
boyle bir egride asagida kuracagimiz ¢ati, x’nin sifirlandigl noktalarda tanimsiz kalir ve sifirin iki
yaninda birdenbire yon degistirebilir. Uygulamada bu, egriyi £ > 0 olan alt araliklara bélerek asilir.
Egriligi her yerde sifir olan egrilerse zaten dogrulardir ve bunlar: ayrica inceleyecegiz.

Tanim 11.2 (Asli Normal ve Binormal Vektor Alanlar1). 3 : I — R3 birim hizl bir egri ve her s €
I i¢in k(s) > 0 olsun.
T/
N=—
K
alanina ’nin asli normal vektor alani (principal normal vector field) denir.
B=TxN

alanina $’nin binormal vektér alani (binormal vector field) denir.
T, N, B uclustine (3 tizerindeki Frenet cat1 alani (Frenet frame field), s, 7, T', N, B beslisine de 8’nin
Frenet aparati (Frenet apparatus) denir. (7 birazdan tanimlanacak.)

Yani IV, egrinin o noktada déndigii yoni gosteren birim ok; B de T ile N'nin gerdigi diizleme dik olan
tg¢lincti birim oktur. Taum geregi 7' = kN esitligi her noktada dogrudur: egrilik vektori, buyukligi &
ve yoni N olan vektordiir.

Simdi bu ti¢ alanin gergekten bir ¢ati (Tanim 9.7) olusturdugunu, yani her noktada karsilikli dik ti¢ birim
vektor verdigini ispatlayalim.

Lemma 11.1 (T, N ve B Her Noktada Bir Catidir). [ birim hizli bir egri ve k > 0 olsun. O halde T', N,
B alanlarimin iicii de birim uzunluktadir ve her noktada ikiser ikiser diktir:

T -T=N-N=B-B=1, T -N=T-B=N-B=0.

ispat.

Ug iddiay: sirayla gorelim.

T birimdir. 8 birim hizli oldugundan tamim geregi | T ||=|| 8’ ||= 1.

N birimdir. N =T’ /k ve k =|| T ||> 0’dir. Bir vektériin pozitif bir skalerle ¢arpyminin normu, skalerle
normun ¢arpimidir; dolayisiyla

1,_, 1 , K
[N A= =T =~ 1T I= - = 1.
K K K

Burada > 0 varsayimini hem bolmenin anlamli olmast hem de mutlak deger gerekmemesi icin kullan-
dik.
T ile N diktir. Béliimiin basinda T’ - T = 0 oldugunu gordiik. N, T' ’nin pozitif bir kati oldugundan

1 1

T -N=T--T' ==(T-T')=0.
K

K
B birimdir ve hem T”ye hem N’ye diktir. Bu, vektorel ¢carpimin noktasal 6zelliklerinden ¢ikar. Her s igin

T(s) ile N(s), B(s) noktasindaki iki teget vektordiir ve B(s) = T(s) x N(s) tir. Lemma 9.5'ne gére bir
vektorel carpim carpanlarinin ikisine de diktir:
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B-T=0, B-N=0.

Ayni lemma uzunlugun karesi igin
2
| Tx N |=(T-T)(N-N)—(T-N)?

2
formiilinii verir. Sag taraftaT - T =1, N - N = 1veT - N = 0 oldugundan|| B |=1-1—0 =1, yani
I B [l=1.
Boylece dokuz i¢ ¢arpimin hepsi istenildigi gibidir: ii¢ alan her noktada birim ve karsilikli diktir, yani
T(s), N(s), B(s) iigliisii B(s) noktasinda bir ¢atidir.
]

Bir catinin en ¢ok ige yarayan 6zelligi, o noktadaki her teget vektorii kendi bilesenlerine ayirabilmesidir:
Teorem 9.1’e gore B(s) noktasindaki her v teget vektorii

v=(v-T)T+(v-N)N+(v-B)B

bi¢iminde tek tiirlii yazilir. Bundan sonraki biitiin hesaplarimizin yéntemi budur: bilinmeyen bir alani
Frenet catisina gore agip katsayilarin tek tek i¢ ¢carpimla bulacagiz.
Ornek 11.4 (Diizlemdeki Bir Cemberin Frenet Catis1). a = 2 yaricapl

B(s) = (2 cos g, 2sin g, 0)

cemberinin Frenet catisini bulalim ve ti¢ alanin da birim ve karsilikli dik oldugunu s = 7 noktasinda
sayilarla denetleyelim.

Cozim.
u = s/2 yazalim. Ornek 11.1'ndeki hesabimn a = 2 hali:

1 1
T(s) = (—sinwu, cosu, 0), T (s) = (—5 cosu, —5 sin u, 0)

ve £ = 1/2. Dolayisiyla

T'(s)

N =77

= (—cosu, —sinu, 0).

N’nin ¢emberin merkezi olan orijine baktigina dikkat edelim: 3(s) noktasindan merkeze giden birim
yon

= (—coswu, —sinwu, 0)
olur, tam olarak N(s).

Binormal i¢in vektorel carpimi acalim (Tanim 9.9):

U Uy U
B(s)=T x N =|—sinu cosu 0].
—cosu —sinu 0

Birinci ve ikinci bilesenler sifirdir, ti¢iincii bilesen ise
(—sinu)(—sinu) — (cosu)(—cosu) = sin? u + cos?u = 1

olur. Yani B(s) = (0,0, 1): binormal, ¢cemberin bulundugu diizleme dik sabit bir birim vektordiir.
s =m'de u = w/2°dir ve

T= (_170a0)7 N = (Oa_130)7 B= (0703 1)
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Uciiniin de uzunlugu 1’dir; i¢ carpimlar1 T- N =0, T- B =0, N - B = 0. Bu &zel noktada Frenet
catisy, isaretleri degismis bir dogal catidan bagka bir sey degildir; ama s degistikce 7" ile N doner, B ise
sabit kalir.

|

Burulma

Egrilik, egrinin T ile N’nin gerdigi diizlem i¢inde ne kadar dondugiinii 6lcer. Ama bir uzay egrisi bu
diizlemden de cikabilir: bir helis, diizlemsel bir ¢emberin aksine, siirekli olarak “burularak” ilerler. Bu
cikisi dlcen biytikliigii B’nin tiirevinden okuyacagiz; ¢iinkii B tam olarak o diizleme dik olan alandir ve
B dontiyorsa diizlem de doniiyor demektir.

B’’niin 6zel bir bi¢imi vardir: her noktada N’nin bir katidir. Bunu ortonormal agilimla gérelim. Amacimiz
B’ -Tile B’ - B katsayilarinin sifir oldugunu gostermek.

Once B - B = 1 esitliginin tiirevini alalim; 7 i¢in yaptigimizin aynist:

0=(B-B)=2B-B, yani B'-B=0.
Simdi B - T = 0 esitliginin tiirevini alalim:
0=(B-TY=B"-T+B-T'.
Buradan B’ - T = — B - T” ¢ikar. 7" = kN oldugundan ve B - N = 0 oldugundan
B"-T=—-B-kN=—-k(B-N)=0.
O halde ortonormal a¢ilimda geriye tek terim kalir:
B =B -T)T+(B -N)N+ (B -B)B=(B"-N)N.

Demek ki B’ her noktada N’nin bir skaler katidir. Bu skalere bir ad vermenin tam zamani.

Tanim 11.3 (Burulma). [ birim hizli bir egri ve x > 0 olsun. I izerinde taniml ve her s i¢cin
B'(s) = —7(s) N(s)

esitligini saglayan 7 gergel degerli fonksiyonuna $’nin burulma (torsion) fonksiyonu denir. A¢ik formiili
T=—B - Ndir.

Yani 7(s), egrinin s aninda oskiilatér diizleminden (birazdan adini koyacagimiz, T' ile N’nin gerdigi
diizlemden) ne hizla siyrildigim olcer. Eksi isareti bir gelenektir; onu koydugumuzda Frenet formiilleri,
birazdan gorecegimiz gibi, ters simetrik ve akilda kalic1 bir bi¢im alir.

Egrilikle burulma arasinda énemli bir fark vardir. & =|| T || bir uzunluk oldugundan higbir zaman negatif
olamaz; oysa 7 lizerinde hicbir kisitlama yoktur: ayni egrinin bir bélgesinde pozitif, bagka bir bélgesinde
negatif, arada sifir olabilir. [saretin anlami sudur: 7 > 0 ise egri oskiilator diizleminden B yéniine dogru,
7 < 0 ise —B yoniine dogru siyrilir. Bunu Frenet yaklasiminda somut olarak gorecegiz.

Frenet Formiilleri

Simdi boliimiin ana teoremine geldik. 7', N, B alanlarinin tiirevlerini yine 7', N, B cinsinden yazacagiz.
flk ve iiciincii satirlar tanimlarin yeniden ifadesidir; asil is ortadaki satirdadur.

Teorem 11.1 (Frenet Formiilleri). 3: 1 — R3 egriligi k > 0 ve burulmasi T olan birim hizl bir egri
olsun. O halde

T = kN,
N = —xkT + 1B,
B = —TN.

ispat.
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Birinci formil. N ’nin tanimi N = T’ /k idi. Her iki yani k ile ¢carparsak T’ = kN olur. Bu, tanimin
baska bir yazilisidir.

Uciincii formiil. Burulmanin tanimi dogrudan B’ = —7 N diyordu. Bu tanimin anlamli olmasi, yukarida
ispatladifimiz “B’ her noktada N ’nin bir katidir” olgusuna dayanir.

ikinci formil. N’ de egri uizerinde bir vektor alanidir; her noktadaT', N, B bir ¢cati oldugundan (Lemma
11.1) ortonormal agitlimi (Teorem 9.1) yazabiliriz:

N’ =(N'-T)T+(N'-N)N + (N’ - B) B.

Ug katsayiy tek tek bulalim.
Birinci katsayl. N - T' = 0 esitliginin tiirevini alalim:

0=(N-TY =N'-T+N-T".
Birinci formiilii kullanarak N - T" = N - kN = k(N - N) = k buluruz. O halde
N -T=-N-T =—&.

Ikinci katsay1. N birim uzunlukta oldugundan, T ve B icin yaptigimiz hesabin aynisi gecerlidir: N - N =
1’in tiirevi2 N’ - N = 0 verir, yani

N’ -N=0.
Ugiincii katsayl. N - B = 0 esitliginin tiirevini alalim:
0=(N-BY=N'-B+N-B.
Uciincii formiilii kullanalim:
N-B=N-(—tN)=—7(N-N)=—r.
Dolayisiyla
N .-B=—N-B =r.
Ug katsayiyr agitlima koyarsak
N =—kT+0-N+7B=—xT+71B

cikar; istenen ikinci formiil budur.
| ]

Ug formiilii tek bir tabloda gérmek bigimi akilda tutmay1 kolaylastirir. Satirlar 77, N’, B’; siitunlar T, N,
B katsayilari olsun:

T N B

T 0 K 0
N —k 0 T
B 0 -7 0

Katsay: tablosu ters simetriktir: kdsegeni sifirdir ve (4, j) girdisi (j, ¢) girdisinin eksilisidir. Bu bir tesadiif
degildir; E; - E; sabit olan herhangi bir ¢at1 alaninda ayn1 sey olur, ¢iinkii (E; - E;)" = 0 esitligi tam da
bu ters simetriyi soyler. Burulmadaki geleneksel eksi isaretinin nedeni de budur: onsuz tablo bu giizel
bicimi almazdi.

Simdi teoremi sayilarla calistiralim. En bilgilendirici 6rnek helistir.

Ornek 11.5 (Helisin Frenet Aparati). a > 0 ve b # 0 olsun. ¢ = Va2 + b2 yazarak
s bs

B(s) = (acos f, asin —, —)
c ¢ ¢

helisinin (Ornek 4.2) Frenet aparatin1 hesaplayalim.
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Cozim.

Bu egri, a(t) = (acost,asint,bt) helisinin birim hizli yeniden parametrelendirmesidir; birim hizl
oldugunu dogrudan da gérebiliriz. Kisaltma olarak u = s/c yazalim; du/ds = 1/¢’dir.

Birim teget. Koordinat fonksiyonlariin tirevleri:

T(s)=p'(s) = (—%sinu, %cosu, g)

Uzunlugun karesi

a? .9 a? 9 b2 a? 402
—sin“u+ —cos"u+ - = =1,
c c c

yani egri gercekten birim hizlidir.
Egrilik vektorii ve egrilik. Bir kez daha tiirev alalim:

a a
T (s) = (——2 cosu, —— sinu, 0).
c c

Uzunlugun karesi ‘;—2(0052 u +sin?u) = ‘c’—z oldugundan ve a > 0 oldugundan

K(s) =) T'(5) |= 5 = ——

Z- e

Egrilik sabittir ve pozitiftir; dolayisiyla Frenet catisi biitiin egri boyunca tanimlidur.
Aslinormal. N = T’ /k oldugundan T"’yii a/c? ile bolmek yeter:

N(s) = (— cosu, —sinu, 0).

N’nin tigiincii bilegeni sifirdir ve ilk iki bileseni 3(s)’in zy diizlemine izdiisiimiiniin tam ters yoniinii
gosterir. Yani a ile b ne olursa olsun, asli normal her noktada helisin {izerinde durdugu silindirin
eksenine, yani z eksenine dogru dosdogru bakar.

Binormal. Vektorel ¢arpimi acalim:

U U, Us
B(s)=T x N =|—%sinu %cosu ¢ |.
C C C

—cosu —sinu 0

Bilegenleri tek tek yazalim:

B, = —cosu-0— - (—sinu) = —sinwu,
c
b b
B, = - (—cosu) — (—gsinu> -0 =—-cosu,
c c c
a a a
By = |——sinu | (—sinu) — —cosu - (—cosu) = —.
s = (% sinu) (~sinu) — ¢ cosu- (~ cosu) = 2
Yani
b b
B(s) = (— sin u, —— cos u, 9).
c c c
Denetim:
2 b2 2 2 b2
||B||:—2(sin2u+c052u)+a—:a LAY
c c

Burulma. B’nin tiirevi
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olur. Bunu N ile karsilagtiralim: N = (— cos u, — sin u, 0) oldugundan

b
B'(s) = —3 N(s).
Burulmanin tanimi1 B = —7 N oldugundan
b b
=2 are

Helisin burulmasi da sabittir ve b ile ayni isaretlidir: b > 0 ise helis yukar1 dogru sag el yoniinde burulur,
b < 0 ise ters yonde.
Ozet. Helisin Frenet aparati

c? =a? + b2

e’

ve yukaridaki 7', N, B alanlaridir. a = 3,b =4 i¢inc =5,k = 3/25 = 0,12 ve 7 = 4/25 = 0, 16’dur.

Bu helisin bir noktasinda ¢atiy1 acikca gorelim. s = 57/2, yani v = 7/2 alirsak cosu = 0, sinu = 1

olur ve
5t 3 4 4 3
— 1 =1(0,3,2 T=|—-,0= N=(0,-1,0), B=|-,0,=
ﬂ<2> (7 ) ﬂ-)) ( 57 75)3 (7 ) )7 (55 75)

¢ikar. N’nin gergekten z eksenine, yani (0, 0, 27) noktasina dogru baktigina dikkat edelim.
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T| = (-3/5, 0, 4/5)
1\|I = (0! -1, 0)
|
B = (4/5, 0, 3/5)

B(s) = (3 cos(s/5), 3 sin(s/5), 4s/5)

K = 3/25, T = 4/25

Sekil 11.2: Helis f(s) = (3cos(s/5), 3sin(s/5), 4s/5) x* + y* = 9 silindirinin duvarinda yiikselir; ¢izilen yay
yarim turdur, s = 0’dan s = 57’ye. Ortadaki f(57/2) = (0, 3, 27) noktasinda turuncu T egriye tegettir, yesil
A diktir vekesiidietdginth gosterdigi gibi silit¥dirin ekseni iizerindeki (0, 0, 27r) noktasify d¥sdeptd
bakar, koyu B = T x N ise ilk ikisinin gerdigi tarali oskiilatér diizleme diktir ve okura dogru ¢ikar. Ucii
de birim uzunluktadir; gériintirliik icin iki kat uzun ¢izilmislerdir, sayfada farkli boyda gériinmeleri
izdugtimiin kisaltmasindandir. Bu heliste egrilik ile burulma her noktada sabittir: « = 3/25, T = 4/25.
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Helisin iki parametresi egrilik ve burulmay1 nasil belirliyor? Birka¢ degeri yan yana koyalim.
Ornek 11.6 (Helis Parametreleri Egriligi ve Burulmay1 Nasil Degistirir). x = a/(a? +b%) ve T =
b/(a® + b?) formiillerini birka¢ somut (a, b) cifti icin hesaplayip yorumlayalim.

Coziim.
Tablo (degerler dort ondaliga yuvarlanmstir):

a b 2=a>+b Kk=a/c? T="0b/c? T/K

3 4 25 0,12 0,16 4/3

4 3 25 0,16 0,12 3/4

3 0 9 0,3333 0 0

1 4 17 0,0588 0,2353 4

3 40 1609 0,0019 0,0249 40/3

Okunacak ¢ sey var.

Birincisi, b = 0 satir1: bu durumda helis 2y diizlemindeki a yaricapli ¢embere indirgenir. Formiiller k =
a/a® = 1/ave T = 0 verir; bu, Ornek 11.1'ndeki sonugla ve gemberin bir diizlemde kaldig1 gzlemiyle
tam olarak uyusur.

Ikincisi, b bityiidiikge helis dikine uzar ve hem egrilik hem burulma kiiciiliir (a = 3, b = 40 satir1): ok
uzatilmis bir helis yerel olarak neredeyse bir dogrudur.

Ugiinciisti, 7/k = b/a orani yalnizca a ile b'nin oranina bagldir. Helisi bityiitiip kiigiiltmek « ile 7°yu
ayni ¢arpanla degistirir, oranlarini degistirmez. Bu oranin sabit olmast ileride butiin bir egri ailesini
karakterize edecek.

Son bir denetim: @ = 3, b = 4 helisinde x% + 72 = (9 + 16)/625 = 1/25, yani Vx2 + 72 =1/5 =
1/c. Genel olarak da k2 + 72 = (a? + b?)/c* = 1/c¥dir.

|

11.5 Noktalarla Vektorleri Ozdeslestirmek

Bundan sonraki hesaplarda kii¢tik bir rahatliga ihtiyacimiz olacak, onu simdi agikga belirtelim.

1 Nokta ile teget vektor arasinda gegis

Bir p noktas: ile p’deki bir v, teget vektori arasindaki ayrimi bagtan beri 6zenle koruduk. Ancak
Oklid uzayinin ¢ok kullanisht bir 6zelligi vardir: (vy,v,,v5) noktalartyla p'deki (vy,vy,03),, teget
vektorleri arasinda dogal bir birebir esleme bulunur. Karsilikli gelen nesnelerin Oklid koordinatlari
ayni oldugundan, bu esleme skalerle carpma, toplama, i¢ carpim, vektorel ¢arpim ve tirev gibi
koordinatlarla tanimlanmus hicbir islemi bozmaz.

Bu yiizden bundan sonra gerektiginde gosterimi degistirmeden sessizce birinden 6tekine gececegiz.
Ornegin bir 3 egrisi tizerindeki Y = (y;, s, y3) alani, R®’te (y;,ys,y3) egrisi olarak da okunabilir;
Y paralelse koordinat fonksiyonlari sabittir ve Y, R%’iin tek bir noktasiyla 6zdeslesir. Benzer bicimde
B(s) - N(s) gibi bir yazim, 3(s) noktasinin koordinat ticlisityle N (s)’in vektor kisminin i¢ ¢carpimi
anlamina gelir.

Bu 6zdeslestirmenin hemen bir kullanimi var: diizlemleri vektor diliyle betimlemek. R3’te bir diizlem,
verilen bir noktada verilen bir dogruya dik olan biitiin dogrularin birlesimidir. Vektor diliyle: p nokta-
sindan gecen ve q # 0 vektorine dik olan diizlem,

(r—p)-q=0
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kosulunu saglayan biitiin r noktalarindan olusur. Burada q’yu p noktasina yerlestirilmis bir teget vektor
olarak diisiinmek en dogal resmi verir. Frenet catisinin ti¢ vektorii bir noktada ii¢ ayr1 diizlem belirler;
birazdan bunlar1 adlandiracagiz.

Frenet Yaklasimi ve Ug Diizlem

Egrilikle burulmanin egrinin seklini nasil belirledigini gérmenin en iyi yolu, egriyi bir noktanin yakininda
en basit bi¢imiyle yazmaktir. Taylor acilimini Frenet catisi cinsinden ifade edecegiz.

Kolaylik olsun diye s = 0 noktasinin yakinina bakalim ve s = 0’daki degerleri alt indisle gosterelim: T;, =
T(0), N, = N(0), By = B(0), ko = k(0) > 0, 7y = 7(0).

Onerme 11.1 (Frenet Yaklasimi). 3 egriligi > 0 olan birim hizl bir egri olsun. s = 0 yakininda

Ko$
2

RoTo$

2 3
B(s) ~ p(0) +sTy + N, + 5 B,

yazilabilir. Sag taraftaki B(s) egrisine 8’nin s = 0 yakinindaki Frenet yaklasimi (Frenet approximation)
denir.

ispat.
B = (B, Ba, Bs) yazalim. Kiigiik s iin her koordinat fonksiyonu Taylor serisinin ilk terimleriyle yaklasik
olarak verilir:

dp; d*g; 8% | d*B; . 8°

Bils) = Bi(0) + =2 (0) s + —HH(0) S + —H5H(0) =

Ug koordinatt birlestirirsek, nokta ile vektér arasindaki 6zdeslestirmeyi kullanarak

82 83
Bs) ~ B(0) +56'(0) + 2 87(0) + = 67(0)

elde ederiz. Simdi ii¢ tiirevi Frenet ¢atisi cinsinden yazalim.

Birinci tirev. Tanim geregi 8 = T, yani ' (0) = Tj,.

Ikinci tiirev. Birinci Frenet formiilii 8 = T’ = kN verir, yani 3”(0) = kqN,.
Uciincii tiirev. 87 = kN esitliginin tiirevini carpim kuraliyla alalim:

dk
" — N /7 —- N N,.
Ikinci Frenet formiiliinii (N’ = —kT + 7B) yerine koyarsak
" 2 dH
8" =—k*T+—N+kTB
ds

¢tkar. s = 0°da

” dk
B"(0) = —rkp Ty + E(O) Ny + ko7 By.

Yerine koyma. Ug tiirevi Taylor agihmina koyup T, N,, B, bilesenlerini toplayalim:

K253
Bls) = B(0) (s— G )To

2 3
Ko$ ldx 3 KoToS
—— N, B,.
+< 9 ~|—6ds(0)s) o+ 6 0

s kiigiikken her bilesende s’in en kiigiik kuvvetini tasiyan terim otekilere baskindir: Tj, bileseninde s, N,
bileseninde riys? /2, B, bileseninde r(7ys> /6. Yalnizca bu baskin terimleri tutarsak istenen ifade ¢ikar.
En sade hali gormek icin kg = 1 ve 7y = 1 alalim; yaklasim
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2 83

6

N

B(s) — B(0) :3T0+%No+ B,

olur. Bu egri —1,5 < s < 1,5 araliginda ¢izildiginde ii¢ diizlemin her birine gore nasil yerlestigi acik¢a
gorilir.

normal diizlem rektifiyan diizlem
> . N 7 5 .
T, a dik :\\ ,/: Ny 'a dik
RN 7
: AR N :
I - s I
P NN
! - - NOEREN |
1" .7 S
I/ // \\ \i
P B N
pr 3 0 4 So

oskilator diizlem -
Bo’a dik  °~ N
~

NSttt dy bttt
/e = — — — — — - N\
]

[

It
=3
(g}

@)
<
[
=
5
8
wn
2z
5

K0=‘E0:1, =5 3868 15

Bs) - B0) = s Ty + (s°/2) Ny + (s°/6) B

Sekil 11.3: B(0) noktasinda Frenet ¢atisinin ti¢ birim vektorii — teget T, (mavi), asli normal N, (yesil) ve

binormal B, (koyu) — her biri bir diizlemi dik olarak deler: turuncu kare B, a dik oskiilator diizlem, yesil

kare Ny'a dik rektifiyan diizlem, mavi kare T, a dik normal diizlemdir; ii¢ dik aci isareti catinin ikiser

ikiser dikligini gosterir. Ince turuncu yay, ko = 7, = 1 alinarak yazilan B(s) - p(0) = s T, + (5%2) N, + (s%/6)

B, Frenet yaklasimidir. Yay s = 0'da T, okuna tegettir, ikinci terim onu oskiilator diizlem icinde N, yoniinde
biiker, en kiiciik olan iiciincii terim ise onu bu diizlemden B, yoniinde ayirir.

Yaklasimin her terimini tek tek okuyalim; egrilikle burulmanin sekle katkisi burada ¢iplak gozle goriiliir.
Birinci terim yalnizca 5(0) noktasidir: egrinin gectigi yer.
Ilk iki terim birlikte

st B(0) + s Ty

dogrusunu verir. Bu, f’nin 8(0)’daki teget dogrusudur ve egrinin en iyi dogrusal yaklagimidir.
11k iic terim birlikte

KoS?
s+ 5(0) +5T0+TN0

paraboliinii verir; bu da f’nin 5(0) yakinindaki en iyi ikinci dereceden yaklasimidir. Parabol tiimiiyle T,
ile Ny’ gerdigi diizlemde, yani 3(0)’dan gecen ve B, a dik olan diizlemde kalir. Bigimi 2y diizlemindeki
y = koz?/2 parabolityle aynidir; yani tiimiiyle k, tarafindan belirlenir. Egrilik biiyiikse parabol dar,
kiigtikse genistir. .

Dérdiincii ve en kiiciik terim “02*- B;’dir ve egrinin bu diizlemden ¢ikisim yénetir. 7, = 0 ise bu terim
yoktur ve egri (en azindan tiglincii mertebeye kadar) diizlemde kalir; 7, > 0ise s > 0 i¢in egri B, yoniine,
s < 0 icin —B, yéniine sapar; 7, < 0 ise sapmalar terstir. Terimin s> ile gelmesi, sapmanin tegetten
ayrilmadan da dénmeden de daha yavas basladigini soyler: egri 6nce diizlemde doner, sonra diizlemden
styrilir.

Bu ti¢ diizlemin adi vardir.
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Tanim 11.4 (Oskiilator, Rektifiyan ve Normal Diizlem). [ birim hizli, & > 0 olan bir egri ve s, € I
olsun. 8(s,) noktasindan gecen

+ B(sy)’a dik diizleme S’nin §(s,)’daki oskiilatér diizlemi (osculating plane) denir; T'(s,) ile N (sg)
tarafindan gerilir.

+ N(sy)’a dik diizleme rektifiyan diizlem (rectifying plane) denir; T'(s) ile B(s,) tarafindan gerilir.

+ T(sy)’a dik diizleme normal diizlem (normal plane) denir; N(s,) ile B(s,) tarafindan gerilir.

Yani oskiilator diizlem egrinin o noktada “iginde yattig1” diizlem, normal diizlem egriyi dik kesen diizlem,
rektifiyan diizlem de ikisinin arasindaki ti¢iincii diizlemdir.

Her noktanin kendi Frenet yaklagimi ve kendi ti¢ diizlemi vardir. Yukaridaki hesapta 0 yerine herhangi
bir s, alinirsa, Taylor agilimlarinda her zaman oldugu gibi s yerine s — s, gelir.

Ornek 11.7 (Helisin Baslangic Noktasindaki Frenet Yaklasimi). a = 3, b = 4 (dolayisiyla ¢ = 5)
helisinin s = 0 yakinindaki Frenet yaklagimini yazalim ve yaklasimin gercek egriye ne kadar yakin
oldugunu s = 1 ile s = 2’de sayilarla dlcelim.

Coziim.

Ornek 11.5'teki formiilleri s = 0’da (u = 0) degerlendirelim:

3 4 4 3
0)=(3,0,0 ,=10,-, - N, =(—1,0,0 B,=10,——, =
ﬁ() (7 ’ )7 0 (7575)7 0 ( 7’)7 0 (7 575>

ve kg = 3/25, 7, = 4/25. Katsayilar:
Ko 3 KoTp 1 3 4 2

Frenet yaklagimi

A 3 4 352 253 4 3
=(3,0,0 0,2,= | + =(=1,0,0) + —(0,—=, =
B(S) (7 ’ )+3(75a5>+50( s Uy )+625<7 575>a

yani koordinat koordinat

N 352 3s 8s3 4s 65>
Bls) = (3Eif’??3125’??'+ 3125 |

Simdi kargilagtiralim. Gercek egri

egrisidir. Iki degerde hesaplayalim:

A1) ~
(1) =
p(2) ~
p(2) =
s = 1’de aradaki uzaklik yaklasik 0,0024, s = 2’de ise yaklasik 0, 0193’tiir.

Uzaklik s iki katina ¢ikinca yaklasik sekiz katina ¢ikt1; bu, hatanin s mertebesinde olmasiyla uyusur
(yaklasimi kurarken her bilesende s mertebeli terimleri attik). Yaklasimimn oskiilator diizlemdeki
parcast y = 5—?’0x2 paraboliiyle ayni bigimdedir; B, yoniindeki kii¢iik terim de helisin bu diizlemden
yukar1 dogru siyrilmasidir.

|

2,940200; 0, 596008; 0, 800000),
2,94; 0,597440; 0, 801920),
2,763182; 1, 168255; 1,600000),
2,76; 1,179520; 1, 615360).

P
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Egriligi Sifir Olan Egriler

Frenet yaklagimi, egriligi her yerde sifir olan bir egrinin dogru olmas: gerektigini diigindiirityor: x, = 0
ise parabol terimi de kiibik terim de yok olur ve geriye yalnizca teget dogrusu kalir. Bu sezgi dogrudur
ve tam bir ispat1 vardir. (Bu tek yerde x > 0 varsayimini askiya aliyoruz; zaten konu tam da x’nin sifir
olmast.)

Onerme 11.2 (Egriligi Her Yerde Sifir Olan Egri Bir Dogrudur). (3 : I — R3 birim hizli bir egri
olsun. 8°min egriligi her yerde sifirdir ancak ve ancak 3’nin goriintiisii bir dogru iizerindedir.

Ispat.

Egrilik sifirsa dogrudur. Tamum geregik =|| T’ ||=|| B” || 'dir. Bir vektériin normu sifirdir ancak ve ancak
vektoriin kendisi sifirdir; dolayisiyla her s i¢in k(s) = 0 olmast, her s icin 8" (s) = 0 olmasina denktir.
birim hizli oldugundan sabit bir egri degildir; Lemma 10.4'in ikinci maddesine gore ivmesi her yerde sifir
olan sabit olmayan bir egri bir dogrudur.

Dogruysa egrilik sifirdir. Ornek 11.2'nde hesapladik: 3(s) = p + sq ise 3” = 0 ve k = 0. Burada bir ince
nokta var: bir dogru iizerinde kalan birim hizli bir egri, gercekten de p + sq biciminde midir? Evet: 8, p
noktasindan gegen ve q birim vektérii dogrultusunda olan dogru iizerindeyse, her s i¢in 3(s) — p vektérii
q ‘nun bir katidir, yani B(s) = p + f(s)q yazilir. Katsay: f(s) = ( B(s) —p ) - q oldugundan (iki yan:
q ile ¢arpin ve q - q = 1 kullamin) f tiirevlenebilirdir. Hiz 8’ = f’q olur ve birim hiz kosulu | f' | =1
verir. ' siirekli ve hi¢ sifir olmadifindan ara deger teoremiyle isareti sabittir; yani f(s) = 4s + s 'dir
ve uygun bir baslangi¢ noktasiyla 3(s) = p + sq olur. Iki durumda da 8" = 0.

Demek ki egrilik, egrinin dogrudan ne kadar saptigini olger.

|

Burulma Sifirsa Egri Diizlemseldir

R3’te tek bir diizlemin iginde kalan egrilere diizlem egrisi (plane curve) denir. Diizlem egrileri, en basit
helisin bile yaptig tiirden ilging bir burulma yapmaz. Frenet yaklasimi bunun nedenini gosterdi: egriyi
oskiilator diizleminden gikaran tek terim r,7,s° B, /6°dir ve 7, = 0 ise o terim yoktur. O halde burulmasi
her yerde sifir olan bir egrinin oskiilator diizleminden hi¢ ayrilmadigini beklemek dogaldir. Bu beklenti
dogrudur.

Sonuc 11.1 (Burulmanin Sifir Olmasi Diizlemsel Olmaya Denktir). 3, R3te egriligi k > 0 olan
birim hizly bir egri olsun. 8 bir diizlem egrisidir ancak ve ancak T = 0’°dwr.

ispat.
Diizlem egrisiyse burulma sifirdir. 8’nin bir diizlemde kaldigini varsayalim. Yukaridaki betimlemeye gore
bir p noktasu ve sifirdan farkl bir q vektorii vardir ki her s igin

(B(s)—p)-a=0.

Sol taraf sabit (sifir) bir fonksiyondur; tiirevini alalim. q sabit oldugundan tiirevi sifirdir ve i¢ carpimin
Leibniz kurali

B'(s)-q=0
verir. Bir kez daha tiirev alirsak
#(s)-a=0

¢tkar. Birincisi T - q = 0, ikincisi kN - q = 0 demektir; k > 0 oldugundan ikincisinden N - q = 0 elde
edilir. Yani q her noktada hem T ’ye hem N ’ye diktir.

Ote yandan B de hem T ’ye hem N ’ye diktir. Bir noktada T, N, B bir ¢ati oldugundan, T ve N ’ye dik
vektorlerin kiimesi B’ nin skaler katlarindan ibarettir; ortonormal acilim

a=(q-T)T+(a-N)N+(q-B)B=(q-B)B

verir. Uzunluklar karsilastinrsak | q - B | =|| q || olur, yani her s igin
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Buradaki isaret fonksiyonu e(s) = B(s) - q/ || q || olarak yazilabildiginden siireklidir; yalnizca +1 ile
—1 degerlerini alan siirekli bir fonksiyon ise I araligi boyunca sabit kalmak zorundadir (aksi halde ara
deger teoremi geregi aradakiQ degerini de alirdr). Demek ki B sabit bir alandir ve B’ = 0°dir. Burulmanin
tanimi B" = —7 N oldugundan ve N hicbir yerde sifir olmadigindan 7 = 0 ¢ikar.

Burulma sifirsa diizlem egrisidir. Simdi 7 = 0 olsun. O halde B’ = —7N = 0°dw; yani B paralel bir
alandir ve koordinat fonksiyonlari sabittir (Lemma 10.4'in ii¢iincii maddesi). Bu sabit ii¢liiyii, nokta—vektor
ozdeslestirmesiyle, R3iin tek bir noktas: gibi diisiinebiliriz; kisaca B diyelim.

lddiamiz su: 8, B(0) noktasindan gecen ve B’ye dik olan diizlemde kalr. (Burada 0 € I oldugunu
varsaydik; degilse I ‘dan herhangi bir s, secilir ve 0 yerine s, yazilr.) Iddiayr gormek igin

f(s)=(B(s)=p0))-B
gercel degerli fonksiyonunu ele alalim. B sabit oldugundan tiirevi

af

=0 B=T-B=0

olur. Tiirevi her yerde sifir olan bir fonksiyon bir aralikta sabittir; ayrica f(0) = 0 - B = 0°dir. O halde f
oOzdes olarak sifirdir:
(B(s)—p(0))-B=0 her se€ I igin.

Bu tam olarak “B(s), B(0) dan gecen ve B’ye dik diizlemdedir” demektir. Béylece B bir diizlem egrisidir;
ustelik icinde kaldig1 diizlem her noktadaki oskiilator diizlemdir, ¢iinkii B her noktada aynidir.
]

Bu sonucun pratik degeri bityiiktir: bir egrinin diizlemsel olup olmadigini anlamak icin hicbir diizlem
aramaya gerek yoktur, 7’yu hesaplamak yeter.

Sabit Egrilikli Diizlem Egrileri Cemberdir

Ornek 11.1'nde a yarigapli gemberin egriliginin 1/a (sabit) ve burulmasinin sifir oldugunu gérdiik; Ornek
11.4’de de asli normalin her noktada ¢emberin merkezine baktigini. Simdi bunun tersini ispatlayacagiz.
Ispatin fikri tam da bu gézlemden gelir: eger N hep merkeze bakiyorsa ve merkeze uzaklik 1/k ise, 3’dan
1/k kadar N yéniinde gidilerek elde edilen nokta hi¢ hareket etmemelidir.

Lemma 11.2 (Sabit Egrilik ve Sifir Burulma Cemberi Belirler). [ birim hizli bir egri olsun. 5’nin
egriligi k > 0 sabit ve burulmas sifirdir ancak ve ancak 8, 1/k yarigapl bir cemberin parcasidur.

Ispat.

Sabit egrilik ve sifir burulma cemberi verir. £ > 0 sabit ve 7 = 0 olsun. Sonu¢ 11.1'ne gére 8 bir diizlem
egrisidir. Gostermemiz gereken, egrinin biitiin noktalarinin sabit bir noktadan 1/k uzakhkta oldugudur;
o0 sabit nokta cemberin merkezi olacaktir.

Merkez egrisini (central curve) kuralim:

1
7y=B8+—-N.
K
K sabit oldugundan 1/ da sabittir ve tiirev alirken ¢carpim kuralinin ikinci terimi diiger:
/7 / 1 /
v =8 +—-N".
K
Ikinci Frenet formiiliinii 7 = 0 ile kullanalim: N’ = —xT + 7B = —kT. Dolayisiyla

1
’y/:T-i-;(—K,T):T—T:O.
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Lemma 10.4in birinci maddesine gore tiirevi her yerde sifir olan bir egri sabittir. O halde ~y sabittir; degerine
c diyelim:

1
B(s)+—=N(s)=c her s igin .
K
Simdi c ile 5(s) arasindaki uzakhg olgelim (Tanim 9.3):

d (e () ) =ll e~ Bls) = =N (5) lI= - | N(s) l}= .

Baylece 3°nin her noktasi ¢ ’den 1/ k uzakliktadw. Egri hem bir diizlemde kaliyyor hem de sabit bir noktadan
sabit uzaklikta; yani o diizlemde ¢ merkezli, 1/ yarigapli cemberin iizerindedir.

Cemberin egriligi sabittir ve burulmas sifirdir. Tersine, 8 bir r yaricapli cemberin parcasi olsun. Boyle
bir cember, uygun bir c noktasi ve c’de birbirine dik iki birim vektor e, e, ile

B(s) = c—{—rcosfe1 +rsin562
r r
biciminde birim hizli olarak parametrelendirilir. Ayni cemberin baska bir birim hizli parametrelendirmesi
bundan yalnizca s = +s + s tirinden bir kaydirma ve yon cevirmeyle ayrilir; boyle bir degisim ise
egrilikle burulmay: degistirmez (Alistirma 11.11). Bu yiizden k ile T’yu yukaridaki parametrelendirme
tizerinde hesaplamak yeter. Gergekten,

s s
B (s) = —sin; e; + cos — e

olurvee, -e; =ey-e9=1,¢€; ey =0 oldugundan

2

| B(s) ||= sin? % peos?l=1.
r r
Ikinci tiirev
1 s 1 s
T'(s) = p"(s) = ——cos —e; — —sin —
(s) =B"(s) . S~ sine

ve uzunlugu 1/r’dir; yani & = 1/r sabittir ve pozitiftir. Asli normal
, s .8
N(s)=7rT'(s) = —cos—e; —sin—e,
r r

olur. T ile N ’nin ikisi de e, ile e, 'nin gerdigi diizlemin vektorleridir; dolayisiyla 3 o diizlemde kalir ve
bir diizlem egrisidir. Sonu¢ 11.1'nin ilk yonii geregi T = 0°dir. (Dogrudan da goriliir: B =T x N hesap-
lanirsa ey x ey ’ye esit sabit bir vektor ¢ikar, tiirevi sifirdir.)

Son olarak yarigapin gergekten 1/k olduguna dikkat edelim: k = 1/r oldugundanr = 1/x.

Somut bir ornekle bitirelim. k = 1/2 sabit ve T = 0 ise efri 1/k = 2 yaricapli bir cemberdir; gercekten
Ornek 11.4'deki

<2cos 2sin — O), N(S)Z(—cosg,—sing,0>

egrisinde v = 4+ 2N = (0,0,0) sabittir: merkez orijindir ve her nokta orijinden tam 2 uzakliktadir.
Ornegins = 0'da B = (2,0,0), s = 7/2°de 8 ~ (1,414; 1,414;0), s = w'de § = (0,2,0) dur.

Acik Matematik - acik-matematik.com 307 CC BY-NC-SA 4.0


https://acik-matematik.com
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.tr

308 Boliim 11. Frenet Formiilleri

K = 1/2 (sabit) y
=0 S=T

(0,2) T

s=71/2
~ (1,414; 1,414)

T
s=0
(2,0)
W — }
-3 -2 -1 1 N 2 3 x
y=p+1/x)N=c
= (0, 0) sabit

B(s) = (2cos(s/2), 2sin(s/2))

Sekil 11.4: Egriligi x = 1/2 sabit, burulmast sifir olan P egrisi 1/« = 2 yarigcapl bir cemberin parcasidir;

sekildeki diizlem, egrinin icinde kaldig1 z = 0 diizlemidir ve noktalar orada (%, y) ¢iftiyle yazilmistir. Isaretli

ii¢ noktada birim teget T (turuncu) cembere tegettir; asli normal N (yesil) ona diktir, birim uzunluktadwr

ve merkeze bakar. Her noktadan N yoniinde 1/« = 2 kadar ilerlenince (kesikli gri parcalar) hep ayni yere

varitlir: y = B + (1/x)N sabittir ve degeri cemberin merkezi ¢ = (0, 0)'dw. Egrinin her noktast bu sabit
noktadan tam 1/ = 2 uzakliktadur.

11.10 Kiire Uzerindeki Egriler

Frenet formiilleriyle calismanin tipik yontemi sudur: problemin verisini uygun bir esitlik olarak yaz, tiirev
al, cikan terimleri Frenet formilleriyle sadelestir, gerekirse bir kez daha tiirev al. Bunu giizel bir 6rnekte
gorelim.

Bir egrinin tiimiiyle orijin merkezli a yaricapli bir kiirenin tizerinde kaldigini diisiinelim. Kiireden
cikmamak i¢in egri kivrilmak zorundadir; en az kivrilan egri biiylik cember olmalidir ve bityiik ¢emberin
yarigapi a, egriligi 1/a’dir. Bir kiirenin {izerinde kalan egrilere kiiresel egri (spherical curve) denir. O
halde kiiresel bir egrinin egriliginin 1/a’dan kiigiik olamayacagini bekleriz.

Onerme 11.3 (Kiiresel Bir Egrinin Egriligi Kiireninkinden Kiicitk Olamaz). (3, orijin merkezli a
yaricaph kiirenin iizerinde kalan ve egriligi k > 0 olan birim hizly bir egri olsun. O halde her s igin

1
Kk(s) > —.
()2 -
ispat.
Kiirenin her noktasi orijinden a uzaklikta oldugundan, nokta—vektor 6zdeslestirmesiyle her s igin
B-B=a’

yazabiliriz. Tiirev alalim:
28 -8=0, yani B-T =0.
Bir kez daha tiirev alalim:

B -T+p-T =0.
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Burada 8’ - T =T - T = 1 ve birinci Frenet formiiliiyle 8 - T' = k(8 - N) dir. O halde
1+k(B-N)=0, yani k(B -N)=-1.
Bu esitlik zaten 3 - N ’nin sifir olamayacagini séyliiyor. Mutlak deger alirsak k| f- N | = 1, yani
1

K="

| B-N |
Simdi Schwarz esitsizligini kullanalim:
|B-N|<[|BIN|=a1=a.

Paydanin en fazla a olmasi, kesirin en az 1/a olmasi demektir:

1 >1
K= ——— > —.
|B-N| " a

Esitlik ne zaman saglanir? Schwarz esitsizliginde esitlik ancak ( ile N paralel oldugunda, yani N = +/a
oldugunda gerceklesir. Bu durumda asli normal her noktada kiirenin merkezine bakar; bu da egrinin bir
biiyiik cember oldugu durumdur.

|

Ayni1 yontemi stirdiirerek bir egrinin kiiresel olmasinin egrilik ve burulma cinsinden gerek ve yeter kosulu
da bulunabilir; bunu alistirmalarda yapacagiz.

Alistirmalar

Alistirma 11.1 (Bir Birim Hizli Egrinin Frenet Aparati).
4 3
B(s) = (5 cos s, 1 —sins, — cos s)

birim hizli egrisinin Frenet aparat1 s, 7, T, N, B’yi hesaplayiniz.

Coziim.

Once birim hizli oldugunu dogrulayalim. Koordinat tiirevleri — 2

5

3

sin s, —cos s, £ sin s’tir, yani

4
T(s)=p'(s) = (3 sin s, — cos s, gsin s).

Uzunlugun karesi

16 9
2—5sin2s+00525+%sin25 =sin?s +cos?s =1,
clinki ;—g + % = 1. Egri birim hizlidir.

Egrilik. Bir kez daha tiirev alalim:
4 3
T (s) = (—g Cos s, sin s, 5 Cos s> .

Uzunlugun karesi ayni hesapla cos? s + sin? s = 1 cikar, yani
k(s) = 1.

Asli normal. k = 1 oldugundan N =T' [k = T":

4 3
N(s) = <_3 Ccos s, sin s, 7 cos s).
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Binormal. B =T x N bilesenlerini tek tek yazalim:

57

3 4 4 3
B, = (3 sin s) <_5 cos s) - (—g sin s) <g cos s) =0,

B; = (% sin s) (sins) — (—cos s) (%l cos s) = —%l.

B, = (—coss) (g cos s) — (g sin s) (sins) = _3

Yani B(s) = (—2, 0, —%); sabit bir alan. Denetim: uzunlugunun karesi 5 + 32 = 1.

Burulma. B sabit oldugundan B’ = 0’dir ve B’ = —7N ile N = 0 olmasindan
7(s)=0

cikar.

|

Alistirma 11.2 (Ayn1 Egrinin Bir Cember Oldugunu Géstermek).
4 3
B(s) = (g cos s, 1 —sins, — cos s)

birim hizli egrisinin bir cember oldugunu gosteriniz; merkezini ve yaricapini bulunuz.

Cozim.

Alistirma 11.1°ta bu egrinin egriliginin k = 1 (sabit ve pozitif) ve burulmasinin 7 = 0 oldugunu bul-
mustuk. Lemma 11.2 tam olarak bu durumda egrinin 1/k = 1 yarigapl bir cemberin pargasi oldugunu
soyler.

Merkezi lemmadaki merkez egrisinden okuyalim: ¢ = 3 + %N = [ + N. Bilegen bilesen toplarsak

cy :gcoss—gcoss:o,

¢y = (1 —sins) +sins =1,

c3 = —§coss~|— §coss =0
275 5 o

Gergekten sabit: ¢ = (0,1, 0).

Dogrudan denetim de yapalim. 8(s) — c farkinin normunun karesi

2

—cosgs—l—sinzs—l—gcos s =cos?s+sin?s =1,

25

yani her nokta (0, 1,0)’dan tam 1 birim uzakliktadir. Ayrica egri, (0, 1,0) noktasindan gecen ve B =

(—%, 0, —%)’e dik olan diizlemde kalir: bu diizlemin denklemi —%x — %z = 0, yani 3z + 4z = 0’dir ve
3 4 4 < ) 12 12 —0
7 Cos3 pCoss| = coss— ——-coss =

oldugundan saglanur. Egri (0, 1,0) merkezli, 1 yaricaply, 3z 4+ 4z = 0 diizlemindeki tam ¢emberdir.
]

Alistirma 11.3 (Kuvvet Fonksiyonlu Bir Egrinin Birim Hizli Olmasi). —1 < s < 1 aralifinda

tanmiml
B (1+5)%2 1—5)32% 5
6(8) - ( 3 ) 3 ) E)

egrisinin birim hizli oldugunu gosteriniz.
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Cozim.
Koordinat fonksiyonlarinin tiirevlerini alalim. Birincisi i¢in zincir kuraliyla

d ((1+45)3? 13 Vits
=2 |1 =2.201 2 Y- 1°
ds( 3 3 a1+ 2

Ikincisi icin icteki tiirev —1 oldugundan

d ((1—5)3/2> _ Vi-s

ds 3 2

Uciinciisiiniin tiirevi 1/+/2°dir. O halde

g [(VI+s v1I—s 1
ﬂ(s)_ 9 [ 9 ,ﬁ .

—1 < s < 1 oldugundan iki karekok de tanimlidir ve egri bu aralikta tiirevlenebilirdir. Uzunlugun
karesi
145 1—-s 1

2
I R

=1.

N |

Demek ki || 8/(s) ||= 1: egri birim hizhidir.
|

Alistirma 11.4 (Kuvvet Fonksiyonlu Egrinin Frenet Aparati). —1 < s < 1 araliginda tanimli birim
hizli

Bls) =

(1+s)%2 1—-5)32% s
37 3 2

egrisinin Frenet aparatini hesaplayimiz.

Coziim.
Alistirma 11.3'de buldugumuz gibi
Vi+s V1—-s 1
T(s) = , — ,— |-
2 2 V2

Egrilik vektorii. Karekok tiirevlerini alalim:

(Ikinci bilesende iki eksi isareti birbirini gotiirdii.) Uzunlugun karesi

1( 1,1 )_1 2 1
16\14+s 1—s/ 16 1—s2 8(1—s2)
Egrilik. Karekok alalim (—1 < s < 1icin 1 — 52 > 0):
B 1

2v/2vV1— 2

s=0dar =1/(2v2) ~ 0,3536’dr; s u¢ noktalara yaklasirken £ — oco.
Aslinormal. N = T/, yani T ile 2¢/2V/1 — s2’yi carpacagiz. V1 — s2 = v/1 — sy/1 + s oldugundan

birinci bilesen

r(s)
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312

1 V21— 1—s
2v/2vV1—sV1+s- = = ,
4/1+s 2 V2

ikinci bilegsen benzer bicimde v/1 + s/ V2 olur. Yani

N(s) = (\/18 \/1+5,0>.

V2 V2

2
Denetim: || N ||= 152 + 12 = 1.
Binormal. B =T x N bilesenleri:

B_( \/1—5) oL Vits T+s
11— | Y-~ = )
2

2 V2 2
B_i.\/l—sivl—{—s.o_\/l—s
V2 V2 2 2]
oo Vits \/1+s+\/1—s Vi—s (1+s)+(1—s)
= s —

- e 7

Yani
( V1+s 1—s )

Burulma. B’nin tiirevini alalim:

1 1
B'(s)=[— ,— ,0)] =—T'(s
(5) ( 4145 41— ) (s)
T’ = kN oldugundan B’ = —kN’dir. Burulmanin tanimi B’ = —7N oldugundan

1

7(s) = k(s) = W

Bu egride egrilikle burulma her noktada esittir; 6zellikle 7 # 0 oldugundan egri dizlemsel degildir

(Sonug 11.1).
|

Alistirma 11.5 (Helis I¢in Frenet Formiillerinin Dogrudan Denetimi). a > 0,b # 0, ¢ = /a2 + b2

s s bs

olmak tizere
B(s) = (a cos —, asin —, —)
c ¢ c

helisi icin hesaplanmis k, 7, T', N, B degerlerini {i¢ Frenet formiiliinde yerine koyarak formiilleri dogrudan

denetleyiniz.
Cozim.
Ornek 11.5ten, u = s/c kisaltmasiyla:

a . a b .
T= (——smu,—cosu, —), N = (—cosu, —sinu, 0),
c c c

b . b a
B =|-sinu, ——cosu, — |, k= —, T=—.
c c c c? c?
Tiirev alirken du/ds = 1/c¢ oldugunu unutmayalim.
Birinci formiil: T’ = kN. Sol taraf
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T (s) = (7& COS U, ~2 Sin u, 0).

c? c?
Sag taraf
a . a a .
kN = — (—cosu, —sinu, 0) = (——2 cosu, —— sinu, O) )
c c c
Tkisi aynidir.

Ikinci formiil: N’ = —kT + 7B. Sol taraf
1 1
N'(s) = (— sinu, —— cos u, O) .
c c

Sag tarafi bilesen bilesen hesaplayalim. Birinci bilegen:

a( a . ) b (b . a2 +0bv% 1 .
—— | —=sinu| + = [ -sinu | = sinu = —sinu,
c c2\c c3 c

afa b b a? + b2 1
——|—zcosu |+ 5| —-cosu|=— 5 COSU = —— COSU.
c2\e c c c c

Uciincii bilesen:

a b+b a ab+ab_0
2 ¢ 2 ¢ 3 3

Sag taraf (% sin u, —% cos u, 0) cikts; sol tarafla ayni.

Ugiincii formiil: B = —7N. Sol taraf

b b
B'(s) = (; cosu, — sinu, 0).

Sag taraf

b b
—— (—cosu, —sinu, 0) = | - cosu, — sinu,0 .
c c c

Ikisi aynidir. Ug formiil de saglanur.
Somut bir sayisal denetim: a =3, b=4, ¢c=5 ve s =0 (u=0) alabm. T = (0;0,6;0,8), N =
(—1,0,0), B = (0; —0,8;0,6), k = 0,12, 7 = 0, 16. Ikinci formiiliin sag tarafi

—0,12(0;0,6;0,8) + 0,16 (0; —0,8; 0,6) = (0; —0, 2; 0),

sol tarafl ise

1
N’(0) = - (sin0, —cos 0, 0) = (0; —0,2; 0).

Tkisi uyusuyor.
]

Alistirma 11.6 (Frenet Catisinin Vektorel Carpim Ozdeslikleri). Birim hizli ve x > 0 olan bir
egrinin Frenet catis1 icin

T=NxB=—BXxN,
N=BxT=-TxB,
B=TxN=—-NxT

6zdegsliklerini ispatlayimiz.

Acik Matematik - acik-matematik.com 313 CC BY-NC-SA 4.0


https://acik-matematik.com
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.tr

314 Boliim 11. Frenet Formiilleri

Cozim.

Vektorel carpim ters degismelidir, yani v x w = —w X v; bu, determinantta iki satirin yer degistir-
mesinin isareti degistirmesinden ¢ikar. Dolayisiyla her satirdaki iki esitlikten biri 6tekinden hemen
gelir; yalnizca soldaki esitlikleri ispatlamamiz yeter. Uciincii satirin solu B’nin taninudir, geriye ilk iki
satir kalir.

Bir 6n hazirlik: dglii carpimlarin determinantla yazilisi. Her noktada T, N, B teget vektorlerinin
Oklid koordinatlarmi satir olarak yazip 3 x 3 bir matris kuralim. Tanim 9.9'deki bicimsel determinant
acilimina gore, herhangi ti¢ teget vektor u, v, w icin

Uy Uy Ug
u-(vxw)=det| v; vy vg
Wy Wy Wy

olur. Bir determinantta iki satirin yer degistirmesi isareti degistirdiginden, satirlarin ¢cevrimsel (dairesel)
kaydirilmasi iki yer degistirmeye karsilik gelir ve determinant: degistirmez:

det(u,v,w) = det(w,u,v) = det(v, w,u).
Simdiu=17T,v=N,w = Balalim. B=T x N oldugundan

det(B,T,N)=B-(Tx N)=B-B=1,
ve ¢evrimsel kaydirmayla det(T', N, B) = 1, det(N, B, T) = 1.

Birinci 6zdeslik: N x B = T. Lemma 9.5'ne gére N x B hem N’ye hem B’ye diktir. T, N, B bir ¢at1
oldugundan (Lemma 11.1) ortonormal a¢ilim (Teorem 9.1)

NxB=((NxB)-T)T+((NxB)-N)N+((NxB)-B)B
verir; son iki katsayi sifirdur. i1k katsay ise
(NxB)-T=T-(NxB)=det(I',N,B) =1.

Demekki N x B=T.
Ikinci 6zdeslik: B x T = N. Ayniyolla B X T hem B’ye hem T"ye diktir, dolayisiyla N nin bir katidir
ve katsay1

(BxT)-N=N-(BxT)=det(N,B,T) =1

olur. Yani B x T'= N.

Ters degisme kuralini uygularsak —BXx N =N xB =T, -TxB=BxT =N ve —N xT =
T x N = B cikar. Alt1 6zdesligin hepsi ispatlanmigtir.

Bunlar, sag el kuralinin Frenet catisi icin okunusudur: 7', N, B siras1 sag el sirasidir ve listedeki her
formiil bu siranin ¢evrimsel kaydirmalarindan biridir.

|

Aligstirma 11.7 (Frenet Formiillerinin Tek Bir Vektorel Carpimla Yazilisi). Birim hizli ve x > 0
olan bir 3 egrisi tizerinde A = 7T 4 kB vektor alanim tanimlayalim. Frenet formiillerinin

T =AxT, N =AxN, B =AxB
bi¢imine girdigini gdsteriniz.
Coziim.
Vektorel carpim her iki degiskeninde lineerdir; bu, determinant ac¢iliminda satirlarin lineerliginden
gelir. Bu yiizden A = 7T + kB ifadesini ¢arpimlarin igine dagitabiliriz. Ayrica Aligtirma 11.6'ndeki

6zdeslikleri ve bir vektoriin kendisiyle vektorel carpiminin sifir oldugunu kullanacagiz.
Birinci formiil.

AXxT=7(TxT)+Kk(BxT)=70+kN =xN =T".

Ikinci formiil.
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AXN=7(TxN)+k(BxN)=71B+k(—T)=—-kT+7B=N".
Burada B x N = — N x B = —T kullanild1.
Uciincii formiil.

AxB=7(TxB)+xk(BxB)=7(—N)+0=—7N=DB'".

Burada T x B = — B x T' = —N kullanildi. U¢ formiil de istenen bicimdedir.
Bu yazilisin anlami sudur: Frenet catist egri boyunca, her an A vektorii etrafinda donen kati bir cisim
gibi davranir. A’nin uzunlugu v k2 4+ 72°dir ve dénmenin hizini verir. Helis 6rneginde (a = 3, b = 4)
bu say1 1/0,122 + 0,162 = 0,2 = 1/c cikar; Ornek 11.6'de gordiigiimiiz k2 + 72 = 1/c? esitligiyle

uyusur.
|

Aligtirma 11.8 (Oskiilatéor Cemberin Varlig: ve Tekligi). Bir cemberin birim hizli parametrelendir-
mesi, e; - €] = ey - €5 = 1 ve e; - e, = 0 olmak tizere

s .8
~v(s) = c+rcos;el +7"s1n;e2

bi¢iminde yazilir. 8 birim hizli ve x£(0) > 0 olan bir egri olsun.
7(0) = 5(0),  ¥'(0)=p°(0),  ~"(0) =5"(0)

kosullarini saglayan bir ve yalniz bir v ¢emberi bulundugunu gosteriniz; merkezi c ile yaricap1 r’yi
bulunuz.

Coziim.
Once y’nin s = 0°daki ii¢ degerini hesaplayalim:

7(0):c+r€17
7/(3):—sinfel +cosf62:>'y’(0):e2,
r T
1 ] 1 s 1
7(s) = —=cos—e; — —sin—ey = 7" (0) = — = ¢;.
7" (s) e B 7"(0) !

Ote yandan S i¢in ' (0) = T}, ve 8”(0) = ko Ny dir (kg = £(0) > 0).
Teklik. Kosullar sirayla dayatalim.
Ikinci kosul e, = T}, verir; e, tek tiirlii belirlendi.

Uciincii kosul —%el = KNy, yani e; = —rky N, verir. Her iki yanin uzunlugunu alalim: || e; ||= 1 ve
| Ny ||= 1 oldugundan rk, = 1 (r > 0, s, > 0). Buradan
1
r=— e, = —N,.
ko' 1 0

Birinci kosul ¢ + re; = £(0), yani

¢ = B(0) — re, = B(0) + KiONo

verir. Boylece r, e, e4 ve ¢ kosullar tarafindan tek tiirli belirlenir: birden ¢ok ¢cember olamaz.

Varlik. Buldugumuz degerlerin gercekten bir ¢ember tanimladigini denetleyelim. e; = —N,, ve ey =
T, birim vektorlerdir ve Lemma 11.1 geregi birbirine diktir; » = 1/k, > 0’dir. Bu verilerle kurulan
1 1 1 .
v(s) = B(0) + —Ny — — cos(kgs) Ny + — sin(kgs) T
Ko Ko Ko

cemberi, yukaridaki hesaplarin tersinden okunmasiyla ti¢ kogulu da saglar: v(0) = 5(0),~'(0) = T, =
B(0) vey"(0) = —rpey = KgNg = B”(0).
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Bu 7 ¢emberine f’nin 5(0)’daki oskiilatér cemberi (osculating circle), ¢ noktasina egrilik merkezi
(center of curvature), r = 1/k, sayisina da egrilik yaricap1 (radius of curvature) denir. Ayni sonug 0
yerine herhangi bir s, alindiginda da gecerlidir.

Somut bir 6rnek: a = 3, b = 4 helisinde k, = 3/25 oldugundan egrilik yarigap: » = 25/3 & 8, 33’tiir
ve egrilik merkezi

25 16
¢ =(3,0,0)+ 2 (~1,0,0) = (—3, 0, o)

olur. Helisin tizerinde durdugu silindirin yaricap1 yalnizca 3 iken oskiilatér cemberin yarigap: 8, 33’tiir:
helis, cemberden daha yumusak doner.

Resmi oskiilatér diizlemde gérmek en kolayidir. Onerme 11.1'e gére egrinin bu diizlemdeki ikinci
mertebeden goriintiisii y = kyx2/2 paraboliidiir; k, = 1 alirsak parabol y = x2 /2, oskiilatér cember
de (0, 1) merkezli ve 1 yaricaph cemberdir. Ikisi orijinde birbirine &yle yakindir ki z = 1’de parabol
(1; 0, 5) noktasindayken ¢cemberin aymn yiikseklikteki noktasi (0, 866; 0, 5)’tir.

y
v: oskiilatér cember
2
egrilik merkezi
1
B: (150.,5)
Ky = y: (0,866; 0.,5)
0 }
p0)=(0,0)  T,;=(1,0)
x
-2 -1 0 1 2

Sekil 11.5: x, = 1 alindiginda B’nin oskiilator diizlemdeki ikinci mertebeden goriintiisii y = x*/2 parabolii
(turuncu), oskiilatér ¢emberi y ise (0, 1) merkezli ve r = 1/x, = 1 yarigapli ¢emberdir (mavi). Egrilik
merkezi ¢, B(0) noktasindan N, yéniinde 1/x, kadar ilerleyerek bulunur: yesil ok tam c’de biter, yani
bu ok ayn1 zamanda yaricaptir. Cember orijinde parabole igten tegettir; iki egrinin ortak teget yonii
T, = (1, 0), ona dik olan normal yén ise N, = (0, 1)‘dir. Ikisi orijin yakininda oyle yakindir ki y = 0,5
yiiksekliginde parabol (1; 0,5) noktasindayken ¢ember (0,866; 0,5) noktasindadir.

Alistirma 11.9 (Oskiilatér Cember Oskiilatér Diizlemdedir). [ birim hizhi ve x(0) > 0 olan bir
egri, v da f’nin $(0)’daki oskiilatér cemberi olsun. v ’nin tiimiiyle S’nin 5(0)’daki oskiilatér diizleminde
kaldigini gosteriniz.

Coziim.
Aligtirma 11.8'te oskiilator cemberin
1 1 1
~(s) = B(0) + — N, — — cos(kys) Ny + — sin(kys) Tj
ko ko Fo

oldugunu bulmustuk. Oskiilatér diizlem, 5(0) noktasindan gegen ve By’a dik olan diizlemdir (Tanim
11.4); yani bir r noktasi bu diizlemdedir ancak ve ancak
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(r—p(0)) By =0.
r = 7(s) alalim. Farki diizenleyelim:

() - 8(0) = =) py, 4 2L

sin(kgs)

T,

Sag taraf, T} ile N,’1n bir lineer birlesimidir. By, ile i¢ ¢arpimuini alalim; Lemma 11.1 geregi T, - By = 0
ve N, - By = 0 oldugundan

()= 3(0) ) By = =0 (1, ) T2

sin(kgs) (T, - By) = 0.

Bu her s i¢in dogrudur; demek ki cemberin her noktasi oskiilator diizlemdedir.

Bu, oskiilatér diizlemin adinin hakkin verir: 8’y1 8(0) yakininda en iyi taklit eden ¢cember o diizlemde
yatar. Onerme 11.1'deki paraboliin de aymi diizlemde kaldigini hatirlayalim; parabolle gember, 5'nin
ayni ikinci mertebeden davranisinin iki farkl ifadesidir.

|

Alistirma 11.10 (iki Birim Hizli Parametrelendirmeyi Baglayan Fonksiyon). « ile onun bir
yeniden parametrelendirmesi olan & = a(h) egrilerinin ikisi de birim hizli olsun. Bir s, sayisi i¢in h(s) =
+5 + s, oldugunu gosteriniz.

Cozim.
Yeniden parametrelendirmenin hiz formiilii (Lemma 4.1)

_dh

&(s) = ==

(s)a’ (‘h(s))

der. Her iki yanin normunu alalim. Bir teget vektorin skalerle carpiminin normu, skalerin mutlak
degeriyle normun ¢arpimidir:

-, dh ,
[ a'(s) = ‘E(S)%arallela ( h(s) )parallel-
a birim hizli oldugundan sagdaki norm 1°dir; & birim hizli oldugundan sol taraf 1’dir. Dolayisiyla her
s icin

dh

dh
—_— = 1 i e = 1 —1.
7 (s) ) yani 7 (s) veya

h tiirevlenebilir oldugundan dh/ds siireklidir ve higbir yerde sifir degildir. Siirekli bir fonksiyon bir
aralikta hem pozitif hem negatif deger alsayd: ara deger teoremine gore arada sifir olurdu. O halde
dh/ds tanim aralig1 boyunca ya hep +1’dir ya hep —1.

dh/ds = 1 durumunda h(s) — s fonksiyonunun tiirevi sifirdir, yani h(s) — s sabittir: bir s, icin h(s) =
s+ 8q. dh/ds = —1 durumunda ayn1 bicimde h(s) + s sabittir: h(s) = —s + s,. Iki durum birlikte
h(s) = +s + sy demektir.

Geometrik okunusgu: ayni rotay: birim hizla dolagmanin tek serbestligi, baslangic animi kaydirmak (s)
ve yoni ters cevirmektir ().

|

Alistirma 11.11 (Birim Hizli Yeniden Parametrelendirmede Frenet Aparati). « ile a = a(h)
egrilerinin ikisi de birim hizli ve o’nin egriligi > 0 olsun. Alistirma 11.10teki isaretle uyumlu olarak

T=4T(h), N=N(h), &==r(h), T=7(h), B=+B(h)

oldugunu gosteriniz.
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Cozim.

Aligtirma 11.10e gore h(s) = es + s ’dir; burada € ya +1 ya —1°dir ve dh/ds = &’dur. Zincir kuralini
uygularken €2 = 1 oldugunu sik sik kullanacag1z.

Birim teget. Hiz formuliiyle

T(s) =a'(s) =ea’(h(s)) =eT(h(s)).

Yon ceviren durumda (¢ = —1) teget ters doner; beklenen bir sey.
Egrilik vektorii. Bir kez daha tirev alalim. T' = € T'(h) oldugundan, egri tizerindeki alanlar i¢in zincir
kuraliyla

sald dh’ ’ 2 ’ /

T'(s) = e - (s)T"((s)) = " T"(h(s)) = T"(h(s)).
Isaret kayboldu: egrilik vektdrii yonden bagimsizdir. Bu sasirtict degildir, ¢iinkii egrilik vektérii ikinci
tiirevdir ve yon cevirmede iki eksi ¢arpilir.
Egrilik. Normu alalim:

R(s) =] T'(s) [|=[1 T"(h(5)) |= K(h(s)).
Ozellikle £ > 0’dur, yani & icin de Frenet catisi tanimlidir.
Asli normal.
G T'(s) _ T'(h(s))
N(S) = — =
r(s)  k(h(s))

Demek ki yon cevirsek bile asli normaller ayn1 yone bakar.
Binormal.

= N(h(s)).

B(s) = T(s) x N(s) = eT(h(s)) x N(h(s)) = € B(h(s)).
Burulma. B = ¢ B(h) ifadesinin tiirevi

B'(s)=¢ %(S)B/(h(S)) = B'(h(s)) = —7(h(s)) N(h(s))-

Ote yandan tanim geregi B’ = —7 N ve N = N (h)’tir. iki ifadeyi karsilastirip N (h(s)) # 0 oldugunu
kullanirsak

Ozet: k, T ve N yon degisiminden etkilenmez; yalmzca T ile B isaret degistirir. Egrilikle burulmanin
rotanin kendisine ait bityiikliikler oldugu, dolasma yoniine bagl olmadig1 boylece kesinlesir.
|

Alistirma 11.12 (Diizlem Egriligi Icin Frenet Denklemleri). R2?de birim hizli bir §(s) =
(z(s),y(s) ) egrisi icin birim teget her zamanki gibi T' = 8 = (z’,y’) dir; birim normal ise T"yi +-90°
dondiirerek

N =(-y' z")
ile tamimlanir. Béylece T ile N aymi dogrultudadir ve 8’nin diizlem egriligi (plane curvature) &, T' =
KN denklemiyle tanimlanir. Bu gosterimde & = 77 - N ve N’ = —RT oldugunu ispatlayiniz.
Coziim.

Once T ile N’nin her noktada R?’de bir ortonormal ikili oldugunu gorelim:
T T=z?2+y2=1, N-N=y?+2'2=1,

T -N=z'(—y)+y' () =0
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11.11 Aligtirmalar 319

Diizlemde iki bagimsiz vektor bir taban olusturdugundan, 3 tizerindeki her diizlemsel alan T ile NV
cinsinden ortonormal agilima sahiptir:

V=(V-T)T+(V-N)N.

Birinci iddia. V =T’ alahm. T - T = 1 esitliginin tiirevi 27" - T = 0 verir, yani T” - T = 0. O halde
acilimda yalnizca ikinci terim kalir:

T'=(T"-N)N.
Diizlem egriliginin tanimi1 77 = KN oldugundan ve N sifir olmadiindan katsayilar egittir:
E=T -N.
Acgik koordinat formiili de buradan okunur: 77 = (z”,y”) ve N = (—y’, z’) oldugundan
f=a"(—y)+y" (@) =2'y" —y'a"
Ikinci iddia. V = N’ alalm. N - N = 1 esitliginin tiirevi N’ - N = 0 verir; dolayisiyla
N =(N"-T)T.
Katsayiy1 bulmak i¢in 7" - N = 0 esitliginin tiirevini alalim:
0=(T-NY=T"-N+T-N =N .-T=-T-N=—&.

Boylece N’ = —& T.

Iki denklem birlikte diizlemdeki Frenet formiilleridir. U¢ boyutlu halle karsilastiralim: B ve T yoktur,
cunkii diizlemde tgiincii bir yon yoktur; ama en énemli fark Z’nin isaretli olmasidir. K =|| T” ||> 0
iken R negatif olabilir; isaret, egrinin sola mi1 saga m1 déndiginii soyler.

|

Alistirma 11.13 (Diizlem Egriligi Egim A¢isinin Tiirevidir). R?’de birim hizl bir 3 egrisinin egim
aqisi (slope angle) ¢, her s icin

T(s) = (cosp(s),sinep(s) )
olacak bicimde secilmisg tiirevlenebilir bir fonksiyondur. Diizlem egriliginin & = ¢’ oldugunu gésteriniz.

Cozim.
Boyle bir ¢ gercekten var midir? Once bunu gérelim; sonra asil iddia bir satirda ¢ikacak. T = (2, y")
birim uzunlukta oldugundan z’2 + 3’2 = 1'dir. Bu esitligin tiirevi

x/xl/ + y/y// — O

verir; yani (z”,y”) vektorii (2’,y") ye diktir ve diizlemde bir vektore dik olanlar (—y’, )’ niin katlar1
oldugundan bir A(s) fonksiyonu i¢in

m/l — 7Ay/’ y// — A:E/

YN /4

yazilir. Bu iki esitlikten A = 2’y” — 3’2" oldugu goriilir (birinciyi —y’, ikinciyi 2’ ile ¢arpip toplayin);
dolayisiyla A tiirevlenebilirdir. Simdi 2’ (0) = cos ¢, ¥ (0) = sin ¢, olacak bir ¢, sayis1 se¢ip

p(s) = g0+ [ Aw)du
0

tanimlayalim; ¢’ = \’dir. Iddia edilen esitligi ispatlamak igin
u=2x"cosp+ 1y sinyp, v=1y cosp —x' sinp

fonksiyonlarini kuralim. Tiirevlerini alip ” = —Ay’, y” = Az’ ve ¢’ = A yerine koyalim:
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u = (z” cosp+y” siny) + ¢’ (y cosp — 2’ sinp)
= A—y cosp+a'sing) + Av=— v+ Iv =0,
v = (y" cosp—z"sinp) — ¢’ (2’ cosp + 3y’ sin )
= Az’ cosp+y' sing) —Au=AIu— Au=0.
Demek ki u ile v sabittir. Baslangi¢ degerleri

u(0) = cos? @, +sin? g, = 1,

v(0) = sin g, cos py — cos @y sinp, =0
oldugundan u = 1 ve v = 0°dir. Bu iki denklemi z’ ve ¥’ i¢in ¢ozersek
x’ = cos p, y =sing

cikar: aradigimiz ¢ budur.
Asul iddia. T = (cos ¢, sin ¢) ifadesinin tiirevini zincir kuraliyla alalim:

T = ¢’ (—sinp, cos ).
Ote yandan birim normalin tanim1 N = (—y’,z’) = (—sin ¢, cos ¢)’dir. Dolayisiyla
T =¢ N.

Dizlem egriligi 7° = &N denklemiyle tanimlandigindan ve N # 0 oldugundan

F=¢.
Yani diizlem egriligi, tegetin yaptig1 acinin yol uzunluguna goére degisim hizidir. Bir cemberde ac1
diizgiin artar ve & sabittir; bir dogruda ac1 sabittir ve £ = 0’dir.
Gozle gérmek icin y = x2/2 paraboliinii diisiinelim. Tegetinin egimi x’tir, yani egim acis1 ¢ =
tan~!z'tir: = —1'de ¢ = —45°, x =0'da ¢ = 0°, x = 1,5’te  ~ 56,3°. A¢1 boyunca durmadan
bitytiidiigiinden & = ¢’ bu egride her yerde pozitiftir.

Birim teget T, birim normal N ve egim acis1 ¢
. k=9’
y =22 T = (cos ¢, sin @)
Egim acisinn grafigi

N = (-sin ¢, cos ¢)

¢

egim =

—45° ¢ hep artar,

yani x > 0.

Sekil 11.6: Birim hizli bir diizlem egrisinde egim acis1 ¢, birim teget T'nin x ekseniyle yaptig1 acidir.

Solda y = x*/2 parabolii tizerinde ii¢ nokta alinmistir: x = -1'de ¢ = -45°, x=0'da ¢ = 0°, x = 1,5te ¢ =

56,3°; her noktada mavi T oku egriye tegettir, yesil N oku ise T’nin 90° sola déndiriilmiisiidiir, yani ona

diktir. Sagdaki kiiciik panelde ayni a¢1 yay uzunlugunun fonksiyonu olarak ¢izilmistir: ¢ durmadan

arttigi icin grafigin her noktadaki egimi pozitiftir. Iste bu egim, yani egim acisinin yay uzunluguna gore
tiirevi, egrinin diizlem egriligidir.
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Alistirma 11.14 (Saat Yoniiniin Tersine Dolasilan Cemberin Diizlem Egriligi). r > 0 olsun. R?'de
t t
B(t) = (r cos —, rsin —)
r r

egrisinin (saat yoniiniin tersine dolasilan ¢cember) diizlem egriligi #’y1 bulunuz.

Coziim.
u = t/r yazalim. Koordinat tiirevleri:

T(t)=p'(t) = (—sinu,cosu ).

Uzunlugun karesi 1°dir, yani egri birim hizlidir ve diizlem egriligi tanimi uygulanabilir.
Birim normal tamim geregi N = (—y’, z’)’dir:

N(t) = (—cosu, —sinu ) .
Bu vektor cemberin merkezine, yani orijine bakar. Simdi
1 1 1 1
T (t) = (——cosu,——sinu) = —(—cosu,—sinu )= — N(t).
0=(- - = )= N(1)

T’ = kN tanmimiyla karsilagtirirsak

1
E=->0.
r

Isaret pozitiftir: egri sola, yani birim normalin gosterdigi yone déner. Alistirma 11.13'ndeki ag1 yorumu
da aym seyi sdyler; burada T' = (cos p, sin¢) i¢in ¢ = u + /2 = t/r + 7/2 alnabilir ve ¢’ = 1/r
cikar.

|

Alistirma 11.15 (Saat Yoniinde Dolasilan Cemberin Diizlem Egriligi). r > 0 olsun. R*’de

5(t) = (reos( ). rsin( 1))

egrisinin (saat yoniinde dolagilan ¢cember) diizlem egriligi £’y1 bulunuz.

Coziim.
u = t/r yazalm; egri 5(t) = ( r cosu, —rsinu ) biciminde de yazilabilir. Tiirevleri alalim:

T(t)=p'(t) = (—sinu, —cosu ).

Uzunlugun karesi 1’dir: egri birim hizhidir.
Birim normal:

N(t)=(-y',2') = (cosu, —sinu ) .
Bu kez N orijinden disar1 bakar. Egrilik vektorii:

1 1 1 1
T (t) = (——cosu, —sinu) = ——(cosu, —sinu ) = —= N(¢).
T T T T

Dolayistyla

1
kE=—=<0.
r

Ayni cemberin ters yonde dolagilmas: diizlem egriliginin isaretini degistirdi; biiyukligi ise degismedi.
Bu, diizlem egriliginin yonii de kodlayan bir biiyiikliik oldugunun en sade 6rnegidir. R? egriligi ise iki
durumda da k = 1/r’dir, ¢iinkii k =|| T’ || bir uzunluktur.

]
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Alistirma 11.16 (Diizlem Egriliginin Mutlak Degeri Uzay Egriligidir). R?’yi R¥’iin 2y diizlemi
olarak gorelim. Bir diizlem egrisinin diizlem egriligi & isaret degistirmiyorsa, | & |'nin bu egrinin olagan
R3 egriligi  oldugunu gosteriniz.

Cozim.

B(s) = ( (s),y(s) ) birim hizh olsun ve onu R3’te (z(s),y(s),0 ) egrisi olarak gorelim. Tki kuramda
da birim teget aymdir: T = (27,3, 0).

Biiyiikliikler. Diizlem kuraminda T’ = AN’dir, burada N = (—y’,z’,0) birim uzunluktadir. Uzay
kuraminda ise k =|| 7" ||’dir. Normu alalim:

R=[T" =l &N [l=[ & [ N =1]# |

Bu esitlik her noktada, isaret varsayimi olmadan da dogrudur.

Isaret varsayimi neden gerekli? Uzay kuraminda Frenet catistnin kurulabilmesi icin £ > 0, yani & # 0
gerekir. i surekli bir fonksiyondur; isaret degistirmiyorsa iki durum vardur.

Eger K > 0 ise k = R’dir ve

T/
Nps = —
R3 P

Il
Zm| &
Il
2

yani iki kuramin asli normalleri ¢akigir. Eger £ < 0 ise K = —K’dir ve Ngs = —N olur; yine diizgiin
(her mertebeden tiirevlenebilir) bir alandir.

Buna karsilik & isaret degistirseydi, isaretin degistigi noktada # = 0, dolayisiyla x = 0 olurdu (bir
siirekli fonksiyon isaret degistirirken ara deger teoremi geregi sifirdan gecer) ve o noktada R? Frenet
aparati tanumsiz kalirdi. Ayrica k = | & | fonksiyonu o noktada tiirevlenebilir olmaktan ¢ikabilirdi.
Varsayim tam olarak bunu dislar.

Somut kargilagtirma: Alistirma 11.14'de & = 1/r, Alistirma 11.15'de & = —1/r bulmustuk; iki durumda
da| & | = 1/r ve Ornek 11.1'ndeki uzay egriligi de 1/r’dir.

|

Alistirma 11.17 (Frenet Yaklagiminin Ug Diizleme izdﬁgﬁmleri). B birim hizly, k5 > 0 ve 75 # 0
olan bir egri, 8 de onun s = 0 yakinindaki Frenet yaklasimi olsun. 8’nin Ty N, (oskiilator), T By (rekti-
fiyan) ve Ny B, (normal) diizlemlerine dik izdiisiimlerinin genel bicimini belirleyiniz.

Coziim.
Frenet yaklagimi (Onerme 11.1)

KoS

2

KoTp$S

) 2 3
B(s) —p(0) =sTy + N, + 6 B,

A

idi. T, Ny, By bir ¢at1 oldugundan bu ¢ say1, 5(s) — B(0) vektoriiniin ¢at1 koordinatlaridir; onlar

sirastyla
2
KoS

KT 83
p(s)=s,  q(s)= . w(s) = 2%

6

ile gosterelim. Bir diizleme dik izdiisiim, o diizleme dik olan bileseni atmak demektir.
Oskiilator diizlem (B, bileseni atilir). Geriye ( p(s),q(s) ) = ( s, K82 /2 ) kalir. p = s oldugundan

_ Ko o

q 2p,

bu, Tj, ekseni iizerinde acilan ve IV, yoniine bakan bir paraboldiir. Egrinin bu diizlemdeki goriintiisi,
tepe noktast 5(0) olan diizgiin bir kivrimdir.
Rektifiyan diizlem (N, bileseni atilir). Geriye ( p(s), w(s) ) = ( s, KoTos2 /6 ) kalur, yani

Ko T
— 0% 3.
= b

6 )

bir kiibik egri. Orijinde bir déntim noktas1 vardir: egri B, ekseninin bir yanindan 6teki yanina gecer.
Ty > 0 ise gecis asagidan yukariya, 7, < 0 ise tersinedir.

Acik Matematik - acik-matematik.com 322 CC BY-NC-SA 4.0


https://acik-matematik.com
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.tr

11.11 Aligtirmalar 323

Normal diizlem (T bileseni atilir). Geriye ( q(s),w(s) ) kalir. s’i yok edelim: g = Kos?/2’den s? =
2q/ kg ve

2,2 2,2 3 2
o K0T 6 _ KoTo (24 _ 2715 4
w —— s’ =——| = —q-.
9K

36 36 \ kg

Bu bir yar1 kiibik paraboldir; orijinde bir sivri u¢ (d6niis noktasi) vardir ve egri g > 0 yar1 diizleminde
kalir, ¢iinkii ¢ = kys2/2 > 0°dir. Egriye tam tegeti boyunca, yani Ty dogrultusunda bakan bir gozlemci
onu bu sivri uglu bigimde goriir: egri gozlemciye dogru gelip geri doner gibi goriinir.

Somut bir 6rnek icin k, = 1 ve 7, = 1 alalim; ii¢ izdiigiim sirasiyla ¢ = p?/2, w = p3/6 ve w? = 2¢3/9
olur.

Oskiilator diizlem (TN,) Rektifiyan diizlem (T,B,) Normal diizlem (NB,)
N, B, ) .
’ W= 2¢%/9 I
q=p"2
T, pO) N,
déniim noktasi
w<0 ® s=-15
p©) teget T, sivriug

Sekil 11.7: Frenet yaklasgiminin k, = 1, 7, = 1 ve —1,5 < s < 1,5 i¢in {i¢ ¢at1 diizlemine dik izdiistimleri;
her panelde orijin B(0) noktasidir ve cat1 koordinatlar1 p = s, g = §%/2, w = s*/6’dir. Oskiilator diizlemde
q = p°/2 parabolii gorilir: egri f(0) noktasinda T,'a tegettir (mavi ok) ve N, yoniine kivrilir. Rektifiyan
diizlemdeki w = p*/6 kiibiginin orijinde déniim noktas: vardir; egri burada B, bileseninin isaretini
degistirir. Normal diizlemde ise w* = 2¢*/9 yar1 kiibik paraboli yalnizca g = 0 yar1 diizleminde kalir ve
orijinde sivri u¢ yapar: egriye T, dogrultusunda bakan gézlemci onu gelip geri doniiyormus gibi goriir.

Alistirma 11.18 (Kiiresel Bir Egri Ii¢cin Konum Formiilii). « birim hizli, & > 0 ve 7 # 0 olan bir egri
olsun. p = 1/k ve 0 = 1/7 yazalim. o, merkezi c ve yarigap1 r olan bir kiirenin iizerindeyse

a—c=—-pN—p'ocB
oldugunu ve buradan r? = p? + (p’0)? ciktigini gosteriniz.

Coziim.
Kisaltma olarak m = a — ¢ yazalim; ¢ sabit oldugundan m’ = o’ = T"dir. Varsayim

m-m =r?.
Birinci tiirev. Iki yanin tiirevini alalim:

2m’ - m=0=m-T =0.

Yani merkezden egriye giden vektor her noktada tegete diktir. T, N, B bir ¢at1 oldugundan ortonormal
acilim

m=(m-T)T+(m-N)N+(m-B)B=(m-N)N+ (m-B)B

verir. Geriye iki katsayiy1 bulmak kaliyor.
Ikinci tiirev: N katsayist. m - T = 0 esitliginin tiirevini alalim:

0=m'-T4+m-T'=T -T+k(m-N)=1+xk(m-N).

Buradan
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1
m.N:——:—p.
K

Ugiincil tiirev: B katsayisi. Simdi m - N = —p esitliginin tiirevini alalim. Sol tarafta Leibniz kurali ve
ikinci Frenet formulii:

m -N+m-N =T -N+m-(—kT+7B)=0—x(m-T)+7(m- B).

m - T = 0 oldugundan bu ifade 7 (m - B)’ye esittir. Sag tarafin tiirevi —p” oldugundan

/7

T(m~B)=—p’:>m~B=—p—=—p’o,
T

burada 7 # 0 varsayimini kullandik.
Iki katsay1y1 acilima koyarsak

m=a—c=—pN—p'ocB.
Yarigap bagintisi. N ile B birim ve birbirine dik oldugundan

r? =[|m ||=(=p)*> (N - N) + (—=p'0)* (B B) +2pp’c (N - B) = p* + (p'0)*.

2

Denetim: « bir bityiik cemberse k = 1/r sabittir, p = r ve p’ = 0 olur; formiil % = 72 verir ve o —
¢ = —rN ¢ikar, yani N merkeze bakar — Onerme 11.3'teki esitlik durumuyla uyusur.
|

Alistirma 11.19 (Kiiresel Olmanin Yeter Kosulu). « birim hizli, & > 0 ve 7 # 0 olan bir egri, p =
1/k ve o = 1/7 olsun. p? + (p’o)? ifadesi sabit bir 72 degerine esitse ve p’ # 0 ise, a’nin r yaricaph bir
kiirenin tizerinde kaldigini gosteriniz.

Coziim.
Aligtirma 11.18’deki formiil bize merkezin nerede olmasi gerektigini soylityor: orada « — ¢ = —pN —
p’ o B bulmustuk, yani ¢ = a + pN + p’o B. O hilde merkez egrisi diye

y=a+pN+p'oB

alanini tanmimlayip sabit oldugunu gosterelim.
Carpim kurali ve Frenet formiilleriyle tiirev alalim:

’y'Za'—i-p'N—i-pN/—i—(p’a)/B—i-p’JB/.

Yerine koyalim: o/ =T, N’ = —kT + 7B, B' = —7N. Terimleri T, N, B bilegenlerine gére topla-
yalim.

T bileseni. 1 — pk. p = 1/k oldugundan px = 1 ve bilesen sifirdir.

N bilegeni. p’ — p’o7. 0 = 1/7 oldugundan o7 = 1 ve bilegen p’ — p’ = 0’dir.

B bileseni. pt + (p’c)’. Burada p7 = p/o’dur.

Simdi varsayimi kullanalim. p2 + (p’0)? = r? sabit oldugundan tiirevi sifirdir:

2pp" +2(p'0)(p'0)" = 0.
p" # 0ve o # 0 oldugundan p’o # 0’dur; iki yani 2p’ o ile bélelim:

e
oo o

(p'o)" =
Demek ki B bilegeni de g — § = 0’dr.

Uc bilesen de sifir oldugundan " = 0’dir ve Lemma 10.4'in birinci maddesine gére «y sabittir; degerine
c diyelim. O halde her s icin

a(s) — ¢ = —p(s) N(s) — p/(s)o(s) B(s)
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ve N L B oldugundan

2
| a(s) —c [l= o2 + (p'0)2 = 2.

Yani a’nin her noktas: ¢’den r uzakliktadir: egri, ¢ merkezli r yaricapl kiirenin tizerindedir.

p’ # 0 varsayimi bélme adimu i¢in gerekliydi. p” 6zdes olarak sifir olsaydi « sabit olurdu; o durumda
kosul p = r demeye gelir ve egri, bir cember olmak zorunda olmadan da bu kosulu saglayabilir (6rnegin
sabit egrilikli bir dairesel helis p? + 0 = r?’yi saglar ama hicbir kiirenin iizerinde degildir).

|

Alistirma 11.20 (Binormalleri Ayn1 Olan Iki Egri). S ve B, aym I araligmda taniml, egrilikleri ve
burulmalar1 higbir yerde sifir olmayan iki birim hizli egri olsun. B = B ise, f'nin ya J’ya ya da s
—f(s) egrisine paralel oldugunu (yani sabit bir nokta eklenerek ondan elde edildigini) ispatlayiniz.

Cozim. -
Birinci adim: asli normaller isaret farkiyla aymidir. B = B esitliginin tiirevini alalim ve iki egri icin
burulma tanimini kullanalim:

—7TN=B =B =-7N, yani TN =7N.

Normlar kargilastiralim: | N ||=|| N ||= 1 oldugundan | 7 | = | 7 |’dur. 7 hicbir yerde sifir olmadi-
gindan
N =

N ve = +1.

NS
S

/7 siirekli bir fonksiyondur ve yalnizca +1 ile —1 degerlerini alir; I bir aralik oldugundan ara deger
teoremi geregi sabit kalmak zorundadir. Demek ki ya I boyunca N = N, yada I boyunca N = —N’dir.
Ikinci adim: tegetler. Alistirma 11.6'ndeki T = N x B 6zdesligini iki egri icin de yazalim:
T=NxB=N xB.
Birinci durumda (N = N):
T=NxB=T.

ikinci durumda (N = —N):

T=(—N)xB=—(NxB)=-T.

Uciincii adim: egrileri karsilastirma. Birinci durumda B =, yani (6 — B) = 0’dir. Lemma 10.4'in
birinci maddesine gore 8 — (3 sabittir; bir p noktas: igin

B(s) = B(s) + p.

Yani 3, f’ya paraleldir. -
Ikinci durumda 8" = —B"’diir. §(s) = —(s) egrisini tamimlayalim; ' = —3’ = 8’ oldugundan aym
gerekgeyle 5 — J sabittir ve bir p noktasi i¢in

B(s) = —B(s) + p.

Yani 3, s -+ —f(s) egrisine paraleldir. iki durumdan biri gerceklesmek zorundadir; iddia ispatlanmistur.
Ikinci durumun gercekten olabilecegini gérelim. Herhangi bir 3 icin § = —/3 egrisini alalim. Tiirevleri
0" = —f' ve 8" = —F”’diir, yani

Ts=-T, 8" = —kN =kK5 =k, Nsj=—N.
O halde
B;=T; x Ny= (—T) x (-N) =T x N = B.
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326 Boliim 11. Frenet Formiilleri

Demek ki bir egriyle onun orijine gére yansimasi her zaman ayni binormale sahiptir; ikinci durum bos
degildir.
|

Aligstirma 11.21 (Helisin Bir Noktasindaki Oskiilator Diizlemin Denklemi). a = 3, b = 4 (dolay1-
styla ¢ = 5) helisi

s 4s

B(s) = (3cos§, 3sin R E)

icin s = 57/2 noktasindaki oskiilatér diizlemin denklemini bulunuz.

Cozim.
Nokta ve ¢atr. Buradau = s/5 oldugundan s = 57/2i¢in u = 7/2’dir. Ornek 11.5'te bu helisin aparatini
hesaplamis ve bu degerde

5 3 4 4 3
) = or), T=(-2,0,=), N=(0,—1 B=(=,02:
ﬁ( 2) (0’37 ﬂ—)? ( 570? 5)’ (0’ 30)7 (5’07 5>

2
bulmustuk. Denetim olarak || B =2 + 2 =1veT -B=—22+ 22 = (0’dwr.
Oskiilator diizlem. Bu dizlem B(57/2) = (0,3, 27) noktasindan geger ve B’ye diktir. Bir (z,y, 2)
noktas: diizlemdedir ancak ve ancak

((@,9,2)— (0,3,2m) ) - (go g) 0,

yani
4
ga:+ g(z— 2m) = 0.

Iki yan1 5 ile ¢arparsak denklem
4z + 3z =67

olur. Denetim: nokta diizlemde midir? 4 - 0 4+ 3 - 27 = 6, evet. T ve N yonleri diizleme paralel midir?
Sol yanin T" ve N bilesenlerinde aldig1 degerler

3 4 1212
4( =2 e s g 4. 0=
( 5)+3 5 5+5 0, 0+3-0=0

oldugundan evet.
|

Alistirma 11.22 (Ugiincii Tiirevin Frenet Catisindaki A¢ilimi). 3 birim hizli ve £ > 0 olan bir egri
olsun.

d
8" = 2T+ LN+ wrB
ds

oldugunu ispatlayiniz.

Coziim.
B’ = T ve birinci Frenet formiilityle 5”7 = T” = kN dir. Bir kez daha tiirev alalim; x gercel degerli bir
fonksiyon, N bir vektor alani oldugundan ¢arpim kurali

dk
" — N ’ —- N N/
B = (NY = TN+
verir. Ikinci Frenet formiiliinii (N’ = —kT + 7B) yerine koyalim:
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11.11 Aligtirmalar 327

d d
ﬁ’”:—HN-i-H(fKJT-i-TB)=*H2T+_K:N+ETB'
ds ds

Istenen acilim budur.

Ifadeyi okuyalim. T bileseni her zaman negatiftir (x > 0): birim hizli bir egride iiciincii tiirevin teget
bileseni hizin tersine bakar. N bilegeni yalnizca egriligin degisim hizina baghdir; egrilik sabitse sifirdur.
B bileseni ise k7’dur ve egri diizlemselse (7 = 0) yok olur.

Sayisal denetim: a = 3, b = 4 helisi i¢in k = 3/25 sabit, 7 = 4/25. Formiil

9 12
7 —=— " T4+0-N+-—B
g 625 + 625

verir. Dogrudan hesap icin

B"(s)=T'(s) = (—% cos u, —% sin u, 0)

alaninin turevini alirsak

B8”(s) = (% sin u, —% cos u, 0).

Ote yandan formiiliin sag tarafl, T" ile B’nin acik hélleri konarak

9 3 . 3 4 12 (4 4 3
——— | —=sinu, —cosu, - | + — | =sinu, —= cosu, —
625 5 5 5 625\ 5 5 5

olur. Birinci ve tictincii bilesenleri toplayalim:

sinu = sinu = —— sinwu,

3125 3125 3125 125
36 36

3195 T 3125

Ikisi de dogrudan hesapla uyusuyor.
|

Aligstirma 11.23 (Burulmanin Tiirevlerle Verilen Formiilit). £ birim hizli ve x > 0 olan bir egri
olsun.

(ﬂ/ X /6//) . /8///

K2

oldugunu ispatlayiniz.
Coziim.

Pay ile payday1 Frenet ¢atis1 cinsinden ayr1 ayr1 yazacagiz.
Vektérel carpim. 3/ = T ve ” = kN oldugundan, vektorel carpimin skalerle ¢carpmaya gore lineerli-

giyle
B xp”"=Tx (kN)=r(T xN)=kB.
Ugiincii tiirev. Alistirma 11.22°e gére

d
B” = 2T+ N4 wrB.
ds

I¢ ¢arpim. Simdi ikisini carpalim. B birim uzunlukta ve hem T”ye hem N’ye dik oldugundan (Lemma
11.1)B-T=0,B-N=0,B-B="1dir:
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328 Boliim 11. Frenet Formiilleri

d
(8 xp")-B”" =kB- (—H2T + d—':N + m’B) = K- KT = K>T.

k > 0 oldugundan k2 # 0’dir; iki yam bélersek
(/B/ X ﬂ//) . IB///

K2

Bu formiiliin degeri sudur: burulmayi bulmak icin 7', N, B alanlarini kurmaya gerek yoktur; egrinin
iic tiirevini almak yeter. Paydadaki x2 de yine tiirevlerden okunur, ciinkii 2 = 8” - 8”7 diir.
Sayisal denetim: Alistirma 11.4'taki egride s = 0 i¢in

s (bobg) #o= (o), 0= (4 ho)

Vektorel carpim 8’(0) x 3”(0) bilesenleri: birinci —3 -0 — \% Lt =—2 i ikinc -1 —3- 0=
1

ﬁi; iiciincdi § - 1 + 3 - 3 = 5. Bunu 8”(0) ile carparsak

( 1)(1)+1 L,y 2 _ 1

wW2)\ 8/ 42 8 322 16v2
2

Payda x(0)? = (ﬁi) = ;. Bélim

18 16v2 22’

tam olarak o alistirmada buldugumuz deger.
n

(0) = 1/(16v/2) 8 1

Alistirma 11.24 (Teget Dogrular1 Ortak Bir Noktadan Gecemez). ([ birim hizli ve ¥ > 0 olan bir
egri olsun. f’nin biitiin teget dogrularimin ortak bir noktadan ge¢mesinin olanaksiz oldugunu gosteriniz.

Cozim.

Tersini varsayalim: biitiin teget dogrularinin gectigi bir p noktasi bulunsun. 3(s) noktasindaki teget
dogrusu, u — B(s) + uT(s) ile verilir. p’nin bu dogru iizerinde olmasi, her s i¢in bir A(s) sayist
bulunmas: demektir:

P = B(s) + A(s) T(s).

Once \’nin tiirevlenebilir oldugunu gérelim. Yukaridaki esitligin iki yanini 7'(s) ile carparsak, T - T =
1 oldugundan

A(s)=(p—5(s))-T(s)

cikar; sag taraf tiirevlenebilir fonksiyonlardan kuruldugu icin A tiirevlenebilirdir.
Simdi esitligin tiirevini alalim. Sol taraf sabittir, tiirevi sifirdir; sag tarafta carpim kurali ve birinci Frenet
formiili:

0= +XNT+X"=T+NT+AsN = (1+X)T+AsN.

T ile N her noktada lineer bagimsizdir (dik ve sifirdan farklidirlar), dolayisiyla iki katsay1 da sifir
olmalidir:

1+X =0 ve Ak = 0.

k > 0 oldugundan ikinci denklem A = 0 verir; o halde A’ = 0’dir ve birinci denklem 1 + 0 = 0 der. Bu
bir celiskidir.

Demek ki boyle bir p yoktur. £ > 0 varsayimi vazgecilmezdir: bir dogrunun (x = 0) biitin teget
dogrular zaten ayni dogrudur ve sonsuz ¢ok ortak noktalar: vardir.

|
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11.11 Aligtirmalar 329

Bu bolimde egrilerin biitiin geometrisini iki say1ya, egrilikle burulmaya indirgedik; ama her seyi birim
hizli egriler i¢in yaptik. Bir sonraki bolimde (Keyfi Hizli Egriler) ayn1 aparati hic durmayan her egri icin,
iistelik birim hizli kopyay1 acikca hesaplamadan kullanilabilir formiillerle kuracagz.
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12.1

12. Keyfti Hizl1 Egriler

Onceki béliimde (Frenet Formiilleri) bir egrinin bicimini 6lcen iki say1y1, egrilik  ile burulma 7’yu, ve
egri boyunca tasinan 7', N, B cat1 alanini tanmimladik. Ancak biitiin bu tanimlar birim hizli egriler i¢in
yapildi: yay uzunluguyla parametrelendirilmis bir § egrisinde T = 8’ zaten birim uzunluktayd ve Frenet
formiilleri ¢atinin yay uzunluguna gore degisimini veriyordu. Bu siirlama teori igin rahat, hesap i¢in ise
cogu zaman engelleyicidir. Karsimiza ¢ikan egrilerin bityiik kismi, 6rnegin a(t) = (¢,t2,t3), birim hizli
degildir ve birim hizli yeniden parametrelendirmelerini agik bir formiille yazmak genellikle olanaksizdur.
Bu bsliimde iki sey yapacagiz. Once, diizgiin bir egrinin Frenet aparatini, birim hizli yeniden parametre-
lendirmesinden “6diing alarak” tanimlayacagiz; bu tanimin egrinin dolastig1 rotanin geometrisini aynen
yansittigini gorecegiz. Sonra, bu 6diing alma igine hi¢ girmeden &, 7, T, N ve B’yi dogrudan o, ” ve o”
tirevlerinden hesaplayan formiller ¢ikaracagiz. Bu formiiller sayesinde elimizdeki her diizgiin egrinin
aparatini, birim hizli olup olmadigina bakmadan, mekanik bir hesapla bulabilecegiz.

Bolumin ikinci yarisinda bu araglar iki uygulamada kullanacagiz: bir egrinin birim tegetinin kiire
tizerinde ¢izdigi kiiresel goruintii ve tegetinin sabit bir dogrultuyla sabit ac1 yaptig: silindirik helisler.
Silindirik helislerin tam olarak 7/x orani sabit olan egriler oldugunu ispatlayacak ve bolimii, egrilik ile
burulma tizerine konan basit kosullarin egri tiirlerini nasil belirledigini 6zetleyen bir tabloyla kapatacagiz.

Aparatin Aktarilmasi

a: I — R3 diizgiin bir egri olsun (Tanim 4.6): her ¢ icin o/ (t) # 0. Siirat1 v(t) =|| o/ (t) ||> 0 ve bir ¢,
tabanl yay uzunlugu fonksiyonu s(t) = ftt v(u) du olsun (Tanim 10.1). Birim hizli yeniden parametre-
0

lendirme teoremi (Teorem 10.1) bize, s’nin gériintii araligs J tizerinde tanimli ve
alt) =a (s(t)) (tel

esitligini saglayan birim hizli bir & : J — R? egrisi verir. Kisaca a = a(s) yazariz. « ile & aymi rotayt,
ayn1 yonde, ama farkli hizlarla dolasir; o’nin ¢ aninda bulundugu noktaya @, s(t) aninda gelir.

& birim hizli oldugundan 6nceki bolimiin biitiin tanimlar1 ona uygulanir: egriligi £ (Tanim 11.1), £ > 0
ise asli normali N, binormali B (Tanim 11.2) ve burulmasi 7 (Tanim 11.3) vardir. Bunlar1 o’ya tasimak
i¢in yapilacak tek sey, o’nin her ¢ aninda &’nin karsilik gelen s(t) anindaki degerleri okumaktir.

Tanim 12.1 (Keyfi Hizli Egrinin Frenet Aparati). o : 1 — R? diizgiin bir egri, s onun bir yay
uzunlugu fonksiyonu ve &, a = a(s) esitligini saglayan birim hizli yeniden parametrelendirmesi olsun.
o’nin egriligi < her yerde pozitif olsun ve a’nin Frenet aparati , 7, T, N, B ile gosterilsin. a’'nin

+ egrilik fonksiyonu r : I = R, x(t) = £ ( s(t) g;

+ burulma fonksiyonu7: I = R, 7(t) =7 S s(t) )s
+ birim teget vektor alam T, T'(t) =T ( s g

+ asli normal vektér alan1 N, N (t) ( );

+ binormal vektor alam B, B(t) = ( s(t))

olarak tamimlanir. k,7,T, N, B beslisine a’'nin Frenet aparat1 (Frenet apparatus), T', N, B igcliisiine
o’nin Frenet ¢at1 alani denir.

Yani keyfi hizli bir egrinin aparati, ayni rotay1 birim hizla dolasan egrinin aparatinin, zamam s(t) ile
yeniden ayarlanmig halidir.

Burada T, N, B’nin gergekten o iizerinde vektér alanlari olduguna dikkat edin (Tanim 10.3): T'(s(t)) teget
vektdrinin uygulama noktasi a(s(t)) = «(t)’dir; koordinat fonksiyonlari ise tiirevlenebilir fonksiyon-
larin bileskesi oldugundan tiirevlenebilirdir. Ayrica Lemma 11.1 geregi T'(s), N(s), B(s) her s icin bir
catidir; dolayisiyla T'(t), N(t), B(t) de a(t) noktasinda bir ¢atidir.

k ile Kk genel olarak farkli fonksiyonlardir, hatta farkl: araliklarda tanimlidirlar. Ama ikisi de ortak rotanin

dontisiini ayni bigcimde betimler: rotanin «(t) = @(s(t)) noktasinda o’nin egriligi olan k(t) sayisi
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332 Bolim 12. Keyfi Hizli Egriler

ile &’nin egriligi olan x(s(t)) sayisi, tanim geregi ayni sayidir. Aparatin oteki parcalar: igin de aynisi
gecerlidir. Isin iginde yalnizca bir parametre degisimi oldugundan, énceki béliimde Frenet yaklasimiyla
agikladigimiz geometrik anlamlar hi¢ degismez: x(¢) rotanin «(t) noktasinda ne kadar sert dondiigiini,
7(t) oskilator diizlemden ne hizla ayrildigini, 7', N, B catis1 da rotanin o noktadaki durusunu gosterir.

Ornek 12.1 (Dairesel Helisin Aparatinin Aktarilmasi). «(t) = (3 cost, 3sint, 4t) helisinin (Ornek
4.2, a = 3, b = 4) Frenet aparatini, birim hizli yeniden parametrelendirmesinden aktararak bulalim.

Coziim.
Hiz vektoriiniin vektor kismi (—3 sint, 3 cost, 4), siirati v(t) = v/9sin?t + 9cos? t + 16 = 5'tir. t, =
0 tabanli yay uzunlugu s(t) = 5¢, tersi t = s/5’tir. Dolayisiyla birim hizli yeniden parametrelendirme

4
a(s) = <3cos§, 35in§, ES)

olur. Bu, énceki béliimde aparatini hesapladigimiz birim hizli helistir (Ornek 11.5, ¢ = va? + b? = 5):
a 3 b 4

ftETm TTeTm

- 1 .S s - s .8
T(s) = g(—3smg,3cosg,4), N(s) = (—cosg,—smg,O),

_ 1
B(s) = g<4sin§, —4cos§, 3).

Tanima gore o’nin aparati bu fonksiyonlarda s yerine s(t) = 5¢ yazilarak bulunur:

1 1
T(t) = 3(—3 sint, 3cost,4), N(t) = (—cost,—sint,0), B(t) = 5(4sint, —4cost, 3).

Egrilik ve burulma sabit oldugu i¢in aktarim onlar1 degistirmedi; vektor alanlari ise yalnizea “s/5 yerine
t” degisimine ugradi. Ornegin ¢t = 7/2 aninda «(7/2) = (0, 3,27) noktasinda T = (—3/5,0,4/5),
N =(0,-1,0), B = (4/5,0,3/5)’tir; bu ii¢ vektoriin karsilikli dik birim vektérler oldugu dogrudan
gorilir.

]

Aktarim, kuramsal sonuclar1 hemen keyfi hizli egrilere tasimamiza da izin verir: o hakkindaki bir bilgi a
hakkinda bir bilgiye dénisiir, & icin bildigimiz teorem uygulanir, sonug¢ o’ya geri cevrilir.

Ornek 12.2 (Burulmasi Sifir Olan Diizgiin Egri Diizlemseldir). o : I — R3, egriligi pozitif ve
burulmast her yerde sifir olan diizgiin bir egri olsun. o’nin bir diizlemde kaldigin1 gosterelim.

Cozim.

a, a = a(s) esitligini saglayan birim hizli yeniden parametrelendirme olsun. Tanim geregi 7(t) =
7(s(t))’dir. s : I — J 6rten oldugundan (J, s’nin gériintdi araligidir) J'nin her s; noktas: bir s(t;
bicimindedir ve 7(s;) = 7(¢;) = 0 olur. Yani 7 da her yerde sifirdur.

& birim hizli ve egriligi pozitif oldugundan Sonug 11.1 uygulanir: & bir diizlem egrisidir, yani biitiin
a(s) noktalar1 belli bir P diizlemindedir. Her a(t) = &(s(t)) noktasi bu noktalardan biri oldugundan
a da P’nin iginde kalir.

Aymi akil yliriitme Lemma 11.2 igin de ¢alisir: £ > 0 sabit ve 7 = 0 olan diizgiin bir egrinin rotasi bir
cemberin pargasidir, ¢linkil £ da ayni sabit, 7 da sifirdir.

]
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12.1 Aparatin Aktarilmasi 333

Aktarim hesap i¢in ¢ogu zaman kullanigsizdir

Yukaridaki iki 6rnekte aktarim kolayca calisti, ¢linkii helisin siirati sabitti ve ikinci 6rnekte hi¢ hesap
yoktu. Genel durumda ise a’y1 acik bir formiille yazmak neredeyse hicbir zaman miimkiin degildir.
Ornegin a(t) = (t,t2,3) icin siirat v(¢) = V1 + 4¢2 + 9¢4 ve yay uzunlugu

t
s(t) :/ V1+4u? + 9utdu
0

olur. Bu integralin ilkeli elemanter fonksiyonlarla yazilamaz; s’nin tersini almak ve a(s) = a(t(s))’yi
yazmak ise biisbiitiin umutsuzdur. Bu yiizden bu béliimiin asil amaci, aparati &’ya hi¢ ugramadan
hesaplayan formuller bulmaktir.

1 Parametre degisimini gérmezden gelen gosterim

Bazi metinlerde egri ile birim hizli yeniden parametrelendirmesi ayni harfle gosterilir ve tiirevler
arasindaki fark, T yerine dT'/dt, T’ yerine dT /ds yazlarak belirtilir. Bu gosterimde asagidaki
lemmanin ispati tek satira iner: zincir kurali dT'/dt = (dT/ds)(ds/dt) ile Frenet formili dT' /ds =
kN birlesip dT'/dt = kuN verir. Biz «a ile @’y1 ayr1 harflerle yazmay: siirdiirecegiz; ama bu kisa yolu
gormek, formiillerin nereden geldigini akilda tutmaya yardim eder.

Keyfi Hizda Frenet Formiilleri

Frenet formiilleri (Teorem 11.1) birim hizli egriler i¢in gecerlidir; 7', N, B ¢atisinin yay uzunluguna goére
degisim hizim verirler. Keyfi hizli bir o egrisinde T', N, B’nin t’ye gore tiirevini alirsak ne olur? Zincir
kurali cevab1 hemen sdyler: t’ye gore tiirev, s’ye gore tiirevin ds/dt = v ile carpimidir. Dolayisiyla Frenet
formiillerinin her sag tarafina bir v ¢arpani gelir.

Once ihtiyacimiz olan zincir kuralini agikca yazalim. Y, & iizerinde bir vektér alani olsun: Y (s) =
>, Yi(s) Uj(a(s)). O zaman ¢ = Y (s(t)), o tizerinde bir vektdr alanidir (a(s(t)) = a(t)) ve koordinat
fonksiyonlar1 y;(s(t)) dir. Tirevi (Tanim 10.4), koordinat fonksiyonlarinin tiirevleriyle alinir; tek degis-
kenli zincir kurali ise

D (s()) = (s)) Loy

verir. Dolayisiyla

ds

(Y(&) () =Y (s(t) ) () =v(®)Y" (s(t) ).

Bu, hiz vektorii igin bildigimiz yeniden parametrelendirme formiiliniin (Lemma 4.1) egri tizerindeki
vektor alanlarina uyarlanmig halidir.

Lemma 12.1 (Keyfi Hizli Egri Icin Frenet Formiilleri). o : I — R3, egriligi k > 0 olan diizgiin bir
egri, v siirati ve T'y N, B Frenet ¢ati alani olsun. O zaman

T =kvuN,
N’ = —kvT + Tv B,
B’'=—7uN.

ispat.
a, a = a(s) esitligini saglayan birim hizl yeniden parametrelendirme olsun. Tanim geregi T = T'(s),

yani T'(t) = T'(s(t)) dir. Yukaridaki zincir kuralim'Y = T i¢in uygularsak

T'(t) =T ( s(t) )%(t) = o(t)T" (s(t))
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buluruz. & birim hizh oldugundan ona alisilmis Frenet formiilleri wygulanir: T’ = KN. Bu esitlikte s
yerine s(t) yazarsak

T/ (s(t) )=k (s(t) )N (s(t) ) = w(t) N(t)

olur; son adim k ile N ’nin keyfi hizli egri icin tanimindan baska bir sey degildir. Iki esitligi birlestirince
T'(t) = v(t)k(t)N(t), yani T’ = kuN gikar.

N’ i¢in ayni yol izlenir: N = N(s) oldugundan N’ = v N'(s)’dir ve N’ = —kT + 7B Frenet formii-
linde s yerine s(t) yazilirsa N'(s(t)) = —(t)T(t) + 7(t) B(t) elde edilir. Boylece N’ = —kvT + TvB
olur. Son olarak B = B(s) i¢cin B' = v B’(s) ve B’ = —7N’den B’ = —7vN bulunur.

]

Yani keyfi hizli bir egride ¢at1, birim hizli durumdakinin tam v kati hizla déner: rota tizerinde ayn1 yerden
v kat hizli gecen bir gézlemci, ¢atinin degisimini de v kat hizli gériir. v = 1 ise alisilmis Frenet formiilleri
geri gelir.

Ornek 12.3 (Helis Uzerinde Siirat Carpaninin Denetimi). «a(t) = (3 cost, 3sint,4t) helisii¢in T’ =
kuN ve B’ = —tuN formiillerini, iki tarafi ayr1 ayr1 hesaplayarak dogrulayalim.

Cozim.
Ornek 12.1'dav =5, k = 3/25, 7 = 4/25 ve

1 1
T(t) = g(—3 sint, 3 cost, 4), N(t) = (—cost, —sint, 0), B(t) = 3(4 sint, —4 cost, 3)
bulmustuk. T"nin koordinat fonksiyonlarini tiirevleyelim:
/ 1 : 3 _ 3
T (t) = 3(—3cost, —3sint, 0) = g(—cost, —sint, 0) = E N(t).

Ote yandan kv = 2 - 5 = 2’tir; T’ = kv saglanir. Birim hizli helis i¢cin 7”7 = kN = %J\_f oldugunu

hatirlayin: keyfi hizli o’da ¢at1, v = 5 kat daha hizli doner.

B icin
/ 1 . 4 ) 4
B'(t) = g(4 cost,4sint, 0) = _5(_ cost, —sint, 0) = —: N(t)
ve TV = % -5 = %; B’ = —7uN de saglanir.
| |

Hiz ve Ivimme

Bir egrinin hiz1 o’ ile ivmesi o” (Tanim 10.4) arasindaki iligki, egrinin siiratine baghdur. Siirat sabitse ivme
hiza diktir; genel durumda degildir. Bunu gérmek igin o’ - o’ = v? esitliginin tiirevini alalm:

(a/ .a/)/ — 2a/ .a//.

Sol taraf (v?)’ = 2v dv/dt dir. Dolayistyla o - o” = v dv/dt olur ve v > 0 oldugundan su denklik ¢ikar:
siirat sabittir (dv/dt = 0) ancak ve ancak ivme her an hiza diktir (¢ - o” = 0). Birim hizli egrilerde
T’ 1 T olmasi bunun 6zel haliydi.

Genel durumda ivmeyi ¢oéziimlemenin en iyi yolu onu Frenet catisina gére agmaktir. Ortaya iki bilesen
cikar: biri T dogrultusunda, 6teki N dogrultusunda; B dogrultusunda bilesen yoktur.

Lemma 12.2 (Hiz ve ivmenin Frenet Acilimi). « : I — R3, siirati v ve egriligi k > 0 olan diizgiin bir
egri olsun. O zaman

d
o =vT, a”:d—:T—l—nv2N.

ispat.
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o = a(s) olsun. Hiz igin yeniden parametrelendirme formiilii (Lemma 4.1)

o (t) = %(t) & (s(t))=v(®)T (s(t))=0v(t)T(t)

verir; burada & = T (birim hizli egride birim teget, hizin kendisidir) ve T = T(s) tanimim kullandik.
Béylece o/ = vT dir.
Simdi o' =T esitliginin tirevini alalim. v gercel degerli bir fonksiyon, T egri iizerinde bir vektor
alamidir; carpimin tiirevi i¢in Leibniz kurali gecerlidir (koordinat fonksiyonlari vt, olan bir alanin tiirevi,
koordinatlarda (vt;)” = v't; + vt; ile alimr):

dv

”:_T T/.
a at +v

Lemma 12.1'ne gore T = kv N 'dir. Yerine koyunca
dv

d
o = dtT+v~nvN=d—:T+nv2N

bulunur.
||

Yani hiz her zaman teget dogrultusundadir ve uzunlugu siirattir; ivme ise teget ile asli normalin gerdigi
oskiilatér diizlemde yatar. o’ = vT formiilii beklenen bir seydir: o ile T ikisi de egriye tegettir, T' birim
uzunluktadir ve || o ||= v’dir. Ivme formiilii daha ilgingtir. Tanim geregi o”, hizin degisim hizidir ve
genel olarak hizin hem uzunlugu hem dogrultusu degisir. Teget bilesen (dv/dt) T uzunlugun (siiratin)
degisim hizin1 élger; normal bilesen xv2 N ise dogrultunun degisim hizini dlcer. Ikisi birbirine diktir,

dolayisiyla
2 dov\ 2
” Ol” ”: (d_:) +K,2'U4

olur; bu esitligi alistirmalarda egriligi hesaplamanin bir yolu olarak kullanacagz.

© Fiziksel yorum: diiz yolda gaz, virajda savrulma

Newton’un hareket yasalarina gore bu iki bilesen kuvvet olarak hissedilir. Diiz bir yolda hizlanan ya
da yavaglayan bir arabada hissedilen tek kuvvet (dv/dt) T°den gelir: sirtimz1 koltuga yaslayan ya da
one savuran kuvvet. Egimsiz bir viraji v siiratiyle dénerken hissedilen yanal kuvvet ise xKv?N’den
gelir. Burada » yolun ne kadar sert dondiigiinii 6lger; siiratin etkisi v? ile gelir. Ayni viraji iki kat
stiratle donmek dort kat daha sert savurur.

Ornek 12.4 (Paraboliin Ivmesinin Bilesenleri). «(t) = (¢,t2,0) parabolii i¢in ¢ = 1 aninda siirati,
stiratin degisim hizini, ivmenin teget ve normal bilesenlerini ve egriligi bulalim.

Coziim.
o (t) = (1,2¢,0) ve a” (t) = (0,2,0) dur. Siirat v(t) = V1 + 4¢2, dolayisiyla

dv 4t ) = (1,2t,0)
dt 1+ 482 VI+4Z
t =1dev =+/5,dv/dt = 4/v/5ve T = (1,2,0)/+/5 olur. [vmenin teget bileseni

dv 4 (1,2,0) 4 48
— T = = (1,2 =(Z =
dt NS 5(120) (5’5’0)’

normal bilegeni ise ivmeden teget bilesenin ¢ikarilmasiyla bulunur:

dv

4 8 2
2N =a’(1) - 2T =(0,2,00— (=,2,0) = (—=,Z,0]).
KV a”(1) 7 (0,2,0) (5,5,0) ( 5,0)
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Bu vektor gercekten T°ye diktir: (1)(—4/5) + (2)(2/5) = 0. Uzunlugu +/16/25 + 4/25 = 2/+/5 tir;
kv? = 2/4/5 ve v? = 5 oldugundan

~0,179, N()= 2250 (22,100

w(1) = 2/ VB

2
5V5
2
Denetim: || o” ||= 4 ve (dv/dt)? + k*v* = 16/5 + 135 - 25 = 16/5 + 4/5 = 4. N, paraboliin icbiikey

tarafina, yani y ekseninin sol iistiine bakar; tam beklendigi gibi.
]

Ornek 12.5 (Sabit Siiratli Egride lvme Tamamen Normaldir). «o(t) = (3cost, 3sint, 4t) helisinin
ivmesinin teget bileseninin sifir oldugunu ve o” = kv?N esitligini sayilarla dogrulayalim.

Cozim.

Siirat v = 5 sabittir, dolayisiyla dv/dt = 0 ve Lemma 12.2'ye gore o” = kv2N olmalidir. Dogrudan
hesap: a”(t) = (—3cost, —3sint,0). Ote yandan rkv? = 2 - 25 =3 ve N(t) = (—cost,—sint,0)
oldugundan xv?N = (—3cost,—3sint,0) = a”; esitlik saglanir. fvme her an silindirin eksenine
dogru bakar ve uzunlugu 3’tiir: helis {izerinde sabit siiratle giden bir nokta yalnizca “ice dogru” ¢ekilir,
hi¢ hizlanmaz ya da yavaslamaz.

]

Aparatin Hesaplanabilir Formiilleri

Artik asil hedefe geliyoruz: aparati dogrudan o’nin tiirevlerinden hesaplamak. Anahtar gozlem, hiz ile
ivmenin vektorel carpiminin (Tanim 9.9) ¢cok sade olmasidir. Lemma 12.2"deki agilimlarla

d d
a xa” = T) x (d—:T+m}2N) :vd—:TxT+nv3TxN=/$v3B

olur; ¢inki 7' x T'=0ve T x N = B’dir. Yani hiz ile ivmenin vektorel ¢arpimi binormal dogrultusun-
dadir ve uzunlugu kv tiir. Bu tek esitlikten aparatin hemen hemen tamamu cikar.

Teorem 12.1 (Frenet Aparatinin Tiirevlerle Hesab1). o : I — R3, egriligi k > 0 olan diizgiin bir egri
olsun. O zaman

o o’ x o
= — B=——— N=BxT
o |’ o xa”|’ ’
B || Qf/ X a// || B (a/ X a//) . a///

K )

3 2
el o xa”|

Ayrica diizgiin bir egriicin || o x o” ||> 0 kosulu k > 0 kosuluna denktir.

ispat.
Birim teget. v =|| &’ ||> 0 oldugundan o’ = vT esitligi (Lemma 12.2) T = o’/ || &' || ile ayni seydir.
Egrilik. Teoremin oniinde gosterdigimiz gibi o’ x o” = kv3B’dir. Normunu alalim: || B ||= 1, k > 0 ve

v > 0 oldugundan

3
P=rla |,

| & x a” ||= kv
bu da k formiiliidiir. Bu esitlik ayni zamanda son iddiayi verir: v > 0 oldugundan || o/ x o” ||> 0 ile
k > 0 ayni anda dogru ya da ayni anda yanhstir. (Egriligin tanimi k > 0 varsayimini gerektiriyordu;
bu iddiayi, tanimin k > 0 verdigi genel durumda || o x o” ||= kv? esitliginin hala gegerli oldugu gozle-
miyle okuyun: hiz ile ivme birbirine paralelse egrilik sifirdir, degilse pozitiftir. Béylece k > 0 oldugunda
o ile o” lineer bagimsizdir ve tipk1 T' ile N gibi her noktada oskiilatér diizlemi gererler.)
Binormal. o/ x o’ = kv® B esitligini pozitif sayr kv® =|| o/ x o ||’ye bélersek
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4 " 4 "
o Xo o Xo
B:

P Il o x a” |

cikar.

Asli normal. N = B x T oldugunu gosterelim. B x T, hem B’ye hem T ’ye dik bir vektordiir (Lemma
9.5);T, N, B bir cati oldugundan T ile B ye dik olan her vektor N ’nin bir katidir: B x T = AN. Katsayiy
bulmak icin iki tarafi N ile i¢ carpalim: A\ = (B x T) - N. Uglii skaler ¢carpim, satirlari B, T, N 'nin
koordinatlar: olan determinanttir; satirlarin ¢evrimsel yer degistirmesi (iki satir degisimi) determinanti
degistirmez, dolayisiyla

(BXxT) N=(TxN) - B=B-B=1.
BuradaT x N = B tamimini kullandik. Yani A\ =1 ve N = B x T 'dir.
Burulma. (o’ x @”) - " carpimini hesaplamak icin her seyi T, N, B cinsinden yazalim. o/ x o” =

kv3B oldugunu ve T - B= N - B =0 oldugunu biliyoruz; dolayisiyla yalnizca o”’iin B bilesenine
ihtiyacimiz var. «” = (dv/dt) T + kv>N esitliginin tiirevini alalim; Leibniz kurali ve Lemma 12.1 ile

d?v dv _, d(kv?)

m_C0p W B 2 N
Tt Tt TTa T
d? d d(kv?
:%gT—I—d—jnvN—i- (Z: )N—i—m)2 (—kvT + TuB).
2

B’nin oniindeki tek terim kv? - Tv = kv tiir; oteki terimlerin hepsi T ya da N dogrultusundadir.

Dolayrsiyla

(o/ xa”)-a” =kv3B-a” = ko3 k1vd = k2007

2
Ote yandan || o x o” ||= k2v% dwr. Bolme yapilirsa

(Oé/ % Oé”) . a/// B I<.‘,27J67' B

2
” ||

, K206
| o x

bulunur; ispat tamamlanur.

| ]

Yani diizgiin bir egrinin biitiin Frenet aparaty, ilk ii¢ tiirevi ve birkac vektorel ¢carpimla, hicbir yeniden
parametrelendirmeye gerek kalmadan hesaplanir. Formiiller v = 1 iken 6nceki boliimiin tanimlarina
indirgenir: birim hizli egride ' =T, a” = kN, o’ x o” = kB ve k =|| o” ||’diir.

1 Hesap kolayliklar1

Vektorel carpimin normunu hesaplamak icin Lagrange 6zdesligi (Lemma 9.5) kullanilabilir:

’ //2_ /2 //2_ / ”\2
lo" xa” = [« | =(a"-a")*

Burulma formiiliiniin payi, ticlii skaler carpimin ¢evrimsel simetrisiyle o’ - (o” x «”) biciminde de
yazilabilir ve satirlar1 o/, @”, o’ olan 3 x 3 determinanta esittir. Ancak o’ x ” zaten B ve k i¢in
gerektiginden, cogu zaman en verimli yol (o’ X a”) - &” ¢arpimini dogrudan hesaplamaktir.

Ornek 12.6 (Kiibik Koordinatli Egrinin Frenet Aparati). Onceki boliimlerden tanidigimiz
a(t) = (3t — 3, 3t%, 3t + t3)
egrisinin Frenet aparatini bulalim ve ¢ = 1 anindaki degerlerini yazalim.

Coziim.
Tiirevler. Koordinat koordinat tiirev alalim:
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o/ (t) = (3 —3t2,6t,3+ 3t?) = 3(1 —t2,2t,1 + t2),
o (t) = (—6t, 6, 6t) = 6 (—t, 1, 1),
o”(t) =6 (—1,0,1).

Siirat. o’ - o’ = 9[(1 —2)% + 4¢2 + (1 + t?)?]. Koseli parantezin ici 1 — 2t + t* + 4t2 + 1 + 2t% +
t* =2+ 4¢% + 2t* = 2(1 + ¢?)?°dir. Boylece

o - =18(1+12)2,  w(t) =[] o' (t) ||= VI8 (1 +2) = 3V2 (1 + £2).

Vektorel carpim. Ortak carpanlar disar: alarak

U, U, U
& () x a”(t) = 18|11 — 12 2t 1+ 12
—t 1 t

yazalim. Bilegenler:

Up: 2t-t—(1+t2)-1=22-1-t>=¢> -1,

Uy: 1+t)(—t)— (1 -t t=—t—13—t+t3 =2t

Ug: (1—t3)-1-2t-(—t)=1—t24+2t2 =1+ 2.
Yani o’ x o” = 18 (—1 + t2, —2t, 1 + t?). Bu vektériin kendisiyle i¢ ¢arpimi

18%[(#* — 1) + 48> 4+ (1 +%)%] = 18% - 2(1 +?)?
olur (koseli parantez, siirat hesabindakiyle aynidir). Dolayisiyla
| o’ x o ||=18V2 (1 4 t2).

Uelii ¢arpim. (o x o”)-a” =18-6[(—1+t)(—1) + (—2t)(0) + (1 + ¢*)(1)] = 18 -6 - 2 = 216;
t’ye bagl terimler birbirini gotiirdi.
Aparat. Teorem 12.1'ndeki formilllere yerlegstirelim:

_ 182014 _ 18V2(148) 1
" (3v2(1+2)7  54v2(1+12)3  3(1+12)2’
216 216 1

(18v2 (1 +2))2 T 648 (1+2)2  3(1+12)2
Bu egride egrilik ile burulma her an esittir. Cat1 alan:

T — of  (1—172t,141¢%) o xa (=142, —2t,1+ 1)
v V2(1+12)

o xa” || V2 (1+12)

)

N = B x T igin bir vektorel carpim daha gerekir. 2(1 + ¢2)? ortak paydasiyla, paydaki bilesenler:
Uy . (—26)(1+12) — (1+t2)(2t) = —4t (1 +t2),
Uy: Q14+tH1—t3)—(—1+)1+t) =21 —t3)(1+t?),
Up: (—14+t3)(2t) — (=2t)(1 —t3) =2t (-1 + 2 +1—2) = 0.

Ortak 2(1 + t?) ¢arpani sadelesir:

(—2t,1—t2,0)

N:
1+ ¢t2

N’nin tgtinct koordinat1 daima sifirdir: bu egrinin asli normali her an yataydir. Uzunluk denetimi:
4t2 + (1 —2)? = (1 + t?)?, dolaysiyla | N ||= 1.
t = 1 anindaki degerler. a(1) = (2,3,4), v(1) = 6v/2, k(1) = 7(1) = 1/12 ve
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T(1) = (0, % %) N(1) = (~1,0,0), B(1)= (o, _%, %)
Ugii kargilikh diktir ve 7'(1) x N(1) = (0-0 — % -0, % (=1)—0,0— \/Li -(=1)) = B(1) saglanr.

T(1) = (0, 1/42, 1/42)
N(1) = (-1, 0, 0)
B(1) = (0, -1/v2, 1/42)

% a(1)=(2,3,4)

at) = (3t - £, 38, 3t + )

k(1) = 1(1) = 1/12

Sekil 12.1: aft) = (3t - £, 38, 3t + 1*) egrisi -1,5 < t < 1,5 araliginda ¢izilmistir; ok, £nin arttig1 yoni

gosterir, soluk kisim z = 0 diizleminin altinda kalir. (1) = (2, 3, 4) noktasinda turuncu T(1) egriye

tegettir, yesil N(1) = (-1, 0, 0) ona diktir ve egrinin bukiildigii yana bakar, koyu B(1) = T(1) x N(1) ise

ilk ikisinin gerdigi tarali oskiilatér diizleme diktir. Uc vektdr de birim uzunluktadir; goriiniirlik icin

iki kat uzun ¢izilmislerdir, sayfada farkli boyda gortinmeleri izdiisiimiin kisaltmasindandir. Bu noktada
egrilik ile burulma esittir: x(1) = ©(1) = 1/12.

Ornek 12.7 (Biikiilmiis Kiibigin Egriligi ve Burulmasi). o(t) = (¢,t2,3) egrisinin egrilik ve
burulma fonksiyonlarini bulalim; ¢ = 0 ve ¢t = 1 anlarindaki degerlerini hesaplayalim.

Coziim.
o’ = (1,2t,3t%),a” = (0,2,6t),a” = (0,0,6). Vektorel carpim:
o xa = (2t-6t—3t2-2,3t2-0—1-6t,1-2—2¢t-0) = (6t2, —6t, 2).

2
Normunun karesi 36t* + 36t% + 4 = 4(9t* + 9% + 1), iiglit carpim (o x @”) - a” =12 ve || &/ ||=
1 + 4t + 9¢*’tiir. Dolayisiyla

2v9t4 + 912 + 1 12 3

t = t = = .
k() (1 4 412 + 9t4)3/2° 7(®) 4(9t* +9t2+1) 9t 49241
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t=0da k =2, 7 = 3; burada o’ = (1,0,0), a” = (0,2,0) oldugundan T' = (1,0,0), B = (0,0, 1)
ve N=BxT=(0,1,0)dir.t = I’de k = 21/19/14%/% ~ 0,166 ve T = 3/19 ~ 0, 158'dir. Egrilik de
burulma da | ¢ | bitytidiikge sifira gider: egri uzaklarda gitgide bir dogruya benzer. Bu egrinin birim
hizli yeniden parametrelendirmesini yazamadigimizi hatirlayin; aparatini yine de eksiksiz hesapladik.
|

Ozetlersek, keyfi bir diizgiin egrinin Frenet aparatina, yani egriligine, burulmasina ve Frenet ¢at1 alanina
artik sahibiz. Bu aparat siirat carpanli Frenet formillerini (Lemma 12.1) saglar ve Teorem 12.1 ile hesap-
lanir. Simdi bu araglarin iki uygulamasina bakalim.

Kiuresel Gorunti

Verilen bir 8 egrisinden, f’nin davranisinin bir yéniinii aydinlatan yeni bir egri tiretmenin bir¢cok dogal
yolu vardir. En basitlerinden biri, birim teget vektorlerin uglarini izlemektir.

Tanim 12.2 (Kiiresel Goriintii). 3 : I — R3, egriligi pozitif olan birim hizli bir egri ve T = 8 onun
birim teget vektor alani olsun. Oklid koordinatlar1 7" nin koordinat fonksiyonlariyla ayni olan

G TR, a(s) = (th(s)ta(s), ta(s) ) (burada T(s) = 3 t,(s) Uu(B()) )

egrisine f’nin kiiresel goriintiisii (spherical image) denir.

Yani kiiresel goriintii, her T'(s) teget vektoriinii uygulama noktasindan koparip orijine tagidigimizda
ucunun ¢izdigi egridir. || T'(s) ||= 1 oldugundan o, merkezi orijin, yaricap1 1 olan ¥ birim kiiresinin
tizerinde kalir. ’nin hareketi, 5'nin doniigiinii temsil eder: 8 ne kadar sert dénerse T o kadar hizl degisir
ve o kiire iizerinde o kadar hizli ilerler.

Ornek 12.8 (Helisin Kiiresel Gériintiisii Bir Cemberdir). 3(s) = (a cos 2, asin ¢, b?s) birim hizli

helisinin (a > 0, b # 0, ¢ = v a? + b?) kiiresel gériintiisiinti bulalim; a = 3, b = 4 i¢in ¢emberin merke-
zini ve yaricapini yazalim.

Cozim.
Ornek 11.5ten T(s) = 1(—asin £, acos £, b)dir. Dolayisiyla

a s a s b

o) = (-2, Zeos? ).

Cc c C c C

Uciincii koordinat b /¢ sabittir; ilk iki koordinatin kareleri toplami a? / ¢?’dir. Yani o, birim kiireyi z =
b/c dizlemiyle kesen ¢cember tzerinde dolasir: merkezi (0,0, b/c), yarigap: a/c’dir. Kiirede kaldigy,
a?/c? +b?/c? = 1 esitliginden bir kez daha goriiliir. @ = 3, b = 4 icin merkez (0,0,4/5), yaricap
3/5’tir. Helisin tegeti sabit egimle yiikseldigi i¢in kiiresel goriintii ekvatora paralel bir “enlem ¢cemberi”
olur; b buytdikce cember kiigiiliir ve kutba yaklagr.

|

B birim hizli olsa da ¢’nin birim hizli olmasini bekleyemeyiz. Ger¢ekten o’nmin hiz vektériiniin vektor
kismi 7"’ niin vektér kismudir, yani 0’ = kN (koordinatlar diizeyinde), dolayisiyla o’nin siirati | o’ ||= &,
yani 8’nin egriligidir. Bu yiizden o ’nin egriligini hesaplarken keyfi hizli formiilleri kullanmak zorundayiz;
sonug sagirtici derecede sadedir.

Lemma 12.3 (Kiiresel Goruntiiniin Egriligi). S, egriligi k > 0 ve burulmasi T olan birim hizli bir egri
ve o onun kiiresel gériintiisii olsun. o diizgiin bir egridir ve egriligi

2 2 2
K, — K+ T _ 1+(z> >1

K K

ile verilir; yani yalnizca 8°nin burulmasinin egriligine oranina baghdur.
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ispat.

o’mn tirevlerini, T', N, B’nin koordinat fonksiyonlariyla ifade edelim; asagida T, N, B yazarken bu
vektor alanlarinin orijine tasinmis vektor kissmlarini kastediyoruz. o =T oldugundan Frenet formiille-
riyle

o' =T =kN,

ve || o’ |= k > 0 oldugu i¢in o diizgiindiir. Bir kez daha tiirev alalim (Leibniz kurali ve N’ = —kT +
TB):

d d
0" = (kN) = EN 4 kN' = —k2T + E N + k7 B.
ds ds
Simdi vektorel carpimi hesaplayalim. N x N =0, N x T = —B ve N x B =T oldugundan

d
o’ xo” = kN x (—KZQT-i-d—HN—i-K}TB) =—k3INXT+k*> NxB=kr*B+k?rT.
s

2
T ile B dik birim vektorler oldugundan || 0’ x o” ||= k® + k*72 = k*(k% + 72), yani || o’ x 0o’ |=
K2V K2 + 72, Teorem 12.1'ne gore, o 'nin siirati k oldugundan,

o’ xo” ||_m2\/&2~|—72_\/n;2—|—7'2_ T2
Ry = 3 = K,3 = o = 1+¥

o |

Karekdékiin ici en az 1 oldugundan k., > 1°dir.
]

Yani kiiresel gériinti hicbir zaman birim kiire tizerindeki bir bityiik gemberden daha az egri olamaz (x, =
1 tam olarak 7 = 0 iken, yani diizlem egrilerinde olur) ve egriligi 7/« oraniyla belirlenir. Helis 6rneginde
k=3/25, 7 =4/25 i¢in k, =+/9+16/3 = 5/3 bulunur; bu, yaricapr 3/5 olan c¢emberin egriligi
1/(3/5) = 5/3 ile uyumludur. Sirada, 7/k oraninin belirleyici oldugu yakindan iligkili bir uygulama var.

Silindirik Helisler

Dairesel helisin en goze carpan ozelligi, tegetinin silindirin ekseniyle hep ayni agiy1r yapmasidir: T =
1(—asint,acost,b) icin T - (0,0,1) = b/c sabittir. Bu dzelligi, altindaki silindirin dairesel olmasini
istemeden, bir tanima dontstiirelim.

Tanim 12.3 (Silindirik Helis). « : I — R3 diizgiin bir egri olsun. Sabit bir u birim vektorii ve sabit bir

¥ acgisticin her t € I’da
T(t)-u=cosd

oluyorsa, yani o’nin birim tegeti u ile sabit bir ¥ agis1 yapiyorsa, a’ya bir silindirik helis (cylindrical
helix) denir. u’ya helisin eksen vektorii, ¥’ya agis1 diyecegiz.

Yani silindirik helis, sabit bir dogrultuya gére gidis yoniinii hi¢ degistirmeyen egridir: u’yu “yukar”
diye diisiiniirsek egri hep ayni diklige sahip bir yamacta yiriir gibidir. Burada 7" - u, birim vektorlerin
i¢ carpimu oldugundan [—1,1] araligindadir ve ¢¥’y1 [0, ] araliginda, iki vektdr arasindaki aci olarak
alabiliriz.

Bu kosul yeniden parametrelendirme altinda degismez. Gergekten 8 = a(h) yon koruyan bir yeniden
parametrelendirmeyse 3’nin birim tegeti T (s) = T'(h(s))’dir ve Tz - u = cos ¥ aynen siirer; yon geviren
bir yeniden parametrelendirmede Ty = —7'(h) olur ve u yerine —u (ya da ¥ yerine m — ¢J) alimir. Bu
ytizden kuramsal is i¢in birim hizli silindirik helislerle yetinebiliriz.

B, T - u = cos ¥ kosulunu saglayan birim hizl bir silindirik helis olsun. 5(0) noktasin baglangi¢ alip

h(s) = ( B(s) = B(0) ) -u
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342 Bolim 12. Keyfi Hizli Egriler

fonksiyonunu tanimlayalim; h(s), 8(s)’nin 5(0)’dan ayrildigindan beri u dogrultusunda ne kadar “yiik-
seldigini” soyler. Tiirevi

dh
= =pf'(s)-u=T(s) -u=cos?

sabittir; 2(0) = 0 oldugundan h(s) = s cos¥ bulunur. Yani silindirik helis, yay uzunluguna gore sabit
oranda ytiikselir. Keyfi bir parametrelendirmeye ge¢ildiginde bu formill, s yay uzunlugu fonksiyonu olmak
uzere,

h(t) = s(t) cos

bicimini alir.

B’nin her noktasindan u dogrultusunda bir dogru cizersek bir C silindiri elde ederiz; 8 bu silindirin
tizerinde, silindirin her dogrusunu sabit 1 agisiyla keserek ilerler. Silindirin ad1 da buradan gelir. C dairesel
bir silindirse 3, Ornek 4.2'teki tiirden bir dairesel helistir; genel olarak C’nin kesiti herhangi bir diizlem
egrisi olabilir. Bu kesit egrisini aligtirmalarda inceleyecegiz.

Ornek 12.9 (Dairesel Helis Bir Silindirik Helistir). «(t) = (3 cost, 3sint, 4t) helisinin bir silindirik
helis oldugunu gosterelim; eksen vektorinii, acisini ve yiikselme fonksiyonunu bulalim.

Cozim.

T(t) = +(—3sint,3cost,4) veu = (0,0,1) i¢in T'(t) - u = 4/5 her t'de sabittir. Dolaysiyla o, eksen
vektorii u = (0,0,1) ve agist ¥ = cos 1(4/5) ~ 36,87° olan bir silindirik helistir. Yiikselme fonksi-
yonu h(t) = (a(t) — «(0)) - u = 4¢’dir; yay uzunlugu s(t) = 5t oldugundan h(t) = s(t) cos ¥ = 5t -
4 — 4t esitligi saglamir. Buradaki C silindiri elbette 22 4+ y? = 9 dairesel silindiridir.

[ RSl

Silindirik helisleri tanimak son derece kolaydir; belirleyici olan, kiiresel gériintiide de karsimiza ¢ikan 7/k
oranidir.

Teorem 12.2 (Silindirik Helislerin Karakterizasyonu). Egriligi x > 0 olan diizgiin bir o egrisinin

silindirik helis olmast igin gerek ve yeter kosul T /k oraninin sabit olmasidur.

Ispat.

Hem silindirik helis kosulu hem 7 /K orani yeniden parametrelendirmeyle degismez (birincisini yukarida
gordiik; ikincisi aparatin tanimindan ¢ikar: 7(t) /k(t) = T(s(t))/K(s(t)), ve s ortendir). Dolayisiyla o 'nin
birim hizly oldugunu varsayabiliriz.

Gereklilik. a, T - u = cos ¥ kosulunu saglayan bir silindirik helis olsun. u sabit oldugundan i¢ ¢carpimin
tiirevi yalnizca T ’den gelir:

0=(T -u) =T -u=kN-u

Kk > 0 oldugu i¢in N - u = 0 olur: u her an T ile B’nin gerdigi rektifiyan diizlemdedir. Bu iki katsayinin
sabit oldugunu gérelim: T - u = cos ¥ varsayim geregi sabittir; (B-u)’ = B’ -u = —7 N - u = 0 oldu-
gundan B - u da sabittir. Ortonormal agilim (Teorem 9.1) u’yu

u=(u-T)T+(u-N)N+ (u-B)B=cosdT + (u-B)B

bigiminde verir. || u ||= 1 oldugundan cos®> 9 + (u- B)? = 1, yani u- B = +sin 9 duwr; isaret sabittir.
Gerekirse ¥ yerine —V alarak (cos defismez, sin isaret degistirir) u - B = sin 1 yazabiliriz. Boylece

u=-cost?T +sin?d B.
Her zamanki gibi tiirev alip Frenet formiillerini uygulayalim; cos 9 ve sin ¥ sabittir:
0=u'=cosdT" +sin’¥ B =cosy kN —sinty 7N = (kcost — 7sind) N.

N +# 0 oldugundan k cos ¥ = 7sin ¥ ’dir. Burada sin ¥ # 0 olmalidir: sin ¥ = 0 olsaydi cos ¥ = +1 ve
K = 0 olurdu, bu ise k > 0 ile ¢elisir. Dolayisiyla
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12.6 Silindirik Helisler 343

sabittir.
Yeterlilik. 7/k sabit olsun. Kotanjant fonksiyonu (0, 70) araligini biitiin gercel sayilara birebir ve érten
gotirdigiinden cot 9 = 7/k olan bir¥ € (0, ) agist vardir. o iizerinde

U=cosdT +sind B

vektor alanini tanimlayalim. Tiirevi, Frenet formiilleriyle,

U = cosﬂnN—sinﬁTN:sinﬁ( kcotd — T )N: sin ¥ (n-z —T)N:O
K

olur. Tiirevi sifir olan bir vektor alani paraleldir (Lemma 10.4): koordinat fonksiyonlarimin tirevleri bir
aralikta sifir oldugundan bu fonksiyonlar sabittir. Yané' U ’nun biitiin degerleri ayni u vektoriiniin farkl

noktalara wygulanmis halleridir: U(s) = ). || u ||= cos® ¥ 4 sin® ¢ = 1 oldugundan u bir birim
vektordiir ve

T -u=T:(cos?T + sind¥ B) = cos ¥

sabittir. Dolayisiyla o bir silindirik helistir.
|

Yani bir egrinin silindirik helis olup olmadigini anlamak i¢in eksen vektoriinii aramak gerekmez; 7’yu
k’ya bolmek yeter. Ispat bir de eksenin nasil bulunacagini séyler: u = cos 9 T + sin ¥ B ve cot 9 = 7/k.
Bu bilgi, alistirmalarda dairesel helislerin tam olarak egriligi ve burulmasi sabit olan egriler oldugunu
gostermek icin kullanilacaktir.

Ornek 12.10 (Kiibik Koordinath Egri Bir Silindirik Helistir). «a(t) = (3t — t3,3t2, 3t + t3) egri-
sinin bir silindirik helis oldugunu gésterelim; eksen vektoriinii ve acisini bulalim, tizerinde bulundugu
silindiri betimleyelim.

Coziim.
Ornek 12.6'ta k = 7 = 1/(3(1 + ¢?)?) bulmustuk; oran 7/k = 1 sabittir. Teorem 12.2'e gore a bir
silindirik helistir ve cot ¥ = 1, yani ¢ = 7/4’tiir. Eksen vektorii

1

™ om o, 1
u—cosZT—i—ssz—ﬁ(T—i—B)

ile hesaplanir. Ayni 6rnekteki formiillerle

popo =P 2 148) + (148, -26141) _ (0,021 +#)) _ (0,0, v32)
V2(1+12) V2(1+12) o

dolayisiyla u = (0,0, 1): eksen z eksenidir. Denetim: T" - u = \/§1(+t+2t2) = \/Li = cos 7, gercekten sabit-

tir. Egri, 2 eksenine gére hep 45°lik bir egimle yiikselir; yiikselme fonksiyonu h(t) = 3t + 3 ve
yay uzunlugu s(t) = fg 3v2 (14 u?) du = 3v/2 (t + t3/3) oldugundan h(t) = s(t) cos ¥ = 3v/2 (t +
t3/3)/V/2 = 3t + t* esitligi de dogrulanur.

Uzerinde bulundugu silindir, o’nin zy diizlemine izdiisiimii olan v(t) = (3t — 3, 3t2,0) diizlem egri-
sinin Gstiine dikilen disey silindirdir. v dairesel degildir; 6rnegin v(0) = (0,0,0), v(1) = (2, 3,0),
7(v/3) = (0,9, 0) noktalar1 bir cember iizerinde olsa bile y(—1) = (-2, 3,0) ve v(2) = (—2,12,0)
ile birlikte bes noktanin tek bir cembere sigmadifi dogrudan denetlenebilir; nitekim ’min egriligi
2/(3(1 + t2)?) sabit degildir. Bu yiizden « dairesel bir helis degil, genel bir silindirik helistir.
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a(t) = 3t - £, 38, 3t + 1)

9 =m/4
N1
Bl ah) = (2.3,4)
u=(0,0,1)

T‘

{0) = (0,0, 0)

y
o) = Bt - £, 3¢, 0)

Sekil 12.2: a(t) = (3t - £, 38, 3t + t°) egrisi, diizlemdeki izdisimi y(f) = (3t - £, 3#%, 0) Ustiine dikilen

disey silindirin duvarinda yiikselir. Silindirin dogrultmanlar: diisey oldugundan eksen vektorii u = (0,

0, 1)‘dir. Birim teget T (turuncu) her noktada bu diisey dogrultuyla ayn1 9 = /4 agisin1 yapar: o(0) = (0,

0, 0) ile (1) = (2, 3, 4) noktalarindaki iki yay esittir. Kesit egrisi y bir cember olmadigindan o dairesel
bir helis degil, genel bir silindirik helistir.

Ornek 12.11 (Silindirik Helis Olmayan Bir Egri). «(t) = (¢,t2,t®) egrisinin silindirik helis olmadi-
gin1 gosterelim.

Coziim.
Ornek 12.7'ta

2V9t4 +9t2 + 1 (t) = 3
(1 + 412 4 9t4)3/2” 9t + 92 + 1

K(t) =
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bulmustuk. Oran

T 3 (1 + 4t% 4 9t4)3/2

—(t) =
m(> 2 (9t* + 92 + 1)3/2

olur. t = 0’da bu oran 3/2, t = 1’de ise 3 -143/2/(2-19%/?) ~ 0,949’dur. Oran sabit olmadigindan
Teorem 12.2'e gore « silindirik helis degildir: birim tegetinin sabit a¢1 yaptig1 hi¢bir dogrultu yoktur.
Bir 6nceki 6rnekle karsilastirin; iki egri de ti¢iincii dereceden polinom koordinatlara sahiptir ama biri
silindirik helistir, 6teki degildir. Hangi kiibik egrilerin silindirik helis oldugu alistirmalarda tam olarak
belirlenecektir.

|

Egri Tiirlerinin Ozeti

Egrilik ve burulma tizerine konan basit kosullar, egrinin tiirtinii soyle belirler (< “ancak ve ancak”
demektir):

kosul egri tirt
k=0 < dogru

T=0 & diizlem egrisi
Kk > 0sabitve 7 =0 < cember

k > 0 sabit ve 7 # 0 sabit <«  dairesel helis

T/ sabit < silindirik helis

Satirlarin gerekeeleri soyledir; ilk dérdiinde egrinin birim hizli oldugunu varsayabiliriz, ¢tinki her kosul
yeniden parametrelendirmeyle degismez.

» Dogru. k =|| 7" ||= 0 demek 7" = 0, yani T"nin sabit bir q birim vektérii olmas: demektir; o zaman
B(s) = B(0) + s q olur (Lemma 10.4), bu da bir dogrudur. Tersine bir dogrunun birim tegeti sabittir ve
Kk = 0’dir.

« Diizlem egrisi. k > 0 iken 7 = 0 ile diizlemsellik denktir (Sonuc 11.1 ve Ornek 12.2).

+ Cember. k > 0 sabit ve 7 = 0 ile cember olma denktir (Lemma 11.2).

« Dairesel helis. Dairesel helisin egriligi a/c? ve burulmas1 b/c? sabittir (Ornek 11.5). Tersi, yani £ > 0
ve 7 # 0 sabitse egrinin bir dairesel helis oldugu, alistirmalarda silindirik helis teoremi ve kesit egrisi
yardimiyla ispatlanacaktir.

« Silindirik helis. Teorem 12.2. Tabloda 7/x sabiti sifir da olabilir: o zaman ¥ = /2 ve egri, ekseni
kendi diizlemine dik olan yoz bir silindirik helis, yani bir diizlem egrisidir.

Tablodaki denkliklerin hepsi k > 0 varsayimiyla okunmalidir; egriligin tek bir noktada bile sifirlanmasi
egrinin geometrik karakterini kokli bicimde degistirebilir. Bunun carpict bir 6rnegini alistirmalarda
gorecegiz.

Alistirmalar

Alistirma 12.1 (Bir Kiibik Egrinin Frenet Aparati). «(t) = (2t, 2 g) egrisinin Frenet aparatini,
yani k, 7, T, N, B’yi hesaplayiniz.

Coziim.

Tiirevler: o’ = (2,2t,t?),a” = (0,2,2t), a” = (0,0, 2).

Siirat. o -/ =4+ 42 +t* = (2+ t2)2, dolayisiylav = 2 + t2; siiratin tam kare ¢itkmasi hesabi1 ¢ok

kolaylagtirir.
Vektorel carpim.

o' xao =(2t-2t—1t2-2,¢*-0—2-2¢t,2-2—2t-0) = (2t?, —4t,4) = 2 (t?, —2t,2).

2
Normu: || (2, —2t,2) ||=t* +4t2 + 4 = (t* +2)%, yani || o/ x o” ||= 2(t* + 2).
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Uglii garpim. (o x ") -a” =4-2=38.
Egrilik ve burulma. Teorem 12.1 ile

2(t? 4 2) 2 8 2

T @r23 T @122 | A2+2? (2+2)2

Egrilik ile burulma esittir.

Cati alan:.

(2,2t,t?) (17, —2t,2)
2+1¢2 7 o 2+¢2

N = B x T’yi hesaplayalim; payda (2 + t?)?’dir ve paydaki bilesenler

U+ (—28)(t2) — (2)(2t) = —2t3 — 4t = —2t (1% + 2),
Up: (2)@2)—(#)(*) =4—t'=(2-1)(2+¢),
Uy (t2)(2t) — (—2t)(2) = 2t3 + 4t = 2t (> + 2)

olur. Ortak (2 + ¢?) carpani sadelesir:

(—2t,2 —t2,2t)

N =
2+¢2

Denetim: 4t2 + (2 —t2)2 + 4t2 = t* + 42 + 4 = (2 +t2)2, yani | N ||= 1; ayrica N - T = (—4t +
at =283 +2t3) /(2 + 3?2 = 0.
]

Alistirma 12.2 (Bir Kiibik Egrinin Cizimi ve Bir Noktadaki Catis1). «(t) = (2t, t2, t3/3) egrisini
—4 <t < 4 araliginda ¢iziniz ve t = 2 anindaki T', N, B vektorlerini gosteriniz.

Cozim.
Bir énceki kutudaki formiillerde ¢ = 2 yazalim: v(2) = 6, k(2) = 7(2) = 2/36 = 1/18 ve
_ (24,

-(108). o-BA0_(122)

oy (2 10) g n (2 2

Ugiiniin de uzunlugu +/1 + 4 + 4/3 = 1’dir ve ikiser ikiser i¢ carpimlar1 sifirdir; érnegin 7 - N =
(—2—-2+4)/9=0.

Egrinin kaba bicimi: z = 2t dogrusal artar, y = t? hep pozitiftir ve t = 0’da sifirlanir, z = t3/3 tek
fonksiyondur. Ug noktalar a(+4) = (48,16, +£64/3), ara noktalar a(+2) = (+4,4, +8/3) ve a(0) =
(0,0, 0)’dur. Egri, zz diizlemine gore y ekseni etrafinda simetriktir: a(—t), a(t) 'nin (z, 2) = (—z, —2)
doniisiimiiyle elde edilen esidir. Asagidaki sekilde bu veriler kullanilmigtir.
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10

B -

a(0) = (0.0, 0)
//4
8
X
=5
-10

o(4) = (8, 16, 64/3)

a(d) = (2t, £, £/3)

12
16

)R AL AN

T8 28,28

N = (-2/3, -1/3, 2/3)

B = (2/3,-2/3,1/3)

o-4) = (-8, 16, -64/3)

Sekil 12.3: a(t) = (2, , £3/3) kiibik egrisi -4 < t < 4 araliginda ¢izilmistir; uctaki ok £'nin artig yoniing,
soluk parca ise egrinin arkada kalan ¢ < 0 yarisini gosterir. ¢ = 2 noktasinda, yani «(2) = (4, 4, 8/3)‘te,
Frenet catisinin ti¢ birim vektorii dorder birim uzunlugunda cizilmistir: teget T (turuncu), asli normal
N (yesil) ve binormal B. T ile N’nin gerdigi tarali parca oskiilator diizlemdir; T egriye teget oldugu icin
egriyle birlikte gider, dik ac1 isareti de T - N = 0 oldugunu hatirlatir. Ug okun sayfada farkli boylarda

goriinmesi izdisimdendir; ti¢ii de birim vektordiir ve bu noktada x = t = 1/18’dir.

Alistirma 12.3 (Bir Kiibik Egrinin Catisinin Sonsuzdaki Limitleri). «(t) = (2t, t2, t3/3) egrisiicin
t -+ —oovet — ooiken T, N ve B’nin limit degerlerini bulunuz.

Cozim.
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348 Bolim 12. Keyfi Hizli Egriler

Alistirma 12.1’daki formiillerin pay ve paydasini ¢*’ye bolelim:

(2/t2,2/ta 1) (_2/t7 2/t2_172/t) (13_2/t7 2/t2)

2/t24+1 2/t2+1 ’ 2/t2+1
t — oo iken 1/t — 0 ve 1/t — 0 oldugundan iki yénde de ayni limitler ¢gikar:
T — (0,0,1), N — (0,—1,0), B — (1,0,0).

Limit vektorleri de bir ¢atidir ve B x 7T = (1,0,0) x (0,0,1)=(0-1—0-0,0-0—1-1,0) =
(0,—1,0) = N tutarliligi korunur. Yorum: | ¢ | bityiiditkce k = 7 = 2/(2 + t2)? sifira gider ve egri z
eksenine paralel bir dogruya benzemeye baglar; teget z dogrultusuna yaklagir. Catinin iki ucta aym
limite gitmesi dikkat ¢ekicidir: egri uzaklarda iki tarafta da ayni yone “bakar”.

]

Alistirma 12.4 (Hiperbolik Fonksiyonlu Egrinin Yay Uzunluguna Gore Egriligi). o«(t) =
(cosht, sinht, t) egrisinin egriligini ve burulmasini, ¢t = 0’dan dl¢iilen yay uzunlugu s cinsinden ifade
ediniz.

Coziim.

cosh’ = sinh, sinh’ = cosh ve cosh? t — sinh? ¢ = 1 6zdesligini kullanacagiz.

Tiirevler. o' = (sinht, cosht, 1), @” = (cosht,sinht,0), @” = (sinht, cosht,0).

Siirat ve yay uzunlugu. o’ - o/ = sinh?t 4 cosh? t + 1 = 2 cosh? t, dolayisiyla v(t) = v/2 cosh t ve

¢
s(t) = / V2 coshudu = v/2sinht.
0

Vektorel carpim.
o’ x a” = (cosht-0—1-sinht, 1-cosht—sinht-0,sinh?¢ — cosh?t) = (—sinht, cosht, —1).

Normunun karesi sinh? ¢t + cosh? t + 1 = 2 cosh? ¢; yani || @’ x o” ||= v/2cosh .
Uclii carpim. (o x ”) - o” = —sinh?t + cosh?t + 0 = 1.
Egrilik ve burulma.

V2 cosht 1 1
= 7_ = —
(v2cosht)3  2cosh?t’ 2 cosh?t

Yay uzunluguna gecis. s = +/2sinht oldugundan sinh®t = s2/2 ve cosh?t =14 sinh?t =1+
s2/2 = (2 + s2)/2. Boylece

1

FET T e

s = 0’da(yanit = 0’da, «(0) = (1,0, 0) noktasinda) egrilik ve burulma en biyiik degerleri 1/2’yi alur;
| s | buytidiikee ikisi de sifira gider.
|

Alistirma 12.5 (Cift Koni Uzerindeki Egrinin Tepedeki Aparati). «(t) = (tcost, tsint,t) egrisi
x? + y? = 22 cift konisinin {izerinde kalir ve ¢t = 0’da koninin tepesinden gecer. a’nin ¢ = 0 anindaki
Frenet aparatini bulunuz.

Coziim.

Once koni iddiasini gorelim: (tcost)? + (tsint)? = t? = 22. ¢ < 0 igin egri alt konide, ¢ > 0 igin {ist
konidedir; tepe noktasi a(0) = (0,0, 0)’dur.

Tiirevler. Carpim kuraliyla
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12.8 Alistirmalar 349

o' (t) = (cost —tsint, sint 4 tcost, 1),
o (t) = (—2sint — tcost, 2 cost — tsint, 0),
a” (t) = (—3cost + tsint, —3sint — ¢t cost, 0).

t =0da: @’(0) = (1,0,1), «”(0) = (0,2,0), «”(0) = (—3,0,0). Ozellikle o’ (0) # 0: egri, koninin
sivri tepesinden gecerken bile diizgiindiir; tepe konide bir tekilliktir ama egride degildir.
Hesap. v(0) = /2 ve

a’(0) x a”(0) =(1,0,1) x (0,2,0)=(0-0—1-2,1-0—1-0,1-2—0-0) = (—2,0,2),

normu 2v/2. Uclii carpim: (—2,0,2) - (—3,0,0) = 6. Dolayisiyla

2v2 _ 2v2 6 6 3
R(O):WZmZL T(O):(2\/§)2:§:Z
Catr:
T(0) = 1,0,1) B(0) = (=2,0,2) _ (=1,0,1)

2v/2 v2

1
N0O0)=B(0)xT(0)=-(0-1—-1-0,1-1—(-1)-1,(-1)-0—-0-1) = 5(0,2,0) =(0,1,0).
dugundan ¢t = 0’da dv/dt = 0’dir ve Lemma 12.2'ye gére o”(0) =
0) olmalidir; gergekten oyledir.

Alistirma 12.6 (Cift Koni Uzerindeki Egrinin Cizimi). «(t) = (tcost, tsint,t) egrisini —27 < ¢ <
27 araliginda ¢iziniz ve t = 0’daki T', N, B vektorlerini gosteriniz.

Coziim.

Egri, zy diizlemine izdiigtimiinde (¢ cost, t sint) Argimet spiralini ¢izer: orijinden ¢ikip yaricap: | ¢ | ile

biiytiyen bir sarmal. Ayni anda z = ¢ yiikseldigi icin nokta, koninin yiizeyinde dolanarak tepeden uzak-

lagir. t < O tarafl, ¢ > 0 tarafinin orijine gore yansimasidir: a(—¢t) = —a(¢); nokta alt koniden gelip

tepeden gecer ve iist koniye cikar. Birkag nokta: a(+7/2) = (0, £7/2, +7/2), a(+7) = (—m, 0, £7),

a(42m) = (£2m,0, £27). Bir dnceki kutuda tepe noktasinda
(1,0,1)

T(0) ==, N(O)=(10, B(0)=—(_1\’/g’1)

bulmustuk; 7'(0) tepeden z-yoniinde 45° ile yiikselir, NV (0) ise y eksenine bakar, ¢tinkii nokta tepeden
cikar ¢ikmaz saatin tersi yoniinde sarilmaya baglar.
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‘=2 o(t) = (tcos t, tsin t, t)

\\F N \\\— / ' /,,/"/{/ /
a(2m) = (27,0, 27) — AN — !
\ \\ ‘ SN \ £ 7 7

a(0) = (0,0, 0) AN
T(0) = (1, 0, 1)/42 h
N(0) = (0, 1, 0)

B(0) = (-1, 0, 1)/V2

t=0:x=11=3/4

y
x
7 A p e \~\ N h .,
///'/4/““ \\““. &
/ a(—2n):(—én,0, ~2m) o

Sekil 12.4: x* + y* = 2 c¢ift konisi (gri 1zgara) ve Uizerinde kalan off) = (¢ cos t, ¢ sin t, f) egrisi, -2 < ¢

< 27t (mavi; koninin arkasindan gecen parcalar soluk ¢izilmistir). Egri alt koniden gelip tepeden geger

ve ust koniye ¢ikar; tepe koni i¢in bir tekillik olsa da egri orada diizgiindiir, ¢iinki ’'(0) = (1, 0, 1) #

0. Tepeden cikan ii¢ ok t = 0 anindaki Frenet ¢atisidir: T (turuncu) egriye tegettir, N (yesil) egrinin

déndiigii yana bakar, B = T x N (koyu) ikisine de diktir. U¢ii de birim vektérdiir, goriiniirliik icin 2 birim

uzunlukta cizilmistir; egrilik orada x = 1 oldugu icin egri, tepeden ayrilir ayrilmaz T dogrultusundan
sapip N yoniine doner.

Alistirma 12.7 (Egriligin Ivme ve Siirat Tiireviyle Ifadesi). R*’te diizgiin bir « egrisinin egriliginin

2 dv
2,4 __ ” _
S (—dt)

esitligini sagladigini gosteriniz.
Coziim.

k > 0 olsun. Lemma 12.2'ye gére o” = % T + kv? N'dir. T ile N birbirine dik birim vektérler oldu-
gundan iki tarafin kendisiyle i¢ ¢arpimi
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12.8 Alistirmalar 351

o = (& Toree® e vt v = () e
« = dt dtf‘i'U KR~V = dt K™v

verir; x2v*’ii yalniz birakinca istenen esitlik ¢ikar.

k’nin sifirlandigl noktalarda N tanimli degildir, ama esitlik yine dogrudgr: o =T e§itligindegl
o’ = (dv/dt)T +vT’ ve T’ L T (T - T = 1’in tiirevi) oldugundan | o” ||= (dv/dt)? +v* | T’ |£,

ayrica genel durumda || @’ x o” ||= kv? esitliginin kanitindaki gibi || T’ ||= sv’dir. Yorum: || o”
ivmenin teget bileseninin karesi ile normal bilegeninin karesinin toplamidir; formiil, normal bilesenin
uzunlugunu ivmenin uzunlugundan ¢ikarir. Bu, egriligi vektorel carpim kullanmadan hesaplamanin bir

yoludur: 6rnegin Ornek 12.4'de t = 1igin || o” ||= 4, (dv/dt)? = 16/5 ve v* = 25 oldugundan x? =
(4 —16/5)/25 = 4/125, yani x = 2/(5+/5) bulunur; orada buldugumuz degerle aynidir.
|

>

Aligtirma 12.8 (Sabit Siiratli Egrinin Aparat Formiilleri). «, slirati sabit bir ¢ > 0 olan bir egri olsun;
N, B ve 7 i¢in a”’niin hig sifirlanmadigini, yani £ > 0 oldugunu varsayiniz. Sunlar1 gosteriniz:

a/ O[” a/ X 0C// a// a/ X a// . a///

R Y N V' N P B

c e | clla”| c?

)

2
o

Coziim.
v = ¢ sabit oldugundan dv/dt = 0’dir ve Lemma 12.2

o =cT, o’ =ke®N

verir. Birincisinden T' = o’ /c. Ikincisinde xkc? > 0 ve | N ||= 1 oldugundan norm almirsa || a” ||=
kc?, yani k =|| @” || /c? ¢ikar; o niin sifirlanmamasi x > 0 ile ayni seydir. Bu degeri geri yerlesti-
rirsek N = o” /(kc?) = o”/ || «” ||: sabit siiratli bir egrinin asli normali, ivmesinin dogrultusudur.

Binormal igin Teorem 12.1'ndeki o/ x o’ = kv®B = kc® B esitligini kullanalm: || o’ x o” ||= kc® =
c- ket =c|l a” ||, dolayisiyla
B o' xa” o xa’
Claxa” | ella |
2 2

Burulma icin ayni teoremin formiiliinde || o’ x o” ||=c? || o” || yazilu:

/ X AW m

o (o x a”) 2a
o

Denetim olarak «(t) = (3cost,3sint,4t) helisini alalm: ¢ =5, o” = (—3cost,—3sint,0), |
a” ||= 3, dolayisiyla k = 3/25 ve N = (—cost,—sint,0); o” = (3sint,—3cost,0) ve o’ x o’ =
(12sint, —12cost,9) oldugundan (o’ x a”) - a” =36 ve 7 = 36/(25 - 9) = 4/25. Hepsi Ornek 12.1
ile uyusur.

|

Alistirma 12.9 (Silindirik Helisin Eksen Vektorii I¢in Formiil). o, egriligi x > 0 olan bir silindirik
helis olsun. Eksen vektoriiniin (gerekirse —u ile degistirilerek)

T K

- T4+—_B

biciminde yazilabilecegini ve buradaki katsayilarin, 9 helisin acis1 olmak iizere, cos ¢ ile sin ¥ oldugunu
ispatlayiniz.

u=

Cozim.
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352 Bolim 12. Keyfi Hizli Egriler

Teorem 12.2in ispatinda (birim hizli durumda; keyfi hizda aparat aktarildig igin aym egitlikler gecer-
lidir) u = cos ¥ T + sin¥ Bve k cos ¥ = 7sin¥, sin ¥ # 0 bulmustuk. sin ¥ < 0ise u yerine —u’yu ve
¥ yerine ¥ + 7’yi alalim: cos(¢ + m) = — cos ¥ ve sin(¥ + 7) = —sin ¥ oldugundan —u = cos(¥ +
m) T + sin(d + 7) B yine aym bicimdedir, T - (—u) = cos(¢ 4 7) sabittir ve yeni a¢inin siniisii pozi-
tiftir. Dolayisiyla sin ¥ > 0 varsayabiliriz.

kcost = Tsin ¥ esitliginin iki tarafinin karesini alip cos? 9 = 1 — sin? ¥ yazalim:

K

Vi2 + 72

k%(1—sin?¥) = 72sin?9 = sin?d (k% +72) =k? = sind=

karekokiin pozitif isaretini sin > 0 ve k > 0 olmasindan dolay1 sectik. Sonra

Tsind T
cost = =

K VrZ ¥ 72
Bunlari u = cos ¥ T + sin ¥} B’ye yerlestirince istenen formiil ¢ikar. Katsayilar, 7/k sabit oldugu igin,
egri boyunca sabittir; « ile 7 ayr1 ayr1 degigse bile u sabit kalir. 7 < 0 ise cos ¥ < 0, yani ¥ genis agidir:

egri u dogrultusunda “al¢alir”.
]

Alistirma  12.10 (Eksen Vektorii Formiiliiniin Dairesel Heliste Denetimi). «(t) =
(acost, asint, bt) dairesel helisi (a > 0, b # 0) i¢in Aligtirma 12.9"daki formiiliin gercekten u = (0,0, 1
verdigini gosteriniz.

Cozim.

¢ = Va2 + b2 olsun. Helisin aparati (Ornek 12.1’daki hesabin genel a, b ile tekrar1) k = a/c?, 7 = b/c?,

1 1
T = —(—asint, acost, b), B = —(bsint, —bcost, a)
c c

bicimindedir. (B =T x N ile N = (— cost, —sin ¢, 0)’dan hesaplanabilir; ya da Teorem 12.1 ile &’ X

a” = (absint, —abcost, a?) vektériiniin normuna, ac’ye, boliinmesiyle.) Simdi

Va2 +0b2 1 T b ) K a
VEE+ T = ——— =, costy = ———— = —, sint = — = —.
c c 1/,‘{/24_7-2 c ‘152_’_7-2 c

Formiile gore

b

1
u=-T+2%B= — (—absint + absint, abcost — abcost, b* 4 a®) = (0,0, 1).
c c c

Gergekten silindirin ekseni bulundu; ¢’ye bagli biitiin terimler birbirini gétiirdii. A¢1 igin cos ¥ = b/c,
Ornek 12.9'te a = 3, b = 4 ile buldugumuz 4/5 degeriyle uyumludur.
]

Alistirma 12.11 (Kesit Egrisi Bir Diizlemdedir). « : I — R3, eksen vektorii u olan bir silindirik helis
ve ty, € I olsun.

V(t) = a(t) — ((a(t) —alty)) -u )u

egrisine, o’nin izerinde bulundugu silindirin bir kesit egrisi (cross-sectional curve) denir. 7’nin,
a(ty)’dan gecen ve u’ya dik olan diizlemde kaldigini gdsteriniz.

Coziim.

a(ty)’dan gegen, u’ya dik diizlem, (x — a(t;)) - u = 0 kosulunu saglayan x noktalarindan olugur. (%)
i¢in bu i¢ carpimi hesaplayalim; u - u = 1’dir:

(v(t) — alty)) - u = (a(t) — alty)) -

= (a(t) —aflty)) -

—((at) —a(ty)) -u) (u-u)

u— (a(t) —a(ty)) -u=0.
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Dolayisiyla her v(t) bu diizlemdedir. Geometrik olarak (t), a(t) noktasinin u dogrultusunda diizleme
dik izdiigiimidiir: «(¢)’den, u dogrultusundaki “yitkselme” miktar1 h(t) = (a(t) — a(ty)) - u ¢gikarilir.
Silindirin biitiin dogrular1 u dogrultusunda oldugundan #, silindirin bu diizlemle kesitidir; o da y’nin
tizerine dikilen silindirde, a(t) = v(t) + h(t) u biciminde ilerler.

|

Alistirma 12.12 (Kesit Egrisinin Egriligi). o, egriligi x > 0, acis1 ¥ ve eksen vektdrii u olan bir
silindirik helis; y(t) = a(t) — ( (a(t) — a(ty)) - u ) u onun bir kesit egrisi olsun. 7'nin diizgiin oldugunu
ve egriliginin x/ sin? 9 oldugunu gosteriniz.

Cozim.

o’nin stirati v, Frenet catis1 T, N, B olsun. Teorem 12.2°in ispatindan u = cos¥ T + sin¥ B ve N -

u = 0’dur; ayrica sin ¢ # 0’dir. Tirevleri hesaplayalim. a.(t,) ve u sabit oldugundan

v =a — (¢ -u)u=vT —vcos¥u,
¢iinkii @’ - u = vT - u = v cos ¥’dir. w'nun a¢ilimin yerlestirirsek

v =vT —wvcos? (cosdT +sind B) = vsin? 9T — vcos¥sind B = vsin¥ (sind T — cos? B).

Parantezdeki vektér birimdir (sin? 9 + cos?9 =1, T L B); dolaysiyla || v [|=v|sind | > 0 ve «
diizgiindir.

Ikinci tiirev icin o” = (dv/dt) T + kv?>N (Lemma 12.2) ve o” -u = (dv/dt)cos? + kv?> N -u =
(dv/dt) cos ¥ kullanilir:

=ao" — (a

dt dt dt

' ile 4" niin vektorel carpiminda " ye paralel olan ilk terim diiger:
vy x 4" =wvsind (sind T — cos ¥ B) x kv?N = xv? sind (sindT x N —cosd Bx N ).

T x N = Bve B x N =—T oldugundan parantez sin ¥ B + cos ¥ T"dir; bu da birim bir vekt6rdiir.

Boylece || v/ x 7" ||= xv? |sin® | ve Teorem 12.1 ile
Y <Y kv3 | sind | K
ta ” ’Y/ﬁ V3 |sind 3 sin2d’

Yorum: kesit egrisi, helisten daha sert déner; ¥ kiigtilditkce (egri eksene daha paralel gittikce) fark
bityiir. § = 7/2 ise egri zaten diizlemseldir, kesit egrisi kendisidir ve ., =  olur.
|

Alistirma 12.13 (Kiibik Egrinin Ekseni, Acis1 ve Kesit Egrisi). «(t) = (2t, t?,t%/3) egrisinin bir
silindirik helis oldugunu dogrulayimniz; eksen vektorini, acisim ve t, = 0’a karsilik gelen kesit egrisini
bulunuz.

Coziim.
Alistirma 12.1'da k = 7 = 2/(2 + t?)? bulmustuk; 7/ = 1 sabittir, dolayistyla Teorem 12.2'e gore «

bir silindirik helistir ve cot ¥ = 1, ¥ = 7 /4’tiir. Eksen vektériiu = \%(T + B):

2, 2t, 12, —2t, 2 24+12,0,24+¢t2 1,0,1
T_’_B:(’ b )+(2’ ) )=( + b 72+ )=(1,0,1)’ U=(7 b )
2+t 2+t NG
Denetim: T-u = —22__ = L — cog ™.
V2(2+t) V2 2t+t3/43

Kesit egrisi (a(0) = 0): a(t) -u = 7 dolayisiyla
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t3 2t +t3/3 t3 t3
t)=|2t,¢3 — | - ———(1,0,1) = | t——, 2, —(t— =) |.
0= (2.5 ) - 25 B o - (-G (15

v,  + z = 0 diizlemindedir (birinci ve ti¢lincii koordinatin toplamu sifir); bu diizlem orijinden gecer
ve wya diktir. Diizlemde e; = (1,0, —1)/v/2, e, = (0,1, 0) ortonormal taban secilirse v(t) = v/2 (t —
t3/6) e; + t2 e, olur. Alistirma 12.12'ye gore egriligi x/ sin?(r/4) = 26 = 4/(2 + t2)? olmalidir; dog-
rudan hesapla denetleyelim: v = (1 —t2/2,2t, —(1 —t2/2)), || 7 ||=2(1 —%/2)? + 4t = (t* +
2)2/2; ’Y” = (7t7 2a t)s

v ox ey = (262 +2—12,0,2— 2 +2t2) = (2 + 2,0, 1% + 2), |~ x~" ||= V22 +2),

V2 (12 4 2) 4

T @2V (BT

Sonug uyusur.
|

Alistirma 12.14 (Kiibik Koordinatli Egrinin Kesit Egrisi). «(t) = (3t — t3, 3t2, 3t + t3) egrisinin
bir silindirik helis oldugunu dogrulayimz; eksen vektoriinii, acisini ve t, = 0’a karsilik gelen kesit egrisini
bulunuz.

Cozim.
Ornek 12.10'te K = 7,9 = /4 ve u = (0,0, 1) bulmustuk. a(0) = 0 oldugundan kesit egrisi

Y(t) = at) — as(t) (0,0,1) = (3t — 3, 3t2,0)

olur: egrinin xy diizlemine dik izdigtimii. Alistirma 12.12ye gore egriligi 2k = m olmalidir. Dog-
rudan hesap: v/ = 3(1 —t2,2¢,0), || 7' ||= 3(1 + t2); 4" = 6(—t, 1,0); vektorel garpimun tek sifirdan

farkli bilegeni
18[(1 —t3) - 1—2t- (—t)] = 18 (1 + ¢?)

oldugundan «,, = 21;(11;22))3 = 3(1ft2>2. Uyusur. 7y diizlemde ¢ = 0’da orijinden gecen, y eksenine gore
simetrik (y(—t), y(t) nin & - —2 yansimas1) bir egridir; t = ++/3’te tekrar x = 0’a déner (y(++/3) =
(0,9,0)). Yani helisin iizerinde bulundugu silindirin kesiti, bir “damla” bi¢iminde kapanan ve sonra
sonsuza acilan bir egridir.

Alistirma 12.15 (Hiperbolik Fonksiyonlu Egrinin Kesit Egrisi Bir Zincir Egrisidir). «(t) =
(cosht, sinh ¢, ¢) egrisinin bir silindirik helis oldugunu dogrulayiniz; eksen vektoriini, agisini ve t, = 0’a
karsilik gelen kesit egrisini bulunuz.

Cozim.
Alistirma 12.4'de k = 7 = 1/(2 cosh? t) bulmustuk; oran 1, dolayisiyla « silindirik helistir ve ¥ = /4.
Ayni hesaptan

_ (sinht, cosht, 1) o’ xa”  (—sinht,cosht, —1)
V2cosht [ o xa”| V2cosht '
Toplamlar1 T + B = %’%}’SO) = (0,v/2,0), dolayisiyla u = \%(T + B) = (0,1,0): eksen y ekse-
nidir. Denetim: T - u = \/%Oj(})‘s;t = \/Li

Kesit egrisi («(0) = (1,0,0)): (a(t) — «(0)) - u = sinh ¢, dolayisiyla
~(t) = (cosht, sinht, t) —sinh ¢ (0,1,0) = (cosht, 0, t).
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Bu, zz diizleminde x = cosh z denklemiyle verilen egridir: iki ucundan asili bir zincirin aldig1 bigim
olan zincir egrisi. Yani «, zincir egrisinin tizerine dikilen silindirde 45° egimle yiikselen bir egridir.
Egrilik denetimi: 4" = (sinh¢,0,1), || 7" [|= cosht; 7" = (cosht,0,0); 7" x 7" = (0,cosht,0); k., =
cosht/cosh3t = 1/ cosh? t = 2k, tam Alistirma 12.12'nin dedigi gibi.

|

Aligtirma 12.16 (Egriligi ve Burulmasi Sabit Olan Egri Dairesel Helistir). o, egriligi x > 0 ve
burulmasi 7 # 0 sabit olan bir egri olsun. a’nin bir dairesel helis oldugunu, yani uygun bir dik koordinat
sisteminde (a cost, asint, bt) helisinin bir yeniden parametrelendirmesi oldugunu gésteriniz.

Cozim.

Biitiin kosullar yeniden parametrelendirmeyle degismediginden a’y1 birim hizli alabiliriz. 7/k sabit
oldugundan « bir silindirik helistir (Teorem 12.2); eksen vektorii u, agis1 ¥ olsun. Alistirma 12.9'ya gore
sin? = k/vVK2 + 72 > 0ve cos? = 7/vK? + 72 # 0 alinabilir.

Adim 1: kesit egrisi bir ¢cemberdir. v(s) = a(s) — h(s)u, h(s) = (a(s) —a(0)) -u = scos?d olsun.
Aligtirma 12.11'ya gore -, a(0)’dan gecen ve u’ya dik P diizleminde kalir; Alistirma 12.12'ye gére
stirati sin 9 ve egriligi k., = x/ sin? ¢ sabittir. y bir diizlem egrisi oldugundan burulmasi sifirdir (diizlem
egrisinin binormali diizlemin sabit normalidir, dolaysiyla B], = 0 ve 7., = 0). Egriligi sabit ve pozitif,
burulmas: sifir olan bir egri, birim hizli yeniden parametrelendirmesine Lemma 11.2 uygulanarak
gorildiigt gibi, bir cemberin parcasidir: yarigapir = 1/k,, = sin? ¥/k ve merkezi, P diizleminde sabit
bir ¢ noktasidir.

Adim 2: cemberi parametreleyelim. P’nin dogrultusunda, yani u’ya dik diizlemde, ortonormal e, e,
vektorleri secelim. v(s) — ¢ bu diizlemde, uzunlugu r olan bir vektérdiir; dolayisiyla (i¢ carpim bolii-
miinden bildigimiz a¢1 fonksiyonuyla) tiirevlenebilir bir 6(s) i¢in

v(s) =c+rcosb(s)e; + rsinb(s)e,

yazilabilir. Tirev: v/ (s) = r6’(s) (—sinf e, + cosfe,), dolayisiyla || 7' ||=r]| €'(s) | = sind. € si-
rekli ve hig sifir olmadigindan isareti sabittir; gerekirse e, yerine —e, alarak §' = w :=sind/r > 0
yapabiliriz. O zaman 6(s) = 0, + ws’dir.

Adim 3: birlestirme. a(s) = v(s) + s cos ¥ u oldugundan

a(s) = c+rcos(fy + ws) e; + rsin(f, + ws) e; + scosd u.
t = 6, + ws yeni parametresini alalim; s = (¢t — 6;)/w olur ve

cosV 0y cos ¥
c— u

a=c +rcoste; +rsinte, + tu, ¢ =

w

Baglangic1 ¢/, eksenleri e, e,,u olan dik koordinat sisteminde bu, tam olarak (acost, asint, bt)
helisidir:

sin? 9 K cost rcosd T T
a=r= = 3 39 b: = " :T—_ﬁ.
K K2 +T w sin ¢ K  K24+T

7 # 0 oldugundan b # 0; s — 6, + ws ise yon koruyan bir yeniden parametrelendirmedir. Formiiller
dairesel helisin bilinen aparatiyla tutarhdir: (acost,asint,bt) icin kK = a/c?, 7 =b/c?, K?> + 72 =
1/c%, dolayisiyla k/(k? 4+ 72) = a ve 7/(k? + 7%) = b. Boylece ozet tablodaki dérdiincii satir ispat-
lanmig olur. (7 = 0 sabitse aym akil yiiriitmede cos?¥ = 0 olur, & = 7 kendisi bir ¢cemberdir; bu da
tclinci satirdir.)

|

Alistirma 12.17 (Silindirik Helis ve Kiiresel Goriintiisii). Egriligi pozitif bir egrinin silindirik helis
olmasi icin gerek ve yeter kosulun, kiiresel goriintiisiiniin bir cemberin pargasi olmasi oldugunu ispatla-
yiniz.

Cozim.
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Egrinin birim hizli yeniden parametrelendirmesi 8 olsun; kiiresel gorintii ¢ =T hem f’min hem
6zgiin egrinin birim tegetlerinin izledigi kiimedir, ¢iinkii keyfi hizli egrinin T”si T'(s) ile tanimlanir.
Bir ¢emberin bir diizlemde kaldigini ve bir diizlemle bir kiirenin kesisiminin (kesisim birden ¢ok
noktaysa) bir cember oldugunu kullanacagz.

Gereklilik. 8, T - u = cos ¥ kosulunu saglayan bir silindirik helis olsun. O zaman o(s) - u = cos ¥
sabittir: o, X - u = cos ¥ diizleminde kalir. Ayni zamanda birim kiirededir. o (s) — cos ¥ u vektorii u’ya
diktir (i¢ carpimi cos ¥ — cos ) = 0) ve Pisagor ile

2 2
| o(s) —cosdu ||=|| o(s) || —cos?¥ =1 — cos? ¥ = sin? ¥.

Yani o, merkezi cos ¥ u, yarigapi sin ¢ olan ve u’ya dik diizlemde yatan ¢emberin tizerindedir (sin ¢ #
0, ciinkii k > 0).

Yeterlilik. o bir ¢cemberin parcasinda kalsin. Cember bir P diizlemindedir; P’nin bir birim normali u
ve P’nin denklemi x - u = d olsun. O zaman her s i¢cin T'(s) - u = o(s) -u = d sabittir. | d | <|| T ||
|| u ||= 1 oldugundan d = cos ¥ olan bir ¥} vardir ve 3 tanim geregi bir silindirik helistir.

Tutarlilik. Lemma 12.3'ne gére k, = /1 + (7/k)?’dir; silindirik heliste 7/x = cot ¥ oldugundan k,, =
V1+ cot?2 ¥ = 1/sind, yani yarigap: sin ¢ olan ¢emberin egriligi ¢ikar. Kiiresel goriintiiniin egriligi-
nin sabit olmasi ile 7/k’nn sabit olmasi ayni seydir.

]

Alistirma 12.18 (Kiibik Egrinin Kiiresel Goriintiisii). o(t) = (2t, t2,t3/3) silindirik helisinin kiire-
sel goruntiisini ¢iziniz. Tam bir cember midir? Merkezini bulunuz.

Coziim.
Aligtirma 12.1'dan T'(t) = (2%2;2) ve Alistrma 12.13'dan u = (1,0,1)/+/2, ¥ = 7/4. Bir 6nceki
kutuya gore kiresel gorintii, merkezi

1 (1,0,1):(1 0 1)

cosvu=——- 3035

V2 V2

ve yaricapt sin® = 1/+/2 olan, z 4+ z = v/2 diizlemindeki cemberin iizerindedir. Denetim: T'(0) =
(1,0, 0)’m merkeze uzakligi \/1/4 + 1/4 = 1//2'dir.

Cemberin tamami mi? Cember diizleminde e; = (1,0, —1)/v/2, e, = (0,1,0) ortonormal tabanin
alalim. T'(t) — (1/2,0, 1/2) vektériiniin bilegenleri

2—t2 2t 2 —2
e e @ e W spye ¥
oldugundan e; bileseni m, e, bileseni Qii 5 dir. Yarigapa bolerek acry1 okuyalim:
2t , 2V2t
cosp=—— sing = ——.
T e e YTy

t = v/2tan(yp/2) yazilirsa bu, yarim ag1 formiilleriyle tam olarak saglanir. ¢, —oo’dan co’a giderken
p, —m’den 7’ye gider (uglar dahil degil): cos , —1’e yaklagirken sin ¢ negatiften pozitife gecer ve t =
0’da ¢ = 0°dir. Dolayisiyla kiiresel goriintii tam bir cember degildir; ¢ = 7 noktasi, yani

1 1 1 1 1 1 1
- —_ _— = — — — — —_— = ]_
(270a2) \/561 (27032) (230, 2) (0705 )
eksiktir. Bu tam da Alistirma 12.3’de buldugumuz ¢ — 400 limitidir: T her iki ugta (0, 0, 1)’e yaklagir
ama ona hi¢ ulagmaz. Cizimde, ¥ birim kiiresi iizerinde (1, 0, 0)’dan gegen, (0, 0, 1)’de bir noktas1 eksik
olan egik bir cember goriilir.
|
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13.1

13. Kovaryant Tirev

Onceki boliimde (Keyfi Hizli Egriler) bir egrinin Frenet aparatini, egri hangi hizla dolasiliyor olsun,
hesaplamay1 6grendik. Oradaki biitiin is, egri boyunca tanimli 7', N, B gibi vektor alanlarinin tiirevlerini
almaya dayaniyordu; bu alanlar yalnizca egrinin ugradigi noktalarda tanimliydi ve tiirevleri tek degiskenli
bir tiirevdi. Bu béliimde bir adim geri cekilip daha temel bir soru soruyoruz: biitiin uzayda tanimli bir
vektor alaninin tiirevi ne demektir?

Fonksiyonlar i¢in bu sorunun cevabini biliyoruz. Bir f fonksiyonunun p noktasindaki bir v teget vekto-
riine gore tiirevi v[f], p’den v yoniinde harekete gegince f’nin ilk anda ne hizla degistigini sdyleyen tek
bir sayrydi. Bir W vekto6r alani igin ayni soru sorulabilir: p’den v yoniinde yola ¢ikinca W’nin oku ilk
anda nasil degisir? Bu kez cevap bir say1 degil, bir vektor olacaktir; ¢iinkii degisen sey bir oktur ve okun
hem uzunlugu hem dogrultusu degisebilir.

Béliimiin plani sdyledir. Once bu tiirevi, yonlii tiirevin tanimini adim adim taklit ederek tanimlayacak
ve birka¢ alanda dogrudan hesaplayacagiz. Sonra hesabi kisaltan koordinat formiiliini ispatlayacagiz:
bir vektor alaninin tiirevini almak, koordinat fonksiyonlarimin y6nli tiirevlerini almaktir. Ardindan bu
tirevin lineerlik ve Leibniz kurallarini, yonlii tiirevin o6zelliklerinden tiiretecegiz. Son olarak tek bir
teget vektor yerine bir vektor alanina gore tiirev almay1 6grenecegiz; bir sonraki boliimde ¢ati alanlarim
incelerken bu iglem ana aracimiz olacaktir.

Bir Vektor Alaninin Bir Yondeki Tiurevi

Yonlii tiirevin tanimini hatirlayalim (Tanim 3.1). f bir fonksiyon, v de p noktasinda R3’e teget bir vektor
olsun. p’den v dogrultusunda giden ¢ — p + tv dogrusunu alir, f’yi bu dogru iizerinde okuyarak ¢
f(p + tv) tek degiskenli fonksiyonunu kurar ve bunun ¢ = 0’daki tiirevini v[f] diye adlandiririz. Burada
ve béliimiin geri kalaninda, uygulama noktasi baglamdan belli oldugunda v, yerine kisaca v yazma
aliskanligimuzi siirdiirityoruz; v[f] daima v ,[f] demektir.

Bu tanimin ti¢ adimi vardir: bir dogru sec, fonksiyonu dogruya kisitla, tek degiskenli tiirev al. Ayni ti¢
adim1 bir W vektér alani icin yapmay1 deneyelim. Birinci adim aymidir. Ikinci adimda W’yi dogruya
kisitlariz: her ¢ icin W (p + tv) teget vektériinii aliriz. Bu, dogrunun ¢ anindaki noktasinda uygulanmis bir
vektordiir; yani t = W (p + tv), dogru iizerinde bir vektér alanidir (Tanim 10.3). Ugiincii adimda ise egri
tizerindeki bir vektor alaninin tiirevini aliriz; bunu nasil yapacagimizi biliyoruz (Tanim 10.4): koordinat
fonksiyonlarinin tiirevi alinir. Kisitlama adimini, ileride bagka egriler i¢in de kullanacagimizdan, 6nce
genel olarak adlandiralim.

Tanim 13.1 (Bir Vektor Alaninin Bir Egriye Kisitlanis1). W, R? iizerinde bir vektor alani ve « :
I — R3 bir egri olsun. Her ¢ € [ icin

kuraliyla tanimlanan W, fonksiyonuna W’nin o’ya kisitlanisi (restriction) denir.

Yani W, uzaya yayilmis oklar arasindan yalnizca egrinin ugradigi noktalardakileri alir ve her birini o
noktaya varig ani ¢ ile etiketler.

W_’'nin « iizerinde bir vektor alani oldugunu dogrulayalim. Her ¢ i¢in W (a(t)), a(t) noktasinda uygu-
lanmusg bir teget vektordiir; egri tizerinde vektor alani taniminin istedigi sey tam budur. Tiirevlenebilirlik
icin W = ZZ w,;U; yazalim (Lemma 2.1). O zaman

olur; W, 'nin koordinat fonksiyonlar1 ¢ - w; (a(t)) bileskeleridir. w; ve a’nin koordinatlar1 diferansiyel-
lenebilir oldugundan bu bileskeler de her mertebeden tiirevlenebilirdir. Dolayisiyla W,,, « iizerinde bir
vektor alanidir ve tiirevi
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3

Wat) =2

i=1

(wi(a(t) ) Ula(?))

=

ile hesaplanir.

Ornek 13.1 (Dénme Alaninin Cembere Kisitlanigi). W = —yU, + zU, vektér alaninin a(t) =
(cost,sint, 0) birim ¢emberine kisitlanigini bulalim.

Cozim.
a(t) noktasinin koordinatlar1 = cost, y = sint, z = 0’dir. W’nin koordinat fonksiyonlar1 w; = —y,
wy = T, wy = 0 oldugundan

W, (t) = W(a(t)) = —sint U, (a(t)) + cost Uy(a(t))

bulunur. Bu, a(t) noktasinda uygulanms (— sin ¢, cos t, 0) vektériidiir; yani o’nin hiz vektérii o’ (¢) nin
kendisidir. W alani diizlemde her noktayi orijin ¢evresinde saatin tersi yoniinde déndiiren oklar: tasir;
cemberin tizerinde bu oklar tam ¢cembere tegettir. Kisitlanis, diizlemdeki sonsuz oktan yalnizca cember
iizerindekileri se¢mistir.

|

Ornek 13.2 (Bir Alanin Bir Dogruya Kisitlanis1). W = 22U, + yz U, vektor alaninin 3(t) = (2 —
t, 1, 2t) dogrusuna kisitlanigini bulalim.

Cozim.
B(t) noktasinda z = 2 — t, y = 1, z = 2¢'dir. Koordinat fonksiyonlar1 w; = z2, wy = 0, w3 = yz bu
noktada (2 —¢)2, 0 ve 1 - 2¢ = 2t degerlerini alir. Dolay1styla

Ws(t) = (2—t)2 Uy (B(t)) + 2t Us (B(t))-

Koordinat fonksiyonlar1 (2 — ¢)2, 0 ve 2t polinom oldugundan Wy, B izerinde bir vektor alanidir.

Bir denetim: t = 1’de 3(1) = (1,1, 2) ve Wy(1) = U, + 2U; tir; yani (1, 1, 2) noktasinda uygulanmis
(1,0,2) vektorii. Dogrudan W’den hesaplarsak (1,1,2) noktasinda z? = 1 ve yz = 2 oldugundan
W(1,1,2) de (1,0, 2) vektér kistmh teget vektordiir. Iki hesap ayni sonucu verir; bagka tiirlii olamazdi,
ciinkii Wjy(1) tanim geregi W (5(1)) dir.

|

Simdi ¢ adim birlestirebiliriz.

Tanim 13.2 (Kovaryant Tiirev). W, R? iizerinde bir vektor alani ve v, p noktasinda R®’e teget bir
vektor olsun. a(t) = p + ¢v dogrusu boyunca Wnin kisitlanigt W, olmak tizere

VW =W, (0) = (W(p +tv))(0)

teget vektoriine W’nin v’ye gore kovaryant tiirevi (covariant derivative) denir.

Yani VW, p noktasi v yoniinde harekete gectigi ilk anda W okunun degisim hizidir; okun uzunlugun-
daki ve dogrultusundaki degisimi birlikte kaydeden tek bir vektordiir.

Tanum tzerine birka¢ gézlem yapalim. Birincisi, V., W bir teget vektordiir ve uygulama noktasi p’dir:
W (0), egri tizerindeki bir vektér alaninn tirevi olarak a(0) = p noktasinda uygulamr. Béylece W (p)
ile V, W aym teget uzayinda, T;, (R?)’te yasar ve birbirleriyle toplanip i¢ ¢arpima sokulabilirler. Ikincisi,
V simgesi “nabla” diye okunur; alt indisteki v hangi yonde tirev alindigini, sagdaki W neyin tiirevinin
alindigin séyler. Ugiinciisii, v'nin birim vektér olmasi istenmez; yénlii tiirevde oldugu gibi, v'yi iki katina
cikarmak tirevi de iki katina ¢ikaracaktir (bunu ileride ispatlayacagiz). Son olarak v = 0 ise “dogru” sabit
p noktasidir, W, sabittir ve VW = 0 olur: hic hareket etmeyince hi¢bir degisim goriillmez.

Ornek 13.3 (Tamimdan Dogrudan Hesap). W = z2U, + yz Uy vektér alani, p = (2, 1, 0) noktas1 ve
bu noktadaki v = (—1, 0, 2) teget vektorii verilsin. V., W vektérinii dogrudan tanimdan hesaplayalim.

Coziim.
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13.1 Bir Vektor Alaninin Bir Yondeki Tirevi 359

Dogru p + tv = (2 — t, 1, 2¢)’dir; bu, Ornek 13.2’daki 3 dogrusunun kendisidir. Orada
W(p+tv)=(2—1)2U, +2tU,

bulmustuk; burada U; ve U; de aslinda p + tv noktasinda degerlendirilmistir. Tiirev almak i¢in koor-
dinat fonksiyonlarim tiiretiriz:

d - d . d. .
Z@-1?=-22-1), (=0 —(2)=2

t = 0’da bunlar —4, 0 ve 2 olur. Dolayisiyla
VW = —4U,(p) +2Us(p),

yani p = (2, 1,0) noktasinda uygulanmig (—4, 0, 2) vektéridiir.

Sonucu yorumlayalim. p’de W(p) = 4U; (p), yani (4,0, 0) vektoriidiir. v yéniinde ilerlerken z koor-
dinat1 azalir, dolayisiyla 22 ve okun birinci bileseni hizla kiiciiliir; ayni anda z artmaya basladig1 icin yz
bileseni sifirdan yukari ¢ikar. (—4, 0, 2) vektodrii bu iki etkiyi birlikte kaydeder: ok kisalir ve yukariya
dogru dénmeye baslar.
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z
W= x2Ul +yz U,
mavi ve turuncu oklar 1/4 6l¢eginde
+2
(14082)
N\
(11%2) B
t=1/2
(3/2,1, 1)
&.
(9/4,0, 1)
><
S
! 1
x
V W= (-4,0,2) Y
L)
/ p=(210
t=0
. y = 1diizlemi
W(p) = (4,0,0)
a
t=-1/2
(25/4, 0, -1) (5/2, 1, -1)

Sekil 13.1: p = (2, 1, 0) noktasindan v = (-1, 0, 2) yoniinde giden a(t) = (2 - ¢, 1, 2¢) dogrusu, tiimiiyle y
= 1 diizleminde kalir; dogru iizerindeki dort noktada mavi oklar W= x*U, + yzU, alaninin degerleridir
ve vektor kisimlar: ¢t = -1/2, 0, 1/2, 1 i¢in sirastyla (25/4, 0, -1), (4, 0, 0), (9/4, 0, 1), (1, 0, 2)‘dir. Yesil ok v.
dogrunun ¢ = 0 ile t = 1 arasindaki parcasinin kendisidir; sigmalari icin biitiin mavi oklar ve turuncu ok
gercek boylarinin 1/4’1 ile ¢izilmistir. ¢ bliytirken ok 6nce kisalir, sonra yukar1 dogru déner; turuncu
ok V,W = (-4, 0, 2) bu iki degisimi tek bir teget vektorde toplar ve W(p) ile ayn1 noktada uygulanmustur.

>

Ornek 13.4 (Diizlemde Dénme Alaninin Tiirevi). W = —yU,; + xU, dénme alanini alalm; {i¢iincii
koordinati sifir oldugu ve z’ye bagh olmadig1 i¢in onu zy diizleminde ¢izilmig bir alan gibi diisiinebiliriz.
p = (1,0,0) noktasinda v = (0, 1, 0) i¢cin VW vektoriinii tamimdan hesaplayalim.

Coziim.
Dogru p + tv = (1,¢,0)’dur: (1,0,0) noktasindan diiz yukariya, pozitif y y6niine gider. Bu noktada
z = 1,y = t oldugundan

W(p+tv)=—tU, +1-Uy = —tU, +U,.
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13.1 Bir Vektor Alaninin Bir Yondeki Tirevi 361

Koordinat fonksiyonlar1 —¢, 1 ve 0’dir; tirevleri —1, 0 ve 0. Dolayisiyla
VW = -U(p),

yani (1,0, 0) noktasinda uygulanmus (—1, 0, 0) vektoriidiir.

Resim sudur. z = 1 dogrusu iizerindeki her noktada okun y bileseni 1’dir, z bileseni ise —y’dir. (1, 0)’da
ok tam yukar1 bakar; biraz yukari ¢ikinca ok sola yatmaya baslar, biraz asag1 inince saga yatar. Yukar1
dogru birim hizla giderken okun yatma hizi (—1,0)’dir: dogrultu sola déner, uzunluk ise ilk anda
degismez, ¢iinkii (1, ¢) noktasindaki okun uzunlugu /1 + ¢2’dir ve bunun ¢ = 0’daki tiirevi sifirdir.

W= -yU, + xU,

Sekil 13.2: W= -yU, + xU, déonme alaninin x = 1 dogrusu tzerindeki t = -1/2, 0, 1/2, 1 noktalarinda

oklar1 (mavi) ve cevredeki tam say1 noktalarinda oklar1 (gri); okunaklilik i¢in her ok gercek boyunun

0,4 katiyla ¢izilmistir. p = (1, 0) noktasindaki yesil v = (0, 1) oku, oradaki W(p) = (0, 1) mavi okuyla aynm

vektor oldugu icin onun altinda yalnizca kenarlariyla gériiniir. Dogru boyunca yukari ¢ikildik¢a okun

y bileseni 1 kalir, x bileseni -y olur: saga yatik ok p’de diklesir, sonra sola yatar. Bu déntisiin p’deki

hiz1 turuncu okla gosterilen V, W = (-1, 0) vektoriidiir; ilk anda okun yalnmizca dogrultusu degisir, boyu
degismez.

Ornek 13.5 (Koordinatlar1 Sabit Alanin Tiirevi Sifirdir). W = 2U; — U, + 5U; vektor alani verilsin:
her noktada ayni (2, —1, 5) vektor kismuni tasir. Herhangi bir p noktasinda herhangi bir v teget vektorii
icin V,W’yi bulalim.

Cozim.

Dogru iizerinde W(p + tv), p + tv noktasinda uygulanmis (2, —1, 5) vektoriidiir; koordinat fonksi-
yonlar1 t’den bagimsiz 2, —1, 5 sabitleridir. Sabitlerin tiirevi sifir oldugundan

VW =0-Uy(p) +0-Uy(p) +0-Us(p) =0,.

Sonug p’ye ve v’ye bagh degildir. Ozellikle dogal cat1 alanlarinin her biri i¢in V,U; = 0’dur.
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Bu ornek, kovaryant tiirevin okun kendisini degil okun degisimini ol¢tigini gosterir: W higbir
noktada sifir degildir, uzunlugu her yerde v/30°dur, ama hangi yénde gidersek gidelim ok degismedigi
icin tirevi sifirdir. Bunun tersinin de dogru oldugunu, yani her yonde tiirevi sifir olan bir alanin
koordinatlarinin sabit olmasi gerektigini, alistirmalarda gorecegiz.

]

1 Kovaryant adi nereden gelir?

Oklid uzaymnda galistigimiz siirece V., W’ye yalnizca “vektér alanmin yonlii tiirevi” demek de yeterli
olurdu. “Kovaryant” adi, ayni iglemin ileride egri ylizeyler ve daha genel uzaylar tizerinde genellegti-
rilmesinden gelir. Simdilik bunu yalnizca bir ad olarak alalim; tanimin icerigi yukaridaki ti¢ adimdan
ibarettir.

Koordinat Formuli

Yukaridaki 6rneklerde hep ayni seyi yaptik: W’nin koordinat fonksiyonlarini dogru iizerinde okuduk ve
t = 0’da tiirettik. Ama “w,’yi p + tv dogrusu iizerinde oku ve ¢t = 0’da tiiret” iglemi tam olarak v[w;]
yonli tirevinin tanimidir. Demek ki kovaryant tiirevin koordinatlari, koordinat fonksiyonlarinin y6nli
tirevleridir. Bunu bir lemma olarak yazip ispatlayalim.

Lemma 13.1 (Kovaryant Tirevin Koordinat Formiilii). W = Zj’ w,;U,, R3 iizerinde bir vektor

171

alani ve v, p noktasinda bir teget vektér olsun. O zaman
3
VW =" vw] U(p).
i=1

Ispat.
a(t) = p + tv dogrusu boyunca W ’nin kisitlanist

3
W, (t) = W(p +tv) :Zw p+tv)U(p +tv)
1

1=

olur; bunu kisitlanis taniminin ardindan genel bir egri icin gormiistiitk. W, ’'nin koordinat fonksiyonlar:
9;(t) = w;(p + tv) dir. Egri iizerindeki bir vektor alaninin tiirevi koordinat fonksiyonlarinin tiiretilme-
siyle bulunur (Tanim 10.4):

3 3
=D 6i(0) Ui(a(0)) = > g;(0) Ui(p

Geriye g;(0) sayilarini tanimak kalir. g;(t) = w;(p + tv) fonksiyonununt = 0’daki tiirevi, yonlii tiirevin
tanimi (Tanim 3.1) geregi tam olarak v, [w;], yaniv]w;] sayisidir. Ayni sonuca egri boyunca tiirev lemma-
styla da varilr: ' (0) = v, oldugundan Lemma 4.2, g;(0) = o’ (0)[w;] = v[w,] verir. Yerine koyunca

3
VW =W (0) =Y v[w]Ui(p)

i=1

elde edilir.
| ]

Lemmanin soyledigi kural kisadir: bir vektor alanina V, uygulamak, koordinat fonksiyonlaria v uygu-
lamaktir. Yonlii tiirevi kismi tiirevlerle hesaplamayi bildigimizden (Lemma 3.1), kovaryant tiirev artik
tamamen mekanik bir hesaptir: v = (v;, vy, v3) ise
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13.2 Koordinat Formiilu 363

3

viw,;] = Z v;

Jj=1

Q

.

w.:

(p)-

)

Z;

Bu formiilii daha 6nce elde ettigimiz sonuglar iizerinde deneyelim.

Ornek 13.6 (Aym1 Alan, Ayn1 Nokta, iki Farkli Yon). W = 22U, + y2U; ve p = (2,1,0) olsun.
Ornek 13.3'ta tanimdan buldugumuz VW vektériinii v = (—1, 0, 2) i¢in koordinat formiilityle yeniden
hesaplayalim; sonra ayni1 noktadaki w = (1, 1, 1) vektorii i¢in V, W’yi bulalim.

Cozim.
Koordinat fonksiyonlar1 w; = 22, w, = 0, wy = y2’dir. Kismi tiirevleri:

0/0x 0/0y 0/0z
w; = 2 2z 0 0
W3 = Yz 0 z Y

p=1(2,1,00da2z =4,z2=0,y =1 olur.
v 0

= (-1,0,2) igin:
(-1)-440-0+2-0=—4,
viyz] =(-1)-04+0-0+2-1=2.

=
8

N
[

Dolayisiyla V,W = —4U, (p) + 2U;(p); tammdan buldugumuz sonucla aynidir.
w=(1,1,1) i¢in:
wlz2]=1-4+41-0+1-0=4,
wlyz]=1-0+1-0+1-1=1.

Dolayisiyla V., W = 4U; (p) + U3 (p), yani (4,0, 1),,.

Ayni noktada iki farkli yén iki farkli tiirev verdi: w yoniinde x artar ve z2 bileseni biiyiir, v yoniinde
ise kii¢iilityordu.

]

Ornek 13.7 (Aym1 Vektor Kismi, Farkli Nokta). W = z2U; + yz U; olsun. (—1, 0, 2) vektdr kismint
bukez q = (0, 2, 1) noktasinda uygulayalim ve vV, W’yibulahm.

Coziim.
Uygulama noktasi hesabin pargasi oldugu i¢in alt indisi yaziyoruz. q = (0, 2, 1)’de kismi tiirevler 2z =
0, z =1, y = 2 degerlerini alir. Buradan

al®’]

qlv?]

(=1)-04+0-0+2-0=0,
(—1)-04+0-1+2-2=4

Vv
V

veV, W =4U, (q), yani (0, 0, 4), bulunur. Ornek 13.6'ta ayn1 vektor kismi p = (2,1, 0)’da (—4,0,2)
vermisti. Kovaryant tiirev yalnizca yone degil, hangi noktada durdugumuza da baglidir; ¢tinkii W alani
noktadan noktaya farkli bicimde degisir. q’da z = 0 oldugundan z? bileseni bir an icin hi¢ degismez,
yz bileseni ise y = 2 oldugu i¢in z’deki artiga iki kat duyarlidir.

]

Ornek 13.8 (U¢ Bileseni de Degisen Bir Alan). W =yzU, + 22U, + xy U; vektor alani, p =
(1,2, 3) noktas1 ve bu noktadaki v = (1,0, —1) vektorii icin V,W’yi hem koordinat formiiliiyle hem
tanimdan hesaplayalim.

Coziim.
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Koordinat formiiliiyle. w, = yz, wy = xz, ws = zy. Her birinin yonlii tirevini v[f] = 0f/0x — 0f /0%
kuraliyla (¢iinkii v; = 1, vy = 0, v = —1) p’de hesaplariz:

Dolayisiyla
V W = —2U,(p) + 2U,(p) + 2U3(p)-
Tanimdan. Dogru p + tv = (1 + ¢, 2, 3 — t)’dir. Bu noktada
Wp+tv)=28—t) U+ (1+8)(3—t) U, + 2(1 + 1) Us.

Koordinat fonksiyonlarinin tiirevleri —2, (3 —t) — (1 + t) = 2 — 2t ve 2'dir; t = 0’da —2, 2, 2. Iki yol
ayn1 sonucu verir. Koordinat formiilii daha kisadir; bundan sonra hemen hemen hep onu kullanacagiz.
|

Lineerlik ve Leibniz Kurallar1

Koordinat formili, kovaryant tirevin bitiin cebirsel 6zelliklerini yonlii tiirevin 6zelliklerine (Teorem
3.1) indirger. Yonli tiirev teget vektorde lineerdi, fonksiyonda lineerdi ve ¢arpim igin Leibniz kuralina
uyuyordu. Bu t¢ 6zelligin her biri kovaryant tiireve aktarilir; dordiincii olarak, iki vektor alanimin i¢
carpiminin tiirevi i¢in de bir Leibniz kurali vardir.

Teorem 13.1 (Kovaryant Tiirevin Temel Ozellikleri). v ve w, ayn: p noktasinda R® e teget vektorler;
Y ve Z, R3 iizerinde vektor alanlari; a, b sayilar ve f diferansiyellenebilir bir fonksiyon olsun. O zaman
(1) vav+wav =a VVY + b VWY’

2)V,(aY +bZ2)=aV, Y +bV, Z,

(3) Vo (FY) = VIf]Y(P) + f(p) V, Y,

WV - 2] =V,Y - Z(p) + Y(p) -V, Z.

Ispat.

Y =3 yU; veZ =3 zU; yazalhm. Biitiin ispat, her iki tarafi Lemma 13.1 ile koordinatlarina agip
Teorem 3.1'ni uygulamaktan ibarettir. Toplamlar hep i = 1,2, 3 iizerinden alimr.

(1) av + bw, p noktasinda bir tefet vektordir; ¢iinkii v ile w ayni teget uzayindadir ve teget uzay:
toplama ve skalerle carpma altinda kapalidir (Tanim 2.2). Koordinat formiilii ve yonlii tiirevin teget
vektorde lineerligi (Teorem 3.1, (1)) ile

VavipwY = Z(av +bw)[y;] Ui (p)
= i( avly;] +bwly;] ) Ui(p)
= az vy Ui(p) + b;W[yi] U;(p)
—aV,Y +bV,Y.

Ugiincii satirda Tp(Rs) icinde toplama ve skalerle ¢carpmanin dagilma kurallarini kullandik.

(2) aY + bZ alami noktasal ilkeyle tanimhidir: her q noktasinda degeri aY (q) + bZ(q) dur ve bu
vektoriin i-inci koordinati a y;(q) + b z;(q) ‘dur. Dolayisiyla aY + bZ ’nin koordinat fonksiyonlar ay; +
bz, ’dir. Koordinat formiilii ve yonlii tiirevin fonksiyonda lineerligi (Teorem 3.1, (2)) ile

Vo(aY +b2) =) vlay; +bz] Ui(p)

= Z( avly;] +bv(z] ) Ui(p)
—aV,Y +bV,Z.
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13.3 Lineerlik ve Leibniz Kurallar1 365

(3) fY alaninin q daki degeri f(q) Y (q) ‘dur; koordinat fonksiyonlar: fy, ‘dir. Koordinat formiilii ve yonlii
tiirevin Leibniz kurali (Teorem 3.1, (3)) ile

V(YY) = vI[fylUi(p)

=D (vIAw®) + F(©) Vi) ) Ui(p)
= VI uP) Ui(p) + £(p) D vIni] Ui(p)-

K3

Son satirdaki ilk toplam Y (p) ‘nin dogal ¢catidaki agilimidir (Lemma 2.1), ikincisi ise koordinat formiiliine
gore VY 'dir. Boylece V,(fY) = v[f]Y(p) + f(p) V., Y.

(4)Y - Z, her q noktasinaY (q) - Z(q) sayisini karsilik getiren fonksiyondur. Teget vektorlerin i¢ carpimi
vektor kisumlarinin i¢ carpimi oldugundan (Tanim 9.4)

Y Z=) u

olur; sag taraf diferansiyellenebilir fonksiyonlarin ¢carpimlarinin toplami oldugundan Y - Z diferansiyel-
lenebilirdir ve v[Y - Z] anlamlidwr. Ug terimli bir toplamin yénlii tiirevi, yonlii tirevin fonksiyonda
lineerliginin (Teorem 3.1, (2)) iki kez uygulanmasiyla, terimlerin yonlii tiirevlerinin toplamidir; her terime
de yonlii tiirevin Leibniz kuralini (Teorem 3.1, (3)) uygulariz:

v[Y - Z] = Zv[yzzz]

= _vlulu®) + Y ui(p) vlzl

Simdi sagdaki iki toplami taniyalim. Koordinat formiiliine gére V.Y, p’de uygulanmis ve koordinatlari
v{y,], vlys], v[ys] olan teget vektordiir; Z(p)’nin koordinatlar ise z,(p), zo(P), z3(p) 'dir. Iki teget
vektoriin i¢ ¢carpimi koordinatlarinin ¢arpimlarinin toplami oldugundan

VY- Z(p) = 3 vyl % (p).

2

Aymi bigcimde Y (p) ’nin koordinatlari y;(p), V., Z 'nin koordinatlari v|z;] oldugundan
Y(p) V,Z = Zyz(p) v(z;].
i

Bu iki esitligi yukaridaki toplamlarin yerine koyunca (4) elde edilir.
|

Dort 6zelligi sozle 6zetleyelim. (1) tiirev alinan yonde lineerlik: iki yéniin toplamindaki degisim, ayr1 ayr
degisimlerin toplamidir; 6zellikle V,,, Y = 2 VY, yani vektor uzatilinca tiirev de ayni oranda biyiir. (2)
turevi alinan alanda lineerlik. (3) fonksiyonla ¢arpim i¢in Leibniz kurali: fY nin degisimi, f nin degisi-
minden ve Y ’nin degisiminden gelen iki parcadan olusur. (4) i¢ carpim i¢in Leibniz kurali: burada sol taraf
bir fonksiyonun yonli tiirevi, sag taraftaki iki terim ise birer i¢ carpimdir. Kurallarin her birini sayilarla
deneyelim.

Ornek 13.9 (Yonde Lineerligin Denetimi). W = 22U, + y2U;, p = (2,1,0), v = (—1,0,2) ve w =
(1,1,1) olsun. V., W’yi dogrudan hesaplayip Teorem 13.1'nin (1) stkkiyla kargilagtiralim.

vV+w

Coziim.
v+ w = (0,1, 3)’tiir. p’deki kismi tiirev degerleri Ornek 13.6'taki gibi 8(z?)/0x = 4, d(yz) /0y = 0,
0(yz)/0z = 1’dir. Buradan

(v+w)[z?]=0-4+1-0+3-0=0,

(v4+w)yz] =0-04+1-04+3-1=3,

yani VW = 3Us;(p), vektor kismu (0, 0, 3).

v+w
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Ote yandan Ornek 13.6'ta VW =(—4,0,2), ve V W =(4,0,1), bulmustuk. Toplamlar:
(0,0, 3)p’dir. Iki sonuc¢ uyusur: 22 bilesenindeki —4 ve +4 degisimleri birbirini gotiirmiis, yz bilese-
nindeki 2 ve 1 toplanmigtir.

|

Ornek 13.10 (Fonksiyonla Carpim Kuralinin Denetimi). Y = 22U, +y2U;, f=2+2, p=
(2,1,0) ve v =(—1,0,2) olsun. V(fY)’yi hem dogrudan koordinat formiilityle hem Teorem 13.1'nin
(3) sikkiyla hesaplayalim.

Coziim.
Dogrudan. Carpimi agalim:

fY = (2% + 222) U; + (zyz + y22) Us.

Koordinat fonksiyonlarinin yonlii tirevlerini v[g] = —0g/0x + 2 0g/dz kuraliyla p’de hesaplariz.
pdex =2,y =1, z =0 oldugundan

viz® + 222 = —(32% + 272) + 222 = 12+ 8 = —4,
vizyz + y2%) = —(yz) + 2(zy + 2y2) = 0+ 4 = 4.
Dolayisiyla V. (fY) = (—4,0,4),,.

Kuralla.v[f] = -1+2=1,f(p) =2+0=2,Y(p) = (4,0,0), ve V.Y = (—4,0,2),, (Ornek 13.6).
Kural

viflY(p)+ f(p) V,Y =1-(4,0,0)+2-(—4,0,2) = (—4,0,4)

verir. Iki hesap uyusur. Kuralin yarar1 agiktir: Y nin koordinatlarini agip alt1 kismi tiirev almak yerine,
zaten bildigimiz VY ile tek bir yonlii tiirev v[f] yetti.
]

Ornek 13.11 (I¢ Carpim Kuralinin Denetimi). Y = 22U, +yzU;, Z = U, +2U, + yUs, p =
(2,1,0) ve v.=(—1,0,2) olsun. Teorem 13.1'nin (4) sikkinn iki tarafin1 ayr1 ayr1 hesaplayalim.

Cozim.
Sol taraf. Y - Z fonksiyonu

Y- Z=22140-24+yz-y=2%+y°z
bi¢imindedir. p’de
viz? +9%2] = —(22) +2(3?) = 4 +2 = -2

Sag taraf. V.Y = (—4,0,2), ve Z(p) = (1,2,1); i¢c carpimlar1 —4 + 0 + 2 = —2. Z’nin koordinat-
lar1 1, z,y oldugundan v[1] = 0, v[z] = —1, v[y] =0 ve V,Z = (0,—1,0),; Y (p) = (4,0,0),, ile i¢
carpimi 0. Sag taraf —2 + 0 = —2.

Iki taraf esittir. Sag tarafin ikinci terimi sifir ¢ikts, ¢iinkii Y (p) yalnizca z ydniinde uzanirken Z’ nin v
yonindeki degisimi yalnizca y bilesenindedir.

|

Bir Vektor Alanina Gore Kovaryant Tiirev

Yonlii tirevden vektor alani boyunca tiireve gecerken yaptigimiz seyi hatirlayalim: tek bir v vektori
yerine bir V vektor alani alip her p noktasinda V' (p)[f] sayisini hesapladik; sonug V[ f] fonksiyonu oldu.
Bu, noktasal ilkenin bir uygulamasiydi. Ayni ilkeyi kovaryant tiireve uygulayalim: her noktada, V’nin o
noktadaki vektoriine gore W’nin kovaryant tiirevini alirsak her noktada bir teget vektor, yani yeni bir
vektor alani elde ederiz.
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Tanim 13.3 (Bir Vektor Alanina Gére Kovaryant Tirev). V ve W, R3 iizerinde vektor alanlari olsun.
Her p noktasinda degeri

(VyW)(p) = VymW

olan V, W vektor alanina W’nin V’ye gére kovaryant tiirevi denir.

Yani VW, W’nin V’nin biitiin vektorlerine gére kovaryant tiirevlerini bir araya toplayan alandir: p’de,
V(p) yoniinde harekete ge¢ince W’nin nasil degismeye bagladigini gosteren ok.

Vy W’nin gergekten bir vektdr alani oldugunu gérelim. Vy,(,,W, p’de uygulanmus bir teget vektordiir;
dolayisiyla Vi, W her noktaya o noktada uygulanmis bir vektor karsilik getirir. Koordinat fonksiyonla-
rinin diferansiyellenebilir oldugunu asagidaki lemmadan okuyacagiz.

Lemma 13.2 (Vektér Alanina Gore Kovaryant Tiirevin Koordinat Formiilii). V ve W =
2?71 w,U;, R3 iizerinde vektor alanlari olsun. O zaman

3
VoW =Y Vw0,

=1
Ozellikle V', W ’nin koordinat fonksiyonlari V[w, ], V[w,], V[ws] diferansiyellenebilir fonksiyonlardur.
ispat.

Iki vektor alaninin esit olmasi, her noktada aymi teget vektorii vermeleri demektir. Bir p noktast alalim.
Tanim ve Lemma 13.1 ile

3
(VyW)(P) = VW =D _V(p)[w] Ui(p)-

V[w;] fonksiyonunun tanimi geregi V (p)[w;] = V{w;](p) dir. Ote yandan 3> V[w,] U; alaninin p ‘deki
degeri, noktasal ilke geregi, > V[w;](p) U;(p) dir. Iki taraf her p’de esit oldugundan alanlar esittir.
Diferansiyellenebilirlik i¢in V = Z] v;U; yazalim. Lemma 3.1 her noktada uygulaninca

J
2 Qu,
- Z K oz

=1

bulunur; sag taraf diferansiyellenebilir fonksiyonlarin ¢carpimlarinin toplami oldugundan diferansiyelle-
nebilirdir.

Hesaplarda en sik kullanacagimiz arag, dogal cati alanlarinin fonksiyonlara etkisidir. U;(p), j-inci koor-
dinat1 1 ve 6tekileri O olan vektor kismini tagidigindan Lemma 3.1 ile

of

Ulf) = 5
J

olur; yani U;’yi bir fonksiyona uygulamak, z;’ye gore kismi tiirev almaktir. V' = Zj v,;U; icinde V[f] =
Zj v; 0 f/0z; bulunur.

Ornek 13.12 (iki Alandan Yeni Bir Alan). V = (y —2) U, + 2yU; ve W = 22U, + yz U; olsun.
VW alanini bulalim.

Cozim.
V[f] = (y — z) 8f/0x + zy 8 f /07 dir. W’nin koordinat fonksiyonlar1 z2, 0, yz icin

Viz?] = (y—x) -2z +zy -0 = 2z(y — ),
Viyel=(y—2) -0+ 2y -y =ay*.

Dolayistyla
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VyW =2z(y — x) Uy + 2y* Us.

Bu, biitiin R3 {izerinde tanimlt yeni bir vektor alanidir; her noktadaki degeri, V’nin o noktadaki oku
yoniinde W’nin nasil degismeye bagladigini soyler.

Sonucu Ornek 13.3 ile karsilastiralim. p = (2,1,0)’da V(p), koordinatlar1 y — x = —1 ve xy = 2 olan
(—1,0,2),, vektdridiir; bu, Ornek 13.3'taki v’nin ta kendisidir. Formiilden (VW )(p)’nin koordinat-
lar12-2-(1—2) = —4,0ve2 -1 = 2 ¢ikar: (—4, 0, 2),,, orada buldugumuz V, W ile aynidir. Tanimin
istedigi de tam budur: (Vy, W)(p) = Vi, W.

]

Ornek 13.13 (Dogal Cat1 Alanlarina Gére Tiirev). W = z2U, + yz Us icin VW, Vy, WveVy W
alanlarini bulalim.

Cozim.

U;1f] = 0f/0x; oldugundan koordinat formiili

3
ow;
Vy, W = Z 5z, U

bi¢imini alir: U;’ye gére kovaryant tiirev, biitiin koordinat fonksiyonlarmin z;’ye gore kismi tiirevini
almaktir. w; = x2, wy = 0, w3 = yz icin

VoW =220, VyW=zUs, VyW=yU.

Ornegin V v, W = 2U; sunu sdyler: pozitif y yoniinde ilerlerken W’nin yalnizca tigtincii bileseni, o da
z oraninda, degisir; zy diizleminde (z = 0) bu yonde W hi¢ degismez.
|

Tek bir teget vektore gore tirevin dort 6zelligi, noktasal ilkeyle vektor alanlarina tasimir. Tek fark,
(1) sikkinda sayilar yerine fonksiyonlarin katsay1 gorevi gérmesidir: fV + gW alam noktasal olarak
fP)V(p) + g(p)W(p) ile tanimhidur.

Sonug 13.1 (Vektor Alanina Gére Kovaryant Tiirevin Ozellikleri). V, W, Y ve Z, R? iizerinde
vektor alanlary; f, g diferansiyellenebilir fonksiyonlar ve a, b sayilar olsun. O zaman

(DViyiowY = fVyY +gVy Y,

2)Vy(aY +bZ)=aVyY +bVy Z,

B)Vy(fY)=VI[[IY + fVyY,

VY- -Z|=V,Y - Z+Y -V, Z.

Ispat.

Her esitligin iki tarafi da bir vektor alamdir ya da, (4)‘te, bir fonksiyondur. Iki alanin (ya da iki fonksi-
yonun) esitligi her noktada degerlerinin esit olmasi demektir; bu yiizden her formiilii keyfi bir p noktasinda
degerlendirip Teorem 13.1'ni V(p), W (p) teget vektirlerine uygulayacagiz. Tek dikkat edilecek sey
parantezlerin yeridir: tanim geregi (Vy,Y)(p) = Vy )Y ve V[f](p) = V(p)[f] dir.

(1) Noktasal tanim geregi

(fV+gW)(p) = f(p)V(p) +g9(p) W(p);

burada f(p). g(p) birer sayr, V(p), W (p) ise p ‘deki birer teget vektordiir. Teoremin (1) sikkinia = f(p),
b = g(p) sayilanyla uygularsak

(VivigwY)(P) = Vipvip)rrgpwe Y
=fP)VypY +9P) Vi)Y
= f(p) (VyY)(p) +9(P) (VwY)(pP)
=(fVyY +g9VyY)(p).

Son adim, f VY + gV, Y alaninin noktasal tanimidir.
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(2) Teoremin (2) sikkiv = V (p) ile
(Vy(aY +02))(p) = Vy(p (aY +bZ)
=a vV(p)Y + b Vv(p)Z
= (aVyY +bVyZ)(p)

verir.
(3) Teoremin (3) sikkiv = V (p) ile

(Vy(fY))(p) = Vv(p)(fY)
=VP)[f1Y(P)+f(P) VypY
=V[fllp)Y(p) + f(p) (VyY)(p)
= (VIf]Y + fVyY)(p)
verir; son sati, V[f|Y ve f VY alanlarinin fonksiyonla ¢carpim tanimindan gelir.
(4) VY - Z] fonksiyonunun p’deki degeri V (p)[Y - Z] dir. Teoremin (4) sikkiv = V (p) ile
VIY-Z](p) =VypY  Z(p)+Y(p) Vyp)Z

= (WY)(p)-Z(p)+Y(p) - (Vy2)(p)
=(VyY -Z+Y-V,2)(p)

+f
+f

verir; son satirda iki alanin i¢ ¢carpiminin noktasal tanimini kullandik.
|

Ornek 13.14 (Sonucun (1) Sikkiyla Hesap). V = (y —z) U, + zy Uy ve W = 22U, + yz U; olsun.
Ornek 13.13'nde bulunan VUjW alanlarindan ve Sonuc 13.1'nin (1) stkkindan yararlanarak Vi W’yi
yeniden hesaplayalim.

Cozim.
V=wy—2)U +zyU, f =y —x ve g = zy fonksiyonlariyla fU; + gU; bi¢cimindedir. Sonucun (1)
sikki

VyW=(y—z)VyW+ayVy W
verir. Vi W = 22U, ve Vy;, W = yUs oldugundan
VoW = (y—=x) 22U, + 2y -yU; = 22(y — z) U; + zy? U;.

Ornek 13.12 ile ayni sonug. Bu yol genel bir tarif verir: bir W alaninin iig VUjW tiirevi bilindiginde,
herhangibir V = Zj v;U;i¢in V, W = Ej v VUj W olur. Katsayilarin fonksiyon olmasi hicbir sorun
cikarmaz, ¢iinki tiirev alinan yon yalnizca cebirsel bir rol oynar.

|

Son ciimle 6nemli bir uyariy1 hak eder. VY ifadesinde V ile Y nin rolleri simetrik degildir: tiirevi alinan
Y’dir, V yalnizca hangi y6nde bakilacagini sdyler. Bu yiizden V’nin katsayisi olan bir fonksiyon disar1
cikarilabilir, ama Y ’nin katsayisi ¢ikarilamaz.

Fonksiyon katsayis1 hangi taraftan disar1 ¢ikar?

Sonucun (1) sikkina gére VY = fV Y: yoénil belirleyen alanin éntindeki fonksiyon, tiirevin
oniine oldugu gibi gecer. Ama (3) sikkma gore Vi, (fY) = V[f]Y + f VY tiirevi aliman alanin
oniindeki fonksiyon digar1 ¢ikarken V[f]Y ek terimini birakir, ¢iinkii V' yoniinde giderken f de
degisir. Genel olarak V,(fY) # f VY dir. Ayni nedenle V,W ile V;,V de genellikle farklidir.
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Ornek 13.15 (Simetri Eksikligine Bir Ornek). V =U,;, Y =zU; ve f =z olsun. VU ile
Vv (fU;) alanlarini hesaplayip kargilagtiralim.

Coziim.

fV = 2U; = Y dir; yani iki ifade V-V ve V, Y dir.

Vv, Uy: koordinat formiiliinde U, 'in koordinat fonksiyonlar: 1,0, 0 sabitlerdir ve sabit fonksiyonun
her yénlii tirevi sifirdir. Dolayisiyla Vi, Uy = 0. Ayni sonug sonucun (1) sikkiyla da ¢ikar: Vi, Uy =
zVy U =2-0=0.

Vy, (2U;): 2U; 'in koordinat fonksiyonlar z, 0, 0’dir; Uy [z] = 0z/0x = 1 oldugundan Vy, (zU;) =
U;. Sonucun (3) sikkiyla da ayni sey bulunur: U, [z] U; + 2V Uy = U; +0 = U;.

Demek ki VyV = 0, ama VY = U, # 0. Resim sudur: Y = zU, alam z ekseni boyunca uzunlugu
z ile buyiiyen oklardan olusur, V' = Uj ise her yerde ayni birim oktur. Y yoniinde giderken V' hig
degismez; V yoninde, yani pozitif z yoninde giderken Y nin oku birim hizla uzar.

]

13.5 Alistirmalar

Alistirma 13.1 (Tanimdan Hesap: iki Bilesenli Alan). p = (1,3, —1) noktasindaki v = (1,—1,2)
teget vektorii ve W = 22U, + yU, vektér alani verilsin. V., W’yi dogrudan tanimdan hesaplayiniz.

Cozim.
Dogrup +tv = (1+t,3—t,—1+ 2t)’dir. Bunoktada z = 1 + ¢ ve y = 3 — t oldugundan

Wp+tv)=1+t)*U, + 3 —1t)U,.
Koordinat fonksiyonlar1 (1 + #)2, 3 — ¢ ve 0’dur; tiirevleri 2(1 + t), —1 ve 0.t = 0’da 2, —1, 0 bulunur:
va = 2U1(p) - UQ(p) = (Za _1a O)p

Denetim i¢in Lemma 13.1'nii kullanalm: v[z?] = 1 -2z = 2 ve v[y] = —1 (p’de = = 1). Ayni sonuc.
||

Alistirma 13.2 (Tanimdan Hesap: Uc Bilesenli Alan). p = (1,3, —1) noktasindaki v = (1, —1,2)
teget vektorii ve W = zU, + 22U, — 22Uy vektor alant verilsin. V,W’yi dogrudan tanimdan hesapla-
yiniz.

Coziim.
Dogruyinep+tv= (1+¢3—t —142t)dir z =1+t 2z = —1 + 2¢ oldugundan

Wp+tv)=1+t)U, +(1+t)?U, — (2t — 1) Us.
Koordinat fonksiyonlarini tiiretelim; iiciinciisiinde zincir kurali gerekir:
1+t =1,  (Q+t)?) =201+1), (—(2t—1)%)" =—4(2t—1).
t = 0’dabunlar 1,2 ve —4 - (—1) = 4 olur:
VW = Ui(p) + 2Us(p) + 4U3(p) = (1,2,4),.
Denetim: v[z] = 1; v[z?] = 122 = 2; v[—2%] = 2 - (—22) = —42 = 4, ¢iinkii p’de z = —1. Ugiincii

bilesenin isaretine dikkat: 2 = —1’den z artarken —22 biiyiir, bu yiizden tiirev pozitiftir.
]

Alistirma 13.3 (iki Alan: W'nin V'ye Gére Tiirevi). V = —yU, + zU; ve W = cosz U; + sinzx U,
olsun. Vy,W alanim1 U, , U,, Us cinsinden yaziniz.

Cozim.
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V’nin koordinatlar1 —y, 0, # oldugundan herhangi bir f icin

W’nin koordinat fonksiyonlar1 cos z, sin z ve 0 yalnizca a’e baghdir; 2’ye gore kismi tiirevleri sifirdir.
Buradan

Vicosz] = —y - (—sinz) = ysinz, V]sinz] = —ycosz, V0] = 0.
Lemma 13.2 ile
VyW =ysinz U, —ycosz U,.

W’nin oku yalnizca « ile déner; V’nin «’i degistiren parcasi —y U; oldugundan sonug y ile orantilidir,
U, parcast ise 2’yi degistirir ve W buna duyarsizdir.
|

Alistirma 13.4 (iki Alan: V'nin Kendine Gére Tiirevi). V = —yU, + zU; olsun. V,V alanini
U,,U,, Us cinsinden yaziniz.

‘(i‘[’;]“: —y O0f/0x + x 0f/0z kuralim1 V’nin kendi koordinat fonksiyonlarina uygulariz:
Vl-yl=—y-0+2-0=0, V[0]=0, Vz]=-y-1+z-0=—y.
Dolayisiyla
VyV =—yUs,.

V’nin birinci koordinati —y yalnizca y’ye baghdir, V ise y’yi hic degistirmez; bu yiizden birinci bilegen
sabit kalir. Ugiincii koordinat x, V’nin —y U, parcasi yiiziinden —y hiziyla degisir.
|

Alistirma 13.5 (fki Alan: Fonksiyonla Carpilmis Alanin Tirevi). V = —yU; +zU; ve W =
cos x U; + sinx U, olsun. Vy,(22W) alanim Uy, Uy, Uy cinsinden yaziniz.

Cozim.
Sonuc 13.1'nin (3) sikkin1 f = z? ile kullanalim:

Vi (Z2W) = VAW + 22V, W.

V[z?] = —y -0+ z - 22 = 2xzve Alistirma 13.3'dan V{,W = ysinz U; — y cos = U,. Yerine koyup U,
ve U, katsayilarini toplarsak
Vi (22W) = 2x2 (cosz Uy +sinx Uy) + 22 (ysinz U; — ycosz U,)
= (2zzcosx + yz2sinz) U; + (2zzsinz — yz2 cosz) Us,.

2

Dogrudan denetim: 22W nin koordinatlar1 z2 cos z, 22 sin z, 0°dir ve

V(2% cosz] = —y (—2%sinz) + x (2zcos ) = yz? sinx + 2wz cos z,
V([z?sinz] = —y (22 cosz) + = (2zsinz) = —yz% cosz + 2zzsin .
Ayni katsayilar cikar.

Alistirma 13.6 (Iki Alan: V'nin W'ye Gére Tiirevi). V = —yU, + zU; ve W = cosz U; + sinz U,
olsun. Vy;,V alanini U;, U,, U; cinsinden yaziniz.
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Cozim.
Bu kez y6n W’dir: W’nin koordinatlari cos z, sin z, 0 oldugundan

R
W(f] = cosT = ~|—sma;ay.

V’nin koordinat fonksiyonlar1 —y, 0, z i¢in
W[—y] =cosz-0+sinz - (—1) = —sinz, wio] =0, Wlz] = cosz.
Dolayisiyla
VwV = —sinz U; + cosz Us.
Bunu Alstirma 13.3'daki VW = ysinz U; —ycosz U, ile kargilagtiralim: ikisi hi¢ benzemez.
Vi V’nin y’ye baghlig1 yoktur ve liclincii bileseni sifirdan farklidir; Vy,W’nin ise tiglincii bileseni

sifirdir. Kovaryant tiirev V' ile W’de simetrik degildir.
]

Alistirma 13.7 (iki Alan: Ikinci Kovaryant Tiirev). V = —yU, + 2Uy ve W = cosz U; + sinz U,
olsun. V, (VW) alamum U, , U,, U; cinsinden yaziniz.

Coziim.
Alistirma 13.3'dan VW = ysinz U; — ycosz U,; bu da bir vektér alanidir ve ona yeniden Vy,
uygulayabiliriz. V[f] = —y df/0x + x 0f/0z kuraliyla

Viysinz] = —y (ycosz) + = -0 = —y? cos z,
V[—ycosz] = —y (ysinz) + x -0 = —y?sin .
Dolayistyla
Vi (VyW) = —y?cosz Uy —y?sinz Uy = —y> W.

ikinci tiirev, alanin kendisinin —y2 kat1 ¢ikti. Bu, cos ve sin’in ikinci tiirevlerinin kendilerinin eksi
isaretlisi olmasinin yansimasidir: V yoniinde = koordinati —y hiziyla degisir, bu ytizden her tiirev bir
—y carpan1 getirip oku 90° dondiiriir; iki tiirev sonunda ok 32 ile carpilmis ve ters donmiistiir.

|

Alistirma 13.8 (Iki Alan: Bilesik Bir Alanin Tiirevi). V = —yU, + zU; ve W = cosz U; + sinx U,
olsun. Vy,(2V — zW) alani Uy, Uy, U cinsinden yaziniz.

Cozim.
Sonug 13.1'nin (2) ve (3) sitklarini art arda uygulariz:

Vy(@V —2W)=V[z]V+zV,V-V[W -2V, W.

Gereken pargalar: V]z] = —y, V]z] = z; Alistrma 13.4'den V.V = —yU;; Alistirma 13.3'dan
VyW =ysinz U; — ycosx U,. Yerine koyalim:

Vy(aV —2W) = —y (—yU; + 2Us) + = (—yUs)

—z (cosz Uy +sinzx Uy) — z (ysinz U; — ycosx Us).

Katsayilar1 cati vektorlerine gore toplayalim. U;: y? — z cosz — yzsinz. Uy: —zsinz + yz cos x. Uy:
—xy — xy = —2zy. Sonug:

Vi (zV —2W) = (y?2 — zcosz — yzsinz) U,
+(yzcosx — xsinz) Uy, — 22y Us.
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Dogrudan denetim igin 2V — 2W’nin koordinatlarimi yazalm: —zy — zcosx, —zsinz, z2. V[f] =

—yO0f/0x +x0f/0zile

V[—zy — zcosz] = —y (—y + zsinz) + z (—cosx) = y?> — yzsinz — z cos ,
V][—zsinz] = —y (—zcosz) + x (—sinz) = yzcosx — xsinz,

Vi[z?] = —y - 2z = —2zy.

Ug katsay1 da uyusur.
|

Alistirma 13.9 (Sabit Uzunluklu Alanin Tiirevi Alana Diktir). W, uzunlugu | W || sabit olan bir
vektor alani olsun; yani her p icin || W (p) ||= ¢ olacak bi¢imde bir ¢ > 0 sayis1 bulunsun. Her V' vektor
alani i¢cin Vy,W’nin her noktada W’ye dik oldugunu gésteriniz.

Cozim. )

W -W =| W ||= ¢? sabit fonksiyonudur. Sabit bir fonksiyonun kismi tiirevleri sifir oldugundan
Lemma 3.1 geregi her noktada V'[c?] = 0; yani V[W - W] = 0.

Ote yandan Sonuc 13.1'nin (4) sikk1 Y = Z = W ile

VIW - W=V, W -W+W. -V,W=2V,W-W

verir; i¢ carpimuin simetrisini kullandik. 1ki sonucu birlestirince 2V, W - W = 0, yani her noktada
VyW - W =0 olur. Bu da V{,W’nin her noktada W’ye dik olmas1 demektir. (c =0 ise W =0,
VW = 0’dir ve sifir vektor her vektore diktir; ifade yine dogrudur.)

Denetim icin Alistirma 13.3'ya doénelim: W = cosz U; 4 sinz U, alaninin uzunlugu her yerde
Veos? z +sin?z = U'dir ve V = —yU, + zU; i¢in V,W = ysinz U; — ycosz U, bulmustuk. I¢
carpim

VyW . -W =ysinzcosz —ycoszsinz = 0.

Sonug sezgiye de uyar. Uzunlugu degismeyen bir okun ucu, ok bir yonde tasindik¢a ¢ yaricapl bir
kiirenin uzerinde dolagir; ucun hizi, yani Vy,W, kiireye teget, dolayisiyla yaricap dogrultusundaki
W’ye diktir.
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2. bilesen
tartar
1
Wip)

vV, Wp) = (3/2, -1/2)

t=-m/6

1 1. bilesen

W:costl +sinxU2
V=-yU, + xU;
p =(n/3,1,0)

Sekil 13.3: W= cos x U, + sin x U, alaninin her oku birim uzunluktadir; vektor kisimlar1 birinci ve ikinci

bilesen diizlemine cizilince uglar1 birim ¢ember tizerinde kalir. p = (t/3, 1, 0) noktasindan V(p) = (-1, 0,

1/3) yoniinde ilerlerken x = 7/3 - t olur; t = -1/6, 0, 7t/6 anlarindaki oklar /2, /3, /6 agilarindadir ve

W(p) = (1/2, ¥3/2) okunun ucu t arttik¢a cember {izerinde saat yoniinde dolasir. Ucun hizi olan VyW(p)

= (¥3/2, -1/2) (turuncu) cembere tegettir, dolayisiyla yarigap dogrultusundaki W(p)‘ye diktir; aradaki
dik ag1 isareti bunu gosterir.

Alstirma 13.10 (Konum Alanimin Tiirevi Yoniin Kendisidir). z,z,, z5 dogal koordinat fonksi-
yonlar1 olmak tizere X = E?: , Z;U; vektdr alanini alahm; X (p), p noktasinda uygulanmis ve vektér
kism1 p’nin kendisi olan “konum” okudur. Her V' vektor alani igin Vi, X = V oldugunu gdsteriniz.

Coziim.
V= Zj v;U; yazalim. X’in koordinat fonksiyonlar1 x, , 25, z tiir. Kismi tiirevleri Oz, / Oz;,1 = jigin

1 ve ¢ # j i¢in 0’dir. Dolayisiyla Lemma 3.1 her noktada uygulaninca

Lemma 13.2 ile

Sozle: X’in p’deki oku p’nin kendisidir; p’yi v yoniinde p + tv’ye tasiyinca ok da p + tv olur ve t’ye
gore tirevi v’dir. Hangi yone gidersek okun degisimi tam o y6n kadardir.
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X=xU, + yU, oklar1 1/2 élgeginde

A y
(3,3)
4 -
3 -
2 -
1 —_—
1 2 3 4 X

Sekil 13.4: Diizlemde X = xU, + yU, konum alan1: her noktadaki okun vekt6r kismi noktanin kendisidir,

okunaklilik i¢in butiin X oklar1 gercek boyunun yarisiyla ¢izilmistir. p = (2, 1) noktasindan v = (1, 2)

yoninde (yesil ok, gercek boyda) ilerlerken p + tv noktalarindaki mavi oklarin vektdr kisimlar: ¢t =

0, 1/2, 1 icin (2, 1), (5/2, 2), (3, 3), yani noktanin kendisidir; ok, nokta kadar degisir. Bu degisimin f'ye

gore tiirevi olan turuncu ok VX = (1, 2), yesil v okunun yaninda ona paralel ve esit boydadir: konum
alaninin tiirevi y6niin kendisidir.

Alistirma 13.11 (Egri Boyunca Kovaryant Tiirev Kisitlanisin Tiirevidir). W, R3 iizerinde bir
vektér alani ve o : I — R3 bir egri olsun; W, (t) = W (a(t)), W’nin o’ya kisitlanigi (Tanim 13.1). Her t €
I i¢in

Vo/(t)W = Woi(t)
oldugunu gosteriniz.

Cozim.
W =3, w;U; yazalm. Sol taraf, a(t) noktasindaki o' (t) teget vektoriine gore kovaryant tiirevdir;
Lemma 13.1 ile

Bir fonksiyonun egri boyunca tiirevi lemmasi (Lemma 4.2)

o/ ()] = 5 (wi(alt) )
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376 Boliim 13. Kovaryant Tiirev

Verir.

Sag taraf icin W, (t) = >, w;(a(t)) Ui(a(t)) oldugunu kisitlanis taniminin ardindan gérmiistiik;
koordinat fonksiyonlar: w;, (c(t))’dir ve egri tizerindeki vektér alaninin tiirevi bunlarin tiiretilmesiyle
bulunur (Tanim 10.4):

t)) ) Ui(e(t)).

&I&

3
Iki taraf terim terim aynidir. Egrinin diizgiin olmasi gerekmez; ispatin hicbir adim1 o’ (t) # 0 kullan-
mad1. W nin biitiin R? yerine egrinin rotasini iceren acik bir bolgede tanimli olmasi da yeter, ciinkii
hesap yalnizca «(t) gevresindeki noktalar kullanur.
Bir érnek: W = —yU, + zU, ve «(t) = (cost,sint,0) icin Ornek 13.1'"de W, = o’ bulmustuk;
dolayisiyla W, (t) = a” (t), vektor kismu (— cost, —sint,0). Sol taraf: a’(t) = (—sint, cost,0) ile
o (t)[~yl = —cost ve &/ (t)[z] = —sint; yani V) Wnin vektér kismi (—cost, —sint,0). Ayni
vektor.
|

Alistirma 13.12 (Tanimdaki Dogru Herhangi Bir Egriyle Degistirilebilir). W bir vektor alani, v
de p noktasinda bir teget vektor olsun. a, a(0) = p ve @’ (0) = v kosullarim saglayan herhangi bir egri
ise V,W = W/(0) oldugunu gosteriniz.

Cozim.
Alistirma 13.11'daki esitligi t = 0'da yazalim: V(o)W = W(0). @’ (0) = v oldugundan

VW = W/(0).

Demek ki kovaryant tiirevin taniminda kullandigimiz ¢ — p + tv dogrusunun 6zel bir yam yoktur:
p’den v hiziyla gegen her egri, W’yi ona kisitlayip ¢ = 0’da tiiretince ayn1 V,W vektoriinii verir.
Tirev yalnizca baglangic noktasina ve baslangic hizina baglhdir; egrinin sonradan nereye kivrildigi
onemsizdir. Ornegin W = —yU, + zU, i¢in p = (1,0,0)’daki v = (0,1,0) vektdriine gére tiirevi
Ornek 13.4’de dogru boyunca (—1,0,0),, bulmustuk; a(t) = (cos t,sint,O) cemberi de a(0) = p,
a’(0) = (0, 1,0) kosullarmni saglar ve Alistirma 13.11°daki hesapla W, (0) = a”(0) = (—1,0,0),, verir.
Bu sonucun bir yorumu, egri tizerindeki vektor alanlarmin tiirevine yeni bir gozle bakmamizi saglar.
Bir « egrisi tizerinde bir Y vektor alani alalim. Y, biitiin R3 iizerinde tanimli bir W alaninin kisitlanist
ise, yani Y = W, ise, Alistirma 13.11 geregi her ¢ igin

Bu anlamda egri tizerindeki tiirev Y, hemen hemen “a”’ya gore kovaryant tiirev” V, Y dir. “Hemen
hemen” kaydinin nedeni sudur: Y yalnizca egrinin noktalarinda tanimhidir, oysa V Y yazmak
icin Y’nin «(t) cevresindeki bir bélgede tanimli olmasi gerekir. Boyle bir genigletme her zaman var
olmayabilir; 6rnegin egri ayni noktadan iki kez geciyor ve Y orada iki farkli deger aliyorsa hi¢cbir W ige
yaramaz. Var oldugunda da tek tiirlii degildir; ama esitlik hangi genisletmenin secildigine bagh degildir,
clinkii sol taraf yalnizca egri tizerindeki degerleri kullanir. Ornegin a(t) = (cost, sint, 0) tizerindeki
Y = o hiz alant hem W = —yU, + zU, hem de W* = —yU, + zU, + 22U; alanmin kisitlanigidir;
ikisi de Y’ = o” verir.

]

Alistirma 13.13 (Her Yonde Tiirevi Sifir Olan Alan). W, R? iizerinde her V vektér alani icin
VW = 0 kosulunu saglayan bir vektor alani olsun. W’nin koordinat fonksiyonlarinin sabit oldugunu,
yani W = a,U; + ayU, + a3Us; biciminde sabit a; sayilariyla yazilabildigini gosteriniz.

Cozim.
W= Zl w,;U; olsun. Kosulu V' = U; ile kullanalim. Ornek 13.13'nde gérdiigiimiiz gibi
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3
ow;
VoW =S U,
! ; dz;

ve bu alan sifir oldugundan her i ve her j i¢cin Jw;/0z; = 0°dir: w, nin biitiin kismi tirevleri biitiin
R%’te sifirdur.

Biitiin kismi tiirevleri sifir olan bir g fonksiyonunun sabit oldugunu gosterelim. p ve q iki nokta olsun;
u = q — p diyelim ve h(t) = g(p + tu) tek degiskenli fonksiyonunu kuralim. () = p + tu dogrusu
icin h = g(a)’dir ve Lemma 4.2 ile b'(t) = o/ (¢)[g]; &’ (¢), a(t) noktasindaki u vektérii oldugundan
Lemma 3.1

verir. Tirevi her yerde sifir olan tek degiskenli bir fonksiyon, ortalama deger teoremi geregi sabittir:
0 ile 1 arasinda bir ¢ i¢in h(1) — h(0) = h'(c) = 0. Yani g(q) = h(1) = h(0) = g(p). p, q keyfi
oldugundan g sabittir.

Bunu g = w, icin uygularsak her w, bir a, sabitine esittir ve W = Zi a;U; olur. Ornek 13.5 ile birlikte
su denklik elde edilir: bir vektor alaninin her yondeki kovaryant tiirevi sifirdir ancak ve ancak koordinat
fonksiyonlari sabitse, yani alan her noktada ayni oku tasiyorsa. Egriler izerinde paralel vektor alanlar:
icin gordigimiiz Y = 0 denkliginin (Lemma 10.4) biitiin uzaydaki kargilig1 budur.

]

Aligtirma 13.14 (D6nme Alanimin Kendine Gore Tirevi). W = —yU, + zU, dénme alam igin
VW alanini hesaplayimiz.

Coziim.
WIfl = —ydf/0x + x 0 f/dy’dir. W’nin koordinat fonksiyonlar1 —y, z, 0 igin
Wi—yl=-y-0+z (-1) = -z,
W] =—y-1+z-0=—y,
WI0] = 0.

=)

Dolayisiyla
VW =—zU —yU,.

Sonucu yorumlayalim. (z, y, z) noktasindaki V;,, W oku, vektor kismu (—z, —y, 0) olan, yani z ekse-
nine dogru bakan oktur; uzunlugu noktanin z eksenine uzakligi v/ z2 + y2’dir. Bunu Alistirma 13.11 ile
baglayalim: a(t) = (r cost,rsint,0) cemberi (r > 0) iizerinde W (¢), vektor kismi (—r sin ¢, r cos ¢, 0)
olan vektordir, yani W, =a’. O halde VW =W, (t) =a”(t) ve o’ (t)nin vektdr kismi
(—rcost, —rsint,0), tam olarak «(t) noktasindaki (—z, —y, 0)’dur. Yani VW, Wnin akigina kapilip
z ekseni ¢evresinde birim acisal hizla donen bir noktanin ivmesidir: merkeze dogru, buytuklugi yaricap
kadar. Bu, dairesel hareketin merkezcil ivmesinden bagka bir sey degildir.
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W=-yU, +xU,, V,, W=-xU, - yU,

y
4
t=1/2
(0,1)
< L J A
w
t=7m
(_1)0 ® R vWI/‘/ ) )|
1 A
(1,0) x
t=0
\ 4 ® >
(0,-1)
t=3m/2

Sekil 13.5: Birim ¢ember (gri) iizerinde ¢ = 0, 7t/2, 7, 37t/2 noktalarinda W = - yU, + xU, donme alaninin

oklar1 (mavi) ve ViwW = —xU, — yU, alaninin oklar1 (turuncu). Mavi oklar cembere tegettir: saat yoniniin

tersine donen noktanin hizidir. Turuncu oklar merkeze bakar, uzunluklar1 yaricap kadardir ve tam

orijinde biter: bu, birim acisal hizla dénen noktanin merkezcil ivmesidir. Cember digindaki acik gri
oklar Wnin oradaki yoniini gosterir; yer kazanmak icin kisaltilmgtir.

Alistirma 13.15 (Vektorel Carpim icin Leibniz Kurali). Y ve Z vektor alanlari, v de p noktasinda
bir teget vektor olsun. Y x Z alani noktasal olarak (Y x Z)(q) = Y (q) x Z(q) ile tanimlanir (Tanim
9.9). Sunu gosteriniz:

V(Y x Z)=V,Y x Z(p) + Y(p) X V, Z.

Coziim.
Y =3 yU, Z =}, 2,U; yazahm. Vektorel carpimin koordinatlary, (i, j, k) tclisii (1,2,3), (2,3,1)
ve (3,1, 2) siralamalarindan biri olmak tizere

(Y x 2), = Yi?k — YkZ;

bicimindedir; bu tek formiil ti¢ koordinatin hepsini kapsar (birinci koordinat y,25 — Y525, ikincisi
Y32, — Yy 23, Uclinciisil y; 29 — Y 21). Bunlar diferansiyellenebilir fonksiyonlar oldugundan Y x Z bir
vektor alanidir ve Lemma 13.1 uygulanabilir: V(Y x Z)’nin i-inci koordinat1 v[y,z), — y2,]'dir.
Yonli tiirevin lineerligi ve Leibniz kurali (Teorem 3.1, (2) ve (3)) ile, biitiin fonksiyonlar p’de degerlen-
dirilmek tizere,
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VIy;ze — urzi] = vyl 2 +y; iz — Vil 25 — v vIz)

= (Vvly;l 2z — vlyel z; ) + (y; vz —ye viz] ) -

[lk parantez, koordinatlar1 v[y, ], v[ys], v[ys] olan VY vektoriiyle koordinatlar1 z; (p), 25(P), 25(P)
olan Z(p) vektériiniin vektorel carpiminin i-inci koordinatidir. Ikinci parantez de ayni bicimde Y (p) x
V., Z’nin i-inci koordinatidir. Bu, (¢, 7, k)’nin t¢ swralamasmin her biri igin gecerli oldugundan ti¢
koordinat da uyusur ve

V.Y x2Z2)=V,YxZ(p)+Y(p)xV,Z

elde edilir. Terimlerin sirasina dikkat: vektorel carpim ters degismeli oldugundan Z (p) x V.Y yazmak
isareti bozar; i¢ carpim kuralinda béyle bir 6zen gerekmiyordu.

Noktasal ilkeyle vektor alani siiriimii de hemen ¢ikar: her V igin V(Y X Z) = V)Y x Z+Y x
Vv Z.

n

Bu boéliimde bir vektor alaninin bir teget vektdore ve bir vektor alanina gore tiirevini tanimlayip hesap
kurallarimi kurduk; bir sonraki béliimde (Cati Alanlart) dogal catinin yerine probleme uyan hareketli
catilar koyacak ve kovaryant tiirevi bu ¢atilarin uzayda nasil dondiigiini 6lgmek icin kullanacagz.
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14.1

14. Cat1 Alanlar1

Onceki béliimde (Kovaryant Tiirev) bir vektdr alaninin bir teget vektére gore tiirevini tanimladik ve bu
turevin kurallarimi ¢ikardik. Boylece elimizde, uzaya yayilmis bir oklar toplulugunun bir noktadan bir
yone dogru nasil degistigini 6lcen bir ara¢ var. Bu boliimde neyin tiirevini alacagimizi seciyoruz: bir tane
degil, birbirine dik ti¢ birim vektor alanin birden.

Fikrin kokii Frenet formillerindedir. Bir egri boyunca her noktaya T', N, B ii¢liisiinii, yani o noktada bir
caty, yerlestirmigtik (Tanim 11.2); sonra bu catinin tiirevlerini yine ¢atinin kendisi cinsinden yazmigtik
(Teorem 11.1). Bu adim egrilik ve burulmay1 dogurdu: egrinin biitiin geometrisi, ¢catinin kendi kendine
gore ne kadar dondiigiine indirgendi. Frenet ve Serret’in on dokuzuncu yiizyillin ortasinda egriler i¢in
buldugu bu yaklasimi Darboux yiizeylere tasidi; Cartan ise onu tam genellifine kavusturarak “hareketli
catilar yontemi” haline getirdi. Yontemin 6zii tek cimledir: incelenen nesnenin her noktasina bir cati ata,
sonra catinin degisim hizini ortonormal ac¢ilimla ¢atinin kendisi cinsinden ifade et.

Bu béliimde yontemin ilk adimini R3’{in tamamu i¢in atryoruz. R3’iin her noktasia bir cat1 yerlestiren iic
vektor alanina cat1 alani diyecegiz. Dogal ¢ati alan1 U, , Us, U en basit 6rnektir; ama silindirik ve kiiresel
koordinatlardan dogan, noktadan noktaya donen ¢ati alanlari hem daha ilging hem daha kullanishdir.
Sonra herhangi bir vektor alanini sectigimiz cati alanina gore agacagiz ve i¢ ¢carpimin bu ac¢ilimda da
tanidik bicimini korudugunu gorecegiz. B6limiin sonunda, ¢ati alaninin kovaryant tiirevlerini ¢atinin
kendisi cinsinden yazma isine hazir olacagiz.

Vektor Alanlarinin I¢ Carpimi ve Normu

Bir cati, bir noktadaki ti¢ kargilikli dik birim teget vektordir (Tanim 9.7). Bu tanimi vektor alanlarina
tasimak igin once iki vektor alanmnin i¢ ¢carpimindan s6z edebilmeliyiz. Bunu yapmanin yolu, 6nceki
boéliimlerde defalarca kullandigimiz noktasal ilkedir: bir islem tek tek teget vektorler tizerinde tanimliysa,
alanlarin her noktadaki degerlerine uygulanarak alanlar {izerinde de tanimlanir.

V ve W vektér alanlar1 olsun. Bir p noktasinda V(p) ile W(p), her ikisi de p’de uygulanan iki teget
vektordiir; dolayisiyla ic carpimlar: (Tanim 9.4) bir sayidir. Nokta degistikce bu say1 da degisir ve R3
tizerinde gercel degerli bir fonksiyon ortaya ¢ikar.

Tanim 14.1 (Vektor Alanlarinin i¢ Carpimi ve Normu). V ve W, R3 iizerinde vektor alanlari olsun.
V ile W’nin i¢ carpim1 V - W, her p noktasinda

(V-W)(p)=V(p) W(p)

|, her p noktasinda || V(p) || degerini alan

degerini alan gercel degerli fonksiyondur. V’nin normu | V
gercel degerli fonksiyondur; boylece || V ||= (V - V))¥/2 olur.

Yani V' - W artik bir say1 degil, uzayin her noktasina “o noktadaki iki okun i¢ ¢arpimi” sayisim yazan bir
fonksiyondur; || V' || de her noktaya o noktadaki okun uzunlugunu yazar.

Bu fonksiyonlarin tiirevlenebilir olup olmadigini sormaliyiz, ¢iinkii ileride bunlarin tiirevlerini alacagiz.
Yanit i¢ ¢carpim i¢in her zaman olumlu, norm igin ise bir istisna disinda olumludur.

Lemma 14.1 (i¢ Carpimin ve Normun Koordinat Formiilii). V = >, vU; ve W =37 w,;U;, Oklid

17

koordinat fonksiyonlari v; ve w; olan vektor alanlari olsun. O zaman
V . W == /Ulwl + /Uzwz + U3U}3

olur ve V - W tiirevlenebilir bir fonksiyondur. Ayrica

|V II= /v +v3 403

olurve || V ||, V(p) # O kosulunu saglayan her p noktasimin bir komsulugunda tiirevlenebilirdir.
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382 Boliim 14. Cat1 Alanlar:

ispat.

Bir p noktast alalim. V(p)’nin vektér kismi (v (p),vy(P),v3(p)), W(p) nin vektér kismi
(w;(p), wy(p), ws(p)) dir (Lemma 2.1). Ayni noktada uygulanan iki teget vektoriin i¢ ¢arpimi vektor
kistmlarinin i¢ ¢arpimi oldugundan

3

(V-W)(p) = vi(p) wi(p)
i=1

bulunur. Bu, her p icin dogru oldugundan V- W = ZZ v;w; fonksiyon esitligi gecerlidir. Vektor alanla-

rinin koordinat fonksiyonlari tiirevlenebilirdir; tiirevlenebilir fonksiyonlarin carpimlar ve toplamlar: da

tirevlenebilir oldugundan V - W tiirevlenebilirdir.

Norm i¢in || V' ||= (V - V)2 esitligini kullaninz: V -V = > v? tiirevlenebilirdir ve | V' ||, bu fonksi-

yonun karekokle bileskesidir. Karekok fonksiyonu (0,00) iizerinde her mertebeden tiirevlenebilirdir.

V(p) £ 0ise (V- V)(p) > 0’dw; V - V siirekli oldugundan p’nin bir komsulugunda da pozitif kalir ve

o komsulukta || V' ||, tirevlenebilir bir fonksiyonun tiirevienebilir bir fonksiyonla bileskesi olarak tiirevie-

nebilirdir.

|

Ispatta karekokiin sifirda tiirevlenemez olusu bir bosluk birakir: V’nin sifirlandifi noktalarda || V||
tirevlenebilir olmayabilir. Asagidaki iki 6rnek, 6nce formiiliin kullanimini, sonra bu boslugun gercekten
ortaya cikabildigini gdsterir.

Ornek 14.1 (iki Alanin I¢ Carpimi ve Normlar). V = zU, + yU, ve W = —yU, + zU, vektor
alanlar icin V.- W, | V' || ve || W || fonksiyonlarin: bulalim.

Coziim.
V’nin koordinat fonksiyonlar (z, y, 0), W’ ninkiler (—y, z,0)’dir. Lemma 14.1'ne gére

V-W=z-(—y)+y-2+0-0=0.

Yani V ile W her noktada birbirine diktir: V(p), p’nin zy diizlemine izdiigiimii dogrultusunda diga
bakar, W (p) ise onu saatin tersi yoniinde 90° déndiirmustiir. Normlar

IVI=va2+y? [ Wli=vy?+a?=| V]

olur; iki alanin oklar1 her noktada ayni uzunluktadir ve bu uzunluk, noktanin z eksenine uzakligidir.
Saglama: p = (3,4, 2) noktasinda V(p) = (3,4,0), ve W(p) = (—4,3,0),,’dir. I¢ carpim 3 - (—4) +
4 -3 = 0, normlar v/9 + 16 = 5 cikar; formiillerle uyumludur.

| ]

Ornek 14.2 (Tiirevlenemeyen Bir Norm). V = zU; + yU, alanmin normu || V ||= /22 + 92, 2
ekseninin noktalarinda tiirevlenebilir midir?

Coziim.
Degildir. Tiirevlenebilir bir fonksiyonun bir dogru boyunca kisitlanig1 da tiirevlenebilir olmalidir; o
hélde || V' ||’yi = ekseni boyunca, yani ¢ - (¢, 0, 0) dogrusu iizerinde inceleyelim. Orada

”VH (t70’0):\/t_2:|t|

olur ve | ¢ | fonksiyonunun ¢t = 0’da tiirevi yoktur: sagdan fark oranlar1 1’e, soldan —1’e gider. Dolay1-
siyla || V||, baslangi¢ noktasinda tiirevlenebilir degildir; ayni akil yiiriitme z ekseninin her (0,0, ¢)
noktasinda ¢ - (tbO, ¢) dogrusuyla yinelenir. Bu noktalar tam olarak V’nin sifirlandig1 noktalardr.

Bunakarsilik | V ||= V - V = 2% + y? bir polinomdur ve her yerde tiirevlenebilirdir. Bu yiizden ileride
bir alanin uzunlugunu incelerken ¢ogu kez || V' || yerine V' - V ile calisacagiz.
|
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Tek tek teget vektorler icin bildigimiz i¢ ¢arpim kurallari, noktasal ilke sayesinde alanlara oldugu gibi
gecer.

Lemma 14.2 (Alanlarin i¢ Carpiminin Kurallar1). V,W,Y vektor alanlar: ve f bir fonksiyon olsun.
O zaman

V-W=Ww.V, V-W4+Y)=V-W+V.Y, (fV)- W=fV-W)
fonksiyon esitlikleri gecerlidir.

ispat.
Her ii¢ esitligin iki yani da fonksiyondur; iki fonksiyonun esit olmasi icin her p noktasinda ayni degeri
almalari gerekir ve yeter. Bir p noktast sabitleyelim. Sol yanlarin p’deki degerleri, tanim geregi, sirasiyla

Vip)-W(p), V) (WP)+Y(®P)), (fP)V(P)) Wp)

sayandir; burada (W +Y)(p) = W(p) +Y(p) ve (fV)(p) = f(p) V(p) esitliklerini kullandik;
alanlarin toplami ve fonksiyonla ¢carpimi boyle, noktasal tanimlanmigti. Bunlarin hepsi Tp(R3) icindeki
teget vektorlerin i¢ carpimlaridir ve teget vektirlerin i¢ carpimi simetrik ve bilineerdir. Dolayisiyla ii¢ sayt
sirasiyla

W) -V(p), V) Wp) +Vme) Ye), [fe)(Ve) Wp))

sayuarina esittir. Bunlar da tam olarak sag yanlarin p’deki degerleridir.
]

Bu kurallar sayesinde alanlarin i¢ carpimiyla, tek tek vektorlerin i¢ carpimiyla hesap yaptigimiz gibi hesap
yapabiliriz: parantezleri acariz, fonksiyon katsayilarini disari aliriz, siray1 degistiririz.

Ornek 14.3 (Kurallarla Bir I¢c Carpim Hesab1). V = zU, +yU,, W = U, + 2U; ve f = z olsun.
(fV) - (W 4 V) fonksiyonunu bulalim.

Cozim.
Lemma 14.2'ndaki kurallar: sirayla uygulariz: fonksiyon katsayis: disar1 alinir, sonra parantez acilir.

(V) WH+V)=f(V-W+V))=2((V -W)+2z(V-V).
Lemma 14.1ile V- W =2-14+y-0+0-2=2ve V-V = 22 + y? oldugundan
(fV)-W+V) =z(@+a* +¢7).
Saglama i¢in p = (1, 2, 3) noktasina bakalim: formiil 3 (1 + 1 4 4) = 18 verir. Dogrudan hesapta

(fV)(p) = 3(1,2,0), = (3,6,0),, (W +V)(p) = (1,0,3), +(1,2,0), = (2,2,3),

ve i¢ carpimlar1 3 -2+ 6 - 2 + 0 - 3 = 18 olur. Iki yol aym1 sonucu verir.
|

Cat1 Alan1

Simdiye kadar biitiin vektér alanlarimi Uy, U,, U; dogal ¢at1 alani (Tanim 2.6) cinsinden yazdik. Bu ti¢ alan
her noktada ayni yoéne bakar: U, (p) nerede olursak olalim pozitif  yéniindedir. Béyle bir ¢at1 hesap igin
rahattir, ama geometriye kordiir. Ornegin bir kiire iizerinde calisirken kiirenin merkezinden disa bakan
yonin, kuzeye bakan y6niin ve doguya bakan yoniin her noktada ayr1 ayr1 adlar1 olsun isteriz; bu ii¢ yon
noktadan noktaya degisir ve U, , U,, Us ile hi¢bir dogal iliskileri yoktur.

Frenet catis1 bu ihtiyacin egriler i¢in karsilanmig haliydi: 7', N, B egrinin her noktasinda egriye uyarlan-
mus bir catidir. Ayni seyi egrinin noktalari i¢in degil, uzayin biitiin noktalar1 i¢in yapmak istiyoruz. Uzayin
her noktasinda bir ¢at1 se¢mek, ti¢ vektor alani secmek demektir; bu alanlarin ¢ati kosulunu saglamasi ise
her noktada birim uzunlukta ve birbirine dik olmalar: demektir. Az 6nce tanimladigimiz alan i¢ carpim
bu kosulu tek bir formiille séylememize izin verir.
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384 Boliim 14. Cat1 Alanlar:

Tanim 14.2 (Cat1 Alam). E,, E,, E;, R? iizerinde (ya da R®’iin bir acik alt kiimesi iizerinde) taniml
vektor alanlari olsun. Her 1 < 4,5 < 3 i¢in

E, E; =4,

ise By, E,, E tcliisiine bir ¢at1 alani (frame field) denir. Burada J,; Kronecker deltasidir: ¢ = jise d,; =
1,i7’:jise5ij =0.

Yani ¢at1 alani, her noktada ti¢ ok yerlestirir ve bu ti¢ ok o noktada bir ¢at1 olusturur: E; - E; = 1 esitlikleri
oklarm birim uzunlukta oldugunu, i # j i¢in E, - E; = 0 esitlikleri oklarin birbirine dik oldugunu séyler.
Tanimdaki dokuz esitlikten yalnizca altisi farkhdir, ¢iinki E, - E; = E; - E;’dir: ii¢ norm kosulu ve iig
diklik kosulu. Bir p noktasmdaki E, (p), Ey(p), E3(p) teget vektorleri boylece T),(R?) uzaynda bir
catidir (Tanim 9.7).

1 Tanim kiimesi biitiin uzay olmayabilir

Az sonra gorecegimiz en 6nemli iki ¢at1 alan1 z ekseni tizerinde tanimli degildir. Bu yiizden tanimda
bir acik alt kiimeye izin verdik. Bir ¢at1 alaninin, ya da herhangi bir vektor alaninin, bir O acik kiimesi
(Tarum 1.7) Gizerinde tanimli olmasi, yalnizca @’nun noktalarina ok yerlestirmesi demektir. Simdiye
kadar yaptigimiz ve bundan sonra yapacagimiz her sey noktasaldir; dolayisiyla tanimlar, lemmalar
ve ispatlar bir acik kiime tizerinde tanimli alanlar i¢in sozciigii s6zctigiine gegerli kalir. Kiimenin acik
olmasi, her noktasinin gevresinde tiirev alacak yer bulunmasini saglar. Kisalik icin ¢ogu kez yine “R?
izerinde bir vektor alani” diyecegiz.

Vektor alanlarini diferansiyellenebilir kabul ettigimizi hatirlatalim: bir ¢at1 alaninin her E; alaninin Oklid
koordinat fonksiyonlar1 tiirevlenebilirdir. Bu, tanimin soylemedigi ama “vektor alan1” soziiniin iginde
tasidig1 bir kosuldur ve 6rnekleri incelerken ayrica denetlenir.

Ornek 14.4 (Dogal Cat1 Alan1 Bir Cat1 Alanidir). U, U, U; dogal cat1 alanmin Tanim 14.2 anlaminda

bir ¢at1 alani oldugunu gosterelim.

Coziim.
U, nin koordinat fonksiyonlar1 sabittir: U; i¢in (1,0, 0), U, i¢in (0, 1,0), Us icin (0,0, 1). Sabit fonksi-
yonlar tiirevlenebilir oldugundan ticii de vektor alanidir. Lemma 14.1'ne gore

Uy -Uy=1-14040=1 U, -Uy=1-0+0-14+0=0

ve 6teki dort i¢ carpim ayni bicimde hesaplamir: U, - Uy = U; - Uy = 1,U; - U3 = U, - U; = 0. Yani U -
U; = §;;dir. “Dogal cat1 alan1” ad1 boylece hak edilmis olur; bu alan biitiin R3 {izerinde tanimlidir.
]

Dogal cat1 alaninin her noktadaki ¢atis1 aynidir. Cat1 alanimin ilk ilging 6rnekleri, noktadan noktaya sabit
kalan ama dogal catidan farkli olan, sonra da noktadan noktaya dénen catilardir.

Ornek 14.5 (Dondiiriilmiis Sabit Cat1 Alan1). Her noktada
1 1 1
El = §(2U1 + 2U2 + Ug), E2 = g(—2U1 + U2 + 2U3), E3 = g(Ul - 2U2 + 2U3)

olsun. F, E,, E5’un bir ¢at1 alan1 oldugunu gosterelim.
Coziim.

Koordinat fonksiyonlar1 sabit oldugundan t¢ alan da vektoér alamidir. Vektor kisimlar %(2, 2,1),
%(—2, 1,2) ve %(1, —2,2)’dir. Normlarin kareleri ve kargilikli i¢ ¢carpimlar séyledir:
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14.2 Cat1 Alam 385

44+4+1 —4+242
E1~E1=%=1,E1-E2=%=0,

44+1+14 2—4+42
E'Q.Egz%zl’El.EgzT_’—=07

1+4+4 —2—-2414
ES.ESZ%:l,Ez.Eg,:T"":o.

Dolayisiyla E; - E; = §,; ve ticlii bir ¢at1 alanidur.
Bu ¢at1 alani da her noktada ayni catiy1 verir; dogal catidan farki, uzaymn sabit bir donmesiyle elde
edilmis olmasidir. Satirlan E;, E,, E5’iin vektor kisimlari olan

1 2 21
Azg -2 1 2
1 -22

matrisi, her noktadaki catinin durus matrisidir (Tanim 9.8); yukaridaki alt1 hesap, tam olarak AAT =
I esitliginin dokuz girdisinin denetlenmesidir.
|

Ornek 14.6 (Yiikseklikle Dénen Cat1 Alan1). R3 iizerinde
E, =coszU, +sinzU,, Ey = —sinzU; 4 cos zU,, E,=U;
olsun. E, E,, E5’tin bir ¢at1 alan1 oldugunu gosterelim.
Cozim.

Koordinat fonksiyonlar1 cosz, sinz ve sabitlerdir; hepsi tiirevlenebilirdir. Vektér kisimlar:
(cos z,sin z,0), (—sin 2, cos z,0) ve (0,0, 1) oldugundan

E,-E, =cos?z+sin?2=1,FE, - E, = —cos zsinz + sin zcos z = 0,
E,-E,=sin?z+cos’2=1,FE, - E; =0,
E, -E;=1, Ey - E;=0

bulunur; ticlii bir catr alanidir ve biitiin R? tizerinde tanimlidir.

Bu kez cat1 noktadan noktaya degisir, ama yalnizca yiikseklikle: z = ¢ yatay diizleminin biitiin nokta-
larinda ¢at1 aynidir ve dogal catinin z ekseni etrafinda c acisiyla dondirilmisiidiir. z = 0 diizleminde
E, =U,, E, =U,, yani dogal catinin kendisidir. z = 7/2 diizleminde E; = U, ve E, = —U;: ¢ati
ceyrek tur donmiistiir. z = 7 diizleminde E, = —U,, E, = —U,: yarim tur. Yiikseldik¢e cat1, bir
vidanuin digleri gibi, z ekseni etrafinda diizgiin bicimde doner.

|

Cat1 alan1 olmayan bir ti¢lilyli de gérmek 6greticidir; en yakin aday, yukaridaki i¢ carpim 6rnegindeki iki
alandur.

Ornek 14.7 (Dik Ama Birim Olmayan Uclii). V| = zU, + yU,, V, = —yU, + zU, ve V3 = U; olsun.
Bu t¢luniin her noktada karsilikli dik oldugunu, ama bir ¢at1 alan1 olmadigini gésterelim.

Cozim.

Ornek 14.1'nde V] - V3 = 0 bulmustuk. Ayrica V; - V; =z -0+y-0+0-1 = 0 ve ayn1 bicimde V; -
V; = 0’dir. Ug alan her noktada karsilikl diktir.

Ancak V; - V; = 22 + y?, sabit 1 fonksiyonu degildir: (3, 4,2) noktasinda 25, (1,0,0) noktasinda 1, z
ekseninin noktalarinda 0 degerini alir. Yani V; yalnizca 2% + y? = 1 silindiri {izerinde birim uzunluk-
tadir, z ekseninde ise sifir vektoriidiir ve bir ¢atinin parcas: bile olamaz. Ayni sey V, icin de gecerlidir.
Dolayisiyla V;, V,, V; bir ¢at1 alani degildir.

Kusur yalnizca uzunluktadir ve onarilabilir: z ekseni disinda V] ile V,’yi ortak uzunluklar1 \/z? + 32
ile bolersek her noktada birim uzunlukta, karsilikli dik {i¢ alan elde ederiz. Bir sonraki kisimda bu ¢at1
alaniny, silindirik koordinatlar iizerinden, yeniden ve daha dogal bir yoldan bulacagz.

Acik Matematik - acik-matematik.com 385 CC BY-NC-SA 4.0


https://acik-matematik.com
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.tr

14.3

386 Boliim 14. Cat1 Alanlar:

Silindirik Cat1 Alani

Temel analizde uzayin noktalarini yalnizea (z,y, z) ile degil, silindirik ve kiiresel koordinatlarla da
adlandiririz. Her koordinat sisteminin yaninda dogal bir ¢at1 alani gelir: her noktada, 6teki iki koordinat
sabit tutulurken bir koordinatin arttig1 yone bakan birim vektorler. Bu kisimda silindirik koordinatlardan
bashiyoruz.

Bir p = (z, y, ) noktasin silindirik koordinatlarla tarif etmek, onun z eksenine uzakligini, zy diizlemine
izdistimiiniin pozitif = ekseniyle yaptig1 aciy1 ve yiitksekligini vermek demektir.

Tanim 14.3 (Silindirik Koordinat Fonksiyonlar1). z ekseni disindaki noktalarda R*’iin silindirik
koordinat fonksiyonlar1 7, 9, z soyledir:

« 7 = y/x2 + y2, noktanin z eksenine uzaklig;

« 4, pozitif x ekseninden noktanin zy diizlemine izdiigiimii olan (, y, 0)’a saatin tersi yéniinde 6l¢iilen
acL; yani ¢ = rcos ¥ ve y = rsin esitliklerini saglayan agy;

+ 2, Uciinci dogal koordinat fonksiyonu.

¥ fonksiyonunu bir noktada 27’ nin kati kadar farkli degerlerle secebiliriz; tirevlenebilir tek bir fonksiyon
istedigimizde ¥’y1y = 0, z < 0 yarim diizlemi disinda, —7 < ¢ < 7 degerleriyle aliriz.

Yani (r,9) cifti, zy diizlemindeki (x,y) noktasimin kutupsal koordinatlaridir; z oldugu gibi kalir. r
fonksiyonu z ekseni disinda tiirevlenebilirdir, ciinkii orada 22 + y2 > 0’dir ve karekok pozitif sayilarda
turevlenebilirdir.

Ac1 fonksiyonu her yerde taniml degildir, ama kosiniisii ve siniisii tamimhidir

¥’y1 z ekseni disindaki biitiin noktalarda siirekli bir fonksiyon olarak se¢mek olanaksizdir: z ekseninin
etrafinda bir tam tur atip bagladigimiz noktaya donersek ac1 27 artmis olur, oysa siirekli bir fonksiyon
ayn1 noktada ayni degeri almalidir. Bu ytizden bir yarim diizlemi disarida birakiriz; 6rnegin y = 0,

z < 0 yarim diizleminin disinda
9 =2 tan(li>
r+x

formiilii, (—, w) aralifinda deger alan tiirevlenebilir bir a¢1 fonksiyonu verir. Buradaki bélen r + z,
yalnizca y = 0 ve = < 0 olan noktalarda sifirlanir. Ote yandan cat1 alami i¢in 9'nmn kendisine degil,
yalnizca

T . Y
costy = —, sind = =
r r

fonksiyonlarina ihtiyacimiz olacak. Bu ikisi z ekseni disindaki her noktada tanimli, tek degerli ve
turevlenebilirdir. Bu ytizden silindirik ¢ati alani, ¥’nin kendisinden daha genis bir kiimede, z ekseni
disindaki buitiin noktalarda tanimli olacaktir.

Ornek 14.8 (Bir Noktanin Silindirik Koordinatlar1). p = (3,4, 2) noktasinin silindirik koordinat-
larin1 bulalim.

Coziim.

r=+/9+ 16 = 5 ve z = 2’dir. Ag1icin cos ¥ = 3/5 ve sin ¥ = 4/5 olmalidir; p’nin izdiigiimi (3, 4, 0)
birinci bolgede oldugundan ¥ = tan—!(4/3)’tiir. Yukaridaki formiil de ayni sonucu verir:

4
9= 2tan(15 n 3) = 2tan~!

yani yaklasik 53, 13°. Saglama: 5 cos(0,9273) ~ 3,000 ve 5sin(0,9273) ~ 4, 000. Dolayisiyla p’nin
silindirik koordinatlar1 » = 5, ¢ = 0, 9273, z = 2’dir.

~ 0,9273 radyan,

N =
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Silindirik koordinatlarin yaninda gelen cati alani sudur. Once cat1 alani oldugunu denetleyecegiz; ardindan
i¢ alanin gergekten r, ¥ ve z koordinatlarinin arttig1 yonlere baktigini gosterecegiz.

Ornek 14.9 (Silindirik Cat1 Alani1). z ekseni disinda
E, =cos¥U, +sind U,, Ey, = —sind U, + cos 9 U, E,=Us

olsun. E|, E,, E5’iin bir ¢at1 alan1 oldugunu gésterelim. Bu iiclitye R3’{in silindirik ¢at1 alani (cylind-
rical frame field) denir.

Coziim.
Vektor alani olma. cos ¥ = z/r ve sind = y/r oldugundan

x y Yy x
E, =-U. = U. E,=—-2U, +-U.
1= 1+r 2 2 , 1+r 2

yazilabilir. r, z ekseni disinda tiirevlenebilir ve sifirdan farkli oldugundan bu katsayilar orada tiirevle-
nebilirdir; E5’iin katsayilar1 sabittir. Ucii de z ekseni disinda tanimli vektér alanlaridir.
Ortonormallik. Vektor kisimlar (cos 9, sin ¥, 0), (—sin 4, cos 9, 0) ve (0,0, 1)’dir. Lemma 14.1 ile

E,-E, =cos?¥ +sin?¥ = 1, E; - E; = —cos¥sin 9 + sin ¥ cos ¥ = 0,
Ey-Ey=sin?9 +cos?9=1,E,-E;=0+0+0=0,
E;-E; =1, E, E;s=0+0+0=0.

Alt1 kosul da saglanir; E;, E,, E4 bir cat1 alanidir.
Birka¢ noktadaki degerler:

nokta E;’in vektor kismu Ey’nin vektoér kismi E;’un vektor kismi
(3,4,2) (3/5,4/5,0) (—4/5,3/5,0) (0,0,1)
(—4,3,0) (—4/5,3/5,0) (—3/5,—4/5,0) (0,0,1)
(0,-5,1) (0,—1,0) (1,0,0) (0,0,1)

Ug noktada da r = 5tir, ama F, ile E, noktanin z eksenine gére konumuyla birlikte déner; E5 hep
aynidir.
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F s=(0,-5,1)

Sekil 14.1: Silindirik ¢at1 alaninin ti¢ noktadaki degerleri: p = (3, 4, 2), q = (-4, 3, 0) ve s = (0, -5, 1);

ticii de r = 5 silindirinin tizerindedir. Her noktada E, (turuncu) z ekseninden disa, E, (yesil) silindirin

cevresi boyunca donme yoniine, E; (mavi) yukar: bakar. Nokta z ekseninin ¢evresinde dondiikge E,

ile E, birlikte doner, E; ise hi¢ degismez. Kesikli ¢izgiler p’nin silindirik koordinatlarimi okur: taban
uzaklig1 r = 5, taban acis1 9 ve yiikseklik z = 2.

Simdi E;, E,, E5in adlarimi hak ettigini gorelim. Fikir sudur: 6teki iki koordinati sabit tutup birini
degistirince nokta bir egri ¢izer; o egrinin hiz vektorii bize aranan yonii verir.

Ornek 14.10 (Silindirik Catinin Koordinat Yénleri). E,, E,, F; silindirik cati alani olsun.
E,, E,, E5’in sirastyla 7, 9 ve z koordinatlarinin arttig1 yone bakan birim vektoérler oldugunu dogrula-
yalim.

Cozim.
Silindirik koordinatlar1 (ry, 9y, 2,) olan bir p noktasi alalim. Yalmzca r’yi degistirirsek nokta

u > (ucosdy, usindy, zg)

dogrusu tizerinde hareket eder; bu egrinin hizinin vektér kismi (cos 9y, sindy, 0)’dir, yani tam
E, (p)’nin vektor kismi. Bu, z ekseninden p’ye dogru yatay olarak diga bakan birim vektordiir. Yalnizca
#’y1 degistirirsek nokta

u > (rycosu, g sinu, z;)

yatay ¢emberi lizerinde déner; u = 9, anindaki hizin vektér kismi 7y (— sin 9, cos ¥, 0), yani r ile
E, (p)’nin vektdr kismunin ¢arpimidir. Uzunluk r,’1 atinca E, (p) kalir: z ekseni etrafinda saatin tersi
yoniinde dénmenin yatay birim vektorii. Yalnizca 2’yi degistirmek diisey dogru boyunca yiirtimektir
ve hiz U;(p) = E;(p)’dir. U¢ hizin uzunluklari 1, 7, ve 1’dir; yon vektorleri E,, E,, F5 zaten birim
uzunluktadir.

|

Yani silindirik cat1 alani her noktaya “z ekseninden diga”, “z ekseni etrafinda dénme y6niine” ve “yukar1”
bakan ti¢ birim ok yerlestirir. z ekseni tizerinde “diga” ve “donme yoni” anlamsizdir; ¢ati alaninin
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orada tanimsiz olmasi bu geometrik gercegin yansimasidir. Ornek 14.7'da dik ama birim olmayan V;, V,
alanlarini r ile bolerek elde edecegimizi séyledigimiz ¢ati, tam olarak E;, =V, /r, E5 = V,/r’dir.

Kiiresel Cat1 Alan1

Kiiresel koordinatlar bir noktayi, baglangi¢ noktasina uzakligiyla ve iki agiyla adlandirir. Agilardan biri
silindirik koordinatlardaki dir; 6teki, noktanin zy diizleminden ne kadar yukarida (ya da asagida)
goriindigiini 6lger. Diinya yiizeyindeki benzetmesiyle ¥ boylam, ikinci ac1 enlemdir.

Tanim 14.4 (Kiiresel Koordinat Fonksiyonlari). z ekseni disindaki noktalarda R®’iin kiiresel koor-
dinat fonksiyonlari p, 9, ¢ soyledir:

« p = +/2% 4+ y? + 22, noktanin baglangi¢ noktasina uzakligs;
« 1, silindirik koordinatlardaki ac1 (boylam);

* ¢, baglangi¢ noktasindan noktaya giden dogru parcasinin zy diizlemiyle yaptig1, yukar: dogru pozitif
sayilan ac1 (yiikseklik acis1); —7/2 < ¢ < /2 olur ve r = pcos ¢, z = psin  esitlikleri gegerlidir.

Boylece x = pcospcos?, y = pcospsind ve z = psin ¢ olur.

Yani p noktanin “yarigapr”, ¥ boylami, ¢ enlemidir: ¢ = 0 olan noktalar zy diizlemindedir (ekvator), ¢ po-
zitifse nokta diizlemin iistiinde, negatifse altindadir. z ekseni disinda r > 0 oldugundan ¢ = tan—!(z/r)
formiilii ¢’yi her yerde tek degerli ve tiirevlenebilir bicimde verir; p da orada pozitif ve tiirevlenebilirdir.
¥ i¢in silindirik durumdaki uyar1 aynen gecerlidir ve yine yalnizca cos ¥, sin #’ya ihtiya¢ duyacagiz.

i Ac1 yukaridan mi, agagidan mi?

Kiiresel koordinatlarda ikinci a¢1 ¢ogu kez pozitif z ekseninden asag1 dogru 6l¢iiliir; o zaman z =
pcos(agl) olur. Biz agiy1 zy diizleminden yukari dogru dlgiiyoruz, béylece z = psin¢’dir ve ¢
gergekten cografi enlem gibi davranur. Iki secim birbirinin 7 /2’den farkidir; hangisini kullandigimiz
bilmek yeter.

Ornek 14.11 (Bir Noktanin Kiiresel Koordinatlari). p = (2,2, 1) noktasmin kiiresel koordinatlarmi
bulalim.

Cozim.
p=Va+4+1=3ve r=+4+4=2y2dir Izdiisim (2,2,0), = ekseniyle 45° yapar: cos? =
sing = 2/(2v/2) = v/2/2, yani ¥ = /4. Yiikseklik agis1 icin

r_2\/§

. z 1
sing = — = -, cosp = — =
TL,73 v 3

olur; ¢ = tan™! ( 1/(2v2) ) ~ 0, 3398 radyan, yaklasik 19, 47°. Saglama:
2v2 V2 1

pcoscpcosﬁ:3-T 7:2295, psinp=3--=1=2z,

ve ayni bicimde pcos psind = 2 = y.
|

Kiiresel ¢at1 alanim silindirik ¢ati alanindan tiiretmek en kolay yoldur. ¢’nin artma yonii her iki sistemde
aynidir. p’nun artma yoni baglangic noktasindan disa bakan yondiir; bu yon, p’den gecgen diisey yarim
diizlemin i¢indedir ve o diizlemde yatay E; ile diisey E5’iin gerdigi ac1 ¢’lik dogrultudur. ¢’nin artma
yoni ise ayni diizlemde bundan 90° ileride, “kuzeye” bakan y6ndiir.

Ornek 14.12 (Kiiresel Cat1 Alami). E|, E,, E; silindirik cat1 alani olsun. 2 ekseni disinda
EF =cospE| +sinp Es, E =E,, ;= —sinp By 4+ cosp Es

olsun; dogal ¢at1 cinsinden
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E = cospcos U + cos psind U, + sin ¢ Us,
E, = —siny U; + cos¥ U,
E, = —sinpcosd Uy —sinpsin® Uy + cos o Us.

F, F,, Fy’tin bir ¢at1 alan1 oldugunu gosterelim. Bu iiclitye R3*iin kiiresel ¢at1 alan1 (spherical frame
field) denir.

Coziim.
Acik formiiller. E; = cos ¥ U; + sind U, ve E5 = Us yerine yazilinca

F, = cosp(cos¥U; +sind Uy,) +sinp Us

ve benzer bi¢cimde Fj i¢in verilen agilim elde edilir; F, = E, zaten aciktir. Katsayilar cos ¢ = r/p,
sinp = z/p, cos¥ = z/r, sin® = y/r fonksiyonlarimin ¢arpimlaridir ve z ekseni diginda tiirevlenebi-
lirdir. Ucii de vektor alanidir.

Ortonormallik, silindirik ¢ati iizerinden. E; - E; = §,; oldugunu biliyoruz. Lemma 14.2'yla parantezleri
acariz:

F, - F, =cos® ¢ (E, - E,) +2cospsing (E, - E5) +sin? ¢ (E; - E;)
=cos?p +sin?p =1,
F, - F =sin? p+cos? p = 1,
F -F, = —cosypsing (E, - E;) + (cos? ¢ —sin? ¢)(E, - E3) +sinpcos ¢ (E5 - Ey)
= —cosysiny + sinpcosp = 0.
E, = E, birimdir ve E5, hem E;’e hem Ej’e dik oldugundan
Fy-F =cosp(Ey- E)) +sing (Ey- Ey) =0

ve ayni bicimde F; - F; = 0 olur.
Ortonormallik, dogrudan. Ayni sonuca acik formiillerle de ulasalim; sin? + cos? = 1 6zdesligi art arda
kullanilir:

F, - F, = cos? ¢ (cos? ¥ + sin? 9) + sin? p = cos? p + sin? p = 1,

F, - FE, =sin® 9 + cos? 9 = 1,

F, - Fy = sin?  (cos? ¥ + sin? 9) + cos? p = 1,

E - E, = cosp(—cos¥sind + sind cos) = 0,

F, - F; = —sin ¢ cos ¢ (cos? ¥ + sin? ¥) + sin p cos p = 0,

E, - F; = sinpsiny cos ¥ — sinp cos¥sind = 0.

Her iki yolla da F; - F; = §,;; Iy, F;, F; bir cat1 alamdur.

ij°

Iki noktadaki degerler:
nokta cos ¢, sin ¢ F’in vektor kis- Fy’nin - vektér  F3’in vektor kis-
mi kismi m1
(3,0,4) 3/5,4/5 (3/5,0,4/5) (0,1,0) (—4/5,0,3/5)
(0,4,3) 4/5,3/5 (0,4/5,3/5) (—1,0,0) (0, —3/5,4/5)

Ik noktada ¢ = 0, ikincide ¥ = 7 /2’dir; iki noktada da p = 5’tir. F]’in vektor kisminin her seferinde
noktanin koordinatlarinin p’ya bélimi olduguna dikkat edin.
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7 q=(0,4,3)
F, = (0, 4/5,3/5)
B F,=(-1,0,0)
Fy =(0,-3/5, 4/5)
p=(304)
____.-—’/
F, = (3/5,0,4/5)
_ F,
F,=(0,1,0) 3 F,
F, = (-4/5, 0, 3/5) —/ A
3 \\\ Fz
p= 5) \\ /// q
AY 7
g=0 g N -~

Sekil 14.2: Yaricap: 5 olan kiirenin x, y, z = 0 parcasi iizerinde kiiresel ¢at1 alaninin iki noktadaki

degerleri: p = (3, 0, 4) ve q = (0, 4, 3). Her iki noktada da F; (turuncu) baglangic noktasindan disa, yani

kiireye dik bakar; F, (yesil) paralel cember boyunca doguya, F; (mavi) meridyen boyunca kuzeye bakar

ve ikisi de kiireye tegettir. Kesikli ¢izgiler p = 5 yaricapini, yaylar dile ¢ acilarimi okutur: ilk noktada &
= 0, ikincide 9 = n/2’dir. F;'in vektor kismi her seferinde noktanin koordinatlarinin 5’e bolimiidiir.

Kiiresel catinin ti¢ alanimin gercekten p, ¥ ve ¢ koordinatlarinin arttigi yonlere baktigini, silindirik

durumda yaptigimiz gibi koordinat egrilerinin hizlariyla gérelim.

Ornek 14.13 (Kiiresel Catinin Koordinat Yénleri). F, F,, F} kiiresel cat1 alani olsun. F,, Fy, F}’{in
sirasiyla p, ¥ ve ¢ koordinatlarinin arttig1 yéne bakan birim vektorler oldugunu dogrulayalim.

Cozim.
Kiiresel koordinatlar1 (pg, ¥y, @) olan bir p noktasinda yalnizca p’yu degistirirsek nokta

u > u (cos @y cos ¥y, cos @ sin vy, sin @)

dogrusu tizerinde, baglangi¢ noktasindan disa dogru hareket eder; hizin vektor kismi parantezin i¢idir
ve bu tam F] (p)’nin vektor kismudir. Yalnizca ¢’yi degistirirsek nokta

u > pg (cosucos ¥y, cosusindy, sinu)

meridyen ¢emberi tizerinde kuzeye dogru yiiriir; u = ¢, daki hizin vektor kismi
po (—sin ¢, cos ¥y, — sin g sin ¥, cos ¢;),

yani p, carp1 F3(p) nin vektdr kismidir. Yalnizca 9°y1 degistirmek ise p’yi yaricapi v, = p, cos ¢, olan
yatay bir cember iizerinde déndiiriir ve hiz 7o E, (p) = 7o Fy(p) dir. Ug hizin uzunluklar 1, 7 ve p, dur;
yon vektorleri F, F;, F; zaten birim uzunluktadir.

Bu hesap, F; ve F3’in E;, E5 cinsinden tanimini geometrik olarak agiklar. p’den gecen diisey yarim
dizlemde E, (p) yatay, E5(p) diiseydir; baslangic noktasindan p’ye bakan yon yatayla ¢, acist yapar.
Bu y6niin birim vektorii ile ondan 90° ileride, kuzeye bakan birim vektor
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F(p) = cospy E1(p) +singy E3(p),  F3(p) = —sinpy E;(p) + cos py Es(p)

olur.

z
A ¢ =0 yarim diizlemi

F, (kuzeye)

F

=cospE +singkE;

Fy=-sin ¢ E, + cos ¢ E,

cos ¢ =3/5, sin ¢ =4/5

‘.__________________________

v

Sekil 14.3: § = 0 yarim diizleminde c¢izilen p = (3, 0, 4) noktasinin yatay uzaklig1 r = 3, yiiksekligi

z = 4, baslangi¢ noktas1 O’ya uzaklig1 p = 5'tir. Silindirik ¢atinin E, (yatay) ve E; (disey) oklar1 gri

cizilmistir; kiiresel ¢atinin F; oku (turuncu) O’dan p’ye bakan dogrultunun devamidir, F; oku (mavi)

ondan 90° ileride kuzeye bakar. Uc yay da ayn1 ¢ agisin isaretler: Fy, F; ikilisi E,, E, ikilisinin ¢ kadar

dondirilmisiidiir. Burada cos ¢ = 3/5 ve sin ¢ = 4/5 oldugundan F,’in vektor kismi (3/5, 0, 4/5), F;"iin
vektor kismu ise (-4/5, 0, 3/5) ¢ikar.

Yani kiiresel ¢at1 alan1 her noktaya “baslangi¢ noktasindan disa”, “doguya” ve “kuzeye” bakan ii¢ birim ok
yerlestirir. F] kiireye diktir; F; ile F; ise noktadan gecen p yaricapl kiireye tegettir. Kiiresel ¢cat1 alaninin
tanum kiimesi de z ekseni digidir: kutuplarda “dogu” ve “kuzey” anlamim yitirir.

Ornek 14.14 (Bir Noktada Kiiresel Cat1). p = (2,2, 1) noktasinda F, (p), F3(p), F3(p) teget vektor-
lerini bulalim.

Cozim.

Ornek 14.11'nde p = 3, cos ¥ = sin ¥ = \/5/2 cosp = 2\/5/3 ve sin ¢ = 1/3 bulmusgtuk. Silindirik
catinin vektor kisimlar E; : (\/5/2, \/5/2, 0), Ey: (—\/5/2, \/5/2, 0), E5: (0,0,1)’dir. Buradan
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F(p) = ?(?\go) —i—%(0,0,l)p - (;2%) ’
K(p) = (?\/;0) ,
F(p) = —% (?‘/go) + ?(0,0,1)p = <_£7—%§7¥>

Saglama:

E (p)’nin vektor kismu (2,2,1)/3 = p/p’dur: baslangi¢ noktasindan p’ye dogru bakan birim vektor,
beklendigi gibi.
|

Cat1 Alanina Gore Koordinat Fonksiyonlari

Bir vektor alanini simdiye kadar V' = Zi v,;U; biciminde, dogal ¢at1 alani cinsinden yazdik (Lemma 2.1).
Elimizde artik bagka cat1 alanlar1 var ve dogal soru sudur: verilen bir V' alany, silindirik ya da kiiresel
cat1 alani cinsinden de yazilabilir mi, yazilabilirse katsayilar nasil bulunur? Yanit, bir noktadaki ¢at1 i¢in
bildigimiz ortonormal a¢ihimin (Teorem 9.1) noktasal ilkeyle alanlara taginmasidar.

Lemma 14.3 (Bir Cat1 Alanina Gére Acilim). E,, E,, E; bir ¢at1 alani olsun.

 V bir vektor alaniysa f; =V - E, (i = 1,2, 3) tiirevlenebilir fonksiyonlardir ve

3
V=FHE + [,Ey + f3E3 = Z(V - B;) E;
i=1
olur. V = ZZ 9, E; esitligini saglayan baska fonksiyonlar yoktur: béyle bir esitlik varsa g; = f; dir.
f1, fa, f5 fonksiyonlarina V'nin E;, E,, E5 cati alanina gore koordinat fonksiyonlari (coordinate
functions) denir.

V=3 fiE;veW =3 g,E; ise

V-W = fig9; + fa92 + f395, I VI=ViE+B+13

olur.

ispat.
Agihm. Bir p noktasi alahm. E,(p), Ey(p), E3(p), T,,(R?) uzayinda bir catidwr ve V (p) bu uzaywn bir
vektoriidiir. Ortonormal agilim teoremine gore

3
V(p) = Z( V(p) - E;(p) ) E;(p)-

K3

Alan i¢ carpimimin tammiyla V(p) - E;(p) = f,(p) dir; fonksiyonla carpim ve toplamin noktasal
tammiyla da sag yan, ZZ f;E; alammin p’deki degeridir. Esitlik her p’de gecerli oldugundan V =
Zi fiE; dir.

Tirevlenebilirlik. f, =V - E,, iki vektor alaninin i¢ carpimidir; Lemma 14.1'ne gore tiirevlenebilirdir.
Teklik. V' = Zi 9;E; olsun. Her iki yamin E} ile i¢ carpimini alalim. Lemma 14.2 ile
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w

3
V'Ej = Zgi (E; Ej) = Z%@j =9;
i=1 i=1

bulunur; sol yan f;dir. Dolayisiyla g; = f;.

I¢ carpim formiilii. Yine Lemma 14.2 ile ¢arpimi agariz:

V.-wW= (Z JiE; ) ) (Zngj ) = Zfigj (E; - Ej) = Zfigj 572]‘ = Zfﬂr
i J i, i,j i

Dokuz terimden yalnizca i = § olan iigii kalmisti. Norm icin W =V alir: |V ||= (V- V)2 =
(3, Y2

Yani bir vektor alaninin bir cati alanina gore katsayilarini bulmak i¢in alani catinin her iiyesiyle i¢
carpmak yeter, ve bir kez katsayilar bulununca i¢ carpimlar sanki dogal catidaymisiz gibi hesaplanir. Oklid
koordinat fonksiyonlari bu lemmanin E; = U; 6zel halidir: v, =V - U,.

Koordinat fonksiyonlari gatiya baglidir

Ayni vektér alaninin her cati alanina gore baska koordinat fonksiyonlar1 vardir. Ornegin Us’iin dogal
catiya gore koordinat fonksiyonlar: sabit (0,0, 1)’dir; silindirik catiya gore de (0,0, 1)’dir, ¢iinkd
E5 = U;; ama kiiresel ¢atiya gore, az sonra gérecegimiz gibi, (sin ¢, 0, cos ¢)’dir. “V’nin koordinat
fonksiyonlar1” derken hangi cati alanindan s6z ettigimizi her zaman belirtmeliyiz; belirtmezsek dogal
cat1 anlagilir.

Ornek 14.15 (Diisey Alanin Kiiresel Catiya Gére A¢ilimi). U alanini kiiresel cati alan1 Fy, F, F;
cinsinden yazalim.

Coziim.
Lemma 14.3’e gore katsayilar U; - F; i¢ carpimlaridir. F;’lerin agik formiillerinde U; katsayilarini
okuruz:

U; - F, =sinp, Us - F, =0, U, - F5 = cos .
Dolayistyla
U; =singp F} + cos g F3.
Bu, F; ve F;’iin E;, E; cinsinden tanimini tersine cevirmekle de bulunabilirdi: F}; = cosp E; +
sinp E5 ve F; = —sin ¢ E; + cos ¢ Ej5 esitliklerinden ilkini sin ¢, ikincisini cos ¢ ile ¢arpip toplarsak
E; terimleri yok olur ve
sing B + cos ¢ Fy = (sin? ¢ + cos? p) E5 = U
2
kalir. Lemmanin norm formiilii de tutarlidir: sin? ¢ + 0 + cos? p = 1 =|| Uy ||.

Saglama: p = (3,0,4) noktasinda sin ¢ = 4/5, cos ¢ = 3/5 ve Ornek 14.12’deki tabloya gére F, (p),
E;(p)’nin vektér kisimlar1 (3/5,0,4/5), (—4/5,0,3/5) tir:

4/3 4 3( 4 3 12—-12 1649
=0, +=|—-=,0.=2]| = = 1).
5(5’0’5) 5( 5’0’5) ( 25 )0, 25 ) 0,0,1)

Ornek 14.16 (Dé6nme Alaninin Silindirik Catiya Goére A¢ilimi). V = —yU, + zU, ve W = zU; +
yU, alanlarini silindirik ¢at1 alani cinsinden yazalim.

Cozim.
E, = (z/m)U; + (y/r)U, ve E5 = —(y/r)U; + (z/r)U, oldugunu biliyoruz. Katsayilar:
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2 2
VB =—yZitaeloovog =yl 2T o yg
T T T T T
WE =c>+yl=r, W-E=-a+ty>=0, W By =0.
r r r T

Dolayisiyla V = rEy ve W = rE;: dogal catiya gore iki degisken katsayisi olan bu alanlar, silindirik
catiya gore tek katsayilidir ve katsay: yalnizca z eksenine uzakliktir. Bu, alanlarin geometrisini bir
bakista s6yler: V her noktada dénme y6niinde, W disa dogru bakar ve ikisinin de uzunlugu r’dir.
Lemmanin i¢ ¢arpim formiiliiyle V-W =0-r+7r-04+0-0=0ve | V |=vV0+ 72+ 0 = r bulu-
nur; Ornek 14.1'ndeki V- W =0, | V' ||= y/z? + y? sonuglartyla aynidir. 7 = 5 ¢cemberi {izerindeki
ii¢c noktada denetleyelim:

nokta V’nin vektor kismi  E,’nin vektor kismi
(3,4,0) (—4,3,0) (—4/5,3/5,0)
(—4,3,0) (—3,—4,0) (—3/5,—4/5,0)
(0,—5,0) (5,0,0) (1,0,0)

Her satirda V’nin vektor kismi E,’ninkinin tam 5 = r katidir.

V=(-4,3) V=-yU +xU,
Ey = (-4/5.3/5) W V=rE,

V=(-3,-4)
E, = (~3/5, -4/5)

[=r=5 E,
I—»————»
0, -3) E, V=(5,0)

E,=(1,0)

Sekil 14.4: z = 0 diizlemine, yani xy diizlemine iistten bakiyoruz: r = 5 cemberi lizerindeki {i¢ noktada

V=-y U, + x U, donme alanimin oku (mavi) ile silindirik ¢atinin birim vektorleri E; (turuncu, yaricap

yontinde) ve E, (yesil, cembere teget) gercek uzunluklariyla ¢izilmistir. Mavi ok her noktada yesil okla

ayni dogrultudadir ve tam bes kat1 uzundur; yanindaki gri centikler, yesil okun ucuyla birlikte, onu

bes esit birime boler. Goriilen sey V = r E, esitligidir: alanin E, yoniinde hig bileseni yoktur ve boyu
yalnizca z eksenine uzakliga, yani r = 5’e esittir.
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Bu iki 6rnek, cat1 alanlarini neden istedigimizi gdstermeye basliyor. Kiirenin merkezinden disa bakan bir
alan dogal catida ti¢ degisken katsayi tasir, kiiresel catida ise tek bir katsayi; z ekseni etrafinda dénen bir
alan silindirik ¢atida r £, kadar kisadir. Egrileri ve ylizeyleri incelerken her seferinde probleme uyarlanmig
bir ¢at1 alani sececek, hesaplar1 kisaltmanin 6tesinde, geometriyi ¢iplak gozle gorebilecegiz.

Frenet formiillerinde asil giic, 77, N’, B’ tiirevlerinin ne oldugunu soylemelerinde degil, onlar
T, N, B’nin kendisi cinsinden yazmalarindaydi. Siradaki adim tam olarak bu: herhangibir E;, E,, E5 cat1
alaninin V E; kovaryant tiirevlerini, bu bélimiin lemmasiyla, E;(p), E5(p), E4(p) cinsinden a¢mak.
Acihmdaki V E; - E;(p) katsayilari, v’ye bagh sayilar olacak ve bir sonraki béliimiin konusu, baglanti
formlari, bu katsayilarin incelenmesinden dogacak.

Aligtirmalar

Alistirma 14.1 (iki Alandan Cat1 Alan1 Kurma). V ve W, her noktada lineer bagimsiz olan iki vektor
alan1 olsun; yani hicbir p’de V(p) ile W (p)’den biri 6tekinin bir kat1 degildir W =W — (W - E;) E;
olmak tizere
14 W
E, = 1 Ey = ——, E; = E, X E,
VI (hial

alanlariin bir ¢at1 alani olusturdugunu gésteriniz.

Cozim.

Birinci alan. V(p) ile W(p) lineer bagimsiz oldugundan V' (p) # 0’dir; sifir vektorii her vektoriin
0 katidir. Dolayisiyla || V' || hi¢ sifirlanmaz ve Lemma 14.1'ne gore her noktanin bir komsulugunda,
yani her yerde, tiirevlenebilirdir. E; = (1/ || V' ||) V, tiirevlenebilir bir fonksiyonla ¢arpilmig bir vektor
alanidir; kendisi de vektor alanidir ve

1 1%
E,-E, = g(V'V):” |

IV VI

=1

[V

Ikinci alan. W - E, tiirevlenebilir bir fonksiyon, W = W — (W - E,) E, bir vektér alamdir. Lemma
14.2 ile

W.-E,=W.-E, —(W-E\)E,-E)=W-E —W-E, =0.

W hicbir noktada sifirlanmaz: W (p) = 0 olsaydi W (p) = (W - E;)(p) E1(p), yani W(p), V(p) nin
(W - E)(p)/ || V(p) || kat olurdu; bu lineer bagimsizlikla celisir. Dolayisiyla || W || her yerde tiirev-
lenebilir ve pozitiftir, B, = W/ || W || bir vektor alamdir, Ey - E; =1ve Ey - Ey = (1/ | W |))(W -
E)) =0d

Ugiincii alan. E; = E; X Ey’nin koordinat fonksiyonlari, £, ile E,’nin koordinat fonksiyonlarinin
carpimlariin farklaridir (Tanim 9.9); dolayisiyla tiirevlenebilirdir ve E; bir vektor alanidir. Her p’de
E,(p) x E5(p), hem E| (p)’ye hem E,(p)’ye diktir ve uzunlugunun karesi

2 2

I &y (p) Il Ex(p) | — ( Er(p) - Ex(p))?=1-1-0=1

olur (Lemma 9.5). Yani B3 - B, = E5 - Ey =0ve By - B3 = 1.

Altikosulun altisida saglande: E; - E; = §,; ve Ey, Ey, E5 bir ¢at1 alanidir. Bu yontem, bir noktadaki iki
lineer bagimsiz vektorden bir cat1 tireten Gram-Schmidt isleminin noktasal ilkeyle alanlara uygulan-
masidir; islem her noktada ayni formiille yapildigindan sonug tiirevlenebilir kalir.

Somut bir durumda adimlar izleyelim: V' = 2U; + 2U, + U; ve W = U, sabit alanlar1 her noktada
lineer bagimsizdir. || V' ||= 3, dolayisiyla E; ’in vektér kismu £(2,2,1); W - By = 2/3 ve

~ 2 1 5 4 2
W=100-3 3221 = (5"5"§>’

V25+16+4 V5

W =
| )= =2 -
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Béylece E5’nin vektor kismi #5(5, —4, —2) olur. Vektérel carpim

(2,2,1) x (5,—4,—2) = (0,9, —18)

oldugundan

1 1

2
Denetim: Ey- B, = (04+2—2)/(3V5) =0, Ey-Ey=(0—4+4)/15=0 ve || By |=(0+1+
4)/5 = 1.

E; =

Wl

V=(2,21)

=3

W= (1,0, 0)

W= (5/9, -4/9, -2/9)
IVi| = V5/3

E, = (5, -4,-2)/(3Y5)

E,=E, x F,=(0,1,-2)/V5
BoBeh -Bok B =6
£\l = 1B, = [E| = 1

Sekil 14.5: Uygulama noktas: p orijinde alinmistir; gri oklar orada verilen V = 2U; + 2U, + Us ile W
= U, alanlarmin vektor kisimlaridir. Birinci adim E; = V/| V| (turuncu): ayni dogrultuda, | V] = 3 oldugu
icin iicte bir uzunlukta; turuncu ok ucu ile gri okun iizerindeki centik, V'yi ii¢ esit birime béler. Tkinci
adimda W’den E, yonindeki bilesen (W - E,)E; = (4/9, 4/9, 2/9) — turuncu okun tizerindeki soluk serit
— cikarilir; dik ayaktan Wnin ucuna giden kesikli yesil ok geriye kalan (5/9, —-4/9, —2/9) vektoridir
ve dik ag1 isaretinin soyledigi gibi E;'e diktir; birim uzunluga getirilince p’deki yesil ok E, olur. Uciincii
adim E; = E; x E, (mavi), 6teki iki dik a¢1 isaretinin gosterdigi gibi hem E;’e hem E,’ye diktir; ii¢ ok
birlikte, alt1 kosulu da saglayan bir catidur.

Alistirma 14.2 (Birinci Dogal Alanin Silindirik Catiya Gore Ac¢ilimi). U, alanim silindirik cat1
alan1 F,, E,, E4 cinsinden, katsayilar1 7, 9, z fonksiyonlariyla yazilmig olarak ifade ediniz.

Coziim.

Lemma 14.3’e gore katsayilar U - E;’dir. E; = cosVU; +sindU,, Ey = —sind U; 4+ cosI U, ve
E; = U, formillerinde U; katsayilarini okuruz:
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U, - E, =cos?, U, - E,=—sind, U, -E;=0.
Dolayistyla
U, =cosVY E; —sind E,.
Katsayilar yalnizca ¢#’ya baglidir; r ve z gériinmez. Denetim i¢in sag yani agalim:

cos ¥ (cos Y U; + sin U,) —sin® (—sind U; + cos 9 U,)
= (cos? ¥ + sin? ) U; + (cos I sin 9 — sin ¥ cos9) U, = U;.

2
Norm formiilii de tutar: cos? ¥ + sin? 9 = 1 =|| U; ||. Sayisal bir saglama: (3,4, 2) noktasinda cos 9 =
3/5,sin¥ = 4/5 ve

3(3 4 4( 4 3 9416 12 —-12
Z == —_ === = | — =(1 .
5(5’5’()) 5( 5’5’0) ( 25 ' 25 ’0> (1,0,0)

Aligstirma 14.3 (Birinci Dogal Alanin Kiiresel Catiya Gore Acilimi). U alanim kiiresel ¢at1 alam
E, E, F; cinsinden, katsayilar1 p, 9, ¢ fonksiyonlariyla yazilmis olarak ifade ediniz.

Cozim.
Katsayilar U, - F}, yani Flerin a¢ik formiillerindeki U; katsayilaridir (Ornek 14.12):

U, - F{ = coscos?, U, - F;, = —sinY, U, - F; = —sinpcosd.
Dolayistyla
U, = cospcost F; —sind F, —sinp cosd E;.
Katsayilar p’ya bagl degildir. Denetim olarak sag yanin U; , Uy, Us katsayilarii toplayalim. U, katsayisi
cos? ¢ cos? ¥ + sin? ¥ + sin? ¢ cos? ¥ = cos? ¥ (cos? ¢ + sin? ) +sin? I = 1;
U, katsayisi

cos? ¢ cos ¥ sin ¥ — sin ¥ cos ¥ + sin? ¢ cos ¥ sin ¥
= cos ¥ sind (cos? ¢ + sin? ¢ — 1) = 0;
U; katsayisi

cos p cos ¥ sin ¢ — sin ¢ cos ¥ cos p = 0.

Sonug U; ’dir. Norm formiilii de tutar: katsayilarin kareleri toplami, az 6nce hesapladigimiz U; katsa-
yisinin ta kendisidir ve 1’e esittir; || U; ||= 1, beklendigi gibi.

Sayisal saglama: (3,0,4) noktasmda ¥ = 0, cosp = 3/5, sing = 4/5; F} ve F;’tin vektor kisumlari
(3/5,0,4/5) ve (—4/5,0,3/5) tir:

3(3 4 4/ 4 3 9416 12—-12
= = Z = — | = = (1 .
5(5’0’5> 0 5( 5’0’5> ( 25 0, 25 ) (1,0,0

Alistirma 14.4 (Kirk Bes Derece Yukar: Bakan Alanin Silindirik A¢ilimi). z ekseni disinda taniml
V = cos ¥ U; + sin ¥ U, + Us alanini silindirik cat1 alani cinsinden, katsayilar1 r, 19, z ile ifade ediniz.

Coziim.
Katsayilar V' - E,’dir. Vektor kisimlartyla hesaplarsak
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V.E; =cosvcos? +sindsind +1-0=1,
V. Ey=—cos?¥sind +sindcos? + 0 =0,
V-E;=040+1-1=1.

Dolayisiyla V = E; + Ej: katsayilar sabittir, i¢ koordinat fonksiyonunun higbiri gériinmez. Ayni
sonu¢ dogrudan da goriiliir, ¢iinkil cos ¥ U; + sin? U, tam olarak E,’dir ve U; = E3’tiir.

Geometrik olarak V, her noktada z ekseninden disa bakan yatay birim vektorle yukar1 bakan birim
vektoriin toplamidir: yataydan 45° yukari bakar ve uzunlugu, lemmanin formiiliyle, /1 + 041 =
v/2’dir. Alanin z ekseninde tamimsiz olusu cos ¥ = z/r katsayisindan gelir.

]

Alistirma 14.5 (Kirk Bes Derece Yukar:i Bakan Alanin Kiiresel A¢ilimi). z ekseni disinda taniml
V = cos ¥ U; + sin ¥ U, + Us; alanini kiiresel cat1 alani cinsinden, katsayilari p, 9, ¢ ile ifade ediniz.

Coziim.

V = E; + E; oldugunu biliyoruz (Alistrma 14.4). F; =cosp E; +sinp E5 ve F; = —sinp B, +
cos ¢ E5 tanimlarini E|, E5 icin ¢dzelim: ilkini cos ¢, ikincisini — sin ¢ ile carpip toplarsak E5 terimleri
yok olur ve cosp F; —sinp F; = E; kalir; ilkini sin ¢, ikincisini cos ¢ ile carpip toplarsak E; =
sin ¢ F] + cos ¢ F; ¢ikar. Buradan

V=E, + E; = (cosp +sinp) F} + (cosp —sin p) F.
Ayni katsayilar i¢ carpimla da bulunur:
V., =E, -F,+ E;-F =cosy+singp, V - F; =cosp —sinp,

ve V- F, =0, ciinkii F;, = E5 hem E,’e hem Ej’e diktir.
Norm denetimi:

(cos ¢ + sin )2 + (cos ¢ — sin )2 = 2 (cos? p + sin? ) = 2,

onceki kutudaki || V ||= /2 ile uyumlu. Sayisal saglama: (3,0, 4) noktasida V = (1,0, 1), katsayilar
3/5+4/5="7/5ve3/5—4/5=—1/51ir

7(3 4 1 4 3 214+4  28—3
s(303)-5(508) - (FFr e 50 —aon

Alistirma 14.6 (Konum Alaninin Silindirik A¢ilimi). X = zU; + yU, + zU; alaniu silindirik cati
alani cinsinden, katsayilar1 r, 9, z ile ifade ediniz.

Cozim.
E, = (z/r)U; + (y/1)Uy, Ey = —(y/r)U; + (x/r)U,, E5 = Uy ile katsayilar: hesaplayalim:

2,2 2 _
Py’ Py g Wt

X -E =
T T T

=0, X-E;=z

Dolayisiyla
X =rE, + zE;.

Yani bir noktanin konum vektorii, o noktada z ekseninden disa bakan birim vektorin r kati ile
yukari bakan birim vektorin z katmin toplamudir; bu, silindirik koordinatlarin taniminin vektor
diliyle soylenmesidir. Norm formiilityle | X ||= V72 4 22 = p, beklendigi gibi. (3,4, 2) noktasinda
5(3/5,4/5,0) +2(0,0,1) = (3,4,2).

||

Acik Matematik - acik-matematik.com 399 CC BY-NC-SA 4.0


https://acik-matematik.com
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.tr

400 Boliim 14. Cat1 Alanlar:

Alistirma 14.7 (Konum Alanimin Kiiresel A¢ilimi). X = zU,; + yU, + 2U; alanini kiiresel cat1 alan:
cinsinden, katsayilar1 p, ¥, ¢ ile ifade ediniz.

Cozim.
x = pcospcost, y = pcossiny, z = psin ¢ yazarak katsayilar1 hesaplayalim:

X - F = pcos? pcos? 9 + pcos? psin? 9 + psin? ¢ = p (cos? p + sin? ¢) = p,
X - FE = —pcospcos?sind + pcospsiny cos?d = 0,
X - F, = —pcos psin ¢ (cos? 9 + sin? ) + psin ¢ cos ¢ = 0.
Dolayisiyla
X =pF.

Konum alani kiiresel catida tek terimlidir: her noktada baslangic noktasindan disa bakan birim vekt6riin
p kat1. Ayni sonuca Alistirma 14.6 tizerinden de varilir:

X =rE,+zE;=pcospE; + psing E5 = p(cosp E; +sinp E;) = pF.

Norm formiiliiyle | X ||= p. (2,2, 1) noktasinda 3 (2/3,2/3,1/3) = (2,2,1) (Ornek 14.14).
|

Alistirma 14.8 (Birinci Alan1 Verilen Cati1 Alanin1 Tamamlama). 1lk alam

E, =coszU; +sinzcoszU, + sinz sin z Uy
olan bir E, E,, E4 cat1 alan1 bulunuz.

Cozim.
Once F’in gergekten birim uzunlukta oldugunu gérelim:

E, - E; = cos? z + sin? z (cos? z + sin? ) = cos? ¢ + sin? z = 1.

Katsayilar her yerde tiirevlenebilir oldugundan E, biitiin R? iizerinde bir birim vektor alanidur.
Formiuliin yapisi kiiresel catidaki F; = cos ¢ E; + sin ¢ Ej ile aymdir: A = cos z U, + sin z U dersek
E, = cosz U; + sinx A olur, A birim uzunluktadir ve U; ’e diktir. Kiiresel ¢atida yaptigimiz gibi, U] ile
A’nin gerdigi dizlemde E;’den 90° ileride olan vektérii ve bu diizleme dik olan vekt6rii alalim. A’ya
dik, U; e dik birim alan — sin z U, + cos z Us’tiir. Boylece

Ey, = —sinzU; 4 cosz cos z U, + coszsin z Us, E; = —sinzU, 4 cos z Uy
adaylarin elde ederiz. Alt1 kosulu denetleyelim:
E, - E, = sin® z + cos® z (cos® z + sin? 2) = 1,
E; Ey=sin? 2+ cos?z =1,
E,-E, = —coszsinz + sinz cos z (cos® z + sin? z) = 0,
E,-E; =sinz (—coszsinz +sinzcos z) =0,

E, - E; = cosz (—coszsinz + sin zcos z) = 0.

Dolayisiyla E;, E,, E, biitiin R3 {izerinde bir ¢at1 alanidur. Vektérel garpimla da denetleyebiliriz (Tanim
9.9): By x Ey’nin Uy, U,, Us bilesenleri sirasiyla

sinx cosz - cosxsinz —sinzsinz - coszcosz = 0,
sinzsinz - (—sinx) — cosz - cos z sin z = —sin z (sin? x + cos? r) = —sin 2,

COST - COST COS z — sinx cos z - (—sinz) = cos z (cos? z + sin? x) = cos 2

oldugundan F, x E, = E;’tir; cati sag el kuralina uyar.
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Yanit tek degildir. E; verilince E, ile E5, E;’e dik diizlemde herhangi bir tiirevlenebilir 9 ac1 fonksi-
yonuyla déndirilebilir: cos ¢ E, 4 siny E5 ve —siny E, + cos ¢ E; alanlari da E; ile bir ¢ati alani
olusturur. Buldugumuz ¢6ziim ¢ = 0 se¢imidir.

Sayisal saglama: (7/3,0,7/6) noktasinda cosx = 1/2, sinz = v/3/2, cosz = V/3/2, sinz = 1/2;
vektor kisimlar

E(lw_?) 5, ( f,ﬁz) ( 1 £)
2°4° 4 4 4 2’ 2

Uzunluklarin kareleri #£53 = 1, 128341 — 1 143 — |; p . B, =
n

ol

IS

Alistirma 14.9 (Kiiresel Cat1 Sag El Kuralina Uyar). Kiresel cat1 alani i¢in F; x F, = F; oldugunu
gosteriniz.

Coziim.
E, ve F)’nin vektér kisimlari (cos ¢ cos 9, cos ¢ sin 4, sin ) ve (—sin ¥, cos 1, 0)’dir. Bi¢imsel deter-
minanti (Tanim 9.9) agalim:

Uy Uy Us
F, x F, = |cospcos? cospsind sinp|.
—sin ) cos ¥ 0

U,, U,, U; katsayilar sirasiyla

cos psind - 0 — sin ¢ cos ¥ = — sin @ cos ¥,
sin (—sind) — cospcos ¥ - 0 = —sinpsin ¥,

cos ¢ cos ¥ cos ¥ — cos @ sin ¥ (—sin ) = cos ¢ (cos® 9 + sin? ¥) = cos ¢

olur. Bu iiclii tam olarak F3’iin vektor kismudir; dolayisiyla her noktada F; x F, = F;. Kiiresel cati, tipki
Frenet catis1 (B =T x N) gibi, sag el kuralina uyar; bundan F;, x F; = F] ve F; x F] = F, de cikar.
Gergekten F, x F3, hem F,’ye hem F;’e dik bir birim vekt6rdiir; Lemma 14.3’e gore agiliminda F, ve
F; katsayilar sifirdir, yani F, x Fy = +F,. [saret icin ticlii skaler ¢carpimin bir determinant oldugunu
ve satirlarin dongiisel yer degistirmesinin determinanti degistirmedigini kullaniriz:

(BxF) R=FR FBxFE=FK Fxh=FK F=1

E;, x F; = F; esitligi ayn1 yolla géraliir.
Sayisal saglama: (3, 0,4) noktasinda F; = (3/5,0,4/5), F, = (0,1,0) ve

4 4 3 3 4 3
ExE=(00-21.-.0-2.021—-0-0)=(=-2.0.2) =FE.
1 X F, (0 0 L 0 3 0,5 0 0) ( 5,0,5> 3

Aligstirma 14.10 (Konum Alani ile Diigsey Alandan Kiiresel Cati). z ekseni disinda X = zU; +
yU, + 2U; ve Uy alanlarina Alistirma 14.1'teki yontem (V' = X ve W = Uj ile) uygulanirsa hangi cati
alani ¢ikar? Sonucu kiiresel cat1 alan1 F, F;, F3 cinsinden yaziniz.

Coziim.

Once yontemin uygulanabilirligi: X (p) ile U;(p), ancak p’nin konumu (0, 0, 1)’in bir katiysa, yani p
z ekseni izerindeyse lineer bagimlidir. 2 ekseni disinda iki alan her noktada lineer bagimsizdir.
Birinci alan. || X ||= /2% + y? + 22 = p, dolayisiyla E; = X /p. Alistirma 14.7’e gore X = pF], yani
E, =F,

Ikinci alan. Uy - E; = z/p = sin ¢ ve

W= U; —sinp F.
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Ornek 14.15'de U = sing F; + cos ¢ Fy bulmustuk; dolayisiyla W = cos F;. z ekseni disinda
cos =1r/p > 0oldugundan | W |= cosp ve E, = W/cosp = F;.

Ugiincii alan. E5 = E| x Ey = F; X Fj. Kiresel cat1 sag el kuralina uyar, F; X E, = F; (Alistirma
14.9); sag el kuralina uyan bir catida F; x F; = F;’dir, dolayisiyla F} x F; = —F;. Yani B3 = —F, =
sind U; — cos ¥ Us.

Sonu¢: Gram-Schmidt islemi, konum alani ile diisey alandan kiiresel cat1 alanini, Gyeleri Fj, F3, —F,
swrasina dizilmis olarak, tiretir. Bu dogaldir: “disa” yonii konum alaniyla, “kuzey” yoni diisey alanin
disa yone dik bilegeniyle belirlenir; geriye kalan “dogu” yoni de sag el kuraliyla, isaretiyle birlikte,
sabitlenir.

Sayisal saglama: (3,0, 4) noktasinda F, = (3/5,0,4/5), U; - E; = 4/5,

~ 4 /3 4 12 9 ~ 15 3
W=001—-=2(202)= (=202 Fe s _3_
(0,0,1) 5(5,,5) (2058) 1T l=5 =3 =cose,

E, =(—4/5,0,3/5) = F5(p) ve

3 4 4 3
E3 = (3707 3) X <_370a 3) = (Oa_170) = _‘FQ(p)

Alistirma 14.11 (Bir Cembere Uzaklik ve Cember Etrafindaki A¢1). a > 0 sabit olsun ve C, zy
diizleminde merkezi baglangic noktasi, yaricap: a olan ¢cember olsun. z ekseni ve C' disindaki noktalarda,
r ve ¥ silindirik koordinat fonksiyonlar1 olmak tizere

r—a z
s=1+/(r—a)?+ 22, cos) = ——, siny = =
s s

olsun. s ve 9’nin geometrik anlamini bulunuz.

Cozim.
p = (z,y, 2), z ekseni disinda bir nokta ve (r,, z) onun silindirik koordinatlar olsun. C' tizerindeki
noktalar q, = (acost,asint,0) bicimindedir; z = r cos ¥, y = rsin ¥ yazilinca

2
| p—q; ||= (rcos? — acost)? + (rsind — asint)? + 22
=72+ a% — 2ar (cos ¥ cost + sindsint) + 22

=72+ a% —2arcos(t —9) + 22
olur. ar > 0 oldugundan bu ifade cos(t — ) = 1, yani t = ¢ iken en kiigiiktiir ve en kii¢iik degeri
r?+a?—2ar+22=(r—a)®>+22=352

olur. Yani s, p’nin C' ¢cemberine uzakligidir; C’nin p’ye en yakin noktasi, p ile ayni digey yarim
diizlemde duran q = (a cos ¥, a sin ¢, 0) noktasidir. s ancak p C tizerindeyken sifirlanir; C’nin digarida
birakilmasinin nedeni budur.

9 i¢in ayni disey yarim dizlemde ¢alisgalim. Bu dizlemde yatay konum r ile, diisey konum z ile
olculiir; q noktasi (1, z) = (a,0)’da, p ise (r, z)’dedir. g’dan p’ye giden vektoriin bu dizlemdeki
bilesenleri (r — a, z), uzunlugu s’dir. Dolayisiyla cos ¢ = (r — a)/s ve sinty = z/s esitlikleri ¢)’nin su
ag1 oldugunu sdyler: q noktasinda, z ekseninden diga bakan yatay birim vektér F; (q) ile g’dan p’ye
giden dogru parcasi arasindaki, yukar1 dogru pozitif sayilan ac1. Bu, kiiresel koordinatlardaki yiikseklik
ac1s1 ’nin, tepe noktasi baslangi¢ noktasindan C’nin en yakin noktasina taginmis halidir; gergekten
a = 0 alinirsa s = p ve ¥ = @ olur.

Sayisal érnek: a =1 ve p=(3,4,3) icin r =5, cos? = 3/5, sin® = 4/5; en yakin nokta q =
(3/5,4/5,0) ve

2 712)\2 16\2 144 + 256
lp—ql= (3) +(3) +3 =T 9= 164925
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yani s = 5; formiil de s = /(5 — 1)2 + 32 = 5 verir. cos ) = 4/5, sin+) = 3/5, yani ¢ ~ 36, 87°.
|

Alistirma 14.12 (Bir Cember Etrafindaki Toroidal Cati1 Alan1). a > 0 sabit, C' yine zy diizleminde
merkezi baglangic noktasi ve yaricapi a olan ¢ember olsun; s ile ¢ Alistirma 14.11°daki gibi tanimlansin:
s=+/(r—a)®>+ 22 cosy) = (r—a)/s, sinth = z/s. z ekseni ve C' digindaki noktalarda, F,, F,, E

silindirik cat1 alan1 olmak tizere
T, =cosy E; +siny E;, T, = E,, T; = —siny E| + cosy B,
olsun. T, T,,, T3 tin bir cat1 alan1 oldugunu gosteriniz.

Coziim.

Tiirevlenebilirlik. , z ekseni disinda tiirevlenebilir oldugundan (7 — a)? + 22 orada tiirevlenebilir bir
fonksiyondur; Alistirma 14.11ya gore bu fonksiyon s2’dir ve C disinda pozitiftir, dolayisiyla karekékii
s de tiirevlenebilirdir. Béylece cost = (r — a)/s, siny = z/s ve T, lerin biitiin katsayilar: belirtilen
kimede tiirevlenebilirdir; T}, T, Ty vektor alanlaridir.

Ortonormallik. Once

(r—a)?+22

2 =1

cos? 1) +sin?y =
s

olduguna dikkat edelim. Silindirik ¢atinin ortonormalligiyle, kiiresel ¢atidaki hesabin aynist:

T, - T, = cos? v (E; - Ey) +2cosysiny (B, - E3) +sin?v (Ey - E5) =1,
Ty - Ty = sin? ¢ + cos? = 1,
T, - Ty = —costsiney + siny cosy = 0,

ve T, = E, birim olup E ile Ey’e dik oldugundan T;, - Ty = T;, - T3 = 0. Dolaywsiyla T; - T; = §,.
Yorum. T}, C' ¢emberinden p’ye dogru, yani C’den uzaklagma yo6niinde bakan birim vektordir; 75,
cember boyunca dénme yo6niinde bakar; T;, p’den gecen ve C’yi cevreleyen kiiciik diisey cember
tizerinde, ¢’nin artt1g1 yone bakar. Bu cat1, C etrafindaki torus yiizeylerine (s sabit) uyarlanmstir: T}
torusa dik, T, ve T5 ona tegettir. ¢ = 0 alinirsa s = p, 1 = ¢ olur ve kiiresel ¢at1 alan1 geri gelir.
Sayisal ornek. a =1 ve p = (3,4,3) olsun. r =5, r —a =4, z = 3, dolayisiyla s =5, cosyp = 4/5,
sin i = 3/5; silindirik catinin vektér kisimlan (3/5,4/5,0), (—4/5,3/5,0), (0,0, 1)’dir. Béylece

4(3 4 3 12 16 3 9 12 4
T, :=(2,2,0) +2(0,0,1) = (=, —,= Ty: | ——,—=, -
! 5(5’5’ >+5(’ 1) (25’25’5)’ 3 ( 25’ 25’5)

2
ve T, = (—4/5,3/5,0). Denetim: || T} ||= 14442504228 — 1 T . T, = =108-1924300 _
|

Alistirma 14.13 (Silindirik Catinin Kovaryant Turevleri). E,, E,, E; silindirik cat1 alani, p z ekseni
disinda bir nokta ve v, p’de bir teget vektor olsun. Kovaryant tiirevlerin

_ V- Ey)(p) _V-Ey(p)

VB =) )

v E2(p)ﬂ VVE2 = El (p)7 va3 =0

oldugunu gosteriniz.

Coziim.

Lemma 13.1'ne gére bir vektor alaninin kovaryant tiirevi, Oklid koordinat fonksiyonlarinin v’ye gore
tiirevleri alarak bulunur: W = 3° w,U; ise V,W = 3. v[w;] U;(p). Ey 'in koordinat fonksiyonlar:
x/r,y/r, 0di; r = /22 + y? i¢in Or/Ox = x/r ve Or /Oy = y/r oldugundan kismi tiirevler

Acik Matematik - acik-matematik.com 403 CC BY-NC-SA 4.0


https://acik-matematik.com
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.tr

404 Boliim 14. Cat1 Alanlar:

ﬁ(f)zl_ﬁ:yj ﬁ(f):_ﬁ
Ox \r r o 3 oy\r r3’
ﬂ(%)__ﬁ 2@) a?
dx\r) ¥’ oy \r r3

olur; z’ye gore tiirevler sifirdir. v = (vy, vy, v3),, i¢in Lemma 3.1 ile

[w] _nyt vy y(—vuy+ )

'V—
T r3 r3

)

>z (-vy + )

r3 r3

[VyL] _ —V12Y + Vo
r

bulunur (biitiin fonksiyonlar p’de degerlendirilmistir). Dolayisiyla

—V1Y + Vo

—U1Y + Uy
3 (—yUi(p) +2Us(p) ) = —

V,E, = 5 E,(p),

r

clinkit —yU, + zU, = rE,’dir. Ote yandan E,(p)’nin vektér kismi (—y/r,z/r,0) oldugundan v -
E,(p) = (—vyy + vyx)/r’dir ve

v Ey(p)

V,E; = Ez(P)~

E, i¢in koordinat fonksiyonlar1 —y/r, z/r, 0°dir. Yukaridaki kismi tiirevlerle

{ y} _nay—va?  z(—vy +v,) m _ Y (=vy + 1)
| = =— , V| =—-—
T r3 r3 T r3
dolayisiyla
—01Y + Vo v-FE,(p
VB, = —— 35— (2 Ui(p) +yUa(p) ) = —% E (p),

cinkii zU; + yU, = rE,’dir. E5 = Uy tin koordinat fonksiyonlar1 sabit oldugundan tiirevleri sifirdir
ve V,E; = 0.

Sonug, Frenet formiillerine benzer bir tablo verir: E;’in tirevi yalmzca E, yoniindedir, E5'nin
tiirevi yalnizca E; yoniindedir ve katsayilar birbirinin ters isaretlisidir; E5 hic degismez. Katsay1 (v -
E,(p))/r, v’nin déonme yéniindeki bileseninin r’ye bolimiidiir: v yoniinde kii¢iik bir adim atinca
catinin z ekseni etrafinda ne kadar déndiigiinii 6lcer. Yalnizca r yoniinde ya da yalnizca z yoniinde
ilerlerken (v - E5(p) = 0) ¢at1 hi¢ dénmez.

n

Alistirma 14.14 (Silindirik Catinin Kovaryant Tiirevlerinin Sayisal Denetimi). FE,, E,, F; silin-
dirik catralany, p = (3,4,2) vev = (1,2,5), olsun. V_ E; ve V E, kovaryant tiirevlerini hem Alistirma
14.13'daki

v Ey(p)
r(p)

formiilleriyle hem de Oklid koordinat fonksiyonlarinin yénlii tiirevleriyle dogrudan hesaplayip iki
sonucun ayni oldugunu goriiniz.

A E,y(p)

V,E, =
! r(p)

E,(p), V,E, =

v

E,(p)

Cozim.

E,’in Oklid koordinat fonksiyonlar1 z/r, y/r, 0; Ey ninkiler —y/r, z/r, 0’dir ve Lemma 13.1'ne gére
kovaryant tiirev, bu fonksiyonlarin v’ye gore yonli tirevleri alinarak bulunur; bu tiirevlerin acik
bi¢imini Aligstirma 14.13’da hesaplamugtik. p’de r = 5, E,(p)’nin vektdr kismu (—4/5,3/5,0) ve v -
E,(p) = (—4+ 6)/5 = 2/5. Formiile gore
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14.6 Alistirmalar 405

2/5 2/ 43 8 6
V,E, =—F = —[—.=-.0 = —-—— —0] .
By == Ea(p) 25( 55’ ) ( 125° 125’ )p

p
Dogrudan hesap:
[&:| - 9% — vyTy _16—-24 8
rl rd - 125 125
{y} —vmy +vyz? —12+18 6
V| = = [ Je——
T 73 125 125’

iki sonug¢ aynidir. Benzer bicimde formiil

2 (3 4 6 8
E,=——(2,2 = (= =
Vvl 25(5’5’0)p ( 125’ 125’0>p

verir; dogrudan hesapla v[—y/r] = (12 — 18)/125, yani —6/125, ve v[z/r] = —8/125 bulunur.
|

Bu boliimde uzayin her noktasina bir ¢ati yerlestiren ¢ati alanlarini tanmimladik, silindirik ve kiiresel koor-
dinatlardan dogan iki temel 6rnegi kurduk ve her vektor alaninin béyle bir gatiya gore i¢ carpimla bulunan
koordinat fonksiyonlariyla acildigini gordiik; siradaki konu, bir ¢ati alaninin kovaryant tiirevlerini ¢catinin
kendisi cinsinden yazan katsayilarin, yani baglanti formlarinin incelenmesidir.
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