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Giris

Diferansiyel denklemler, bir buytkligin degisim hiziyla kendisi arasindaki iligkiyi kurarak dogadaki
dinamik stirecleri modellemenin temel aracidir. Bu notlar birinci mertebe denklemlerin klasik ¢oziim
tekniklerinden baslayip lineer sistemlere ve Laplace doniisiimiine uzanir.

1 Not

Dersin ilk kismi1 — temel kavramlar, ¢6ziim aileleri, varlik ve teklik, birinci mertebe denklemlerin
klasik ¢6ziim yontemleri — hazirdir ve asagidaki baglantilardan ulagilabilir. Kalan bagliklarin notlari
hazirlanmaktadir; tamamlandikg¢a bu sayfadan baglantilanacaktr.

Acik Matematik - acik-matematik.com 5 CC BY-NC-SA 4.0


https://acik-matematik.com
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.tr

Acik Matematik - acik-matematik.com 6 CC BY-NC-SA 4.0


https://acik-matematik.com
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.tr

1.1

1. Diferansiyel Denklemler: Kavram ve
Siniflandirma

Analiz derslerinde bir fonksiyon verildiginde tiirevini hesaplamay1 6grendik. Doga bilimlerinde, mithen-
dislikte ve ekonomide kargilagilan durum ¢ogu zaman bunun tersidir: elimizde fonksiyonun kendisi degil,
degisim hizi hakkinda bir bilgi vardir. Bir niifusun artis hizinin o anki niifusla orantili oldugunu, bir
cismin ivmesinin tizerine etkiyen kuvvetle belirlendigini, bir ¢qubuk boyunca sicakligin zamana gére degi-
siminin konuma gore egriligiyle iligkili oldugunu biliriz. Bu bilgilerin her biri, bilinmeyen bir fonksiyonu
tiirevleriyle birlikte iceren bir denklem olarak yazilir. Iste bu tiir denklemlere diferansiyel denklem
denir.

Bir diferansiyel denklemde bilinmeyen bir say1 degil, bir fonksiyondur. z? — 5z + 6 = 0 denkleminde
x’in hangi sayilar olabilecegini sorariz; ¥y’ = 2y denkleminde ise “tiirevi kendisinin iki kat1 olan fonksi-
yonlar hangileridir?” diye sorariz. Bu fark, dersin biitiin yapisini belirler: ¢6ziim bir say1 degil bir
fonksiyon, hatta cogu zaman sonsuz tane fonksiyondan olugan bir ailedir.

Bu ilk béliimde hicbir denklem ¢dzmeyecegiz. Once ortak dili kuracagiz. Bir diferansiyel denkleme
baktigimizda onu ti¢ 6l¢iite gore siniflandirmayi 6grenecegiz: tiirevler tek bir bagimsiz degiskene gore
mi alinmig (adi-kismi ayrimi), denklemde goriinen en yiiksek tirev kaginc: basamaktan (mertebe) ve
bilinmeyen fonksiyon denklemde nasil goriiniiyor (lineerlik). Bu smiflandirma siis degildir: sonraki
bolimlerde gorecegimiz ¢oziim yoéntemlerinin her biri belirli bir sinif i¢in tasarlanmistir, dolayisiyla bir
denklemle kargilasildiginda atilacak ilk adim onu dogru sinifa yerlestirmektir.

Diferansiyel Denklem Kavrami

Tanimi yapmadan once bir denklemde iki tiir degiskenin bulundugunu belirtelim. Bagimsiz degisken
(independent variable), bilinmeyen fonksiyonun girdisidir; bagimli degisken (dependent variable) ise bu
fonksiyonun kendisidir, yani bilinmeyendir. y = y(x) yazdifimizda x bagimsiz, y bagimlidir: ’nin aldig:
deger x’e baghdir.

Tanim 1.1 (Diferansiyel Denklem). Bir ya da birden ¢cok bagimli degiskenin, bir ya da birden ¢ok
bagimsiz degiskene gore tiirevlerini iceren denkleme diferansiyel denklem (differential equation)
denir.

Yani bir bagintinin diferansiyel denklem olmast i¢in i¢inde en az bir tiirev bulunmas: yeterlidir; bilinme-
yen, o tiirevleri alinan fonksiyondur.

Ornek 1.1 (Bir Biiyiitme Modeli). Bir bakteri kiiltiiriinde niifusun artig hizinin, o andaki niifusun iki
kat1 oldugu gézlenmistir. Bu gozlemi bir denklem olarak yaziniz; yazdigimz bagintinin neden bir diferan-
siyel denklem oldugunu ve bilinmeyeninin ne oldugunu agiklayniz.

Cozim.
Niifusu, zamanin bir fonksiyonu olarak y = y(t) ile gosterelim. “Artig hiz1” ifadesi, niifusun zamana
gore tiirevi olan % demektir. Gézlem, bu hizin o andaki niifusun iki katina esit oldugunu séyliiyor:

dy
pri 2y.
Bu bagintida bilinmeyen ¢ ya da y sayilar degil, t'ye y(¢) degerini karsilik getiren fonksiyonun
kendisidir. Bagint1 bu bilinmeyen fonksiyonun tiirevini icerdiginden bir diferansiyel denklemdir.
Burada ¢ bagimsiz, y bagimli degiskendir.

Denklemi ¢6zmeyi heniiz bilmiyoruz; ama y(t) = e?* fonksiyonunun denklemi sagladigini dogrudan
gorebiliriz: tiirevi 2e2¢°dir, bu da 2y(t)’ye esittir. Ay sekilde her C sabiti icin y(t) = Ce? de denklemi
saglar. Demek ki bir diferansiyel denklemin ¢6ztimii tek bir fonksiyon degil, bir fonksiyon ailesi olabilir.
]
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8 Boliim 1. Diferansiyel Denklemler: Kavram ve Siniflandirma

Adi ve Kismi Diferansiyel Denklemler

flk siniflandirma 8lgiitii, tiirevlerin kag¢ tane bagimsiz degiskene gore alindigidir. Bilinmeyen fonksiyon
tek degiskenliyse (y = y(z) gibi) denklemde yalnizca adi tiirevler, ¢cok degiskenliyse (u = u(x,t) gibi)
kismi tiirevler goriindr.

Tanim 1.2 (Adi Diferansiyel Denklem). Bir ya da birden ¢ok bagiml degiskenin tek bir bagimsiz
degiskene gore tiirevlerini iceren diferansiyel denkleme adi diferansiyel denklem (ordinary differential
equation) denir.

Yani bir denklemde yalmizca tek bir harfe gore tiirev alinmigsa denklem adidir.

Ornek 1.2 (Adi Denklem Ornegi). Asagidaki denklemin adi olup olmadigin belirleyiniz; bagimli ve
bagimsiz degiskenlerini yaziniz:

2 3
ol y(dx) 0, y=y().

Cozim.

Denklemde gecen tiirevler % ve g—z’tir; her ikisi de yalnizca x’e gore alinmistir. Bagimsiz degisken
say1st bir oldugundan denklem adidir.

Bilinmeyen fonksiyon y, girdisi ise z’tir; dolayisiyla z bagimsiz, y bagimh degiskendir. Denklemde
ayrica bir z? carpani ve (g—z)s ifadesi bulunmasi bu siniflandirmay: degistirmez: adi-kismi ayrimi
yalnizca tiirevlerin hangi degiskene gore alindigina bakar.

Ornek 1.3 (Degisken Adlarina Aldanmamak). Asagidaki denklemin adi olup olmadigini belirleyiniz;
bagiml ve bagimsiz degiskenlerini yazimz:

d* d
d_£+7d_f+8x2:cosht, T = z(t).

Coziim.

Tiirevlerin hepsi t’ye gore alinmustir, yani bagimsiz degisken tektir; denklem adidir.

Buradaki asil incelik harflerdedir:  burada bir bagimsiz degisken degil, bilinmeyen fonksiyonun adidur.
z = x(t) yazimi bunu agikca sdyler. Dolayisiyla ¢ bagimsiz, « bagiml degiskendir. Bagimli ve bagimsiz
degiskeni belirlerken harfin kendisine degil, “hangisi hangisinin fonksiyonu?” sorusunun cevabina
bakilir.

Denklemin sagimdaki cosht terimi yalnizca bagimsiz degiskene baglidir; bu da siiflandirmay: etki-
lemez.

|

Tanim 1.3 (Kismi Diferansiyel Denklem). Bir ya da birden ¢ok bagimli degiskenin birden ¢ok
bagimsiz degiskene gore tiirevlerini iceren diferansiyel denkleme kismi diferansiyel denklem (partial
differential equation) denir.

Yani denklemde iki ya da daha fazla harfe gore tiirev alinmigsa (ve bu yiizden 0 simgesi gériiniiyorsa)
denklem kismidir.

Ornek 1.4 (Kismi Denklem Ornegi). Asagidaki denklemin tiiriinii belirleyiniz; bagimli ve bagimsiz
degiskenlerini yaziniz:

0z 0z
a—G—QE—O, z = z(s,1).

Coziim.
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1.2 Adi ve Kismi Diferansiyel Denklemler 9

Bilinmeyen fonksiyon z, iki degigkenli bir fonksiyondur: z = z2(s, t). Denklemde z’nin hem s’ye hem
t’ye gore tirevi goruniiyor. Bagimsiz degigsken sayisi ikidir, dolayisiyla denklem kismi diferansiyel
denklemdir.

Burada s ve t bagimsiz, z bagimli degiskendir. Kismi tiirev simgesi 0’nin kullanilmasinin nedeni de
budur: % yazildiginda ¢ sabit tutulup yalnizca s’ye gore tirev alindig: anlagilir.

]

Ornek 1.5 (Dalga Denklemi). Asagidaki denklemin tiiriinii belirleyiniz; bagimli ve bagimsiz degisken-
lerini yaziniz (c sabittir):

2 2
Ou 26u:0 u = u(z,t).

gu_ 274 ’
ot? 0z2

Coziim.

Bilinmeyen u fonksiyonu iki degiskene baglidir ve denklemde hem t’ye hem x’e gore ikinci tirevler
bulunmaktadir. Bagimsiz degiskenler x ve ¢, bagimli degisken w’dur; bagimsiz degisken sayist birden
cok oldugundan denklem kismi diferansiyel denklemdir.

¢ harfi bir degisken degil, sabittir (gerilmis bir telde dalganin yayilma hizi1); bu yiizden simiflandirmada
rol oynamaz. Bu denklem dalga denklemi adiyla bilinir.

|

1 Bu notlarda agirlik adi denklemlerde

Adi ve kismi denklemlerin ¢6ziim teknikleri birbirinden oldukga farklidir. Bu notlarda esas olarak
adi diferansiyel denklemler incelenecektir; kismi denklemler burada yalnizca siniflandirmay1 tamam-
lamak i¢in tanitilmigtir.

Mertebe

Bir denklemi adi ya da kismi diye ayirdiktan sonra, hem adi hem kismi denklemler i¢in kullanilabilecek
ikinci bir 6l¢itimuiz var: denklemde goriinen en yitksek basamaktan tiirev.

Tanim 1.4 (Mertebe). Bir diferansiyel denklemde bulunan en yiiksek basamaktan tiirevin basamagina,
denklemin mertebesi (order) denir.

Yani denklemde goriinen biitiin tiirevlerin b?samaklarlna bakilir ve en biytigi secilir. Kismi tiirevlerde
basamak, toplam kac kez tiirev alindigidir: 2% ifadesinde iki kez 2, bir kez t’ye gore tiirev alindigindan

dz20t
basamak 2 + 1 = 3’tiir.
Us ile mertebe karistirilmaz

8
Bir tiirevin iissii ile basamagy farkh seylerdir. (%) ifadesinde birinci tiirev sekizinci kuvvete

yukseltilmigtir; bu terimin mertebeye katkisi 8 degil 1’dir. Buna kargilik ZSTZ ifadesinde gercekten
sekiz kez tiirev alinmigtir ve basamagi 8'dir. Us, birazdan gorecegimiz lineerlik 8lciitiinde énem
kazanacaktir.

Ornek 1.6 (Adi Denklemin Mertebesi). Asagidaki denklemin mertebesini belirleyiniz:

dly | (dy\® %y
W—FSIDIL‘(&) +—:0

Cozim.
Denklemde ii¢ tiirev goriiniiyor. Bunlar1 basamaklariyla birlikte listeleyelim:
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terim tirev  basamak
e . dy
birinci o 7
ikinei % 1
X
iigiincii 4¢3
¢ Y

En buyiik basamak 7’dir, yani en yiiksek basamaktan tiirev %’dir. Oyleyse denklem yedinci merte-

d
beden bir adi diferansiyel denklemdir.
Ikinci terimdeki 8 {issiiniin mertebeyle ilgisi olmadigina dikkat edelim: orada tiirev bir kez alinmus,
sonra sonug¢ sekizinci kuvvete yiikseltilmistir.
|

Ornek 1.7 (Kismi Denklemin Mertebesi). Asagidaki denklemin tiiriinii ve mertebesini belirleyiniz:

0%u O3u 2 _ ¢
oz " azzat T T

Coziim.

Tiirevler iki farkl: degiskene (z ve t) gore alindigindan denklem kismidir.

Mertebe icin tiirevlerin basamaklarini sayalim. Birinci terimde t’ye gore iki kez tiirev alinmistir,
basamak 2’dir. Tkinci terimde z’e gére iki, t'ye gore bir kez tiirev alinmistir; toplam tiirev alma sayisi
2 + 1 = 3 oldugundan basamak 3’tiir. Ugiincii terim u? hic tiirev icermez.

En biiytik basamak 3 oldugundan denklem ii¢iincii mertebeden bir kismi diferansiyel denklemdir.

|

Lineerlik

Siniflandirmanin ti¢iincii ve en 6nemli ol¢iiti lineerliktir. Mertebe, denklemde kag kez tiirev alindigini
soyler; lineerlik ise bilinmeyen fonksiyonun denklemde nasil goriindiigiinii s6yler. Lineer denklemler
icin eksiksiz bir teori vardir: sag tarafi sifir olan lineer denklemlerde ¢6ziimler toplanabilir ve sabitle
carpilabilir, genel ¢6ziim de bu yapi tizerinden bir formiille yazilabilir. Lineer olmayan denklemlerde béyle
bir genel teori yoktur ve her denklem kendi yontemini ister.

Tanim 1.5 (Lineer Adi Diferansiyel Denklem). Bagimli degiskeni y, bagimsiz degiskeni x olan bir
denklem

d™y

ao(m)% + al(fv)m +

dzx

bi¢imindeyse ya da bu bi¢imde yazilabiliyorsa, denkleme n-inci mertebeden lineer adi diferansiyel
denklem (linear ordinary differential equation of order n) denir. Burada a, a4, ..., a,, katsayilari ile b
yalnizca bagimsiz degiskene bagl fonksiyonlardir; a’1n, iizerinde ¢alisilan aralikta sifirdan farkl oldugu
varsayilir.

Basgka bir deyisle, bir lineer adi diferansiyel denklemde

1. bagiml degisken y ve tiirevleri yalnizca birinci dereceden goriiniir;

2. y’nin ve/veya tiirevlerinin ¢arpimlari bulunmaz;

3. y’nin ve/veya tiirevlerinin agkin fonksiyonlari (istel fonksiyon, logaritma, trigonometrik fonksiyon,
...) bulunmaz.

Yani lineer bir denklemde bilinmeyen fonksiyon ve tiirevleri yalnizca “katsay1 ¢arpi terim” bigiminde,
birinci kuvvetten ve birbirleriyle ¢arpilmadan goriiniir.
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1.4 Lineerlik 11

© Katsayilara ve sag tarafa sir yok

Lineerlik kogullar1 yalnizca bagimli degiskenle ilgilidir. a,(z) katsayilar1 ve sag taraftaki b(x) isten-
digi kadar karmasik olabilir: 3, €%, sinz, cos? x gibi terimler denklemin lineerligini bozmaz. Bozan
sey y2, yy’, siny, ¥ gibi, bilinmeyeni birinci dereceden baska bicimde iceren terimlerdir.

Tanim 1.6 (Lineer Olmayan Denklem). Yukaridaki genel bi¢gimde yazilamayan, yani ti¢ kosuldan
en az biri bozulan adi diferansiyel denkleme lineer olmayan adi diferansiyel denklem (nonlinear
ordinary differential equation) denir.

Yani bilinmeyen ya da tiirevlerinden biri ikinci veya daha yiiksek dereceden goriiniiyorsa, bir ¢arpimda
yer aliyorsa ya da bir agkin fonksiyonun icine girmisse denklem lineer degildir.

Ornek 1.8 (Altinc1 Mertebeden Lineer Denklem). Asagidaki denklemin mertebesini ve lineerligini
belirleyiniz:
3 d®y

dy 9
T ﬁ+x%+cos z=0.

Coziim.
En yiiksek basamaktan tiirev 3672 oldugundan denklem altinci mertebedendir.
Lineerlik icin denklemi tanimdaki bigime getirelim; yalnizca bagimsiz degiskene bagl olan cos®
terimini sag tarafa atalim:
6

m?’% + :rd—i = —cos? .
Simdi ti¢ kosulu sirayla denetleyelim. Bilinmeyen y ve tiirevleri birinci dereceden goriiniiyor; y’nin
ya da tiirevlerinin birbiriyle ¢arpimi yok; y’nin icine giren iistel, logaritmik ya da trigonometrik bir
fonksiyon yok. (cos? z agkin bir fonksiyondur, ama y’nin degil z’in fonksiyonudur; bu yiizden lineerligi
bozmaz.)
Oyleyse denklem altincit mertebeden lineer bir adi diferansiyel denklemdir. Tanimdaki gosterimle
ao(z) = 23, a5(z) = z, b(x) = — cos? x’tir; geri kalan katsayilarin, yani a,, a, as, a, ile y'nin katsa-
yis1 ag'nin hepsi sifirdir. Bastaki 2 katsayisi # = 0 noktasinda sifirlandigindan denklem, bu noktay1
icermeyen bir aralikta (6rnegin x > 0 i¢in) lineer denklem olarak ele alinir.
|

Ornek 1.9 (Ustel Katsayili Lineer Denklem). Asagidaki denklemin mertebesini ve lineerligini belir-
leyiniz:

dd d
d—xg—i—emﬁ—i—y—i—xsinx:&

3z
Cozim. .
En yiiksek basamaktan tiirev %’tir, yani denklem besinci mertebedendir.
Yalnizca x’e bagli olan x sin x terimini sag tarafa alalim:

a° d
Y, Y

297y
S¢ dz® dz

+y=—zsinzx.

Bilinmeyen y ve tiirevleri birinci dereceden ve ¢arpimsiz goériiniiyor, y hicbir agkin fonksiyonun i¢ine
girmiyor. Katsayilardan biri olan e” iistel bir fonksiyondur; ama tisstinde y degil « vardir, dolayisiyla
tctinci kosul bozulmaz.

Oyleyse denklem besinci mertebeden lineer bir adi diferansiyel denklemdir.

|
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Ornek 1.10 (Tiirevin Kuvveti Alinmis Denklem). Asagidaki denklemin mertebesini ve lineerligini
belirleyiniz:
3
IR I
R N xr =
dt” dt
Coziim.

En ytiksek basamaktan tiirev ‘fl ;7 dir; 3 issit basamag1 degistirmez. Denklem yedinci mertebedendir.
Lineerlik kosullarindan ilki bozuluyor: bilinmeyenin yed1nc1 tiirevi birinci dereceden degil, iigiincii
dereceden goriiniiyor. Boyle bir terim, tanimdaki a, ()42 bicimine hicbir katsay1 secimiyle getirile-

T
mez.
Oyleyse denklem yedinci mertebeden lineer olmayan bir adi diferansiyel denklemdir.
u

Ornek 1.11 (Sarkac Denklemi). Asagidaki denklemin mertebesini ve lineerligini belirleyiniz (k
sabittir):
d?0

W—i—ksmﬂ—o

Cozim.

Burada bagimli degisken 6, bagimsiz de§1§ken t’dir; yani bilinmeyen, zamana bagl a¢1 fonksiyonu 6 =
6(t)’dir. En yiiksek basamaktan tiirev -2 el 9 oldugundan denklem ikinci mertebedendir.

Lineerlik kosullarindan ti¢tinciisii bozuluyor: sin 6 terimi, bagimli degiskenin agkin bir fonksiyonudur.
Denklemi ay(t)0” 4 a,(t)8’ + a4 (t)0 = b(¢) bicimine getirmenin yolu yoktur, ¢iinkii sin 6 ifadesinden
0’y1 katsayisiyla ¢arpim halinde ayirmak mimkiin degildir.

Oyleyse denklem ikinci mertebeden lineer olmayan bir adi diferansiyel denklemdir. Bu denklem,
bir sarkacin salinimini betimler; kigiik agilarda sin 6 & 6 yaklasimi yapilarak lineer hale getirilmesi,
uygulamali matematigin en bilinen 6rneklerinden biridir.

|

Ornek 1.12 (Carpim Iceren Denklem). Asagidaki denklemin mertebesini ve lineerligini belirleyiniz:

3z2yy’ + 5cosz = 0.

Cozim.
Denklemde goriinen tek tiirev y” oldugundan denklem birinci mertebedendir.
Lineerlik kogullarindan ikincisi bozuluyor: yy’ terimi, bilinmeyenle tiirevinin ¢arpimidir. Denklemi

3z2yy’ = —5cosz

biciminde yazsak bile sol tarafta 3’ niin katsayis1 322y olur; bu katsay1 y icerdiginden yalnizca bagimsiz
degiskene bagl degildir, yani tanimdaki bicime uymaz.

Oyleyse denklem birinci mertebeden lineer olmayan bir adi diferansiyel denklemdir.

|

Sabit ve Degisken Katsayili Lineer Denklemler

Lineer denklemler kendi i¢inde de ayrilir. Bu kez bakilan sey, bagimli degiskenin ve tiirevlerinin katsa-
yilarinin yapisidir.

Tamim 1.7 (Sabit ve Degisken Katsay1). Lineer bir adi diferansiyel denklemde a(z), a; (), ..., a,,(z)
katsayilarimin hepsi sabitse denkleme sabit katsayili lineer denklem (linear equation with constant
coefficients), katsayilardan en az biri bagimsiz degiskene gercekten bagliysa degisken katsayili lineer
denklem (linear equation with variable coefficients) denir.
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Yani ayrim, yalnizca bilinmeyenin 6niindeki katsayilara bakilarak yaplhr sag taraftaki b(x) bu siniflandir-
maya girmez. Ornegin yukarida inceledigimiz z3y(®) + zy’ = — cos? & denklemi lineerdir ve katsayilar:
23 ile  oldugundan degisken katsayilidir.

Ornek 1.13 (Sabit Katsayili1 Denklem). Asagidaki denklemi mertebe, lineerlik ve katsayn tiirii baki-
mindan siiflandiriniz:

3y// +y/:2ew.

Cozim.

En yiiksek basamaktan tiirev y” oldugundan denklem ikinci mertebedendir.

Bilinmeyen y ve tiirevleri birinci dereceden, ¢arpimsiz ve askin fonksiyonlarin diginda gériindigiinden
denklem lineerdir. Tanimdaki gosterimle

ag(z) =3, a,(z) =1, ay(z) =0, b(x) = 2€”.

Katsayilarin tigii de sabittir. Sag taraftaki 2e” terimi z’e baglidir; ama katsay1 degil, denklemin sag
tarafidir, dolayisiyla simiflandirmayi degistirmez.

Oyleyse denklem ikinci mertebeden, sabit katsayili lineer bir adi diferansiyel denklemdir.

|

Bu ayrim ileride ¢ok isimize yarayacaktir: sabit katsayili lineer denklemler i¢in her mertebede ¢alisan tam
bir ¢6ziim yontemi vardir, degisken katsayili denklemlerde ise durum ¢ok daha zordur.

Siniflandirma Alistirmalar:

Asagidaki alistirmalarda her denklem tig dlciite gore simiflandirilacaktir: adi mi kismi mi, mertebesi kac,
lineer mi degil mi. Siralamay1 hep ayni tutmak yararhidir: 6nce bagimli ve bagimsiz degiskenleri belirleyin,
sonra en yiiksek basamaktan tiirevi bulun, en sonunda lineerlik kogullarini denetleyin.

Alistirma 1.1 (Ugiincii Mertebeden Carpim Terimli Denklem). Asagidaki denklemi siniflandiriniz:

Y+ 2y Hyy =t y=y(t).

Coziim.

Biitiin tiirevler tek bir degiskene, ¢'ye gore alinmistir; denklem adidir. Bagimsiz degisken ¢, bagiml
degisken y’dir.

En yiiksek basamaktan tiirev y” oldugundan denklem ii¢iincii mertebedendir.

Lineerlik icin terimlere tek tek bakalim. y” ve 2e’y” terimleri sorunsuzdur: bilinmeyenin tiirevleri
birinci dereceden gériiniir ve 2e’ katsayisi yalnizca bagimsiz degiskene bagldir. Ama yy’ terimi bilin-
meyenle tlirevinin ¢arpimidir ve ikinci kosulu bozar.

Oyleyse denklem iiciincii mertebeden lineer olmayan bir adi diferansiyel denklemdir.

|

Alistirma 1.2 (Lojistik Denklem). Asagidaki denklemi simiflandiriniz (a ve « sabittir):

dz 9

— =azr — az’.

il
Cozim.
Tek tiirev 4 <S¢ dir ve yalnizca t’ye gore alinmistir; denklem adidir. Bagimsiz degisken ¢, bagimli degisken
Z’tir.

En yiiksek basamaktan tiirev birinci basamaktan oldugundan denklem birinci mertebedendir.
Biitiin terimleri sola toplayalim:

E—am—}—aa}Q:O.
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Burada ar? terimi, bilinmeyeni ikinci dereceden icerir ve birinci kosulu bozar. (a ile o’nin sabit
olmasi bir sey degistirmez; bozan sey z’in kuvvetidir.)

Oyleyse denklem birinci mertebeden lineer olmayan bir adi diferansiyel denklemdir. Bu denklem,
sinirli kaynaklar altindaki niifus artisini betimleyen lojistik denklem olarak bilinir.

|

Aligtirma 1.3 (Bagimli Degiskeni Ayirt Etmek). Asagidaki denklemi simiflandiriniz (k sabittir):

d?t .
0 + ksinf = 0.

Cozim.

Once degiskenleri dogru okumak gerekir: tiirev §’ya gére alinmis ve tiirevi alinan biiyiikliik #'dir.
Demek ki burada 6 bagimsiz, ¢t bagimli degiskendir, yani bilinmeyen ¢ = ¢(6) fonksiyonudur. Tek
bagimsiz degisken bulundugundan denklem adidir.

En yiiksek basamaktan tiirev j—;ﬁ oldugundan denklem ikinci mertebedendir.

Lineerlik i¢in & sin 0 terimini saga atalim:

d*t

W = —ksin6.

Simdi durum agiktir: sol tarafta bilinmeyenin ikinci tiirevi birinci dereceden ve 1 katsayisiyla goriiniir;
sag taraftaki —k sin 6 ise yalnizca bagimsiz degiskenin fonksiyonudur, yani tanimdaki b(6) roliindedir.
Uc kosul da saglanr.

Oyleyse denklem ikinci mertebeden, sabit katsayili lineer bir adi diferansiyel denklemdir.

Bu aligtirma, sarkac¢ denklemiyle (Ornek 1.11) yan yana kondugunda &gretici bir kargitlik olugturur:
orada sin’in icindeki 6 bagiml degisken oldugu i¢cin denklem lineer degildi, burada ise bagimsiz degis-
ken oldugu i¢in denklem lineerdir. Ayni goriinen iki ifadenin siniflandirmasi, hangi harfin bilinmeyen
olduguna gore degisir.

]

Alistirma 1.4 (Karma Kismi Tiirevli Denklem). Asagidaki denklemi siniflandiriniz:

O Ou .y
0xdy Oz “=">

Cozim.

Bilinmeyen u fonksiyonunun hem x’e hem y’ye gore tiirevleri alinmistir; bagimsiz degiskenler = ve y,
bagiml degisken u’dur. Bagimsiz degisken sayist birden ¢ok oldugundan denklem kismidir.

Birinci terimde bir kez e, bir kez y’ye gére tiirev alinmistir; basamagi 1 + 1 = 2°dir. Ikinci terimin
basamagi 1, liclincii terimin 0°dir. En biiyiik basamak 2 oldugundan denklem ikinci mertebedendir.

Lineerlik kosullarini kismi denklemler i¢in de ayni1 bicimde uygulariz: bilinmeyen u ve tiirevleri birinci
dereceden goriiniir, birbirleriyle carpilmamustir, agkin bir fonksiyonun icine girmemistir. Ustelik biitiin
katsayilar 1’e esittir.

Oyleyse denklem ikinci mertebeden lineer bir kismi diferansiyel denklemdir.

]

Alistirma 1.5 (Kok Iceren Denklem). Asagidaki denklemi smiflandirmiz:
1/2
dr\? [ d*r i1 /
ds) — \ ds? ’
Cozim.

Tirevler yalnizca s’ye gore alinmistir; denklem adidir. Bagimsiz degisken s, bagimli degisken r’dir.
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Denklemde goriinen tiirevler % (basamak 1) ve % (basamak 2) oldugundan denklem ikinci merte-
bedendir. Digtaki 3 iissii ile 1/2 iissii basamaklar1 degistirmez.

Lineerlik kosulu daha ilk bakista bozuluyor: birinci tiirevin kiipti alinmus, ikinci tiirev ise bir karekokiin
icine girmistir. Istersek iki tarafin karesini alip kokten kurtulabiliriz:

dr\° _ d*r 1

ds) — ds?
Bu bigimde ikinci tiirev birinci dereceden goriiniir; ama bu kez birinci tiirev altinci dereceden goriin-
mektedir, yani birinci kogul yine saglanmaz.

Oyleyse denklem ikinci mertebeden lineer olmayan bir adi diferansiyel denklemdir.
]

Aligtirma 1.6 (Besinci Mertebeden Kismi Denklem). Asagidaki denklemi simiflandiriniz:

8% 0%v
497 -
ot20y3 oy?

+ tyv = 0.

Cozim.

Bilinmeyen v fonksiyonunun hem ¢’ye hem y’ye gore tiirevleri alinmistir; bagimsiz degiskenler ¢ ve y,
bagiml degisken v’dir. Denklem kismidir.

Birinci terimde t’ye gére iki, y'ye gore ii¢ kez tiirev alinmistir; basamag: 2 + 3 = 5'tir. Ikinci terimin
basamag: 2, ii¢tincii terimin 0°dir. En bitytik basamak 5 oldugundan denklem besinci mertebedendir.
Lineerlik kosullarini denetleyelim: v ve tiirevlerinin hepsi birinci dereceden goriiniir, aralarinda ¢arpim
yoktur, agkin bir fonksiyonun icine girmemislerdir. Uciincii terimdeki ¢ty ¢arpani bir katsayidir ve
yalnizca bagimsiz degiskenlere baghdir; bu yiizden lineerligi bozmaz, yalnizca katsaynin degisken
oldugunu gosterir.

Oyleyse denklem besinci mertebeden lineer bir kismi diferansiyel denklemdir.

|

Alistirma 1.7 (Degisken Katsayili Lineer Denklem). Asagidaki denklemi siniflandirimiz:

Cozim.
Tek bagimsiz degisken ¢ oldugundan denklem adidir; bagiml degisken g dir.
Tek tiirev birinci basamaktan oldugundan denklem birinci mertebedendir.
Lineerligi gormek i¢in bilinmeyene ait terimleri sola toplayalim:
dy
ot + 2ty = 1.
Bu, tam olarak tanimdaki bi¢imdir: ay(¢) = 1, a,(t) = 2¢ ve b(t) = 1. Bilinmeyen y ile tiirevi birinci
dereceden ve carpimsizdir.
Oyleyse denklem birinci mertebeden, degisken katsayili lineer bir adi diferansiyel denklemdir.
(2ty terimindeki ¢ carpani bir katsayidir; y’nin kuvvetini degistirmedigi i¢in lineerligi bozmaz, yalnizca
katsay1iy1 degisken yapar.)
|

Alistirma 1.8 (ki Tiirevin Carpimi). Asagidaki denklemi siniflandiriniz:

Cr (Ea) (B Lo
dtb dt3 dt? o
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Tirevlerin hepsi t’ye gore alinmigtir; denklem adidir. Bagimsiz degisken ¢, bagiml degisken x’tir.
Basamaklar sirasiyla 6, 3, 2 ve 0’dir; en bityiigii 6 oldugundan denklem altinci mertebedendir.
Lineerlik iki ayr1 yerden bozuluyor. Once ikinci terim: iki tiirevin carpimudir, ikinci kosula aykiridir.
Sonra iiciincii terim: 3x2 bilinmeyeni ikinci dereceden icerir, birinci kosula aykiridir. Bunlardan biri
bile lineerligi bozmaya yeterdi.

Oyleyse denklem altinct mertebeden lineer olmayan bir adi diferansiyel denklemdir. Sag taraftaki
t? terimi yalnizca bagimsiz degiskene bagh oldugundan bu sonucta rol oynamaz.

]

Alistirma 1.9 (Bilinmeyenin Ustel Fonksiyonu). Asagidaki denklemi siiflandiriniz:
y' +zeV =0, y=y(z).

Coziim.

Tirev yalnizca z’e gore alinmistir; denklem adidir. Bagimsiz degisken z, bagimli degisken y’dir.

En yiiksek basamaktan tiirev y” oldugundan denklem ikinci mertebedendir.

Lineerlik kogullarindan tgiinciisit bozuluyor: e¥ ifadesi, bagimli degiskenin iistel fonksiyonudur.
Oniindeki z ¢arpani sorun degildir; sorun, iisse bilinmeyenin kendisinin girmis olmasidir. e¥ teriminden
y’yi katsayisiyla ¢carpim halinde ayirmanin bir yolu yoktur.

Oyleyse denklem ikinci mertebeden lineer olmayan bir adi diferansiyel denklemdir. Karsilagtirma
icin: y” + ze* = 0 denklemi lineer olurdu, ¢iinkii orada tisteki harf bagimsiz degiskendir.

|

Alistirma 1.10 (Tabani ve Ussii Bilinmeyen Terim). Asagidaki denklemi siniflandiriniz:
y @+ (sinz)y? =2, y=y(a).

Cozim.

Tirev yalnizca z’e gore alinmistir; denklem adidir. Bagimsiz degisken x, bagiml degisken y’dir.
Denklemde gériinen tek tiirev y(4)’tiir, yani dérdiincii basamaktandir (bu tiirev y"") biciminde de
yazilir). Oyleyse denklem dérdiincii mertebedendir.

Ikinci terimdeki y ¥ ifadesine dikkat edelim: hem taban hem iis bilinmeyendir. Bu ifadeyi

yY = eyny

biciminde yazabiliriz; demek ki y ¥, bagimli degiskenin agkin bir fonksiyonudur ve ti¢tincii kogulu bozar.
(Ayn1 zamanda birinci dereceden de degildir, yani birinci kosul da saglanmaz.) Katsay: olan sin x ise
yalnizca bagimsiz degiskene bagli oldugundan lineerlige bir zarar vermez.

Oyleyse denklem dérdiincii mertebeden lineer olmayan bir adi diferansiyel denklemdir.

u
1.7 Ozet

Bir diferansiyel denklemle karsilastigimizda soracagimiz ii¢ soruyu ve cevaplarinin ne anlama geldigini
toparlayalim:

soru cevap sonug

Tirevler kac degiskene gore tek adi denklem

alinmig?

birden ¢ok kismi denklem
En yiitksek basamaktan tiirev n n-inci mertebeden denklem

kacinc1 basamaktan?
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soru cevap sonug¢

Bilinmeyen birinci dereceden, evet lineer denklem
carpimsiz ve agkin fonksiyonsuz
mu goriiniiyor?

hayir lineer olmayan denklem
(Lineerse) katsayilar sabit mi? evet / hayir sabit / degisken katsayili

Artik bir denklemi tamiyabiliyoruz; ama “bu denklemin ¢6ziimii” derken tam olarak neyi kastettigimizi
heniiz séylemedik. Bir fonksiyonun denklemi saglamasi ne demektir, bu hangi aralikta istenir, ¢6ziim
neden tek bir fonksiyon degil de bir aile olarak ¢ikar? Bu sorularin cevabini C6ztim Kavrami ve Coziim
Aileleri bolimiinde verecegiz.
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2.1

2. Coziim Kavrami ve Coziim Aileleri

Onceki béliimde bir diferansiyel denklemi mertebesine, derecesine ve lineer olup olmadigina gore sinif-
landirmay 6grendik. Siiflandirma, denkleme bakip onun hangi tiirden bir nesne oldugunu séyler; ama
asil sorumuza, “bu denklemi ¢ézmek ne demektir?” sorusuna heniiz cevap vermez. Bu béliimiin konusu
tam olarak budur.

Cebirsel bir denklemde, 6rnegin 22 — 5z + 6 = 0 denkleminde bilinmeyen bir sayidir; denklemi ¢6zmek,
yerine kondugunda esitligi saglayan sayilar1 bulmak demektir. Diferansiyel bir denklemde ise bilinmeyen
bir fonksiyondur. Dolayisiyla ¢6ztim de bir say1 degil, bir fonksiyondur: kendisi ve tiirevleri denklemde
yerine kondugunda denklemi 6zdes olarak saglayan bir fonksiyon.

Bu farkin iki énemli sonucu vardir. Birincisi, bir fonksiyonun tiirevlerinden sz edebilmek i¢in onun
tanimli ve tiirevlenebilir oldugu bir aralik belirtmek zorundayiz; “¢6ziim” her zaman “su aralik tizerinde
coziim” demektir. Tkincisi, ¢6ziim her zaman y = f(z) biciminde acik¢a yazilabilir olmayabilir; cogu
zaman elimize x ile y arasinda bir bagint1 geger. Asagida 6nce ¢6zimin kesin tanimini yapacak, sonra
bir fonksiyonun ya da bagintinin gergekten ¢6ziim olup olmadigini sinamanin diizenli yolunu gérecegiz.
Bolumiin sonunda ise tek bir ¢6ziim yerine sonsuz ¢ok ¢6ziimden olusan ¢6ziim ailelerini ve bu ailelerin
icinde genel, 6zel ve tekil ¢6ziimlerin nasil ayrildigini inceleyecegiz.

Bir Diferansiyel Denklemin Coziimii

n-inci mertebeden bir adi diferansiyel denklemin en genel yazilisi, bagimsiz degisken x, bagimli degisken
y ve y’nin n-inci mertebeye kadarki tiirevleri arasinda bir bagintidur:

dy d™y
F T
(‘T? y? d{]j, K d$n> 0

Bu yazilista denklemin biitiin terimleri bir tarafa toplanmus, diger tarafta sifir birakilmigtir. Ornegin y” +
2y’ — 3y = 0 denklemi bu bicimdedir; ¥’ = 2% + y denklemi ise ¢’ — 22 — y = 0 yazlarak bu bigime
getirilir.

1 Gosterim

Yiiksek mertebeden tiirevler icin

d™y
(n) = 2 9
y dx™

gosterimini kullanacagiz. Diisiik mertebelerde 3/, y”, y” iis isaretli yazim da yaygindir; y ile y*
(yani y’nin doérdiincii kuvveti) karigtirllmamalidir.

Tanim 2.1 (Bir Aralik Uzerinde Céziim). n-inci mertebeden

dy d™y
F — .., — ] =0
(x3 y? dw’ ’dmn>

diferansiyel denklemi verilsin. @ < < 8 aralig1 tizerinde tanimli bir ¢ fonksiyonu bu araligin her
noktasinda ¢’, ©”, ..., go(") tirevlerine sahipse ve araliktaki her z icin

F(I, QO(I)7 (pl(l')’ sy (p(n)(m)) =0

esitligini saghyorsa, ¢ fonksiyonuna bu denklemin oo < z < 8 aralig1 tizerinde bir ¢6ziimii (solution)
denir.
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Yani bir fonksiyonun ¢6ziim olmasi demek, o fonksiyon ile tiirevleri denklemde yerine kondugunda
esitligin araliktaki tek tek bazi noktalarda degil, araligin tamaminda bir 6zdeslik haline gelmesi demektir.

1 ki anlasma

Aksi soylenmedikce F' fonksiyonunun reel degerli oldugunu varsayacak ve y = ¢(x) bi¢iminde reel
degerli ¢oztimler arayacagz.

Ayrica ¢oziimiin taniml oldugu aralik her zaman ayrica belirtilmeyebilir; béyle durumlarda séz
konusu aralik, yapilan islemlerin anlamli oldugu en genis araliktir. Bir fonksiyonun bir aralikta ¢oziim
olup daha genis bir aralikta ¢6ziim olmamasi sik karsilagilan bir durumdur.

Acik ve Kapal1 Coziimler

Bir ¢6ziim elimize her zaman “y esittir z’in bir ifadesi” bigiminde ge¢mez. Kimi zaman z ile y arasinda, y
yalniz birakilmamig bir bagint: buluruz. Bu iki duruma ayr: adlar veriyoruz.

Tanim 2.2 (A¢ik Coziim, Kapali Coziim). Bir diferansiyel denklemin ¢6ztimii
y = ¢(z)

bi¢iminde, yani bagimli degisken yalniz birakilmis olarak veriliyorsa buna a¢ik ¢6ziim (explicit solution)
denir.
Cozim

h(z,y) =0

bi¢iminde bir bagmntiyla veriliyorsa, yani bagimli degisken yalmz birakilmamigsa buna kapal1 ¢6ziim
(implicit solution) denir.

Yani a¢ik ¢6ztim dogrudan kullanilabilen bir fonksiyon formiilidiir; kapali ¢6ztim ise, uygun bir aralikta
bir ya da birkag ac¢ik ¢6ziimii icinde saklayan bir bagintidir.

Bir bagitinin kapali ¢6ziim sayilabilmesi i¢in, sz konusu aralikta gercekten tiirevlenebilir bir y = ¢(x)
fonksiyonu belirlemesi ve belirledigi bu fonksiyonun denklemi saglamasi gerekir. Asagida her iki durumu
da 6rnekleyecegiz.

Bir Fonksiyonun Coziim Oldugunu Dogrulamak

Bir fonksiyonun verilen denklemin ¢6ztimii olup olmadigini anlamak i¢in denklemi ¢6zmeye gerek yoktur;
yerine koymak yeterlidir. zlenecek adimlar sunlardir:

1. Verilen fonksiyonun tanimli oldugu ve gereken mertebeye kadar tiirevlenebildigi aralig: belirleyin.

2. Denklemin mertebesi kadar tiirevi sirayla hesaplayin.

3. 4,7, ... y(”) yerine bu ifadeleri denklemde yazin.

4. Sol tarafi sadelestirin ve sag tarafla karsilastirin. Esitlik araliktaki her « i¢in saglaniyorsa fonksiyon bu
aralikta ¢oziimdiir; tek bir 2 degerinde bile bozuluyorsa ¢6ziim degildir.

Ornek 2.1 (Ustel Bir Fonksiyonun Dogrulanmasi). Biitiin reel z degerleri igin
y= f(z) = 2e73% + 4e®
ile tanimlanan fonksiyonun
y' +2y —3y=0
denkleminin agik ¢6ziimii oldugunu gosteriniz.

Coziim.

Ustel fonksiyonlar biitiin reel sayilarda tanimli ve her mertebeden tiirevlenebilir oldugundan, f
fonksiyonu biitiin = degerleri i¢in ikinci tiireve sahiptir. Demek ki dogrulamay1 (—oo, 00) araliginda
yapabiliriz.

Once tiirevleri hesaplayalim:
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f/(z) = —6e73% + 4e®,
[/ (z) = 18e73% + 4e®.
Burada e~3? tiirevlenirken zincir kuralindan her seferinde —3 carpani gelmektedir: 2 - (—3) = —6 ve
—6-(—3) =18.
Simdi bu ifadeleri denklemde yerine koyalim:
(18e73% 4 4€) + 2(—6e73% + 4e¥) — 3(2e73% + 4e®).
Parantezleri acip e 3% ve e® terimlerini ayr1 ayr1 toplayalim:
e 3% (18 —12—6) + " (4 + 8 — 12).
Her iki parantez de sifirdir, dolayisiyla toplam her x icin sifira esittir:
y' +2y —3y=0.

Esitlik belirli birka¢ « degerinde degil, biitiin reel sayilarda saglandig1 i¢in f fonksiyonu denklemin
(—o00, 00) araliginda bir acik ¢oziimiidiir.
|

Simdi de bir bagintinin kapali ¢6ziim oldugunu gosterelim. Izlenecek yol sudur: bagintinin belirledigi agik
fonksiyonlar1 bulup her birini ayr1 ayr1 denetlemek.

Ornek 2.2 (Cember Bagintisinin Kapali Céziim Olmasz).
22492 —-16=0
bagintisinin

d
x—l—yﬁzo

denkleminin —4 < z < 4 araliginda kapali ¢6ztimii oldugunu gésteriniz.

Coziim.
Bagintiy1 y icin ¢6zelim:

2 =16—22=y=4+V16 — 22
Demek ki baginti, —4 < = < 4 araliginda iki ayr1 fonksiyon belirlemektedir:
fi(2) =VI6—a2,  fylz) = —VI6— a2

Araligin ug noktalar1 disarida birakilmigtir, ¢iinkii # = 4-4 noktalarinda karekokin altindaki ifade sifir
olur ve bu fonksiyonlarin tiirevi tanimsizdir.
Birinci fonksiyon. f; () = V16 — 22 i¢in zincir kuraliyla
_ —2z _ —x
216 —22 V16— 2?2

fi(z)

Denklemde y yerine f; (), Z—Z yerine f;(z) yazalim:

—z
x—|—\/16—x2(—) =z—z=0.
V16 — 2
Sadelesme —4 < = < 4 araliginin her noktasinda gecerlidir, ¢iinkii orada v'16 — 22 # 0’dur.
Ikinci fonksiyon. f,(z) = —v16 — 2 icin

fa(z) =

T

V16 — x2
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olur ve yerine koyarsak

x+(f\/16—7xz)—ﬁ:x—x:0

elde ederiz.

Her iki fonksiyon da denklemi araligin tamaminda sagladigindan f; ve f, birer ac¢ik ¢6ziimdiir. Bu
iki acik ¢oziimii birlikte veren 22 + y? — 16 = 0 bagmntisi ise denklemin —4 < z < 4 araliginda kapali
coztimidir.

|

Bagintiy1 Cozmeden Denetlemek

Yukaridaki 6rnekte bagitiy1 y icin ¢ézebildik. Cogu zaman bu miimkiin degildir; 6rnegin sin(zy) + y* —
z = 0 bagintisindan ¥’yi yalniz birakamayiz. Béyle durumlarda kapali tiirev alma yontemi kullanilir:

1. h(z,y) = 0bagintisinin iki tarafinin da z’e gore tiirevini alin; bunu yaparken y’nin z’in bir fonksiyonu
oldugunu unutmayin, yani y iceren her terimde zincir kurali geregi bir % carpani belirir.

2. Elde ettiginiz esitlikte Z_Z iceren terimleri bir tarafta toplayn.

3. %’i yalniz birakin ve sonucu verilen diferansiyel denklemle karsilastirn. Iki ifade ayniysa bagmti
denklemin kapali ¢6ziimiidiir.

Bu yéntemi cember érnegine uygularsak, 22 + y? — 16 = 0 bagintisinin z’e gére tiirevi

dy

dxo

2z 4 2y

olur; iki tarafi 2’ye bélince dogrudan x + y g—z = 0 denklemine ulagiriz. Goéruldugi gibi yontem, bagintiy1
y icin ¢ozmeden de ayni sonucu vermektedir.

Cozim Aileleri

Bir diferansiyel denklemin tek bir ¢6ziimii olmasi beklenen bir durum degildir. En basit 6rnek dogrudan
integrasyonla ¢oziilen denklemlerdir: y’ = 2z denkleminin ¢dziimii y = 22 4 ¢’dir ve ¢’nin her degeri
i¢in ayr1 bir ¢6ziim elde ederiz. Yani karsimizda tek bir fonksiyon degil, bir fonksiyon ailesi vardir.

Tanim 2.3 (Bir Parametreli C6ziim Ailesi). Bir diferansiyel denklemin ¢6ziimil, icinde ¢ gibi bir keyfi
sabit (arbitrary constant) bulunan

y:f(xﬂc)

bi¢iminde veriliyorsa, ¢’nin her reel degeri bir ¢6ziim belirler. Bu ¢éziimler topluluguna denklemin bir
parametreli ¢oziim ailesi (one-parameter family of solutions) denir. Buradaki ¢ sabitine ailenin para-
metresi denir.

Aymni bicimde icinde n tane keyfi sabit bulunan bir ¢6ziim ailesine n parametreli ¢6ziim ailesi denir.

Yani bir parametreli aile, tek bir formiiliin sabiti degistirildikce tirettigi sonsuz ¢oklukta ¢6ziim demektir;
bu ¢oziimlerin grafiklerine denklemin ¢6ziim egrileri denir.

Bir denklemin biitiin ¢6ziimleri her zaman béyle tek bir ailenin icinde toplanmaz: kimi denklemlerde,
aileye hangi sabit degeri verilirse verilsin elde edilemeyen ayr1 ¢6ziimler de bulunur. Asagidaki tanim
¢oziimleri bu bakimdan ti¢ gruba ayirir.

Tanim 2.4 (Genel Coziim, Ozel Céziim, Tekil Coziim). n-inci mertebeden bir adi diferansiyel
denklem verilsin.

» Denklemin, birbirinden bagimsiz n tane keyfi sabit iceren bir ¢6ziimiine genel ¢6ziim (general solution)
denir.

« Genel ¢oziimdeki keyfi sabitlere belirli sayisal degerler verilerek elde edilen her ¢6ziime 6zel ¢6ziim
(particular solution) denir.

+ Genel ¢o6ztimdeki keyfi sabitlere hangi deger verilirse verilsin elde edilemeyen bir ¢oztime tekil ¢oziim
(singular solution) denir.
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Yani genel ¢6ziim denklemin ¢6ziimlerinin neredeyse tamamini tek bir formiilde toplar, 6zel ¢6ziim bu
formiiliin tek bir tiyesidir, tekil ¢oziim ise formiiliin hicbir iiyesi olmadig1 halde denklemi saglayan bir
¢coztimddr.

Cozim turi Keyfi sabit Elde edilis

Genel ¢6ziim n mertebeli denklemde n tane Denklemin ¢oziilmesiyle

Ozel ¢oziim yok (sabitler belirlenmistir) Genel ¢oziimden sabitlere deger
vererek

Tekil ¢6ziim yok Genel ¢oziimden elde edilemez;

ayrica bulunur

Asagidaki iki 6rnek, ayni1 denklem tizerinde bu ayrimin nasil isledigini gosteriyor: 6nce bir genel ¢6ziim,
sonra o genel ¢6ziimiin disinda kalan bir ¢6ziim bulacagz.

Ornek 2.3 (Bir Parametreli Parabol Ailesi). Birinci mertebeden

dy 2
=) —4y=0
() -~

denkleminin, ¢ keyfi bir sabit olmak iizere f(z) = (= + c)? biciminde bir parametreli ¢6ziim ailesine sahip
oldugunu gosterip bu ailenin ne tiirden bir ¢6ztim oldugunu belirleyiniz.

Cozim.
y = f(z) = (x + ¢)? fonksiyonu biitiin reel sayilarda tanimli ve tiirevlenebilirdir. Tiirevi

Yy =f(x)=2z+c)
olur. Bunlari denklemde yerine koyalim:
[2(z+ )] —4(z + )’ =4z +¢)* —4(z +¢)* = 0.

Esitlik ¢’nin her degeri ve z’in her degeri icin saglanir. Demek ki tek bir keyfi sabit iceren y = (z +
c)? ailesinin her iiyesi denklemin bir ¢éziimiidiir.

Geometrik olarak bu aile, tepe noktasi = ekseni tizerinde olan ve ¢ degistikce yatay yonde kayan
birbirinin aynis1 parabollerden olusur; c ne olursa olsun parabol = eksenine tepe noktasinda deger.
Coziimiin tiirine gelince: denklem birinci mertebedendir ve ailede bir tane keyfi sabit vardir. Keyfi
sabit sayis1 mertebeye esit oldugundan y = (x + ¢)? ailesi denklemin genel ¢6ziimiidiir. Sabite belirli
bir say1 vererek elde edilen her iiye, 6rnegin y = (z + 3)2, bu genel ¢éziimiin bir ézel ¢dziimiidiir.

|

Ornek 2.4 (Aileden Elde Edilemeyen Bir Coziim).

dy\?
— | —4y=0
(i)
denkleminin, genel ¢oziimii olan y = (z + ¢)? ailesinden elde edilemeyen bir ¢éziimii var midir?

Coziim.
y = 0 sabit fonksiyonunu deneyelim. Bu fonksiyonun tiirevi 3y’ = 0’dir ve

(0)2—4-0=0

oldugundan y = 0 da denklemin bir ¢6ztiimudiir.

Ancak y = 0 fonksiyonu aileden elde edilemez: (z + c)? ifadesi c’ye hangi sayisal degeri verirsek
verelim 6zdes olarak sifir olmaz, yalnizca tek bir noktada (x = —c noktasinda) sifirdir. Bir fonksiyonun
tek bir noktada sifir olmasi ile bir aralik boyunca sifir fonksiyonuna egit olmasi ayni sey degildir.
Demek ki y = 0, genel ¢ozlimdeki keyfi sabite hangi deger verilirse verilsin elde edilemeyen bir
¢oziimdiir; yani denklemin bir tekil ¢oziimiuidiir.

|
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1 Tekil ¢oziim nerede goriiliir?

Tekil ¢oziimler yalmizca lineer olmayan denklemlerde ortaya ¢ikar. Yukaridaki 6rneklerdeki denk-
lemde tiirevin karesi bulundugundan denklem lineer degildir; tekil ¢6ziimiin varlig1 da bununla
ilgilidir. Lineer bir denklemin biitiin ¢oziimleri genel ¢oziimiin icinde yer alir.

Bir aile icinden tek bir ¢6ziimii se¢gmek i¢in denklemin yaninda bir ek kosul verilir. Asagidaki 6rnek bu
secimin nasil yapildigini gosteriyor.

Ornek 2.5 (Aileden Tek Bir Coziimiin Secilmesi).

problemini ¢6ziiniiz.

Coziim.
Genel ¢6ziim. Denklemin sag tarafi yalnizca z’e bagl oldugundan, iki tarafin da a’e gore integralini
alarak dogrudan ¢o6zebiliriz:

Y= /cosxdac =sinx + c.

Burada c keyfi bir sabittir. Bu, denklemin genel ¢6ziimudiir: birinci mertebeden bir denklem ve bir tane
keyfi sabit. Geometrik olarak bu aile, sinils egrisinin diigey yonde kaydirilmis kopyalarindan olusan
¢oziim egrileri toplulugudur.

Ek kosulun kullanilmasi. Coziimiin ayrica y(0) = 2 kosulunu saglamasini istiyoruz. Genel ¢6ziimde
z = 0 yazalim:

y(0) =sin0+c=c.
Buradan ¢ = 2 bulunur. Sabiti yerine koyarsak
y(x) =sinz + 2

elde edilir. Bu, sonsuz ¢oklukta ¢6ziim egrisi arasindan (0, 2) noktasindan gecen tek egridir ve prob-
lemin 6zel ¢6ziimudur.
]

2.5 Alistirmalar

Alistirma 2.1 (Dogrulama: Ustel Fonksiyon). v, (t) = e’ fonksiyonunun y” — y = 0 denkleminin bir
¢oziimi oldugunu dogrulayiniz.

Coziim.
Fonksiyon biitiin reel sayilarda tanimli ve her mertebeden tiirevlenebilirdir. Turevleri

yit)=e',  yi(t)=¢
olur. Denklemde yerine koyalim:
Y —y =€ —e' =0.

Esitlik her ¢ icin saglandigindan y, (t) = €' denklemin (—o0, 00) araliginda bir ¢oziimiidiir.
|

Alistirma 2.2 (Dogrulama: Hiperbolik Kosiniis). y,(t) = cosht fonksiyonunun y” — y = 0 denkle-
minin bir ¢6ziimi oldugunu dogrulayiniz.

Coziim.
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Hiperbolik kosiniis

t —t
e"+e
cosht = ————

biciminde tanimlidir ve biitiin reel sayilarda tiirevlenebilirdir. Tiirevleri sirasiyla
et — ot
y5(t) = sinht = ————,
2
y4 (t) = cosht.
Ikinci tiirev fonksiyonun kendisine esit ciktig1 icin

Y4 — Yy = cosht —cosht =0

olur. Esitlik her ¢ icin saglanir, dolayisiyla cosh ¢ de denklemin bir ¢6ziimiidiir.
|

Alistirma 2.3 (Dogrulama: Sekant Sag Tarafli Denklem). 0 <t < 7 araliginda
y = (cost)Incost + tsint
fonksiyonunun y” 4+ y = sect denkleminin bir ¢6ziimii oldugunu dogrulayiniz.

Cozim.
Verilen aralikta cos ¢ > 0 oldugundan In cos ¢ tanimlidir ve fonksiyon iki kez tiirevlenebilirdir.
Birinci tiirev. Carpim kuralini iki terime de uygulayalim:

—sin
ost

/

t
y' = —sintlncost 4+ cost - + sint + tcost.

Ortadaki terim — sin ¢ olarak sadelesir ve tictincii terimle birbirini gétiirtr:

y = —sintlncost + tcost.

Ikinci tiirev. Ayni kurallar1 bir kez daha uygulayalim:

” sin?
y” = —costlncost +
¢

+ cost —tsint.
ost

Burada —sintIn cost ¢arpiminda In cos ¢ ¢carpaninin tiirevi alindiginda

i —sint  sin?t
—sint - =
cost cost

terimi ortaya cikar.
Yerine koyma. Simdi y” + y toplamini yazalim:
sin? ¢
cost

y" +y=—costlncost + + cost —tsint + (cost)Incost + tsint.

Logaritmali terimler ve ¢ sin ¢ terimleri birbirini gotiiriir; geriye

sin? ¢ sin? t + cos? t 1
+ cost = =

= =sgsect
cost cost cost

kalir. Esitlik 0 < ¢ < 5 araligmin her noktasinda saglandigindan verilen fonksiyon bu aralikta denk-
lemin bir ¢6ziimudiir.
|

Alistirma 2.4 (Dogrulama: Kuvvet Fonksiyonu). ¢ > 0 icin y; (t) = t~2 fonksiyonunun
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t2y” 4+ 5ty’ +4y =0
denkleminin bir ¢6ziimii oldugunu dogrulayiniz.

Coziim.
t > 0 oldugu siirece ¢~2 tanimli ve iki kez tiirevlenebilirdir. Tiirevleri

y1(t)

Bu ifadeleri denklemde yerine koyalim:

—2t73,  yf(t) =6t

t2(6t74) + 5t(—2t73) + 4t 72,
Usleri toplayarak her terimi t~2 cinsinden yazalim:

6t 2 —10t2+4t2=(6—10+4)t"2=0.

Esitlik her ¢ > 0 icin saglandigindan y, (t) = ¢~2 denklemin bu aralikta bir ¢éziimiidiir.
|

Alistirma 2.5 (Dogrulama: Logaritmali Kuvvet Fonksiyonu). ¢ > 0 icin y,(t) = ¢t =2 Int fonksiyo-
nunun

t2y” 4+ 5ty + 4y =0
denkleminin bir ¢6ziimii oldugunu dogrulayimiz.

Coziim.
t > 0 icin hem ¢2 hem de Int tiirevlenebilir oldugundan garpimlar da tiirevlenebilirdir. Carpim
kuraliyla

1
yo(t) = =2t 3Int +t 2. 7= —2t3Int +t73.
Ikinci tiirevi alirken ilk terime yine carpim kuralini uygulayalim:

yy(t) =6t"4Int —2t4 —3t~* =6t 4Int — 5t

Burada —2¢ 3 In t teriminin tiirevi 6t 4 1lnt — 2t 4, ¢t =3 teriminin tiirevi ise —3t*’tiir.
Simdi denklemin sol tarafini terim terim yazalim:

t*y; = 6t%Int — 52,
Styh, = —10t 2Int + 5t~2,
4y, = 4t 2 Int.
Bunlar toplayalim. Logaritmali terimlerin katsayilar1 6 — 10 + 4 = 0, logaritmasiz terimlerin katsay1-
lar1 ise —5 + 5 = 0 verir:

t2ys + btyh + 4y, = 0.
Demek ki y,(t) = ¢t 2Int de denklemin ¢ > 0 araliginda bir ¢6ziimiidiir.
|

Alistirma 2.6 (Dogrulama: Integral Iceren Coziim).

t
2 .2 2
y=e / e ds+ et
0

fonksiyonunun 3" — 2ty = 1 denkleminin bir ¢6ziimii oldugunu dogrulayiniz.
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Cozim.
&2 . s y . . L.
e~ fonksiyonu siirekli oldugundan, analizin temel teoremi geregi

%/t e ds=et
0

olur. Simdi y’nin tiirevini alalim; ilk terim bir ¢arpim oldugundan ¢arpim kuralini kullaniyoruz:
¢
y = 2tet” / e’ ds +et’ et 4 2tet”.
0

Ortadaki terim ¢!’ e ** = €® = 1 biciminde sadelesir:

¢
y = 2tet” / e="ds + 1+ 2te”.
0
Ote yandan verilen fonksiyonun 2t katt
2 ¢ 2 2
2ty = 2tet / e~ ds + 2tet
0

olur. Tki ifadeyi ¢ikaralim; integralli terimler ve otet” terimleri birbirini gotiirir:
y — 2ty = 1.

Esitlik her ¢ icin saglandigindan verilen fonksiyon denklemin bir ¢6ziimiidiir. Bu 6rnek, bir ¢6ziimiin
her zaman bilinen temel fonksiyonlarla sonlu bir formiil halinde yazilamayabilecegini, bir integralle
verilmesinin de yeterli oldugunu gostermektedir.

|

Aligtirma 2.7 (Kapali Bagintinin Denetlenmesi).
sin(zy) +y2 —z =0
bagintisi

dy _ 1—ycos(zy)

dr  xcos(zy) + 2y
denkleminin kapali ¢6ziimi midir?

Coziim.

Bagintidan y’yi yalmiz birakmak miimkin degildir; bu yiizden kapali tiirev alma yolunu izleyecegiz.
y’yi 2’in bir fonksiyonu kabul edip iki tarafin z’e gore tiirevini alalim.

sin(zy) teriminde énce zincir kurali, sonra zy ¢arpimu i¢in ¢arpim kurali kullanilir:

d . B dy
. sin(zy) = cos(zy) (y +z d:z:) .

c o L . .
y2 teriminin tarevi Qyﬁ, — teriminin tiirevi ise —1’dir. Hepsini bir araya getirirsek

dy dy
W)y, 1.
cos(zy) (y—i—xdm) + ydm 0

Parantezi acalim:

d d
ycos(zy) + x cos(zy) d_.Z + 2y ﬁ =1.

Z—z iceren terimleri ortak parantezine alalim:
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d

ﬁ (xcos(xy) + 2y) =1—ycos(zy).

x cos(zy) + 2y # 0 olan noktalarda iki tarafi bu ifadeye bélelim:

dy  1—ycos(zy)
dex  xcos(zy) + 2y

Elde ettigimiz ifade verilen denklemin ta kendisidir. Demek ki baginti, z cos(zy) + 2y # 0 kosulunun
saglandig1 ve bagmtinin tiirevlenebilir bir y fonksiyonu belirledigi her aralikta denklemin kapali
cozimudiir.

|

Sonraki Adim

Bu bolimde bir denklemin ¢éziimlerinin cogu zaman tek bir fonksiyon degil, keyfi sabitler iceren bir aile
olusturdugunu gordiik. Son 6rnekte oldugu gibi, bu aileden tek bir tiyeyi se¢mek icin denklemin yanina
ek kosullar konur. Bu kogullarin hepsi bagimsiz degiskenin ayni degerinde mi verilmigtir, yoksa farkli
degerlerinde mi? Bu ayrim problemin tiiriinii belirler ve ¢6ziimiin varlig ile tekligi sorusunu giindeme
getirir. Bir sonraki béliimde bu konuyu ele aliyoruz: Baslangi¢ ve Sinir Deger Problemleri.
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3.1

3. Baslangic ve Sinir Deger Problemleri;
Varlik ve Teklik

Bir diferansiyel denklemin tek bir ¢6ziimii degil, genellikle bir ¢oziim ailesi vardir: n-inci mertebeden
bir denklemin genel ¢6ziimii n tane keyfi sabit tasir ve bu sabitlere verilen her deger, diizlemde ayr1 bir
¢oziim egrisi belirler. Ornegin y” + y = 0 denkleminin ¢dziimleri y = ¢; cos T + ¢, sin z bi¢imindedir; ¢,
ve ¢, ’'ye deger vermedikee elimizde tek bir fonksiyon degil, sonsuz tane fonksiyon vardir.

Oysa bir uygulamada sorulan soru hemen hemen her zaman sudur: “Sistem su anda su durumdayken
bundan sonra ne olacak?” Bu soru, denklemin yanina ek kosullar koymay1 gerektirir. Ek kosullar,
¢oziim ailesinin sonsuz tiyesi arasindan bizi ilgilendiren tek bir iyeyi se¢meye yarar. Bu boliimde 6nce ek
kosullarin iki temel tipini (baslangic kosulu ve smir kosulu) ayirt edecek, sonra can alic1 soruyu soracagiz:
verilen kosullar1 saglayan bir ¢6ziim var midir, varsa tek midir?

Bu soru gorindigi kadar masum degildir. Gorecegiz ki bazi problemlerin hi¢ ¢6ziimii yok, bazilarinin
sonsuz ¢6ziimii var. Bolimin ikinci yarisinda, birinci mertebeden denklemler icin bu iki soruya birden
cevap veren temel varlik ve teklik teoremini (existence and uniqueness theorem) verecegiz: teorem, bir
denklemi hi¢ ¢6zmeden, yalnizca sag tarafin siirekliligine bakarak ¢6ztimiin varligin ve tekligini garanti
eder.

Ek Kosullar: Baglangic ve Sinir Deger Problemleri

Ek kosullarin nerede verildigi, problemin karakterini tamamen degistirir. Biitiin kogullar tek bir x dege-
rinde veriliyorsa problem bir tiptedir; kosullar farkl1 x degerlerine dagilmigsa bambaska bir tiptedir.

Tanim 3.1 (Baglangic Deger Problemi). n-inci mertebeden bir diferansiyel denklem ile birlikte, tek
bir z; noktasinda verilen

y(xo) = Y0, ¥ (%9) =y1, - y("*”(xo) =Yp—1

bi¢imindeki n tane kogsul ele alinsin. Bu kosullara baslangic kosullar1 (initial conditions), denklem ile
kosullarin olugturdugu probleme baslangi¢c deger problemi (initial value problem) denir. z, noktasina
problemin baslangi¢ noktasi denir.

Yani baglangi¢c deger probleminde bitiin bilgi tek bir noktada toplanmigtir: fonksiyonun o noktadaki
degeri, tiirevinin o noktadaki degeri ve gerekiyorsa daha yiiksek mertebeden tiirevlerinin o noktadaki
degerleri.

Tanim 3.2 (Sinir Deger Problemi). Bir diferansiyel denklem ile birlikte verilen ek kosullar en az iki
farkli z degerinde veriliyorsa, bu kosullara sinir kosullar1 (boundary conditions), denklem ile kogullarin
olusturdugu probleme sinir deger problemi (boundary value problem) denir.

Yani smir deger probleminde bilgi, izerinde ¢alistigimiz araligin iki ucuna (ya da birden ¢ok noktasina)
dagitilmugtir: bir uctaki davranisi biliriz, 6teki uctaki davranis: biliriz, arada ne oldugunu denklem séyler.
Aradaki fark: su tablo 6zetler.

baslangi¢ deger problemi sinir deger problemi
kosullarmn verildigi nokta tek bir z; noktasi en az iki farkli nokta
ikinci mertebede tipik kosul y(xo) = Yo, ¥ (2g) = Y1 y(a) = A, y(b) =B
sezgisel anlamui “su andaki durum ve hiz” “iki uctaki durum”
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baslangi¢ deger problemi sinir deger problemi
¢oziimiin varlig: ve tekligi uygun kosullar altinda garanti garanti edilemez
edilebilir

Bir problemin hangi tipte oldugunu anlamak icin denklemin kendisine bakmak gerekmez; kosullarin
nerede verildigine bakmak yeter.

Ornek 3.1 (Kosullarin Tek Noktada Verildigi Bir Problem). Asagidaki problem hangi tiptedir?

vy +y=0, y(1)=3,  y(1)=-4

Cozim.

Denklem ikinci mertebeden oldugu icin iki ek kosul verilmistir ve bu iki kosulun ikisi de ayn1 x
degerinde, z = 1 noktasinda okunmaktadir: biri fonksiyonun oradaki degerini, 6teki tiirevinin oradaki
degerini soyliyor.

Tanim geregi bu bir baslangi¢c deger problemidir; baslangi¢ noktas1 x, = 1'dir.

n

Ornek 3.2 (Kosullarin Farkli Noktalarda Verildigi Bir Problem). Asagidaki problem hangi tiptedir?
" U
Yy +y=0, y(0)=1, (95)25

Coziim.

Denklem yine ikinci mertebeden ve yine iki kosul var; ama kosullar bu kez iki farkli noktada veriliyor:
biri x = 0, 6teki x = % noktasinda.

Tanim geregi bu bir sinir deger problemidir. Dikkat edilirse burada tiirev hakkinda hicbir bilgi
verilmemis, bunun yerine fonksiyonun iki ayr1 noktadaki degeri bildirilmistir; sinir kosullarnin tipik
goriniimii budur.

Her iki problemde de izlenen yol aynidir: 6nce denklemin keyfi sabitler iceren genel ¢6ziimi bulunur,
sonra ek kosullar bu sabitler i¢cin bir denklem sistemi verir, sistem coziilerek sabitler belirlenir. Sabitlere
belirli degerler verilerek elde edilen ¢oziime 6zel ¢6ziim (particular solution) denir. Asagidaki dort 6rnek,
ayni denklem tizerinde bu yolun nereye ¢ikabilecegini gosteriyor.

Ornek 3.3 (Iki Sabitli Bir Coziim Ailesinin Dogrulanmasi). ¢, ve c, sabit olmak iizere
y(z) = ¢y cosx + cysinx

fonksiyonunun

&y

dm2+y:0

denkleminin genel ¢6ztimi oldugunu gosteriniz.

Coziim.

Once fonksiyonun her yerde iki kez tiirevlenebilir olduguna dikkat edelim: cos x ve sin z biitiin R
tizerinde istenildigi kadar tirevlenebilir oldugundan y, ¢ ve y” her x € R i¢in vardir. Dolayisiyla
denklemdeki biitiin terimler anlamlidir ve geriye tek is kalir: fonksiyonu denklemde yerine koyup
denklemi saglayip saglamadigina bakmak.

Tiirevleri alalim:

y' () = —c¢;sinz + ¢y cosx
y"(z) = —cy cosx — ¢y sinz

Bu iki ifadeyi denklemin sol tarafinda yerine koyalim:
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d?y . .
= +y=(—cycosT—cysinx) + (¢, cosz + ¢y sinx)

Sag taraftaki terimler ikiser ikiger sadelesir:

d?y

rro

Esitlik, ¢, ile ¢,’nin hangi degerleri i¢in olursa olsun ve her x € R i¢in saglanir. Demek ki fonksiyon,
sabitlerin her secimi i¢in denklemin bir ¢6ztimiudiir.

Bu bir ¢6ziim ailesidir ve ailede birbirinden bagimsiz iki keyfi sabit vardir. Denklem ikinci mertebeden
oldugu icin aranan keyfi sabit sayis1 da ikidir; dolayisiyla

y(x) = ¢, cosz + cysinx

denklemin genel ¢6ziimiidiir. Bundan sonraki ti¢ 6rnekte hep bu aileyi kullanacagz.
u

Ornek 3.4 (Bir Baslangic Deger Problemi). Asagidaki problemi ¢oziiniiz.

d%y

2 Ty=0 y(0)=1, ¢ (0)=4

Ig-:I::rZ 1ilklinl;ogul da ayni1 noktada, x = 0 noktasinda verilmistir; problem bir baslangi¢ deger problemidir.
Genel ¢6ziim ve tiirevi
y(x) = ¢y cosz + cysinx
Yy () = —c;sinx + ¢y cosx

bi¢imindeydi. Simdi = 0 yazalim. cos 0 = 1 ve sin 0 = 0 oldugundan birinci kosul

y(0)=c¢; =1
verir. Tkinci kosul ise

y(0)=cy =4
verir. Iki sabit de dogrudan okunduguna gére 6zel ¢oziim

y(x) =cosx +4sinz

olur. Bu ¢6ztim, biitiin R iizerinde tanimlidir ve verilen iki kosulu saglayan tek ¢oztimdiir: sabitleri
belirleyen denklemler tek ¢6ziimlii oldugu i¢in baska bir secenek yoktur.
|

Ornek 3.5 (Bir Sinir Deger Problemi). Asagidaki problemi ¢oziiniiz.
d?y

T2 ty=0 ¥ =1, (%):4

Coziim.
Kosullar bu kez iki farkli noktada, x = 0 ve = § noktalarinda veriliyor; problem bir sinir deger

problemidir.
Genel ¢o6ziimde 6nce z = 0 alalim:

y(0) = ¢; 080+ cysin0=¢; =1

Simdi z = 7 alalim. cos § = 0 ve sin § = 1 oldugundan
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)=

bulunur. Iki sabit de belirlendi; 6zel ¢éziim
y(z) = cosz + 4sinzx

olur.

Bir onceki 6rnekte baslangic kosullarindan cikan ¢6ztimle burada sinir kosullarindan ¢ikan ¢6ziim
aym fonksiyon oldu. Bu bir rastlant1 degil: bu denklemin genel ¢éziimiinde y'(0) = ¢, ve y(7/2) =
¢, oldugundan, “y’(0) = 4” kosulu ile “y(7/2) = 4” kosulu sabitler hakkinda birebir aym bilgiyi tagir.
Gosterdigi sey ise geneldir: bir ¢6ztim egrisi, “bir noktadaki degeri ve egimi” ile de, “iki ayr1 noktadaki
degerleri” ile de belirlenebilir. Ne var ki bu iki bilgi tiirii esit derecede giivenilir degildir; siradaki 6rnek
bunu gosteriyor.

|

Ornek 3.6 (Coziimii Olmayan Bir Simir Deger Problemi). Ayni denklemi bu kez

d2y
2 ty=0 y(0)=1, y(r)=4

sinir kosullariyla ele alimiz. Bu problemin ¢6ziimii var midir?

Coziim.
Genel ¢oziim yine

y(x) =cycosz + cysinz

ve sinir kogullarini sirayla uyguluyoruz. Birinci kosuldan

y(0)=c¢; =1
cikar. Tkinci kosul icin cos m = —1 ve sin 7w = 0 degerlerini kullanalim:
y(m) = ¢ cosT+ cysinT = —¢4
Kosul y(7) = 4 olduguna gore
—;=4 = ¢, =-4

olmalidir. Ama birinci kosul ¢; = 1 demisti. Bir say1 hem 1 hem —4 olamaz: ¢eliski.

Demek ki genel ¢6ziim ailesinin higbir tiyesi iki kogulu birden saglayamaz; bu sinir deger probleminin
¢o6ziimii yoktur.

Celigkinin kaynagini gérmek 6greticidir. # = 7 noktasinda sin 7 = 0 oldugu icin ¢, ikinci denklemden
tamamen diiger; elimizde ¢; icin iki farkli istek kalir ve bunlar uyusmaz. Yani sinir kosullarinin
kondugu noktalar, denklemin ¢6ziimlerinin o noktalardaki davranisiyla ters diisebilir. Baglangic deger
problemlerinde boyle bir tehlike yoktur: kosullarin hepsi tek noktada verildigi i¢in sabitler birbirini
bozmadan sirayla belirlenir.

|

Bu 6rnek, bolimiin ikinci yarisinin motivasyonudur. Bir problem yazmak onun bir cevabi oldugu
anlamina gelmiyor. O hélde ¢6zmeye baslamadan once ¢oziimiin var olup olmadigini, varsa tek olup
olmadigini sdyleyen bir dlciite ihtiyacimiz var. Béyle bir ol¢iit, birinci mertebeden baslangic deger prob-
lemleri igin vardir.

Varlik ve Teklik Teoremi

Teoremin ifadesinde diizlemin bir parcas: tizerinde siireklilik istenecegi i¢in, 6nce o par¢anin ne oldugunu
belirleyelim.
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Tanim 3.3 (Bolge). Diizlemin acik ve baglantili bir D C R? alt kiimesine bolge (domain) denir.

Yani bir bolge, her noktasini icine alan kii¢iik bir disk barindiran (acik) ve tek parca olan (baglantili) bir
diizlem kiimesidir; sinirli bolgeler sezgisel olarak diizlemdeki basit kapali bir egrinin ici diye diisiiniilebilir,
ama bir bolge sinirsiz da olabilir. Bir agik dikdortgen, bir agik daire ya da > 0 yar1 diizlemi birer bélgedir;
sonuncusu sinirsizdir.

Artik teoremi verebiliriz.

Teorem 3.1 (Temel Varlik ve Teklik Teoremi).

d
ﬁzf(a:,y)

diferansiyel denklemini ele alalim. D, xy-diizleminde bir bolge olmak iizere

1 f]fonksiyonu D iizerinde x ve y’nin siirekli bir fonksiyonu,
2. g—y kismi tiirevi de D iizerinde x ve y’nin siirekli bir fonksiyonu

olsun. (x,vy,) da D bolgesinin bir noktasi olsun. O zaman yeterince kiigiik bir h > 0 sayisive | x — z; | <
h araliginda tanimli bir ve yalniz bir ¢ fonksiyonu vardir 6yle ki bu araliktaki her x icin

¢ (2)=f (z,6())
ve ayrica
d(zo) = yo

saglanir.

Yani f ile 0f/0y’nin siirekli oldugu bir bolgenin i¢inden hangi noktay1 segersek secelim, o noktadan
gecen bir ¢6ziim egrisi vardir ve o noktadan tek bir ¢6ziim egrisi geger.

1 Not

Teoremin ispati, ¢6ziimi ardigik yaklagimlarla (Picard iterasyonu) kuran ve bu dizinin bir btiziilme
argiimaniyla yakinsadigini gosteren bir yontem tizerine kuruludur; bu notlarin kapsami disinda
birakiyoruz. Bizim i¢in 6nemli olan, teoremin nasil kullanilacagidir: bir denklem verildiginde f ile
0f /0y’yiyazip siireksiz olduklar: yerleri isaretlemek, sonra baslangic noktasinin bu yerlerden uzakta
kalip kalmadigina bakmak.

Teoremin soylemedikleri

Teoremi kullanirken #i¢ sinir1 akilda tutmak gerekir.

+ Sonug yereldir. Céziimiin varlig1 yalmzca | ¢ — z | < h araliginda garanti edilir ve h kigiik
olabilir. Teorem, ¢6ziimiin ne kadar genis bir aralia uzanacagini séylemez.

» Kosullar yeterlidir, gerekli degildir. Hipotezler saglanmiyorsa teoremden hicbir sonug ¢ikmaz:
ne “¢c6ziim vardir” ne de “¢éztim yoktur”. O durumda teorem susar.

« Teorem c¢oziimii bulmaz. Varlig1 ve tekligi garanti eder, ama ¢6ziimin formilinii vermez.
Formiilii bulmak, sonraki béliimlerin yontemlerinin igidir.

Birinci maddenin ne kadar ciddi oldugunu gérmek icin, hipotezlerin biitiin diizlemde saglandig: halde
¢oziimiin kiiciik bir araliktan disar1 ¢ikamadigi bir 6rnege bakalim.
Ornek 3.7 (Hipotezler Her Yerde Saglansa da Coziim Yerel Olabilir).

baslangi¢ deger probleminin ¢6ziimii hangi aralikta tanimlidir?
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Cozim.
Once hipotezleri denetleyelim:

of
=1 2 2 —9
fz,y) +y°, g~ Y

Bu iki fonksiyon da iki degiskenli birer polinomdur, dolayisiyla diizlemin her noktasinda stireklidirler.
Baslangic noktasi (0, 0), siireklilik bélgesi olarak alabilecegimiz biitiin diizlemin i¢indedir. Teoremin
buitiin hipotezleri saglanir; problemin tek bir ¢6ziimii vardir.
Bu ¢dziimii yazalm. y(x) = tan x fonksiyonunu deneyelim:

Y () =sec’z =1+tan’z =1+ 9
ve
y(0) =tan0 =10

oldugundan y = tanx gercekten problemin ¢6ziimiidiir. Ne var ki tanx fonksiyonu z — = iken
sinirsiz bilyiir; ¢6ziim ancak

m m
—w <zr<

2 2

araliginda tanimlidir ve bu araliktan digar: hicbir bicimde genisletilemez.

Buradaki ders sudur: f ile 8f/dy’nin biitiin diizlemde siirekli olmasi, ¢éziimiin biitiin R {izerinde
var olacag1 anlamina gelmez. Teorem yalnizca baslangi¢ noktasinin yakininda bir aralik vaat eder; o
araligin uzunlugu denklemin kendi davranisina baghdir.

|

Simdi teoremin olagan kullanimina dénelim: verilen bir problemde hipotezleri denetlemek.

Ornek 3.8 (Hipotezlerin Her Yerde Saglandig1 Bir Problem).

dy 2 2
Y 1)=3
=oY@

baslangi¢ deger probleminin ¢6ztimiiniin varlig: ve tekligi hakkinda ne sdylenebilir?

Cozim.
Denklem g—z = f(z,y) bi¢imindedir ve

fla,y) =2 +y°
Kismi tiirevi alalim; 2’i sabit tutup y’ye gore tiirev aliyoruz:

of (z,y)

AL V|

Jy

Her iki fonksiyon da polinom oldugundan zy-diizleminin her bolgesinde siireklidir. Baslangi¢ kosulu
y(1) = 3ise

Ty =1, Yo =3
demektir ve (1, 3) noktas: kugskusuz boyle bir bélgenin i¢inde yer alir; 6rnegin
D={(z,y): 0<x<2,2<y<4}
acik dikdortgeni isimizi goriir.

Teoremin biitiin hipotezleri saglandi. O hélde yeterince kiigiik bir » > 0 i¢in | z — 1 | < h aralifinda
tanimli,

¢'(z) =a® + ()%, ¢(1)=3
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kosullarini saglayan tek bir ¢ ¢oztimi vardir.

Bu sonucun degeri surada: séz konusu denklemin ¢6ziimii temel fonksiyonlarla yazilamaz. Yine de
¢oziimii hi¢ bulmadan, yalnizca sag tarafa bakarak ¢oziimiin var ve tek oldugunu biliyoruz.

]

Ornek 3.9 (Siireksizlik Cizgisinden Ka¢inan Bir Bolge).

dy _ v
dz /'

baslangi¢ deger probleminin ¢6ziiminin varlig: ve tekligi hakkinda ne sdylenebilir?

y(1) =2

Coziim.
Burada

oy fwy) 1
f(ac,y) - \/57 8y \/5

olur. /z ifadesi yalnizca = > 0 i¢in taniml ve sifirdan farklidir; z < 0 olan noktalarda ise ne f ne de
kismi tirev anlamlidir. Yani her iki fonksiyon da yalnizca z > 0 yar1 diizleminde tanimlidir ve orada
stireklidir; y ekseni (z = 0 dogrusu) ile onun solu bu fonksiyonlarin tanim kiimesinin disinda kalir.
Baslangi¢ kosulundan

Ty =1, Yo =2

Merkezi (1, 2) olan ve y eksenine hi¢ dokunmayan bir bélge bulabiliriz; drnegin
1 3
D:{(x,y):§<x<§,1<y<3}

agik dikdortgeni yalnizca = > 0 noktalarindan olusur. Bu D tizerinde f ve 0f /0y sireklidir, (1,2)
noktasi da D’nin i¢indedir.

Teoremin hipotezleri saglandigina gore, yeterince kiigitkk bir A > 0 i¢in |  — 1 | < h araliginda tanimli
ve ¢(1) = 2 kosulunu saglayan tek bir ¢ ¢6ziimii vardir.

Bu 6rnekte 6nemli olan sudur: f’nin diizlemin tamaminda stirekli olmasi gerekmez. Baslangi¢ nokta-
sinin cevresinde, f ile 0f/0y’nin tanimsiz ya da siireksiz oldugu yerlerden uzak duran bir bolge
bulabilmek yeter.

|

Ornek 3.10 (Baslangic Noktasi Siireksizlik Uzerindeyse). Ayni denklemi bu kez

d
@ _ Y y(0) =2

dr [z’
baslangi¢ kosuluyla ele aliniz. Coztimiin varliga ve tekligi hakkinda ne s6ylenebilir?

Cozim.
Fonksiyonlar bir 6ncekiyle aynu:

of (z,y)

o=k, O L

Al

Degisen tek sey baslangi¢ noktast:
(0, 90) = (0,2)

Bu nokta tam olarak = 0 dogrusunun, yani siireksizlik ¢izgisinin {izerindedir. (0, 2) noktasin1 iceren
her agik kiime, z < 0 olan noktalari da igerir; oralarda f de 0 f /Oy de siirekli degildir, hatta taniml bile
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degildir. Dolayisiyla (0, 2) noktasini, hipotezlerin saglandig: bir bélgenin igine yerlestirmek miimkiin
degildir.

Sonug olarak bu problem igin teoremden hicbir sey cikaramayiz. Ozellikle iki seyi birden sdyleyemeyiz:
+ problemin bir ¢6ziimii oldugunu séyleyemeyiz,

« problemin ¢éziimii olmadigini da séyleyemeyiz.

Teorem bu noktada susar; bilgi yok. Coziimiin olup olmadigini 6grenmek istiyorsak denklemi elle
incelemek zorundayiz.
]

Hipotezler Saglanmazsa: Tekligin Bozulmasi ve Tekil Coziimler

Son 6rnek, hipotezler saglanmadiginda teoremin sustugunu gosterdi. Peki sustugunda gergekte ne oluyor?
Bazen higbir sey olmaz, ¢6ziim yine var ve tektir. Bazen ise teklik gercekten bozulur: ayni noktadan
birden ¢ok ¢oziim egrisi gecer. Asagidaki 6rnek bu ikinci durumun tipik 6rnegidir.

Ornek 3.11 (Ayn1 Noktadan Gecen Iki Coziim).

dy _

baslangi¢ deger probleminin birden ¢ok ¢6ziimii oldugunu gosteriniz.

Coziim.
Once hipotezleri denetleyelim:

f(@,9) =9, —afg;’ b _ 2—\1@

f fonksiyonu yalmzca y > 0 kapali yar1 diizleminde tanimlidir ve orada siireklidir. Baglangi¢ noktamiz
(0,0) ise bu yar1 diizlemin tam sinir1 iizerindedir: (0, 0) noktasin iceren her agik kiime y < 0 olan
noktalari da igerir, oralarda f tanimli bile degildir. Dolayisiyla daha birinci hipotez igin, (0, 0) noktasin
iceren ve iizerinde f’nin siirekli oldugu bir bdlge bulunamaz. fkinci hipotez ise ¢ok daha belirgin
bicimde bozulur: kismi tiirev y = 0 i¢in tanimsizdir ve y — 0% iken sinursiz bilyiir. Teorem susuyor;
tekligin bozulup bozulmadigini elle kontrol edecegiz.

Birinci ¢oziim. Sabit fonksiyon y; (z) = 0 olsun. O zaman yj(z) = 0 ve 1/y;(z) = 0 oldugundan
denklem saglanir; ayrica y; (0) = 0’dir.

ikinci ¢oziim. Simdi parcali tanimh

o) = {0’ vs0

fonksiyonunu alalim. > 0 i¢in

Ya(z) = 5 ve Yo(x) =\ — =

oldugundan denklem saglanir (z > 0 oldugu i¢in karekok x /2 verir). < 0 i¢in her iki taraf da sifirdir.
z = 0 noktasinda ise soldan ve sagdan tiirevler
Yp(h) =0 i /A P

hm = —— =0, lim === lim 2 =0

olarak ¢akigir; yani y, sifirda tirevlenebilirdir ve y5(0) = 0 = 4/y5(0)’dir. Ayrica y,(0) = 0’dur.
Demek ki ¥, ile y,, = 0 noktasini igeren her aralikta ayni baglangi¢ deger probleminin iki farkli
¢oztimiidir: teklik bozulmustur.

Dabhasi, bozulma iki ¢6ziimle de sinirh degildir. Her @ > 0 i¢in
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0, r<a
ya(m) - (m;a)z’x > aq

fonksiyonu da ayni problemi ¢6zer: ¢6ziim egrisi « ekseni boyunca istedigi kadar ilerler, sonra istedigi
anda “ayrilip” yiikselmeye baslar. Yani problemin sonsuz ¢oklukta ¢éztimii vardir. Tekligi bozan sey,
tam olarak 0 f/0y’nin y = 0 tizerinde stirekli olmamasidur.

n

Bu 6rnekteki y = 0 ¢éziimiiniin ilging bir yan1 daha vardir: birazdan gérecegimiz gibi, denklemin genel
¢oziim ailesinde bu fonksiyon yoktur. Genel ¢6ziimdeki keyfi sabitlere hangi deger verilirse verilsin elde
edilemeyen boyle ¢oziimlere Coziim Kavrami ve Coziim Aileleri bolumiinde tekil ¢6ziim adini vermigtik:
denklemi saglar, ama ailenin hi¢bir iyesi degildir. Asagidaki 6rnek, tekil ¢oziimlerle tekligin bozulmasinin
ayn1 yerde bulustugunu gosteriyor.

Ornek 3.12 (Bir Tekil Coziim). c keyfi sabit olmak iizere

(z+c)?

y(z) = ,

fonksiyonlarinin % = /Y denkleminin genel ¢6ziimi oldugunu gosteriniz ve y = 0 fonksiyonunun tekil
¢bziim oldugunu belirtiniz.

Cozim.
Once ailenin denklemi sagladigini dogrulayalim. Tiirev alalim:
20x+c) z+c

y(@)=—F1—=—

Ote yandan

_ (m+c)2_\:c+c\
Vo) = 4 2

Bu iki ifadenin esit olmasi i¢in 4+ ¢ > 0, yani > —c olmasi gerekir. O halde

2
sy =L s
4
denklemin bir ¢6ziimiidiir ve ¢ keyfi oldugundan tek parametreli bir ¢6ziim ailesi elde ederiz. Denklem
birinci mertebeden oldugu ve ailede bir keyfi sabit bulundugu i¢in bu aile genel ¢6ziimdiir.

Simdi y = 0 fonksiyonuna bakalim. Bir dnceki 6rnekte bunun denklemi sagladigini gérmistik. Ama

ailenin bir tiyesi midir? Olmasi i¢in, her x degeri i¢in

2
(z+c) 0
4
olmasi saglayan bir ¢ sabiti bulmaliy1z. Sabit bir ¢ icin bu esitlik yalnizca * = —c¢ noktasinda

dogrudur, bir aralik boyunca degil. Dolayisiyla hicbir ¢ degeri sifir fonksiyonunu vermez.

Sonug: y = 0, denklemin genel ¢6ziimiinden elde edilemeyen bir ¢6ziimdiir; yani bir tekil ¢oziimdiir.
Bu, teklik bozulmasinin geometrik resmini de tamamlar. y = 0 dogrusu, ailedeki biitiin parabol parca-
larinin teget olarak ayrildig: bir “zarf” gorevi goriir; bu dogru tizerindeki her noktadan hem dogrunun
kendisi hem de bir parabol parcasi geger. Zaten bu dogru, 0 f/0y’nin tamimsiz kaldig: yerdir.

|

Acik Matematik - acik-matematik.com 37 CC BY-NC-SA 4.0


cozumler.qmd
https://acik-matematik.com
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.tr

34

38 Boliim 3. Baslangi¢ ve Sinir Deger Problemleri; Varlik ve Teklik

Q Ipucu

Bir problemle karsilastiginizda izlenecek yol sudur: denklemi g—g = f(z,y) biciminde yazin, 8 f /0y’yi
hesaplayin, ikisinin tanimsiz ya da stireksiz oldugu noktalari isaretleyin ve baglangic noktasinin bu
kiimeden uzak olup olmadigina bakin. Uzaksa ¢bziim var ve tektir. Uzerindeyse teorem susar; teklik
bozulmus olabilir ve ortada bir tekil ¢6ziim bulunabilir.

Alistirmalar

Asagidaki aligtirmalarda, y” +y = 0 denkleminin genel ¢éziimiiniin y = ¢; cos z + ¢, sinz oldugunu
kullanabilirsiniz.

Alistirma 3.1 (Tek Coziimlii Bir Sinir Deger Problemi).

%er:o, y(0) = 2, (%) -3

problemini ¢6ziiniiz.

Coziim.
Kosullar iki farkli noktada verildiginden bu bir sinir deger problemidir. Genel ¢6ztimde z = 0 alalim:

y(0) =c; =2
Simdi z = 7 alalim:
(@g) =c-0+cy-1=cy=-3
Iki sabit de belirlendi. Ozel ¢éziim
y(x) =2cosz — 3sinzx

Bu problemde sabitler birbirinden bagimsiz olarak okunabildigi i¢in celigki ¢ikmadi ve ¢oziim tek oldu.
|

Alistirma 3.2 (Sonsuz Coziimlii Bir Sinir Deger Problemi).

d2y
@4‘2/:07 y(0) =0, y(m) =0

probleminin ka¢ ¢6ziimii vardir?

Cozim.
Birinci kosuldan

y(0)=¢; =0
cikar. Tkinci kosulda cos 7 = —1 ve sin 7 = 0 degerlerini kullanalim:
y(m) = —c; =0

Bu esitlik, ¢; = 0 oldugu icin kendiliginden saglanir; ¢, hakkinda hicbir bilgi vermez. Demek ki ¢,
serbest kalir ve

y(x) = cysinz

fonksiyonlarinin hepsi problemin ¢oziimiidiir. Problemin sonsuz ¢oklukta ¢oziimii vardir.
Bu aligtirmayi, ¢6ziimii olmayan sinir deger problemiyle yan yana koymak 6greticidir: her iki durumda
da sin m = 0 olmasi yiiziinden ¢, ikinci denklemden diiser. Kalan denklem c; icin bir celiski iiretirse
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¢6zim yok olur, kendiliginden saglanirsa sonsuz ¢oziim ortaya ¢ikar. Siur deger problemlerinde “tek
¢oziim” kuralin kendisi degil, sansl halidir.
|

Alistirma 3.3 (Ustel Coziim Ailesiyle Bir Baslangic Deger Problemi). y = c¢,e?® + c,e™2% fonksi-
yonlarinin y” — 4y = 0 denkleminin genel ¢6ziimii oldugu biliniyor. Buna gore

y'—4y=0, y0)=1, ¥(0)=0
baslangi¢ deger problemini ¢6ziiniiz.

Cozim.
Genel ¢6ziimiin tiirevini alalim:

Y (z) = 2¢,€%* — 2ce 2"
x = 0 yazalim; e® = 1 oldugundan kosullar
Yy(O0)=c +e =1
Y (0) =2¢; —2¢, =0

denklemlerini verir. Ikinci denklemden ¢, = ¢, bulunur; bunu birinci denklemde yerine koyarsak
2¢; =1, yani

olur. Ozel ¢éziim

2z —2z
y(z) = % = cosh 2z

Kogullarin ikisi de tek bir noktada verildigi i¢in sabitleri belirleyen sistem tek ¢6ziimlidiir; problemin
tek ¢6ziimii budur.
|

Alistirma 3.4 (Bir Dogrudan Uzak Duran Baslangi¢c Noktasi).

dy z—y
dz  z+vy’

y(2) =1

probleminin ¢6ziimiiniin varlig1 ve tekligi hakkinda ne séylenebilir?

Coziim.
Sag tarafi adlandiralim:

ﬂ%w:i;z

Bu fonksiyon, payda sifir olmadike¢a yani « + y # 0 oldukea stireklidir. Kismi tirevi bélim kuraliyla
hesaplayalim:

of _(=D)E+y) —(z—yA)

dy (z + )2

Pay1 sadelestirelim:
% _—r—y—x+y = —2z
oy (z+y)?  (z+y)?
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Bu da z + y # 0 oldukga stireklidir. Demek ki her iki fonksiyon da yalnizca y = —x dogrusu tizerinde
streksizdir.
Baslangi¢ noktasi (2, 1) i¢in  + y = 3 5 0°dir; nokta bu dogrunun iizerinde degildir. Ornegin

D= {(z,y):x+y >0}

yar1 diizlemi agik ve baglantilidir, (2, 1) noktasin icerir ve tizerinde her iki hipotez de saglanir.

O halde yeterince kiigiik bir A > Oi¢in |  — 2 | < h aralifinda tanimli ve ¢(2) = 1 kosulunu saglayan
tek bir ¢ ¢ozimii vardir.

|

Alistirma 3.5 (Teoremin Sustugu Bir Problem).

dy Yy
—_— = 1 =
de  z—1 y(1) =3

probleminde teoremin hipotezlerini denetleyiniz ve sonucu yorumlayiniz.

Cozim.
Fonksiyonlar: yazalim:

oy of(xz,y) 1

Her ikisi de = 1 dogrusu tizerinde tanimsiz, dolayisiyla siireksizdir. Baslangic noktas: (1,3) tam
olarak bu dogrunun iizerindedir; (1,3)’ iceren her acik kiime = = 1 noktalarimi da icereceginden,
hipotezlerin saglandig bir bolge bulunamaz. Teorem bu problem hakkinda hicbir bilgi vermez.
Burada “bilgi yok” demenin “¢6ztim yok” demek olmadigini vurgulamak gerekir; ama bu ozel prob-
lemde ¢6ziimiin gercekten olmadigini dogrudan gosterebiliriz. Problemin bir ¢ ¢6ziimii olsaydi, ¢
baslangic noktasi z, = 1’i iceren bir araligin her noktasinda denklemi saglamak zorundaydi. Ozellikle
z = 1 noktasinda

esitligini yazabilmemiz gerekirdi; oysa payda sifir, pay ise ¢(1) = 3 # 0 oldugundan sag taraf tanim-
sizdir. Denklem tam da baglangi¢ noktasinda anlamim yitirdigine gore, bu problemin hi¢bir ¢6ziimii
yoktur.

Ayni sonucu denklemin ¢6ziim egrileri {izerinden de gorebiliriz. ¢ sabit olmak tizere

y(z) = c(z —1)
fonksiyonlarini deneyelim:

ylx) _ ez =1)

4 = =
yi@=e ve 9= 1

=cC

oldugundan bunlar x # 1 i¢in denklemin ¢oziimleridir. Ama her ¢ igin
y(l)=¢c-0=0

olur; bu ailedeki biitiin dogrular  — 1 iken tek bir noktaya, (1,0) noktasina yaklagir. (1, 3) noktas:
onlarin hicbirinin erisemedigi bir noktadir; yukarida gosterdigimiz gibi, bagka hicbir ¢6ziim de oraya
erisemez. Teoremin susmasi, kotil seylerin olabilecegi anlamina gelir; burada olmustur.

u

Alistirma 3.6 (Tekligin Bozuldugu Baska Bir Problem).

dy
&y _ y2/3
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3.4 Aligtirmalar 41

probleminin en az iki ¢6ziimii oldugunu gosteriniz ve bunun teoremle celismedigini aciklayiniz.

Coziim.

Once iki ¢éziim bulalim.

Birinci ¢oziim. y,(z) = 0 alalm. Bu durumda y}(z) =0 ve y;(z)?/®> = 0 oldugundan denklem
saglanir; ayrica y; (0) = 0’dr.

ikinci ¢oziim. y,(z) = £ alalim. Tiirevi

, 3r? 22
Y () = o7 = 9

2/3
3 2
2/3 _ (T2 -

Iki taraf esittir; ayrica y,(0) = 0’dir. Demek ki y, de problemin ¢éziimiidiir ve y, ile y, farkli fonksi-
yonlardir.
Simdi bunun teoremle neden ¢elismedigine bakalim:

of(z,y) 2 _ 2
— 2/3 AT P -
flz,y) =y, a9y 3Y 593

Sag tarafi hesaplayalim:

f bitiin diizlemde stireklidir, ama kismi tiirev y = 0 iizerinde tanmimsizdir. Baglangi¢ noktasi (0, 0)
tam da orada bulundugundan ikinci hipotez saglanmaz. Teorem hipotezleri saglanmayan bir problem
hakkinda hicbir sey iddia etmedigi icin tekligin bozulmas: bir celigki yaratmaz; tersine, hipotezlerin
gereksiz olmadigini gosterir.

|

Bu boliimde, verilen bir denklemden yola ¢ikip kosullar1 saglayan ¢oztiimii bulduk: genel ¢6ziimdeki keyfi
sabitleri ek kosullarla belirledik. Bir sonraki béliimde yolu tersine yiiriiyecegiz. Elimizde keyfi sabitler
iceren bir egri ailesi varsa, tiirev alarak bu sabitleri yok edip ailenin sagladig1 diferansiyel denklemi
kuracagiz: Keyfi Sabitlerin Yok Edilmesi.
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4.1

4. Keyfi Sabitlerin Yok Edilmesi

Buraya kadar hep ayni yonde calistik: elimizde bir diferansiyel denklem vardi, onu saglayan fonksiyonlar1
ariyorduk. Bu arayisin sonunda karsimiza ¢ikan seyin tek bir fonksiyon degil, keyfi sabitler iceren bir
fonksiyon ailesi oldugunu gordiik. Ornegin ¢’ = 22 denkleminin ¢éziimleri y = 22 + ¢ parabolleridir;
c’nin her degeri diizlemde bagka bir egri verir ve hepsi birden denklemin genel ¢6ziimiinii olusturur.

Bu bolimde oku ters ¢eviriyoruz. Artik baglangic noktamiz bir denklem degil, bir egri ailesi olacak:
“orijinden gecen biitiin dogrular”, “merkezi orijinde olan biitiin gemberler”, “y = ¢, e?* + c,e~3% bicimin-
deki biitiin fonksiyonlar” gibi. Soru sudur: bu ailenin biitiin iiyelerinin sagladigy, icinde hi¢bir keyfi sabit
bulunmayan bir diferansiyel denklem yazabilir miyiz?

Bu ters soru gorindiigiinden daha 6nemlidir. Bir olguyu modellerken ¢ogu zaman elimizde 6nce ailenin
geometrik ya da fiziksel 6zelligi bulunur; modelin denklemi bu 6zellikten tretilir. Ayrica bir denklemin
genel ¢6ziimiini buldugumuzda, ¢6ztimii geri tiiretip ayn1 denkleme varmak yaptigimiz isi ssnamanin en
hizli yoludur. Yontemin kendisi de tek ciimleyle 6zetlenebilir: sabitleri tiirev alarak yok ederiz.

Egri Ailesi ve Keyfi Sabitler

y = cx yazdigimizda tek bir egri degil, bir egri yigin1 tanimlariz: ¢ = 1 i¢in y = « dogrusu, ¢ = —2 i¢in
y = —2x dogrusu ve benzeri. Sabitin her degeri diizlemde bir egri cizer; “aile” sozciigi iste bu yigmi
anlatir. Ailede ka¢ bagimsiz sabit bulundugu, birazdan gérecegimiz gibi, tiretecegimiz denklemin merte-
besini dogrudan belirleyecek.

Tanim 4.1 (Egri Ailesi ve Esas Keyfi Sabitler). F' yeterince tirevlenebilir bir fonksiyonve ¢y, ¢y, ..., ¢
birer sabit olmak tizere

n

F(x,y,clvc% '~'7cn) =0

bagintisinin, sabitlerin aldig1 her uygun deger i¢in dizlemde belirledigi egrilerin olusturdugu topluluga
n-parametreli egri ailesi (n-parameter family of curves) denir. Buradaki ¢y, ..., ¢, sayilarina ailenin
keyfi sabitleri (arbitrary constants) denir.

Bu sabitler, aile daha az sayida sabitle de yazilamiyorsa, yani sabitlerin hicbir grubu birlestirilerek daha
az say1da sabite indirgenemiyorsa esas (essential) sayilir.

Yani bir egri ailesi, tek bir bagintiya sabitlerin her degeri i¢in ayr1 bir egri okutmaktir; esas sabit sayis1 ise
aileyi tanimlamak icin gercekten gereken bagimsiz parametre sayisidir.

Ornek 4.1 (Orijinden Gecen Dogrular). Orijinden gecen ve diisey olmayan biitiin dogrular y = cz
ailesini olusturur. Bu ailenin diferansiyel denklemini bulunuz.

Coziim.
Ailede tek bir keyfi sabit var. Bagintinin z’e gére tirevini alalim:

¥y =c
Sabit, tiirevin kendisine esit ¢ikti. Bunu asil bagintida c yerine yazalim:
y=y'z
Diizenlersek ailenin diferansiyel denklemi
xy —y=0

olur. Icinde artik ¢ yok; denklem birinci mertebeden ve lineerdir.
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44 Boliim 4. Keyfi Sabitlerin Yok Edilmesi

Elde ettigimiz denklemi z # 0 i¢in g’ = £ biciminde yazarsak geometrik anlami da okunur: egrinin bir
noktadaki egimi, o noktay1 orijine birlestiren dogru parcasimin egimine esittir. Ailenin tanimi buydu
zaten.

Sabitlerin esas olmasi sart1 iizerinde biraz durmak gerekir, ¢iinki bir bagintida géz kag harf goriiyorsa o
kadar bagimsiz parametre var sanmak kolay bir yanilgidir.

Ornek 4.2 (Goriiniirdeki Sabit Sayis1 Aldatic1 Olabilir). y = A e 8 ailesinde kac esas keyfi sabit
vardir? Ailenin diferansiyel denklemini bulunuz.

Coziim.
Bagintida A ve B diye iki harf ge¢iyor, ama tistel fonksiyonun ¢arpim kurali bunlar birlestiriyor:

y:A€w+B :AeBez
Burada Ae® carpimu tek bir sayidir. C = Ae? dersek aile
y=Ce”

haline gelir; demek ki esas keyfi sabit sayisi ikiden degil birden ibarettir. O halde bir kez tiirev almak
yeter:

y =Ce* =y=y —y=0

Sabit sayism iki sanip iki kez tiirev alsaydik y” — y = 0 denklemine varirdik. Ailenin her iiyesi bu
denklemi de saglar, ama denklem ailemizden daha genig bir ¢oziim topluluguna sahiptir: 6rnegin y =
e * fonksiyonu y” —y = 01 saglar, oysa y = Ce”® ailesinin bir iiyesi degildir. Bu yiizden sabitleri
saymadan 6nce onlar: sadelestirmek gerekir.

]

Yontem: Tiirev Alip Sabitleri Yok Etmek

Fikir basittir. Elimizdeki bagint1 sabitleri iceriyor; ama bagintinin x’e goére tiirevi bize yeni bir baginti
verir ve bu yeni bagintida sabitler farkli bicimde goriiniir. Yeterince tiirev alirsak, sabitleri bilinmeyen
say1p bu bagmtilardan ¢ozebilecek kadar denklemimiz olur. Sabitleri ¢oziip geriye kalan bagintiya yerles-
tirdigimizde ise ortada sabit kalmaz.

n esas keyfi sabit igeren bir aile i¢in adimlar sunlardir:

1. Aileyi veren bagintiy1 yazip esas keyfi sabit sayisini belirle; buna n de.

2. Bagintinin z’e gore tiirevini ardisik olarak n kez al. Tiirev alirken y’nin z’in fonksiyonu oldugunu
unutma (kapali bicimde verilmis ailelerde zincir kurali gerekir).

3. Boylece elinde biri asil baginti olmak tizere n + 1 tane bagint1 olur. Bunlar ¢, ..., ¢,, bilinmeyenli bir
denklem sistemi gibi gor.

4. Sabitleri bu bagintilardan ¢6z ve kullanmadigin bagintiya yerlestir; ya da bagintilari birbiriyle toplayip
cikararak sabitleri dogrudan diisiir. Hangi yolun kisa oldugu ailenin bi¢imine baglidur.

5. Sonugta icinde hicbir sabit bulunmayan ve en yiiksek tiirev olarak 3" iceren bir denklem kalir: ailenin
diferansiyel denklemi.

Adim sayisinin neden tam olarak sabit sayisina esit oldugunu ayrica kayda gecirelim.

Teorem 4.1 (Sabit Sayis1 Mertebeyi Belirler). F(z,y,c,,...,c,) = 0 bagintisin esas keyfi sabit iceren

trn

bir egri ailesi belirlesin, F' gereken mertebeden siirekli tiirevlenebilir olsun ve séz konusu bolgede %—1; #+0

olsun. Bagint1 ile onun x’e gore ardisik ilk n — 1 tiirevinden olusan sistemden c, ..., c,, sabitleri ¢oziilebili-
yorsa, sabitler yok edildiginde geriye

@.y,y,...y™)=0

biciminde n-inci mertebeden bir adi diferansiyel denklem kalir ve ailenin her iiyesi bu denklemi saglar.
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ispat.
Bagintinin x’e gore tiirevini ardisik olarak n kez alalim. Elimizde
dF d"F
’ dx ’ ’ dz™

biciminde toplam n + 1 bagint1 olur. Bu bagintilarin her birinde bilinmeyen olarak yalnizca cq, ..., c
sabitleri, veri olarak da z,y,y’, ..., y™ buyiiklikleri bulunur.

llk n bagintiyr alalim; bunlarn bilinmeyenli bir sistemdir ve iclerinde en yiiksek tiirevy
geregi bu sistemden sabitler ¢oziilebilir:

ckzﬁ%,y’y/a“wy(nil)% k= 1327"'777’
Bulunan bu ifadeleri kullanilmadan kalan son bagintiya, yani ‘gc—f = 0 bagintisina yerlestirelim. Ortaya
¢tkan bagintida hicbir keyfi sabit kalmaz.
Geriye kalan denklemin mertebesinin gercekten n oldugunu gérmek icin y™ tiirevinin bu son bagintiya
nasil girdigine bakalim. Ilk tiirevde

n

(=1 dir. Varsayim

dF _ OF n OF
dz  Ox Oy

/

Y

olur; en yiiksek tiirev %—1; katsayisiyla goriiniir. Bir kez daha tiirev aldigimizda %—5 carpaninin tirevi
yvalmizea x,y,y’ biyiikliiklerine baghdwr, dolayisiylay” yine tek bir yerden, %—1; y” teriminden gelir. Aymi
gerekce her basamakta yinelenir ve

d*"F  OF
= 5 y(n) + ﬁa Y, y/, L3y} y(ni]-))

dx™ oy
bicimi elde edilir; buradaki H terimi y™ icermez. Yerine koydugumuz o, ifadeleri de yalnizca
z,y, ...,y V) biyikliklerine bagh oldugundan y™ in katsayisini degistirmez. Varsayim geregi bu
katsay: sifirdan farkli olduguna gire elde edilen denklem gercekten y'™) icerir; yani denklem n-inci
mertebedendir.
Son olarak, ailenin herhangi bir iiyesi alindiginda bu iiye tamim geregi F' = 0 bagintisini saglar; tiirev
alma islemi esitligi bozmadigindan biitiin tiirev bagintilarini da saglar. Yok etme islemi bu bagintilarin
cebirsel birlesiminden ibaret oldugu icin ailenin her iiyesi son denklemi de saglar.
]

Yani bir ailede kag esas sabit varsa, iiretecegimiz denklemin mertebesi odur: tek sabit birinci mertebeden,
iki sabit ikinci mertebeden bir denklem verir.

Tek Keyfi Sabitli Aileler

Tek sabitli ailelerde isin tamamu iki bagintidan ibarettir: ailenin kendisi ve bir kez tiirevi. Sabiti bunlardan
birinden ¢6ziip digerine koymak yeterlidir.

Ornek 4.3 (Siniis Kareli Aile). c bir sabit olmak iizere genel ¢oziimii y(z) = (c + sin z)? olan diferan-
siyel denklemi bulunuz.

Coziim.
Ailede tek bir keyfi sabit bulundugu i¢in bir kez tiirev almak yeter. Zincir kuraliyla

y =2(c+sinz)cosz
Tiirevde ¢ hala duruyor; onu yok etmek i¢in ¢ + sinz carpanini yalniz birakalim. cosz # 0 olan

noktalarda

/

Y
2cosx

c+sinx =

yazabiliriz. Bu ifadeyi asil bagintida yerine koyalim:
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y’>2_(yf

)2
= S = =
y=(etsing) (2cos:v 4cos’x

Paydadan kurtulup her seyi bir yana toplarsak ailenin diferansiyel denklemi
(y')? —4ycos?x =0

olur. Denklem birinci mertebedendir, ama y” karesiyle girdigi icin lineer degildir.

Ara adimda cos z # 0 varsaymustik. Buna karsilik son denklem cos = 0 olan noktalarda da saglanir:
orada ¥y’ = 2(c + sinz) cosz = 0 oldugundan denklemin her iki terimi de sifirdir. Dolayisiyla buldu-
gumuz denklem ailenin biitiin iiyeleri i¢in, biitiin « degerlerinde gegerlidir.

|

Her zaman sabiti tek basina ¢6zmek zorunda degiliz; bazen sabit tirev alinca kendiliginden diiger.

Ornek 4.4 (Merkezi Orijinde Olan Cemberler). Merkezi orijinde olan biitiin cemberler 22 + y? = c?

ailesiyle verilir (¢ > 0). Bu ailenin diferansiyel denklemini bulunuz.

Coziim.
Bagint1 kapali bicimde verilmis; 3’yi z’in fonksiyonu sayarak iki yanin tiirevini alalim. Soldaki y?2
teriminin tiirevi zincir kuraliyla 2yy’ olur, sag taraf sabit oldugundan tiirevi sifirdur:

2z 4+ 2yy =0
Iki yan1 2’ye bélersek ailenin diferansiyel denklemi
z+yy =0

olur. Burada sabiti ¢6zmek icin ayrica ugrasmadik: ¢ bagintida yalniz basina bir sabit terim olarak
durdugu i¢in tiirev alinca kendiliginden yok oldu.

Denklemi y # 0 i¢in ¢’ = —% bi¢iminde yazarsak yine geometrik bir okuma ¢ikar: tegetin egimi —%,
ayni noktadan orijine giden yaricapin egimi ise ¥’tir. Iki egimin carpimi —1 olduguna gére teget ile
yarigap birbirine diktir; gemberin bu temel 6zelligi denklemde béyle okunur.

]

Sabit, bagintiya lineer olmayan bicimde girdiginde de yontem degismez; yalnizca yerine koyma adimi
biraz daha cebir gerektirir.

Ornek 4.5 (Sabiti Kareli Giren Dogru Ailesi). y = cx + ¢? dogru ailesinin diferansiyel denklemini
bulunuz.

Coziim.
Tek keyfi sabit var, bir kez tiirev aliyoruz. ¢ sabit oldugundan c? terimi diiger:

Y =c
Sabit yine dogrudan tiireve esit ¢ikti. Bunu asil bagintida yerine koyalim:
y==zy +(y)’

Bu, ailenin diferansiyel denklemidir. Birinci mertebedendir; y” hem ¢arpim hem kare olarak girdigi i¢in
lineer degildir.
]
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1 Ailenin disinda kalan bir ¢6ziim

Yukaridakiy = 2y’ + (y')? denkleminiy = —%2 parabolii de saglar. Gercekteny’ = — oldugundan
sag taraf

() (5 -5

cikar. Oysa bu parabol, c’ye hangi deger verilirse verilsin y = cx + c? ailesinden elde edilemez; genel
¢oziim ailesinin disinda kalan boyle bir ¢6ziim, Tanim 2.4 anlaminda bir tekil ¢6ztimdiir. Demek ki
bir aileden iiretilen denklemin ¢6ziim kiimesi, aileden daha genis olabilir.

Iki Keyfi Sabitli Aileler

Iki sabitli ailelerde iki kez tiirev aliriz ve elimizde ii¢ bagint olur. Bu ii¢ bagintidan iki sabiti yok etmenin
iki yolu vardir: bagintilar1 uygun katsayilarla toplayip sabitleri sirayla diisiirmek ya da sabitleri dogrudan
¢ozilp yerine koymak.

Ornek 4.6 (iki Ustel Terimli Aile). c; ve c, birer sabit olmak iizere genel ¢dziimii y(z) = c;e*® +
cye~32 olan diferansiyel denklemi bulunuz.

Coziim.
Iki keyfi sabit var, bu yiizden iki kez tiirev alacagiz:

Y= c,e?® + cpe 3
Y = 2c,e?® — 3cye 32
y” = 4c e 4 9cye 3"
Once c,’yi diisiirelim. Birinci bagimtiy1 3 ile carpip ikinciyle toplarsak e =3 terimleri birbirini gétiiriir:
y' + 3y = bc,e2®
Ayni iglemi bir basamak yukarida, ikinci ve fi¢lincii bagmntilarla yapalim:

y// + 3y/ —_ 10C162w

Simdi elimizde yalnizca ¢, iceren iki bagint1 var ve sag taraflar birbirinin kati: ikincisi birincisinin tam
iki katidir. O halde

yll + 3y/ — 2(y/ + 3y)
yazabiliriz. Sag tarafi dagitip her seyi sol yana toplarsak ailenin diferansiyel denklemi
y' +y —6y=0

olur. Bekledigimiz gibi ikinci mertebeden, iistelik sabit katsayili ve lineer bir denklem elde ettik.
|

Ornek 4.7 (Siniis ve Kosiniisiin Birlesimi). y = ¢, cos x + ¢, sin z ailesinin diferansiyel denklemini
bulunuz.

Cozim.
Iki sabit oldugu icin iki kez tiirev aliyoruz:

Yy = —cysinx + cycosx

” o .
y" = —cjcosT —cysine
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Son satirdaki ifadeyi dikkatle okuyalim: parantezine alirsak

y” = —(c;co8x + ¢y sinz) = —y

Burada higbir cebirsel ugrasa gerek kalmadi, ¢tinki ikinci tirev tam da asil bagintinin ters isaretlisi
cikti. Ailenin diferansiyel denklemi

Yy +y=0
olur. Bu denklemin, yay ve sarkag gibi salinim problemlerinde kargimiza ¢ikan temel denklem oldugunu

ileride gorecegiz.
|

Ornek 4.8 (Kuvvetlerin Birlesimi). y = ¢,z + c,2? ailesinin diferansiyel denklemini bulunuz.

Cozim.
Bu 6rnekte sabitleri bilinmeyen sayip dogrudan ¢ézme yolunu deneyelim. Iki kez tiirev alalim:

Y =c¢; + 2cox
y// — 262
Son baginti ¢,’yi hemen veriyor:
”
'
2

Bunu bir 6nceki bagintida yerine koyup c;’i ¢ekelim:
=Y —2cx=y —zy”

imdi buldugumuz iki ifadeyi asil bagintiya yerlestirelim:
g Yy gintrya y $
” 2
y = (y/ —:cy”)m—l— %IEQ — CCy/ _ny// + %yll
Sag taraftaki y” terimlerini birlestirirsek

2

y=ay -5y
kalir. Tki yani 2 ile carpip diizenlersek ailenin diferansiyel denklemi
z2y” —2xy’ +2y=0

olur. Ikinci mertebeden, lineer, ama bu kez degisken katsayili bir denklem elde ettik.
| ]

Alistirmalar
Alistirma 4.1 (Tek Ustel Terim). y = ce™2? ailesinin diferansiyel denklemini bulunuz.

Coziim.
Tek sabit var, bir kez tiirev aliyoruz:

y = —2ce*
Sag taraftaki ce 2? ifadesi asil bagintiya gore y’ye esittir. Yerine koyarsak
Yy =—-2y=y +2y=0

Birinci mertebeden, sabit katsayili, lineer bir denklem.
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Aligstirma 4.2 (Logaritmik Aile). y = In(z + c¢) ailesinin diferansiyel denklemini bulunuz (z + ¢ > 0).

Coziim.
Sabiti yalniz birakmak icin bagintiy1 iistel bigimde yazmak isi kolaylagtirir. Iki yanin iistelini alirsak

eY=x+c
Simdi iki yanin z’e gore tiirevini alalim; solda zincir kurali gerekir:
eVy =1

Sag taraftaki sabit tiirev alinirken kendiliginden diistii. Ailenin diferansiyel denklemi

ey —1=0
olur; istenirse ¥y’ = e~ ¥ bigiminde de yazilir. Birinci mertebedendir ve y {istel olarak girdigi i¢in lineer
degildir.
|

Aligstirma 4.3 (Orijinden Gegen Cemberler). Merkezleri x ekseni izerinde olan ve orijinden gegen
cemberler 22 + y? = cz ailesiyle verilir. Bu ailenin diferansiyel denklemini bulunuz.

Cozim.
Once iki yanin x’e gore tiirevini alalim:

2z +2yy’ =c

Goruldugu gibi ¢ tirevden sonra da duruyor; bu yiizden onu asil bagintidan gekelim. x # 0 i¢in

z? +y?
CcC =
x
Bu ifadeyi tiirev bagintisinda yerine koyalim:
24,2
2z 4+ 2yy’ = Ty
x

Iki yam z ile carpalim:
222 4+ 2zyy = 2% +y?
Her seyi bir yana toplarsak ailenin diferansiyel denklemi
2?2 —y? +2zyy =0

olur. Birinci mertebedendir ve lineer degildir.
|

Alistirma 4.4 (Ustel Terimlerin Toplami). y = c;e® + c,e 2 ailesinin diferansiyel denklemini bulu-
nuz.

Cozim.
iki sabit var, iki kez tiirev aliyoruz:

Yy =cje® —ce™®

4 —
Yy =ce® +cye””

Acgik Matematik - acik-matematik.com 49 CC BY-NC-SA 4.0


https://acik-matematik.com
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.tr

50 Boliim 4. Keyfi Sabitlerin Yok Edilmesi

Ikinci tiirev, asil bagintinin sag tarafiyla birebir ayni gikti:
y' =y
Ailenin diferansiyel denklemi
Yy —y=0

olur. Ikinci mertebeden, sabit katsayili, lineer bir denklem.
| ]

Alistirma 4.5 (Kathh K6k Durumu). y = c¢;e® + cyze” ailesinin diferansiyel denklemini bulunuz.

Cozim.
Iki sabit var. Carpim kuraliyla birinci tiirevi alalim:

Yy = cie” + cy(e® + ze®)
Buradan asil bagintiyi ¢ikarirsak c¢; ve ze® terimleri gider:
Y —y=cye”
Elimizde tek sabitli, daha sade bir baginti kaldi. Bunun da tiirevini alalim:
Yy =y =cye”
Son iki bagintinin sag taraflar1 ayni oldugundan sol taraflar da esittir:
v —y =y —vy
Diizenlersek ailenin diferansiyel denklemi
y' =2y +y=0

olur. Iki kez tiirev alip sabitleri sirayla diisiirme yolunun, sabitleri dogrudan ¢ézmekten ¢ogu zaman
kisa olduguna dikkat ediniz.
|

Alistirma 4.6 (Sabit Terimli Aile). y = c¢; + c,e3? ailesinin diferansiyel denklemini bulunuz.

Cozim.
Iki sabit var, iki kez tiirev aliyoruz. Birinci tiirevde sabit terim c; kendiliginden diiser:

Y = 3cyed®
y” = 9c,e3®
Son iki bagintiy1 karsilagtiralim: ikinci tiirev, birinci tiirevin tam ti¢ katidur.
y' =3y
Ailenin diferansiyel denklemi
y' =3y’ =0

olur. Dikkat edilirse denklemde y hi¢ goériinmiiyor; bunun nedeni ¢; sabitinin bagmntiya yalnizca
toplanan sabit terim olarak girmesidir.
]

Aligstirma 4.7 (Yaricapi Bir Olan Cemberler). Merkezleri x ekseni iizerinde olan ve yarigap1 1 olan
cemberler (z — ¢)? + y? = 1 ailesiyle verilir. Bu ailenin diferansiyel denklemini bulunuz.
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Cozim.
Tek sabit var. Iki yanin z’e gore tiirevini alalim:

20 —c)+2yy =0
Buradan sabiti iceren ifadeyi yalniz birakiriz:
z—c=—yy
Bu ifadeyi asil bagintida  — ¢ yerine koyalim:
N2
(—yy)" +y* =1
Kareyi acarsak ailenin diferansiyel denklemi
N2
) +y =1
olur; ortak ¢arpan parantezine alirsak y2[(y’)? + 1] = 1 bicimini alir. Birinci mertebedendir ve lineer

degildir.
|

Bu béliimde egri ailesinden denkleme giden yolu 6grendik: sabit sayis1 mertebeyi verir, tirev almak
sabitleri yok eder. Bundan sonraki béliimlerde ise ters yonde ilerleyecegiz; artik elimizde denklem olacak
ve ¢dziim ailesini biz iiretecegiz. Ik duragimiz, tiirevi bir  fonksiyonu ile bir y fonksiyonunun ¢arpimi
bi¢iminde yazilabilen ve bu sayede iki degiskeni denklemin iki yanina ayirip integral alabildigimiz denk-
lemler olacak: Degiskenlerine Ayrilabilen Denklemler.
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5. Degiskenlerine Ayrilabilen Denklemler

Buraya kadar bir diferansiyel denklemin ne oldugunu, bir fonksiyonun hangi anlamda ¢6ztim sayildigini
ve bir ¢6ziim ailesinin keyfi sabitleri yok edilerek hangi denkleme geri dondigiini gérdiik. Biitiin bunlar
denklemleri tanimaya yariyordu; bu bolimden itibaren artik denklemleri ¢6zmeye basliyoruz.

Birinci mertebeden bir denklemi ¢6zmek, 6ziinde bir integral almaktir. Nitekim % = g(x) bicimindeki
en basit denklemin ¢dziimii dogrudan y = [ g(x) dz’tir. Sorun, sag tarafta y de goriindiigiinde baslar:
Z—z = g(z) h(y) denkleminde z’e gore dogrudan integral alamayiz, ¢iinkii sag taraf bilinmeyen y(x)
fonksiyonunu icerir. Bu boliimiin fikri ¢ok basittir: denklemi, bir yakasinda yalniz y ve dy, 6biir yakasinda
yalniz = ve dz kalacak bicimde diizenleyip iki yakay1 ayri1 ayr1 integrallemek.

Bu fikrin isledigi denklem smifina degiskenlerine ayrilabilen denklemler (separable equations)
diyoruz. Smif dar goériinse de, birinci mertebeden denklemlerin biiyiik béliimi ya dogrudan bu simiftandir
ya da uygun bir degisken degistirmeyle bu smifa indirgenir; boliimiin sonunda bdyle bir indirgemeyi
ayrintisiyla gorecegiz.

Ayrilabilen Denklem Nedir?

Birinci mertebeden bir denklemi Z—z i¢in ¢oziilmiis halde yazalim:

dy

%~ Fla,y).

7~ L (@y)
Sag taraftaki F', z’e bagli bir ¢arpanla y’ye baglh bir carpanin ¢arpimi olarak ayrigiyorsa, yani F(z,y) =
g(z) h(y) yazilabiliyorsa, dz ve dy’yi birer ¢carpan gibi diigiiniip denklemi

4y
h(y)

bicimine getirebiliriz. Artik her yakada tek bir degisken vardir ve iki yakanin integrali ayr1 ayr1 alinabilir.
Tanimi bu gozlem tizerine kuruyoruz.

=g(z)dx

Tanim 5.1 (Degiskenlerine Ayrilabilen Denklem). M ve N siirekli fonksiyonlar olmak tizere
M(x)dz+ N(y)dy =0

bi¢iminde yazilabilen birinci mertebeden denklemlere degiskenlerine ayrilabilen denklem (separable
equation) denir.
Denklem g—z icin ¢oziilmiis héalde verildiginde bu kosul, sag tarafin

dy
d A h
7 = 9(@) h(y)
biciminde ¢arpanlara ayrilabilmesine karsilik gelir: h(y) # 0 olan bélgede iki yakay1 h(y)’ye bolup dz ile
carparak M (z) = —g(z) ve N(y) = ﬁ secimiyle yukaridaki bi¢ime gegilir.

Yani bir denklem, z’li her seyi bir yakaya, y’li her seyi 6biir yakaya toplayabiliyorsak ayrilabilendir.
Ayrismanin olup olmadigina karar vermek genellikle birka¢ carpanlama denemesi meselesidir:

d—z = z2y aynlabilir: g(z) = 22, h(y) = y.

. —‘z = €*7¥Y ayrlabilir; ¢clinkii €Y = e® - e ¥ dir.

= % ayrilabilir degildir: sag taraf 2’li ve y’li iki ¢carpanin ¢arpimi olarak yazilamaz. Bu tiirden
denklemleri bir sonraki boliimde baska bir yontemle ¢6zecegiz.

Ayirma islemi bir bolme icerdigi igin bir tehlike barindirir: h(y)’nin sifir oldugu y degerlerinde bolme
yapilamaz. Oysa tam da bu degerler denklemin en kolay ¢6ziimlerini verir.
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Tanim 5.2 (Denge Coziimii). Z—z = g(z) h(y) denkleminde h(y,) = 0 olsun. Bu durumda sabit y(z) =
yo fonksiyonu denklemi saglar; ¢iinkii sol yakasi 0, sag yakasi g(z) h(y,) = 0’dir. Béyle sabit ¢ztimlere
denklemin denge ¢oziimii (equilibrium solution) denir.

Yani h’nin her kokii, grafigi  eksenine paralel bir dogru olan bir ¢6ziim demektir; bu ¢oziimler ayirma
adiminda bélme ytiziinden goézden kactigi icin ayrica yazilmalidir.

Yontemin Gerekcesi

Degiskenleri ayirip iki yakay1 integrallemek, dx ve dy ile say1 gibi islem yapmay1 gerektirir. Bu islemin
neden mesru oldugunu zincir kural: agiklar.

Teorem 5.1 (Ayrilabilen Denklemin Cozimleri). ¢ bir I aralifinda, h bir J araliginda siirekli ve J
iizerinde h(y) # 0 olsun. G fonksiyonu g’nin, H fonksiyonu da %’nin bir ters tiirevi olsun; yani

1

G'(z) = g(x), H (y) = —.

(@) =g(@),  H')= e

Bu durumda I araliginda tanimly, degerleri J de kalan tiirevienebilir bir y = p(x) fonksiyonu i¢in sunlar
denktir:

L o, % = g(x) h(y) denkleminin bir coziimiidir.
2. Birc sabiti icin H(p(z)) = G(x) + ¢ bagintisi I iizerinde saglanir.

ispat.

Once ¢’nin ¢oziim oldugunu varsayalim. F(z) = H(p(z)) — G(z) fonksiyonunu tammlayp zincir
kuralvyla tiirevini alalim:

F(z) = B (p(2)) ¢’ (z) — &' (2) = 2 y(a).

© ¢bziim oldugundan ¢’ (z) = g(x) h(e(x)) tir; bunu yerine koyunca

oy SR
PO =@y =0

bulunur. Tiirevi bir aralik iizerinde o6zdes olarak sifir olan fonksiyon sabittir; dolayisiyla F(z) = ¢, yani
H(p(z)) = G(z) + ¢ olur.
Tersine, H(p(x)) = G(z) + ¢ bagintist saglansin. Iki yakanin x’e gére tiirevi alinirsa

elde edilir. h(p(z)) # 0 oldugundan iki yaka h(p(x)) ile carpilabilir ve ¢’ (x) = g(x) h(p(z)) bulunur;
bu da ¢’nin ¢éziim olmasi demektir.
|

Teoremin “aralik” vurgusu 6nemlidir: sabitligi veren, tiirevin bir aralikta sifir olmasidir. Bu yiizden buldu-
gumuz ¢6zim genellikle biitiin R’de degil, belirli bir aralikta gegerlidir; baglangic kosulu verildiginde bu
aralig1 acikca belirtmek gerekir.

Teorem ayrica sunu soyler: iki yakay: integrallerken ayr1 ayr iki sabit yazmaya gerek yoktur, ciinkii
farklar1 yine keyfi bir sabittir. Uygulamada tek bir ¢ yazilir.

Yontem

Yukaridaki teoremi bir hesap regetesine dontistirelim.

1. Denklemi % = g(z) h(y) yada M(z) dz + N(y) dy = 0 bicimine getirin.
2. h(y) = 0 denkleminin kéklerini bulun; her kék bir denge ¢dziimii verir. Bunlari kenara yazin.
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7.

h(y) # 0 bolgesinde degiskenleri ayirin: % = g(z) dz.
1ki yakanin integralini alm ve tek bir keyfi sabit yazin.

. Mimkiinse bagintiy1 y icin ¢6zip acik ¢6zimi yazin; ¢ozillemiyorsa sonug¢ kapali ¢6ziim olarak

birakilir.

Adim 2'deki denge ¢oziimlerinin genel ¢6ziim formiliniin icinde yer alip almadigina bakin; yer
almiyorsa ayrica belirtin.

Baslangig¢ kosulu verilmigse sabiti belirleyin ve ¢6ziimin gegerli oldugu aralig1 yazin.

[k 6rnekte bu adimlari teker teker izleyelim.

Ornek 5.1 (Ustel Bityiime Denklemi). k sabit olmak iizere % = ky denkleminin genel ¢6zimiini
bulunuz.

Coziim.

Denklem birinci mertebeden, lineer ve ayrilabilendir: g(z) = k, h(y) = y.

Denge ¢ozitmii. h(y) = y = 0 oldugundan y = 0 sabit fonksiyonu bir ¢éztiimdiir.
Ayirma. y # 0 bolgesinde iki yakay y’ye bolip dz ile carpalim:

d
Y _ kda.
Yy

Iki yakay1 integralleyelim:

d
/—y:/kdx = Injy|=ka+e
y

Mutlak degerden kurtulma. iki yakayi e tabaninda iis alarak

| y | — eka:+c = ¢ ek:w

yazariz. Burada A = e sayisi pozitiftir, dolayisiyla y = Ae*® ya da y = —AeF® olur; yani y = Cek®
bi¢imindeki her fonksiyon (C # 0) ¢6ziimdiir.

Denge ¢6ziimiinii katma. C' = 0 alindiginda y = 0 elde edildiginden denge ¢6zimi de bu formiiliin
icindedir. Sonug olarak genel ¢6ztim

y = Cek=, CeR

olur. Gergekten iy’ = Cke*® = kg dir.
|

1 Logaritma ciktiginda sabiti birlestirme

Ayrilabilen denklemlerde In| y | hemen her zaman ortaya ¢ikar; yukaridaki ti¢ satirlik hesap her
seferinde ayni1 bigimde igler. Bir kez yapip kural olarak saklayalim: F' herhangi bir fonksiyon olmak
uzere

Injy|=Fz)+c = |y|=ee® = y=Lteel@,

e¢ pozitif bir say1, e ise sifirdan farkli herhangi bir sayidir. Ustelik h(y) = y olan denklemlerde
y = 0 da ¢6ziim oldugundan, sifir degeri de formiile katilabilir. Béylece li¢ adim tek satira iner:

In|y|=F(x)+c = y=Ce@, CeR.

Buradaki C, mutlak degerin iki dalin1 ve denge ¢6ziimiinii birlikte tasiyan yeni keyfi sabittir. Bu
ylzden ara adimlarda ¢ikan c, e, ¢; gibi sabitleri son satirda tek bir harfe indirmek serbesttir.

Simdi denklem dogrudan ayrilmis bigimde verildiginde ne yapildigina bakalim.

Ornek 5.2 (Ayrilmis Bicimde Verilen Denklem). 2z dx — 3y? dy = 0 denklemini ¢oziiniiz.

Coziim.
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Denklem zaten M (z)dx + N(y) dy = 0 bicimindedir: M (z) = 2z ve N(y) = —3y?. Degiskenleri
ayirmak i¢in hicbir bolme yapmamiz gerekmiyor, terimleri iki yakaya dagitmak yetiyor:

2rdx = 3y’dy = /2xdm=/3y2dy.

Integraller alinip sabit tek yakada toplanirsa

2=y te = 22—yd=c
bulunur. Bu, denklemin kapali ¢6ziimiidiir (implicit solution). Burada ¥’yi yalmz birakmak miimkiin-
diir:

3
y=vVzZ—c.

Dogrulayalim: 4 = 22 — ¢ bagintisinin z’e gore tiirevi 3y?y’ = 2, yani 2z dz — 3y? dy = 0 verir.
|

Ornek 5.3 (Kismi Integrasyon Gerektiren Bir Denklem). (1 + y2?)y’ = xcosz denklemini sinif-
landirip genel ¢6ziimiinii bulunuz.

Cozim.

Siniflandirma. Denklemde en yiiksek tiirev birinci mertebedendir. Bilinmeyen fonksiyon 3’ ile carpim
halinde ve karesiyle gériindiigiinden denklem lineer degildir. Tek bagimsiz degisken x oldugundan
denklem birinci mertebeden, lineer olmayan bir adi diferansiyel denklemdir.

Ayirma. y’' = g—z yazip iki yakay1 dz ile ¢arpalim:

d
(1+y2)£ =xzcosz = (1+y?)dy=zcoszdx.

Sol yakada yalniz y, sag yakada yalniz x kalds; iki yakay: integralleyelim:

/(1—|—y2)dy = /:Ucosa:dx.

Sag yakadaki integral. Bu integral kismi integrasyonla (integration by parts) alinir. Se¢imimiz
u =, du = dz, dv = cosx dz, v=sinx

olsun. [udv = uv — [ vdu formiilinden

/xcosxdm=xsinx—/sinxdm=xsinx+cosaz+c.

Birlestirme. Sol yakanin integrali y + % oldugundan

Y3
Y+ — =zsinx +cosz + ¢

3
elde edilir. Payday1 yok etmek icin iki yakay1 3 ile carpalim; sagda beliren 3c yine keyfi bir sabit
oldugundan ona da c diyebiliriz. Genel ¢6ziim

y3 4+ 3y — 3zsinz — 3cosx = ¢

bagintisidir.

Yorum. Bu bagintidan y’yi yalniz birakamayiz, yani elimizdeki ¢ziim kapaldir. Yine de y > y3 +
3y fonksiyonunun tiirevi 3y + 3 > 0 oldugundan bu fonksiyon kesin artandir; dolayisiyla her z icin
bagintiyr saglayan tek bir y degeri vardir. Kapali ¢6ziim, adi konmanug bir fonksiyonu gercekten
belirliyor.

n
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Ornek 5.4 (Kapali Coziimden Agik Coziime). y' = 1+ y? adi diferansiyel denklemini ¢oziiniiz.

Coziim.

Denklem birinci mertebeden, lineer olmayan ve ayrilabilendir: g(x) = 1, h(y) = 1 + y2.

Denge ¢oziimii yok. 1 + y? > 1 oldugundan h hicbir yerde sifirlanmaz; ayirma adimindaki bélme her
y icin glivenlidir.

Ayirma ve integralleme.

dy dy
= =1+9 = =dx.
dx Ty 1492 v
d
/ 1 +yy2 = /dm = arctan(y) =z + c.

Bu baginti denklemin kapal1 ¢oziimiidir.
Acik ¢oziim. Burada y’yi yalniz birakmak mumkiindir; iki yakanin tanjanti alinirsa

y = tan(z + ¢)

bulunur. Bu da denklemin a¢ik ¢éziimiidir (explicit solution).
Gegerlilik aralig1. Tanjant fonksiyonu —3 < z + ¢ < § araliginda tanimhidir; dolayisiyla ¢6ziim

0 ez
———c<z< - —c
2 2

araliginda gecerlidir. Denklemin sag yakasi her yerde diizgiin olmasina karsin ¢6ziimin sonlu bir
aralikta patlamas, lineer olmayan denklemlerin tipik davranigidir.
|

Mutlak Degerli Logaritma ve Kayip Coziimler

Bu kisimdaki iki 6rnek, ayirma sirasinda bolinen ¢arpanin izini siirmenin neden 6nemli oldugunu goste-
riyor.

Ornek 5.5 (Mutlak Degerin iki Dal1). g—g = ysin x denkleminin genel ¢6ztiminii bulunuz.

Cozim.
Denklem birinci mertebeden, lineer ve ayrilabilendir: g(x) = sinz, h(y) = y.
Ayirma. Once y # 0 varsayalim:

@:sinwd:n = /@z/sinxdm.
Yy Yy

In|y |=—cosz+ec.
Us alma. iki yakay1 e tabaninda iis alalim:
el ¥l = gmcosate — ge pmcosz — g gmcosa A—=ef>0.
Soldaki ifade | y | oldugundan

| y ‘ :Ae—cos:c

cos T

elde edilir. Mutlak degeri acalim: y > Oise y = Ae™ “®%, y < Oise y = —Ae™ olur.

Kay1p ¢6ziim. Ayirmanin basinda y # 0 varsaymustik; oysa sabit y = 0 fonksiyonu da denklemi saglar
(iki yaka da sifirdir). Bu ¢6zim y = +Ae™ “*? ailesinde A > 0 oldugu i¢in gérinmityordu.
Birlestirme. Uc durumu (A, — A ve 0) tek bir sabitte toplarsak denklemin genel ¢éziimii

y=ce %, ceR

olur. Buradaki ¢’nin isareti ¢6ziimiin hangi dalda oldugunu, ¢ = 0 ise denge ¢ziimiinii verir.
|
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Baslangi¢c Kosuluyla Ozel Coziim
Genel ¢oziimdeki keyfi sabit, tek bir baslangi¢ kosuluyla belirlenir. Bu, sonsuz tiyeli ¢6ziim ailesinden tek
bir egri secmek demektir.

Ornek 5.6 (Bir Baslangic Deger Problemi). Z—g = 423y — y denklemini y(1) = —3 kosulu altinda
¢Ozinuz.

Cozim.

Ayirma. Sag yakada y ortak carpan olarak alinirsa denklemin ayrilabilen oldugu goriiliir:
dy
= =y (4% - 1).
oy = Y4 —1)

y # 0 bolgesinde iki yakay1 y’ye bolelim:
d d
- (423 — 1) dz = /_y = /(4x3—1)dw.
Y Y
In|y|=2*—z+c.
Us alma. iki yakay iis alirsak, ¢; = e¢ > 0 olmak iizere

[yl =cie™ ™

bulunur.
Baslangi¢ kosulu. x = 1 icin y = —3 verilmistir. z = 1 degerinde iis 1* — 1 = 0 oldugundan e° =
1’dir:

[y [=]=3[=c -1 = ¢ =3
Isaretin belirlenmesi. | y | = 3¢*"~ bagntis1 iki dal verir. Baslangic degeri y(1) = —3 < 0 oldu-

gundan ¢6ztim negatif daldadur; istelik tistel fonksiyon hic sifirlanmadig icin siirekli bir ¢6ziim isaret
degistiremez. Demek ki —y = 3e al—z yani

Dogrulama. Buldugumuz fonksiyonun tiirevi
y =34z —1)e”* = (42® — 1)y

olur ve y(1) = —3e® = —3’tiir. Coziim biitiin R’de gecerlidir.
|

Bir sonraki 6rnek, baslangic kogulunun genel ¢6ziim formuliiyle uyusmadig ilging bir durumu ele aliyor.
Ornek 5.7 (Genel Céziimiin icinde Gériinmeyen Céziim). % = y2 denklemini y(—3) = 0 kosulu

. . .. dw o
altinda ¢6ziintiz.

Cozim.
Denklem birinci mertebeden ve lineer olmayan bir adi diferansiyel denklemdir.
Ayirma. y # 0 bolgesinde

d d 1
—g:dx = /—g:/dw = ——=z+c,
Y ) Y

yani
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Goruniirdeki celiski. Baslangic kosulu, = —3 noktasinda y’nin 0 olmasini istiyor. Oysa y = — lerc

fonksiyonu higbir x degerinde sifir olmaz; pay sabit olarak —1’dir. Oyleyse bu problemin ¢dziimii yok
mudur?

Kay1p ¢6ziimii hatirlama. Ayirmaya baglarken y # 0 varsaymigtik. Sabit y = 0 fonksiyonu denkle-
min bir denge ¢6ziimudiir ve y(—3) = 0 kosulunu da saglar. Demek ki problemin ¢6ziimii vardir:

y=0.
Tek ¢6ziitm bu mudur? Varlik ve teklik teoremine basvuralim. Denklemi % = f(z,y) biciminde
yazarsak
of
=2 )}
flz,y) =97, 9y~ Y

olur. Her iki fonksiyon da diizlemin tamaminda siireklidir; 6zel olarak (—3,0) noktasini iceren bir
dikdortgende siireklidirler. Dolayisiyla problemin bu noktanin bir komsulugunda tek ¢6ziimii vardir.
Buldugumuz y = 0 ¢6ziim olduguna gére tek ¢6ziim odur.

Ders.y = —%ﬂ ailesi denklemin biitiin ¢6ztimlerini vermez; ayirma sirasinda boliinen ¢arpanin koki
olan y = 0 ¢6ziimii bu ailenin diginda kalir. Bu yiizden ayirmadan 6nce hangi carpana bolindigiinii
not etmek, yontemin vazgegilmez bir adimidir.

Degisken Degistirmeyle Ayrilabilir Hale Getirme

Ayrilabilen denklemler sinifi dardir, ama basit bir degisken degistirmeyle (substitution) bu sinifa tagina-
bilen genis bir aile vardir: sag yakasi yalmzca ax + by + ¢ birlesimine bagl olan denklemler.
Boyle bir denklemi

d
= flaz+by+e),  b#0,

bi¢iminde yazalim; burada a, b, ¢ sabittir. Parantezin igine tek bir isim verelim:

u=azr+ by +c.

Burada u, z’in bir fonksiyonudur, ciinkii y éyledir. Iki yakanin z’e gére tiirevini alalim:

dy du dy 1(du

Sagdaki ifade %’e, o da denkleme gore f(u)’ya egittir:

%(Z—Zu) =f(u) = Z—Zzbf(u)—ku.

Son denklemin sag yakasi yalniz v’ya baghdir; yani v ile « arasindaki denklem ayrilabilendir:

d
T

bf(u)+a

Yani bilinmeyeni y’den «’ya degistirerek, 2’i ve y’yi ayiramadigimiz bir denklemi ayrilabilen bir denkleme
cevirmis olduk. Yontemin adimlar1 sunlardir:

1.
2.
3.

4.
5.

u = azx + by + ¢ koyun.

x’e gore tiirev alip Z—Z = b f(u) + a denklemini elde edin.

b f(ug) + a = 0 koklerine bakin; her kék u denkleminin bir denge ¢oziimidir. ax + by + ¢ = u,
yazildiginda bu kok, 6zgiin denklemin grafigi bir dogru olan ¢6ziimiine karsilik gelir.

Kalan bolgede degiskenleri ayirip integralleyin.

u yerine ax + by + ¢ yazarak ¢6ziimii = ve y cinsinden ifade edin.

Ornek 5.8 (Degisken Degistirmeyle Coziilen Denklem). 3’ = (3z + 3y — 5)? denklemini ¢oziiniiz.
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Cozim.
Sag yaka yalnizca 3z + 3y — 5 birlesimine baglidir; burada a = 3, b = 3, ¢ = —5 ve f(u) = u?dir.
Degisken degistirme. u = 3z + 3y — 5 koyup z’e gore tiirev alalim:

dy du dy 1(du

Denkleme gore bu ifade u?’ye esittir:
1(du 5 du 9 9
(22 _3) = — = = 1).
3(dx 3) ut = o 3u? +3=3(u?*+1)

Denge ¢oziimii yok. 3(u? + 1) > 3 oldugundan sag yaka hig sifirlanmaz; bélme giivenlidir.

Ayirma ve integralleme.
du du
=3dr = = [ 3dx.
u? +1 v / u? +1 / v

arctan(u) = 3z + ¢;.

Degisken degistirmenin sabitleri a, b, c ile karigmasin diye integrasyon sabitine ¢, dedik.
Geri doniis. u yerine 3z + 3y — 5 yazalim:

arctan(3z + 3y — 5) = 3z + ¢,.
Iki yakanin tanjanti alinirsa ¢éziim
3z + 3y — 5 =tan(3z + ¢;)

bigiminde elde edilir; burada c, keyfi sabittir. Istenirse y yalniz birakilabilir:

tan(3z +¢y) — 3z + 5
Y= 3 .

Alistirmalar

Alistirma 5.1 (Ustel Azalma ve Baslangic Kosulu). % = —2zy denklemini y(0) = 4 kosulu altinda

¢Ozunuz.

Coziim.

Denklem ayrilabilendir: g(z) = —2x, h(y) = y. Once h’nin kokii olan y = 0 denge ¢dziimiinii not
edelim.

y # 0 bolgesinde ayiralim:

d d
Yy Y

In|y | =—2%+c.
Sabiti birlestirme kuralina gore genel ¢6zim
y = Ce™™*, CeR
olur; C' = 0 se¢imi denge ¢6zimiinii verdiginden hicbir ¢6ziim disarida kalmaz.

Baslangic kosulunu uygulayalim: y(0) = Ce® = C' = 4. Aranan ¢6ziim

2

y =4e

vey' = —8ze™™ = —2 y oldugundan denklem saglanir. Coztiim buitiin R’de gecerlidir.
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Aligtirma 5.2 (Diferansiyel Bicimde Verilen Denklem). (1 + z)dy — ydx = 0 denklemini ¢dziiniiz.

Coziim.

Denklem diferansiyel bicimdedir; degiskenleri ayirmak i¢in iki yakay1 y (1 4+ x) ¢arpimima bdlmemiz
gerekir. Bu ylizden 6nce bolinen carpanlarin koklerine bakalim: y = 0 sabit fonksiyonu denklemi
saglar (her iki terim de sifir olur); z = —1 ise bélmenin yasak oldugu noktadir, bu yiizden hesab: 6nce
x > —1 yadax < —1 araliklarinda ytritiriz.

y # 0ve x # —1 iken:
@: dz N /@:/ dz .
y 1+ Y 14z

Injy|=In|1+z|+ec

Iki yakayz iis alalim:
lyl=ecl1+a].
Mutlak degerlerin iki dali ile denge ¢oztimiinii tek bir sabitte toplarsak genel ¢6ziim
y=C(1+x), CeR
olur. Dogrulama: dy = C dz oldugundan
14+2)Cde—C(1+z)dz=0

bulunur; ustelik bu formiil £ = —1 noktasinda da denklemi sagladigindan ¢éziimler butiin R’ye
genisler. Coziim ailesi, hepsi (—1, 0) noktasindan gecen dogrulardan olusur.
]

Alistirma 5.3 (Us Farki iceren Denklem). 3y’ = e® ¥ denklemini ¢6ziiniiz.
Coziim.
Sag yaka ilk bakista ayrismis goriinmez, ama ustel fonksiyonun ¢arpim kurali bunu diizeltir:
e Y =¢e"e Y.
Demek ki g(z) = e ve h(y) = e ¥’dir. h hicbir yerde sifirlanmadigindan denge ¢éziimii yoktur ve

bolme her y i¢in gvenlidir.
Ayrralim:

d
Tyy=e$da: = eVdy =e"dzx.
e

/eydyz/ezdaj = eV=¢€e"+ec

Bu kapali ¢6ziimden y yalniz birakilabilir:

Iki yakay1 integralleyelim:

y =1In(e* + ¢).

Cozum, e® + ¢ > 0 kosulunun saglandig aralikta gecerlidir: ¢ > 0 ise biitin R’de, ¢ < 0 ise = >
In(—c) araliginda.
|
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Alistirma 5.4 (Kapali Céziimden Gegerlilik Araligi). x dz + y dy = 0 denklemini y(3) = 4 kosulu
altinda ¢6ziintz.

Cozim.

Denklem M (z)dz + N(y)dy = 0 bicimindedir ve hicbir bélme gerektirmez. Iki yakay: dogrudan
integralleyelim:

2 2
/xdm+/ydy:k = %—F%:k.

Iki yakay1 2 ile ¢arpip ¢ = 2k yazarsak kapali ¢oziim
224y =c

olur; ¢6ziim egrileri merkezi orijin olan ¢gemberlerdir.
Baslangi¢ kosulunu uygulayalim: x = 3, y = 4 i¢in 9 + 16 = 25, yani ¢ = 25. Aranan kapali ¢6ziim

x? + 9% = 25.
Agik ¢éziim igin ’yi yalmiz birakiriz. Baglangic degeri y(3) = 4 > 0 oldugundan iist yar1 cember segilir:
y=V25—22, —5 <z <5,

Ug noktalar aralifin diginda birakilds, ¢iinkii z — 45 iken y — 0 olur ve ¢’ = —% tamimsizlagir. Bir
kapali ¢6ztimiin gecerli oldugu araligin, baglangic noktasini iceren ve tiirevin var oldugu en biiyiik
aralik olarak secilmesi gerektigini bu 6rnek iyi gosterir.

|

Alistirma 5.5 (Toplamin Karesine Bagli Denklem). 3y’ = (z + y)? denklemini ¢oziiniiz.

Cozim.
Sag yaka yalnizca z + y birlesimine baghdir; buradaa = 1,b =1, ¢ = 0 ve f(u) = u?’dir.
u = = + y koyup x’e gore tiirev alahm:

dy du dy du
1+ —==— 2 == 1=
+ dxr dz = dx dzx v
Buradan
du 9
7 1
dzx Ut

elde edilir. Sag yaka hig¢ sifirlanmadigindan denge ¢6ziimii yoktur. Degiskenleri ayirip integralleyelim:

du

PN dr = arctan(u) =z + ¢,.

Integrasyon sabitini, degisken degistirmenin c sabitiyle karismamasi igin ¢, ile gosterdik.
u yerine x + y yazalim:

arctan(z +y) =x+¢, = z+y=rtan(z+cy).
Yani genel ¢oziim
y =tan(z +¢y) — =

olup tanjantin tanimli oldugu —35 < = + ¢, < 7 arahiginda gecerlidir.
|

Alistirma 5.6 (Sabit $u$ Coziimii Olan Bir Degisken Degistirme). y" = z — y + 2 denklemini
¢Ozinuz.
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Cozim.
Sag yaka x — y + 2 birlesiminin kendisidir; yania = 1,b = —1, ¢ = 2 ve f(u) = «’dur.
u = 2 — y + 2 koyup tiirev alalim:

dy du dy du
- = = — —_— = 1 —_— =
dr dzx = dx dx Y
Buradan u i¢in denklem
du
b, I
dx b

olur.

Sabit u ¢oziimii. 1 —u = 0, yani u = 1 degeri u denkleminin bir denge ¢6ztimidir. z —y+2 =1
yazinca bunun y cinsinden karsiligl y = « + 1 dogrusu olur; bu dogru sabit bir fonksiyon degildir, ama
6zgiin denklemin bir ¢oziimiidiir. Gergekten y’ = 1ve z — y + 2 = 1’dir.

Ayirma. u # 1 bolgesinde:

du
1—u

=dr = —In|l—ul|=z+c¢,.

Iki yakay1 —1 ile carpip iis alalim:
|[1—u|=e®% = 1—u=Ae™.

Mutlak degerin iki dali ile w = 1 ¢éztimtinii (A = 0) birlikte alirsak A € R olur.
Geri doniis. u = z — y + 2 yazalim:

l—(z—y+2)=Ae® = y—z—1=Ae".
Genel ¢6zim
y=x+1+Ae™™, AeR

olur. Dogrulama: ¢y’ =1— Ae * vex —y+2=1— Ae *’tir. A = 0 se¢imi, basta buldugumuz y =
z + 1 dogrusunu geri verir.
|

Boliimiin Ozeti

Degiskenlerine ayirma, birinci mertebeden denklemlerde elimizdeki en dogrudan yéntemdir: denklemi
M (z) dzx 4+ N(y)dy = 0 bigimine getir, iki yakay1 ayr1 ayr1 integralle, tek bir keyfi sabit yaz. Yontemin
iki ince noktasi vardir. Birincisi, ayirma bir bolme icerdiginden béliinen carpanin koékleri olan denge
coziimleri ayrica kontrol edilmelidir; % = y2, y(—3) = 0 problemi bunun en carpic1 6rnegiydi. Ikincisi,
In| y | igeren sonuglarda mutlak degerin iki dali ile denge ¢dziimii tek bir keyfi sabitte birlegtirilebilir.

Sag yakasi ax + by + ¢ birlesimine bagli denklemlerde ise w = az + by + ¢ degisken degistirmesi
denklemi ayrilabilen hale getiriyordu. Bu, ileride sik kullanacagimiz daha genel bir fikrin ilk 6rnegidir:
ayrramadigimiz bir denklemde, dogru secilmis yeni bir bilinmeyen degiskenleri ayirabilir hale getirebilir.
Sirada bu fikrin ikinci ve daha gii¢lii uygulamas var. Z—I = ﬁ gibi, sag yakasi = ve y’nin yalmzca £
oramina bagh olan denklemlerde v = £ degisken degistirmesi yine ayrilabilen bir denklem verir. Bu smifi

Homojen Denklemler béliimiinde inceleyecegiz.
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6.1

6. Homojen Denklemler ve Homojene
Indirgenebilenler

Bir 6nceki bolimde degiskenlerine ayrilabilen denklemleri ¢6zdiik: 2’1i her seyi bir yana, y’li her seyi 6biir
yana toplayip iki tarafi ayri ayr integralleyebildigimiz denklemler. Bu y6ntemin kapsami dar goriniir,
clinkii kargimiza ¢ikan denklemlerin ¢cogunda degiskenler boyle temiz bicimde ayrilmaz.

Buna ragmen ayrilabilen denklemler sanildigindan ¢ok daha genis bir sinifi ¢6zer: bir denklem ayrilabilen
bi¢imde degilse bile, uygun bir degisken degistirme (substitution) ile ayrilabilen bir denkleme doniige-
bilir. Bu boliim, bu stratejinin ilk ve en klasik 6rnegini igliyor. Egimi Z—z veren ifade, x ile y’ye ayr1 ayr1 degil
de yalnizca bunlarin £ oranina bagliysa, denkleme homojen denir; v = £ koymak béyle bir denklemi
her zaman ayrilabilen bir denkleme indirger.

Bolumin ikinci yarisinda bir adim daha atacagiz: katsayilar1 ax + by + ¢ bi¢ciminde birinci dereceden
polinomlar olan denklemler homojen degildir, ama sabit terimler uygun bir 6teleme (translation) ile yok
edilebiliyorsa homojen hale gelirler. Otelemenin ise yaramadig1 durumda ise bagka bir degisken degistirme
devreye girer. Boylece tek bir yontemden, birbirine bagli bir yontem zinciri ¢ikacak.

Homojen Denklem Nedir?

Z—g = f(z,y) denklemi, diizlemin her (z,y) noktasina bir egim atar. Simdi su 6zel duruma bakalim: bu
egim noktanin nerede olduguna degil, yalnizca noktanin orijinden hangi dogrultuda gériindiigiine bagh
olsun. Orijinden ¢ikan bir 151n tizerindeki biitiin noktalarda ¥ oram sabittir; dolayisiyla “egim yalmzca
dogrultuya bagli” demek, “f yalnizca £ oranmn bir fonksiyonudur” demektir.

Tanim 6.1 (Homojen Diferansiyel Denklem). Z—Z = f(z,y) bicimindeki birinci mertebeden bir denk-
lemde f(z,y) ifadesi yalnizca £ oraninin (ya da yalnizca % oraninin) bir fonksiyonu olarak yazilabiliyorsa,

yani :
dy :<gzi> ya da dy =(r
dr \x dx Y

bicimine getirilebiliyorsa, bu denkleme homojen diferansiyel denklem (homogeneous differential
equation) denir.

Yani homojen bir denklemde egim alani orijinden ¢ikan 1sinlar boyunca sabittir: ayni 1sin iizerindeki biitiin
noktalarda ¢6zim egrilerinin egimi aynidir.

Ornek 6.1 (Oran Cinsinden Yazilabilen Bir Denklem). z # 0 olmak iizere g—z = mTﬂ denkleminin
homojen oldugunu gosteriniz.

Coziim.
Sag tarafta pay: terim terim paydaya bolmek yeterlidir:

@_aﬂ-y
dz =z

142
x
Sag tarafta z ile y yalmizca % orani icinde geciyor; g(u) = 1 + u almak iizere denklem % =(§)
bi¢imindedir, yani homojendir.
|

Bir denkleme bakip “f gercekten £ cinsinden yazilabilir mi?” sorusunu her seferinde elle denemek

yorucudur. Bunu mekanik olarak denetleyen bir 6l¢iit vardir; 6l¢iit, asagidaki kavrama dayanir.
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66 Béliim 6. Homojen Denklemler ve Homojene Indirgenebilenler

Tanim 6.2 ($n$. Dereceden Homojen Fonksiyon). F(z,y) fonksiyonu, tanimli oldugu her (z,y) ve
her A > 0i¢in

F(A\z,\y) = \"F(z,y)

esitligini sagliyorsa, F’ye n. dereceden homojen fonksiyon (homogeneous function of degree n) denir.

Yani her iki degiskeni birden A katina ¢ikardigimizda fonksiyonun degeri A" katina c¢ikiyorsa, F' n.
dereceden homojendir; n = 0 ise fonksiyonun degeri hi¢ degismez.

Pratikte su g6zlem yeterlidir: bir polinomun biitiin terimlerinin toplam derecesi ayn1 n sayust ise, polinom
n. dereceden homojendir. Ornegin 22 + 3xy + y? ikinci dereceden, x> — y3 iigiincii dereceden homojen-
dir; buna karsilik 2 + y hicbir dereceden homojen degildir.

Ornek 6.2 (Bir Fonksiyonun Homojenlik Derecesi). F(z,y) = wzt*; fonksiyonunun homojen olup

olmadigini, homojense derecesini belirleyiniz.

Coziim.
A > 0i¢in dogrudan yerine koyalim:
)\3$3 + )\3y3 /\3(.’L'3 + ,y3)

F(z, \y) = =
(Az, Ay) Az — Ay Az —vy)

Nlarmn sadelesmesiyle

m3+y3

F(\z,\y) = \?
r—=y

= NF(z,y)

elde edilir. Demek ki F' ikinci dereceden homojendir. Sezgisel olarak da beklenen sonu¢ budur: pay
iiciincii, payda birinci dereceden homojendir; bélimiin derecesi 3 — 1 = 2 olur.
|

Simdi 8lciitii kuralim. Olgiit iki parcadan olusur: sifirinci dereceden homojenlik ile “£in fonksiyonu olma”
ayni geydir; ayrica diferansiyel bigcimde verilmis bir denklemde katsayilarin dereceleri egitse denklem
homojendir.

Teorem 6.1 (Homojenligi Tanima Olgiitit). = > 0 olan bir bolgede calisalim.

1. F sifinnci dereceden homojendir < F(x,y) :(é) olacak bigimde tek degiskenli bir g fonksiyonu vardur.
2. M(z,y) ile N(x,y) aynin derecesinden homojen ise, N # 0 oldugu noktalarda

M(z,y)dz + N(z,y)dy =0
denklemi homojendir.

Ispat.
(1) Once F ’nin sifirinci dereceden homojen oldugunu varsayalim. Tamimdaki esitlik her A > 0 icin gegerli
oldugundan, \ = % segebiliriz:

@%) =F(z,y) = F(z,y) =é.1%)

g(t) := F(1,t) tammlarsak F (z,y) =(4) olur.

Tersine F(x,y) (4 ) ise, oran Glgeklemeden etkilenmedigi icin

PO {52 ) {#) = F

T

bulunur; yani F' sifirinct dereceden homojendir.
(2) M ile N n. dereceden homojen olsun. Homojenlik esitliginde A\ = x > 0 alirsak
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6.1 Homojen Denklem Nedir? 67

ayni bigimde N (z,y) = x"Q\I, %) olur. Denklemi egim bi¢iminde yazip bu iki ifadeyi yerine koyalim:

dy _ M(z,y)  a™1Y)

de  N(z,v) _733"@,%)'

x™ ¢arpanlari sadelesir ve sag tarafta yalnizca ¥ ’e bagh bir ifade kalr. Birinci kisma gore bu, denklemin
homojen olmasi demektir.
|

Teoremin ikinci kismi, diferansiyel bicimde verilen denklemleri gozle taramay: ¢ok kolaylastirir: M ile
N’nin terimlerinin derecelerine bakmak yeter.

Ornek 6.3 (Katsay1 Derecelerine Bakarak Tanima). (22 + 3?) dx — 2xy dy = 0 denkleminin homo-
jen olup olmadigini belirleyiniz; homojense sag tarafi £ cinsinden yaziniz.

Coziim.

Katsayilar1 adlandiralim: M (z,y) = 2% + y? ve N(z,y) = —2xy. M nin her iki terimi ikinci derece-
den, N’nin tek terimi de ikinci derecedendir; yani ikisi de ayn1 derecedendir. Teorem 6.1 geregi
denklem homojendir.

Bunu acikca gérmek icin denklemi egim bicimine getirelim:

dy 2 +?
de  2xy
Pay ve payday1 z2’ye bolersek
2
dy _ 1+ ()
4~ ()
olur. Sag taraf yalmzca u = £ oranina baghdr: g—g = l;’f

Ornek 6.4 (Tanima: Kesirli Bir Denklem). Z—g = 7’2:# denkleminin homojen oldugunu goésteriniz.

Cozim.
Sag tarafin pay ve paydasini x2 ile bolelim:
2 2 2
+ 2z 2z
PR (1) ()
T x T T x

Sag tarafta z ile y yalnizca £ orani icinde geciyor. Dolayisiyla g(u) = u? + 2u almak iizere denklem
Z—z :( g) bicimindedir, yani homojendir.

Ayni sonuca derecelere bakarak da varilir: denklem (y? + 2zy) dx — 22 dy = 0 bigiminde yazildiginda
her iki katsay1 da ikinci dereceden homojendir.

Ornek 6.5 (Tanima: Logaritmali Bir Denklem). z > 0,y > 0 ve x # y olmak iizere

d
_yzlnx—lny+—x+y
dx T—y

denkleminin homojen oldugunu gosteriniz.

Cozim.
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Iki terimi ayr1 ayr1 ele alalim. Logaritmalarin fark: boliimiin logaritmasidir:

1
Inz —Iny = lnz =ln¥= —lng.
Yy z x
Ikinci terimde pay ve payday1 z’e bélelim:
r+y 1+7%
z—y 1-%
Ikisini toplarsak
dy y 1+°%
2 - _InZ z
dz " + 1-1Z
elde ederiz. Sag tarafta  ile y yine yalmzca £ oram iginde gectiginden denklem homojendir; burada
g(u) = —Inu + % dur.
]

Ornek 6.6 (Tanima: Homojen Olmayan Bir Denklem). j—g = ©2422 Jenkleminin homojen olma-

2
digin1 gosteriniz.

Cozim.
Bir 6nceki 6rnekle arasindaki tek fark payin ilk teriminin y? degil 4> olmasi; buna ragmen sonuc degisir.
Sag tarafi oran cinsinden yazmaya ¢alisalim:

3 2 3 2 3
u:y_+_y:m(g> +2<2).
x2 2z T x

[k terimde oranin yaninda yalniz basina bir = carpani kaldi ve bu carpandan kurtulmanin yolu yok.
Yani ifade ;’in bir fonksiyonu degildir.

Bunu olgiitle de dogrulayabiliriz. f(z,y) = ys;# icin
A3y + 2\ 2zy v 2y

Buifade \° f(x,y) = f(z,y) ye esit degildir (iki terim \’dan farkli bicimde etkilenmistir), dolayisiyla f
sifirinci dereceden homojen degildir. Sebep aciktir: payin terimleri tigiinci ve ikinci dereceden oldugu
icin pay homojen bir ifade degildir.

|

y = ux Degisken Degistirmesi

Homojen denklemlerin degerli olmasinin sebebi, hepsinin tek bir hamleyle ayrilabilen denkleme déniis-
mesidir. Hamle dogaldir: denklem bize £ oranindan s6z ediyorsa, bilinmeyen olarak y yerine bu oram
secelim.

Teorem 6.2 (Homojen Denklemin Ayrilabilen Denkleme Indirgenmesi). Z—z :(g) homojen denk-
leminde

Y .
u= =, yani Y =ux
T

degisken degistirmesi yapilirsa, g(u) # u oldugu yerlerde denklem u ile x degiskenlerine ayrilabilen

du  dz
gu)—u

denklemine doniisiir.
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ispat.
u, z’in bir fonksiyonudur; y = ux carpiminin tirevini carpim kuraliyla alalim:
dy du
dz u—+x P
Bunu denklemde yerine koyarsak
n du ()
ut+z— =g(u
dz 7
olur. w’yu sag tarafa gegirirsek
du
T g(u) —u

elde edilir. Sag tarafta yalnizca u, sol taraftaki carpanda yalmizea x vardir; g(u) — u # 0 ve x # 0 iken
iki tarafi x [g(u) — u] ile bolmek degiskenleri ayirir:

Ispatta bir tarafa aywrdigimiz g(u) — u ifadesinin kokleri de bilgi tasir: g(ug) = u, ise sabit u = v,
fonksiyonu indirgenmis denklemi saglar, yani orijinden gecen y = uyz dogrusu 6zgiin denklemin bir
¢coziimudiir. Bu dogrular genel ¢6ziim ailesinin i¢inde ¢ikmayabilir; bu yiizden ayrica not edilirler.
Yoéntemi adim adim toparlayalim:

1.

SIS

Denklemi % = f(=,y) bicimine getir ve f’yi £ cinsinden yazmay1 dene (ya da katsayilarn homojenlik

derecelerine bak).

— Y = dy _ du
u-m,y—ux;f:dm—u+mdxkoy.

. Ortaya ¢ikan 3% = g(u) — u denkleminde degiskenleri ayirip iki tarafi integralle.

g(u) — u = 0 denkleminin koklerini ayrica incele; her kok y = uyz ¢éziimini verir.
Sonugta u yerine £ yazarak z ile y’ye geri don.

1 Denklem z /y cinsindense

Bazi denklemlerde % orani ¢ok daha sade bir ifade verir. O zaman simetrik hamleyi yapmak, yani v =

%, x = vy koyup y’yi bagimsiz degisken gibi kullanmak isi kolaylastirir; hesabin gidisi aynidur.

Ornek 6.7 (Homojen Denklem: Bir Cember Ailesi). 2xyy’ = y? — 22 denklemini ¢oziiniiz.

Cozim.
Once denklemi egim bigimine getirelim (z # 0, y # 0):

dy _y2—x2

dx 2zy

Bu haliyle denklem degiskenlerine ayrilabilen degildir. Ama pay ve payday1 z2’ye béliip ortaya ¢ikan
kesri sadelestirirsek

dy_(%)z—l_l(y af)

dr — 2(%) 2\z y

olur. Son ifadedeki £, ¥ orammnin tersinden bagka bir sey degildir; dolayisiyla sag taraf yalnizca £
oranina baghdir, denklem homojendir ve Teorem 6.2 uygulanabilir.

u = ¥, yani y = ux koyalm. g—z =u-+ a:g—; oldugundan
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n du_1(71>
U mda:_2u 2 )

Kesirlerden kurtulmak icin iki tarafi 2 ile ¢arpalim:

d 21
2u+2:r—u:u
dx u

2u’yu saga gecirip ortak paydada topladigimizda

du  w?—1—2u? u? +1

Qp — =
3lcd:;v U U

buluruz. Simdi degiskenleri ayiralim:

2udu dx

w+1 oz
Sol taraftaki integral icin t = u? + 1 koyarsak dt = 2u du olur ve integral ¢ok sadelesir:

dt dx
=

= Injt|=—Injz|—In|lc]|.
Sag taraftaki iki logaritmayi birlestirelim ve ¢’yi geri yazalim:

1
Infu+1|=—In|cz| = w?+1=—.
cx

Son adimda u yerine ¥ koyariz:
2
1
(Q) +1=—, c sabit .
x cx
Isteyen bunu 22 ile carpip daha tanidik bir bicime getirebilir. k = % yazarsak

k\? k2
224+’ =kr < (ac—§> -|-y2:Z

olur: ¢oziim egrileri, merkezleri = ekseni tizerinde olan ve orijinden gecen ¢emberlerdir.
|

Ornek 6.8 (Homojen Denklem: Ustel Terimli). 3 = e¥/* + £ denklemini ¢éziiniiz.

Coziim.

Sa tarafta z ile y yalnizca 2

x

oram i¢inde geciyor; denklem homojendir. u = £, y = ux koyalm:

du
u+xr—=e“~+ u.
dxr

Iki tarafta da u bulundugu icin sadelesme ¢ok temiz olur:

xdu—e“
de

Degiskenleri ayiralim ve iki tarafi integralleyelim:

d d
e Ydu= @ = /e’“du: _x.
T T

—e“=In|z|+n|c|=ln|cz|.

Simdi u yerine £ yazalim:
x
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1
|cx |

Bu esitligin anlamli olmas: i¢in sag tarafin pozitif olmasi, yani | cz | < 1 olmasi gerekir. Son adimda
iki tarafin logaritmasini alip y’yi yalmz birakiriz:

1 1
_y_ dn —— = y=—zldn——|, c sabit .
T | cz | | cx |

_e YT — In|cx| = e v/T = —In|czx |=In

Ornek 6.9 (Homojen Denklem: Basit Kesirlere Ayirma ile). 3—3; = yz;# denklemini ¢oziiniiz.

Cozim.
Bu denklemin homojen oldugunu daha 6nce gormiistiik:

d 2

_y = (g) + 2(%)

dx T T
u =¥ y = ux koyalm:

du 9 du 9
ut+tr—=u"+2u = Tr— =u°—+u.
dx dzr

Degiskenleri ayirip sag taraftaki ifadeyi ¢arpanlarina ayiralim:

du d_:c du dxr

= = — )
wv+u oz u(u+1l) =z

u(u + 1) # 0 oldugu strece iki tarafi integralleyebiliriz. Sol taraftaki kesri basit kesirlere ayiririz:

1 1 1

wlu+1) uw u+1

Buna gore

1 1 d
/(ﬂ_qul)du: % = Infju|—Infu+1|=Inz|+In[c].

Logaritmalar1 birlegtirip iki tarafin tstelini alalim:

U U
ln‘ ’ =ln|cz| = = cx.
u+1 u+1
u yerine £ koyar ve pay ile payday: x ile carpariz:
Y
T =cr = Y — e
ST y+zx

Icler dislar carpimi yapip 4’yi yalniz birakalim:

2 2

y=cx(y+z)=cry+cz®* = y(l—-cx)=cz?

C£L'2

Y , ¢ sabit .

- 1—cx

Son olarak ayirma sirasinda disarida biraktigimiz u(w + 1) = 0 durumuna bakalim. v = 0, yaniy = 0

fonksiyonu denklemi saglar ve genel ¢6ztimde ¢ = 0 alinarak elde edilir. v = —1, yaniy = —x dogrusu
da denklemi saglar: bu dogruda % =—1ve
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Y2 + 2zy _ z? — 222

x? 2 -1
olur. y = —z dogrusu genel ¢oziim ailesinde hicbir ¢ degeriyle elde edilemez; dolayisiyla ayrica yazil-
mas1 gereken bir tekil ¢oziimdiir.
]

Homojene Indirgenebilen Denklemler

Simdi katsayilar1 birinci dereceden polinom olan
(@12 4+ b1y + ¢1) dz + (ayx + byy + ¢y) dy = 0

denklemlerini ele alalim; burada a,, b,, ¢, (i = 1, 2) sabitlerdir.

1) 1)

Sabit terimler yoksa, yani ¢; = ¢, = 0 ise, her iki katsay1 da birinci dereceden homojendir; Teorem 6.1
geregi denklem homojendir ve bir énceki kisimdaki yéntemle ¢oziiliir. Asil soru, (¢q,¢,) # (0,0) oldu-
gunda ne yapilacagidir.

Su geometrik gozlem yol gosterir: ¢; ve ¢, sabitleri, a; z 4 b,y = 0 ve ayx + byy = 0 dogrularini orijinden
kaydirir. Tki dogru bir noktada kesisiyorsa, orijini o kesisim noktasina tasiyan bir 6teleme sabit
terimleri yok eder ve geriye homojen bir denklem kalir.

Teorem 6.3 (Oteleme ile Homojene indirgeme). a;b, — ayb; # 0 olsun.

a1h+b1k+cl :0}
a2h+b2k+62 =

sisteminin (tek olan) ¢éziimii (h, k) olmak iizerex = X + h,y =Y + k otelemesi, denklemi
(@, X +0,Y)dX + (a; X +b,Y)dY =0
homojen denklemine doniistiiriir.

ispat.
h ile k sabit oldugundan dx = dX ve dy = dY ’dir. Katsayilar: yeni degiskenlerle yazalim:

Gz +by+e =0, X+b0Y+(ah+bk+c),
o + by + g = 4y X + b, Y + (agh + bok + ¢5).
Denklem boylece
(a; X +bY +ah+bk+c))dX + (agX + b + agh + bk + ¢5)dY =0

haline gelir. Parantez icindeki sabit gruplarimin ikisi de sifir olursa geriye yalnizca birinci dereceden
homojen katsayilar kalwr; istenen denklemi elde etmek icin h ile k’yi tam olarak teoremdeki sistemi
saglayacak bicimde se¢mek yeterlidir.

Bdyle bir (h, k) ikilisinin var ve tek oldugunu gérmek icin sistemi matris biciminde yazalim:

ol =-2)

-
A
Bu sistemin her sag taraf igin tek ¢éziimii olmasinin kosulu det A # 0, yani

a1by —agby #0

olmasidir; varsayimimiz tam da budur.
||
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6.3 Homojene Indirgenebilen Denklemler 73

Yani det A # 0 iken yapilacak sey, iki dogrunun kesisim noktasini bulup orijini oraya tagimaktir. Adimlar

sOyledir:

1. Denklemi yukaridaki standart bicime getir ve a;by — ayb; determinantini hesapla. Denklem (% = %
kesir biciminde verilmigse standart bigim P dx — @) dy = 0’dir; katsayilar buradan okunur.

2. Determinant sifirdan farkliysa a;h + bk + ¢; = 0, agh + byk + ¢4 = 0 sistemini ¢oziip h ile k’yi bul.

3. x = X + h,y =Y + k koy; ortaya ¢ikan homojen denklemi v = % ile ¢oz.

4. Buldugun ¢6ztimde dnce u yerine % sonra X = x — hveY =y — k yazarak 6zgiin degiskenlere geri

don.

Ornek 6.10 (Oteleme ile Coziilen Bir Denklem). % = 2219 Jenklemini ¢éziiniiz.

z—3y+2

Coziim.

Bu haliyle denklem homojen degildir: pay ve paydadaki 9 ile 2 sabitleri, sag tarafin yalmzca £ oranmina
bagl olmasini engeller. Sabitleri yok etmek icin 6teleme yapalim.

Once yontemin isleyip islemedigine bakalim. Denklemin standart bicimi

2z —y+9)dr—(z—3y+2)dy=0
oldugundan katsayilar a; = 2, b; = —1, ay = —1, b, = 3’tiir ve determinant
a1by —agby =2-3—(—1)-(—1)=5+#0

olur; demek ki Teorem 6.3 uygulanabilir.
r=X+4+h,y=Y + kaluusak de = d X, dy = dY olur ve denklem

dY 22X Y +2h—k+9
dX X —3Y +h—3k+2

héline gelir. Determinant sifirdan farkli oldugu i¢in sabit gruplar sifirlayan tek bir (h, k) vardur:

2h—k+9=0

h—3k+2=0 h==5 k=-1

(kinci denklemden h = 3k — 2; bunu birinciye koyunca 5k + 5 = 0, yani k = —1 ve h = —5 bulunur.)
Boylece 6teleme
z=X—25, y=Y —1

olur ve denklem beklenen homojen bicime iner:

dy 2X-Y 2-%
dX  X-3y 1-3%

Simdi v = )—};, yani Y = uX koyalim:

u’yu saga gecirip ortak paydada toplayalim:

Xdu C2—u—u(l—3u)  3u®—2u+2
ax 1—3u  1-3u

Degiskenleri ayiririz:
(1—3u)du  dX
3u? —2u+2 X
Sol taraftaki integral icin payday1 v = 3u? — 2u + 2 ile adlandiralim. O zaman

dv= (6u—2)du=—-2(1—-3u)du = (1—3u)du=—%
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olur, yani sol taraftaki pay tam da v’nin diferansiyelinin bir katidir:
d dX 1
_/Q_Z: ~ = —§1n|v|:1n|X|+1n|c‘:1n|CX|.

Iki tarafi —2 ile carpip tistel alalim:

1

Injv|=—-2In|cX| = V= e

. 2 : Y .
v yerine 3u” — 2u + 2, ardindan u yerine % yazariz:

wﬂ72y+ 1
X2 X T oe2x?

Son adim geri otelemedir: z = X — 5 ve y =Y — 1 esitliklerinden X =z + 5, Y = y + 1 bulunur.
Bunlari yerine koyarsak ¢6ziim kapali bi¢cimde

3(y+1)2_2(y+1)+2_ 1
(z +5)2 T+5 2 (x+5)2

olur. Iki tarafi (z + 5)? ile carpip C' = C% yazarsak ayni ¢6zlim polinom biciminde de verilebilir:

3y+1)2—2y+1)(xz+5)+2(x+5?2=C, C>0sabit.

Geriye tek bir durum kaldi: determinant sifirsa ne olur? O zaman iki dogru paraleldir (ya da cakigiktir),
kesisim noktas1 yoktur ve 6teleme ise yaramaz. Ama bu kez bagka bir kolaylik ortaya ¢ikar: iki katsayinin
degiskenli kisimlar: birbirinin sabit katidir, dolayisiyla denklemde z ile y aslinda tek bir a;  + b,y ifadesi
icinde gecer.

Teorem 6.4 (Determinant Sifirken Kullanilan Degisken Degistirme). a,b, —ayb; =0 veb; # 0
olsun. O zaman

u=ax+by
degisken degistirmesi,
(@12 4+ b1y + ¢1) dz + (agx + byy + ¢3) dy = 0
denklemini u ile x degiskenlerine ayrilabilen bir denkleme doniistiiriir.

ispat.
b, # 0 oldugundan m := Z—f sabitini tamimlayabiliriz; buradan by, = mb, olur. Bunu a;by = ayb; esitli-
ginde yerine koyup b, ile sadelestirirsek ay de belirlenir:

asb; = a1by =mab; = ay =may, by = mb;.
Demek ki ikinci katsayinin degiskenli kismi birincisinin m katidir. Denklem béylece
[(ayz +byy) + c]dz + [m(a,z + byy) + co]dy =0

bigimine girer; iki katsay1 da yalnizca a,x + b,y ifadesine baghdir. w = a,x + by diyelim ve x’e gore
tirev alalim:

du dy

— = b, —.

dz o dz
Ote yandan denklemden

dy = u+¢

de ~ mu+c
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6.3 Homojene Indirgenebilen Denklemler 75

olur. Bunu bir onceki esitlikte yerine koyarsak

du b u+c  ay(mu+cy) —b(u+tc)

T =00
dx mu + ¢y mu + ¢y

elde edilir. Sag taraf yalnizca u’ya baghdir, x hi¢ gegmez; dolayisiyla denklem degiskenlerine ayrilabilir.
|

Yani determinant sifirken o6teleme aramayiz; dogrudan uw = a,x + b;y koyup ayrilabilen denklemi
cozeriz.

Teoremdeki b; # 0 kosulu bir kisitlama gibi goriinse de digsarida kalan durum zaten kolaydir: a; #
0 olmak tzere b; = 0 ise a,by = ayb; = 0 esitliginden by, = 0 ¢ikar, denklem (a,x + ¢;) dz + (ayz +
¢,) dy = 0 haline gelir ve hi¢bir degisken degistirmeye gerek kalmadan degigkenlerine ayrilir.

Ornek 6.11 (Determinanti Sifir Olan Bir Denklem).
2z +3y+1)de+ (dz+6y+1)dy=0
denklemini ¢6ziiniiz.
Cozim.

Denklem homojen degildir; sabit terimleri 6teleme ile yok etmeyi deneyebilmek i¢in 6nce determinanta
bakalim. Katsayilar

a; =2, b =3, ay =4, by =6
oldugundan

23
46

‘:12—1220.

Determinant sifir oldugu icin oteleme yontemi kullanilamaz; b; = 3 # 0 oldugundan Teorem 6.4
devreye girer. Nitekim ikinci katsayimnin degiskenli kismi birincisinin tam iki katidir:

[(2z + 3y) + 1)dx + [2(2z + 3y) + 1]dy = 0.
Denklemi egim biciminde yazalim:

dy  (2z+3y)+1
de 22z +3y)+1°

u = 2z + 3y diyelim ve x’e gore tiirev alalim:

dy du dy 1(du
2 - =— —=——-2].
+3dar; dx ~ dz S(da: )

Bunu denklemde yerine koyarsak  tamamen kaybolur:
1/du AT +1
3\ dzx o 2u+41

du 3u+1) 2Qu+1)—3u+1) u-—1

du>s: .
o 1 yalniz birakalim:

dr u+1 2u+1 T w1

Bu, degiskenlerine ayrilabilen bir denklemdir. 4 # 1 oldugu siirece
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yazip iki tarafi integralleyebiliriz. Sol taraftaki kesirde bélme yapariz: 2(u — 1) + 3 = 2u + 1 oldugun-
dan
2u+1 3

=2 .
u—1 +u—1

Boylece

3
/<2+—1>du:/dm = 2u+3lnju—1|=z+c.
u—

u yerine 2z + 3y yazarsak ¢oziim kapali bicimde
2(2c+3y)+3Inj2e+3y—1=z+c

olur. Sol taraftaki 4z ile sag taraftaki « sadelestirilip iki taraf 3’e boliiniirse ayni ¢6ztim daha derli toplu
bicimde

z+2y+1n2z 4+ 3y — 1| = ¢, ¢, sabit

olarak yazilabilir.

Son olarak disarida biraktigimiz « = 1 durumuna bakalim. 2z 4 3y = 1 dogrusunda y = 1_32’” , dolay1-
styla j—m = —%’tiir; denklemin sag tarafi da bu dogruda

ut+1l 2

2u+1 3

degerini alir. Demek ki 2z + 3y = 1 dogrusu da bir ¢éziimdir ve genel ¢6ziimdeki logaritma bu
dogruda tanimsiz oldugundan hicbir ¢, degeriyle elde edilemez; tekil bir ¢6ztimdiir.

|
Alistirmalar
Alistirma 6.1 (Oteleme Gerektiren Bir Denklem). % = 2;—% denklemini ¢6ziiniiz.

Coziim.
Pay ve paydadaki sabitler ytiziinden denklem homojen degildir. Determinanta bakmak i¢in denklemi
once standart bigimde yazalim:

(x—y+1)de—(xr+y—3)dy=0.
Katsayilar a; = 1,b; = —1, ag = —1, b, = —1 oldugundan
aby —aghy =1-(—=1)—(=1)- (1) =—-2#0.
Oyleyse 6teleme yontemi isler. z = X + h, y = Y + k koyalim:

&Y XY+ (h—k+1)
dX X+Y+(h+k-3)

Sabit gruplarin: sifirlayan sistemi ¢6zelim:

h—k+1=0

htk-3=0 h=1, k=2

(ki denklemi toplaymca 2h — 2 = 0, yani h = 1; buradan k = 2.) Boylecez = X + 1,y =Y + 2 ve
denklem homojen hale gelir:

y X-Y 1—%
dX  X+Y 1+%°

u = )—1;, Y = uX koyariz:
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du 1—u du  l1—u—u(l+u) 1—2u—u?
X— = = X—== =
YTAIX T Tru % 1+ u T+u

Degiskenleri ayiralim:

(1+u)du dX

1—2u—u?2 X
v=1—2u — u? dersek
dv=(-2—-2u)du=—-2(1+u)du

olur; yani pay yine paydanin diferansiyelinin bir katidir:
1 [d dX 1
75/7“: S = —zhlvl=mlcX].

Iki tarafi —2 ile carpip iistel alirsak

1
T 2X?

1
c2X?’

2

v = 1—-2u—u*=

u = ¥ yazp iki tarafi X? ile carpalim; C = 2 diyelim:
X?-2XY —-Y?=C.

Tiretme sirasinda C' = C% pozitif ¢ikti; ama iki tarafin X’e gore tiirevi alindiginda sabit kayboldugun-
dan bu baginti her gercel C' degeri icin denklemi saglar. Dolayisiyla bundan sonra C’yi serbest bir sabit
olarak alabiliriz.

Son olarak X = x — 1, Y = y — 2 koyarak 6zgiin degiskenlere doneriz:

(x—1)2%2-2z—-1)(y—2)—(y—2)2=C, C sabit .

C = 0 degeri, ayirma sirasinda disarida kalan 1 — 2u — u? = 0 koklerine, yani Y = (—1 + \/i)X
dogrularina karsilik gelir; onlar da ¢6ziim ailesinin i¢indedir.
|

Alistirma 6.2 (Arktanjant Veren Bir Denklem).
(z—y—1)de+(z+4y—1)dy=0
denklemini ¢6ziiniiz.

Cozim.
Katsayilar a; = 1,b; = —1, ay = 1, by = 4 oldugundan determinant

ab, —agby =1-4—1-(—1)=5+#0
olur; 6teleme yapabiliriz. z = X + h, y = Y + k icin sabit gruplar1

h—k—1=0
htdk—1=0 = h=L k=0

denklemleriyle belirlenir. (Birinciden h = k + 1; ikinciye koyunca 5k = 0.) Demek kix = X 4+ 1,y =
Y ve denklem

(X—-Y)dX + (X+4Y)dY =0
homojen denklemine doniisiir. Egim bi¢ciminde yazalim ve u = % koyalim:

vy Y-X  u—1
dX X +4Y  1+4u
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78 Béliim 6. Homojen Denklemler ve Homojene Indirgenebilenler

du  u—1 du  u—1—u(l+4u) du? +1
x & _ - x 2 - .
Ut A X T 14w dx 1+ 4u 1+ 4u

Degiskenleri ayiririz:

(1+4u)du dX

4u24+1 X

Sol taraftaki integrali iki parcaya bolmek gerekir; birinci parga arktanjant, ikinci parca logaritma verir:

du 1 dudu 1 9
/m = iarctan(Qu), /m = 5111(4114 =+ ].)

Buna gore
1 1
Earctan(Qu) + 5111(4“2 +1)=—In| X |[+¢,.
Iki tarafi 2 ile ¢arpip logaritmalari bir araya toplayalim:
arctan(2u) + In(4u? + 1) + In X2 = C.
Son iki logaritma tek bir logaritmada toplanir ve u = % oldugundan parantez ici sadelegir:

Y2
In(4u®+1)+InX?=1In lXQ (4ﬁ + 1)] =In(X? +4Y?).

Boylece ¢oziim
2Y
arctan —- + In(X2+4Y?)=C

olur. Geri 6telemede X =z — 1, Y = y yazanz:

2y
r—1

arctan +1In[(z —1)? 4+ 4% = C, C sabit .

Alistirma 6.3 (Determinanti Sifir Olan Bir Aligtirma).
Qy—4z—1)de —(y—2z+1)dy=0
denklemini ¢6ziiniiz.

Coziim.
Once denklemi standart bigcimde yazalim; ikinci katsayidaki eksi isaretini parantezin icine dagitiriz:

(—4z+2y—1)dx+ 2z —y—1)dy = 0.
Katsayilar a; = —4, b; = 2, ag = 2, b, = —1 oldugundan determinant
ayby —agby = (—4)(—1) — (2)(2) =4—-4=0

olur. Oyleyse 6teleme degil, Teorem 6.4 yontemi gerekir: iki katsay1 da y — 2z ifadesine baglidir. Hesab1
sadelestirmek i¢cin dogrudan

w=y—2
diyelim; o zaman 2y — 4z = 2w ve 2z — y = —w olur, denklem de

Qw—1)dz—(w+1)dy=0

Acik Matematik - acik-matematik.com 78 CC BY-NC-SA 4.0


https://acik-matematik.com
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.tr

6.4 Alistirmalar 79

héline gelir. Buradan w + 1 # 0 iken

@_Qw—l
de w+1’
w = y — 22 oldugundan % = % — 2’dir; bunu kullanalim:
d_w_2w—1_2_2'w—1—2(w+1)__ 3
der w41 o w+1 T w41

Sag tarafta x yok; degiskenleri ayirip integralleyebiliriz:
w?
(w+1)dw=—-3dz = T—i—w: —3z + ¢.

Iki tarafi 2 ile carpar ve w yerine y — 2z yazariz:
w4+2w+6z=C = (y—22)2+2(y—22)+6x=C.
Ortadaki terimi acip z’li terimleri toplarsak ¢oziim
(y—2x)2 4+ 2z +2y = C, C sabit
bigimini alir.
Digarida biraktigimiz w = —1, yani y = 2z — 1 dogrusu bu denklemin ¢6ziimii degildir: o dogruda
dy = 2 dx olur ve denklemin sol tarafi

2w—1)de— (w+1)dy=(—3)de —0=—3dx # 0

degerini alir. Dolayisiyla kaybedilen bir ¢6ziim yoktur.
|

Aligtirma 6.4 (Baslangic Kosullu Homojen Denklem). 3’ = “:2;;3’2, y(1) = —2 baslangic deger

problemini ¢oziiniiz.

Cozim.
Pay ve paydanin her iki terimi de ikinci dereceden homojendir, dolayisiyla denklem homojendir. Pay
ve payday1 2%’ye bolelim:

dy 1+(Y)°
dr &
U= %,y:um koyariz:
d 1 2
u—}—x—u: —|—u‘
dzx U

Sag tarafi u + % bi¢iminde yazabiliriz; u’lar sadelesince ¢ok sade bir denklem kalir:

du 1+ u? 14+u?2—u? 1
T— = —y == —.
dx U U U
Degiskenleri ayirip integralleyelim:
d 2
wdu=" = u—:1n|:v|—|—c.
T 2
Simdi baslangi¢ kosulunu kullanalim. x = 1 i¢in y = —2, yani u = % = —2’dir:

(=2)°
2

=Inl+c = c=2.
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Boylece u? = 2In| z | +4veu = 2 oldugundan ¢6ziim kapal bigimde
y? =22(2In| z | +4)

olur. Acik ¢o6ziimii elde etmek icin karekok alirken igaret secilmelidir: y(1) = —2 < 0 ve ¢dziim siirekli
oldugundan baglangi¢ noktasini igeren aralikta y < 0 kalir. > 0 bolgesinde calistiimizdan In| z | =
In z yazip

y=—zV2lnx+4

buluruz. Bu ifadenin tanimli olmasi icin 2Inz + 4 > 0, yani > €2 olmalidir; ayrica x = e~2 nokta-
sinday = 0 olacag1 ve 6zgiin denklemde payda zy sifirlanacag i¢in bu u¢ nokta digarida kalir. C6ziimiin
gegerli oldugu aralik

z € (€72, 00)

araligidir.
]

Kapanis

Bu béliimde iki fikri birlikte kullandik: bir denklemi dogrudan ¢6zmek yerine uygun bir degisken
degistirmeyle bildigimiz bir sinifa tasimak ve gerekiyorsa 6nce koordinat sistemini 6telemek. Homojen
denklemlerde y = ux, determinanti sifir olan denklemlerde v = a,z + by, sabit terimli denklemlerde ise
x =X+ h,y =Y + k hamlesi bizi her seferinde degiskenlerine ayrilabilen bir denkleme gotiirdi.

Bir sonraki boliimde bambaska bir a¢idan bakacagiz: denklemi doniistiirmeye calismadan 6nce, M dx +
N dy ifadesinin zaten bir F(z,y) fonksiyonunun tam diferansiyeli olup olmadigini soracagiz. Oyleyse
¢6ziim dogrudan F(z,y) = c egrileridir; bunu nasil anlayacagimizi ve F’yi nasil kuracagimizi Tam
Diferansiyel Denklemler boliimiinde gorecegiz.
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7.1

7. Tam Diferansiyel Denklemler

Birinci mertebe denklemleri ¢6zmenin simdiye kadar gordigiimiiz yollarinda ortak bir mantik vard:
degiskenlerine ayrilabilen denklemlerde x’li ve y’li parcalari esitligin iki yanina ayirip her iki tarafi ayn
ayr1 integralledik; homojen denklemlerde ise y = ux degisken degistirmesiyle denklemi 6nce ayrilabilir
kaliba soktuk, sonra ayni seyi yaptik. Her iki durumda da hedef, denklemi dogrudan integrallenebilen
bir bicime getirmekti.

Bu béliimde bambagka bir fikir igliyoruz. Denklemi y* = f(x,y) bi¢iminde degil, = ile y’nin simetrik
goriindigu diferansiyel bicimde yazalim:

M(z,y)dz + N(z,y)dy = 0.

Cok degiskenli analizden sunu biliyoruz: kismi tiirevleri siirekli olan bir F'(z,y) fonksiyonunun tam
diferansiyeli dF' = F, dz + F, dy ifadesidir. Eger yukaridaki denklemin sol yani tam olarak béyle bir
F’nin tam diferansiyeliyse, denklem aslinda dF' = 0 demektir; bu da F’nin ¢6ztim egrileri boyunca sabit
kaldigini, yani

F(z,y)=c

oldugunu séyler. Coztim, hicbir doniisiim yapmadan, sol yam “taniyarak” elde edilir.

Geriye iki soru kaliyor: verilen bir denklemin sol yaninin bdyle bir F’den geldigini nasil anlariz ve anla-
diktan sonra Fyi nasil kurariz? Béliimiin ana teoremi ikisini birden yanitlar: él¢iit M, = N, esitligidir;
teoremin ispat1 ise F’yi adim adim insa ettigi icin ayni zamanda bir ¢6ziim yontemidir.

Tam Diferansiyel

Once diferansiyel bigimin nereden geldigini hatirlayalim. F(z, y) bir fonksiyon olsun ve y = y(z) egrisi
boyunca F’nin degerine bakalim. Zincir kurali, bu degerin z’e gore degisimini

_OF OF dy

d

dzr

biciminde verir. Her iki tarafl dz ile “carparsak” karsimiza ¢ikan ifade, F’nin tam diferansiyelidir.
Tanim 7.1 (Tam Diferansiyel). D C R? bir bélge ve F : D — R fonksiyonunun birinci mertebeden
kismi tiirevleri D tizerinde siirekli olsun.

OF OF
F== -
dF =5 do+ 5 dy

ifadesine F' fonksiyonunun tam diferansiyeli (total differential) denir.

Yani dF, bagimsiz degiskenlerde yapilan kiicitkk dx ve dy degisikliklerinin F’nin degerinde yol actig1
degisimi birinci mertebeden 6lgen ifadedir.

Ornek 7.1 (Bir Tam Diferansiyelin Hesab1). F(z,y) = 22e¥ + siny fonksiyonunun tam diferansi-
yelini yaziniz.

Cozim.

Kismi tiirevleri sirayla alalim. y sabitken z’e gore tiirev:
oF
— = 2zeY.
Ox

x sabitken y’ye gore tiirev (¥ nin tiirevi yine e¥, sin y’ninki cos y):
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82 Boliim 7. Tam Diferansiyel Denklemler

OF
— = z2%e¥ 4 cosy.
Ay

Bunlar1 tanimda yerine koyarsak
dF = 2ze¥dx + ( z2e¥ + cosy )dy

bulunur. Bu ifadeyi aklimizda tutalim: birazdan tam olarak bu diferansiyelin sifira esitlendigi bir
denklemi ¢ozecegiz.
|

Tam Diferansiyel Denklem

Birinci mertebe bir denklem ¢y’ = f(z,y) biciminde verilmis olsa bile, y’ = g—z yazip payday1 karsiya
atarak her zaman

M(z,y)dz + N(z,y)dy =0

kalibina getirilebilir. Bu kalipta z ile y esit haklidir; hangisinin bagimli hangisinin bagimsiz degisken
oldugu 6nceden dayatilmaz. Asil kazang ise sudur: sol yan, bir fonksiyonun tam diferansiyeli olabilir.

Tanim 7.2 (Tam Diferansiyel Denklem). M ve N fonksiyonlar1 D C R? bslgesinde tanimli olsun.
Eger D tizerinde

dF = M(z,y)dz + N(z,y)dy
olacak bi¢imde bir F(z,y) fonksiyonu varsa,
M(z,y)dz + N(z,y)dy =0

denklemine D tizerinde tam diferansiyel denklem (exact differential equation) denir. Bu F' fonksiyo-
nuna denklemin potansiyel fonksiyonu (potential function) adi verilir.

Yani bir denklemin tam olmasi, sol yaninin parcali bir y1gin degil, tek bir fonksiyonun diferansiyeli olmasi
demektir.
Tanim geregi, denklem tamsa

oF oF

yazilir ve buradan
Flz,y) =c

elde edilir. Bu, denklemin kapal1 bicimdeki genel ¢oziimiidiir; c keyfi sabittir.

1 dF = 0 neden F(x,y) = ¢ demektir?

Bir ¢6ziim egrisi y = y(z) boyunca ¢(z) = F' ( z,y(z) ) fonksiyonunu tanimlayalim. Zincir kural
OF OF dy dy
/ = — _— = M
¢'() Or Oy dx dx

verir. Denklemin kendisi M + N j—z = 0 oldugundan bir aralik iizerinde ¢’ (z) = 0 olur. Tiirevi bir

aralikta 6zdes sifir olan fonksiyon ise sabittir; dolayisiyla I ( z,y(z) ) = c.

Ornek 7.2 (Gozle Taninan Bir Tam Denklem). ydz + z dy = 0 denkleminin tam oldugunu gésterip
genel ¢oziimiini bulunuz.

Cozim.
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7.2 Tam Diferansiyel Denklem 83

Burada M (z,y) = y ve N(z,y) = x’tir. Carpim kuralin tersten okuyalim: F'(z,y) = xy alirsak
OF OF
or YT oy

=N

olur, yani
dF =ydzr + z dy.

Demek ki denklemin sol yari F'(z,y) = zy fonksiyonunun tam diferansiyelidir; denklem tamdir ve
dF = 0 oldugundan genel ¢6ziim

Ty =c
kapal1 bi¢imidir. Istenirse  # 0 bolgesinde y = £ acik ¢dziimii yazilir; ¢dziim egrileri eskenar hiper-
bollerdir.
n

Bu 6rnekte F’yi gozle bulduk. Ama
(6xy® —32? )dz + ( 62y +3y> — 7 )dy =0

gibi bir denklemin sol yaninin bir tam diferansiyel olup olmadigini gozle kestirmek kolay degildir. Bize
mekanik bir 6l¢it gerekiyor.

Tamlik Olciitii

Olgiitiin nereden gelecegini tahmin etmek zor degil: denklem tamsa F,, = M ve F, = N olacaktir. Karisik
ikinci mertebe kismi tiirevlerin esitligi (£}, = F,,) ise M ile N arasinda zorunlu bir bag dogurur. Sasirtict
olan, bu zorunlu kosulun ayni zamanda yeterli olmasidur.

Teorem 7.1 (Tamlik Ol¢iitii). D dikdortgensel bir bélge olsun ve M (x,y) ile N(x,vy) fonksiyonlarinin
birinci mertebeden kismi tiirevleri D nin her (x,y) noktasinda siirekli olsun.

e M(z,y)dz + N(z,y) dy = 0 denklemi D iizerinde tam ise, her (x,y) € D igin

OM(z,y) ON(z,y)
oy - Oz

olur.

OM (z,y) _ ON(z,y

* Karsit olarak, her (x,y) € D igin By T ) ise, denklem D iizerinde tamdir.

ispat.
Gereklilik (=). M dx + N dy = 0 denklemi tam olsun. Tanim geregi 6yle bir F(x,y) vardwr ki
dF = F,dz + F,dy = M dz + N dy,

yani

F,=M ve F,=N.

Bu egsitliklerin birincisini yye, ikincisini x’e gore tiiretelim:

E, =M F,=N,.

Ty = Yy

M ve N ’nin birinci mertebeden kismi tiirevleri siirekli oldugundan F ’nin karisik ikinci mertebe tiirevleri
de suireklidir; siireklilik durumunda karisik tiirevler siradan bagimsizdir:

E E

Ty = yx*

Buradan dogrudan M, = N, ¢ikar.
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84 Boliim 7. Tam Diferansiyel Denklemler

Yeterlilik (+<=). $imdi her (z,y) € D i¢in M, = N, oldugunu varsayalim. Denklemin tam oldugunu
gostermek igin

dF = F,dz + F,dy = M dz + N dy, F,=M ve F,=N

kosullarini saglayan bir F fonksiyonu bulmamuz gerekir. Kuralim.
Once E, = M esitligini ele alip y’yi sabit tutarak x’e gore integralleyelim:

F@w%j/M@www+Mw (%)

Buradaki Oz yazimi, integralin y sabit tutularak x’e gére alindigini vurgular. Dikkat edilecek nokta
sudur: y sabit tutuldugu icin integral sabiti gercek bir say: degil, yalnizca y’ye bagh bilinmeyen bir
fonksiyondur; onu h(y) ile gosterdik. (D nin dikdértgensel olmasi, integralde kullanilan yatay dogru
parcalarinin bolgeden disari tasmamasini giivenceye alir.)

F fonksiyonu ikinci kosulu, yani F,, = N esitligini de saglamak zorundadwr. O halde () ifadesinin y’ye
gore tiirevini alalim:

9 , oM (z,y) ,
(son adimda, kismi tiirevierin siirekliligi sayesinde tiirev integralin igine alinabilir). Buradan b/ (y) yalniz
birakilir:
oM
W =Ny - [P or )

h(y) yi bulmak icin bu esitligiy 'ye gore integrallemeliyiz. Ama bunu yapabilmek icin sag yanin yalnizca
y’ye baglh olmasi, icinde x kalmamast gerekir; aksi halde h tek degiskenli bir fonksiyon olamaz. Bunu
sinamanin yolu sag yamin x’e gore tiirevine bakmaktir: tiirev sifir ¢ikiyorsa ifade x’ten bagimsizdur.

Hesaplayalim:
9 OM (z,y)
(Burada ilk terimin tiirevi N, ikincisinin tiirevi ise integralin x’e gore alinmis olmasi nedeniyle dogrudan

M, dir; son esitlik ise M, = N, varsayimimizdan gelir.)
Demek ki (x *) ifadesinin sag yani x’e bagh degildir ve yye gire integrallenebilir:

h(y):/[N(x,y)—/%;’y)&U]ay.

Bu h(y)yi (%) icinde yerine koydugumuzda F,, = M ve F,, = N kosullarinin ikisini birden saglayan bir
F(z,y) fonksiyonu elde etmis oluruz. O hdalde dF' = M dx + N dy olup denklem D iizerinde tamdir.
|

Yani M,, = N, esitligi, “sol yan bir tam diferansiyeldir” ctimlesinin iki tiirev hesabiyla yapilabilen deneti-
midir. Ustelik ispatin ikinci yaris1 bize bir bonus verdi: F"yi nasil kuracagimizi da gosterdi.

Potansiyel Fonksiyonun Bulunmasi

Ispatin (<) yoniinde yaptigimiz insay1 tek satirda toplayabiliriz.

1 Potansiyel fonksiyonu veren formiil

F(ac,y):/M(x,y)8x+/[N(m,y)—/%z’y)ax]ay

Acik Matematik - acik-matematik.com 84 CC BY-NC-SA 4.0


https://acik-matematik.com
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.tr

7.5

7.4 Potansiyel Fonksiyonun Bulunmasi 85

Uygulamada bu formiilii ezberlemek yerine, onu iireten adimlar: izlemek hem daha kolay hem daha az
hata yapilan yoldur:

1. Denklemi M (z,y) dxz + N(z,y) dy = 0 bigimine getirin; M ile N’yi isaretleriyle birlikte okuyun.

2. M, ve N, tiirevlerini hesaplayin. Esit degillerse denklem tam degildir ve bu yéntem uygulanamaz.

3. Egitlerse denklem tamdur. F, = M yazip y’yi sabit tutarak z’e gére integralleyin: F'(z,y) = [ M 0z +
h(y).

4. Buldugunuz F"yi y’ye gore tiiretip F, = N esitligine koyun. h’(y) yalmz birakildiginda icinde =
kalmamas: gerekir; kaliyorsa bir hesap hatasi var demektir.

5. h'(y)’yi y’ye gore integralleyip h(y)’yi, oradan da F'(z,y)’yi yazin. Genel ¢oziim F'(z,y) = ¢ kapal
bicimidir.

6. Baslangic kosulu verilmisse kosulu kapali ¢6ziimde yerine koyup c sabitini belirleyin.

Ugiincii adimda F, = M yerine F, = N ile baslamak da serbesttir: bu kez y’ye gore integral alnir ve

bilinmeyen fonksiyon h(z) olur. Hangi integralin daha kolay olduguna bakip se¢im yapmak akillica olur.

© Sabitlerin yutulmas:

h(y) bulunurken ¢ikan ¢, integral sabitini ayrica tagimaya gerek yoktur. Cinkii F(z,y) +¢; = ¢
esitligi F'(z,y) = ¢ — ¢, demektir ve ¢ — ¢, de keyfi bir sabittir. Bu yiizden ¢6ziimlerde ¢, ’i dogrudan
sag taraftaki keyfi sabite katariz.

Ornekler

Ornek 7.3 (Baslangi¢c Kosullu Tam Denklem).

2ze¥dz + ( z%eY + cosy )dy =0, y(0) = g
baslangi¢ deger problemini ¢6ziiniiz.

Coziim.
Tamlik denetimi. Denklem zaten diferansiyel bicimdedir:

M = 2zeY, N = z2%e¥ 4 cosy.
Kismi tiirevler:
M, = 2ze?, N, = 2zeY.
M, = N, oldugundan denklem tamdir. O halde dyle bir F'(x, y) vardir ki
dF = F,dz+ F,dy=Mdr+ Ndy=0

olur ve F(z,y) = ¢ ¢dzlimil verir.
Potansiyel fonksiyonun kurulmasi. Aranan kosullar

E, =M = 2zeY, F;/:N:x269+cosy
esitlikleridir. Birincisini y sabitken x’e gore integralleyelim (e¥ bu integralde sabit gibi davranir):
F(zx,y) = /ery 0z + h(y) = z2%e¥ + h(y).
Bilinmeyen fonksiyonun belirlenmesi. Bu F"yi y’ye gore tiretip F,, = N ile esitleyelim:
F, = 2%¢Y + 1 (y) = z°e¥ + cosy.

iki tarafta da bulunan x2e? terimleri sadelesir; geriye yalnizca y’ye bagh bir esitlik kalir (adim 4'te
bekledigimiz tam olarak buydu):

h'(y) = cosy=h(y) = siny.
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86 Boliim 7. Tam Diferansiyel Denklemler

Genel ¢oziim. Buldugumuz h'yi yerine koyarsak potansiyel fonksiyon F'(z,y) = x%e¥ + sin y olur ve
genel ¢6zim

z2e¥ +siny =c

kapali bi¢imidir.
Sabitin belirlenmesi. y(0) = 5 kosulunda z = 0 ve y = 7 alnur:

02~e”/2+sing:c:>0+1:c:>c:1.

Aranan 6zel ¢ozim
z2e¥ +siny =1

kapali denklemidir. Bu ifadeden y’yi x cinsinden acik¢a ¢ekmek miimkiin degildir; birinci mertebe
denklemlerde ¢6ziimiin kapali kalmasi olagan bir durumdur.
|

Ornek 7.4 (Polinom Katsayili Tam Denklem).
(6xy® —32? )dz — (7 — 62’y —3y* )dy =0
denklemini ¢6ziiniiz.
Coziim.
Katsayilarin okunmasi. Denklemi M dz + N dy = 0 kalibiyla karsilastirirken eksi isaretini paran-
tezin i¢ine dagitmay1 unutmamaliyiz:
M = 6zy? — 322, N=—(7—6x2y—3y2):—7+6x2y—|—3y2.
Tamlik denetimi.

M, = 12xy, N, = 12zy.

M, = N, oldugundan denklem tamdir; F;, = M, F, = N kosullarini saglayan bir F' vardur.
Potansiyel fonksiyon. F,, = M esitligini «’e gore integralleyelim:

F(z,y) = /( 6xy? — 322 )0z + h(y) = 3z2y? — 23 + h(y).

Simdi y’ye gore tiretip F, = N ile esitleyelim:
F, =62’y + h'(y) = —7 + 6%y + 3>
622y terimleri gider ve
W(y) = =7+ 3y*=h(y) = ~Ty + ¢

bulunur.
Genel ¢oziim. Potansiyel fonksiyon F(x,y) = 3z%y? — 22 — Ty + y° oldugundan genel ¢oziim

3x2y? — 23+ —Ty=c

kapali bi¢imidir.

Denetleme. Buldugumuz F’nin kismi tiirevlerini alirsak F, = 6xy? — 322 = M ve F, = 622y +
3y? — 7 = N olur; ¢dziim dogrudur.

|

Ornek 7.5 (Ortak Carpan Sadelestirilerek Tam Hale Gelen Denklem).
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7.5 Ornekler 87

2yy’x(x+y2 )7(:1:2—3/2:0):0
denklemini ¢6ziiniiz.

Coziim.
Diferansiyel bicime gecis. 3’ d yazip her iki tarafi dx ile carpalim:

(:1:—|—y )dy (mQ—yzx)dx:&
M dz + N dy = 0 kalibina gore
M(z,y) = —22 + y*x, N(z,y) =2yz (z+ y? )= 2x%y + 2xy°.
Tamlik denetimi.
M, = 2yz, N, = 4xy + 2y3.

M, # N, oldugundan denklem bu haliyle tam degildir.
Ortak carpanin sadelestirilmesi. Buna karsin M ile N’nin her ikisi de  ¢arpanin tasiyor:

M=z (—z+y*), N=z-2y(z+y”).
x # 0 olan bolgede denklemin iki yanini z’e bélebiliriz:
(—z+y*)dz+2y (z+y* )dy=0.
Yeni katsayilar
M(z,y)=-z+y®, N(z,y) =2y (z+y*)=2zy+2y°
olup
M, =2y, N, =2y

bulunur. Artik M, = N,; denklem tamdir. Ayni denklemin tam olup olmamasi, onu hangi carpanla
yazdigimiza baglidir.
Potansiyel fonksiyon. Bu kez F, = N ile baslayalim; y’ye gére integral almak burada daha kolay:

4
F(z,y) :/(Q:I:y+2y3 )9y + h(z) :my2+%+h(:r).

Simdi x’e gore tiiretip F, = M ile esitleyelim:
B =+ W (@) = 2+

y? terimleri sadelesir:

Genel ¢oziim.

2

2, Y T _
Ty + 2 5 c
kapali bicimidir; istenirse iki tarafi 2 ile carpip 22y + y* — 22 = ¢, yazilabilir.

Boélmenin bedeli. z’e bolme islemi yalnizca x # 0 bolgesinde gecerlidir. z = 0 dogrusu baglangictaki
diferansiyel bicimi saglar (bu dogru tizerinde hem dz = 0 hem de N = 0 olur), ama bir y(z) fonksiyonu
belirtmediginden yukaridaki ¢6ziim ailesinin diginda kalir.
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Son 6rnek, bolimiin sonundaki asil soruyu da giindeme getiriyor: tam olmayan bir denklemi uygun bir
carpanla ¢arparak (ya da bolerek) tam hale getirebiliyorsak, bu ¢arpani her durumda bulmanin bir yolu
var mudir?

Alistirmalar

Aligtirma 7.1 (Polinom Katsayili1 Aligtirma).
(3x2+4xy)d:c+(2m2+2y )dyzO

denklemini ¢6ziiniiz.

Cozim.
M = 322 + 4zy ve N = 222 + 2y icin

M, = 4z, N, =4x

oldugundan denklem tamdir. F,, = M esitligini 2’e gore integralleyelim:
F(z,y) = /( 3z% + 4y )0z + h(y) = x3 + 222y + h(y).

y’ye gore tiiretip F, = N ile esitleyelim:
_ 9,2 — 9.2 (o — .2
F, =22 + 1 (y) = 22° + 2y=h'(y) = 2y=h(y) = y°.
Genel ¢6ziim
22+ 22%y+9y? =c

kapali bi¢imidir.
|

Alistirma 7.2 (Baslangic Kosullu Aligtirma).
(2xcosy+3x2y)dx+(x3—m2siny—y)dy=0, y(0) =2
baslangi¢ deger problemini ¢6ziiniiz.

Coziim.

M =2z cosy + 3z?yve N = 23 — 22

sin y — y olsun. Kismi tiirevler:
M, = —2zsiny + 3z2, N, = 3z% — 2xsiny.

Ikisi esittir, denklem tamdir. F, = M esitligini z’e gore integralleyelim (cosy ile y bu integralde
sabittir):

F(z,y) = / (2zcosy+ 32y )0z + h(y) = 22 cosy + x3y + h(y).
y’ye gore tiiretip F;, = N ile esitleyelim:

F, = —a®siny + 2% + ' (y) = 2® — 2®siny —y.

Ortak terimler sadelesir:

W(y) = —y=hly) = =75

Genel ¢6ziim
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y?
xQCosy—l—a:sy—?:c

kapali bi¢imidir. Baglangi¢ kosulunda = 0, y = 2 alalim:

4
0+O*§=C:>C=*2
Aranan 6zel ¢ozim
y?
22 cosy + z3y — 7= —2

ya da iki tarafi 2 ile carparak 22 cos y + 223y — y? = —4 bicimindedir.
|

Alistirma 7.3 (Siniis ve Ustel Terimli Alistirma).
( ycosx + 2xeY )dx—l— (sinx—l—xQey -1 )dy =0
denklemini ¢6ziiniz.

Cozim.
M = ycosz + 2ze¥ ve N =sinz + z2e¥ — 1 icin

M, = cosz + 2zeY, N, = cosz + 2xeY

oldugundan denklem tamdir. 2’e gére integralleyelim:
F(z,y) = /( ycosz + 2ze¥ ) 0z + h(y) = ysinz + z2e¥ + h(y).

y’ye gore tiirev alip F, = N ile esitleyelim:
E, =sinz + 2%e¥ + h/(y) = sinz + z?e¥ — 1.
Buradan
W(y) = —1=h(y) = —y
ve genel ¢oziim
ysinz +2%e¥ —y=c

kapali bi¢imidir.
|

Alistirma 7.4 (Ustel Carpim Iceren Alistirma).
(2+ye™ )dz — (2y —ze™ )dy =0
denklemini ¢6ziiniiz.

Cozim.
Eksi isaretini parantezin i¢ine dagitarak katsayilar1 okuyalim:

M =2+ ye™, N = -2y + ze™.
Kismi tiirevleri ¢carpim kuraliyla alalim. M’yi y’ye gore tiiretirken e®¥’nin y’ye gore tiirevi ze®’dir:

Myzemy—i—y-xewy:ew(l—}—zy).
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N’yi x’e gore turetirken e*¥’nin x’e gore tiirevi ye®¥’dir:
N, =e*¥ +x - ye® =™V (1—|—a:y) .

M, = N, oldugundan denklem tamdir. £, = M esitligini x°e gore integralleyelim; y sabit oldugundan
[ ye*¥ dx = e™¥ olur:

F(z,y) = /( 2+ye™ )0z + h(y) = 2z + ™ + h(y).

y’ye gore tiiretip F;, = N ile esitleyelim:
— T / — T / — — 2
E, = ze™ + 1 (y) = =2y + ze™¥=h'(y) = —2y=h(y) = —y°.
Genel ¢6zim

2z +e% —y? =c

kapal1 bi¢imidir.
]

Alistirma 7.5 (Toplamin Kosiniisiinii Iceren Alistirma).
cos(m+y)dm+(3y2 + 2y + cos(z + y) )dy =0
denklemini ¢6ziiniz.

Cozim.
M = cos(x + y) ve N = 3y? + 2y + cos(z + y) olsun. Zincir kuraliyla

M, = —sin(z +y), N, = —sin(z + y)

bulunur; denklem tamdir. £, = M esitligini a’e gore integralleyelim (icerideki x + y ifadesinin z’e
gore tiirevi 1 oldugundan ek bir katsay1 gerekmez):

Flz,y) = / cos(z + y) 0z + h(y) = sin(x + ) + h(y).

y’ye gore tiirev alip F;, = N ile esitleyelim:
F, =cos(z +y)+h'(y) = 3y + 2y + cos(z + y).
Buradan
K (y) =3y + 2y=h(y) = y° + 4
ve genel ¢oziim
sin(z +y) +4° +y° =c

kapali bi¢imidir.
|

Tam Olmayan Denklemler Ne Olacak?

M dzx + N dy = 0 denkleminde M, # N, ise denklem tam degildir ve bu béliimiin yontemi dogrudan
islemez. Oysa Ornek 7.5 bize bir ipucu verdi: denklemi uygun bir carpanla carpmak (orada % ile carpmugtik)
tamlig1 geri getirebiliyor. Béyle bir ¢arpanin her zaman var olup olmadigi ve sistemli bi¢imde nasil
aranacagl, Integrasyon Carpani béliimiiniin konusudur.
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8.1

8.2

8. Integrasyon Carpani

Bir onceki béliimde tam diferansiyel denklemleri inceledik: M (z,y) dx + N(z,y) dy = 0 denkleminin
tam olmasi icin gerek ve yeter kosulun

oM _on
oy Oz

oldugunu gordiik ve denklem tam oldugunda F,, = M, F, = N kosullarini saglayan potansiyel fonksi-
yonu bularak genel ¢6ziimii F'(z,y) = ¢ bi¢ciminde yazdik.

Peki bu kosul saglanmiyorsa ne olacak? Yani M, # N, ise denklemi ¢dpe mi atacagiz? Hayir. Bir
denklemin “tam olmasi1”, aslinda denklemin kendisinden ¢ok yazilis bicimiyle ilgili bir 6zelliktir: ayni
¢oziim egrilerini veren iki farkli yazilistan biri tam olmayabilirken 6biirii tam olabilir. Ciinkii denklemin
sag tarafi sifirdir; her iki tarafi sifirdan farkl bir p(z, y) fonksiyonuyla ¢arparsak ¢oziim egrileri degismez,
ama M ile N degisir, dolayisiyla M, ile N, de degisir.

Iste bu béliimiin fikri budur: tam olmayan bir denklemi, uygun bir p(z,y) ile carparak tam hale
getirmek. Boyle bir carpana integrasyon ¢arpani diyecegiz. Once carpanin saglamasi gereken denklemi
cikaracak, sonra bu denklemin pratikte ¢oziilebildigi ti¢ durumu (yalniz z’e bagh carpan, yalniz y’ye bagh
carpan ve 22 + y%’ye bagh carpan) tek tek isleyecegiz.

Neden Bir Carpana Ihtiyac Duyariz?
Fikri en yalin 6rnekte gérelim. Su denkleme bakalim:

ydr —xdy = 0.
Burada M = y ve N = —z oldugundan

M,=1, N,

x

=-1

bulunur; M, # N, yani denklem tam degildir. Ama denklemi y% ile carparsak (y # 0 bolgesinde) sol
taraf tanidik bir tam diferansiyele donisiir:

1
—dx—%dysz).
Yy Y Y

Yani denklem d (%) = 0 halini alir ve bir onceki bolimiin yontemiyle ¢6ziilebilir; tam olmayan bir
denklemi tek bir carpanla ¢dziilebilir hale getirdik. Tamlik denetimini ve genel ¢dziimii az sonra Ornek
8.1’da adim adim yapacagiz; simdi bu gézlemi tanim héline getirelim.

Integrasyon Carpanl
Tanim 8.1 (Integrasyon Carpani). D bolgesinde tanimli
M(z,y) dz + N(z,y)dy =0

denklemi D’de tam olmasin. Eger D iizerinde sifirdan farkl ve siirekli tiirevlenebilir bir u(x,y) fonksi-
yonu i¢in

w(z,y)M(z,y)dz + p(z, y)N(z,y) dy = 0

denklemi D’de tam oluyorsa, u(z,y) fonksiyonuna verilen diferansiyel denklemin bir integrasyon
carpanui (integrating factor) denir.
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Yani integrasyon carpani, denklemi tam olmayan yazilisindan tam yazilisina gegiren bir diizeltme katsa-
yisidir; onunla carptiktan sonra bir 6nceki boliimiin yéntemi aynen uygulanir.

Ornek 8.1 (Bir Carpanin Dogrulanmasi). u(z,y) = y—12 fonksiyonunun, y > 0 bélgesinde

ydr —xdy=0

denkleminin bir integrasyon ¢arpani oldugunu gosteriniz ve denklemin genel ¢6ziimiinii bulunuz.

Acik Matematik - acik-matematik.com 92

Cozim.
Once verilen denklemin tam olmadigini goérelim: M =y, N = —z icin

M,=1, N,=-1

x

olup M, # N, ’tir.
Simdi denklemi p = y% ile carpalim. y > 0 oldugundan g taniml, stirekli tiirevlenebilir ve sifirdan
farklidir:

1
—d:r—%dy:O.
Y Y

Yeni katsayilar M= ;—; ve N = —;—2 olmak tizere
~ 1 - 1
M, = 7 N, = 7

bulunur. Tki kismi tiirev esit oldugundan yeni denklem tamdir; demek ki p = y—12 bir integrasyon

carpanidir. -
Genel ¢6ztiimii bulmak icin F,, = M kosulundan baglayalim:

1 x
Fa.y) = [ 5 00+ hy) = + hiy).
Y Y
Bunu y’ye gore tiiretip N'ye esitleyelim:
F, = —— 4+ W(y) = ——=N(y) = 0=h(y) =
Boylece F(z,y) = { ve genel ¢dziim

T
)

=C

olur. Bu aile, ¢ # 0 i¢in orijinden gecen y = kx (k = 1/c¢) dogrularini, ¢ = 0 i¢in ise £ = 0 dogrusunu
verir. Gergekten de y = kx icin dy = kdz olup ydr — z dy = kx dx — kx dz = 0’dir; x = 0 dogrusu
iizerinde de z = 0 ve dx = 0 oldugundan y dx — x dy = 0 saglanur.

|
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1 Integrasyon carpani tek degildir
Yukaridaki denklem icin y—12 tek secenek degildir. Ornegin m% ile carparsak
1
Yode——dy= 0¢—d(3) =0
x x x
elde edilir; ﬁ ile carparsak

1 1
—dz——-dy=0=In|z |—Injy|=c
z Y

cikar. Ugii de ayni ¢éziim ailesini verir. Bu yiizden “integrasyon carpami” derken “bir” integrasyon
carpani kastedilir; amacimiz en kolay bulunam yakalamaktir.

Carpanin Sagladigi1 Denklem

Tanim giizel ama kullanish degil: p’yili nasil bulacagimizi séylemiyor. p’'niin saglamasi gereken kosulu,
tamlik ol¢itiint carpilmig denkleme uygulayarak ¢ikaralim.

Teorem 8.1 (Integrasyon Carpaninin Denklemi). D dikdortgensel bir bolge olsun; M, N ve u fonksi-
yonlarinin birinci mertebeden kismi tiirevleri D’nin her noktasinda siirekli ve u, D de sifirdan farkli olsun.
Bu durumda p(z,y) fonksiyonu, M dxz + N dy = 0 denkleminin bir integrasyon ¢arpanidir ancak ve ancak

esitligi D’nin her noktasinda saglanirsa. Bu esitlige kisalik olsun diye (*) diyecegiz.

ispat.

w, M ve N ’nin birinci mertebeden kismi tiirevleri siirekli oldugundan pM ile ;N ’nin kismi tiirevleri de
D’de suireklidir; D dikdortgensel oldugundan tamlik élgiitii (Teorem 7.1) ¢arpilmis denkleme uygulanabilir.
Olgiite gore uM dx + uN dy = 0 denkleminin D’de tam olmasi,

5y (nM)= 5 (uN)
esitliginin D’nin her noktasinda saglanmasiyla ayni seydir. Her iki tarafa ¢arpim kuralini uygulayalim:
py M+ pM, = p, N + pN,.
Biitiin terimleri sol tarafa toplarsak
pyM — pe N + p (M, —N,) =0

bulunur. Adimlarin hepsi denklik oldugundan ters yonde de yiiriinebilir: (x) saglaniyorsa (uM), =
(), olur; él¢iitiin yeterlilik yonii geregi — D ’nin dikdértgensel olmasi tam burada kullanilir — carpilmis
denklem D’de tamdur.

|

Yani gyt bulmak, () ile verilen bir kismi diferansiyel denklemi (Tanim 1.3) ¢6zmek demektir.

Bu iyi bir haber degildir: (x), ¢cdzmek istedigimiz adi diferansiyel denklemden daha zor bir denklemdir;
bilinmeyen g iki degiskene baghdir ve genel ¢oziimii elde etmenin sistematik bir yolu yoktur. Buradan
cikis yolu, p’niin bi¢imi tizerine bir varsayim yapmaktir. En dogal varsayim, p’niin tek bir degiskene
bagli olmasidir: ya yalmz z’e ya da yalniz y’ye. Bu varsayimlardan her biri, (*) denklemini degiskenlerine
ayrilabilen basit bir adi denkleme indirger.
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Yalniz z’e Bagli Carpan
Teorem 8.2 (x'e Bagli Integrasyon Carpani).

M, — N,

Yy x

N

orani sadelestiginde yalniz = ’e bagl bir p(x) fonksiyonuna esit oluyorsa,
p(x) = el P

fonksiyonu M dx + N dy = 0 denkleminin bir integrasyon ¢arpanidir.

Ispat.
p = p(z) oldugunu varsayalim. O halde p,, = 0 ve p,, = Z—g ’tir. Bunlari (x) denkleminde yerine koyalim:
——N M,—N,)=0=>—=—F——p.
2o N+ al 2) = 0= N M

Bu, p igin degiskenlerine ayrilabilen bir denklemdir. Sag taraftaki kesir yalniz x’e bagh p(x) ise degis-
kenleri ayirabiliriz:

d
7“ =p(z)dz=In| p | = /p(a;) dz.

Integral sabitini sifir secip her iki tarafin iistelini alirsak
plz) = el #ld
bulunur. Bu fonksiyonun gergekten bir integrasyon ¢arpani oldugunu dogrulayalim. i’ = p p oldugundan
(uN), = p'N + puN, =puN + pN, = p (M, — N,) + uN, = uM,

ve ote yandan p yalniz x’e bagh oldugundan

(#M), = pM,
olur. Iki ifade esittir, yani carpilmis denklem tamdur.
|
Yani ——= oraninda y tamamen sadelesiyorsa, aradigumiz ¢arpani tek bir integralle buluruz.

1 Integral sabiti neden sifir seciliyor?

In| 4 | = [pdz + ¢, alsaydik p yerine ey elde ederdik. Bir denklemi 4 ile carpmakla ey ile
carpmak arasinda hicbir fark yoktur: sabit katsay: tamlik kosulunu da ¢6ziimi de degistirmez. Aym
nedenle In| p | yerine In p yazip p > 0 se¢mek de serbesttir. Bize bir ¢arpan yettigi icin en yalinim
alirz.

Yontemi uygulamadan 6nce adimlar: toplu hélde yazalim.

1. M ile N'yi belirle, M, ve N, kismi tiirevlerini hesapla. Esitlerse denklem zaten tamdir, carpana gerek
}Jl\fj)ktlﬁzr

2. —¥=—= oranin sadelestir. Sonu¢ yalniz 2’e baglysa u(x) = elr@ ¥ carpanini hesapla.

3. Denklemin iki tarafini da y ile ¢arp ve yeni M, N i¢in M, = N, e§1thg1n1 dogrula.

4. Artik tam olan denklemi bir 6nceki bolimiin yontemlyle ¢dz: F, = M, F,, = N kosullarindan potan-
siyel fonksiyonu bul, genel ¢6ziimii F'(z,y) = ¢ olarak yaz.

Ornek 8.2 (Carpan1 x Olan Bir Denklem). z > 0 olmak iizere

(Bzy +y?) dz + (22 + zy) dy = 0
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8.4 Yalniz z’e Bagh Carpan 95

denklemini ¢6ziiniiz.

Coziim.
Tamlik denetimi. M = 3zy + 3% ve N = 22 4+ zy icin
M, =3z + 2y, N, =2z +y.

M, # N, oldugundan denklem tam degildir; bir integrasyon carpani arayacagz.
Hangi carpani deneyelim? Once y = pu(y) denesek ne olurdu, ona bakalim:

Ny =M, 22+y—3z—-2y —(z+y)
M 3zy + 12 y(Bx+y)

Bu ifadede z sadelegmiyor; oran z’e de bagh kaldifindan p = p(y) varsayim bizi

uly) = o T
gibi, ’i icinde tasidig1 icin hesaplayamayacagimiz bir integrale gotiiriir. Demek ki bu yol kapals; p1 =
wu(x) deneyelim.

Carpanin hesab.

M,—N, 3z+2y—22—y z4+y 1

N 2 + xy Cz(rty)
Oran yalmiz z’e baglh ¢ikti. O halde
/J('/L') — ef%dm — elnz =

bir integrasyon carpanidir ( > 0 oldugu i¢in mutlak degere gerek kalmadi).
Denklemi ¢arpalim. Her iki tarafi p(z) = z ile carparsak

(3z%y + zy?) dz + (23 + 2%y) dy = 0
olur. Yeni katsayilar M = 322y + zy? ve N = z3 + 22y icin
M, = 32 + 22y, N, = 322 + 2xy

bulunur. Kismi tiirevler esit: denklem artik tamdr.
Potansiyel fonksiyon. Oyle bir F'(x,y) vardir ki

E, = 322y + xy?, F, = 3 + 22y,

Ikinci kosulu y’ye gore integralleyelim (burada x sabit tutulur):

2,2

2y + h(z).

T

F(z,y) = /(x3 + 22y) Oy + h(z) = 23y +

Simdi bunu z’e gore tiiretip birinci kosula esitleyelim:
F, =322y + 2y® + W' (z) = 322y + 2y°’=h'(z) = 0=h(z) = ¢;.
Genel ¢oziim. F(x,y) = c yazip sabitleri birlegtirirsek
2,2

z’y
2

:63y+ =c

kapali genel ¢oziimiinii elde ederiz.
]
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Yalniz y’ye Bagh Carpan

Ayni hesabi bu kez z yerine y i¢in yapalim.
Teorem 8.3 (y'ye Bagh Integrasyon Carpam).
N, —M,
M

orani sadelestiginde yalniz y’ye bagh bir q(y) fonksiyonuna esit oluyorsa,
'u(y) = ej‘CI(y) dy
fonksiyonu M dx + N dy = 0 denkleminin bir integrasyon ¢arpanidir.

Ispat.
p = p(y) olsun. Bu durumda p,, = 0 ve pi,, = Z—’;’dir. (*) denkleminde yerine koyalim:

dp
dy

d#_Nm—My

L
Sag taraftaki kesir yalniz y’ye bagh q(y) ise degiskenleri ayirip integralleyebiliriz:
df =q(y)dy=In| p | = /Q(y) dy.
Integral sabitini yine sifir alarak
ply) = el aW)dy
buluruz. Dogrulamasi bir énceki teoremdekinin aynadaki goriintisidiir: ;1" = q p oldugundan
(puM), =M+ pM, = p(N, — M) + pM, = pN, = ( pN),

olur, yani ¢carpimis denklem tamdir.
|

. N,—M . .. . o
Yani bu kez Y oraninda z’in tamamen sadelesmesini bekliyoruz; payin siras1 da z’e bagli duruma
M Y Y
gore terstir.

Carpanin sifir oldugu yerlere dikkat

Integrasyon carpaniyla carpmak, 1 # 0 olan bélgede ¢oziimleri degistirmez. Ama p’niin sifir oldugu
egriler iizerinde durum farkhidir: orada carpilmis denklem, 6zgiin denklemden daha fazla egriyi
“coziim” gibi gosterebilir. Bu yiizden ¢arpan u(y) = y? gibi bir yerde sifir oluyorsa, y = 0 egrisinin
6zgin denklemi saglayip saglamadig1 ayrica denetlenir.

Ornek 8.3 (Carpanm1 y Kare Olan Bir Denklem).
ydz+ (3+3z—y)dy=0
denklemini ¢6ziiniiz.

Cozim.
Tamlik denetimi. M (z,y) = y ve N(z,y) = 3 + 3z — y i¢in

M,=1, N,=3

olup M, # N, ’tir; denklem tam degildir.
Carpanin hesabi. M yalniz y’ye bagh oldugundan p = pu(y) denemek akillicadir:
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Oran yalniz y’ye bagh ¢ikti. O héalde
puly) = ef 3y — 2y _ >

bir integrasyon ¢arpanidir.
Denklemi carpalim. Her iki tarafi 42 ile carparsak

y3dx + (3y? + 3xy? — %) dy =0
olur. Yeni katsayilar M = y3 ve N = 3y? + 3zy? — 3 icin
_ 9.2 _ 9.2
M, = 3y*, N, =3y

bulunur; denklem artik tamdir.
Potansiyel fonksiyon. Oyle bir F'(x,y) vardir ki

E,=vy®, B, =3y"+3z° ¢’

Birinci kosulu z’e gore integralleyelim:
F(z,y) = /y3 0z + h(y) = zy° + h(y).

Bunu y’ye gore turetip ikinci kosula esitleyelim:

F, =3xzy* 4+ 1/ (y) = 3y* + 3zy® —y3=h(y) = 3y — o°.

Buradan
4
Y
hy) =y’ = +a
elde edilir.
Genel ¢6éziim. F(xz,y) = c yazip sabitleri birlegtirirsek
4
zy® +y — yZ =c

kapal1 genel ¢oziimiine ulagiriz. Son olarak ¢arpanin sifir oldugu y = 0 durumunu denetleyelim: y =
0 alindiginda dy = 0 ve y dx = 0 oldugundan 6zgin denklem saglanir; bu ¢6ziim de kapali ¢oziimde
¢ = 0 degerine kargilik gelir.

|

Hangi Carpani Denemeli?

Elimizde iki formiil var; hangisiyle baslayacagimiza nasil karar verecegiz? Karar olciitii basittir: hesap-
ladigimiz oranin sadelesip tek degiskene inmesi. Oran iki degiskeni de tasimaya devam ediyorsa o
varsayim yanlistir ve formiildeki integral hesaplanamaz — nitekim Ornek 8.2"te (1) denemesi tam olarak
bu yiizden ¢ikmaz sokaga girmisti.

Varsayim Hesaplanan oran Aranan kosul Carpan
p= p(z) M’"‘;Nm yalniz x’e bagh el plx)dz
w=p(y) NI&ME’ yalniz y’ye bagh el aw) dy

Pratikte su siray1 izlemek zaman kazandirir:
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98 Béliim 8. Integrasyon Carpani

1. Once M, — N, farkini bir kez hesapla; bu ifade iki formiilde de ortaktir (yalnizca isareti ve bélen
degisir).

2. Farki N’ye bol ve sadelestir. Sonugta y kalmiyorsa p(x) ile devam et.

3. Kaliyorsa farkin isaretini ¢evirip M’ye bél. Sonugta x kalmiyorsa u(y) ile devam et.

4. Ikisi de olmuyorsa tek degiskenli varsayimdan vazgecip 6zel bicimli bir carpan ara.

Kiigiik bir sezgi kurali da ise yarar: N sade bir carpanlara ayrilmig ifadeyse p(z), M sadeyse p(y) denemek
genellikle daha ¢abuk sonug¢ verir.

Ornek 8.4 (Dogru Varsayimi Se¢me). x > 0 olmak iizere
(22 + 9%+ 1)dx —2zydy =0
denklemini ¢6ziiniiz.

Cozim.
Tamlik denetimi. M = 2% + y? + 1 ve N = —2zy icin

M,=2y, N,=-2y
olup denklem tam degildir. Ortak fark
M, — N, =2y —(-2y) = 4y

olarak bir kez hesaplanir.
Varsayimin se¢imi. Farki 6nce N’ye bolelim:

M, — N, _ Ay 2
N —2xy x
y sadelesti; oran yalniz ’e bagli. (Meraklisi i¢in: farkin tersini M ye bélseydik #33“ ifadesi ¢ikardi

ve bu z’ten kurtulmazdi; yani p(y) varsayimi burada ige yaramaz.)
Carpanin hesab.

u(x) — effgdm — 67211127 — P

Denklemi carpalim.
21 2
(1+y—2+—2>da:——ydy:0.
z? oz z

Yeni katsayilar i¢in

2 2
_ 4y N—y

My=22 N=35
oldugundan denklem tamdur.
Potansiyel fonksiyon. F; = —%y kosulunu y’ye gore integralleyelim:

y?
F(z,y) = L +hz).
Bunu z’e gore tiiretip F,, kosuluna esitleyelim:
2 2
/ y. 1 1

Buradan h(z) =  — 1 bulunur.
Genel ¢oziim.
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Istenirse iki taraf « ile carpilip daha derli toplu bicimde
22—y’ —l=cz

yazilabilir.
|

Ozel Bicimli Carpanlar: p(z? + y?)

M,—N, N,—M . . . g
Bazen ne —4—= ne de —;—* tek degiskene iner; ama denklemin yapisina bakinca z ile 3’nin hep 2% + 3

6begi icinde goriindigi fark edilir. Béyle durumlarda g’niin yalniz x’e ya da yalniz y’ye degil, dogrudan

2= a2+

buytkligiine bagh oldugunu varsaymak ise yarar. Bu varsayim altinda p yine tek degiskenli bir fonksi-
yondur; tek fark, p, ve pi, kismi tiirevlerini zincir kuraliyla yazmamiz gerekmesidir:

/7 a /
(®+y?) =22/ (2), pE*+y?) =2y (2),

%” oy

burada p’ = @ d olarak, yani p’niin kendi tek degiskenine gore tiirevi olarak anlasilir.

"

d(@2+y?)
Teorem 8.4 (x Kare Art1y Kareye Bagh Carpan). z = 22 + y2 olmak iizere, 2yM — 2z N ifadesinin
stfirdan farkly oldugu bir bolgede

N, —M,
2yM — 2z N
orani sadelestiginde yalmz z’ye bagh bir r(z) fonksiyonuna esit oluyorsa,
pu(z) = el T
fonksiyonu M dx + N dy = 0 denkleminin bir integrasyon ¢arpanidir.

Ispat.
p = p(z) varsayimini ve zincir kuralini () denkleminde kullanalim. ju,, = 2yp’ ve p, = 2z’ oldugun-
dan

2y’ M — 2z’ N + p (M, — N,) =0
olur. y’ terimlerini bir yana toplarsak
p (2yM —2aN) = p (N, — M,)
bulunur. Parantez icindeki ifade sifirdan farkli oldugu bolgede iki tarafi p (2yM — 2xN) ile bélelim:

d/},_ Nw—My

= ——dz= dz.
I 2yM — 2z N 2=r(z)dz

Sag taraf yalniz z’ye bagh oldugundan bu, degiskenlerine ayrilabilen bir denklemdir; integralleyip sabiti
sifir secersek

Inf p | = /r(z) dz=p(z) = el 72 2

elde edilir. Bu  icin (%) esitligi adim adim geri yiriinerek saglanir, dolayisiyla Teorem 8.1 geregi p bir
integrasyon carpanidir.
]
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100 Béliim 8. Integrasyon Carpani

Yani tek degiskenli varsayim yine gecerlidir; degisen tek sey, “tek degisken”in artik  ya da y degil, 2% +
y? 6begi olmasidir. Uygulamada formiilii ezberlemek yerine, asagidaki érnekteki gibi tamlik kosulunu
dogrudan yazip p’ ile p’yii ayirmak daha giivenlidir.

Ornek 8.5 (Obege Baglh Carpanla Coziim).
ydr — (x> +y?> +z)dy =0

denklemi tam mudir? Degilse = p(x? + y?) biciminde bir integrasyon carpani bulunuz ve denklemi
¢Oziniz.

Cozim.
Tamlik denetimi. M = yve N = —22 — y? — z icin

M,=1, N,=-2z-1

M, # N, oldugundan denklem tam degildir.
Varsayim. ;1 = p(x? + y?) olsun; yani u, z ile y’ye yalnizca 2 + y? 6begi tizerinden bagh olsun. Bu
bir integrasyon ¢arpaniysa

p? +y*)ydo — p(z?® +y?) (2° + ¥ + 2)dy = 0
denklemi tamdir. Yeni katsayilar
M=p@®+y*) -y, N=-p@®+y?) @ +y" +2)
olmak tizere M, = N, yazaca§iz. Zincir kuralini hatirlayalim:

o _o o Oy _
ay_ y/'l’ﬂ 81'_ l’L7 M_d($2+y2)

Tamlik kosulunu yazalim. Carpim kuraliyla
My=p+2y%, Ny=—Q2c+1)p—(2®+y*+a)2cp

olur. Bunlar esitleyelim:

p+2y0 = —Q2r+ D p—2z(2® +y* +2)p
p icin denklemi sadelestirelim. p’ terimlerini solda, u terimlerini sagda toplarsak

W (2y% + 223 + 2zy® 4+ 22%) = —(22 4+ 2)

bulunur. Sol taraftaki parantezi ¢carpanlarina ayiralim:

2[y3(z +1) + 2%(z + 1)] = 2(z + 1)(z* + ?).
Sag taraf da —2(z + 1)p oldugundan, x # —1 bélgesinde 2(z + 1) carpam sadelesir:

p (e +y?) = —p.

Goriildiigii gibi x ve y, denklemde yalnizca x2 + 32 6begi olarak kaldi; varsayimimiz tutarls.
Carpani bulalim. z = x? + y? yazip degiskenleri ayiralim:

du dz 1
- - 1 :_]. 2 2 = —_—
. —=lnp nz=pu(z? + y*) x2 4 2

Denklemi carpalim. z2 + y? # 0 bélgesinde

Yy T
———dr— (1+——— |dy =0
2y ( +x2+y2> Y

elde edilir. Denetleyelim:
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(> +y?) —y-2y  a®—y?

M, = =
y (22 + y2)2 (22 + y2)2’

N — (2 +y?)—x-20  x?—y?
z (22 4 y2)2 B (z2 + y2)2'

M, = N,: denklem artik tamdir.

Potansiyel fonksiyon. y # 0 bélgesinde ¢alisalim ve F, = M kosulunu integralleyelim:

X

F(z,y) = /:EQL—I—y? 0x + h(y) = arctan(—) + h(y).

Y

Bunu y’ye gore tiiretelim:

1 T , T ,
E, = 2'<?)+h(y)=x2—+yg+h(y)~

Bunu N’ye esitlersek

T T
T W) =—1-—T
212 +h(y) 212

T
arctan(—) —y=c.
Y

Genel ¢oziim.

=h'(y) = —1=h(y) = —y.

1 Baska 6bekler de denenebilir

Ayni diisiince z? + y?’ye 8zel degildir. Denklemin yapisina gore p(zy), u(z +y) ya da p(2) bigi-
minde ¢arpanlar da aranabilir. Yontem her seferinde aynidir: bege z adin ver, p,, ile p,’yi zincir
kuraliyla p’(z) cinsinden yaz, (*) denkleminde yerine koy ve z ile y’nin yalniz z tizerinden kalip
kalmadigina bak. Kaliyorsa p icin degiskenlerine ayrilabilen bir denklem elde edilir.

8.8 Alistirmalar
Alistirma 8.1 (Ustel Terimli Bir Denklem).
ydr + 2z —ye¥)dy =0
denklemini ¢oziiniiz.

Cozim.
M =yve N = 2x —yeY icin

M,=1, N,=2

olup denklem tam degildir. M sade oldugundan p = pu(y) deneyelim:
N,—-M, 2-1 1
M y ooy

Oran yalmiz y’ye bagls; 6yleyse

nly) =el s =y
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102 Béliim 8. Integrasyon Carpani

bir integrasyon ¢arpanidir. Denklemi y ile ¢arpalim:
y* dx + (2zy — y?e¥)dy = 0.

Denetleyelim: M, = 2y ve N, = 2y; denklem tamdur.
E, = y? kosulundan

F(z,y) = y® + h(y)
yazilir. y’ye gore tiiretip N ye esitleyelim:
— 7 (ar) — 2 T\ — a2
F, =2zy + k' (y) = 2zy — y*e?=h'(y) = —y’ev.
Sag taraftaki integrali iki kez kismi integrasyonla hesaplayalim:
/yzey dy = y2e¥ — 2/yey dy = y?e¥ — 2(ye¥ — e¥).

Buradan

h(y) = —e¥(y? — 2y + 2)
bulunur. Genel ¢6ztim:

zy? —e¥(y? —2y+2) =c.

Alistirma 8.2 (Negatif Kuvvetli Carpan).
2zydz + (y* — 32%)dy = 0
denklemini ¢6ziiniiz.

Coziim.
M =2zyve N = y? — 322 igin

M, =2z, N, = —6z
olup denklem tam degildir. Once () varsayimini smayalim:
My — Nx _ Sx
N  y2—3z2

Bu ifade y’den kurtulmuyor; varsayim ige yaramaz. $Simdi u(y) varsayimini sinayalim:

N,—M, —6x—2zx —8z 4

M 2zy 2xy y

Oran yalniz y’ye bagl ¢ikti. O halde

ply) = el 3 — g-amly| =

bir integrasyon carpanidir. Denklemi ¢arpalim (y # 0):

2z 1 322

Denetleyelim:
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8.8 Aligtirmalar 103

6x N - 6x

) x = T4
Y

M, =—

denklem tamdir. F, kosulunu integralleyelim:

m2
F(z,y) = 7 + h(y).

y’ye gore tiiretip IV’ye esitleyelim:

32 1 32 1 1
——+h(y) = 5 — —=h'(y) = 5=h(y) = —.
7 () R () " () "
Genel ¢ozim:
2?2 1 _
vy

ya da iki taraf 33 ile carpilarak
2?2 —y? =cyd.

Ayrica carpanin tanimsiz oldugu y = 0 durumu 6zgiin denklemi saglar; bu dogru da bir ¢oztimdiir.
|

Alistirma 8.3 (Carpani x Olan Bir Alistirma). = > 0 olmak tizere
(22 +y® + z)dz + zydy =0
denklemini ¢6ziiniiz.

Coziim.
M = 2% + 9% +xve N = zyicin

M, =2y, N, =y
olup denklem tam degildir. N ¢arpanlara ayrilmis bi¢cimde oldugundan p(z) deneyelim:

My—N, 29—y _y
N Ty Ty

Oran yalniz z’e bagli; 6yleyse
ula) = el Hie = o
bir integrasyon ¢arpanidir. Denklemi z ile carpalim:
(23 + zy? + 2%)dz + 22y dy = 0.

Denetleyelim: M, = 2zy ve N, = 2zy; denklem tamdur.

F, = x2y kosulunu y’ye gore integralleyelim:

$2y2

Fxm7y)= 9

+ h(z).

2’e gore tiiretip M’ye esitleyelim:
zy? + 1 (z) = 23 + 29 + 22 =k (z) = 23 + 22

Buradan
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104 Béliim 8. Integrasyon Carpani

z* 23
h(zx) = — 4+ —
@=7+3
bulunur. Genel ¢6ziim:
2202 2t 3
S+ T+ =q

ya da paydalar1 gidermek icin iki taraf 12 ile carpilarak

62%y® + 3z + 423 = c,.

Alistirma 8.4 (Obege Bagh Carpan Alistirmasi). y > 0 olmak iizere
(z+y)de+(y—z)dy=0
denklemi i¢in 1 = p(x? + y?) bigiminde bir integrasyon carpani bulup denklemi ¢oziiniiz.

Cozim.
M=z4+yve N =y—czicin

olup denklem tam degildir. Ayrica
M, — N, 2 N, — M -2

N y—x’ M x4y

oranlarmnin ikisi de iki degiskene birden bagldur; tek degiskenli varsayimlar ise yaramaz. Obege baglh
carpani deneyelim: z = 2% + y2 ve u = p(z) olsun. Carpilmis denklemin katsayilar

M=p(x+y), N=py—2)
olmak tizere zincir kuraliyla
My=2yp (z+y)+p,  Ny=2zp (y—2)—p
bulunur. Tamlik kogulu M, = N, sunu verir:
yp’ (@ +y)+p=2zp (y—x)—p
1’ terimlerini bir yana toplayalim:
w2y(z +y) — 22(y — 2)] = —2p.
Koseli parantezi agalim:
2zy + 2y? — 2zy + 227 = 2(2? + y?).
Boylece p icin su yalin denklem kalir:
p (e +y?) = —p.
z ile y yalnizca z 6begi olarak kalds; degiskenleri ayiralim:

d dz 1 1
e oz ==

o z z:x2+y2'

Denklemi bu ¢arpanla ¢arpalim:
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r+y o4 Yy—x
x2+y2 x2+y2

dy=0
Potansiyel fonksiyon icin F,, kosulunu integralleyelim; integrali iki parcaya ayirmak kolaylik saglar:

x 1 Y x
——— 0z = =1In(2? 4+ ¢? /—3x—— tan| — |.
/ 5 y2 5 ( ), 3 y2 arcta Y

Boylece
1 9 9 T
F(z,y) = 3 In(z? + y*) + arctan ” + h(y)

yazilir. y’ye gore tiiretelim:

Y T ’
E = — h (y).
Yy 1.2 + y2 (E2 + y2 + (y)

Bunu N’ye esitlersek b’ (y) = 0 ¢ikar. Genel ¢dziim:

1
3 In(z? + y?) + arctan<§> =c.
Y

Boylece birinci mertebeden denklemler i¢in ilk ara¢ kutumuz tamamlanmis oldu: degiskenlerine ayrilabi-
len denklemler, homojen denklemler, tam diferansiyel denklemler ve bu bolimde gordiigiimiiz gibi uygun
bir ¢carpanla tam héle getirilebilen denklemler. Bu dort yontem, birinci mertebeden denklemlerin ¢ogunu
bir “tam diferansiyeli integralleme” problemine indirger; geriye kalan siniflar ise (lineer denklemler, Ber-
noulli ve Riccati denklemleri ile yiiksek mertebeden lineer denklemler) kendi 6zel yontemlerini gerektirir.
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